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CAPITOL 2

FILTRE NO LINEAL PER L'ESTIMACIO DE PARAMETRES
DE PROCESSOS AR(P) AMB LA VARIANCIA DEL. SOROLL
DESCONEGUDA.

2.1 INTRODUCCIO

Suposem que volem estimar els parametres i la variancia del
soroll d'un model AR(p) definit per l'equacid:

YE AW v+, + 8 (1.6)

on {e} és una successié de variables aleatdries independents amb

distribucié N(0,0?) essent la variancia o2 desconeguda. Les udniques
variables observables sén la successié d'observacions {y,, 1=1....n}. El nostre

interés en aquest capitol és formular 'esmentat model en l'espai d'estat i a
continuacié, utilitzant la técnica del filtre no lineal optim, estimar

conjuntament el vector de pardmetres @' = (a,, ..., a,) i la variancia del soroll

o? que s6n desconeguts.
La modaelitzacié adient pel filtre no lineal optim sera:

Denotem per x Flestat del sistema i y la successio

d'observacions, llavors el model matematic discret és:

X, =F(Q)x +G(D)e

t+1

(2.1)
Y, =H(3)x,

on {e, } és una successié de variables aleatdries, independents distribuides
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segons una N(0,Z,) i independents de la condici6 inicial x;. Suposem que Xy

té distribucio a priori coneguda amb mitjana p i matriu de covariancies I,

Aquesta parametritzacid no és unica [4]. En aquest cas, la

parametritzacié no conté soroll en l'observacio.

Suposem que la distribucié a priori del vector de parametres té
distribucié a priori coneguda amb mitjana @, i matriu de covariancies Pyila

distribucié a priori de la variancia del soroll és coneguda també amb mitjana

002 i matriu de covariancies X,

Per determinar un estimador recursiu de @ i de o2 definim un vector
d'estat ampliat

X

X =9 - (2.2)
o?
i considerem el problema de I'estimacié de l'estat per aquest estat ampliat.

L'estat compleix les equacions:

Xl+1='_:()(t)+él
2.3)
y,=H(X)
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on

F(2)

FX)=| @ (2.3a)
02

_ |G@e,

=l (2.3b)
2
0

c@) =] (2.30)
.OJ

H(X) =H (@) x,

Definim per yt = {y,, ..., y, } el conjunt de totes les observacions

fins linstant t.

El problema en (2.3) és determinar E(X / y') que s'obtindra a
partir de la funci6 de densitat de probabilitat p( X,/ y') calculada de foma
recurrent, sempre i quan la distribucié é priori inicial p(X,) sigui coneguda,
on X, sbn les condicions inicials. A partir de l'esmentada distribuci6 p(X/y")
podrem calcular els estimadors optims E( @ / y') i E(c%/ y'), les variancies

dels quals s6n minimes [15], [26], la qual cosa justifica el qualificatiu
d'estimadors Optims.
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El problema de l'estimacié recursiva de @ i o2 esta formulat com
un problema d'estimacié d'estat, pero i'evolucié de I'estat X, és no lineal en
les equacions (2.3), per tant és un problema de filtratge no lineal {26).

Poden plantejar-se també els problemes de prediccio i
d'interpolacid, els quals tenen una formulacié semblant, només que el valor

que es pretén estimar és y, amb t'>t al cas de la prediccd i t'<t al cas de la

interpolacié.

2.1.1  _Model de I'espai d'estat general per un procés AR.

El model AR(p) definit en l'apartat 1.1.2.1 per l'equacié

V=8 o+ Y, + 8 (1.6)

es pot representar en l'espai d'estat mitjangant la segona forma candnica
observable [20] com

t+1

t+1

-
e
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Definit el vector d'estat ampliat (2.2), amb la parametritzacié

precedent, es tindran les equacions d'estat no lineals:

X =F(X)+e
y=H(X)

Axl 8,
onF(X)={ @ {e=]0 H(X()=th;®=(a1,...,ap)'
0‘2 0

H=[10..0]

(24 )

x, és el vector d'estat definit en el paragraf precedent i

1

a, Ip_1
A=

a, o‘
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és a dir

1 [ 1 2
X141 ax x4l o,
2 1 3
X1 ax +Xx 0
= ) +1 e (2.4
P 1 0
Xi41 a% o
%] %]
0
2 2 )
| o o
y=[1 o . . . ox 2.4

2.1.2 Discussid de I'eleccio de la distribucié a priori.

L'eleccié de la distribucié a priori dels parametres desconeguts
del model ha de ser feta d'acord amb la idea que a priori es coneix moit poc
sobre el comportament dels parametres i la variancia del soroll. Aquesta
hipotesi es coneix com el postulat de Bayes [6]. Per aquest motiu ens
situarem en un marc en el qual la informacié a priori no ha d'estar subjecte a
gaires restriccions i ha de ser el més general possible. Veurem més
endavant que les distribucions a priori d'aquest tipus es diuen no

informatives.

38



El nostre problema és relacionar el coneixement a priori dels
esmentats parametres amb la informacié subministrada per les dades, que

no és res més que la funcié de versemblanga.

En primer lloc definirem el concepte de distribucié a priori
localment uniforme {6}

Es defineix com distribucié a priori localment uniforme aquella
que és dominada per la funcié de versemblanga, és a dir, "una funci6 que no
canvia molt sobre la regid en la que la funcié de versemblanga és
apreciable i no presenta grans valors fora d'aquesta regié" [6], és a dir, de
l'estil de la seglent figura

Funcié de versemblanca

Funcié de densitat a
N “priofi ~—

Parametre

Per aquestes funcions de densitat a priori podrem calcular la

funcié de densitat a posteriori a partir de la formula de Bayes:

p(B/A,C)p(A/C)
p(B/C)

p(A/B,C)=

on p(A / B, C) és la probabilitat de I'esdeveniment A, condicionada per B i C.
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La tuncié de densitat a posteriori p(y"/ ©,6%) pot ser considerada

una funcié de @,62 en iloc d'una funcié de y' . Quan aixd succeeix i d'acord

amb Fisher (1922) [6], anomenarem funcié de versemblanga dels

parametres @,02 donats y' i la denotarem per (D.6% yY).

Aplicant la formula de Bayes a la funcié de densitat a posteriori i
substituint fa funcidé de densitat a priofi per una constant s'obté:

| @.5°) p@,6°)
J' 1 (0.6%y)p(@.6%) 4D do?

p@.N) =

2.t
i (0,(5t 1y) - @.5)
j 1 (D,0%y )dDdo
on p(@,6%/y") és la funcié de densitat a posteriori
1 (@,6%y") és la funcié de versemblanga que és igual a p(y"d,0?)

i p(,6°) és la funcié de densitat a priori.

Aixi, per una densitat a priori localment uniforme, la funcié de
densitat a posteriori numeéricament és aproximadament igual a la funcié de

versemblanga normalitzada.
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A continuacié introduirem el concepte de distribucié a priori no

informativa:

Sigui ¢(3,0%) una transformacié bijectiva de @ i 6> que compleix

les condicions de métrica i tal que la funcié de versemblanga I(@,o‘z/y‘) és

invariant per traslacié, és a dir
t _
L ©@,07) = g [0(@.5) - 1y) ] (2.6)

on g(x) és una funcié coneguda independent de les dades y'i f(y') és una
funcié de les dades y'.

Direm que una distribucié a priori de @ i 62 amb funcié de
densitat p(@,06°), és no informativa peis parametres @ i o2 si és localment
uniforme sobre (p(@,cz) (Box i Tiao [6]). Notem que aixd implica que la funcié

de densitat a priori p(@,6) és proporcional locaiment a /J/ on /J/ és el valor

absolut del Jacobia de la transformacio.

El concepte de distribucié a priori no informativa ens

proporciona un argument per triar una métrica adient, és a dir, escollirem

una meétrica pels parametres ¢(J, ¢°) sota la qual la funcié de versemblanca
sigui invariant per traslacié i la distribucié a priori en aquesta métrica sigui

localment uniforme.
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2.2 ALGORISME DE FILTRATGE NO LINEAL.

2.2.1 i la_distri iori
A partir de Fequacié (1.6):

YEaY e v, 8 (1.6)

es pot veure que

Yo=8

y1 = a,yo + 91 = 8180 + 91

Yo=Yyt +ape°+ep=é:eo+ . te,

i aixi successivament. Per tant, quan es coneixen els parametres, les
observacions sén combinacions lineals dels diferents sorolls blancs

gaussians, i llavors

1 t, o1 1
sz P12 () R Y ) @7

ply/ @.0%) =
(2n)(det R)

on R, és la matriu de covariancies de les observacions. L'expressié de

'esmentada matriu de covariancies Ig trobarem a partir de les seglients

equacions:

42



Definim, pel cas estacionari,

%= E[ Yik yt] k=0
(2.8)
Yey(j)=E[etyl+j] l>0

ja que el soroll en linstant t e, és independent de les observacions anteriors

i [5] trobem la recurréncia

T =8Nt T AN k21
(2.9)

2
To=a, - +&Y,+ O

que ens permet obtenir els p+1 primers elements de R, {y,, k=0.....p} resolent

un sistema d'equacions lineal de p+1 equacions amb p+1 incognites que és:

yo-aiyf...-apyp:oz
yl—a'yo-...-ap'yp_1=0
yp-aﬂm-.u-apyo:O
és a dir:
1-81 ..-ap- Yo '2

-a,(1-ay) ... 0 % 0
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Un cop coneguts aquests p+1 elements {y,, k-0....p}, els altres
elements de R, es poden calcular facilment utilitzant la primera equacio de

(2.9).

Per tant

R=E[y ()=} o

fo(al,...,ap) f,(al,...,ap)

. (a,...a) . .
= et (2.10)

les solucions del sistema d'equacions ja esmentat en (2.9).

Si fem el canvi de notacié R, = 0T, on T, és la matriu definida a
(2.10):
1,...,ap) f,

fo(a,,...,ap)

o (a,.... )
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arribem a la seglient expressio per la funcié de versemblanga:

2 TR 1 g |
1@.67y) =(c) “(det T) “expl- —5 (/) T, ()} =
20
-1/2 t 1 1, -1 1
=(detT) expf - —2—10962- — )T vy}
20

( on - indica proporcional a) que esta d'acord amb la definicié donada per
'equacié (2.6), és a dir, aquesta funcié de versemblanga és invariant per
trasiacio en el sentit donat en l'apartat 2.1.1 i en aquest cas Box i Tiao ({6},

pag. 28), aconsellen prendre la métrica ¢(@,6°) = (@.log ¢°), ja que la funcié
de versemblanga en aquesta métrica compleix la propietat de ser invariant

per traslacio.

La justificacio de I'eleccié de la métrica que donen Box i Tiao és
la segient:

Volem trobar una métrica pels parametres ¢(@) de manera que

la funcié de versemblanga I(@/ o2y!) sigui invariant per traslacié. Per ser
I'esmentada funcié de versemblanga gaussiana sera coneguda a priori
excepte la seva localitzacié que dependra de y'. Es a dir la funcié de

versemblanga I(@/ ¢2y!) és invariant per traslacié en la métrica original

(D)= i per tant, la distribucié a priori no informativa és localment uniforme

en O, és a dir:

pd)ac.

A continuacié veurem com triar una meétrica per la variancia del

soroll 62, de manera que la distribucié a priori per o2 sigui no informativa.
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Si en comptes de treballar en la propia métrica de o, treballem

en la métrica de log o, la funcié de versemblanga de log o2 donats @ i y*

sera;

1

I(log 6%/ y', @) <exp { - % log o - 5

log det T,

1 ‘ 1t
-—2-exp[-log>02-|09(y) T yl}

i aquesta funci6 de versemblanga compleix la definici6 donada per l'equacié
(2.6), és a dir, les dades y' = {Y. ..., ¥} només serveixen per trasliadar la

funcié de versemblanga. Per tant, la distribucié a priori no informativa haura
de ser localment uniforme en log 6. Si volem treballar en la métrica original

¢(0?)=0?, la densitat a priori no informativa haura de ser proporcional

localment a ™2, ja que

2
diog ¢ 2
p(c® @) = 1=°

intuitivament, aixd vol dir que localment a priori les variancies

del soroll 6° petites tenen gran probabilitat i les variancies del soroll 62 grans

tenen poca probabilital. Aquest raonament esta d'acord amb el fet que el

quocient ns?% o on s2 és la variancia mostral del soroll, segusix una y2

"Chi-quadrat".
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El cas que nosaltres tractarem en tot aquest capitol és aquelil en
que els parametres @ i la variancia del soroll 62 siguin desconeguts. En

aquest cas, suposarem que a priori & i o? son independents i tindrem

PO/ o°) = p(@)
p(a¥ ©) = p(c?)

i llavors la densitat a priori no informativa per @ i 62 sera

pP(@, 62 = p(@) p( 6%

Per tant, pel que fa als parametres, prendrem com a funcié de
densitat a priori una uniforme en linterval adient i pel que fa a la variancia

del soroll, proporcional a 1/ 62, de manera que
p(@, 62 a K o2 (2.11)
on k és la constant de normalitzacio.

A més aquesta densitat a priori p(®, o?) sota la métrica

(p(0,02)=(0,log 02) és no informativa d'acord amb l'apartat 2.1.2 ja que és

localment proporcional al jacobia de la transformacié que és:

aq)l

00 802 1
1di= —

8<p2 aq> o

%] ao'2
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2.2.2 Predicci¢ | filtatge

Per abordar el problema de l'estimacié dels parametres del
model AR(p) es determina l'evoluci6 de la funcié de densitat de probabilitat

a posteriori p{ X,/ y‘) +t=1,...,n. Suposem que en un instant t és coneguda
p( X, /y')ique volem calcular p( X1/ y"*1) en linstant t+1. Aquest calcul es

fara en dues etapes:

La primera etapa anomenada de prediccié ens permet caicular

p( X “/y') a partir de p(X,/y' ). La segona etapa anomenada de filiratge ens
ha de permetre calcular p(X,,/ y**! ) a partir de p(X,,,/y'), quan es coneix la

nova observacio y,, ;.

L'etapa de prediccié es resol mitjangant les equacions de

Chapman-Kolimogorov per processos de Markov [26]

pxm,y.(m:j Py (YR, (Mo =
t

(2.12)

= fox i (Un)p (n)n
% Wy

La funcié px o (§/m)ésiguala px‘ X, (C/n) per ser el model

1+1 (R4
dinamic definit en (2.4) un procés de Markov [22], és a dir, conegut X,, les
observacions que formen y' no aporten cap informacié addicional sobre el

valor de X, ;.
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La funcié de densitat Py /X (C/ n) esta relacionada amb la densitat
I+ (]

de probabilitat de e,.

L'etapa de filtratge es resol mitjangant el leorema de Bayes,

tenint en compte la informacié subministrada en l'etapa de prediccio.

0. y.,,/x,,,.y'”’C)px,,‘/y'm )
pxm/ym( )—J_ O % =
Xl 1pyh|/xlvl’ yk y pxlﬂlyl
(2.13)
Py,.ix, (Y E) Py (%)
| Prarx /O, (D)L

Xlﬂ

ony és el valor numéric que pren l'observacid Yierr

o (y) = pyl I, ‘(y )} com es pot deduir de l'equacié d'obser-
Yied/ Rt ¥ e

vacié (2.4%) ja que conegut X,, ,, les observacions que formen y! no aporten
informacié addicional sobre el valor de y, ;.

P, /x , (v) s'obté de l'equacié de I'observaci6 (2.4"). Aquesta proba-
(3] t+

bilitat sera una delta de Dirac, ja que un cop conegut l'estat X1

l'esmentada equaci6 (2.4") ens determina y,,,
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Substituint en (2.13) px ) , obtinguda en (2.12), aconseguim la recur-

3]

réncia:
P ()=

(2.14)

me/ Xm( y ))_! pXM/X‘ ©m) le/y( (n)dn
U .

J80-0 fo (B 0y an ek
X, t

xld

D'aquesta forma, es va obtenint, coneguda la distribucié a priori
com a condicié inicial, I'evolucié temporal de la densitat de probabilitat de

les variables a estimar condicionada per les observacions i a partir d'aqui
calcularem E(® / y') i E (62 /y') que no s6n res més que els primers

moments de les distribucions marginals. També podem calcular les
variancies corresponents.

El conjunt constitueix un algorisme recursiu que té com a

principal dificultat la representacié | emmagatzemat de la densitat de
probabilitat.
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El model AR(1)

Y1 =8Y, + 8,

formulat en notacié d'espai d'estat és

Ampliem l'estat x, a l'estat

Xt
Xl =1a
ol

i les equacions d'estat no lineals sén:

1 2 1

lel Xl Xl e

t+1

2 2

Xal=l X |*] ©
3 3 0

xt+1 x!

Y= X

t t

51



amb les condicions inicials

X

)
X.1=]a
x| Lo
de les quals introduirem en el filtre ia distribucié a priori d'acord amb
f'apartat 2.2.1.

O -

SN

O W

2.3.2 )mplementacié de l'algorisme de filtratge no lineal

Donada la dificultat d'obtenir solucions analitiques de l'equacié
recurrent plantsjada en (2.14), cal implementar mitjangant un ordinador una
solucié numérica general. Per fer-ho, es representen les funcions de
densitat de probabilitat per un nombre finit de valors, és a dir es discretitza la
densitat de probabilitat i s'avalua la funcié en el conjunt de punts de

discretitzacié, anomenat malla.

En aquest cas concret s'ha realitzat una discretitzacié inicial a

les variables que componen l'espai d'estat [xo,a.ozj; per tant, s'obté una

malla cubica.

L'equacié recurrent (2.12) s'implementa calculant per cada punt
de la malla, la integral del producte de dues funcions; el resultat de la
integracié cal multiplicar-ho per una altra funcié coneguda i normalitzar-ho
per a que es pugui interpretar com una densitat de probabilitat (2.13). Les
integrals de (2.12) i (2.13) s'aproximen per sumes.
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La malla és mobil, és a dir, es va adaptant a la densitat de
probabilitat a mesura que la variancia d'aquesta canvia. Per I'adaptacié de

la malla seguirem les seglents etapes:
1) Inicialitzacions, adopcié d'una malla inicial.

2) Calcul de la probabilitat a cada punt de la malla segons
l'algorisme descrit en l'apartat 2.2.2 i representat per la formula (2.14).

3) Comprovar que tots els punts de la malla tenen associat un
valor de la probabilitat superior a una certa tolerancia. Els punts que no
compleixin aquesta condicié sén eliminats.

4) Comprovar que el nombre total de punts en cada dimensié és
superior a un valor prefixat. Si resulta ser més petit quel'esmentat valor, es
canvia linterval de discretitzacié i s'interpola la funcié de densitat de

probabilitat pels nous punts.

5) Tornar a 2)

2.3.2.1 Inicialitzacié de la recursié.

Hem construit la seglent malla inicial

X, € [-R, R] i es discretitza aquest interval en k, punts.

X, € (-1, 1) i es discretitza aquest interval en k,, punts.

1
(!
2
0
3 . . . .
X, € [ S, T)i es discretitza aquest interval en k; punts.

Per tant, es 1é una malla inicial de kq x ky x kg punts sobre la

qual s'inicialitza la densitat de probabilitat a priori.
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La densitat a priori de les condicions inicials esta d'acord amb
'equacié (2.11):

TN
px;,x‘f,xg (t;l,t_,z,t;a)at/(k‘xkzxt;a) si §2 Z [é,T‘]

Linterval [-R, R] per a X,! es pren inicialment a partir d'una
primera aproximaci6 de I'ordre de magnitud dels valors, i a partir d'aqui es
ddna la distribucio a priori de X! en el moment d'iniciar el funcionament del
filtre. Per a X,2 es pren linterval (-1, 1) perqué el pol d'un model AR(1)

estacionari pertany sempre a l'esmentat interval. Finaiment es pren linterval

[S.T] per a X3 en funcié de l'ordre de magnitud de la variancia del soroll a

estimar.

En la primera iteraci6, al fer la prediccié s'obté la probabilitat
definida damunt tota la malla, ai fer el filtratge aquesta probabilitat queda
concentrada sobre la recta X,' =y, i la probabilitat damunt tots els altres

punts de la malla passa a ser zero. Per tant, a partir de la segona iteracid, la
predicci6 i el filtratge es poden fer en un Unic pas. En consequéncia, si es

pren una malla inicial de k;x kyx ks, a partir de la segona iteracié quedara
reduida a kyx Ky i Falgorisme té un guany notabie en rapidesa i capacitat de

memoria.
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2.3.2.2 Calcul de la predicci6.

Tal com ja s'ha esmentat, aproximem les integrals de les
equacions de Chapman-Kolmogorov (3.12) per sumes

Pa 2 by y)=
;g_‘,%px‘“ 2, e G b Yy NP1 2 o i any)
Ara be
Py 2 36,0 8/mm, )=

\fl xlol Xtollx X X

=P, (€-mn)8E -n)dL -n)=

1 { 1 (& -nn)? nn)z}
k—exp ¢4 -5 si §=n,(=n,
n3

0 altrament

on k és la constant de normalitzacio.
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Per tant

pxl

t+1° Xlzﬁ' x?ﬂ/
2
1 [ &0 . B
k 2 P Xy’ (n.n,.n,)exp {'E { —‘—n‘-z-} } sig=n,,L=n,
", 3

0 altrament

y:(Cl»CZ,C3)=

2.3.2.3 Calcul del filtratge

Analogament es calcula (2.13)

Prtern iy G & &=

=kp, ., s ly.(Cl,Cz,C

2 a(Y)
xm- xlﬂ' Xlol

)p 1
Yo Xt » Xpo Xig

3

on k és la nova constant de normalitzacié ja que el denominador de (2'.13)

és una constant respecte a les variables L.

{ 1 siy=(
p (y)=
Yoo Xova Xt X 0 altrament
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Per tant

kpi . (6.8, 8)

XI+1 : xlﬂ xlf]

Po 2 o (68 00=

lol lel XIH 0

2.3.2.4 Calcul de la prediccié i filtratge conjuntament.

si Y= ‘;l

altrament

Tal com ja s’ha explicat en I'apartat 2.3.2.1, a pardir de ia segona

iteracié es calcula la prediccié i el filtratge conjuntament, el que ens permet

obtenir la recurréncia:

-y
=k 1 Tt5)y
P2, 8 syt (€, &) =kexp { }
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2.4 BESULTATS

2.4.1 Resultats

S'han simulat varies successions d'observacions segons un
model AR(1) utilitzant el generador de nombres aleatoris gaussians
NRANDOM existent en el paquet estadistic MINITAB [29]. En totes les
simulacions s'ha pres la mitjana del soroll igual a zero i la variancia igual a

la unitat.

Es presenten aqui dues successions d'observacions que es
consideren les més representatives. Aquestes dues successions
corresponen als models en que el pol és 0.8 i 0.05 respectivament. Les
funcions de densitat conjunta a posteriori del pol i de la variancia del soroll
s6n obtingudes implementant la recur;éncia (3.15), i a partir d'ella s'han
calculat les funcions de densitat a posteriori marginals pel pol i per la
variancia del soroll respectivament. En aquest cas la malia inicial
és k=121, k=21, ky=21. A partir de la segona iteracié la malla té 21x21

punts.

Les figures 1§ 2 son les funcions de densitat de probabilitat a
posteriori després de N obssrvacions (N=100, 1000, 10000) en les que els
vertaders valors del pol sén 0.8 i 0.05 respectivament. La malla inicial
utilitzada pels calculs va des de (-1+1.e-37) fins a (+1-1.6-37), el pas inicial
és 0.1, per tant 'esmentada malla inicial té en total 21 punts.
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Noti's que en les figures 1 i 2, les escales sén diferents

80 A

&+ N=100
- N=1000
— N=10000

Funcié de densitat a posteriori pel pol

05 0,6 0,7 08 09 1,0 11
Pol (vertader valor =0.8)

Figura 1. Densitat de probabilitat a posteriori del pol a. (El vertader valor és 0.8)

— 50 -

[

3 1

% 40

E 30 1

oy & N=100
- -~ N=1000
% 20 A — N=10000
3 10 -

L

P /8!

03 02 -01 00 o1 02 03 04 05
Pol (vertader valor=0.05)

Figura 2. Igual que figura 1 perd el vertader valor del pol és 0.05
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En primer lloc ens ocuparem de l'evolucié de I'estimacié del pol.

-]

& Pol=0.8
- Pol=0.05

Pol estimat
R
[4,]

& ®
—— 2 d

O-OI'I' L B L LI

LI | v 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000

N Observacions

Figura 3. Estimacié del poi pels diterents valors del vertader pol 0.8 i 0.05 respectivament.

Com es pot veure en aquesta figura, la convergéncia cap el
vertader valor és més rapida quan el pol és 0.8 que quan el pol és 0.05. Per
altra banda també es posa en evidéncia d'una manera clara que a partir de
5000 observacions no hi ha gaire diferéncia entre les dues grafiques, perd
quan el nombre d'observacions és més petit de 1000, les diferéncies entre
ambdues grafiques son substancials.
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A continuacioé ens ocuparem de Fevolucié de la desviacié tipus
de l'estimador del pol.

3 0,120
3 o100
£
[
3
g 0080
z 0,060 & Pol-0.8
8 + Pol-0.05
0
2 0040
-
b4
§ oo
i =
0,000 F~+—p—r—y—r——~—— T

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000

N Observacions

Figura 4. Desviacié tipus de I'estimador del pol quan els vertaders valors sén 0.8 i 0.05
respectivament.

S'observa en la figura 4 que la desviacid tipus de l'estimador del
pol és més gran quan el pol es a prop de zero que quan el pol es a prop del
cercle unitat.

La densitat de probabilitat a posteriori de la variancia del soroll
després de N observacions (N=100, 1000, 10000) quan el vertader valor del
pol és 0.8 i 0.05 és a les figures 5 i 6 respectivament. La malia inicial pels
caiculs va des de 0.1 fins a 10, el pas inicial és 0.5, per tant en total hi ha 21
punts.
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A la tigura 7 s'observa l'evolucid de I'estimacié de la variancia
del soroll pels diferents valors del pol 0.8 i 0.05. Com ja s'ha dit, el vertader
valor del pol és desconegut a priori i s'estima simuitaniament mitjangant el

filtre no lineal.

1,29
§
E
g
[
8 &+ Pol=0.8
s - Pol=0.05
h-J
s 1,0 1
7]
-
[J
>
09 7711 T T T T T

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000

N Observacions

Figura 7. Estimacié de la variancia del soroll segons els diferents valors det pol: 0.8 i 0.05

respectivament.

Es pot observar en aquesta figura que l'estimacié de la variancia
del soroll, en funcié de la localitzacié en el cercle unitat del vertader valor
del pol, difereix molt poc quan el nombre d'observacions disponibles és petit
ja que la diferéncia maxima entre ambdues estimacions és d'una décima, i a

partir de 1000 observacions és practicament la mateixa.

Finalment a la figura 8 hi ha I'evolucié de la desviacié tipus de
l'estimacié de la variancia del soroll. Es pot veure que les dues grafiques
obtingudes segons els diferents valors del pol, gairebé coincideixen, resultat
que esta d'acord amb les afirmacions fetes en el paragraf anterior.
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Figura 8. Desviaci6 tipus de I'estimacié de la variancia del soroll segons els diferents valors del

pol: 0.8 i 0.05 respectivament.

Resumint les figures 5, 6, 7 i 8, es pot afirmar que I'estimacié de
la variancia del soroll no sembla estar influenciada pel vaior del pol.

2.4.2

Segons [5], [18], la desviacié tipus de la distribucié assimptotica del
parametre estimat del model AR(1) és

des &, ~ / % (1-a) (2.9)

on N és la grandaria de la mostra, 4 és el parametre estimat i a &s el

parametre del model generat.
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S'han calculat les desviacions tipus de la distribucid
assimptdtica segons els diferents tamanys de mostra d'acord amb (2.9) per
les dues successions ja esmentades i s'han comparat amb les desviacions
tipus de l'estimador calculades segons el filtre no lineal. Els resuitats sén

posats de manifest a les figures 91i 10.

= 0,08
g
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E 0,04 4 + Poi0.8
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a 0,00 17 Ty rrr —r T § 1T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000
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Figura 9.
- Desviaci6 tipus de I'estimador calculada segons el filtre no lineal.
Desviacié tipus assimptética de l'estimador
El vertader valor del pot és 0.8
-i 0,120
8 0100
]
E 0,080
|
[ =4 0,060 4 Pol=0.05
8 -~ Desv. assimp.
o
g 0040
E-]
°
g 0,020
§ 0,000 T

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 960010000
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Figura 10. lgual que figura 9 perd el vertader valor del pol és 0.05
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25. CONCLUSIONS

.

Les conclusions sén de dos tipus ben diferenciats. Per una
banda treurem les conclusions numériques de la implementacié del filtre no

lineal i d'altra banda ens ocuparem dels aspectes estadistics de l'estimacié

del model AR(1) amb ? desconegut.

El filtre no lineal és una técnica util per a investigar la
dependéncia de la precisié respecte del nombre d'observacions. Els
problemes més grans sén el temps de calcul i la memoria necessaria que
fan dificil de plantejar el cas general del model ARMA(p,q). Si a la densitat
de probabilitat es volen guardar N, punts en cada dimensi6, cal
emmagatzemar N_{2P+a+1) valors de la densitat de probabilitat ja que d'acord
amb les equacions (2.4') i (2.4") calen p variables d'estat més (p+q)
variables corresponents als parametres del model ARMA(p,q) més una
dimensié més corresponent a la variancia del soroll. D'altra banda, s’han de
calcular p.N_ (2p+a+1) operacions (sumes i productes), és a dir N, (3p+a+1)
operacions a cada pas. Per tant, si tenim t observacions, el temps de calcul
necessari sera de l'ordre de t.N_ 3p+a+1). Aixo fa que aquest filtre no es pugui

utilitzar exceptuant si p i q sén petits.

L'algorisme que nosaltres hem implementat per l'estimacié d'un

model AR(1) amb o? desconegut té un guany notable en capacitat de
memoria i temps de calcul. Tal com ja s'ha dit en l'apartat 2.3.2.4, al fer la
prediccid i filtratge conjuntament, ja no calen emmagatzemar N, &) valors
de la densitat de probabilitat sind que només és necessari tenir memdria

disponible de dimensié N ('+1). Per alira banda, d'acord amb l'equacié

(2.15), el nombre d'operacions a cada pas és de l'ordre de N, (1+1) en
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comptes de N (3+1) operacions necessaries si no es fes la prediccié i el

filtratge conjuntament.

Respecte a 'estimacié dels parametres del model ja esmentat,
els resultats recolzen el fet que aquesta estimacié depén de la grandaria de
la mostra i de la localitzacié del pol en el cercle unitat, ja que com es pot
veure en l'apartat anterior el model simulat amb el pol en el 0.05 necessita
més observacions per la correcta estimacié del parametre que el model

simulat amb el pol en el 0.8.

També es pot observar que l'estimacié de la variancia del soroll

ve poc influenciada per la situacié del pol.

La desviaci6 tipus de la distribucié assimptotica del parametre
és superior en el primer cas que en el segon, per tant calen més
observacions per a estimar el parametre amb la mateixa precisié en el cas
en que el pol és 0.05 que en el cas en que el pol és 0.8. A més la variabilitat
dels resultats observats en el primer és major que en el segon cas, com era
de preveure. Per tant és obvi que caldran més observacions en el primer cas
que en el segon per la correcta estimacid del parametre. Aixi doncs,
Finterval de confianga de les estimacions reals coincideix practicament amb

l'obtingut utilitzant els valors assimptotics.
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