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CAPITULO 1

PROBLEMAS DE CONTORNO






1.- PROBLEMAS DE CONTORNO

Numerosas situaciones en la Ingenieria, y en particular en
él Analisis de las Estructuras, pueden ser adecuadamente descritas
mediante un modelo matematico que conduce a la resolucion de un
problema de contorno. Este se define, como la busqueda de una fun-

cion u, escalar o vectorial, de la variable X (normalmente de

dimensidn 1, 2 & 3) que satisface las condiciones:

1>
e

) =0 para X e Q

A (1.1)
para X e T -

|
f =
i
o

siendo @ y T el dominio y su frontera respectivamente, donde se
plantea el problema. A y B constituyen operadores diferenciales de

~orden 2m y rango k, donde k < 2m, que es la definicidn de

operadores elipticos.

Existen numerosas técnicas de resolucidon del problema

(1.1); a saber:

(1) Solucion exacta o analitica, que consiste en deducir la funcion
u que satisface exactamente la ecuacion (1.1). Esta solucidn,

denominada clasica, s6lo es posible obtenerla en situaciones

muy simples de contorno y operadores diferenciales.

(2) Solucion en desarrollo en serie, que se caracteriza por obtener
una solucion en serie, que término a término satisface alguna

de las ecuaciones diferenciales (1.1) y cuya suma en el limite

cumple todas ellas.



2.~ CONSIDERACIONES PREVIAS A LA RESOLUCION POR DESARROLLO EN

SERIES

Con objeto de precisar las técnicas actuales de resoluciodn
indirecta de problemas de contorno, conviene introducir los

siguientes conceptos.

Dado un sistema de vectores completo il’ 32, ceos in"“

en un espacio de Hilbert, H, siempre se puede encontrar una descom-

posicion del vector u ¢ H tal gue:

u = Eléiii
Se 1llamara H2m a un espacio de Hillert en el que sus fun-

ciones tienen derivada de norma finita hasta la de orden 2m, donde

se considera norma de orden 2m para un vector u(x) la siguiente ex-

presion: ,
i
2 2 2 SRR
||u||2m=f{(5m(§)) +oo.+ (' (x)) 7+ (u(x)) “1dx
2m . ' . 2m
Por otra parte Hc se llamara al subespacio de H que

ademas cumple las condiciones de contorno B(u) = 0.

El sistema (1.1) puede formular como sigue, con p funcidn

de x pero no de la incognita u:

N oo 3w =p en @
(1.1a)



Si a p se le exige que sea de norma de orden "0" finita, se tiene

que (l.la) expresa una aplicacion del espacio H2m en HO.

C

Cuando se cumple que {lull, £ ClIBlly , se puede demostrar
que existe solucidn y es uUnica. De esta forma se puede buscar una

solucidn del tipo:
E’%E‘.i 8 (1.2)

Generalmente no se suele hallar la solucidn del desarrollo

infinito,sino una suma parcial de varias funciones solamente:

N
u M) =2z ¢ (1.3)

—i Li

En definitiva 1lo que se quiere encontrar es una soluciodn

aproximada en el subespacio st ¢ Him,

c es decir la proyeccidn,

respecto al producto escalar interno, de la solucidn exacta u en el
(N) '

subespacio Sgc gue se representara por u (Figura 1.1).

Si el problema se plantea en una forma mas débil (plan-
teamiento variacional), 1la solucidn aproximada sdlo ha de tener
derivadas finitas hasta la de orden m, y cumplir Unicamente las con-

. 0 ) Y ! ' . N )
diciones esenciales de contorno. Esta solucidn ha de estar con-
. . m N . 2m
tenida en el espacio HE,que es mas amplio que el Hc;, pues este
ultimo, ademds de exigir condiciones de derivada finita hasta el or-
den 2m, ha de cumplir también las condiciones naturales de contor-

y b ¥ [ .Y m ) »
no. Hay que anadir que la solucion en HE gque hace minima la

variacion (suma de infinitas funciones), cumple también las con-



. . ’d V.\‘
diciones naturales. De esta forma se amplia el campo de eleccion de
posibles soluciones, que,por otra parte,suelen ser mas parecidas al

problema fisico original.



3.- METODOS DE DESARROLLO EN SERIE PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES

DIFERENCIALES ELIPTICAS

3.1.- Identificaciodn

El sistema de ecuaciones diferenciales:

-

(@ =p en 9
(1.1a)
B(u) =0 en r :
se>puede descomponer como sigue:
B(w =p en 0
By(u) = s en I, (condiciones esenciales de contorno)
B,(u) =g en I, (condiciones naturales de contorno)

Esta resolucidn aproximada consiste en encontrar una funcidn

solucidn del tipo:

o
u=2a, ¢ (1.2)
1
donde $. son funciones con las siguientes caracteristicas:

a) ortogonales

b) cumplen las condiciones de.contorno B(u) = 0 o parte de

ellas.

Y, ademls el sistema ae funciones $; es:

a) completo



b) linealmente independiente.

Los coeficientes a; son desconocidos y pueden ser de dos

tipos:
a) constantes, en el caso de que las Qi cumplan todas las c.c.

(Solucidn tipo Navier).

b) funciones, si 1las gi no cumplen todas 1las c.c. (las suelen

cumplir en una direccidn solamente, Solucion tipo Levy).

El problema se concreta en hallar los - coeficientes.gi.

Para ello se sigue el proceso siguiente:

1) Se desarrolla el teérmino independiente del sistema (l.la):
P = Zféi ¢4 (1.5)
1
2) Con los desarrollos (1.2) y.(l.5) se entra en (1.4):

Aq % a; $;) = %El $4 (1.6)

3) Se identifican~ios coeficientes en (1.6), obteniéndose los a;
buscados, bien por simple resolucion de un sistema de
coeficientes constantes (Navier). o de un sistema dé
ecuaciones diferenciales de menor numero de variables (Levy),
qgue da una convergenciamis rapida, ya que en una devlas direc-

ciones no se desarrolla,sino que se toma el resultado ya in-

tegrado.



Para poder efectuar la identificacidon entre los miembros de
(1.6), 1las funciones derivadas de 45 (en el grado indicado en &;)

han de coincidir con las mismas ¢;.

En general las autofunciones del problema:

™
}_.‘
e
I
>
c

(1.1b)

oo}
I£
n
[=]

constituyen wuna base adecuada de funciones gi. En casos par-
ticulares de flexidon de placas, las funciones trigonométricas

(senos, cosenos) o bien las funciones de Rayleigh se utilizan con

frecuencia.

Se puede simplificar el problema si se conoce bien la in-
" terpretacion fisica del fendmeno y se eliminan términos del sistema
de ecuaciones diferenciales que no desvirtuen demasiado la

solucion del problema.

3.2.—- METODOS INTEGRALES

Para plantear estos metodos hay que utilizar el concepto de
_ : . . 2m
producto escalar de dos funciones u y v en el espacio H con

. 15,109 ‘
dominio de definicidn Q. Este producto se define como sigue:

Como el sistema de ecuaciones (l.la) ha de cumplirse en

todos los puntos del dominio @, se puede obligar igualmente a:



- 10 -

o vt a™an=rg (via @™ ava, @w™he an=o0
| (1.7)
o vTB@™an= s vyB @Mavs, @™ har=o

para todo Vv ¢ Hl en , siendo:

o lo gue es lo mismo

v aw™yae + s 3B ™yar = o (1.8)

v 2 T

para todo v ¢ Hy en @ y V ¢ H, en Tt

Lo gque en realidad se esta haciendo es distribuir el error
a lo largo del dominio dando un peso distinto a cada zona por medio

de v.

El tipo de funciones que se pueden utilizar para definir v
y u han de ser tales gque se puedan efectuar las integrales;
Asl si el orden de derivacidn en (1.8) es 2m, se necesitaran para u-
unas funciones de prueba que sean continuas hasta.el orden 2m-1, es
decir, sz-l . De esta forma se evitan términés gue hagan infinito

algln término del integrando.

Este metodo obliga a que el error de la solucidn aproximada
(1.3) sea ortogonal al espacio de funciones v. Segunsean la dimen-
sion 'y las caracteristicas del espacio de funciones vsvariara el
error cometido con la solucion (1.3). A fin de cuentas se esta

realizando una ponderacion de residuos;i-de ahl que al procedimiento



se le llame "metodo de los residuos ponderados".

Obligar a gque un residuo o error sea ortogonal a un
espacio, es que lo sea a cada una de las funciones de una base de
ese espacio. Segln sean el espacio y la base escogidos,se tiene una

de las variantes del método de los residuos ponderados.

El error representa en el campo estructural,una diferencia
de equilibrio, si el problema esta planteado en movimientos,y una

incompatibilidad de movimientos si estd planteado en fuerzas.

Teniendo en cuenta este concepto, las funciones de peso v
han de ser, para cada caso,duales del tipo de error que se tenga. Un
metodo que plantee errores en' fuerzas -diferencia de equilibrio-
utilizara como funciones v movimientos eficaces con las fuerzas
"consideradas. Si el métoéo plantea una diferencia cinemética; las
funciones pesantes debeh de ser esfuerzos eficaces 'con 1los

desplazamientos que se han tenido en cuenta.

El cumplimiento del sistema (l.la) implica la verificaciodn
de (1.8). Sin embargo, el reciproco necesita para ser cierto la im-
posicion de determinadas condiciones sobre el espacio de funciones
v. Es decir, todas las soluciones fuertes son soluciones debiles,
pero no al revés. A la solucidn integral se le llama solucidn debil,

ya dque no se tienen en cuenta posibles conjuntos de puntos de
medida nula.

Si en la ecuacidn (1.8) se efectfla una integracidn por par-

tes, se obtiene:
fg T pan+s, E@" Ewar = 0 (1.9)

para todo v ¢ H; en @, Ve H, en @ y u ¢ H.
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El orden de derivacion de los operadores C, D, E y F de
(1.9) es menor que el de Ay B en (1.8). En el planteamiento (1.9)
se necesita una continuidad menor en las funciones u y en con-
trapartida un orden de continuidad mayor en las funciones Vv y v. Es
decir, H, y H, son ahora mas restringidoé, mientras que H lo esta
menos. La expresion (1.9) impone menos restricciones que la (1.8)

y la (l.la), y es también una forma débil del problema.

Una expresion del tipo (1.9) se puede conseguir siempre si

en el sistema (l.la) se cumplen las condiciones siguientes:

A es un operador lineal definido en un conjunto denso M de

=1
. " . m
un espacio complejo de Hilbert H .
m . e .
H tiene definido un producto interno o escalar (u,v) donde u,

v € H .

A, es positivo, y por lo tanto simeétrico si (A1 u, u) es realy

mayor que cero para toda u € M distinta de O.

Ay cumple las condiciones de contorno, que se consideran

homogéneas.

Con estos supuestos el sistema (l.la) tiene solucidn y es

unica. Esta solucidon minimiza el funcional siguiente:

T = ;w4 - (4,p) - (pw) =

(1.9a)

(A, u,u) - 2R (u,p)

Si las condiciones de contorno no fueran homogéneas, el funcional
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m(u) se debe modificar convenientemente.

Este funcional convenientemente integrado por partes

lleva a un planteamiento tipo (1.9):

(@ =f,C, (97T D)+, By (DE, (@)dr (1.9b)

Si se vuelve a integrar por partes la expresion (1.9)

queda:

fouh A(Mde + J G(w s(@ar -

(1.10)
S(w) G(¥)ar + s, ¥ B(wdr = 0

..fr

para todo v ¢ Hy en & y i e H en T siendo A un operador lineal.

En este tipo de formulacidon se ha trasladado el sistema de

ecuaciones diferenciales a las funciones de peso.

Al resolver las ecuaciones (1.8), (1.9) y (1.10) se pﬁeden'
eliminar algunos de sus términos para simplificar el problema. Esto
se consigue imponiendo condiciones a las funciones de peso v, V o a
.1as de aproximacion ¢; (1.2). Segun sean las condiciones exigidas

los terminos eliminados cambian y los métodos de resolucidn reciben

distinto nombre:
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1) Metodos de la integral de dominio.

2) Métodos de la integral de contorno.

3.2.1.- Métodos de la integral de dominio

Este tipo de planteamiento corresponde a lo que en el
calculo de estructuras se llama soluciones en desplazamientos o

métodos de equilibrio.

La solucion u se desarrolla en serie de funciones que

cumplan las condiciones de contorno:

. (1.11)
B(¢.) = 0 para todo ¢4

Las distintas variantes aparecen segin sean las funciones

de peso utilizadas en (1.8).

ro v® a®™ae + s 5T B™ar = o (1.8)

Q

para todo v ¢ Hy en 2y Ve H, en T.

a) Colocacion por puntos. Las funciones de peso son deltas de

Dirac. ..



b)

c)

d)

e)

- 15 -

Colocacion por subdominios. Las funciones de peso valen 1 en

el subdominio y cero en los demas.
Galerkin. Recordando (1.11), las funciones v y y son las ;-

Minimos cuadrados. Se consideran como funciones de peso

A(¢;), donde A es el operador usado en (1.8).

si se parte de la-formulacidn (1.9):

fo T Dwas + LE®T E(war = 0 (1.9)

para todo v ¢ Hy en Q, v e Hy en T y u e H.

y una solucidn del tipo:

N .

N

M =3 a s, (1.12)
1

donde F(¢i) = 0 V ¢

la ecuacidn (1.9) queda reducida a:

pu™)an = o (1.13)

Formulaciodn variacional. Método de Rayleigh-Ritz

Partiendo de (1.13), para las funciones v se puede utilizar
cualquier conjunto gque sea admitido por (1.13). Se suele
emplear un metodo de Galerkin es decir, las funciones v son

las 95 de (1.12).
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f) Métodos de Kantarovich.

g)

El problema se resuelve por pasos. Recordando (1.7) la fun-
cidén solucion se desarrolla en serie de funciones que cumplen

las condiciones siguientes:

L

N
=§ii ii
(1.14)

Bj(ii) pero no Y 3

|
o
<
[

es decir, se cumplen solo algunas condiciones de contorno, y

los coeficientes a; son funciones.

Se aplica con esta solucidon un método de los anteriores en el
dominio y, ademas, se exige que las funciones a; sean tales

gue se cumplan las condiciones de contorno.

Formulacion discretizada. Elementos finitos.

Hasta ahora 1la serie de funciones 95 ae los desarrollos
(1.11), (1.12) y (1.14) se extiende a todo el dominio. Se
puede considerar el dominio subdividido en elementos, sobre
los cuales se define la serie de funciones $;- En estas fun-
ciones se suelen considerar como parametros los grados de

libertad que intervienen en el fendmeno que se estudia.



f%%wvx 1.2.

Se impone a los parametros a; de la frontera del dominio
que satisfagan las condiciones de contorno, y se determinan los a;
restantes de las formas indicadas anteriormente. La uUnica diferen-

cia es que la integral se puede efectuar como suma de integrales a

lo largo de los subdominios.

) M
IQ da = .E: Jo dq (1.15)
: i=1 i
Para que esta integral se pueda - evaluar, la funcion com-
puesta por los trozos ya indicados ha de cumplir las condiciones de

continuidad que ya se han explicado anteriormente.
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Fisu.'m« 13 Figuza 1.4
Como solamente tienen relacidn entrée si los grados de
libertad que estan conectados por medio de algln elemento, la

matriz del sistema que resuelve el problema es una matriz en banda

(Figura 1.5), siempre que la numeracidn se haga congruentemente.

”
"” .-.——-_,_‘

Vad -
X X X x\0 0 0 X x %X X
{,Zx5 X X X0 o\ X X X x\
X X\x X % X0 X X X X
x X X x x x X X X X %
0 x x x*x x x|o. X X X 0
oo.xx;\\xx_oo\\ X X 0 0
\oooxxfxxooc;‘\ \xooo/
Matuiz compﬁeth:' Mafviz en banda
Figutar 1.5 ,

Esta formulacidn en banda permite almacenar menor numero de

utilizando para laresclucién de este sistema de ecuaciones

lineales, técnicas especificas.



El metodo de los elémentos finitos tiene gran analogia con
las técnicas matriciales de calculo de estructuras de bérras. En
realidad este método fue introducido en el ambito de la ingenieria,
como una extensidn natural de los procedimientos existentes del
calculo matricial de estructuras. Asl se planted en el trabajo
" pionero de Turner, Clough, Martin y Topp (1956) sobre el metodo de
los elementos finitos, que se mostro como un procedimiento eficaz
para la obtencion de rigideces de elementos distintos a las bafras,

es decir, con mas de dos nudos.

3.2.2.- Métodos de la integral de contorno

Dentro de este tipo de planteamiento se pueden selalar dos

formas de aplicaciodn:
a) las funciones aproximadas cumplen la ecuacion diferencial.
b) las funciones de peso cumplen la ecuacion diferencial.

En ambos casos son procedimientos que se plantean en fuer-

zas, también llamados métodos de compatibilidad.

3.2.2.1.- Las funciones aproximadas cumplen la ecuacidn diferen-

cial.

Se considera el siguiente tipo de solucion aproximada del

sistema (1.8):

N
N
.‘_1.( ) = %9 +§ a; %4 (1.16)

donde $o es solucion particular de él(g)=g § las funciones $; son



soluciones de la ecuacidon homogénea A;(u) =0. N; ¢; ni las ¢;

cumplen las condiciones de contorno.

La ecuacion (1.8) queda reducida a:

rp ¥ B@™ar = o (1.17)

A las funciones de ponderacidn no se les impone ninguna

condicion y por tanto se pueden elegir unas cualesquiera que per-

mitan la integracion.

Si el sistema (l.la) se representa como sigue:

A () =p -en @

(1.1b)

B'(u) =g enT

lo que hay que pesar es el residuo en el contorno: B(u) =B'(u)-g.

Segun se tomen las funciones de peso se tienen distintas

variantes del metodo.
a) Colocacion por puntos en el conterno.
b) Colocacidn por subdominios en el contorno.
c) Galerkin en el contorno.
d) Minimos cuadrados en el contorno.

Volviendo a considerar la ecuacion (1.9):

roewTo@ae + s E® E@ar = 0 (1.9)
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v i . 5 (N)
para todo v ¢ H; en @, ¥V e Hyen¥ y U € H, si se hace u = u = ¢o+
N
+ 2 a; ¢y (1.18), donde si D(u) es equivalente a D (u) = p1, ¢
1

cumple D, () = p1 y todas las ¢; satisfacen que D, (¢;)=0,
El problema queda reducido a:
- o E@T E@™ar = 0 (1.19)
Utilizando esta expresion se tiene el planteamientos
siguiénte:
e) forma variacional del problema.

Segun sea el tipo de funciones v se tendra un tipo de

soluciodn de las mas arriba definidas.

3.2.2.2.- Las funciones de peso cumplen la ecuacidn diferencial.

Si se parté de la ecuacidn (1.9) de nuevo de tal forma

que siendo C(v) = Cj(v) + p3 cumple:
Cileg) + Py =20
gl(gi) = 0. i (i=1,N)
Y los b pueden estar prefijados, entonces (1.9) queda
reducida a:

s EGM) F@ar = o (1.21)

Partiendo de la ecuacion (1.10):

Souta(wian + /6w s (@ar - /s e @ar + s I B(@dr=0 (1.10)
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para todo v ¢ Hl en Q Yy, i's H2 en T yue H.

Y con unas funciones pesantes del tipo:

v=y =y =y =4y +t2b; b (1.22)
1
Cumpliendo las ' las restricciones siguientes:

(A(v) = A;(v) +p)
A (¢g) + p=0

§1(¢i) =0 i (1=1,N)
donde los bi pueden determinarse a priori.

De esta forma (1.10) queda reducida a:

T

E@T g(i(N)>dr - /. s(u) G(i(N))dr +

T
B(u)dr.= 0 : (1.23)

Si la funcidon pesante es una solucidn fundamental aplicada

al contorno,se tiene:

ac™) =5,

y entonces la ecuacidn (1.10) se reduce a:

w s e@T s@Mar - s s@T e@™ar +

B(u)dr = 0 (1.24)
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Para resolver (1.17), (1.19), (1.21), (1.23) vy (1.24) se

utiliza cualquiera de los métodos anteriores.

a) Formulacion discretizada en el contorno. (Elementos de con-

torno).

Como en el caso del método de los elementos finitos y dado
gque las funciones solucidn u pueden ser cualesquiera que permitan
las integrales de (1.21), (1.23) y (1.24), se pueden emplear fun-

ciones a trozos que dependan de los grados de libertad de la fun-

cidn en el contorno.




Para hallar el valor de la funcion solucidn en el dominio

c s = (N) .
se utiliza wuna funcion v que sea solucion fundamental en ese

punto. Se obtiene una expresion semejante a (1.24).

En la tabla 1.1 se muestra un resumen de los métodos aqui

expuestos:



Seues

ocbogonal

Residuos z

Dominio <
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Euracion
owainab 1

\

|

Va)dadona% 1

Contovno {

Vaniasional |

Tabla 1.1

.

Nawie'v

Re%iones

Galerkin <

Minimos
cwadrados
MEF

Colocacion
Qe%io nes

Colocacidn [

Leu%,

Kantarovich

Galerkin ﬁ Kantarovich

Minimos
wadrados
MEF

Colocacion
Re%'\ones
Gaferkin
Minimos
wadrados
MEC

[ colocasion

Re%‘wnes
Galerkin
Minimos

wadrados

\ MEC
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4.- CARACTERISTICAS DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método de los elementos finitos representa una técnica de
discretizacidén bien fundamentada en la literatura. Aqui solo se co-
mentan algunos aspectos de interés en el desarrollo de la familia de

elementos simples Cl, en particular los referentes a convergencia.

4.1.- Convergencia de los métodos-de Ritz y Galerkin

La convergencia en estos métodos corresponde a una conver-

gencia en energia:-

a(u,m) = S u'A (wde = <A; (W ,u > (1.25)

A medida que va aumenténdo el numero de funciones (ver'
1.3) se va aumentando la base del subespacio Sh, y se obtiene una
secuencia de soluciones aproximadas, para‘cada una dé las cuales el
error es ortogonal a la base de funciones. Si la base de funciones
linealmente independiente, tiende a infinito el error es ortogonal

a todas las funciones, luego tiende a 0.

La convergencia en la energla no implica la convergencia en

la media o norma, ni la convergencia en cada punto.

En el caso en que el operador A sea positivo e inferior-
mente acotado, la convergencia en la energia implica la convergen-

cia en la media.

N)

<:’.’*.1(B( -3),(9_N-9_)> Cz(llg(m—}gll)z (1.26)

(N)

£ > <él (_1-_1_ "H)r(B(N) -

u)>



de donde:

(N) €

—ul] <\/ 5 (1.27)
C

| lu

Para asegurar la convergencia en la energla, es decir que
. . h - .
la serie de funciones $; en Sg al aumentar su nGmero tienda a la

solucidn exacta, se han de verificar las siguientes condiciones:

1l.- Continuidad: si el problema que se estd tratando es de orden
"m", la continuidad a exigir entre dos elementos, a lo largo

del lado com@in es "m-1", es decir, 1las funciones han de ser

de clase c®° 1,

E generado por las ii debe de ser com -

pleto respecto a la energia. Esto quiere decir que cualquier -

2.~ Complecidn. E1 subespacio s

funcidén . admisible” ﬁuede : ser representada con un

error {(en la energia) tan pequeho como se dJuiera, <con una di
visidn de elementos suficientemente fina. O lo que eslomis
mo, todos los estados uniformes de la funcidn u y de las deri
vadas parciales de u hasta el orden méximo "m" que aparecen en

el problema deben de estar contenidos en la aproximacidn EQQ

En el caso de polinomios, esta condicidn se traduce en que u(N)

contenga en su desarrollo un polinomio completo de grado "m".

Estas condiciones se suelenllamar de deformacidn nula y de
formacién constante, pues estos estados deben de estar recogidos en

el desérrollo E(N).

Existen dos técnicas para alcanzar la convergencia.



a) Subdivisidon del dominio en particiones que contienen a las

anteriores (Refinamiento de malla).

b) Incremento del grado de la expresion polindmica (Familia de

elementos).

4.2.- Ventajas del método de los Elementos Finitos

La gran‘dificultad de los métodos no discretiéados consiste
en hallar las funciones ¢; (ver 1.3) que cumplén las condiciones de
contorno. Estas céndiciones son faciles de satisfacer en el caso
de 1los elementos finitos. Algunos de los grados de libertad CcO-
rrespondientes al contorno son valores especificados. A estos
parametros se les da, antes de resolver el sistema, el valor

prefijado qﬁe tengan. .

Ademas se amplia la forma de aumentar la aproximacion de la
solucion. Como en los métodos no discretizados se puede ampliar el
numero de funciones basicas aproximantés, anadiendo mas

grados de libertad al elemento en uno de los sentidos siguientes:
-mds nudos (Figura 1.7a).

-nudos con mayor numerc de grados de libertad. (Figura 1.7Db).

Pero, por otra parte, se puede aumentar el nimero de gdl,

" acrecentando la subdivision uniformemente, en el sentido siguiente:

a) Todo punto del continuo puede ser contenido en un elemento

arbitrariamente pequefio.



b)

c)

Fiau.m, 1.¥

Todas las mallas sucesivas estan contenidas en 1las an-

teriores, excepto donde sea necesario adaptarse a un contor-

no curvo.

La formula inicial de interpolacidn en un elemento no se

modifica durante la subdivisidn del elemento.

Es de destacar que los parémetros que se hallan en la dis-



cretizacidon de 1la ecuacion diferencial tienen un significado

fisico.

b
Fiﬁu.'ow 1.8

La obtencidn de wuna matriz en banda es muy importante
desde el punto de vista de la resolucidn numeérica del sistema de
ecuaciones. Por una parte,la matriz en banda ocupa menos memoria
que una matriz llena o completa, y, por otra, el numero de
operaciones necesarias para resolver el sistema puede ser con-
siderablemente menor. Si n es el numero de ecuaciones y m el se-
miancho de banda, el numero de operaciones para resolver el sis-~
tema es n m2/2, mientras que para una matriz completa de la misma
magnitud es n3/6.‘ En la mayor parte de los casos practicos este
numero es considerablemente mayor que el anterior. Es, por esto,
muy importante tener en cuenta la numeracion de los nudos. Normal-~
mente, para obtener una numeracion Optima o casi optima basta la
intuicidn y el buen sentido del analista, pero para casos dificiles
o criticos existen algoritmos mediante los cuales el propio or-

denador puede cambiar, optimizdndola, una numeracidn arbitraria.



4,3.- Errores en el método de los elementos finitos

Si no se considera la variable tiempo los errores se pueden

agrupar en cuatro tipogi
-de discretizacion.
-de integracidn numerica. -
-de idealizacion.
-de redondeo.v
a) Errores de disc;etizacién
Estos errores dependen de:
—formg de los elementos.
-tipo de funciones de interpolacion.

-numero y tamallo de los elementos.

-método de busqueda de los coeficientes de las funciones
aproximantes

b) Errores de integracion numérica.

Este tipo de errores se comete al no calcular las in-

tegrales exactamente.
c) Errores de idealizacion.

Estos errores aparecen si no es posible representar exac-

tamente el contorno del dominio (T). Hay una parte del recinto de
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-integracidn 69 (Figura 1.9) gue no se tiene en cuenta.

Fi%wwu 1.9

Estos errores se cometen también al representar las cargas
que actlan sobre un elemento mediante fuerzas en los nudos segun

los grados de libertad en ellos considerados (Figura 1.10).

3

~ t)

Catga actuante Carga. apwximawlw

Figuta, 1.10



d) Errores de redondeo.

Se deben a que el computador sdlo puede considerar un nfimero

limitado de cifras para cada variable.

A continuaciényse comentan algunas de las caracteristicas de

los errores anteriores.

4,3.1.- Errores de discretizacidbén

Bajo ciertas condiciones,se puede demostrar que el error de
interpolacidn es del orden del error de aproximacidn a la solucidn

real.

Se llamaré "hé" a la mayor diagonal o al mayor lado del ele
mento "e". Se define "h," como el diémetro méds grande del circulo

que puede inscribirse en el elemento "e".

"h" vy "p" son respectivamente los valores maximos y minimo de

he Y Pg considerando todos los elementos de la malla.

Se definen ademas dos parametros ¢ y v:

h )
= — ‘ .28

o > (1 )
- y )

Y = min he . ' (1.29)

Si y=1 quiere decir que he es igual para todos los elementos
vy el mallado se llama "uniforme"; si se efectda un refinamiento del
" mallado y existe una constante 00>0 tal que para una secuencia dema
llas se verifica g c&«so, es decir, que estd acotada la relacidn en-
tre la méxima diagonal_y el minimo diémetro, el mallado se llama

"cuasi-uniforme".
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Si cada nudo del mallado amplio es también nudo del mallado fi
no y existe una constante p tal gque he £y he para cada elemento, el

refinamiento del mallado se dice "regular".

Con estas premisas y para funciones u(x) con suficiente gradode
derivabilidad, aproximadas mediante un subespacio de elementos fini-
tos’sh,con funciones béasicas capaces de representar exactamente cual

guier polinomio de grado K, puede demostrarse gque se verifica:

K+1
max | |DS (u(x) -3 (x) | | € ¢B—— . max| D" u(x) || (1.30)

Xsﬂe _ . P ere

siendo C una constante y ih(x) la funcidén aproximada.

De la expresidn (1.30)se deducevque,si se refina la discretiza -
cidn disminuyendo p pero sin va:iar h, la aproximacidn no sdlo nb
mejora,sino gue empeora. Asimismo se deduce la conveniencia de uti-
lizar elementos triangulares y cuadriléteros gue sean lo més.pare—
éidos posible, respectivamente, a un tfiéngulo equilatero y a un cua

drado.

Para mallados regulares o cuasi-uniformes p est& acotado en fun

cidn de h y la expresidn (1.30) puede expresarse como:

k+1-s k+1

max | |DS (u(x)=a"(x) || Ch . max ||D" tu(x) || (1.31) -

. e
ere Xef

De la expresiones (1.30) y (1.31) se deduce que el error aumen
ta con el valor de "s", es decir, que es mayor en las derivadas (de
orden superior que en la funcifén y en las primeras derivadas: La Gl
tima derivada para la gue se puede;garantizar'la convergencia es la

de orden "k", en la que el error varfa con la primera potencia de h.



4.3.2.- Errores de integracidn numérica

Se ha comprobado experimentalmente que la utilizacion de un
menor numero de puntos de integracibn'ocasiona un "debilitamiento"
del caracter positivo definido de la matriz 'a invertir,
produciéndose un error de signo contrario al de discretizacidny.aun
gue asi se obtienen resultados mds aproximados a la solucidn exacta, sin

embargo, se pierde el caracter monotdnico de la convergencia.

El orden de integracidon minimo sera aquél que conserve la
convergencia. Para ello se ha de poder reproducir cualquier valor
constante arbitrario de las derivadas maximas que aparezcan. Ha de

ser posible integrar exactamente el volumen del elemento.

4,3.3,- Errores de idealizacion’

Como se ha dicho, se ocasionan al aproximar el contorno del

dominio y las propias condiciones de contorno. :
. . : gy .
Segun las estimaciones de Strang y Fix se puede decir:

l.- Para polinomios de interpolacidn de grado uno el error de

idealizacion es del mismo orden que el de discretizacion.

2.- Para polinomios de orden superior a uno, el orden del error
de idealizacidn es mayor en el caso ae usar elementos de
lados rectos que no se acoplen al recinto: sin embargo, es-
tos errores de idealizacidn son de orden superior al de dis—

cretizacion en el caso de elementos isoparamétricos.

3.- Si para la representacion de las condiciones naturales de



contorno no homogéneas se utilizan funciones de inter-
polacion del mismo orden que en los elementos del dominio,

se producen errores de orden superior al de discretizaciodn.

4.3.4.- Errores de redondeo

Los errores hasta ahora estudiados pueden hacerse tan

pequehos como se quiera refinando 1la discretizacién. Sin embargo,

los

errores de redondeo dependen de una potencia negativa de "h",

lo que implica que aumentan al disminuir el tamaho de los elementos

(cuando disminuyen los demas errores).

En general, los errores de redondeo no suelen ser sig-

nificativos, - pero hay casos en los gque la informacidn que mas in-

teresa esta en las uUltimas cifras que no se consideran.

Hay dos casos en que el error de redondeo puede tener impor

tancia:

b)

Calculo de las tensiones a partir de los desplazamientos, si
la componente de movimiento de sdlido rigido es mucho mayor\
gue la del desplazamiento relativo de los nudos entre si, que
es el que produce las déformaciones y tensiones. Esta
diferencia se puede dar por varias causas, como, por ejemplo,
que se tenga una estructura rigida wunida a un soporte
flexible o que los elementos sean muy pequenos Yy, por lo tan-

to, de gran rigidez.

Resolucidon del sistema de ecuaciones lineales en la que el

error depende del numero de operaciones que se hacen sobre
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los mismos datos y de la especial sensibilidad que la matriz
pueda tener. El1 numero de operaciones es proporcional al
cubo de ecuaciones y la sensibilidad depende del parametro
llamado "condicion numérica", que es igual al cociente entre
el valor propio mas grande y el mas pequefo de la matriz. A
veces se observa el valor del cociente entre el maximo y el
minimo pivotes de la eliminacidn Gaussiano, que es un sis-

‘tema bastante conservador.

En general,si el operador diferencial es positivo definido

e inferiormente acotado, el problema suele estar bien condicionado.

Ademas, el Método de los Elementos Finitos se caracteriza
por la estabilidad numérica o buen condicionamiento de las

ecuaciones que produce.

En elementos triangulares la condicion - numérica se
deteriora mucho mas con los angulos pequenos que con las diferen-

cias de tamano entre elementos.

Como la condicidn numérica no depende del grado de los
polinomios es de aconsejar gque los elementos sean grandes y ricos
(mas grados de libertad) ya que asl ademds se obtienen pequenos erro

res de discretizacion.

5.- CLASES DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN CON ELEMENTOS DE CONTINUI-

D&D Cl

En los problemas de clase C' lo que se impone es que la

funcion u vy su derivada normal al lado (3u/3n) se encuentren



- 39 -

univocamente especificadas a lo largo de’ los lados comunes a dos

elementos.

En la figura (1.11), y para el caso monodimensional, se

presentan algunos casos de continuidad.

Wy Wn wil wg -

o @ B (@)
Wy £ Wy : Wy = Wy
) No hay continuidad, b) Continuided, c®

c) Cont'nu.idaol, ¢ WisWo
‘ ¢ Wy1=Wxa

Figww, 1.1
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Todos agquellos planteamientos que presenten derivadas segundas
en el método integral necesitan,para obtener convergencia monotdni

ca, que el problema se plantee en clase Cl.

Este es el caso de las placas delgadas cumpliendo la hipdte-
sis de Kirchoff; el dibujo de superficies; el flujo viscoso,y muchos

otros problemas.

Asf la ecuacidn variacional -de la placa (tipo 1.9b) es:

2 2 2 2 2
nw) = s (AW e B2 2(2-0)((AX )22 Y 2 Wyyaxay
2y

90X Y% - 9XJY X

(1.31)



CAPITULO 2

PROBLEMA C1. FLEXION
DE PLACAS DELGADAS
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2.- PROBLEMA Cl. FLEXION DE PLACAS DELGADAS

2.1.- Modelo de placa delgada

Agui sdlo se presentan las ecuaciones finales en
funcibén de la eldstica w. La deduccién e hipbtesis ini=-
ciales se hacen en el apéndice 1.

Las expresiones de los momentos y cortantes por
unidad de longitud son:

Mg = “Dluygq + v owry,y)
L _

12 = My; = “D-vIw,y,

3
D = ———ElLi— siendo h el espesor de la placa.
12(1-v"%)

d; = “Dlergqq + wrgp,) + Gy
(2.2)

dy = "Dlwrpgy + wrggp) = Gy

Las reacciones de Kirchoff son:

ry =49 o,

Ty =4y t WMy,

La ecuacidn diferencial de la placa es:

p*
‘ = 2
wrypgp t 2 Wwig90p Y Wrp200 5 H (2.3)



- 44 ~

2.2.- Formulacidn en elementos finitos de la placa

2.2.1.- Planteamiento general

Se utiliza la notacidny criterio de signos indica
dos en la figura 2.1.

M, X4 o, Xy
M2
E by, Y1 e
X, X2
z z
o) Fuerzas aisbadas  b) Fuerzas mdsicas 0) Despﬂaza.mienfos
Y dy - g+ dy
| T
i © t'“ie |
ll q" e M 14 SR __‘ ~-X+dx
Maq m
21
?26 _ = e dx
Moz
SRR g%
= m,,

d) Espuerzo en un elemento diferencial de placa

Figu:ow 2.1
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En un problema
quema de dependencia:

Rxxz&;nakﬂes(Pn) -
- Tensiones ‘(2) ->

-+ Movimientos (u) -+

Con la notacidn usada en

~vector de campo u =

-vector deformacibn ¢

las curvaturas.

-vector de tensiones g

-vectores de fuerzas

Hay que considerar ademé&s las condiciones

no, tanto esenciales:u.

Deformaciones (e) >

= (wlvenle

estructural se tiene el siguiente es

Fuerzas actuantes (P,b) -~

(2.4)

Grados de libertad (ui)

la figura 2.1, se tiene:

con Kij

by

de contor

ﬁ)T, como . naturales
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gs = (Pm’Pén’Pet)T’ donde n y t indican,respectivamente,las
direcciones normal y tangente.: - Puede haber

. _ . T
. tambi&n un estado de deformacidn inicial 5&"(K110'K220’&128)

2.2.2.- Relaciones entre las distintas magnitudes

Como ya se ha indicado anteriormente el vector de
campo w se pone en funcidn de los grados de libertad de
los nudos:

w = ¢7 u, ‘ ) {2.5)

En el caso de no considerarse la deformacidn por cor
tante (HipStesis de Kirchoff) se tiene:

P_:

€

2e (2.6)

o3

2u
Bxl

La ecuacién constitutiva de la placa es:
g = D{e = g - {2.8)

donde D es la matriz de elasticidad del material, gue en el
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caso de una placa isbtropa tiene por expresidn:

B N
1 v 0
EhS
D = —5 v 1 0 (2.9)
12 (1-v°)
l-vu
LO 0 =5

‘con h espesor de la placa, E mddulo de Elasticidad y v el
coeficiente de Poisson.

Finalmente la relacidn entre las fuerzas P y las
tensiones g se hace imponiendo el equilibrio. Para esto se

suele aplicar el teorema de los trabajos virtuales, gquedan
do una fdrmula del tipo (1.9).

Utilizando las relaciones anteriores se llega a una

relacidn entre fuerzas nodales y desplazamientos en los nu
dos:

i &N %
3w Bcbi
X Ix. %4
2 2 X (2.10)
__‘aaw _%cﬁ;j; a.
Xy x, i
§ i _
2 ] 2 i ] .
€ == 2—2 = - 8 9. u. =Blu,
3x2 ax2 -1 = =1
1 1
324 22 ot (2.11)
2 T2
ax 3x5
5 324 5 32 ot
Bxlaxz 3X13X2
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Grados de libertad (}_J_i)

w= Ei
_,1
u=y u,
MOVIMIENtoS (U) emss— -
i 2 h .
__ 19w —nl
=2 e=B" u;
1
82w
e
82w
: ' 2 9X. 3X
, L 172
Deformaciones ( £) cmm— — I ———
=N (ee =n(rl -
o=D(e-ey) o=D(B" u; - g4
Tensiones (0) e e ——————

gy

rryten)” o aa =
Equilibrio (Teo
rema de los tra
bajos virtuales)

=15, (su9)" b aa+

+70, (u) TP @A+

* | + lel(au*)Tgs ds

Fuerzas actuantes (P,D)

Funciones de Forma

Fuerzas consistentes en

los nudos (Pn)

Figwba, 2.3
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g=Deg=DB"u

u; (2.12)
Si su* = (su*, ae;l, BG;Z)T es un vector de despla
zamientos virtuales, se puede escribir:
T T
[/, (8e*) " cdA = s/ (Su*)” b dA +
A'— = A =
(2.13)

+r7 (sur) T P an + ¢ (sux)T P as
A —_ Z-\ —S
1

donde A es el dominio y 51 la parte del contorno gque tiene
~impuestas condiciones naturales.

En la figura 2.3 se hace un resumen de lo anterior.

‘Si en (2.13) se sustituyen las igualdades (2.10),
(2.11) y ({(2.12), y - los distintos elementos considerados

tienen un dominio Ai(Ai g A), se obtiene la expresidn si
~guiente:

- whTe -ehTeraa - s whT e asi=o

Y como los AEi son arbitrarios se ha de cumplir que
su cofactor ha de ser nulo de donde se obtiene:

XK u=P (2.15)
con mi ‘o .
K=,I, //, (B)" DB" da (2.16)
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mi
u = iél uy (2.17)
mi , , . .
_ i, T i i, T i, T
B =gk S0y (D Deg+ (37)° b+ (v7)° P)dA +
i, T
+¢_ _ ()7 B ds (2.18)
Al Ai

siendo £ una suma booleana.

En la expresidn (2.15) se imponen las condiciones

de contorno especificadas.

2.3.- Eleméntos conformes en problemas de clase Cl.

Teorias de obtencidén. Estado del arte

Si las funciones de interpolaciéh cumplen las exi-
~gencias de continuidad para que se puedan calcular las inte
~grales de las ecuaciones (1.8), (1.9) y (1.10) se tienen ele

mentos conformes.

Sin embargo, se han usado mucho elementos no confor
mes en la resolucidn de problemas Cl. Se debe principalmen-
"te a la simplicidad de obtencidn de estos elementos y a la
necesidad de no imponer demasiada continuidad entre -
ellos, y,en particular, cuando sdélo se quieren utilizar las
variables bésicas estrictas del problema. En el caso de un
problema C1 estas variables son la funcién y sus deriﬁadas
primeras. (Figura 2.A).

\q’l'

Hay que tener en cuenta que esta té&cnica ha produ

cido muy buenos resultados computacionales en algunos ca-

s0s, incluso mejores que la de elementos conformes.



Figura. 2.4 Voniables basicas estuictas (w,w') en eb
caso monodimensiona®

Para problemas Cl se 'han seguido diversos caminos
~de resolucidn mediante elementos conformes. Aqui se vaare

93
sumir en cinco grandes grupos:

l1.- Inmersidn en un problema C°.

2.- Multiplicadores de Lagrange

3.- Utilizacidn de funciones racionales.
4,.- Hiperelementos.

5.- Funciones a trozos.

2.3.1~ Inmersidn en un problema C°

Esta técnica consiste en rebajar la hipdtesis de
Kirchoff e incluir la deformacidn por cortante en la ener
~gia de deformacidn del elemento. Para ello se _consideran
independientes las deformaciones de flexidn y cortante (91’

62, g az).

La expresidn de la energfa potencial total en es
te caso es:

21 T 1 3w 2
V—-Z-IIAE:_ 9__5_dA+-2-ff GK(Q-_—BX) da +
1 2
1 Jw 2
+ jffGKl(SEEN-exl) da - ffA g‘g da (2.19)



- 52 -

o0 que desarrollada es:

00x 96X, 96x 96x
1 1,2 1 2 2,2
v=>/,/{D (—=)" -~ 2D, ——= — + D_( )
2 ATTX ax2 1 ay2 axl Yy Bxl
06x a6x
1 2,2 G .., dw 2
+ ny( ox. axz) b+ 7”A{K1(ak2 6x,) +
+ K (2% - 6x.)%}dA - /L w b dA (2.19a)
2 axl 2 A= = -

E :
= e 4 = K K
donde G EETY) (médulo transversal de cortante) y Y Ry

son los factores de correccidn del cortante.

En el caso de placa isbtropa se tiene:

_ Eh3 90Xy 4 aexl 6%,
v = N AL T NEAE T 3x +
24 (1~v7) 2 2 1

(aexz 2, 1-v Box, 836X, .

( - )y <lda +
axl 2 axl ax2
Ehk W 2 dw 2
4+ = 9w _ L -
4(l+\))ffA{ (3X2 exl) + (3X1 + 6X2) }da ffA w 1_)_ da
(2.19Db)

este Gltimo caso, por ser més facil el fazona-
miento, la ecuacidn (2.19b) se reduce a:

(a;k; = o k)u + P =0 (2.20)
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Si la placa es de espesor pequeﬁo,al <<a, Y la
ecuacidn queda reducida a:

]iZ u = -E/ozz (2.21)
a, muy grande (rigidez a esfuerzo cortante), queda:

&2 u=20 . (2.21a)
ecuacidn que tiene la solucidn trivial u = 0,a no ser- que
la matriz K, seasingular. Este problema es el gue ha dado
en llamarse "Hourglass" y presenta dificultades,espe-
cialmente en el caso que se estd estudiando de placas del
gadas. '

‘Esta objecidén se puede obviar haciendo que la ma
triz 52 sea singular,de forma que el sistema (2.21a) tenga
solucidn. Para ello se emplea la integracidén numérica re-
ducida selectiva. Es decir, se utilizan menos puntos de
integracidn que el nGmero de variables independientes de
forma que los coeficientes de 52 sean dependientes y la
matriz sea singular.

Si lo que se resuelve es el sistema (2.20), enton
ces la matriz K, se halla con el nfimero adecuado de pun-

tos de integracidn y K, mediante integracibn reducida.

Lo que se consigﬁe de esta forma es dar mayor pe
so a la matriz Kl- de rigidez a flexidn, que es lo que o-
curre en realidad para placas delgadas, y se evita,asi,la
sobrevaloracidén del esfuexrzo cortante, que produce una so-
brerigidez (locklng effect).

Si se define aspecto de un elemento a la razdn en
tre lado mayor del elemento y el espesor de la losa, para
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estar seguros de que este .método es efectivo hay que deter
minar experimentalmente el valor del aspecto limite para el
computador que se esté utilizando; es decir, el valor a par
tir del cual la integral de la energia de deformacién por
cortante, evaluada con un solo punto de Gauss, enmascara no

obstante,a la de flexibn.

La sencillez y eficacia computacional de esta técni
ca es muy grande, por lo que se utiliza con gran profusidn,

Otra forma de evitar el problema gque aparece en las
placas delgadas es utilizar la hipéte&}s de Kirchoff diécrg
ta. Esta técnica desarrollada por Fried (1973) entre otros,
consiste en introducir la condicién de deformacidn de cortan
te nula en una serie de puntos del contorno del elemento. De
. esta forma se consigue que gqueden relacionadas la flecha (uw),

).

y los giros (8 6
X1 %y

El método es efectivo, pero la programacidn en com-

putador puede.ser.complicada.

2.3.2.~ Multiplicadores de Lagrange

Como se ve en el resumen de la figura 2.3, los movi
mientos (w), deformaciones (e) y tensioneS'(g) estén relacio
nados por ecuaciones que se introducen en la expresidn del -
teorema de los trabajos virtuales (2.13). ‘

R
B u; (2.11)

m
i

o = D(g - g4) (2.8)

[iatse®) T o an = sryteunT b oan + s
2" b dA+ s

(sux)T p_ds
e

(2.13)
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En la ecuacién (2.13) se introducen adem&s las con

diciones de contorno w=uw, que se representar&n por:

u = ug en A2 e A (2.22)

Si en vez de incluir en (2.13) las relaciones (2.11)
(2.8) y (2.22), se tratan como un problema de minimos condi-
cionados de (2.13), se tendra:

15, 6e*T) o aa - sr, (sut)T b aa -

(¢ - B* u.)da +

- T
[ (8u¥)T B A5 + Ay IS,

1
+ Ay JIplo - Dle = gg))aa + >\3fi (w - u,)as
| , :

(2.23)

Donde, ahora, o, & y u varian independientemente. Es
te planteamiento evita el tener que imponer a (2.13) condi-
ciones que a veces son dificiles de expresar, como sucede en
un planteamiento en fuerzas del problema, que resulta, asi,
en general m&s sencillo.

Segln el tipo de variables que se consideren inde-
pendientes,.dénde se consideren independientes (dominio o
contornos de elementos), y las integraciones por partes que
se realicen, se tiene un planteamiento distinto del funcio-
nal (2.23), pero aqui no se va a indicar. .

De todas formas, para que el problema no caiga den
tro del problema Cl en (2.23), habréd que integrar por partes
aquellas integrales que contengan derivadas de orden supe-

rior al primero:

/fyle = BY uy)aa | (2.24)
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2.3.3.- Utilizacidn de polinomios con continuidad C

Segin demostraron Irons y Drappe?, no se pueden con
seguir elementos simples triangulares o cuadrangulares cu-
yas funciones de forma sean un inico polinomio en todo su do
minio y que cumplan la continuidad Cl. Esta demostracidn se
basa en que la segunda derivada cruzada no coincide seglin to

das las direcciones, lo gque implica que la funcibén no sea un

polinomio. (Figura 2.5).

Z
@ S gde w! leu_/%
] ¢
4
3
X .

LM wy

Funcidn
(como minimo de W w
ngmdd
1 2
w w, ‘(1) wx %(1)

Devivada normal Wy Wy
Depende de fos db Wy Wy Wy Wy

sobre ol bado pdra
ue h a,am&hu- 1 2 ) 1 3
jod entre efementos w‘; W, é‘i)

Fi qura 2.5
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Para seguir utilizando polinomios, hay gque conseguir
que esa derivada segunda cruzada sea constante (hiperelemen-
tos) , o considerar elementos simples afiadiendo funciones ra
cionales que hacen variar radialmente esa derivada, o to-
mar funciones a trozos. (Figura 2.6).

s OLUCI ONES

H|PERELEMENTOS FUNCIONES FUNCIONES RACIONALES
- A TROZ0S
vaviacon de E o
| \ CONSTANT
2y CONSTANTE ST
en los vérbices o onES
Figua 2.6

2.3.4, Utilizacidn de funciones raciocnales

Para la explicacidn se considerard el caso de poli
nomios de tercer grado.

Seglin se puede ver en la figura 2.5, péra un poli-
nomio de teréer.grado la funcidn estd definida para elemen-
tos simples. La funcidn derivada normal, que serd de segundo

- grado, necesita para su definicibn tres coeficientes y solo
se' tienen dos: las derivadas normales en los vértices.
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La funcién:

2.2
L1L2L3(1-+L1)

£, = (2.25)
1 (L1+L2)(L1+L3)

tiene la propiedad de ser cero su valor y el de la derivada
normal a lo largd de los lados (1—2§'y (1-3). Sin embargo,
en el tercer lado (2-3) el valor de la'funciéh,es cero y -
la pendiente normal tiene una variacidn parabdlica. (Figura
2.7).

Si al polinomio de tercer grado se la ahaden las

funciones:

LLgtd (1+Ly)

:.EE1
(L1+L2)(L1+Lq)

2
_4L1.L2

2
o ‘L3(lf+L1)
1 (Ll-+L2)(Ll-+L3)

(2.26)

2 .2
_'LZ'L3 Ll(l-+L2)

e =
2 (L2-+L3)(L2-+Ll)

(2.27)

L, L‘l2 Lg,(l + L)
53 = (2.28)
| (T3 +L,) (T; F L)




se pueden fijar los valores de la derivada normal en todos
los lados y obtener asi un elemento conforme. El valor de
la derivada normal se suele precisar en el centro de cada
lado, dando lugar a un nudo con un grado de libertad. (Fi-
~gura 2.8).

@39&9
) wlw
X 13&Q

Wn

x» Wy

Figuza, 2.8

La funcién'ny en cada vértice varia seglin la direc
cidén de aproximacidn.

El mismo razonamiento se puede seguir para funcio-
nes de forma que contengan polinomios completos de orden ma

yor al tercero.

2.3.5.- Hiperelementos

Este tipo de solucibén consiste en considerar en ca
da nudo m&s grados de libe;tad en los vértices, fijando un
valor constante para la derivada cruzada Z . En este caso
se consigue contihuidad Cl mediante polinomios completos.
Estos elementos que son de gran complejidad, una ve:z resuel
tos son muy manejables y de gran precisidn. Tienen la posi-
bilidad de formar familias jeradrquicas gque pasen gradualmen
te de unos elementos a otros con suave incremento de los
grados de libertad, lo que asegura un comportamiento més pa
recido al real. Un estudio muy detallado sobre estos eiemeg
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33
tos fue hecho por Diaz del Valle y Samartin en 1980. En la

figura 2.9 se presentan algunos de los elementos alli estu
diados.

@ w: w‘) wa,(ﬂxx,wag'wx‘}
® w, tu‘,(,t.u\s
X w,

Figu,ta/ 2.9 |
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E w, wx;w\&; wxx.“’“»wxg.wxxx: wg%#&xg.wggx

@ w, wx' w%
X Wp

Figw‘cw 2.10

2.3.6.- Funciones a trozos

Esta solucidn aborda el problema de la variacidn de
ny en los vértices, tomando en ellos distintos polinomios.
Se divide el elemento en tres subelementos o tridngulos par-
ciales (Figura 2.10), al introducir un nuevo nudo interior
coincidente por simplicidad con el c. d. g.

En esencia lo que se hace es crear una funcidn de
forma para céda subelemento. Se ponen tantos gdl en el lado
externo de forma que haya continuidad Cl. Se eliminan los
grados de libertad internos imponiendo por lo menos continui

dad Cl entre los subelementos.
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L Vértic,es

[ Subelementos

ngww/ 2.11

2.4.- Critica

2.4.1.- Inmersidn en un proHlema ce

Ya se ha indicado el problema del Hourglass y la.

forma de evitarlo.

Aungue los puntos de integracibén son menos en la
matriz de rigidez a cortante, hay que sefhalar la necesi-
dad de una gran divisidn para obtener buenos resultados.

Para casds'de placas de muy pequeho espesor se dan
problemas de mal condicionamiento de las matrices. Para sa-
ber si se va a dar o no dicho mal condicionamiento hay que
atender al aspecto de los elementos.

. . o "

Para estudiar la convergencia se utilizan patch-
u . . . . . ., .
test especiales,ya que el criterio de imposicidn de curva-

tura constante no se puede dar.



La convergencia depende del tipa de malla. utilizada.

En la extensibn a.laminas. de.revalucidn, este méto-
do ha tenido problemas.

2.4.2.- Multiplicadores de Lagrange

Aumenta mucho el nfimero de incbgnitas. Ademé&s compli
ca el problema de resolucidén del sistema ya que las matrices

gue aparecen no son definido-positivas.

2.4.3.~ Utilizacidn de funciones racionales

Al no utilizarse polinomios completos, la convergencia

empeora ahadiendo esos términos de funciones racionales.

Es dificil la generalizacidn a liminas y hay que con-
siderar que los vértices son puntos singulares de la derivada
segunda cruzada.

Al no ser polinomios todas las funciones la integra-
cidém es mds diffcil y no se puede efectuar exactamente median -

te integracidn numérica.

2.4.4.- Hiperelementos

Es dificil la extensidn a l&minas pues aparecen gra-
dos de libertad de complicado sentido fisico.

Por el mismo motivo, las condiciones de contorno son
de engorrosa imposicién.

La interpretacidn fisica de los resultados es més
complicada. '
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El cambic de material o de caracteristicas. geométri .
cas de un elemento a otro no se puede reflejar ya que la cur

vatura. es caonstante en los vértices. -

2.4.5.- FPunciones a trozos

El ensémblaje ha de hacerse a nivel de grados de li-
bertad, ya que los nudos tienen distinto nfimero de grados de
libertad.

Su estudic completo se realiza m&s adelante por ser
el ohjeta de esta Tesis.



CAPITULO 3

- OBJETIVO DE LA TESIS






3.- OBJETIVO DE LA TESIS

3.1.- Familia de elementos simples y conformes

Se trata de obtener una familia jerarquica de elementos
finitos. Esta Jjerarquia de elementos finitos, que se ordena de
‘menor a mayor complejidad, supone el hecho de que los elementos de
rango superior incluyen a los de inferior. En particular,las'fun—
ciones de forma conStituyen polinomios completos de oOrdenes
crecientes. Con esto se consigue el objetivo de poder utilizar fun-~
ciones de forma mas complejas con un mismo esqguema de planteamiento

del problema.

Como se ha indicado se utilizan como funciones de forma
polinomios completos, y los grados de libertad van-a ser tales que
el elehento sea simple. Por consiguiente, sélo se consideran los
grados de libertad correspondientes a la flecha y a‘los dos giros
(w, w_ W ) en los vértices. Asimismo,se adoptan Unicamente los
grados de libertad funcidn y giros normal y longigudinal (w,wn,ws)
en- los nudos de los lédos. Es interesénte sehalar, en consecuencia
con los estudios numericos de ( 95), que la consideracidn de varios
nudos, en un lado, con alguno de 1los tres grados de libertad
senalados, o de un solo nudo con mayor numero de grados de.libertad
no modifica la aproximacion del problema.-No produce alteraciones

tampoco el gque en ese Unico nudo se consideren derivadas de orden

superior al primero. (Figura 3.1).

La eleccidn de elementos triangulares se debe al hecho de

que su forma permite una adecuada adaptacidn a los recintos de for-

ma complicada.
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uh,uhs

Figww. 3.1

3.2.- Interés e importancia Las venﬁajas de este método son:

-La integracidn numérica es facil al tratarse de polinomios.

-Los elementos son simples, pues la consideracion de derivadas
cruzadas en los lados no implica condiciones adicionales, ya
que deben de ser continuas fisicamente hablando. Esto hace
que su extension a estructuras laminares sea sencilla (simple
adiciodn de las matrices de extension (laja) y flexiodn

(placa)).



La imposicion de continuidad cl a 1o largo de los lados im-

plica convergencia monotdnica de la solucidn.

Contrariamente a 1lo gue ocurre en 1los hiperelementos,las
curvaturas no han de coincidir entre un elemento y otro,y, asi,el
cambio de material o geometria (espesor) de un elemento a otro no

produce perturbaciones.

Es facil la imposicidn de las condiciones de contorno,pues-

to que su sentido fisico es sencillo.

No se anaden términos de grado superior al del mayor

rrpolinomio completo,ya que ello no mejora la bondad de la convergen-

_cia.

Se crea una familia jerérquica de elementos que permite 1la
utilizacion de polihomios de diferente grado como funciones de in-
terpolacidn. Con esto se permite que la transicidn entre elementos
sea gradual. Por otra parte,se sabe que una funcidn de mayor grado,

a igualdad de gdl, produce méjores resultados.

3.3.- Resumen historico

La idea de utilizar polinomios a trozos fue desarrollada
N
por Clough y Tocher (1965) en elementos triangulares y posterior-

mente extendida a cuadrilateros por Clough y Felipp%?(l9685.
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Los elementos simples han éido muy utilizados y hay muchos
tipos de elementos que siguen las técnicas indicadas en 2.3. Batoz
y otrosp hicieron un estudio sobre el D KT (teoria discreta de Kir-
choff), el HSM (modelo de teoria hibrida) y SRI (integracion

reducida selectiva), indicando 1las posibilidades de cada uno.

K}
El elemento triangular de Clough y Felippa, que utiliza

coordenadas baricéntricas, se representa en la figura 3.2.

) Subeﬂemenfos constitutivos  b) Nwmevacidn Docal diel
del tudngulo subelemento @

© En bos nudos 1,2,3 existen bos grades de Biberkad. (w, 6,,8y).
En & centwo de gravedad 0, existen fos grados de ?nbezto.d/
(w: ex, 9%) '

* En los puntos meclios de los Pados, bos %a'ws alrededoy ‘de

Cos mismos By, 95, 8¢

Efemento triangulat conforme de CQou%h Y FBEIPPQ,

F.%ww., 3.2
La expresion de las flechas es:
L) {ie(l) _él) e
AR B B PSR I S B I PR (3.1)
(3) | (3) (3) *(3)
LY \-ie .J 20 R
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vy la de las curvaturas es:
w (i)

(1) (1) _

-
=

(3.2)

Para el subelemento 3 ia ecuacidn (3.1) da w(3)= £(3)

= (3)

donde ¢ esta compuesta por:

~(3) M (3)5(3) 2(3)5(3)4(3) 2 (3)4(3) % (3)4(3)2(3) ~1(3)7(3)
$ = w1 %ox1 ?eyl¢w2 4>ex2¢ey2¢w2 ¢ox3 ¢ey3¢64 %95 %56

que,a su vez,se pueden expresar (en términos de dimensiones y coor-

denadas baricéntricas del triangulo completo) como sigue:

E 20n (0 T - -
¢w1 —Ll(3 2Ll)+6u3L1L2L3+L3{3(b u3)Ll+(2u3 )\Z)L3 3u3L2}

~(3)__2 IR _
9931707 (PoLig=baLy)+(by~byus)L LoLy +

1.2 . ‘
+ ZL5{3(byAy+baug=2b )L +3 (byug=b )L+ (3b =b A ,=2bsu5) L)

“(3)__2,4_ | 2 - - -
¢ew2—L2(3 2L2>+6x3L1L2L3+L3{3(ul A3)L2+(2A3 ul)L3 3A3Ll}

“(3)_.2 _ _ ‘
¢ex2—L2(b3Ll blL2)+(b3k3 b2)LlL2L3 + (3.3)

1 2
+ €L3{3(2b2-b3k3—blul)L2+3(b2—b3k3)Ll+(—3b3-b1ul+2b3k3)L3}

~(3)_ 2 _

3 —L3{3(l+u2)Ll+3(l+A1)L2+(l—u2 Al)L3}

303 1 205 3h +b.+b. A, ) Lot (b pa=b. . )La=3 (b, +3b.+b.u.)L. }
6x376-3'717P17P2T P10 2M27R1 A Mg 179 TR My g

~ (3
b42 = FA6L IoLy + 12 (515-3))
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~(3) __ 4A .2 . ~(3) _ _4a .2 _
g5 ~-3Ti33ILy) i egg = m3p{l3 (3L L) )
Para obtener ¢9yi (i = 1,2,3) se cambian todas las b's de 1la
expresiodn ¢(3) por a's.

gxi

Para otros subelementos se hace permutacion circular de los

subindices.

3.4.- Generalizacion de las funciones a trozos

3.4.1. Desarrollo analitico

' k]
Utilizando 1la idea de Clough y Felippa se planted un

elemento con polinomios de mayor grado, en este caso de grado
quintico. La expresion de la funcion de interpolacion en cada sub-

tridngulo se indica a continuaciodn:

_ 5 5 5 4 4
P = agooly ¥ %p5oln * %gosly T oogqolaly *oagyqloly *

4 4 4 4
®04b1D3 T oagygaloly *oaggilgly T ooy byl

3.2 3.2 2.3 3.2
a39qh1Ly * og3loly +oegg3lyhy Foagg,Liky F (3.4)

3 2 3
a3llLlL L, + ¢« L.L. L, + o L.L.L; +

L 2l13 131t1tohs 113%1%203

2.3
®30l1 L)

2 2

2.2 2.2
0opplqloly + ag55LyLolis + ey oLy Lokg

Los grados de libertad considerados son los que se indican

en la figura 3.3.
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x 1 gdl wy

X 294 w,wy

© 3 gdb w, w, , wy(wwnrws)
é gdl v, Wigw%_s

L PR T

@ Subtudngulo 1 |

@ Veértice 1 en un subfzié,ngu%
1 Vékice 1 en un tridngulo total

Figww, 33

Como es habitual en el método de los elementos finitos, los

coeficientes oy, de la expresidon (3.4) se ponen en funcidn de los

3
grados de libertad considerados. Para ello se plantea un sistema de
21 ecuaciones con 21 incognitas,que se indica en el apéndice 3.

(Figura A.3.2).

Una vez resuelto el sistema (Figura A.3.3), se pasa a im-
poner - la continuidad entre subelementos, yva gque la derivada normal

no coincide entre ellos por faltar una condiciodn. (Figura 3.4).
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Wy Ws

‘ Whe
N f Pw w | Wh 1ﬁ~ ]:un ‘\luun
@ Fe o '
echa © @ Devivada nozmal @

G condiciones de confaz,ﬁo pé:ta 5 condiciones de contorno paa
un potinomio de 3w.da q_uinto wn polinomio de gwdo ararto

Figuta, 3.4- Condiciones entre subefementos

Para imponer esa continuidad se igualan las derivadaswhs

en los vértices exteriores, eliminando tres de los grados de liber-

tad del nudo central (baricentro) (WXX,WXY ' wyy)-

En la figura 3.5 se indican, para el veértice 1 del tri-

angulo completo, las dos magnitudes que se han de igualar

ITI _ II )
wns(l)2 = wns(Z)l (3.5)

donde los indices representan lo que se senala en la figura 3.5.
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n!/d&l axbtziabgugo
1t
wnsﬁ) 2

n P:Ao dd su,\atuo:n%uﬁo ,

. | . n? vertice del 3uhttia.ngu£o
Fﬁguaa,ahs '

De esta forma se obtiene el sistema de 3 ecuaciones siguiente:

ITI

I _ -

Wns(l)z Wns(z)l =0
II _ I _

wns(l):2 wns(z)l 0 (3'6.)
IIT_ T _

.Wns(l)z wns(z)l =0

La resolucidén de este sistema ya no conduce a expresiones sen
cillas como el anterior, siendo preciso por lo tanto, la resolucifn nu

mérica del sistema en el computador. (Figura A.3.4).
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Por esta razon,se optd por hacer un planteamiento general,

para cualquier grado de polinomio, y 1llevado a cabo totalmente en

computador.’

3.4.2.- Desarrollo numérico

Figww 3.6

El elemento triangular de la figura 3.6. se considera -
dividido en tres subtridngulos. El1 vértice interno es el centro

dev gravedad del triangulo completo. Se ha adoptado este punto por

sencillez de formulacidn.
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Se va a. utilizar en cada subelemento una expresidn polind-
mica de grado N. El nGmero de coeficientes de esta expresidn es

S(N+1) donde:

s(n+1) = {NFL) (N+2) (3.7)

El tipo de grados de libertad y su situacibnenel subtrién
gulo se hizo en un principio como se indica en el apéndice n{imero 4.

Un ejemplo se puede ver en la figura 3.7 para el caso de N=5,

x 1gdb wy,

@ 3 9&2 w, WXIW3 (W,WD,WQ
B 10 gdd w, w,, wy
g’ Yy

Wexx ? Yk y

Wy s u&

w

xyy’ huy
III Subelemento 1

Figuiwa 3.7

Con este planteamiento se pretendid no utilizar derivadas

de orden superior al primero en los lados exteriores, para no vio-
. ez R 1
lar la condicidn de continuidad C™.

Los grados de libertad interiores se colocan en el vérti-

ce que es el centro de gravedad. Aunque las derivadas son de orden



0 -

superior al primero, no tienen importancia ya que se eliminan des-
pués bien al obligar a la continuidad Cl entre subelementos, bien

mediante condensacibén est&tica de la matriz de rigidez.

Se ha seguido la idea de Samartigsde concentrar los grados
de libertad del lado exterior en un nudo, con vistas afacilitar la
unién de unos elementos con otros, y sabiendo que eso no produce
empeoramiento en la convergencia ni tampoco se obliga a una con-
tinuidad superior a la cl. con este planteamiento elelemento consi
derado en la figura 3.7 qﬁeda como se indica en la figura 3.8. Tam
bién se estudid la forma de utilizar nudos con grados de 1libertad
gue no implicaran derivadaé superiores a las de primer orden. (Ver

Apéndice 4).

@39&8 w, Wy \U”
[5] 5 g

W, W

(\ )
5 N Wigs Ynes

@} 10 g-d,B

w

W&, WH

) Yo Yy My

Figu«m 38 Wy xx / wxxg' “"x”' w”g
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Flecha,

— w
w
w W
WS ‘.VS S
L (N-1
AL

nfgba.ol«os de Ubertad = g4 24+ y-4 12 N+ 1
hfde constantes de wn pobinomio de grado N=N+1

Detivada novmal

n?de grados de bibertad = 1+1+ N-3+1 = N
n® de constantes de un petinomio grado N-1=N
Gdl en eb nudo del Bado = (N-4+1)+(N-34+1)=2N-5

Figuta, 3.9 |
Se puede comprobar que si se reunen los grados de libertad

de los lados en los vértices se impone una continuidad excesiva por

lo que se opta por dejar en ellos solamente tres grados de libertad

(wy Wy, W)

Con este supuesto, y para que haya continuidad C” en los

lados exteriores, se necesitan 2N-5 grados de libertad en los nudos

de los lados. (Figura 3.9).
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Figura 3.19

Entonces, en el nudo del centro de gravedad quedan los

siguientes gdl:

Nimero total de gdl: S(i+1l) = (N+1¥;N+2)

Numero gdl en vertices: 2 x 3

Numero gdl en lados: (2N-5)
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(N+1) (N+2)

Numero gdl en cdg: > - 2.3 = (2N-5) =
= DN o g1y

El elemento queda como se indica en la figura 3.10.
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3.4.2.1.~ Continuidad interna entre subelementos

A lo largo de los lados 2 y 3 de cada subelemento (Fi-
gura 3.6) no existe continuidad Cl como se indica en la figura

3.11 para el caso de polinomios de grado 3.

Polinomio de 2% gmdo

-5 wegidentes

Polinomio de 3% grado
We —4 CoﬁFdeﬂt&S
Ws

@ ® _ |
Flecha, (delevminado) Devivado novmal (no delerminado)

coe*ldentaaz %d&'sobu & lado (4=1) coeficientes 7 %&B sobre ¢l lado (372)

Figuta, 3.11.- Grado del podinomio 3

De un forma general, para un polinomio de grado N se

tiene:

a- Flechas (Polinomio grado N) -
gdl en el vértice interior 1x N-1

gdl en el vértice exterior 2 x_ 1

Total N+1

Se ve que el ntimero de coeficientes (N+1l) del polinomio
de grado N, que representa la flecha sobre ese lado, es igual al

nGmero de condiciones (gdl .sobre el lado N+1).
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b~ Derivadas normales (Polinomio de grado N-1)
gdl en el vértice interior 1 N-2

gdl en el vértice exterior 2 1

Total N-1

Ahora el nfimero de coeficientes (N) del polinomio de
grado N gue representa la derivada normal sobre el lado es
mayor que el niimero de gdl sobre el mismo (N-1), por lo que

gqueda un coeficiente sin determinar.

Para obligar a la continuidad interna hace falta im-

poner, sobre cada lado interno del elemento, una condicidn.

En el desarrollo de este trabajo se ha obligado a que
la derivada normal en el centro de un lado interno sea igual
a ambos lados, es decir, coincida en los dos subelementos que

confluyen en dicho lado. (Figura 3.12).
Y-
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Como la derivada normal tiene un sentido distinto en ca
da subtriéngulo, las tres condiciones gque se imponen son las que

se indican a continuacibn:

IIT,,., _ _ I
Wy (6) = Wn(5)

wi(s) = - wiI(S). (3.8)
wiI(G) = wI{II(S)

donde los nlmeros romanos indican el subtrifngulo y los nfimeros
entre paréntesis la numeracidn interna de los nudos dentro de ca

da subtriéngulo. (Figuia 3.13).

Figuia 3.13

Estas condiciones se podian haber impuesto en otros pun

tos que no fuesen el centro de los lados.
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De la misma forma que se ha impuesto lacontinuidad inter
na Cl, se podia pensar en una continuidad superior, pero aparecen
problemas de superabundancia de condiciones al emplear sistemas
del tipo (3.8) ampliados. Se observa gue el determinante de ese

sistema de ecuaciones ampliado es nulo.

3.4.2.2.- Expresiones utilizadas. Funciones de forma

El polinomio de grado N de S(N+1l), que representa el vec

tor de campo w (flechas), se puede expresar como sigue (3.4):

(1) (i)

wt =1 o (i=1,2,3) (3.9)

donde L es un vector fila de S(N+1) monomios del tipo:
(3.10)
con i+j+k=Ny Ll’ L2 \Y% L3 las coordenadas baricéntricas.

Y u(l) es un vector columna de S{N+1l) coeficientes en

el subtriadngulo i. (Ver Apéndice 3).

Si se particulariza la expresidn (3.9) para cada uno

de los gdl de un subtri&ngulc se obtiene:

a@ =@ @) (121,23 (3.11)
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donde d es el vector columna que recoge todos los gdl del sub-
tridngulo, y el superindice (i) indica el nGmero del subtridn-

gulo.

Para cada subtridngulo se obtiene una expresibén del ti

po (3.11). De ellas se puede llegar, por inversidn de la matriz

i

C’, a la expresidn:

o (1) = g3 4(1) (1=1,2,3) (3.12)

El orden de_los‘gdl en g(l) se ha tomado del siguiente

modo (tener en cuenta la notacidn del apéndice 2 y figura.3.l4h

-S5(N-1) filas cérrespondientes a los gdl w, w_, W_....

X Y
en el punto central 1 de coordenadas (1,0,0) y re-

presentados por las expresiones p, Ezr 53""'§S(N-l)

en (1,0,0).

-A continuacidn, seis gdl correspondientes a w, W, Y wy

de los vértices 2 y 3 de coordenadas-(O,l,O) y

(0,0,1):
P, 1-32! 53 en ('Ollro)
P, Pyr Py en (0,0,1)

-Y, por iltimo, 2N-5 gdl correspondientes a w, ws...wsN-4

W.r W ...Ww.N-3 que se pueden representar por:

n’ "sn



wat (V) w,!(n wwa)

Ps Py 54....5
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w(s)

wyl5) wy(3)

\ W (1) w,(u)
whs(l“)

w (2)

w W‘a(z)

s (N-4)+1 P37 Pgr--

o

‘Pg(N-2)+2

L3, L%
LiL2Ls
LS
14 Ua L
L G L5
Ly L3L5
Ly L2 Ls
Ly L5L5
L} L7Ls
L5 55U
ML
1° 515
L, L5L3
1 5,L5%

L ,o o\T
L,LQL,\

Figuva. 3.14.- Veckozes L Y i") pato %wcbo L

sigue:

)
d,

w(1)
w, (1)
w(2)
w,(2)
Wy(2)
w(3)
W, (3
wg(s)
w (4)
W, (4)
W ()

El sistema de ecuaciones(3.8) se puede expresar como

(2)
He

53 (3) _

g1 (1)

(2)

e  Io

|o

(3.13)

|



| . [w(3)
.x ila- (Wx(3))

d/ o= w (DO) =/w (00)
=(w e - Wy (00) ot wx(oo))
éﬁ- Wy (00) Wy (00)
Wy (13) wyoo ;
3 : | )
wn5(1 wxg o) d’oa ) wxx(oo)
. u)".‘é (00) wx% (00)
W%% (00)

d, I 1) 1€ - w (15)
) ( m”) das (Wn(‘13) |
Wy (1) B g

12

é_/m: w (12)
(uuh(ﬂ)
Wny(12)

2 = [w(?2)

. 4 W%(z)

dlm"" (é’oo é_’22 .f"'_33 QQ!)T

d:(2)= (doo das digs digs)’

d'm"‘(éoo én é’?z Q'uf

dss dyy dos diys dyy)

d'22 .d.’33 ‘.4.’11 2‘.‘23 .‘.1‘_13 4.112)" (_d_:oz gi_l)

Figutas 3.15 .- Vectores de %dﬂ pata %Wdo L
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. A

Como quiera que los vectores g(l), é(‘) v §(3) tienen
gdl comunes,se ha optado por poner todos ellos en funcién de
uno solo que se llamard d*. Si se llama gij a los gdl del nu-

do que esta entre los i y j de numeracibn global, dicho vector

completo estard compuesto como sigue. (Figura 3.16):

_ T T
d* = (dpg 9y 933 439 453 433 §1,)7 = (dgg D7 =

T " o .
(dy; 4;) (3.14)

it

©® 39db
@ 6qdl
10 gl

@© 1594t

n,:l.s hy=5%
hg= L2 - Mg =54 21%d2

L a2
n, = nimeto de %gl,ﬁ sin conl’inu.to\«a.d. m\'etna, A ;242

"

hq = nimero de gdl con continuidacl intetna g 5 adt
para mejor compresion ver Figquwwa, 317 @ 7gdt |
Figwa 316 @ 994t
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Para pasar a este tipo de notacién,no hay mds que ampliar

con ceros las ecuaciones (3.12):

L) Jg(i) () _g)* g

Utilizando

se optiene:

_él) (> ar + _é3) :(2)*
_é2) ax _él) é(l)*
_é3) ax _6(2) é(zo*
gue, desglosada,toma la forma:
(1) z(1) (3) =(3)
(B5™" S * Hg S )4y
mg? g2+ ve Eitay,
o (3) =2(3) (2) =(2)
(Hg™" Coo' + Hg" Cp ')dpy

(C

a* =

+

+(H

+(H

(1)

lo

o

()

(2)

(3)

y condensandolo en dos matrices, queda:

§0901+§191=9

z (1)
&*h e

la expresidén ancerior en el sistema

éil) . 5é3)
(2) (1)

C  t+ Hg
(3) (2)

&t Hg

(3.15)
(3.13),

(3.16)
=(2) _
€714, =0
g1Mg; =0
-(2) T
e =0
(3.17)
(3.18)
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de donde se puede despejar QOO:
H, d. = H §1 (3.19)
Habiendo eliminado los 3 gdl del centro de gravedad

(a OO-(w(OO), W (00), w (00) ), la expresién (3.15) se pué—

de modificar como sigue:

(1) _a(i) 4 (1) ) (1)
a7 =Gy dgy v C 4y =8y By + Gy 4=
_ (1) (1), '
=(C,”" B+ G (3.20)
que se escribe de un modo compacto:

La expresidén (3.9) del vector de campo tiene ahora la

forma:

D op @ oW a (1=1,2,3) (3.22)

e
Kol

5(1)

El producto L C son las funciones de forma para ca

da uno de los subtriéngulos.

En la figura 3.17 se indica el nfimero de gdl para los
elementos de polinomios de grados 3 a 7. En 1a fiqura 3.16 se

presentan algunos de los elementos de la familia.
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En la figura 3.18 se han dibujado, para los grados de
polinomio 3 a 7, la funcibn de forma referente al gdl flecha

en el nudo 3 de numeracidn local, y para un subelemento.

3.4.2.3.- Matriz de rigidez y condensacidn estética

Segln lo expuesto en el capitulo 2, la matriz de rigi-

dez de cada elemento vendr& dada por (2.16):

K=o .
k =yI3/0p (@)

Tpe!aa | (3.23)

y las fuerzas consistentes por (2.18): .

mi i i i,T il
P52/0p (B Degt 0T 0 -9 T pId By 4
T wHT p a (3.24)
1% =S =S

(3.25)

Como los grados de libertad no eliminados en el cdg -
(d02==(wxx(00), wxy(OO), wyy(OO))T para grado 4), no interesa
tenerlos en cuenta en la resolucién_general del sistema, se

ponen en funcidn de los'gdl del vector d:
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P11} = | koo K01 do2
(3.26)
Pj k10 Kyg d
de donde se obtiene:

d .. = kit(p.. - k.. d) (3.27)
do2 00 ‘B11 o1 & . el
(p. - k. kY p.)= (k.. -k. k1k. . )a (3.28)
Pis 10500 B11 11 ~ %10 ¥o0 ¥p1’4 .
p = '}iec a : ‘ (3.29)

Esta iltima expresidn k.o ©s la que se utiliza, como

i

matriz elemental condensada, para hallar mediante suma bboleg

na la matriz de rigidez global.
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4 .- PROGRAMA DE COMPUTADOR

4.1.- Caracteristicas y descripcidn general

El programa que sirve de soporte al método de célculo
se ha escritg fundamentalmente en ienguaje FORTRAN, con al-
- gunos proéedimientos escritos en SPL (lenguaje de programa-
-¢idn estructuradé con oféanizaciéq en bloqueg, similar en

ciertos aspectbs al PASCAL).

Su desarrollo y ejecucién se ha efectuado en un H.P.
3000 con 1024 K-bytes de memoria, disco de 120 Mgbyces ycin
ta de 1600 bpi.

Como el sistema operativo no permite un direécionamieg
to directo superior a 64 Kb., se ha hecho necesario utilizar
la memoria virtual. Para ello se han utilizado dos subruti-

nas del sistema DMOVIN, DMOVOUT.

Todas las matrices principales tienen dimensionamiento
variable, y en el caso de la matriz de rigidez global, su in
versidn se hace por blogues en el caso de que sea de una di-

mensidn superior a 64 Kb.

El proceso seguido se puede dividir en dos grandes apar

tados:
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-~programa de elementos finitos.

-programa de célculo de las funciones de forma.
Yy que a continuacidn se explican.

4.2.- Programa ..e elementos finitos

"El proceso que se ha seguido es el comfin utilizado en

’ - 111,115 . T
los programas que utilizan el M.E.F. Como se han usado téc-
nicas de memoria virtual, se han hecho necesarias subrutinas,

que gestionen los segmentos de dicha memoria.

Ademés, y para agilizar el programa,se ha hecho uso de
matrices de transferencia, cuyo significado se puede ver en

el listado del programa que se édjunta en el apéndice 5.

Las matrices de rigidez y de resultados de cada elemen
to se graban en disco, para utilizarlas al final en la obten
cién de resultados. La integracidn es siempre numérica de

tipo Gauss?s(Tabla 4.1).

Se puede utilizar en el programa una sola entradadeda

tos para varios estados de carga de una misma estructura.

En la figura 4.1 se indica el organigrama de este pro-

_grama.
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Orden de nimero Coeficientes L L L Multipli-
precisidn puntos de peso 1 2 3 cidad
1 1 1:00000 00000 00000 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1
2 3 0-33333 33333 33333 0:66666 66666 66667 0-16666 66666 66667 0-16666 66666 66667 3
2 3 0-33333 33333 33333 0-50000 00000 00000 0-50000 00000 00000 0'00000 00000 00000 3
3 4 ~0-56250 00000 00000 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1
0-52083 33333 33333 0-60000 00000 00000 0-20000 00000 00000 0-20000 00000 00000 3
3 6 0-16666 66666 66667 0-65902 76223 74092 0-23193 33685 S3031 0-10903 90090 72877 6
‘4 6 0-10995 17436 55322 0'?1684 75729 80459 0-09157 62135 09771 0-09157 62135 09771 3
0-22338 15896 78011 0-10810 30181 68070 0-44594 84909 15965 0-44594 84909 15965 3
0-37500 00000 00000 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1
4 7 0:10416 66666 66667 0-73671 24989 68435 0-23793 23664 72434 0-02535 51345 59132 6
0-22500 00000 00000 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 3333 1
s 7 0-12593 91805 44827 0-79742 69853 53087 0-10128 65073 23456 0-10128 65073 23456 3
0-13239 41527 88506 0-47014 20641 05115 0-47014 20641 05115 0-05971 58717 89770 3
$ 9 0-20598 05047 60887 0-12494 95032 33232 0-43752 52483 83384 0-43752 52483 83384 3
0:06369 14142 86223 0-79711 26518 60071 0°16540 99273 89841 0-03747 74207 50088 6
0-05084 49063 70207 0-87382 19710 16996 0-06308 90144 91502 0-06308 90144 91502 . 3
6 12 0-11678 62757 26379 0-50142 65096 58179 0-24928 67451 70910 0:24928 67451 70910 . 3
T 008285 10756 18374 0-63650 24991 21399 0-31035 24510 33785 005314 50498 44816 6
~0-14957 00444 67670 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1
) 13 0:-17561 52574 33204 0-47930 80678 41923 0-26034 59660 79038 0-26034 59660 79038 3
0-05334 72356 08839 0-86973 97941 95568 0-06513 01029 02216 0-06513 01029 02216 3
0-07711 37608 90257 0-63844 41885 69809 0-:31286 S4960 04875 0-04869 03154 25316 6
0-05307 78017 90233 0-87013 89736 81670 0-06493 05131 59165 0-06493 05131 59168 3
7 15 0-07085 30836 92136 0:28457 55842 49173 0-51703 99390 69325 0-19838 44766 81502 6
0:06927 46820 79415 0-31355 91843 84932 0-04386 34717 92371 0-64257 73438 22697 6

Table 41



Urden. _de Numero  Coeficientes L L L Multipli-
precisidn puntos de peso 1 2 3 ~ cidad

0-14431 56076 77787 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333
0-10321 73705 34718 0-65886 13844 96478 0-17056 93077 51761 0-17056 93077 51761
8 16 0-03245 84976 23198 0-89890 55433 65938 0-05054 72283 17031 0-05054 72283 17031
0-09509 16342 67284 0-08141 48234 14554 0-45929 25882 92723 0-45929 25882 92723
0-02723 03141 74435 0-00839 47774 09958 0-26311 28296 34638 0-72849 23929 55404

[- QP R SRV

0-09713 57962 82799 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333
0-03133 47002 27139 0-02063 49616 02524 0-48968 25191 98738 0-48968 25191 98738
9 19 0-07782- 75410 04774 0-12582 08170 14126 0-43708 95914 92937 0-43708 95914 92937
0-07964 77389 27210 0-62359 29287 61934 0-18820 35356 19033 0-18820 35356 19033
0-02557 76756 58698 0-91054 09732 11094 0-04472 95133 94453 0-04472 95133 94453
0-04328 35393 77289 0-03683 84120 54736 0-22196 29891 60766 0-74119 BS987 84498

0-05161 72025 69021 0-03696 03304 33378 0-48151 98347 83311 0-48151 98347 83311
0-09408 00734 58356 0-19279 20403 64120 0-40360 39798 17940 0-40360 39798 17940
9 21 0-02599 35710 32320 0-90962 19804 31246 0-04518 90097 84377 0-04518 90097 84377
0-04546 95380 47619 0-13699 12012 64904 0-21829 00709 71381 0-64471 87277 63715
0-03535 17050 89199 0-03042 43617 28820 0-22206 31655 37318 0-74751 24727 33862

O O W LW O\ Lk LS L LD e

0-07989 45047 41240 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 (-33333 33333 33333
0-07112 38022 32377 0-14982 75787 95818 0-42508 62106 02091 0-42508 62106 02091
10 25 0-00822 38186 90464 0-95338 22649 80000 0-02330 88675 10000 0-02330 88675 10000
0-04543 05922 96170 0-14792 56262 09534 0-22376 69735 76973 0-62830 74002 13493
0-03735 98562 34305 0-02994 60319 54171 0-35874 01418 64431 0-61131 38261 811398
0-03088 66568 84564 0-03563 25595 87504 0-14329 53704 26867 0-82107 20699 85629

N O ON LD L e

0-08174 33291 46286 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333
0-04595- 79636 04745 0-71567 77978 86872 0-14216 11010 56564 0-14216 11010 56564
10 2 001335 29688 13150 0-93588 92535 66112 0-03205 S$3732 16944 0-03205 53732 16944
0-06390 49063 96424 0-14813 28857 83821 0-32181 29952 88835 0-53005 41189 27344
0-03418 46481 62959 0-02961 98894 88730 0-36914 67818 27811 0-60123 33286 83459
0-02529 77577 07288 0-02836 76653 39938 0-16370 17337 37182 0-80793 06009 22880

[ W= N P R PR

Tabla 44 (contfnua«cw").
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si la carga es puntual, hay que tener en cuenta que se

va a considerar tantas veces como a elementos pertenezca.

El tipo de cargas que se admiten son:

-puntuales en cualquier posicidn.

-Uniformes continuas.

4.3.- Funciones de forma

La parte del programa que obtiene las funciones de for-

ma sigue el desarrollo hecho en el capitulo 3.

En la figura 4.2 se presenta el organigrama de este sub

programa.

Las funciones de forma que se utilizan son polinomios de
grado mayor o igual que 3. ﬁo se han utilizado polinomios de
grado mayor que 7 por no tener los coeficientes de integracidn
para esos ‘grados, si bien se podia haber obiiado este probléma

utilizando una subdivisién de los subelementos.

4.4.- Entrada de datos y salida de resultados

Se va a describir agqui la entrada de datos y salida de
resultados. Para ello se sigue un planteamiento general y se

particulariza para el caso de la figura 4.3.
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- Cdleulo cle las cavacteristicas
geomefricas de un subebemento

- Makuz de %d}» Q_cn
| -Invevsa de ¢V= ¢V

[ - Ampliacion de tas qell del
 subelenento af efemento completo

_'~ Nusvo Suhe!emtn\’;o

Fin del dclo

- Eliminacidn de 3 30\.?, intevoves Po’o
imposido'n de continwidad, ;1
J intersubelemental

Y

— Obbencion de fas gu.nciones de ?o‘ama
pat wda subelemento |

&

Fi%u.‘ba, 4.2
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Ll aimpfe apoyo
Carga puntial en el nude
h de 1T.

Modulo de edastiudad 10.92
Goe{ia'ente de Poisson 0.3

Fi quia h.3

4,4.1.~ Entrada de datos

Hay que crear un fichero que contiene los records espe-

cificados por columnas que se indican en la tabla 4.2.

Como ilustracidén se puede ver 'en la tabla 4.3 la entra-

da de datos para el caso de la figuré 4.3,

Ademds, y como comprobacién, en la ejecucidn del progra

ma aparece el listado de la figura 4.4.
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TABLA 4.2
ﬁic?ﬁd cgiuSZa Espect ficaeion
1 1-5 Fichero de salida de resultados
6-10 Fichero de entrada de datos
11-15 Fichero interno de escritura de datos
21-25 _ Fichero interno de escritura de datos
26~30 Fichero de salidas intermedias
31-35 ~ Fichero de salidas intermedias
36-40 . Fichero de salidas intermedias
41-45 Fichero de salidas intermedias
46-50 Fichero de salidas intermedias
51-55 Fichero de salidas intermedias
56-60 Fichero de salidas intermedias
2 1-5 Variable interna igual a 1
6-10 Variable interna igual a .2
3. 1-5 _ Namero de vertices
6-10 - Numero de elementos
11-15 Nimero de casos de carga
16-20 Nimero mdximo de cargas puntuales
21-25 Grado del polinomio
26-30 Nimero de puntos de integracidn
31-35 Nimero de nudos con apoyo especial
36-45 Médulo de elasticidad
46-55 . Coeficiente de Poisson .
4 . 1-5 Nimero de condiciones de continuidad en cada lado interno
5/- Hay un record,por cada vértice
1-5 Nimero de vértice
6-15 Coordenada X de ese vértice
16-25 Coordenada Y de ese vértice

26-35 Espesor de la placa en ese vértice
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6/- Hay uno por cada elemento
1-5 Numero del elemento
6-10 Vértice primero del elemento
11-15 Vértice segundo del elemento
16-20 Vértice tercero del elemento
8/~ Uno por cada gdl en el cdg del elemento. Ver el orde en co-
mentarios a la subrutina SIELAL :
1-5 1 si ese gdl se elimina y 0 81 no se elimina
9/~ Uno por cada condicién tipo de continuidad impuesta en un
lado interno '
1-5 Nimero de condicidn de continuidad
6-10 Nimero de la derivada
11-15 Ndmero de lados en los que se impone la igualdad de la de
rivada anterior
10 1-5 Nimero de cargas puntuales .
11/~ 51 10 no es 0. Uno por cada carga
1-5 Nimero de vértice
6-15 Carga en ese vértice dividida por el wnimero de elementos de
la malla que lo comparten
12 1=5 . Nidmero de cargas puntuales .en puntos .que no sean vértices
13/- 57 12 no es 0. Uno por cada carga
1-5 Nimero de la carga puntual
6-15 Valor de la carga
16-25 Coordenada X de la carga
.. .26=35. . Coordenada .Y de la carga
14 1-5 Nimero de elementos con carga uniforme ..
15/~ 57 14 no ee 0. Uno por cada elemento cargado
1-5 Nimero del elementc
. 6-15. ... Carga uniforme en el elemento. .. . . .
.16 . 1-4 - Némero de lados .empotrados
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17/- St 16 no es 0. Uno por cada lado empotrado
1-5 Primer nudo del lado empotrado
6-10 Segundo nudo del lado empotrado

18 1-5 Nimero de lados apoyados

19/~ Si 18 no es 0. Uno por cada lado apoyado
1-5 Primer nudo del lado apoyado

6-10 Segundo nudo del lado apoyado

20 1-5 Mimero de nudos empotrados
21/~ Si 20 no es 0. Uno por cada nudo empotrado
1-5 Nimero del nudo empotrado
22 1-5 Nimero de nudos .apoyados
23/~ S7 22 no es 0. Uno por cada nudo apoyado
1-5 Mimero del nudo apoyado
24/~ Uno por cada nudo de apoyo especial
1-5 Primer vértice del lado en que-se encuentra el nudo
6-10 Segundo vértice del lado en que se encuentra el nudo

(81 es un vértice coineiden los dos nimeros)

se utiliza el 0 st estd libre y el 1 st coacetonado

11-15 Primer grado de libertad

16-20 Segundo grado de libertad

21-25 Tercer grado de libertad

26-30 Cuarto grado de libertad (dste y los siguientes si los

hayy, sélo se dan en los nudos intermedios de los lados)

Ver explicacidn en el listado de la subrutina SUBIDI
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GRADO DEL POLINOMIO

NUMERG DE PUNTOS DE INTEGRACION
NUMERO DE ELEMENTOS

NUMERO DE VERTICES

NUMERO DE NUDQOS

NUMERO DE GDL TOTAL

NUMERO DE GDL EN UN ELEMENTO
SEMIANCHO DE BANDA

NUMERO DE GDL EN UN NUDO INTERMEDIO

NUMERO DE GDL EN EL CENTRO DEL TRIANGULO COMPLETO

MODULO DE ELASTICIDAD

COEFICIENTE DE POISSON

NUMERO DE CASOS DE CARGA

NUMERO MAXIMO DE CARGAS PUNTUALES

NUMERO DE NUDOS CON APOYOD ESPECIAL

NUMERG MAXIMO DE NUDOS USADO

NUMERO DE CONDICIONES DE CONTINUIDAD POR LADO

COORDENADAS DE LOS NUDOS Y ESPESOR

- —— . — > —— - —— — v —— —— . —

NUDQO X Y ESPESOR
1 .0000E+00D .0000E+00D 1.000
2 .5000 .0000E+00 1.000
3 .0000E+00 LR C 1.000
4 .5000 .5000 1.000

CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTQOS

ELEMENTO NUDO 1 . NUDO 2 NUDO 3
it ! 2 4
2 1 4 3

NUMERO DE CASO DE CARGA- !

e <IN 10 h NI



NUDO CARGA

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+0CD
. 12350

S R

CARGAS UNIFORMES

ELEMENTO CARGA
i .0000E+00
z .0000E+00

MATRICES DE CONDICIONEE DE APOYOD

LE(I,J)=K (I,J=NUDOS DEL LADD)
: (K=0 LIBRE;K=! COACCIONADO)

B GIN -
O OO O -
ooo0ool
O oo oI
oo o

LADOS APOYADOS

—— i ——— g g ——

LACI,J)=K (I,J=NUDOS DEL LADO)
(K=0 LIBRE;K=1 COACCIONADO)

B OGIN ™~
O =t e O s
oo~ N
O OO ()
o s W I e T\

NUDOS EMPOTRADOS

NE(I)=J (I=NUDD) .
(J=0 LIBRE;J=1 COACCIONADO)

5 GIMN -
DODO -

NUDOS APOYADODS

Na(I)=J (I1=NUDOD) ,
(J=0 LIBRE;J=1 COACCIONADD)

—
OO e

Figwba, 4.4 (continwacion 1)
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3 0
4 0
MATRIZ DE C.C. ESPECIALES

- — g - — ——— - ———— - —— ———— -~

ID1 (I,J)=K (I=NUMERC DE ORDEN ;J=1,2 VERTICES GQUE DEFINEN EL NUDO ;)
(J=3... GDL DEL NUDO)
(K=0 LIBRE ;K=1 COACCIONADQ)

1 J 12 3 4 5
i 2 4 1 1 1
2 3 4 1 1 |
3 4 4 0 1 i

MATRICES DE CONTINUIDAD

- . T —— —— — - . ——— - — -

IEL (I)=K (I=NUMERO DE GDL CENTRAL W(=1);WX(=2);UWY(=3)...)
(K=0 NO SE ELIMINA)
(K=1 81 SE ELIMINA)

Gl N -
Lo S Y

MATRIZ DE CONDICIONES DE CONTINUIDAD
ICLAD(I, =K (I=NUMERO DE CONDICION DE LADDY
(J=1 K=NUMERO DE LA DERIVADA)
(J=2 K=NUMERGO DE LADOS EN LOS QUE SE IMPDNE ESA IGUALDAD)

ol
»l

Figuta L.4. (continuacion 2)



I J 1
1 .00000E+00 =~-.16875E+00
2 .00000E+00 . 14063E-01
3 .31250E-01 -.52042E-17
4 .10417E-01 . 12500E+00
] .00000E+00 -.10417E~-01
6 .00000E+00 -.23958E-01
? .00000E+00 .43750E~-01
8 .00000E+00 . 36458E-02
? .00000E+00 .31250E-02
10 .00000E+00 -.27083E-01
11 ~.56379E-17 -.5B926E-01
12 -.2343BE-01 .00000E+00
NUMERO DE ELEMENTO - 1
NUMERO DE VERTICE 1
MATRIZ XMOM
I J 1
1 =.17347E-17
2 . 27756E-16
3 -.87500E-01
MATRIZ XCORT
I J 1
! . 33307E-15
2 .S50000E+00
3 .92736E-15
4 .67500E+00
NUMERQ DE ELEMENTO : !
NUMERO DE VERTICE 2
MATRIZ XMOM,
I J 1
1 ~.27756E-16
2 —~.76328E-16
3 .1040BE~-16
MATRIZ XCORT
I J !
i -.11102E-15
r4 .D0000E+00
3 ~. 16683E~15
4 .67500E+00
"NUMERO DE ELEMENTO - 1
NUMERO DE VERTICE 3
MATRIZ XMOM
I J i
i .16250E+00
2 . 16250E+00
3 .16468E-16
MATRIZ XCORT
I J i



i
2
3
4
I J
i
z
3
4
S
6
7
8
4
10
11
12
NUMERO DE
NUMERO DE
I J
|
=4
3
I J
1
2
3
4
NUMERO DE
NUMERO DE
I J
1 .
2
3
I J
i
2
3
4
NUMERO DE
NUMERO DE
I J
1
2
3

.4440%9E-15

.50000E+00
. 6938%E-15
.67500E+00
MATRICES DEL Y PEL
1
_10417E-01  .12S00E+00
_00000E+00 ~.23958E-01
_00000E+00 =—.10417E-01
_00000E+00 ~—.1687SE+00
.31250E-01 =-.26798E-16
_00000E+00  .14063E-01
_00000E+00  .437S0E-01
_00000E+00  .31250E-02
_00000E+00 .36458E-02
_00000E+00 ~-.27083E-01
-.23438E-01  .57728E-16
.56379E-17 .58926E-01
ELEMENTO : 2
VERTICE 1
MATRIZ XMOM
1
. 11896E-16
. 74457E-17
-.87500E-01
MATRIZ XCORT
1
.50000E+00
.85042E-15
L &7500E+00
.12897E-14
ELEMENTO : 2
VERTICE 2
MATRIZ XMOM
1
.16250E+00
. 16250E+00
. 22954E-16
MATRIZ XCORT
1
.50000E+00
.58114E-15
.67500E+00 1 3
.98721E-15 1
ELEMENTO : 2 2
VERTICE 3 3
4
MATRIZ XMOM
1
-.13878E-16
.20817E~-16
-.3B164E-16

Fiawwa, 4.5/(continiiaridn

.S50000E+00

=.27736E-15

.67500E+00

-.24437E-15
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4.4.2.- Salida de resultados

En la figura 4.5 se da el listado de los resultados
para el caso precedente.'DEL es el vector de desplazamientos ele
mentales y PEL el vector de fuerzas elementales correspondiente
a aquellos desplazamientos. PEL se ha hallado utilizando la ma-

triz de rigidez.

Si se tiene en cuenta la figura 4.6.

2
= 21 L
> J3 ‘
I4 J2 J1
1 J4 2 L
Figura h.6
XMQM y XCORT son
on = [ To.
XXMM = Mqq XCORT =| Q,
Moo 0,
Mio Ry
» i
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siguiendo la notacidén utilizada en el apéndice 1 . Ademis,
hay que tener en cuenta que si un nudo corresponde a mis

de un elemento,se realiza la media que se tiene en la fi-
gura 4.7. Por otra parte,hay que sefialar que los resulta-
dos de XMOM y XCORT son, a su vez, la media de los dos sub-

elementos que confluyen en dicho vértice.

Los nudos que se significan pcr J, tienen la inter

pretacibn que se da en la figura 4.6.

Los MIJ son los momentos flectores y torsores. Los
QI son los cortantes y los RI son las reacciones de Kir--
choff. Para interpretar los signos ver lo dicho en el apén

dice 1.



FLECHA

GIROS

MOMENTOS

CORTANTES

GIROS

FLECHA

GIROS

MOMENTOS

CORTANTES

GIROS

WX
WY

M1l
Mz2
Miz

Q1
02
R1
R2

WN

W

WX
Wy

Mil
Mez
M1z
Q1
Q2

R1
R2

WN
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ELEMENTO

- - —— - ——

NUDO 1
.0000E+00D

.0000E+00
.0000E+00

.5081E-17
.1760E-16
-.8750E-01

.2500

.2500
. 3375

L3375

NUDD J

.0000E+00

ELEMENTO

NUDO 1
.0000E+00

.D000E+0D
.0000E+00

.S0B1E-17
1760E-16

~ . 8750E~01
.2500
.2500
.3375
.3375
NUDO T 1

.0000E+0OQ

F?%uﬂxb L7

) v

NUDO 2
.0000E+0Q0

.0000E+GO
.3125E-01

-.2776E-16
~.7633E~16
.1041E~16

~-.1110E-1S

.5000

~.1645E-185

.6750

NUDO § 2

-.5638E-17

2

NUDO 4
. 1042E-01

.0000E+0D
.0000E+00

. 1625
. 1625
J197IE-16
.2500
.2500

. 3375
.3375

NUDD T 4

—-.2344E-01

NUDO 4
.1042E-01

.0000E+0C
.0000E+00

.1625
. 1625
L1971E-16
.2500
.2500
L3375
L3375
NUDB T 4

- 2344E-01

NUDO 3
. 0000E+00

.31.25E-01
.0000E+00

-.1388BE-16
.20B2E-16
-.3Bl16E~-16&

.5000
-.2776E-15

.6750
-.2444E-13

NUDR J 3

.9638BE-17
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EXPERIMENTACION NUMERICA
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.5.- EXPERIMENTACION NUMERICA

5.1.- Planteamiento general

Para pbder hacer un estudio de la bondad del método uti
lizado, se han comparado los resultados obtenidos con distin-
tas placas cuadradas isbtropas, sometidas a distintos casos de
carga y diversas condiciones de borde, (estos casos sencillos

se encuentran tabulados y con resultados exactos).

Las condiciones de materiales consideradas son:

FEEE

Matriz de flexibilidad del material = D . v 1 0
1-v
-O 0 2

donde
E h°

D:.._.___..____
12 (1-v2)

Para poder comparar con facilidad los resultados se

han tomado como valores numéricos los siguientes:

il
o
w
o

Coeficiente de Poisson v

i
=
o
O
N

M&dulo de Elasticidad E
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Espesor de la placa h = 1.00

Longitud del lado a = 1.00

de forma que el coeficiente D toma el valor 1.00 (figura 5.1).

)\ ' 0.30

Q VY =
E= 1092
h= 1.00
az= 1.00

Figu’bo, 5.1

pPor las condiciones de simetria gue existen se conside-

ran dos tipos de malla indicados en la figura 5.2.

En los resultados expuestos hay que tener en cuenta dos

salvedades:

. -Los esfuerzos infinitos que aparecen junto a la carga
puntual no aparecen reflejados debido al método utili

zado.

-Las reacciones de Kirchhoff Rl y R2 sdlo tienen signi

ficado en el contorno.
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Figu:ba, 5.2
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Hay que considerar, ademés, que para programas de elemen
tos finitos se necesitan ordenadores de gran capacidad debido
a los grandes sistemas que hay que resolver. Asi pues, debido
al computador utilizado, no se han podido presentar casos con
mayor nimero de grados de libertad, ya sean debidos a una mayor

discretizacidn, o un grado de polinomio mé&s grande-.

Antes de comparar el tipo de malla, se van a utiliéar
las que en'la figﬁra 5.2 son designédas por 1R y Z2RE, para ca-
sos de carga uniforme y puntual. El tipo de apoyo seré .empo-
trado en todo su contorno, apoyédo en todo su contorno o apo-

yado en sus cuatro esquinas.

La siﬁbologia utilizada para‘cargas vy apoYos es la se-

nalada en la figura 5.3.

E mpotmmienb Apoyo Apoyo de esquinas

7

Catga puntual Carga uniforme

Fi%u.'w, - 5.3

kS
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El orden de estudio es el gue se plantea en la figura

5.4. Las distintas variantes se han dispuesto de menor a ma-

yvor dificultad.

Empotw-d@ Puni’.une Apoyada Puntu.ae Apoyada esquina P\mfuag
Figua 5.4 -

Los valores exactos utilizados se recuadian en las tablas,
con fondo oscuro indicando su procedencia. Los datos que no se
dan en esas referencias se han tomado de la publicacidn de Diaz

del Valle y Samartin, que utilizan hiperelementos.

5.2.- Placa cuadrada empotrada en su contorno sometida a carga

uniforme

En la tabla 5.1 se detallan los resultados obtenidos.

Se puede observar unos errores de 0,5% (Flechas), 4,4% (Momen

%7
"tos) y 6.2% (Reacciones de Kirchhoff). (Evans ).
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Placa cuadrada de lado & empotrsds en su contorne, con cargs uniforme §

W

flechs en el centro /{ga"/D)
momento flsctor en al centro /(q.z)

NCL1 = gdl totales

LI NGL2? = gd} activos
M;: wopento en centro lado segln direccisdn ll:;az
Hj! monento em centro 1ado segGn direccifn anz
Q : cortants en sl centro del lado /qa
R : vesccifn de Xirchhoff en sl centro del lado /ga
. w n Hl “2 Q 3
CRADO MALLA NeLt XCL2
0,0007218 .01226
3 12 ., 1
0.001310 0.03943 ~ )
4 18 3 - - e et
0.001283 0.,02382
5 ¢ 24 S
0.001263 0.02009
& 0 7
©.001266 0.02425
7
» s 4.9%
Q.0005422 0,01480 =0.003904 -0.01301 0.05205 0.04250
3 17 2
0.0012921 0.03343 -0.01123 -0.03744 0.2221 £.2302
& 27 [} B
0.001285 0.02466 -o.d:su -0,05038 0.431% 0.4540
3 iR kY 10
0.001263 0.02056 -0.0154? ~0,05156 0.4518 0.4714
[ 3 47 ) TS
0.001266 0,02450 ~0.01548 «0,05152 0.4365 0.4672
7
7 18 0,482 4,33% .18z 6,112
0.0031726 0.02296 -0,.01018 -8,03383 0.1472 8.1418
3 2RE 43 16 :
0.001265 0.02397 -0,01454 «0,04847 0.3612 0;3643
& ?
s 3 0.402 3.72% -38% ~17,26X
Exacto Xvans 0.00126 0.0231 ~0.01340 ~0,031) 0,440% 0.4402

Tabla 5.1
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Flecha 0.5%
Momento centro 4%
Reacsidn Kizchhoff 6.27%

lﬁ%u&u 55

5.3.~- Placa cuadrada empotrada con carga puntual en el centro

En Ia tabla 5.2 se recogen los resultados. Los errores

son -0.09% (Flechas), -2,07% (Momentos) y 17,25% (Reacciones
112
de Kirchoff). (Young ).
-0.09%
w Flecha
OM Momento - 2.07%
R ' Reaccion de kiu\'o‘\o” 17.25%

F.‘%wm S. 6

5.4.- Placa cuadrada simplemente apoyada y con carga uniforme

De lo que se expoﬁe en la tabla 5.3 se pueden ver los

errores siguientes:

0% (Flechas), -0,38% (Momentos) y 2,55% (Reacciones de

~ 12
Kirchhoff). (Timoshenko ).
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Placs cusdrads de lado a.ewpotrads en su contorno,cargs puntusl en el centro de valor P

¥ 3 flechs centrsl I(I'Azlb)

M3 zomanto en el centro lado sagln direccise 1/P
Ny: womento en el centro lado segln direccitn 2/?

Q 3 cortante en e} centro del lada /(F/s)
Rt reaccifn de Kirchhoff en el centre del lado /(P/a)
WCL1: nlmero total de pdl.

NGL2: nlmero de gdl activos,
w H, My Q R
GRADO MALLA NCLL NGL2
002016 .
3 tH 1 8.c020 \
0.005332 B
4 18 R 3 - A e~ -
0.005509
5 ] " s T
e 5
0.003552 » i
L4 30 ? >l é
0.003592 ;
7 % s T !
s " 2 0.001689 «0.01216 ~0.04054 0.1622 0.1480 .
0.005303 -0.03332 -0.111 0.2626 0.2793
4 27 6 .
0.003548 -0.03799 ~0.1266 0.8927 0.8420 T
s 1 37 10
0.0Q3562 «0,03672 -0.1224 0.6917 0.6973
6 47 14
0005595 -0,03848 -0.1283 0.9310 0.9384
7 57 18
-0.08% ~2.07% 17.25%
|
5.
Ixscto Young 0.00560 -0.0377 -0.1257 0.80021 0.80032

Table 5.2
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anq cusdrads, simplemante apoyads rargs uniforme g

[ WL

e A b

S S

Pl o

reyeY

AR e 302

V t flechs an ol punto medio /(qa’/D)

¥ 1 womento flector en sl centro /{qa‘)
Ryt reaccifn de esquine /qa
Q 3 cortante sn ¢l centro del lado /qa
R ¢ reaccifn de Xirchhoff en el centro del lado /qa
NCL1: nGmero totsl de gdl

NCL2: nlzero de 23] sctivos

] » M Q R
CRADO HALLA NGL) NGL2
0.003893 0.05362 ~0.05854
3 12 ‘
’ 0.004284 | 0,06843 -0.06080
) 1t ?
0.004095 0.03619 ~0.04300
5 o 2% 10 ,
. 0.004189 0.06161 ~0.02122 !
L3 30 13 i
» |
0.004897 0.03703 ~0,013194
? 36 16
-22.6%
0006155 0.06185 -0.06982 | 0.1930 0.2632
3 17 6 -
0.004081 0.05470 -0.07576 | 0,2206 0.2950
4 27 12
0.004062 004647 -0.08748 | 0.3120 0.4312
[ IR 37 18
0.004063 0.04817 ~0.06576 | 0.33s5 0.4372
6 47 24
0.004082 0.04772 -0,06538 | ©.3362 0.4307
7 7 30
02 -0.38% ~0.533 2.55%
Exaceo  [Timosheri] 0.004062 0,0479 -0.065 0.338 . 0.420

Tabla 5.3
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Fhecha %
Momento -0.387,
Roaccidn de Kinchhoff 2.557

i

we M,r"
A

Figu.m 57

X

5.5.~ Placa cuadrada simplemente'apoyada y carga puntual

En la tabla 5.4 se puede ver que las desviaciones son:

12
flecha (0,17%) y Reacciones de esgquina (9.53%). (Timoshenko ).

Flecha . 0.177,

Reaccion de esquine 0.53%

5.6.- Placa cuadrada simplemente apoyéda'en‘suS'esquinas y car-

ga uniforme

En la figura 5.9 se puedeh ver los errores deducidos de

69
la tabla 5.5. (Marcus ).
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Placs cuadrads de lado a apoyads an su contorno,cargs puntusl em el centro del valer P
. ¥ 1 flecha en el centro /(Pa/D)
E ki resccibn de esquina e
0 ; Q : cortante en el centro del lado /(P/a)
; R & resccifn da Kirchhoff en el centro del lado F{P/a)
y NCL1: nmarc total de gdl, -
: NGL2: nlmero de gdl activos,
W R Q %
CRADO MALLA NG12 NGL2
. 0.01050 -0,182486
3 12 4
0.01173 -0.09104
4 18 7 1 o e e o PO,
0.01151 ~0.11000 B
s Y 2% 10 *
-
0.01186 ~0.00014 .
[} 3 13 .
0.01163 -~0,06358 -
7 36 16
0.0022
0.01042 T =0.17500 0.5000 0.6750
3 17 6 =
0.01342 ~0.11778 0.2323 0.4985 -
4 7 12 >
0.01152 «0,14028 0.5%21 0.8721
s 11 37 18
0.01156 -0,10740 0.3104 . 0.5405
6 &7 2%
0.01158 -0.13352 0.6312 0.8976
7 37 X
: -0, 17% 9.33%
: 13
! 0.01128 -0,13664 0.3412 0.4944°
; 3 2RE 43 2
0.01154 -0.12394 0.4502 0.2025
4 75 48
«0.91% 1.672
Exscto Tiooshuid 0.01160 =0,.121¢% 0.417 0.621

Tabla 5. L
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Placa cusdrada de lado "A".lpoy.dn en sus cuatro esquinas con carga uniforme q
¥ 1 flecha en el centro I(qn‘lb)
¥ @ momento en e} centro I(qnz)
¥t fischa en el contro del lado ](qa‘/ﬂ)
L reaccidn de esquins I(qnz)
NGL1: nGmero tota) de §dl
NCLY: nlimero da gdl sctivos
w M Ill R.:
GRADG MALLA KCLl noL2
0.02833 0.13%4 0.16348
3 12 [3
0.02545 0.08725 0.01831 0.2082
& 18 10 :
0,.02642 0.1385 0.01843 0.2318
) ¢ 24 14
0.02582 0.08588 0.01848 0.18140
[ k) 12
B.0262 0.137% 0.01851 0.1885%4
7 3 22
0.0250 0.1212 0.01264 0.17256
3 17 1
'0.02550 0.1112 0.017% 0.2280
4 a7 19
0.02551 0.1114 0.01778 0.2334
s 1 » 27
0.02551 0.1120 0.04728 0.2380
[ &7 s
0.02531 0.1116 a.01228 0.2410
? 57 © 2452 2.39% e
0.02542 0.1073 0.01774 0.2146
3 2RE (%} k] -
0.02551 6.11!6 0.01728 . 0.2354
L] 75 61
Exacto Marcus 0.0249 0.109 06.0180 0.250

Table 5.5
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F Flecha 2.457
"// Momento 2.59Y%,
%, 7 !,2 Reaccién de esquina, -3.6 %,

Fﬁ%una,SLq

5.7.- Placa cuadrada simplemente apoyada en sus esquinas vy car-

ga puntual

Los. resultados y errores se resumen en la figura 5.10

3

S e
Fecha 0.207,

ow Reaidn de esquina, - #7e

*Es -+
Figu.m. 510
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Plscs cuadrads de lado 'A”Blpoyldb en sus cuatro esquinas, con cargs puntual P so el centro

¥ 3 flechs an el centro I(hzln)

-
Wy fleche an el centro dal lado 7{Pad/D)
Q N : momento en ¢} centro /P
Rl reacciln de esquins /(P/a)
- NGL1: nGoero totsl de gd)
NCL2: nimers de gdl sctives
w Vx ™ IE
CRADO MALLA NCL] NCL2
0.04134 0,09770
3 12 &
0.03854 0.62276 ©.2390
4 18 10
—- 8 SISO RO SR I USRI I R -
By 0.04010 0.02366 0.2186
5 [ 1) 14
-
bt >
. £.03930 ©.02338 0,2120
1 p 1 18
d
, . 4o o.o%gg 0.02379 . 4, 16082 3
L
3 J 3 u .0.03763 0,02282 0.256% 0.13612
N 0.038%1 0.02286 0.2067 0.2658
& - 27 19
0.03%G7 0.02281 0,2009 0.2100
S I 37 7
0.03911 0.02291 0.2038 0.2540
6 &7 3
0.03912 0.02291 0.2017 0¢.2260
? 57 4
0,202 -2
>
. 0.03866 ©.02289% 0,2288 0.2148
3 2RE 43 3
0.0394% 0.02397 0.1864 0.2356
4 75 61
Exacto SAPA-LCCTY 0.03904 0.02284 0.16217 0.2430

Tobla 5.6
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Placa cuadrads de lado a,empotrads en su contormo fcarga uniforme q

o o N W : flecha en el centro /(qs®/D) NGLI » 3dl totales
}5;//{// K M : mooento flector en el centro /(qaz) NCL2 o gdl activos
b /u K M;: womento en centro lado segin direccidn 1/qn2
_;-;/J{/;: M,: momento en centro lado segln direccibn 2/ql2
? r Q : cortante en el centro del lado /qa
R 3 reaccin de Kirchhoff en el centro del lado /qa
W M ¥ M, Q R
GRADO MALLA NGL! NGL2
0.0003024 0.009434 ~0.0009979 ~0.006078 0,01089 0.009616
3 17. 2
0.001235 0.01798 =-0.01572 ~0,06613 (').31.06 0.3944
4 27 [
0.001261 0.02665 =0.01675 ~0.,005465 0.5517 0.573?
5 1 37 10 5.
)
" 47 16 0.001265 0.022721 =-0.01536 -0.03148 0.4477 0.4448
7 M 57 18 0.001265 0.02287 -0.01537 ~0,05126 0,4218 0.4327
0.402 =12 . -1.982 -1.732
0.001251 0.02638. «0.01240 =0,04001 0.1987 0.2233
3 43 16 -
2RS
0.001264 0,02397 ~0.01594 ~-0.05297 0.4634 0.4867
4 14 36 5
0.322 3.77% - 5.202 10.542
©.001110 0.01%05 -0.01017 ~0.03388 0.1550 0.1495
3 %] 16
€S
0.001265 0.02250 ~0.01458 =0.04860 0.3636 0.3668
& 75 36
0.402 -2.60X =172 -16,692
0.005110 0.01819% -0.01062 ~0,03376 0,1605 0.1835
3 4 16 g
2CE
0.001264 0.02268 -0.01592 -0.05194 0.4573 0.4793
4 s 3% 0.3 -1.82% : 3.81% 8.86%
Exacto Evans 0.00126 0.0231 ~0.01540 -0.0513 0,4405 0.4403 §

?

Tabla 5.7




Placa cuadrads de lado s,apoyads en su contorne,con cargs puntual P centrada

dodhiihbibibiid, W : flacha en el centro /(Pa/D)
: 4 .lzz reaccifn de esquina /P
f ' o 4 Q & cortante en el centro del lado /(P/a)
1 % : zesccifn de Kirchhoff en el centro del lado /(P/a)
Ty RGLI: nlmero total de gdl
NCL2: nCowro de gdl sctivos
v L Q 2
CRADO MALLA NGLI NGL2
©¢.008890 -0,09970 0.20N 0,2752
3 17 6 ;
. . 0.011 % «0.12122 0.4399 0.7619
4 27 12
0.01154 ~0.12196 1.019 1,406
s 1< » 18
0.01158 -0,12188 ~0,02237 £.1936
é 47 24
0.01189 -Q,12156 09,6095 0.7720
7 87 k) 5
-0.092 -0,282
0.01131 -0,13882 0.3556 0,5370
3 43 24
RS 0.01154 -0.12358 0.4731 0.7368
4 75 48
-0,52% 1,38%
0.01108 -{.1123 33 0.
3 4 " 01 0.11236 0.3372 5495
ics 0.01154 ~0,12198 0.6206 0.6672
& 3 48
-0.52% 0.072
0.01097 ~0. 11136 0.2523 0.4393
3 43 24
e 0.01754 0. 13188 0.4946 0.7688
4 P 48 -
-0.52% 8.18%
Ixacts Timoshenk 0.01150 -0,1219 0.417 0.621

Tabla 5.8
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Plucs cuadrads de lade &)empctrads &n sy conterno,con cargs uniforme q

Comparacifn_de errores

W : flecha en el centro /(qn'ln)

¥ ; momento flector en el centro / (qnz)

¥,: momente en centro lade segln direccisn lquz
¥,: momente en centro lado segln direccifn 2/q12
Q &t cortante en el centro lado /fqa

R ¢ reaccibn de Kirchhoff en el cantre del lado /qa

NGL1 = gdl totales
KGL2 = gdl activos

W H q R
GRADO MALLA | weul NeL2
7 IR 57 18
0.40% 3.77% -18.00% -17.26%
' R A 1 s . 2
7 te 57 Y — i.‘:‘, ' ; - i aam
' 0.40% -Loor | -1.98 -1,73%
4 s 55 3
. . 0.32% 2772 5.20% 10.54%
4 e | 7S 36 :
- 0.40% 3.77% -18% -17.26% .
" 268 75 36
0.40% -2.60% 172 16,692
4 e T 3
van -1.82% 3.81% 8,862
3
F

Tabla 5.9




138 -

Flaca cuadrada de lado a,apoyada en su contorno, carga puntual en al centro del valor P

Comparacibn de errores

W t flacha an sl centro /(Pa/D)
b Ryt reaccifn de esquina /P
9 Q : cortante en el centrc del lado /(P/a)
E % ¢ vexccifa de Xirchhoff en el centro del lado /(P/a)
9 NCL1: nfmaro total de gdl.
.3
NGL2: nlmevo de gdl activos.
- ¥
MALLA NGL1 NGL2 ng
1R
-172 9,531
1
~0.09% -3.28%
288 £
-0.52% 1,382
>
2RE .
-8, 14X 1.67%
2cs i
~0.52% 0.07%
2ce
-0.52% 1,672

Tabla 5 10
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5.8.- Influencia del tipo de malla

Con la utilizacién de los valores de las tablas 5.1,
37
5.4, 5.7 y 5.8 se puede escribir la tabla 5.9. (Evans, Timos
12 :
henko ).
Se deduce de la observacidn de la tabla anterior gque
producen mejores resultados las mallas tipo C,y en concreto

las 1C y 2CE.

Lo mismo ocurre para el caso de placa apoyada,con car

ga puntual, como se deduce de la tabla 5.10.

Hay que sefialar gue al ser elemeéentos conformes la con -

vergencia estd asegurada para cualquier tipo de malla.

5.9.- Influencia del esviaje

Se van a estudiar placas oblicuas con.@ndulosde esvia-
je 30°, 45° y 60°. Las condiciones de sustentacidn van a ser
simple apoyo en dos lados opuestos y libre en los otros dos,

sometidas a carga uniforme.

Se ha considerado como mddulo de Poisson (v=0.2) y el
mbddulo de elasticidad y el espesor de forma que el coeficiente

D fuese 1.

Sehan utilizado las fdérmulas de Mohr (figura 5.11) pa-
ra hallar los momentos principales y las direcciones principa

les.
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e "mu

max 2

M' LY "‘33_.4.\/(_"!_*_«_%_’_“31)’4— ml,

2
My~ Mag

M«"’ Mag ( “ *Mﬁt
Mmin -

2 Myg
"= MZ‘Z

1
o = 7

'Fiawm 5.11
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5.9.1.- Placa esviada 30°

La losa tiene las dimensiones y discretizacién de la

figura 5.12 (a=1).

Malle g Malla 2cE

Fi%\m, 512

El resumen de resultados y errores se expresa en la ta

61
bla 5.11. (Jensen ).

En este caso se ve que se aproxima mejor elevando el

grado de polinomio.”

5.9.2.- Placa esviada 45°

En la figura 5.13 se dan las dimensiones (a=1) y la

61
discretizacidn. En la tabla 5.12 los resultados. (Jensen ).
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Placa odlicua JO',Apoyldn en dos lados paralelos gon carga uniforse ¢

> re

flecha en el centro / (qa‘!n)

s momento nixime ep el cemtro I(qlz)

w
]
ﬁ"z siro segln ¢l eje 2
#,1 girc sagln ol oje 1

M)t somesto torsor an el centro /{qa
NCL1: nfmero total ds gdl,
NGL21 nimero de gdl activos,

o)

2
¥yt mowanto en el centro segla la direccifn ll(qaz)
Myt momsnto en al centro segln 1a direccifn Zi(qnz} -
¥ » &y ey LN M, My
LRADO MALLA NGLY NL2
s ‘ 7 57 0,1052 0.3532¢ «0,2668-6 «0.187%k=3% 0.03006 ' 0.3522 0.01877
~11,072 ax "
Ve b e fe e e - = 01048 T | 0,46830 0I241E-5 | =0.127E~3 0.03693 0.3938 0.02578
3 43 3 -
frie 4
4 7 59 0.1082° 0.46789 0.2932-4 =0.1165~4 0.03401 0.3345 0,22180
=-11,07% 27.142
Al
Exacto Jensen 0.1183 0.368 0, 164E-13 «0.208E-13 0.00154 0.36578 0.00463

TabPa 511
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Placa oblicua 453%apoyads en dos lados peralelos, con cargs uniforse g

.}(\ W thh.chﬁ'.n -l‘d-n:rb ‘I(qn‘lb) i ¥y 1 womento tonot an el centro ““2)
/"‘":' M i sboettd sixtad’ &b o1 centro f(q-z) NGL1t nGmaro‘totall de gdl.
&2 giro segln €l eje 2 NCL2: nfmero de gdl activos.’
3,1 gire segln el aje }
N,: somento en el cantro segln 1a direccidn l/(qnz)
My! womento en el centro segln 1a direccibn z!m’)
w ). L] ] .3 n M
CRADO miLa | oLl NGL2 ] 1 ! 2 12
0.06923 0.2999% «0,305E-6 0.114E-8 «0.02568 ©.2896 0.05816
6 + n 7
0,552 3.09%
3 3 a 0.06642 0.25507 0,145k~ «0,283E=7 -0.03182 0.2881 . ‘0_.068015
-2.05% 6.25%
io 3 )
¢.06935 0.31064 D.24BE~S -0,1878-6 T «-0,02033 0.2585 0.06379
[ i) 55 N
-2.052 6.5
Exacte Jensen 0.07080 0.291 0.1438-13 0.4B0E-13 «0,.00603 0.29924 0.00533

Tabla 5,

12
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Malle ¢
Fi%u.w, 5.13

Como enel caso anterior se aproxima mejor elevando el

grado del polinomio.

5.9.3.- Placa esviada 60°

Todos los datos y resultados se pueden ver en la figu-

61
ra 5.14 y en la tabla 5.13. (Jensen ).

2 |

F igu,tal 514
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Placa oblicua 60°

apoyada en dos lados paralelos con carga uniforme q

«@® E W t flecha en el centro /(q.‘/n) ¥;;i womento torsor en el centro /(qaz)
ot M : somento slximo en ¢l ceutro I(q-z) NCL1: nGmaro totsl de gdl.
alx gire segln el eje 2 NCL2: nlmero de gd} activos.
Dzz 3iro ‘segln ¢l eje 1
M;! momento en el centyo segln 1a direccidn ll(qnz)
H,t womento en el centro segin 1a diteccibn ZI(QAZ)
] w ] [} [] M M M
CRADO MALLA KNCLl NCL2 1 2 1 l 12
0.01768 0, 1480 ~0.426E-5 0.992E-¢ -0.05182 0.1477 0.007786
[ ) n $?
~4.952 =10.84%
0.01487 0.12848 ~0,424E-6 0.256E-6 =0.02567 0.1276 0.01164
3 43 a
T 2CE .
0.01742 0.16652 ~0,307E-5 0.622E-6 =0,03970 0.1662 0.00808%
4 7§ 59
6,342 0,312
‘ o N
I ] 4 \ N
HERRTM AN ——
Exacto Jensen 0.01860 0.166

Tabla 513
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Agui, elevando el grado del polinomio se aproxima mejor

en desplazamientos pero no en esfuerzos.
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5.10~ Influencia del coeficiente de forma de los elementos

Se trata de experimentar cdmo afecta el gue dos de los
lados del tri&ngulo sean de tamafo sensiblemente mayor al -
otro. Para ello se ha estudiado tres casos, (Figura 5.15), de

una losa simplemente apoyada y con carga uniforme.

Fﬁgumx 5.15

En las tablas 5.14, 5.15 y 5.16 se exponen los resulta
dos de los casos en que la relacidn de lados es 1.5, 2.0y 3.0
respectivamente. La discretizacidn utilizada se expresa alli.

; . . e
Se ha utilizado un valor de v igual a 0.3. (Timosnenko }.

Viendo los datos de las tablas anteriores se ve que el
grado de aproximacidn es muy bueno, teniendo en cuenta la pe-
quena discretizacidn hecha. En flechas y momentos la coinci-
dencia es casi absoluta y en cortantes es menor, llegando en

el caso mids alargado a un error dei 8%.
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Placa rectangular (b/a=1.5), simplemente apoysda con cargs uniforme
badet ¥ ; flecha «n ¢} centro /{g l‘/D) Ry: resccifn de Kirchhoff en centro del lado 2/{qa}
: oy :;S M,y momento central segln la direceido ll(qaz) SCLL: nGmero total de gdl
:"’,fr;/f, A H, 7 momento central seglin la direcciln ll(quz) NCL2: nlmero de gdl activos
:E"u": » Q, : cortante en centro del lade 1/(qs)
E r’,,//gi Q, : cortante en centro del lado 2/{(qs)
}-:::(I ’ R, 2 Tesccifn de Kirchhoff en centro del lado 1/(qe)
v M M Q qQ . R
: 11 i 1 2
GRADO MALLA NCLY NCL2 32 2
0.007724 0.08092 0.09961 0.3906 0,3801 0.4641 0.5161
7 iR 57 © 30
0.052 0.2 -7.882 =~4,51%
) 0.607396 0.07365 0.06223 0.229) 0.1485 0.2808 0.2419
3 43 24
2RE
0.007724 0,08101 0.04989 0.4485 0.3477 0.5196 0.4264
& b1 48
0.05% -0.232 5.78% 6.912
Exacto Timoshe nido ©.00772 0.0812 0.0498 0,424 0.363 0.486 5.480

Tabla 5.14
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Placs rectangular (b/a«2.0), sioplements apoysda con csrga uniforme g

N

M bAN
RS
8
AAAR ]

T
]
43

-
=

W
E e

t flechs en &l centro I(qa‘lb)
momento central segGn la diveccisn l/(q-z)

momento central eegGn ls direccibn 2/(qa
Q) 3 cortants en centro del lado 1/(ga)
Q; ! cortante en centro del lado 2/(ga)

Ryt reaccibn de Kirchho!! en centro del lado 2/(qa)

NCL1: nlmero total de gdil
NGL2: nlwero de gdl activos

? R) & resccidn de Kirchhoff en centro del lado 1/(qe)
- u ® M Q Q R R
GRADO MALLA | WeLi NGL2 1 22 l 2 1 2
3 R 57 3 0.01013 0.1013 0.04601 0.3943 0.3954 0.4451 0.5475
. oz -0,29% -15,22 «11.81%
0.009996 ©.09480 0,03940 0.2841 0.129% 0,3200 ©.2268
3 43 24 i
. 2RE
) . 0.01013 0.1016 0.04651 0.4990 0.3249 0.5426 0.4666
Lk 75 48
- oz -0,10% 7.312 7.872
-
-
t
Exacto Timoshenko £.01013 0.1017 0.0464 0,463 0.370 0.503 0,496

Tabla 5.15
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Placa rectangular (b/ae3,0), simplemente apoyads con cargs uniforme q

1 bad 9 ¥ 1 flecha en el centro I(qc‘ln) Rys reacciSn de Kirchhoff en centro del lado 2/(qa)
4,;//1 JT M momento central segln la direccibn 1/(qa NGL1: nGmero total de gdl
:/‘é: M,,i momento central segln 1la direccibn 2/(‘]!2) NGL2: nGmero de gdl activos
:"‘;,;/ 4 0 Q; : cortante en centro del lado 1/(qa)
p //::_L Q, ¢ cortante en centro del lado 2/(qa)
,._:' ’“.’ Ry 3 reaccifn de Kirchhoff en centro del lado 1/(qa)
v Y M2 9 9, ) !
CRADO MALLA NCL1 NGL2 .
AU
7 ® 57 20 0.01223 0.1178 0.03970 S 0.3809 0.3806 0.4064 0.5385
ox ~0,931 o e22.262 <19.52%
0.01221 0.1163 0.03757 | 0.3519 0.1006 0,3681 0.1852
3 43 1) —
2RE e
©.01223 0.1189 0.04071 ;_@.53‘6 0.2618 0.5469 0.4083
4 75 48
0% [23 28,4642 8.30%
.
K3
Exacto Tiwoshenkp 0.01223 0.1189 0.0406 0.493 0.372 0,503 0,498

Tabla 5.16
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5.11.- Aplicacidén al célculo de tableros de puentes

Se va a estudiar un caso que pueda ilustrar las posi-
bilidades del método expuesto. Se ha utilizado una discretiza
cidén muy pequefia para el grado de polinomio utilizado (4), pe

ro vale como ejemplo ilustrativo.

Se va a analizar un paso en bifurcacidn (puente "panta

16n") de autopista,que se representa en la figura 5.16"
Airgunos. resultados se han expuesto en la figura 5.17.
Se ve que la aproximacidn es bastante buena ya que el
- 33
polinomio utilizado por Diaz .del Valle y Samartin es de gra-

do 7.

De  todas formas si se efectfia el equilibrio est&tico se

tiene:
-Equilibrio de fuerzas verticales:
(5.59+6..2:3x2+6.65) x2 + (4.7o+6.oéx2+6.37) x2 = 95.62 t .
que frente a 120 t proauce un error de un 0%

~Equilibrio de momentos en la seccién DD.

_1 L3 _
Mext =59 (-6.) = 100 mxt



b-4m
L=15m
hzo08m

9=| t/m2 E = 2.300000t/m!

. M V=015
Atzado

L.

.5 o
.! 350 | 350
!

A R
o

Seccidn transversal A-A"

¥ o

F iquwa 5.16.- wa&zo‘ bifwaoado'n. Discretizacion en elementos
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(oA @ © @ ®C' D | ® 6 ® D'
W 1/&&01203 :
o0
(0.072) (0.072) (0.07) (0072)  (0.074)
. Flechas seccion c-c' FPechas seccion p-D'

C Cl ] D .
25.
219 2498 U/J’uwla w’] 32
| (

(24.9) 21.90)(24.9) (25.¢)

Momenlos M,, en seccidn c- ' Momentos M, en seccion D-D'

¥

.23 |
A B B’

Al ,
@0 0 ® 0
(67) (704) (7.90) _ . (4.08)(7.29) (743)
Reaccidn en A-A" Reaccidn en B-B'

- Fi%u:w, 5.4%.- FBu’na,s, cs?u.ezzos Y veaccionss. Entwe
paténtesis los vafores de Diaz del Ualle
Y4 Samaxtin’s Dentto de un ciralo fa
numeracion de % mall
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Mreac_= -49.40 .5 = -247.00 mxt

que frente al integrado de 199.58 da un error del 26%.

Estos errores se deben a la débil discretizacién hecha.

5.12.- Comparacidn con otros elementos de flexidn

Siguiendo la notacidn de la tabla 5.18 se van a presen-

tar una serie de figuras comparando diversos elementos de fle-

xidn.

ELEMENTOS CUADRILATEROS

1.~ Elemento ACM )12 gdl .

N Gy W

Elemento LCCT-9(HCT). Dos tridngulos LCCT-9 con 12 g&ZZ exteriores.
Elemento LCCT-12. Dos tridangulos LCCT-12 con 16 gdl exteriores y 1

gdl interior.
- @-19. 4 tridngulos LCCT-11 con 12 gdl exteriores y 7 gdl interiores.
2
Elemento de Fraejis de Veubeké? 16 gdl exteriores.

Elemento de Hughes y Taylor. /s gdl exteriores.

Bogner—Fox—SchmicZﬁz.a 16 gdlL exteriores.

ELEMENTOS’TRIANGUﬁARES

~ Bazeley, Cheung, Trons Y Zienkewiczz.z Elemento no conforme. 9 gdl ex-—

teriores.

.MorlengTrﬂc‘mguZo de curvatura constante. 6 gdl exteriores.

Bazeley, Cheung, Irons y Zienkiewiczl.gEZemento conforme. 9 gdl exteriores.

Clough y Tochter?.él Elemento conforme. 9 gdl exteriores.

- Felippa.ngZemento conforme., 12 gdl exteriores.
Hiperelemento de Diaz del Valle y ,S‘czmart'z:n.g3

Elemento simple de grado 7. (ES7)

TABLA 5.18.- Descripcidn de Elementos Finitos.
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50 1

R 4 5 €678

N=2
Nimewo de efementos auadubdferos en wa
warbo de placa.= N2

N=2 _
" Niimewo de elementos tﬁangub,us en un
waro de placa. = 2.n2

Fi%uu. 5.18.- Plaa wundrada simpfemente apoyada. bajo caz%a.concentuda.
centradla. Compatacidn de le f?cc}m en el centro en funcion del
nimeto de efementos uhfizados
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En el caso anterior se ha comparado la velocidad de con
vergencia de los distintos tipos de e;ementos versus nGmero de
elementos en que se discretiza la placa, estimd&ndose, sin em-
bargc, que es mis objetivo llevar a cabo esta comparacidn en
funcidn del nGmero total de grados de libertad de toda laestruc
tura.’Por este motivo, se comparan los resultados obtenidoscon
el elemento simple de grado 7 y los calculados con los siguien
tes elementos: |

2

-ACM (Adim, Clough y Melosh)

3

-CF (Clough y Felippa)
B

-M (Melosh)
a
~-P (Pappenfuss)
3
-DV (Fraeijs de Veubeke)
§43
~W (Wegmuller)
b

-B (Bogner, Fox y Schmit)
B
~-T1l (Diaz del Valle y Samartin)

-S57 (Desarroliado en esta Tesis)
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