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les de segundo orden en las cb‘-

A —o A;;:O A.;;;:o

i
donde(como se ve con calculos comple tamente ané.logos 8 los ya he-
chos precedantemente )
mt T () ey R o R ()
Ay = () |G @ +;Z‘I G B
vy anélogamen‘be para ﬂé,-'f; vy Aﬁ:o Dividiendo por(gD‘f“J)h;::lue ¢s distine
tc de cero,tsnemos

= m-7

— _ 0 Vil ) () azd EI’J‘J t;.’}) -
Lo =Y. @ . + 2. ¢ #} =0

(21) — _ o) 4 f“% ()
2in= ‘?5? P+ Z e P
- Cf-ml (m,) Lt ch) Ex_,‘}_
2otk = P +Zl =

Se ve enseguida que las Z_,._-:k son identicamente nulas,por ser
nulos los coeficientes C, . Las > ;; son tembien idénticamente nu-
las(vease Observecion 22 al fimal del capitulo).

Para calcular 2, ,; basta observar que

oo g oy S ) Y
X’:h *Lgxﬂ J D%y Lthqb J 0 Tn

»
donde con el simbolo © indicamos que se debe derivar totalmente

con relacion a x ,siendo X, ¥ X, .. (f=1,4ee,r) funciones de
fﬂ
X; »X; (,‘]r—l,....xs-r)gdefinidas implicitamente por el sistema (14).
Asi,las ecueciones que caracterizan las variedades planoides que
estamos considerando,se escribiran fimalmente
(Xp) (Xn)
e e

(22) Z“{J: = | S d)c:;.) 5 (%) =0

EAEA

Como comprobacidn,podamos suponer que la variedad estda contenida

en un 8,.,.,. caracteristico;si éste es el espacio coordensdo x_, =0

—

=0 (:Eml,...,r-l),‘haciando ¢1£ -—gn-!ﬂt é“”én-\ﬂ-l ] ¢;§ ¢ s S€

N=r+4



4 . y
se encontraran nuevamente,a menos de un factor diferente de cero,

las mismas ecuaciones que caracterizan a los hiperplanoides,

5. dstudiaremos fimmlmente las variedades analiticas resles
de un numero par de dimensiones que son lugaer geométrico de »* va-
riedades caracteristicas,dependientes anasliticamente de dos parat—
metros reales &, y X o

Supongamos que se trate de una V., ..o del S, ,de ecuaciones
(23) @AY - s Vas Zuse s “ad = D P =4y 2y . 2lr=1)
4
o,pasando a lo complejo

(24) @.I(LJi"'l xﬁjffll--ii:"):o (h:-{:";l"" ‘2{7_’)

Paras que estaz variedad contenga 0¥ variedades caracteristicas de-
pendientes anal{ticamente de dos para::me‘bros reales,es necesario y
basta que existon dos funciones ¢, ¥ ¢, ,analiticas en las mismas
variables y en los para{matros,ﬁe manera que el sistema (24), junta-

mente con el

(25) (k:d tk:O

definan una Vym-» caracteristica,cualesquiera que sean los valores
de (o,, & ) en un cierto campo. Pero,por la independencia de los

’ /
parsmetros,debera ser

0 (4. ¥)
D (cde, &)

de modo que al sistema (25) se podra’, substituir otro de la forma

0

(26) W (s B T T

(27) w;(jc,,..., Ly Tose. s X = Oy

siendo fy y 7f; funciones analiticas,

Inmedistamente se ve que la condici on antes enunciada equiva-



le a2 lo siguiente: que las ecuacioms (24) y (26) representen uns
andad planoide. Basta,por consisuiente,que nos asepuremos de las
existencia de de una funcion Y, que satidfaga a tal condicidn, Zn
virtud de lo demostrado en el numero smterior,se sabe que la fun-

4
cion ¢h debe satisfacer al sistema

20 D ¢ Cisdads o are2) 104 D, L, 0%
e R
(28) -7 SRRl P .
| _1};’:___,
“ ; 3“— rf—;r“ %t;f:nl ” v- : 31—9--?*‘ al“"
j O

® (%) @)
d -= ; =0
(29) LY. 5"_ rzr} :) N ()
P
Igi’jf.‘ b""‘f')\ ,
f:ﬁ,!e‘ e S ) ;q_-r)

suponiendo que sean digferentes de cero las matrices jacobianas
que convengan,como en el caso anterior,
Siempre que sea r > 2,en el sistema (28) hqg ecuaciones que

no dependen de s

Y R L R e L -1 TR =0
(50)“?)75Jr Dmoyer 5—%l"° f[ax, DFprer DTn |
j:/. 1,‘._‘7;—7'

Tenemos,pues,cen primer lugar,un sistema de condiciones necesarias

de primer orden., L1 hecho de que tales ecuaciones no existan para
. Is /! /! .

r=2,tiene su interpretacion geometrica,como veremos mas adelante,

Las demas condiciones de primer ordem en 1ﬂ“ no son todas lineal-

mente indepemdientes. Suponiendo que sea,por ejemolo,

})¢¢_B¢. N hotes 2., 'th, o, g
) "")1‘ ’ax’m rd-!, ’axﬂ" [ " ?)’R:J brmuv.ﬁ 314 h
las
)
—a(¢¢o¢;l""¢7tv)_a ?_.__(¢"¢L'“" ¢'r!V -0
-———'_"'_'—__ﬂ_-—_--' — — =
(52) .2__61'7,.,*‘. R ) .x'ai I‘j) a (xﬂ-rqu g4 L s x})

j:f‘ 2,0 o Wm0
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forman un sistema equivalente,con ecuaciones algébrﬂ:.camente inde=-
pendientes.

Debemos, pues,cncontrar las condiciones necesarias y suficien-.
tes pora la existencia de una funcidén Y que satisfaga al sistema
formado vor las (29) y (52). Pero,en virtud de las hipotesis hechas,
v basandonos en las mismas (32),las (29) resultan independientes de ¥
no dependiendo mas que de ¢, 4,,. - ¢, ., Basta observar,en efecto,que
ésto es verdad para las derivadies totales gg-;ﬁgv"z"’, Eutptf"’. Téngase
presente que,en el calculo de estas derivedas,se deben considerar
las x, (£=n-r+4s-- o m ) ylas X, (»= #-»-4,..., »-4 como funciones

s
de las restantes variables,obtenidas por la resolucion del sistema

formado por las (24) v la (26). Se tendra,pues,

Lo 0ot 2 0 ny, 29 3T,
3y N 'DL_ﬁ + 4:-:«“ D, Dr, L, ? X, dzs
Pero el valor de %’—: es
-
O Py Pro- "__f"f.:’—_'f‘__—;?:;mf_)_ T
0 (L—’;:;_'- , x,,.'.‘f;::, v D T :i"f-ﬁ_ N !

en virtud de las ecueciones (22) todos los menores formados con las
primeras r columnas y la que contiene las derivadas respecto de x ,

,
en el dividendo de la formula anterior,son nulas;por consiguiente

(55) %f’r—:o Yz m-r+Ads. ., n- A
Tenemo&, pues
— n -
S (i) Y TR T 09t ) e
(34) §e. @ = + g:j, pe,” Da

De las mismas ecuaciones (33) se deduce que,para la determinacion
de las derivadas parciales %fx—g (iz n-7v+¢6,..., m» ) es suficiente te-

per en cuenta las primeras ecusciones (24). Se tiene,em ofecto,

ai._g_,-atqb;’ ¢‘: ----- ;é'r) :D(¢:’ ¢1.:'--r¢.r)
DJC;._ B ( N LT uf’rﬁ.vxé';-.""fx*) -a(x”-l'i-f"' ""L'ﬂ_.)
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- Lo = - - / I} L} L]
no siendo nulo el c¢ivisor,por la copdicion (31). Sustituyendo en

- r's
(24 =0 tendra

—_ " B{ ¢! 4 502 F L N Y ) ¢'r )
< (Zie) --—-n T":- ey rviaiete ._._...-_......; LA
(z5) S @ L 9L W AP 0 e E2)
B)L{" A 3.7'5—15, PR Y Dy - ,¢7)
Howid -a & e Jf-:h)

(T2
y como (,Dm" no depende mas que de @, %, ., P, (va. n? 4) queda pro-

bedo que la derivada total _b_- @ “°* no derende mds que de agquellas
funciones(o me jor,de sus derivadas primeras y serundas). ¥ lo mismo
se dira nara ‘. P,

“h

Las comdiciones (29) son,por consiguiente,nuevas condiciones ne=-

. . 7
cesarias, Vamos a demostrar que, juntamente con las (30),son tambien

suficientes pora la existencia de una solucidn no constante del sis-

- ’

tema (22), Se puede suponer,como siempre,que Y- no depends mas que
. — — = 1 .

de las variobles X, ,eeesX X, se0e3X, X, 0 basta resolver el sistema

(24) con relacion o las mestantes variables

rt’ f.g’ (af::---: Kney J EIJ--‘: Koy s -‘i—-‘n-lix’”) 7z A dyea ™

(36)

x}u = r?n (:'.'.'“' s e r’?‘-Y; SRRy

s

Lopar 1 Loy l’?’)

y sustituir los valores hallados en la :ﬁuncion Y . intonces las

ecuaciones (32) toman la forma

0 ! - 4 -7
X, =300 GF) G hsnn
(37)
7 () b’w’ f"ﬁ)awd ayf' ") a(‘;’t} ¢z: ----- 1¢-r)
X" - é ¢ 31-,. A - 5? Af‘ a(r;‘- xm ITYFE in—ajf'h)

¥Yormemos ahora las

= 0
= -~ =0 - =
X..=0 X X,z
con la misma signiﬁcacidn de siempre, Las X,, ,como se ve inmedia-

/ .
tamente ,son identicamente nulas, Por lo que se refiere a las X 90b=

servemos que el sistema (36'') admite la integral general



iJ"JJ'ni\’J(C-.J'J'pr‘

'Jf =t LMi—rﬁ—r—%—r—trr—-“r***J

donde f es una funcion analitica cualquiera. Lo cual se reconoce,
sea direciamente,sea obssrvando que ¢l sistema constituido por las
sesundas ecuaciones (32),en gue lag varisbles se¢ consideren todas
indevendientes,ticne la integral general

V= rgﬁ¢i*?ii--' v s Xas s k)
Si entre las variables se introducen las relaciores (24),entonces
las ecuaciones (32'') se transiorman en las (37''),las .2 - @,
se haccn idénticamente nulas,y las voriables X, .  seee,X, Se han de
sustituir por sus expresionzs (36). Admitiendo entonces ¢l sistema
(37'') una integral dependiente de X ,eee;X, X

+X_,t000s los dee

n-1

terminantes de orden n-r + 2, formados con los coeficientes de las
(37'') y todos los pares deccuaciones X ;=0,seran nulos,

Pinalmente ,en virtud de las ecuaciones (29) y (30),toda ecua-

f
cion X -=0 es consecuencia lineal de las X =0 y X; =0. Ya que se

tiene

S (T b'rb’ €Ts) bw— )d’_
(z8) X,; = § ,_‘P 'y Dk Sran) Jo%, l 5, 30T

donde E— ¢“ajetc. vienen dndas,como en las (29),por las formulas(35).

Sra
Téﬁg&se en cuenta,ademas,que la relacién
k
ls—z AE “E—Eﬁq)

8i no es idéntica,debe verificarse como consecuencia de las (29) y
(%0) (vease la Ubservacién del final de capitulo)., Se deduce de ello

que la matriz *

e
|

1 o o o ;
o ¢(‘?n) _¢£xk3 Ak
0

STA?{‘?H “g'E qbcm S A

5%t



es nulajpor consipuiente ,la ecuscion (38) depende linealmente de
las ¥, =0 y X;=0,como queriamos,

Las consideraciones precedentes bastoh pera demostrar la exis-
tencin de una solucidn no constante del sistema (32)., De todo lo
cual se concluye que:

« ! M e
Lo condicion necegaria y suficiente pare que una Vi.n-r-0 8NO=-

litica,real,de un 5.» real,sea lugar geométrico de una doble infi-

. PRy = s . . »
nidad analitica de Via.-») coroceristicas,es que los primeros mien-—

bros de sus ecuaciones (24) satisfagan a los sistemas (29) y (30).

Volviendo a lo real,como los primeros miembros de las ecuacio=-
nes (29) y (30) son reales pars valores complejos conjugados de las
variables,tendremos un numero igual de ecuaciones en las ¢; .

Gbsérvese,finalmante,qua las citadas ecuacioneg se satisfacen

siempre que la variedsd es caracterdstica,cosa evidente a prhori.

6. Podrian estudiarse tambien las variedades que son lugar de
3, 0¥ ,etcy variedades caracteristicas, Las variedndes estudia-
das en los numeros 5 y 6 tiemen evidentemente ésta propiedsd,ya que
toda variedad caracteristica es lugar de " variedades de la misma
clase, E1l reofproco no es cierto,como se deduce de féciles conside-
raciones sobre las tremsformaciones pseudoconformes. (v. cap. V).

Ilo parece facil,a primera vista,trater analiticamente el ppo-
blema de la determinacion de todas aguellas variedales. Si quisiéra-
mos ,por cjemplo,tener las condiciones necesarias y suficientes para
que la hipersuperiicie

¢(x“)"‘? xlmj -x'f.l"-a xh):a

P4
sea lugar de x° Vi, y caracteristicas,deberiamos expresar que exis-

te una solucion no constante del sistema de ecuaciones

.

54
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Yo W) 2 dew) _ 2ew) 3 Ay

——— e m———

.5‘.(53:-; {:l) DXy O (X;.%9) Q{7 iy oxr, d(%r) Xs)

V(e w) O_d(eyw) _dv) o v _,
D{T‘n I;}J Di—“l’ D'{r-_.‘fé) a" :"‘-1"'!):-") DXy D{x"x‘)

= = 51 ! s
las cuales son de segundo orden en la funcion imcognita Y ;1o cual
- - ! - i . = !
conducira probablemente a un sistema de ecuaciones de orden mas c¢le=-

vado y bastante complicadas,a las que debera satisfacer la ¢) .

OBOLRVACIONES. 12 Cuando se congideran,en el campo de las varia-
bles complejas X,»X,,las ecuaciones de una variedad reol,téngase
vresente que los primeros miembros deben ser reales dando valores
comi.lejos conjugagdos a aquellos pares de varisbles;y,por tanto,si
una ecuacion relativa a dicha variedad se verifica,debe verificar-
se tambdém la que se obtiere cambiando cads variable por su conju=-
gada,ecuacion que podemos llamar conjugads de la anterior. Y asi,
por ejemplo,en las ecuaciones (63 del nf 2,en las (16) del n 4,etc,
hemos escrito,al lado de ceda ecuacion,la corrgspondiente conjugada.
En el campo real,tales ecuaciones coincidenjpero,como en ¢l trinsi-
to a lo complejo,las variables se consideran todas independientes,
no hay en éstos sistemas ecuationes superabundantes,expresendo la
coexistencia de cada ecuscion con la conjugada una conéicidn esgencial,
dsto es,que gon reales las variedades que se estudlan,

Del mismo modo, juntamente con las ecuaciones diferenciales que
hemos escrito para caracterizar los diversos tipos de variedades pla-

noides,deben considerarse,en el campo comple jo,las conjugadas:lo cual

no ocurregen cambio,en el campo real,coincidiendo cada ecuadon con

la conjugada,

22, in las ecuaciones diferenciales (9),(22),etc. se puede no-
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tar cierta disimetria relstiva a las varinbles. Lsto depende del he=
cho que,en cada caso,hemos resuelto las ecuaciones de la varicdad
que se est@dia respecto de un determinzdo grupo de variables. 3e come
prende que podr{a hac.rse tal resolucion respecto de otro grupo de
variables,y se obtendrian otras tanbtes ecunciones,anslogas a las an-
teriores,en 1los nNuevos grupos. Foaria suceder quse tal resolucion no
fuera posible,por ser nulas las matrices jacobianas correspondien=-
tes,pero en tal caso las ecuaciones en examen se verifican identica-
mente, Lxcluido este caso,las ecuaciones de cada uno de dichos gru-

- - --v’ - - -
pos son suficientes:las deméS,SI no son identicas,delen verificarse

como consecuencia de las primeras.

Lo mismo puede decirse relativamente a las d& de los numeros 4
7 5. Aquil las ecuaciones,anélcgas 8 las escritas,en los diversos gru=
pos de funciones da,son consecuencia(las que no son ideénticas) de las
ecuaciones (16) y (22) en un caso,y de las (29) y (30) en el otro.

%3, Para simplificar los calculos de las expresionas}Z;; del n&
4,hay que tener en cuenta que las derivadas totales S%‘cf)(f“’etc. se
expresan mediante formulas unélogas a las (35). Pero,pora convencers-
se de que las E:g; son idénticamente nulas no es necesario hacer di-
cho calculo:basta observar,en efecto,que el sistema constituido por
las f¢.=ﬁ ¢s,en dicho caso,completo,como se demuestra con considera-
ciones anélogas a las que hemos hBcho en el n¢ 5,y habida cuenta de

que aquel sistema esta formaedo por n-r ecusciones en n-r +1 varia-

bles independientes.
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CAPITULO V

INTERPRATACION GLOMETRICA DE LOS RESUL TADOS DiL CAPITULO PRACE-

DEINTE

l. Ya hemos definido,en lao Introduccién,las transformaciones
pseudoconformes. Estas transformeciones estan caracterizadas geo-
métricamente POr un gran numero de interesantes propiedades,que
pueden estudiarse,para n==2,en la memoria citada de B.3EGRE. Dee
jando pare otro trabajo el estudio detallado de estas transforma=
ciones en el caso general,nos limitaremos aqui a hacer ver como
los resultados analiticos obtenidos en el anterior capitulo equi-
valen a sencillas prppiedades geométricas,que son invariantes res-
recto al grupo de aquellas transformaciones,

Recuerdese que uns trensformacion pseudoconforme se represen—

ta,en el campo eem comple jo,con ecuaciones del tipo

(l) x‘;’ = f;’ ('ﬂn---: Ly r=4,2:.-.,17

donde
J= ) (Firfapeees fny

= F0
) (rn Laye ooy £n)

Introducidas las variables complejas X,,X,,con el acostumbrado me-

’ '
todo de extension,las ecuaciones de las transformaeion pseudoconfor-

me (1) seran

.'ch. JC,:,, (Zes- - In)
(2) _ - _ _ yr=12,...,m
%, = £ (B B)

donde se entiende que las X, toman valores complejos conjugados de
los que tommn las x;.,cuando ge dan a las variadles x,,X,,valores

tambien conjugados. £l jacobisno de las (2) es



L =J7 40
in el campo real,poniendo x, =y, + iz, , X, =y; +iz},se tendran las
gcuaciones
. y/; = ¢ { 9‘1-"1 yﬁﬂ) Z€Jvl-- Z'j‘lJ
(a) T r g /;2;--1}0‘?
2}'7 :sﬂy (3{{,,..} E/;,; Yiae s z-n)

siendo

g, Y 20, . Y

D¥s s s ?Ys

’
1 jacobiano sera
2
Tgi‘]—{ + 0
2., De la definicidn de transformacidn pseudoconforme se des-

prende inmediastamente el teorema:Tods transformecidn pseudoconfor=

. - ' - . =
me cambisa varicdsdes caracteristicas en varisdades csracteristicas.

Estas variedades forman,pues,una clase invariante respecto al gru~
po de las transformaciones pseudcconformes.

!
Se puede ver tambien que toda Vy caracteristica es rtrans-

J
formada pseudoconforme de un S,.. caracteristico. Sean,en efecto,

las ecusciones de la variedad
(4) ' f.c-r (rn---, xm) =0 r= J’ 2-"") n-r

La matriz
."af__r o, ’af“i‘ .'

-

(V=112 .. n-k)
0T, 2%,

sera diferente de cero., Entonces todms las transformaciones pseu-

doconformes

‘Jc’g':'[j,‘ (I‘-{J"‘“Jx?l) “:’!2!"')?1

(don&e las f »eee,f sOM funciones holomorfas tales que

n-le+d
cambian nuestra Vg, en el S, caracterfstico

(5) . a2’ -o y=14,2,..., n- ke

/
r

6 C
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=1 n" - - "
g facil ver que todos los S, caracteristicos son pseudocon-
formemente equivalentes, £1 3 . caracteristico

H

=4
se tmansforma en el espacio caracter{stico fundemental (5) mediante

1las transformacionas

23; - Z .’.2” x{ r - fs4,. i ;"I(

n
R

’JC%_" ;f; { Zay- v ) LA R P
- ! - ~ .

con las hipotesis acostumbredas sobre las f, « Se deduce de ello
que toda variedadg caracteristica puede transformarss psevdoconfor-
memente en un espacio lineal caracteristico prefijndo(del mismo -
mero de dimensiones).

Todo lo cual demuestra la equivalencia de todas las variedades

. , (dil vis o 4% da L ienddn ned )
caracteristicas respecto al grupo de las transformaciones peeudocon-

formes.,

3, Las variedades planoides,estudiadas en el precedente cap{tu-
lo,formen otra clase invariante:es,en efecto,evidente(en virtud del
teorema del n®2) que toda variedad que sea lugar analitico de super-
ficies caracteristicas sera cambiada,por cual quier transformacidn
pseudoconforme,en otra variedad de la misma naturaleza.

Obsérvese que todo espacio lines&l que contenga una #nfinidad
de espacios caracteristicos se transforma pseudoconformemente,en una
vargddad planoide,en general no lineal., 3e puede precisar ésta ob-

’
servacion con los siguientes teoremas:

a) Las Vu.4 plancides de primera 63pecie(ésto es,las estudia-

das en el cap. IV nl 4) son las transformadas pseudoconformes de

Sik.1 pertenechentes a Saa caracteristicos. Supdngase,en efecto, que

la variedad planoide esta engendrada por lasr »' variedades caracte-

r{aticas



0%

(6) 7(,?. (Zqso zhf&’)fa oAy ., M- 4

conteniendo las f, snal{ticamente ol panﬁnetro<x en un cierto inter-

. fe)
valo, in dicho intervalo, aaemas,y en el entorno de un punto(xd,....x )

no debe ser nula la matriz

[ ai,-

'D:ré ‘
Je podra resolver una de las ecuacionses (6),por ejemplo la primera,

r
regpecto de & ,¥y substituir el valor hallado e¢n las demas;de modo que
f - -
al gistema (6) vendra a substituir,en dicho entorno,el

P e -, 20) ~ X
(7)
ﬂ;(r"'~* Zml)l -0 4= 2, ..., n k

¥y se ve enseguida que,en el mismo entorno,sera

52 |+

de modo que podren encontraerse,y en infinitos modos, k funciones
) seces @ yholomorfas en el mismo,y tales que resulte
M=+ { K

0P P ),

DX, %y ., Xm)
Intonces,las transformacion pseudoconforme

2@ (X X5 ) ro/ti2, ...7

cambia el sistema de las V,, (7) en el sistemn de Sy coracterise

ticos
’ !

z, - o Xy=0,. ., Ky = O
cuyo lugar geométrieo es el 3,,,,
2;:0 ) «Cl‘- Yo s, I:h_k:O
contenido en el 3,,,, caracteristico
Xy =0 yvny Xy =0

Reciprocamente,todo S,,,, contenido en un S ths s caracter{stico
es lugar ' de S,, caracteristicos (basts recordar la propiedad
de los espacios lineales carapteristicos regpecto a la congraen=-

cia X del infinito,corsiderada en el capitulo I) y se transforma,



pues,pseudoconformemente ,en una V., ., planoide de primera especie.
Vale,en particular,el teorema:

Todo hiverplanoide es transformado pssudoconforme de un hiper-

plano. Lsta ultima propiedad ha sido indi cada ,para n=2,por POINCARE

1)
¥y precisada después por BLRTIL ALIM:R,para el miamo caso.(

b) Las Vy planocides de primera especie (cape. IV n¢ 5) son las

transformadss speudoconformes de 3. situados en S.uwe+wvcaracteristi-

¢9s. Lm particular: Las V..., planoides de primera especie son las

transformadas pseudoconfommes de los San-2

Se demuestra como el anterior,
! . -
Teoremas analogos velen para las veriedades planoides de es=
pecie 2,%,etc. De tiene:

Las Vog,4 planoides de seszunda especie (lugares ~° de V ca=

e =L

racteristicas) son las transformadas pseudoconformes de S5 ck+s s8itua=

dos en Sse.y caracteristicos. Y as{ sucesivamente,

4, De Ylos teoremas a) y b) que acabamos de demostrar se dedu-

ce inmediatamente que las Vae;: y las V., planoides de primera espe-

cie son variedades situadas sobre Vaksa caracteristicas. Lvidente-

mente,el reciproco no es cierto. Lo cual nos suministra una inter=

pretacion geométrica de las ecuaciones (16) y (30) del capitulo IV,
En las hipétesis 2111 sdmitidas,por ejemplo en el nt 4),las ecuado-
nes (14) pueden ser resueltas respecto a las variables X;,,eseyX,;X,,.,

eeesX, , (haciendo n-r=k)

vy = Fo (Has o Xy Tpre -0 ThrXm) S detds 0,
%, = /, (Z0). ) s Toroos Tay X))  S= Rtdsam-d
Las ecuaciomes (16) equivalen a decir que
Di_l: flf"?""’k
0%,

o sea que la variedad .considerada pertenece a la V, caracteristica

2
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Zy= t, (T o) Zir Bn ) 42 berds o ym-

La condicidn enunciade equivale también a ésta otra: L varie-

. . { % s
dad admite un S, caracteristico tangente,en cada punto generico,

Condicidn que se prevé a priori necesaria para toda variedad planoi=-
de de primera especie,ya que,pasando por cada punto genérico de la
misma una V,, caracteristica,el 3, tangente a ¢sta,que es caracte-
ristico(cap, II),es tambidn tanpente a la variedad dada.

Se reconoce inmediatamente que toda Vo, 4 8ltusda sobre una V.,
caracteristica. tiene,en todo punto genérico,un 3.4 tangente carac-
teristico. En efecto,una conveniente transformaciodn pseudoconforme

st cambiara,la variedad dada V en otra V! perteneciente a un S,,,,
caracteristico ( n2 2);la V' admite S, caracteristico tangente en
cadoa punto genérico(éato es,el determinado por el punto y los dos

S alabeados, secciones del 3, , ,tangente a V' en aquel punto,con

k-1
los espacios g, ¥ 5; que el Sahq’caracteristico considerado tiene
en comﬁn con los espacios ¢ y 6 ,directores de la congruencia XK
del infinito), Ahoras bien,las traensformaciones pseudoconformes son
transformaciones puntuales y derivables:los S, caracter{sticos
tangentes a V' se cambiaran,por la transformacion pseudoconforme LA
en V,, caracteristicas tangentes a V,cuyos S u tangentes(caracte-
risticos)seréﬁ,por consiguiehte,tangentes a V,

Analiticamente ,1a condicion enunciada se expresard escribien-

do que el espacio lineal caracteristico tangente,en cada punto ge-

nerico,a la V., dada por las ecuasciones (14) del capitulo IV,es

+1

un 35, . Las ecuaciomes de dicho espaecio son
» n
4, V4 o
> oy Kmze 2 FE (X -7 )=0
izt ;=1
d (i=t02,..-,2n-k)-L) ,
Y las condiciones necesarias y suficientes para que éstas ecuadio-



nes sean las de un S, son precisamente las (16) de aguel capitulo.
Lo cual confirms la equivalencia de ambas propiedades geométricas.
Las mismas consideraciones valen parz las V, planoides. Y anf-
logas pare las variedades planoides de especie s: Una V. lugar o
de Vg v caracter{sticas es un ceso noarticuler de variedad situa-
da sobre una Vimﬂd)caracteristioa(se debe suponer el espacio ambien-
te suficientemente amplio) propiedad equivelente a la de admitir,en

a s 2 o]
cada punfto,un 5, . caracteristvico tangente. Ltc,

- 344)
Bl hecho,sefizlado en el capitulo IV,de que no existan,pam los

hiper:lenoides y psra la V..., plancides,condiciones diferenciales de

primer orden,encuentra aqui su explicacion:ilas V..., ¥ Vin-z estan si-

tuadas siempre en una V, caracteristica,que es el espacio ambicnte.

5. Lo que hasta aqu{ se ha dicho demucstra la invariancia,res-
pecto al grupo de las transformaciones pseudoconformes,de las dos
propiedades (equivalentes) ahora estudisdas. Las variedades carac=-
terizodas por dichas propiedades fomrman,pues,una nueve clase inva-
riante,que tiens como caso particular las variedades planoides y
las variedsdes caracteristicas,y que viene caracterizada amnl{tica-
mente por ecuaciones del tipo de las (16) o (30) del capitulo IV,

Podemos 1llamarlas variedades semicaracteristicas.

Llegamos asi g una clasificacion general de las variedades ana-
1{ticas,desde el punto de vista pseuvdoconforme,en sucesivas claces
inveriasntes,cada una de las cuales contiene a las que siguen:

a) V, x ) Variedades analiticas generales. @) Varieda-

et &
des semicaracter{sticas de especie 8 (8=1,2,4se)s Son las varieda=-
des situadas sobre V, . ., caracter{sticas,o las que admiten,en cada
punto,un S, . 4,0) caracteristico tangente. 14 )Variedades planoides
de escecie s, Clase particular de variedades semicaracteristicas de

especie s,que contienen ansliticamente oo’ *variedades carascteris-

e

%)



6o

ticas, Son las transformadas pseudoconformes de las S,,,, pertene-
cientes a S_.,, caracteristicos.

b) V..« «) Variedsdes generales g ) Variedades semica=-
racter{sticas de esnecie g. Y ) Variedades plsnoides de esrecie
s. 4 ) Variedades caracteristicas.

Las variedades caracteristicas tiemen su importancia en el ¢s-
tudio de las funciones de varias variables comple jas consideradas
sobre variededes annliticas cualesguiera;y,en particular,en un clasi=-

co tecrema de LIVI-CIVITA (v, cap., VI)

6« La expresion diferencial.£(¢ﬂ(cap. IV n2 3),cuya anulacién
es la condicidn necesariq y suficiente para que ¢ = € sSea un hi-
perplanoide del 3, ,es un invariante relativo respecto del grupo pseu-
doconforme,que se reproduce a menos del médulo de lsd transfnrmaci6ﬁ.

N ! . s .
Salvo las variedades que son lugar geomtrico de superficies carac-

tar{sticas,lus cusles estan caracterizadas por une sola expresidn
diferencial,analoga a la de LiVI,las demas variedades planoides de
primera especie vienen dadas por varias ccuaciones diferenciales,ca-
da una de las cuales no contiene todas las variables. Se obtandrsdn,
en todo casc,expresiones simétrices invariantes,haciendo la suma de

los cuadrados de sus primneros miembros,

(1) VA, wotus 2) Tu) oteld C;oJr.JI
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CAPITULO VI

SLICACION A LAS IFUNCICIIES DI VARIAS VARIABLSS CCOMPLEJAS DEFINIDAS
50BRE VARIGDADES ANALITICAS

1. Jueremos,finslmente,dar una breve indicacion de las apli-
caciones que los concepios expuestos én los capitulos precedentes
tienen en el estudio de las funciones de vearias variables conple-
jas definidas sobre variedades analiticas,concepto importante,que
extiende el de RIEIANN de funcion de variable comple ja sobre una
superficie, Algunos resultados interesantes sobre este argumento,
desde un punto de vista formel ,pueden leerse en la memoria,tantas
veces citade,de JIRVINGLR. Hosotros nos limitaremos & aquellas cues-
tiones que son aplicocion inmediata de los conceptos geométricos
expuestos en este trabajo. Un estudio completo sobre la cuestidn
seris del mayor interés.

Una funcion (compleja) del punto de una variedad analitica real
V se llamars funcion(holomorfa) de las n varizcbles X, ,e..,X, cuan-
do sea seccion ,S0bre la variedad,de una funcion de aquellas varia-
bles,holomorfa en el espacio ambiente,o sea en un entorno 2n-dimen=-
sional que contenga V en su interior,

Operando sobre las variables x,,X,; ,sean

(1) ¢ (Zaseeon r"‘).f;!-~‘lf-n}:o I'I:I,-z....,'h—t'
+

1as ecuaciones de una V,, . real(t=l,ses,n-1) del S, . Una funcion
del punto de ésta variedad es una P(X,,ee4,%,3X,,00.,%,) (trans-

formada,por el transito a lo comple jo,de una funcion u+iv anali-
tica en las varisbles reales ¥, ,X,) donde las variables X,,X, es-

ten ligades por las relaciones (1)



f
Cuzles son las condiciones que deben verificarse pare gue la f ven-
. !
ga A ser,sobre nuesira V,,, ,funcion holomorfas de las x, en el senti-
@o que acabamog de precisar? Hemos de suponer,ente todo,que la va=

. . . . . . J
riedad no e¢s semiearacteristica (v. canitulo precedente) ; entonces

n 4 - "
por 1o menos uno de los umenores maximos ae ls matriz

[Bé.: i Jt': /,.{i,‘.‘,w—l")
—_— 1.
3Q:J,» I Syl 2,

sera diferente de cero,por € jemnlo

D{¢(: t‘ﬁ;”f’n-f)
a(’.-é[._’_‘,.-‘. ..,’;.:‘_m)

4
y 8e podran poner lasgecusciones (1) en la forma

Xppog =@ (X Kn S B 0 Zy)  f=ri2, ., m-t

r
La £ vendra a ser,pues,sobre V y en el entorno de un punto gene'rico

f (x;l"‘l :’:7. ' Ef!"'l/‘r_f'x w!‘i—g"""’ (pm)

. .
vy a fin de que se reduzca a una funcion holomorfa de las variables

x  solamente,es preclso y basta que sea
-‘D—-',i_‘-:o f:/.z...‘:f
ij '
condiciones que,hechos los calculos,se escribenm
D(]f) ¢J‘""’ ém-f’)h

. S e )

2. 3i se trata de una hipersupe rficie

@ (X4, T s Tpoeees 7, )=0

las ecuaciones (2) seran

= ¢'.£'.'1 ¢’-C-n

Ty

Para los hiperplanoides subsiste la propiedad siguiente:

Los hiperplaroides son aquellas hipersuperficies pera las cua-

les los coeficientes de la ecuacion del 5,,, caraseteristico tangente




ggerita en la form

X -z, = if o (X, -

[}

son, sohre ls variedad misma,funciones holomorfas de 1as Xie

in efecto;se tiene

o = — VES

P,

- - ’
Apliquemos las ecuociones (3) a las o/ ,y se tendrs

2 fdiyw ) _ & P

B(rjl "‘) ] “‘)_.
|25

"

-

S

x,

\

o ¢
2%,

'E}-

Xy ¢mm‘

. . { P
que son precisamente las ecuacioueg (9) del Copitule IV (difirienéo
los »rimeros miembres enm un factor no nulo) que carscterizer :« los

hiverplanoides.

- - ! - -
3¢ 9i quercmos definir una funcion de n varisbles complejas

sobre una variedad V de n dimensiones,definida por las ecuadonas

(4) Q(T‘,‘_,,zﬂiﬁ,,_.,fﬂ):o E~42,...,n

se han de distinguir dos casos:

r
1¢ La V no es semicaructer{stica egto es,el determinante

'3¢¢ o D#u f
| O% ., 20 |
DT 'a’x-nl

es distinto de cero. Entonces el sistema (4) se puede resolver cn

1a forma

-x_k:(Pk (I‘,.‘-; xm) k:(,l—,...,'n

en el eatorno de un punto regular,siendo las P funciones shal{ti-
cas. Deducese de 110 que cualquier funcion u+1iv, holomorfa en las
V0% sera,sobre la varieded de n dimensiones considerada,funcidn

holomorfa de las variables X,,sesyX,, y& que,pasando a 1o complejo,

69



./ -
1a funcion se convierte en
flan o, 0. g)
€3 T‘ 'Y, 2 A < : 1
2¢ Bl teorema no es valido,en combio,si lo veoriedad V es semicarac-

ter{sticea,es decir,si se verifica

(5) A = O

agte resultado constituye el conocido teorema de LuVI-CIVITA
el cual lo habia demostirado,como se hace para el prohlemsa de CAUCHY
para una sola variable,por medio de los teoremas de existencia de
los sistemas de ecuaciones diferenciales, La idea de aplicar el mé=-
todo de tmansito a lo complejo es debida a SEVHERI,

|
LEVI-CIVITA 1llama caracteristicas{é las variedades excepcioma-

les definidas por lo ecuscidn (5) (que,en el campo real,se descom-
pone en dos):voriedodes que nosotros hemos caracterizado por la sen-
cilla proniedad geOmétrica de poseer,en cualquier punto gan&ico,un
plano tangente caracteristico,o por la propiedad equivalente de ser
transformadads pseudoconicrmes de los 3, que pertenccen a 35,, , ca-

r&ctar{sticos;a también,lo que s lo mismo,poE ser variedades Bi-

- s 2
tuadas sobre V,,., caracteristicas,

4, sn el caso en que la varisdad a considerar es semicaracteris-
tica,se definen facilmente sobre ella funciones de un nimero conve-
niente de variables complejad,y se encuentran para estas condiciones
diferenciales analogas & las (2)., Asi,por ejemplo,sobre una V; se-
miceracteristicag del S, ,definida por las ecuaciones ¢, =0, d)&n o,

$, =0, £ sera funcidn holomorfa de dos variables complejas si se
3

verifica
VU D0 b) V(BB o (Fi ¢, %) _

e PRI ——

= o - —
2 (X%, Y, %) . DX, Y, ) o (x, ¥. =



Basta una de estas condiciones,siendo las otras obvia consecuencia

en virtud de l=
0( b0 @y B)
D (%, ¥, 2)

gue czxpresa que la variedad es semicaracteristica,

2& ho de observar que,en eslte caso,les variecdades planoides
tienan (con relacion a la propiedad demostrada en ¢l n” 2) respec-
to a las demes variedades semicaracter{sticas,el migno papel que
log hiperplanoides reopecto a las ovras hipersuperficies del espa-
cio,en el caso general. Lo cual se puede demostrar con facilidad,
anélog&munte a como 1o hemos hecho en aquél caso,aprovechando la
forma sencille y condensaca& que hemos podido der en el capitulo IV
a las ecuaciones diferenciales que sirven pare caracterizar o las
variedades planoides;pero tambidn puede preverse come consecuencis
de ser las variedades semicaracter!sticas-las transformades pseu-
doconformes de variedades situadas en espacios linesles carscteris-
ticos de un nﬁmaro conveniente de dimensiones,y ser el concepto de

variedad planoide invariante respecto a dichas transformaciones.

5, Congideraciones de este género han sido muy provechosas,en
el caso n=2,para el estudio de las funciones biarménicas y para la
resolucidén general del prohlema de DIRICHLET relativo a estas fun-
ciones en el espacio de cuatro dimensiones,hecha por el profesor
SLViRI, Lsperamos que algunos de los resultados aqui obtenidos pue-
dan tener alguna utilidad en la comsideracidn de las cuestiones ande
logas que se presentan cuando se han de estudiar en general las fun-

ciones annliticas de n variables comple jas,
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