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les de segundo or-den en las 4J.'
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donde como se ve con calculos comple tamente analogos a los ya he-

chos precedantemente)
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Se ve enseguida que las ¿,� It son identicamente nulas, por ser

nulos los coeficientes c.f1k• Las .E¡;_i: son tembi�n idénticamente nu-

I

las(vease Observacion 2� al final del capitulo).

Para calcular basta observar que

d�nde con el simbolo
r

O indicamos que se debe derivar totalmente

con relacion a x�,si!ndO x,.,_r+, Y x,,-rH' (f l, ••• ,r) funciones de

d x",
I

Xi ,xi (j l, ••••n-r) definidas impllcitamente por el sistema (14).

Asi,las ecuaciones que caracterizan las variedades planoides que
I

estamos considerando,se escribiran finalmente

(22)

Como comprobacibn,podemos suponer que la variedad está contenida

en un S :t('l'I-Y+i) caracteristico; si éste es el espacio coordenado x"_v+"d)

X'l'I_Y+<=O (t i , ••• ,r-l);haciendo <Ai!3XYI-l�.4f ��H XI1_�+I' cP"li!q; ,se



I
.

se encontraran nuevamente,a menos de un factor diferente de cero t

las mismas ecuaciones que caracterizan a los hipcrplanoides.

5. Estud.iaremos finalmente las variedades anal.Lt í.cas reales

de un número par de dimemsiones que son lugar geométrico de X)':l. va­

riedades características,dependientes al1aliticamente de dos par¿{-
metros reales a, y oc, o

Supongamos que se trata de una V:;¿é-n-7H) del S_¿» ,de ecuaciones

(23) <:po (y" o • 'Ij", j z,,, o •

') z.",) z: D
L

i e: -1, 2, ... , ;;¿ (7-1)

o,pasando a lo complejo

( 24) (/). ( x: I , o . o, x." j Zt,· . o' ,);..",,).::: o
•

¡ ::; -1, ?- •. o" ..2 (7-1)

Para que esta variedoo contenga .x;'4 variecl_ades características de-

I

pendiente s anal.f t í.c ame rrte de dos parametnoe real.es,es necesario y

basta que exí.st an dos funciones 1.}J4 y <Pi<t ,ana11ticas en las mismas

variables y en los parámetros,de manera que el siatema (24).junta-

mente con el

(25) ,11 _ o�- c/{=o

definan una V:l(n--r) característica, cualesquiera que sean los valores

de ( 014 I ce; ) en un cierto campo. Pero,por la independencia de los

I I

parnmetros.debera ser

l> (t/J,. c/J1.) i= o

2) (eX, J CX',.)
�

de modo que al sistema (25) se podra substituir otro de la forma

(26)

(27)

.,/,. (?C'J""�
x . xt J' o • ¡ x,..)::;: CX-l

'7"1 J

siendo ..... J� Y ..... 1,.. funciones analfticas.
'1", '?2

/

Inmediatamente se ve que la condicion antes enunciada equiva-



le a lo siguiente: que las ecuaciones (24) y (26) representen una

V
,-,,,_.( H) planoiae. Basta, por oons

í

gu í.errte , que nos asegur-emoa de las

existencia ele de una función 1jf¡ que satisfaga a tal condición. :J:n

virtud de lo (lemostrado en el número 8Il terior t se sabe que la fun-
•

I
)

caen I/f." debe satisfacer al sistema.
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suponiendo que sean di#ferentes de cero las matrices jacobianas

que convengan,como en el caso anterior.

Siempre que sea r » 2,en el sistema (28) ba:!J ecuaciones que

no dependen de ,¡;

(30) Ij�� ; �1-�:.. ' .. , �� 11= � i
�;.2, ,t"�

11 � :� ; "7!�:,,:. ,�:: ¡¡ = o

j=,(,2., ... )-n-r
Tenemos,pues,en primer lugar,un sistema de condiciones necesarias

de primer orden. El hecho de que tales ecuaciones no existan para

t
.
I 't . I

tr.=2?tiene su interpre aClon geoma rlca,como veremos mas adelan 60

Las demás condiciones de primer orden en -!)r' no son todas lineal-

mente indepeDo.ientes. Suponiendo que sea,por ejemplo,

las

(32)



forman un sistema equivalente, con e cuac í.one s algébrtcamente inde-

pend í.e rrbe.s ,

Debemos, pues, encontrar las cono
í

c í.one s ne ce sara as y suficien­

tes :para la existencia de una funo í.ón 1jF que satisfaga al sistema

formado por las (29) y (32). Pero,en virtud de las hipótesis hechas,
I

Y basandonos en las mismas (32),lo.s (29) resultan independientes de 1jí

no dependiendo mas que de ePI' eP"I.)·
ésto es verclad para las derivaó as

efecto t que
,

Tengase

presente que,en el cálculo de éstas derivlJ,das,se deben considerar

( ) 1_( '1'" o

las x.f ..¡;= n-""f+-./"··' -n: y as x.; ,,"= '}1-r+�J"'J .,...,-1) como IUnC1.0nes

,

de las restantes variables,obtenidas por la resolucion del sistema

f'o rmad o por las (24) Y la (26). Se tendrá t pues,

J .p L '=,:) .z,
'--'_ + ?
" . /--1
J Li'> ñ-"'4-�

Pero el valor de .� ).,,,
es

�J L..;..

.c) (
.. t1!_:_, ?!_: J ",��.�._�,,__.���-:�: i��,L : J ;

a (/,-",-",;-"" IX..,., . 0._r+11'··) c-r. n "�f )

en virtud de las ecuaciones (32) tactos los ne noee s formados con las

primeras r columnas y la que contiene las derivadas respecto de Xh,
,

en el dividendo de la formula anterior, son nulas ;por consiguiente

(33)
.

Tenemos,pues

(34)

,

De las mismas ecuaciones (33) se deduce qU6,para la determinacion

1 �..tt! ( ) f'o
.

tde las derivadas parcia es / = n- 'Y+ l. '. ,) ?'l es su 1.C1en e
'Oxf,

ner en cuenta las primeras ecuaciones (24)0 Se tiene,em ofecto,

d L./:: t> l cP I • (j)"l. I ...•. I t:/J". ) ? ( <P, 1 <P.. , " . " 1>7)
..... V' JI ..... ( ... ' z r X' l: ) d (k. __ r s- :

,. ' ..t." )</ "....... o "'",_ r'" •.. "' c- I
• .¡l., e+ •

" ,,' .. " ,

te-



no siendo nulo el ltivisol',por La
I

condicion (�l)o Sustituyendo en

(35) () .p (Xk)
-+

d Jet.

"e,

/
".(. ___J
n .. '¡' ««

-

J .:t ",)

I li) Á\..rl.. A. (Y como cp
-

no delJende mas que de 'P� J '-P, J
•.. J -r- vd � nº 4) queda pro-

ba.do que la o.arívaca total -;:L (J) l -:Ci,d no dene nde más que de aquellas
() �f:;_,

' �

f'uncLoneaf o me jor,de sus éterivadas primeras y segundas). y lo mismo

se cUra para L cp (5(,").
b¿A

Las o ondLc Lonae (29) son, por consiguiente ,nuevas co nd
í

o iones n.-

cesarías. Vamos a demostrar que,juntamente con las (30),son tarnbién

suficientes para la existencia de una solución no constante del aí a-

tema (32). Se puede supone'rj corno e Lempr-ej que tjf no dep2)nda
I

mas que
-

•

b
- - - 'fA."'b t tde las var i.e les x.(, •• o ,XM;X� , .... ,x;J_. ,x.,,_,: as a resolver el sis ema

I

(24) con relucion a las �estantes variables

(36)
Xíl',l =

r-:

I

Y aua t ttuir los valores hallados en la funcion ljr • .J:ntonces las

ecuaciones (32) toman la forma

X { == �.lt) =- o ( j tJ ( 1.;;; r. >, ... Yl - r)
uXt..

(37)

Formemos ahora las

x := o
'k�

x _=0
'¡:;_k

con la misma significación de siempre. Las XI"Jc,como se ve inmedia-

t amerrte , son ide:nticamente nulas. Por lo que se refiere a las X.¡;.ob­

servemos que el sistema (36' 1) admite la integral gene ral



f

doné.e f es una funcion analitica cual.qu
í

e r-a , Lo cual se reconoce,

sea dí rec t.amen te , sea observando que e 1 sistema co ns ti tuieLo por las

;3egundas ecuaciones (32),en que La e v?:n'iables se consideren todas

indepenétienres,thme la integrul general

,- 1'1), () 1 .. I q; j -X:, J' .• J L.", JL �f� I� �

Si entre las variables se introducen las relacione a (24) ,entonces

La s ecuaciones (32") se transforman en las (37"),las 'P.4,CP.,· -Ós C/J,.,.

se ha ce.n ic1¿nticamente nulas,y las vDxiables X"_'Y+4t ••• 'X.,., se OOn de

susti tuir por su a ex-presione s (36). Admitiendo entonces el sistema

(37") una integral dependiente de x¡, ••• px",_r,x.,,_¡,x')1,tO<los los de­

terminantes e.e orden n-r+2,formados con los coeficientes de las

(37") Y todos los pares deecuaciones X;;=ü,seran nulos •

.Pinalmente,en virtud de las ecuaciones (29) y (30},toda ecua-

I

cion X,,¡;:-O es consecuencia lineal de las X¡., =Ü y Xk =0. Ya que se

tiere

(38)

donde ¡_. rpci",)etc. vienen dadas,como en las (29),por las f¿rmulas(35).
o X-IA

I I

Tengase en cuenta,ademas,que la relacion

(39)

I

si no es identica,debe verificarse como consecuencia de las (29) y

(30) (vease la ObservaciÓn del final de capitulo). Se deduce de ello

que la matriz



es nuLaj po r- consiguiente ,la e cuac í.on (38) depande linealmente de

las Xft -o y X�=O, como queríamos.
Las considernciones precedentes bastah pana demostrar la exis­

tencia ele una solución no constante del sistema (32). De todo lo

cual se concluye que:

La conélici6n necesaria y Sl..lficiente para qu� una VFn-r1-4) ana­

litiC8.,real,éLe un S¡_n real,sea lUBar geométriCO de um doble infi­

nHtad analitica de V:l['n-Y) cariH�teristicas,es que los primeros miem­

bros de sus ecuaciones (24) satisfagan a los si stemas (29) Y (30).

Volviendo a lo reaJ..,como los primeros miembros de las e cuací u-

nos (29) y (30) son reales para valores complejos conjugados de las

J

variables,tenclremos un numero igual de ecuaciones en las 'h.

Obsérvese, finalmente, que. las citadas ecuaciones se satisfacen

siempre que la variedad es caractertstica,cosa evidente a prmori.

6. Pod.rLan estudiarse tmll.bien las var-íe dades que son lugar de

>03 • x:;'I ,etc, variedades características. Las vnriedndes estudia­

d as en los núme ro s :& y 6 tienen evidentemente ésta propiedad,ya que

toda varie dad caracteristi ca es lugar d e XJ� variedades de la misma

clase. El reciproco no es cierto,como se deduce de f¿ciles conside­

raciones sobre las trrulsformacionos pseudoconformes. (v. cap. V).

Ho parece fácil,a primera vista, tratar anal:Lti camente el ppo­

blerna de la determinación de todas aquellas variedEdes. Si quisiéra-

mos,por ejemplo,tener las condiciones necesarias y suficientes para

que la hipersupe rficie

� ( x, '
.

_ ., x� ; XI ,. - ., x.,.,) :: o

sea lugar de �� V��_� caracterlsticas,deberlamos expresar que exis­

te una solución no constante del sistema. de ECuaciones

I

l



J ( epi lfF) () "JeC/), 1jF) U (rf), V) d ?; ( ep, VJ )
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�
-
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iJ ( ip, vi. () � ( rP, 1//) () ( ep, vJ () � erA v) =-0O",_
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las cuales son de segundo orden en la funcion inoógnita vr ;10 cual

I I

conclucira probablemente a un si eterna de ecuacione s d e orden mas 0le-

vado y bastante comp.l.Lcadae ,a las que debera satisfacer la c/J e

OBSERVACIONES. lª Cuando se consideran,en el campo de las varia­

bles complejas x. tX, ,las ecuaciones de una variedad real,téngase1</ ;z

presente que los primeros miembros deben ser reales dando valores

comj.Le jos conjugagdos a aquellos pares de variables;y,por tanto,si

una ecuación relativa a dicha variedad se verifica,sebe verificar-
,

se tambilm la que se obt Lere cambiando cada variable por su con ju-

d
. , J

ga a,eCQ�ClOn que podemos llamar conjugada de la anterior. Y aS1,

por ejemplo,en las ecuaciones (6� del nº 2,en las (16) del nº 4,etc.
,

hemos escrito,a! lado de cada ecuacion,la correspondiente conjugada.

En el campo real,tales ecuaciones coinciden;pero,como en el tr�nsi-

to a lo complejo,las variables se consideran todas Lnd ependí.errt ee ,

,

no hay en estos sistemas ecuamiones superabundante s, expresando la

coexistencia de cada ecuación con la conjugada una condición esencial,

ésto e s s que son reales las variedades que se ea'tuúí.an,

Del mí.an o modo, juntamento con las ecuaciones diferenciales que

hemos escrito para caracterizar los diversos tipos de variedades pla­

nOides,deben considerarse,en el cam�o compleJo,las conjugadas:lo cual

no ocurre.sen cambio,en el campo real,coincidiendo cado. e cu ed ón con

1 a conjugada.

2ª. �n las ecuaciones diferenciales (9),(22),etc. se puede no-



tar cierta disimetria relativa a las v ar-í abl.e a , 1:st o depende del he-

cho qu e j en cada casovnemo s resuelto las ecuaciones de la variedad

que se estudia respecto (le un determinado grupo de variables. Se com­

prende que pOdría hac,:-rse tal resolución respecto de otro grupo de

variables,y se obuenó r
í

an otras "cantas eC1.)l1ciones,análogas a las an­

teriores,en los nuevos grupos. POdrfa suceder que tal resolución no

fuera posible, por ser nulas las ma trices jacobianas corre spondien-
J

tes,pero en tal caso las ecuaciones en examen se verifican identica-

mente. Excluido éste caso,las e cuac í.one s de cada uno de dichos gru-
J J

pos son suficientes:las demas , si no son identicas,deoon verificarse

como consecuencia de las primeras.

Lo mismo puede 6.ecirse relativamente a las 4>1' de los numeras 4

I

Y 5. Aquí las e cua.c í.one s , anaLoga s a las escritas t en los diversos gru-

pos de funciones �. ,son consecuencia(las que no son identicas) de las

e cua cf.one e (16) y (22) en un caso,y de las (29) y (30) en el otro.

3ª. Paro simplificar los c a.Lcu.Lo s de las expresiones ¿z; del nQ

. � .i; (x¡.)
4,hay que tener en cuenta que las derivéldas totales

&x� "f" etc. so

I J

(expresan median te formulas anal.ogae a las 35) o Pero, para convencer-

se de que las L.;G son id�nticamente nulas no es necesario hacer di­

cho cálculo:basta observar,en e fe c toj que el sistema constituido por

las X� =ü e sj en d í

c ho caso,completotcomo se demuestra con considera-

I

ciones analogas a las que hemos "cho en el nD 5,y habida cuenta de

que aquél sistema está formado por n-cr ecuaciones en n-r +1 varia-

bIes independientes.
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e A P 1 TUL o V

INTERPPULTACION GEOlvIETRICA DE LOS RESUL TADOS DEL CAPITULO J?R.ECE-

DENTE

,

l. Ya hemos definido,en la Introduccion,las transformaciones

pseudoconformes. Estas transformaciones están caracterizadas geo­

métricamente por un gran número de interesantes propiedades, que

pueden estudiarse,para n=2ten la memoria citada de B.SEGRE. De­

jando para otro trabajo el estudio detallado de estas transforma-

ciones en el caso general,nos limitaremos aqui a hacer ver como

los resultados analiticos obtenidos en el anterior capitulo equi­

valen a sencillas prppiedades geométricastque son invariantes res-

pecto al grupo de aquellas transformaciones.

Recuérdese que una transformación pseudoconforme se represen-

ta,en el campo � complejo,con ecuaciones del tipo

(1) x � -= fr (,cJ)"" :'c'I'IJ

donde

Introducidas las variables complejas xr,xr,con el acostumbrado me-

I

todo de extensión,las ecuaciones de las transforma�ion pseudoconfor-

me (1)
I

seran

:JC� - ir (xo'" J x...)

�� - ir ( � J ••• ) x",)

donde se entiende que las x� toman valores complejos conjugados de

(2)

los que toman las x � I cuando se dan a las variables xr ,xy, valores

también conjugados. El jacobiano de las (2) es



�n el campo real,poniendo xr Y'l+ 1z1 J x� y� +iz�,se tendrán las

ecuaciones

(3)
'", / - ," (VI)··· J Y.o;; 'XI"·' I z 11)
"-'"í - Y', l·

siendo

O.,��
-

I

El jacobiano sera

T2=-/J1'J.:pO
2. De la definición de transformación pseu<loconforme se des-

pr-ende inmeCl.iatamente el teorema:Toda transformación pseudoconfor..;:

me cambia varie¿tades caracter{sticas en variedades caracteristicaso

Estas variedades forman,pues,una clase invariante respecto al gru-

po de las trru1sIormaciones pseudoconformes.

Se puede ver también que tocl_a V,* caracter::f.stica es rtrans­

fQrmada pseudoconforme de �E S{k caracterfstico. Sean,en efecto,

las ecuaciones de la variedad

(4) ir (:e" ... ) :;e".,) z: O r : 1, �)"') )1- le

La matriz

t r: t, ¿J"') )1- u )

I

sern diferente de cero. Entonces todaf:; las transformaciones pseu-

doconformes

x'. = {. Cx ,>. - 1 x-n)
� I ¿

,.:::I'�J .. -)n

(donde las f L •••• , f,/\ son funciones holomorfas tales que
-V>-"+i

cambian nuestra V:� en el S � caracter1sti co

(5 )



61

:0.:s f�cil ver que todos los S;V,'2, característicos son paeudo con-

formemente e quí,v1l1ente s • .in carne teristi co

( r : 1,;¿,··· J "YJ k)

se tmmsfOrrl1D- en el espacio cLlracter{stico fundamental (5) mediante

las transformacione s

í'}-l1 ;�t-I) .. ,/"n
I

con las hipotesis acostumbrDdas sobre las f�. Se deduce de ello

que toda variedadi característica puede transformarse pseudoconfor­

memente en un espacio lineal caracteristico prefijndo(del mismo nú-

mero de d.imensiones).

Todo lo cual demue�tra la equivalencia de todas las variedades

(óJ -. '/� /.w /.0 d.;_ )VrI1'� (\�)
caracteristicas respecto al grUl)O de las transformaciones peeudocon-

formes.

3. Las variedades planoides,estudiadas en el precedente cap{tu­
lo,forman otra clase invariante:es,en efecto,evidente(en virtud del

teorema del nº2) que toda variedad que sea lugar analitico de super­

ficies características será cambiada,por cualquier transformación

pseudo conforme ,en otra variedad de la misma naturaleza.

Obsérvese que todo espacio lineal que contenga una mnfin1dad

de espacios caracteristicos se transforma paeud.oconf'o rmemerrte j en una

vart�dad Elanoide,en general no lineal. 3e puede precisar ésta ob-

I

servacion con los siguientes teoremas:

a) Las V�d, planoides de primera especie (ésto es,las estudia­

das en el capo IV nº 4) son las transformadas pseudoconformes de

S,¿I<+.i pertenec6entes a S�k+� caracteristicos. Supóngase, en efecto, que

la variedad planoide esta engendrada por las �j variedades caracte­

r{sticas



(6) Ir (X�"." x .... ; O()=o

,
/

conteniendo las f r 81lal�ticamente el pammetro r:X en un ci erto inter-
, � �

valo. En dicho intervalo,ademas,y en el entorno de un punto(x1, ••• ,xM)
no debe ser nula la matriz

11 �¡;: 1I
Se podré. resolver una de las ecuacione s (6), por e jemplo la primera,

r

respecto de ex ,y substituir el valor hallado en las demas;de modo que
,

al sistema (6) vendra a substituir,en dicho entorno,el

(7 )
Cfj}, (J_;o, , 'J JCr",) -

o -h.:: 2, J' , ,) n le

I

Y se ve enseguida que j en 01 mismo entorno,sera

¡I;� \\*0
I

de modo que podran cncont rarsej y en infinitos modos, k funciones

<Rn-k+/ , •••• 'tI} ,holomorfas en el mismo,y tales que resulte

� (qJ,__, CP��_�,'� ',J (/J",)
;;/_:_ o

) ( x., X'''_J'' 'J x",,)
r

Entonces, las transformación pseudoconforme

x�::: <Pr (XII" 'J x:«)

cambia el sistema de las V,v.< (7) en el sistema de Sfd.c c[tracteris­

ticos

,

cuyo Lugar geometrico e s el S 2Jret- e

I ,

':tI :: o
, ,

"c,t. = o , ..
,

., Xm_ k .::: o

contenido en el S'¡IH2 caracteristico

x� = o J
•••

J X �_ k == o

Rec:l:procamente t todo S 2.k+i contenido en un S Uu:¿ caracter1stico

es lugar )01 de S Ut caraeteristicos (basta recordar la propiedad

de los espacios lineales caraeter{sticos respecto a la congruen­

cia K del infinito,considerada en el capitulo 1) y se transforma,



pues, pseudo conformemente t en una V(At+ j_ plcmoicle de primera especie.

Vale, en J?articular, el teorema:

Todo hiperplanoicle es transformado pseudoconforma de un hiper­

plano. Esta ú.ltima propiedad ha sido Lndt c ada j par-a n 2,por porNeARÉ

y precisada después por B:;J;RTIL ALMj..m,para el mí.smo caso.U..)
b) L.as V2IK 'Planoides de primera es;¡;;o cie (cap. IV nQ 5) son las

-transformadas :tlg3udoconformes de S
.. !<t situados en S;¡,LJ'C+ucaracteris ti-

�Os. Em. par-t í.cuLar r Las V ,i_r'-)J planoic1es (Le prirre ra especie son las

transformadas Dseudoconfommes de los S2n-2- •

Se demuestra como el anterior.
I

Teoremas ane.Logo e v ale n para las v[1,riedades p.Lano í.de a de es-

pe c í,e 2,3,etc. Ge tiene:

Las VrAH{ Elanoides de segunda especie(lugares ;o';' de V",)._;¡_ca­

racter{sticas) son las transformadas ;eseudoconforrnes de S �Io+-I situa..

dos en Sik+lI característicos. Y así sucesivamente,

4. De ílos teoremas a) y b) que acabamos de demostrar se dedu­

ce inmedi atamente que las Vo...let j Y las V!M.. )2lanoides de pr imera esp�

cie son variedades situadas sobre V 2Kt-Q¡ caracteristicus. Evidente-

mente,el recIproco no es cierto. Lo cual nos suministra una inter­

pretación geométrica de las ecuaciones (16) y (30) del capítulo IV.

En las hip6tesis' all1 admitidas,por e,jemplo en el nº 4),la8 ecuacio­

nes (14) pueden ser resueltas respe cto El "las variables x k+I' ••• ,x?1;x h-¡t

••• ,X'Yl_1 (haciendo n-r=k)
z , = f-j ()CIJ."" XleJ' i;, .... " XkIX",)

A;::f .: � (XI}'"'' XI<; XI}" ... ) TIcJ x",,)

Las ecuaciones (16) equivalen a decir que
-

?;/j
= o

orx,
o sea que la varie,dad ,considerada pertene ce a la V�k-+-:Lcaracterística

{:. 1,2, .... Jk

1



La condición enwlciada equivale también a ésta otra: La varie-

car-ac'te r1stico tangente ,en cada punto genérico.<la¿l admí, te un

Cond íc í.ón que se prevé a -oriori necesaria para toda var
í

edañ planoi­

de de pr Irne ra e spe e ie 9 ya que, pa sando por cada punt o genéri co de la

mí.sma una V;,}r� caracter{stica,el S,h: tangente a ésta,que es caracte­

r{stico(cap. II),8S también tanf':ente a la variedad dada.

Se reconoce inmediatamente que toda V2Acd situada sobre una V21f+-J.
,

caracteristica.tiene,en todo punto generico,un S;.k tangente carac-

teristico. En efecto,una conveniente transformací6n pseudoconforme
,

car.abiara .. la variedad dada V en otra V' perteneciente a un

caracteristico ( n2 2) ;la V' admite S;d;l' ca'rac t e r
í

stid co tangente en

cada punto genérico(ésto es,el determinado por el punto y los dos

SIc_¡ alabeados,secciones del S2-k-t-í. ,tangente a VI en aquel punto,con

los espacios Di'( y cf� que el S..ue+;¿, caracteristico considerado tiene

en común con los espacios !O y () ,cUrectores de la congruencia K

del infinito). Ahora bien,las transformaciones pseudoconfonnes son

transforroo.ciones puntuales y derivables:los SZIt característicos

tangentes a VI se cambiarán,por la transformacion pseudoconforme tt: t,
en V¿k caracteristicas tangentes a V,cuyos S� tangentes(caracte­

rlsticos)serán,por consiguiehte,tangentes a V.

Analfticamente,la condición enunciada se expresa� escribien­

do que el espacio lineal caracter{stico tangente ,en cada punto ge­

nérico,a la VU<t-1 dada por las ecuaciones (14) del capitulo IV,es

un S�. Las eouací ore s de dicho espacio son

1
¿n � f/J,' "'� i; <P . .-_

- (X· - z:.).:: o L,.__¡ ----L (X· -:(;. )-=0d x: I / .

_ () �. / ¡

t= I r=! ;¡

( i -:: l. 2. I .. - I fl. (n- k.J -.1 )
, /

Y las condiciones necesarias y suficientes para que estas ecuaio-



ne s sean las de un S.u� son precisarrente las (16) de aquel cap:Ítulo.
Lo cual confirma la equivalencia de ambas propieclades geométricas.

Las mismas consideraciones valen para las V,Ue p.la no í.des , Y ami­

logas para las variedades pla'Yloides de especie �: Una V Ue+1 lugar 00
)d- {

de V2l'>�-<>H) características es un caso partículA de variedad aí tua-

Bu sobre una V;!.,('1�+1) curact e.r
í

et t caf ee debe suponer el espacio ambien­

te su f'Lc ientemente amplio) pr op.í.e dad e qu í,ve.l.errte a la de adnri tir, en

., t
n .!.. I J' t t -'-'J...

cao a pun o jun uQU:_j'H) car-ac uar ieua co ange n e. _i.!..lIC.

El he cho, señalado en el capitulo IV t de que no exi etan , para los

hiper;ilanoides y para la V�",-� planoides,condiciones diferenciales de

primer orden, encuentra aqu:Í su explicacion:las V",¿"'-I y V!l71-:¿ están si­

tuadas siempre en una V-y¡ característica,que es el espacio ambiente.

5. Lo que hasta aqu{ se :ha dicho demuestra la invariancia,res-

pecto al grupo de las transformaciones pseudoconformes,de las dos

propiedades (equivalentes) ahora estudiadas. Las variedades carac­

terizadas por dichas propiedades forman,pues,una nueva clase inva-

riants,que tiene como caso particular las variedades planoides y

las variedades caracter{sticas,y que viene caracterizada anal{tica-

mente por ecuaciones del tipo de las (16) o (30) del capitulo IV.

Podemos llamarlas variedades semicaracterfsticas.

Llegrunos así � una clasificacion general de las variedades ana­

l{ticas,desde el pun$o de vista pseudoconforme,on sucesivas clases

inveriantes, cada una de las cuales contiene a las que siguen:

0<) Variedades analíticas generales. /3 ) Varieda-

des semicaracterlsticas de especie � (s 1,2, ••• ). Son las varieda­

des situadas sobre V:l.(ItH) características, o las que admiten, en cada

punto, un S,2.(k-'Hl) caracteri stico tangente. r )Variedades planoides

de e sce c te �. Clase par-t í.cuLar' de variedades semicaracter{sticas de

1, t .

t
' ... -:1.

i" .... .:1 t
I

especie �,que contienen una 1 a canen e 00 var 6Ué.IUes ca.rae eru a-



tiens. Son las transformadas p seudoconf'o rmea de lss S!lk .... i pertene­

cientes a S_'_'[!-cH) car-acte r-fe t.Lc oa ,

ex) Variedacles generales f ) Variedades semica-

racteristicas de especie §. r ) Variedades planoides de eS::;;B cie

s. J ) Varie dades caracter{sti cas ,

Las variedades caracter{sticas tienen su importancia en el es-

tudio de las funciones ele varias variables comple jas consicleradas

sobre variedades al1Dliticas cua.Le squ
í

era j yv en particular,en un clási-

co teorema de UVI-CIVITA (v� cap. VI)

6. La expresion diferencial �(�) (cap. IV nº 3),cuya anulación

es la condición necesari4 y suficiente para que <p = O sea un hi-

perplanoide del S� ,es un invariante relativo respecto del grupo pseu­

doconforme, que se reproduce a menos del módulo de laj transformación.

Salvo las variedades que son lugar georretrico de SUperficies carac­

t&rfsticas,las cuales están caracterizadas por una sola expresión

diferencial,analoga a la de LEVI,las demás variedades planoides de

primera especie vienen dadas por varias ecuaciones diferenciales,ca­

da una de las cuales no contiene todas las variables. Se obtendrán,
en todo caso,expresiones simétricas Lnvar-í.arrt eaj bac tendo la suma de

los cuadrados de sus p rí.ne ro s miembros.

Co-t, .TI["
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AJ?LICACIOH A LilS FUNCIonES DE V/ffiIAS VARIJ'illLBS CONiPLEJAS D]L}!'INIDAS

SOBRE ViffiIBDlill¿;S ANj'ü.ITI CAS

,

l. ,��ueremos, finalme nte ,dar una breve indí cac í.ori de las apli-

caciones que los. concept o s expuestos 'n los capf tuLos precedentes

tienen en el e s'tud
í

o de las iunci ones de v[rr'ias variable s comple-

jas definidas so bre var+eüadea anali tic as, concepto Lmporrtarrte , que

ext t ende el do RIEIIAHN de función de variable comp.Ie ja sobre una

superficie. Algunos resultados interesantes sobre este argumento,

desde un punto de vista formal.pueden leerse en la. memoria,tantas

veces citada,de :iIW.nNG:.GR. nosotros nos limitaremos a aquellas cue s-

I I

tiones que son aplicacion inmediata de los conceptos georre tricos

expuestos en éste trabajo. Un estudio completo sobre la cuestión

seria del mayor interés.

Una función (compleja) del punto de una variedadanalitica real

V se llamara función(holomorfa) de las n variables x1 , ••• tX� cuan­

do sea sección ,sobre la variedad,de una fU.nción de aquellas varia-

bles,holomorfa en el espacio ambiente,o sea en un entorno 2n-dimen-

sional que contenga V en su interior.

Operando sobre las variables x , ,Xl' J sean

(1)
"" l"e X"

- x-)-o
'f'. � ..... , "') X" ... , ".

- i= 1, s , ... ,""'- t:

Ct 1) d In U
� . I

las ecuaciones de una V�+t real 1 •••• ,n- e u��. na IunC10n

del punto de ésta variedad es una :r(x1 t ••• ,x.,., ;xA f ••• ,x,..) (trans­

formada,por el tránsito a lo comple jo,de una funcion u + iv anali­

tica en las variables,reales �k.Sk) donde las variables x�.x� es­

ten ligadas por las relaciones (1).



f

Cuales son las condiciones que deben verificarse para Que la f ven-

I

ga a ser,sobre nuestro V'Y1+t ,funcion hoLomor-fa de las xk en el senti-

do que acabamo a de precisar'? Hemos de suponer,ante todo,Que la va­

riedad no es semicaracterlstica (v, capitula precedente) ; entonces

f
•

por lo menos uno de los menores maxarno a de la. matriz

ae ra diferente de cero ,por ejemplo

?> ( ePI 1 cP,- J' •• J cp 'h - l: )
,,---

a (E 1-+ / J. • • • . , ·:7?,.,..,)
f

Y se podran poner Le.aeecua c
í

ore a (1) en la forma

I ,
•

La f vend ra a ser, pues, sobre V y en el entorno de un punto gene r-i.co

t (X/J"" x.,,; XI, ... , x¡-, CPt+f)"'J qJ",,)

y a fin qe que se reduzca a una función holomorfa de las variables

x
, s o.Larre rrte ,es preciso y basta que sea

?Ji
-_ = o

oF¡
,

cond í.cí.ore s que,he.chos. los cat.cuLos ,se e scr-í.ben

(2)
� (f, 1:>",,,, dJrn-t-)
.,'_' ....... ._._._.

..---- :-:- o

d (x'.; j Xf+I"'" 'Z"�) j.:: 1, :t,,,,, i:

2. Si se trata de una hf.pe rsups rficie

if; (xl,,,·).-::r,,,, i x"".) �)::: o

las ecuaciones (2) saran

(3) -

-

t�
---=

Para los hiperplanoides subsiste la propiedad siguiente:

Los hiperplartoiQes son aquellas hipersuperficies para las cua­

les los coeficiente s de la ecuad on del �n-¿ caracterist ico tangente
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escri tu en la fornE.

"'-1

X", - x.,. = L a, (J( - 'Xi)

son, sobre la variedal misma! funciones holomorf/:éts de las xk.

}_;_;n e fe cto; se tiene

()(, _
_

(/) x,'
I -

f/J.z: ..
Apliqu.emos La s ecuaciones (3)

,

a las oc,', Y se t.e ndra

--
...
_----_._---- �

<PIX:. lPx",
J

,"J <P-x.,' J (A,,'
z: o

1 (J :ti
.

'(jJOC-n i Xj¿ �:� \
l":" t"", ')'1- 1.

que. son precisamente las ecuecí.oi.ee (9) del G<:q){tulo IV (difiriel1Qo

los �)�"imero s miembros en un factor no nulo) que car ao teri z.an �" jos

hiperplanoides.

I

3. Si que r-omo s üefinir una func í.cn de 11 variables complejas

sobre una variedad Y de n climensiones,definida IJOr las ecuaciones

(4� �, (1C4" ' , I 'Z',., j -x: " . '1 x",) =- o i - /, 2." . , , 71

,

se han de distinguir dos casos:

ID La V no es semicaracterlstica,ésto es,el determinante
"

'OtP{ dc/>�
� '?;XI

"
, "

o .:r.,
.

,::: '¡

i t¡p;,', : , ',,' �!m� I
es distinto de cero. Entonces el sistema (!1) se puede resolver en

la forma

k=',.t.,··,,?<I.

en el entorno de un punto regular, siendo las epi( funciones ahaliti­

caso Deduce se de ello que cualquier funcion u + iv, holomorfa en las

yk,ZK' ser�tsobre la variedad de n dimensiones considerada,función

holomorfa de las variables x�, ••• ,x�,ya q¡e,pasando a lo complejo,



I

la funcion se convierte en

l (Á.-',. . ., 7�", I CfJ')' -Ór cp",)
I

2�l El teorema no es val.í.do , en c ambf.o , si la var íe da d V es semicarac-

t rl .l·i .

s
-, . .

e lS� ca,e UeClr,Sl se veri f'L ca

(5) o

3ste resultado constituye el conocido teorema de UVI-CIVJlJ:A

el cual lo hab in
ó

emoe t r'edo p como se hace para el p rohLema de CAUCIIY

para una sola variable ,por medio de los teoremas de existencia de

los si stOl11-"1S de ecuaciones di f'er-enc ia.Le a , La idea ele aplicar el mé-
,

todo de tEansito a lo complejo es debida a ;3EVERI.

'LEVI-CIVITA llama caracteristicas(l� las variedades excepciona­

les clefiniclas por la ecuací cn (5) (que,en el campo real,se descom-

pone en dOS) :variedades que nosotros hemos car-acte r
í

sado por la sen­

cilla propiedad geométrica de poseer,en cualquier punto geruTico,un

plano tangente carncteristico, o por la propie dad equivalente de se r

trnnsformac1ads paeudoc onf'o rme a de los S')'> que partene e en a 32.n-,- ca­

ractoristicos;1b también,lo que es lo mí anoj poe ser variedades Iki-

I
tuadas sobre V).Jl-:iJ oar-ao te r

í

s t f.caa,

4. �n el caso en que la variedad a considerar es semic[�acter{s­

tica,se definen fácilmente sobre ella funciones de un número conve­

niente de variables complejas,y se encuentir-an para éstas condiciones

diferenciales analogas a las (2). Asi,por ejemplo,soure una Va se­

micaracteristica� del S6 ,definida por las ecuaciones <Pl =Ü, cPt,= O,

o�3 =0, f sera ñmcí.ón holomorfa de dos variables complejas si se

verifica

() (f I ifJ" rP,,)
��---_._.__

._--- =- o

(J (;tI Y I z.) ,

() (! } rp,. Q),,)
.. _�------ o

C) es: VI 32-)

(J (_�:_:!.�_:__ rP3) =- e

(} es: v� E)



t.

Basta una de estas concUciones,síenCLo las otras obvia consecuencia

en virtud c1e la

- o

() (XI lid, ;:.)

1
." . J J

t'que expresa que a var ae aao. es serru car'a cue ra a l ca.

,Se ha de observar que,en este caso,las vnriedacl_es planoides

t í.enen (con r'eLací. ón a la propiedad demo strada en 01 n : 2) respec-

to a las dGm�S variedades
.

t
/ .,

l' 1eema c aracue ra eca caa ;» nn an o pape que

lOE h.l.pe rp La.nc í.de a respecto a las miras h í.pe r-supe r-fí.c Le a del espa-

c í.o j cn el caso general. Lo cual se puede demos trrar- C011 facilidad,
I

ana'Logamerrte a como lo hemos he cho en aquél caso, aprove chando la

forma sencilla y condensacla que hemos poclido dar en el capitulo IV

a las e cuací. ones diferenciales que, sirven pare, c ar-ac te rizar a las

varie dades p!.anoides; pero también puede preverse como ca nsecuencia

de ser las varieu[nes semicar2Cteristicas-las transformadas pseu­

doconformes de variedades situadas en eepac to s lineales carreteris-
I

ticos de un numero conveniente de uimensiones,y ser el concepto de

variedad planoide invariante r-e spe c to a dichas transformaciones.

5. Consideraciones de este género han sido muy provechosas,en

el caso n-2,para el estudio de las funciones biarm6nicas y para la

resolución general del problema de DIRICl�ET relativo a estas fun-

ciones en el espacio de cuatro dimensiones,hecha por el profesor

SEVlmr. Esperamos que algunos de los resultados aquí obtenidos pue­

dan tener alguna utilidad. en la conafdera c.í.ón de las cuestiones aná­

logas que se presentan cuando se han de estudiar en general las fun­

ciones analíticas de n variables complejas.

1
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