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CAP 1 TUL O 11

LAS Vl\.F.Iil:J).AJ)_¿S CAH_l\.cr.r2�U3TICAS DE S 21'>
- CAHACTERIZACION Al�':iLITICA

y PEO}?I2DAD:23 I'ROYECTIVO-DIFEl1:¿NCIAillS DEL �NTOnHO DE 1� ORDEN¡

l. Llamaremos variedncl c[!,r[�c te:C'L.::ticD. D. todEt variedad real

de un 3 Q,'/\ que sea irnagen,en La representación considerada en el
I

cap
í bu'l,o p.re ceoente ,ele una variedad analitica d.e L ,3,," complejo.

Po r variedad anali ti ca ó.eL ;:)y: E) ,entendemos una variedad

representable en o: con ecuaciones del tipo

(1)

donde x-{, •• " ,xn• son coordenadas de (j' ;t 1 ' •••• t ¡� I)2,rÓmetros com­

plejos;y las f t- son funciones analiticas,ésto es,desarrollables

en series de potencias de las variables (xh,tj) convergentes al­

rededor de cada punto de un cierto campo.

Estudiaremos soLamerite problemas en pegueño ;nos vamos a re­

ferir,pues,no a la vEriedad analitica en todo su campo de exis-

tancia., sino soalmente al entorno do un punto regular. Supondre-

mos que

)
__ Jf_!__!_I� -�� t�) =t- O
() ( X" x.,., ... ) x",)

en el entorno consid.eracIo,as{ que las ecuaciones (1) se puedan
I

resolver en la forma parometrica

(2) v. = ',:L, ... ,n

siendo las
I '

cp� funciones unavocas holomorfas de las t¡. Ademas,

si los ejes coordenados están en posición genérica respecto del

citado entorno(lo cual puede conseguirse con una conveniente ro-

I _J' ,

tacion pseudoconi'orme de Lo szimí.amo a) se pcd ran tomar como para-



metros k (le las coo rúcnaaaa t de modo que las ecuaciones de la va-

rieétao_ tomen la formo, particular

(3) -C ia
= <P_;;, (/C ( J'

• ,)
7C fe )

o t amb í.en Lmp.Lf c í.t anerrte

(4)

con
� ( t.{",·) fy¡-/-e)

--- 1=0
() ('''-1 )'" ') x.,..,),O{+-(

repetiremos,de ahora en adGlanto,éstas oboervaciones,su-no

pon
í

cndo que serán verifJcadas las anteriores hipótesis siempre

que tenCDJflOS necesidad de 01110.

sea, en una cualquiera (le las represont aciones de Vk,

't. ::: W + i 1.)-,
J ¡ J

separando la parte re8.l de la imaginaria,obtené)_remos las ocuacio­

nes(pararnétricas,impl{cita.s o explíCitas} de una V,¿.k real de S:¡'1'\t

que hemos llamado caracter{stica.

2. En particular,los Su< carncteristicos során los e spnc í.o s

lineales reales de S!(71' j_mágenes de los 3 k< de $1"1. Por todo lo que

se ha dicho en el capitulo anterior. tenemos que

Los espacios lineales característicos son aquellos,y únicamen­

te aquellos, que se apoyan,del modo mas intimo posible,en la congrJen

cia K del esuacio del infinito de San.

3. Q,ueremos encontrar ahora las concliciones ana.Li ticas a que

deben satisfacer las variedades caracteristicas.en los diversos

modos de representación. Conviene,para ello,hacer uso del méto­

do de extensión a lo complejo (vease Inproducción).

Antepongamos un lema general.



Sean dadas 2(n-k) e cuuc í.one s o.na11ticas en las 2n variables rea-

, I

X { t ••• ,x:J..-m

(5)

suponiendo que el jacobiano

d ( Cf'.'-' _�_'_:__,!<¿_(r:,_-:!¿
"\ ( ,,..1

, . 1
;c ':¿ .,." )() .....

:;;':+( "

sea distinto de cero en una región R del ;3¡¡iYl(x;, ••• ,x�'n). 11esol-

viendo Las (5) se obtendrán las variables x;!c+� ' ••• tX�",., en fun-

o'

dI I _,(,.. t t d t 1 "O o

c i on e as z , t ••• ,X;¿n. 06 r-a a e encon nar as conc i ca onea a

que deben satisfacer las � para que § de las variables comple-

jas
. ,

+1'1:�(if+7J
'Y = 4,:Z,. - ., m- k:

vengan a resultar,de éste mod.o c f'unc l one a holomorfas de las

'," -

1::
I

+ i ;'
I •

- .1 Z k
�}

-

.1)- 1
"._

�/ j
- I J'" I

Si se efect6a el tr�nsito de lo real a lo complejo,las ecua-

cione s (5) se trnnsformnn en las

(6)
,/-, ( -1.- • .,,' X�n)= oy..:; �I )' '" AIJ?1' �I J

•• - J 'o

.1 tm-t«)

Supongamos que las § variables citadas son

X-k+{} Xk+Q..)···} 'X'k+-:l
El lema general es el siguiente:

Las condiciones pedidas,necesarias y suficientes,consiaten

en la anulación de las � matrices jacobianas

I�;2l T'¡

d �I' () ""' � r¡;:
_......:--, .... } -) --, .. �)

7Jrx.k.+1 »«; {)�kH+i
j;; 1..2 .... ,

!2. (rrn- k)



( para j=l, 2 t ••• t k) •
k,'¡-j

En efecto, para que las x Y' ( r=lf +-1, ••• ,nr) sean f'uncf one a ho-

lomorfas de las Xj (j l, ••• ,k),sabemos (véase Introducción nQ 4)

que es necesario y suficiente que se veri1ique

,--) r ::: le + ,1, #?+-:5

(7)
u x'Y .. ,

"'_ ::'0

k�x· /
-. 4, :¿ , . .

,
j

•...

y,por consiguiente t se tendrá también (ya que las q;,' son reales pa-

ra valores complejos conjugados de las x )

( 7 I ) r� k+!,··.,k+-J

i: 1, .... ) k

En las ecuaciones (7) y (7') se entiende que las Xy,Xyt se han obte­

nido de la resolución del sistema (6) respecto de las variables x ,
v

,

Xl (1 k+lt ••• ,m). Esta resolucion es s:Lempre poad nLej con las hipó-

tesis hechas sobre las ecuacione s (5) o

Derivemos las (6) respecto a x j (j l, ••• ,k). Resultará,en vir­

tud de las (7')

() <jJ; 1 1{ ';)Tfc+J
.�,-+ ,

.. -.--
.. --'-- +

Í) .:cj 7; 'J:,kH o 'X:-
•

j
'O ::;C¡c+ji-¡
---_._+ ... +
() :C'
j

J

Pero la condicion necesaria y suficiente para la compatibilidad de

iJ ifJ..
.. + --

() :.En.

c; eP,

'dx.,.,..
-+

a L'
j

t =- J, � l' •• , 'n'I - k

i= 1,1l.,.,.) k

estas ecuaciones es que sea

(8) n�I ; 4-:L.'···' ��:' �d;e:"j-:,' ... , ��� II� o

t :: /,2..) ... , m- k

para j 1, ••• ,k;como queríamos demostrar.

Las ecuaciones (8) se puñen escribir tambi�n en la� forma

l\;�i ; /�:�,_;,. ··,:t ' �!'�=' .. , ;:� 11=0
, I

Las condioiones pedidas para las funciones <P.' se escribiro.n

(8')



I
• 1 - f

volviendo a lo real; es de c lr , haciendo x h
= X .2-h-I + J.x_u. ,X�:::;X 20._1

- ix:¿p
I

Y sep�rando despues la parte real de la imaginaria

4. Sean ahora

(9) 1- ./.:!2, .... 2n

2n ecuaciones analíticas en las variables reales
I I

xA , ••• ,X'-')'l y en

I

los par ame't r-os reales u, t ••• , UQ,i; • Q,uerem08
I

saber cuales son las con-

diciones necesarias y suficientes para que las (9) representen una.

V:v,<! característica. Lo que equivale a decir:que, en una región sufi­

cientemente pequefia,2(n-k) de las x (por ejemplo x;If+�t ••• ,x�n ) se

puedan e�presar como funciones de las restantes x(resolviendo las

(9» en tal forma que las

I )l 'Y � 1-( 1- / J . • ., Yl

resulten funciones holomorfas de las �'=x':¡_/_I + iXp-J (j 1, ••• ,k). Po­

niendo t.(. =UJ_;_,+ iu� ,t = u"ú_,- iu.Q." ,el lema precedente nos dice que

Condici6n necesaria y suficiente para que las ecuaciones (9)

representan una variedad caracteristica es que,en el entorno de ca-

da punto genérico,se verifiquen las ecuaciones siguiemtes;

(10)

l' ::: /, � J •• 'J
.2 n

para j=l' ••• !I]qsiendo las cp,' las transformadas,como de costumbre,
I

de las 'P,' ,mediante el tranai to a lo comple jo.

5. Supongamos que las ecuaciones de la variedad vengan dadas

en la forma paramétrica explicita

(11) x�. z: t ; (�4)' .. J Ú4k)

� Entonces se puede escribir
I

(12)



2ó

Efectw.::clo el tránsito a lo co mpl.e jo j Laa (11) se convertirán,pues,
en las

� (
.�, --:;

0_) X ..,,,, 1,. b.) ... )'lc..[ l .. , J.-r(j I 7_'J a- �

:).'(-1
'

, ..

(13)

.u

ti +-�
-.)""

.2.

. )._ ))1�1)···J(�· =

Debemos hacer uso de las condiciones (lO),habida cuenta de que,

en el presente caso,se tiene

V �:U-I / ';) (x, r &.�:_:_! _

� O

o -;;:T-
.-

;¿ /V =t
-

� i
ü j::f=(

J <P2.Y .

'O
-,,i o u: i 4=)r d (/J"" J f�r

,

() f2rL :x:7- J:.r) _
! L

-

L a: -- -

-- -

!_
-

-

') IAzr-t :¿ o u,-,
/) :Cj )... o J..) l- J..{... d-7C r � tr .L

2-

de modo que dichas ecuaciones toman la forma

(14)
o o O.

i

-L
' 1)

o

o 0 ij - f;¿'n-',i +lt'2'n-1,2
O O _

- L j - f :2:'Il, 1..
+ l' t 2. (1,2.. -

En .La matriz (14) podemos sumar a la columna n-k + 2L la n-k+ 2:t-r-l

(para 1 l, ••• pk) y observamos entonces que la que viene a ocupar és-
I

te ultimo lugar puede descomponerse en Sl�a de dos columnas,una de

las cuales es proporcional a la anterior:suprimiendo esta última.re-

Bulta



o o o

1

i O O

(15)
-1 O D .

o ) tzj-f¡{ _

O hj, :L _
f '

�
. 'LJ, ¿I<t

= D (;'-::"/J�""Jk)
o 7"k+-f,:L
D j T ;( � t. I 4.

.__
f f'(+',¡1t.
t¡�+2., '2-k

(J ., D O

11 O " O O

Veamos la forma que toman

- -

-1., tZ')1""i.- _f2'Y1-"LIiI.

'-L; H"i1,-1. _ f!:n.2,I�11
I

estas ecuat�ones,desarrollandolas para va-

lores particulares de n y k. Observemos �te,siempre que nos sea cómo-

do,podemos substituir sus primeros miembros por los imagin8xi08 con-

jugados,poniendo -i en lugar de i.

En el caso n 3 , k puede tomar los valores 1 y 2.

I

lº)n=3,k l. Se trata¡ de una superficie de S (, ,representada en este

espacio por la e cuac í.one s

(16) f·
I t

(u, u--) I
_.

Poniendo

(r:. /,.2, J )
I

dichas ecuaciones se pueden tambien escribir complejamente

'j :- r:_ [ lA, v-) >' - 1-7 ( cc , v-)

y las ecua.iones (15) se reducen en este caso a

1 o o (H 1,2-

o o �z.' ft_'L

o i o t- J 1 t-n
::::0

" t: o fYI rvz

'1 o o 1. fs: , .�.L'-
I

t e z: 1I1I o o .. t6¡

de las cuales, sumando a las filas pares las impares multiplicadas

por i,s8 deducen las

'o o o :E'
4. 8'2 I

o o tu t�l.

o o o p,_, F;_z.
.:;::.0

o e; o 141 tllt'

o o o 1='31 �'L '

o o t fr., t\z¡i
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dlistema equive.lente al d_e las dos ecuaciones independiente s

(18) 7J t n, I{J
-

-

o

o (u, o )

---;) C tt, ¡:;)
-

-- o

a (U,V-)
() (_P,_, ¡:;)

- -- o

d (_ lA, v- /

de las cuales es consecuencia la

Las (18) son,pues,las condiciones necesarias y suficientes

para que las (17) equivalgan a establecer dos relaciones analiti-

cas entre x,y,z. Dichas ecuaciones se satisfacen evidentemente (co­

mo puede preverse a priori) cuando las F sean funciones monogéneas
de la t=u + iv;la condición de monogenelldad se puede ecribir,en efeo-

to
(J�_.()t:
--_ L -_

'O tr 'OlA.

3i u y v son dos de las coordemdas,por ejemplo x1 y x..2"en­

tonces las mismas (18) son las condiciones de monogeneidad de Fa Y

F3 consideradas como funciones de x.

2º) n=3,k=2. Las ecuaciones

(19)

representan en S 6 una V u s que se puede escribir en el campo comp.Ie jo

(20)

con notaciones análogas a las del caso anterior.

Las (15) se reducen a dos ecuaciones

o

o

o f4� T (1-/ i

I�
o i

- - r 1.4 - - - ... r ,14 \o f1� -
- - - h" o t:H--- t:¿�

f31 -
f34 1- f'Z>1 -

-- f'l'f I
o O o \=.o
o f 41 h'l O L f" .... 1"

\i fn ---- tH O o hl - - - �ry
f ¡,¡ - -- t, '1 o o fr.J - -- - {r,c¡

o

o

de las cuales se deducen las

(21)
�. r r: FL f})::.o
---

o (U,', IA¡' J U.t.)
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necesarias y suficientes para que las (19) r'ep.re serrten una VJ¡ carao­

teristica,o lns (20) Ulla superficie analítica del espacio complejo

de tres dimensiones.

6. Sean

X i = r· [LA., u-)I e
" :::. t, 1, J, '-1

las ecuaiones de una superficie analítica real del S�. Escribiendo,

como de costumbre

y aplicando también a este caso los resultados del n!:' 4, se obtiene,

como condición necesaria y suficiente para que aquella superficie

sea cnracterfstica,la siguiente

� (P.,�)
.--- =- o

b (UI cr)

encontrada por vez primera por 3EV�RI por otro camino(1). B. SEGRE

ha dado también de ella otra demostraci6n en su citada Memoria lfQ.ues-

tioni geometriche legate colla teoria delle funzioni di due varia-

bili complesse".

7. Observemos que las ecuaciones (10) del nº4 expresan también

que son característicos los espacios tangentes a la variedad (9) de-

finidos por las ecuaciones

j� �k

L lX y
- x,,) ;<p�. + "L (LL - u�) ;�.� =- o ( l' = 1, 2, ... , 3_??)

r z: I r
1::.1.

Llegamos así a la importante caracterización proyectiva de las va-

2
( �)

,riedades caracteristicas(ya enunciada por B. SEGRE para Th= :

Las variedades características están caracterizadas por el he­

cho de ser característicos los espacios tangentes en SUB puntos ge-
/

nertcos.



JV o T A S
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15 Antepongamos nlgunas consideraciones sobre los espacios os­

cuIadores a una variedad anaIftica;dado que,encontrándose ya en un

antiguo trabajo de DE P2ZZ0, son generalmente poco conocidas. Las

propiedades que siguen valen igualmente en el campo real y en el

complejo.

Consideremos,en primer lugar,una superficie analítica pertene­

ciente a un espacio de 1�8,S de cuatro dimensiones. Se sabe que el

plano tangente a la superficie en uno de sus puntos genériCOS es el

que contiene las tangentes a todas las lineas regulares pertenecien­

tes a la superficie, que salen del punto considerado. Si,en lugar de

las t8Ilege.ntes, se considerDn los planos osculadores a todas aque­

llas líneas, se reconoce que dichos planos llenan,en general,una va­

tiedad cónica ele cuatro dimensiones t cuyo eapee io lineal de pertenen-

cia es un espacio de cinco dimensiones. Este es el espacio que D2L

PEZZO llama vrimer espacio osculador a la superficiea en el punto

considerado. BOEPIANI lo llama, tambien espacio 2-tangente.

El primer espacio osculador en un punto.P de la superficie F

ss también el espacio lineal mínimo que contiene todo el entorno de

I

segundo orden de P. Es decir,que,si F viene representado parametri-

camerrt e por medio de las ecuaciones

el espacio lineal determinado por el punto P de coordenadas x ,y

por los cinco puntos '1.. , 0'1. ,

)
.' i;"I.� , "

X� (��) , 1\, l ��;)) 1�� (;:�), ?k1T (v:iv- I E1rv-l 07J'�)



JL¡

es, pre c
í

eemcrrte , el lJrimer e spa cí,o osculador.

ExisGirán también los espacios osculadores 2º,3D,etc. de di-

mamsiones,respectivmnente, 9,14,etc. El espacio seculador (n-l)-

ésimo(o espacio n-tangente) tiene ... L dimensione a,

Las precedentes definiciones y propiedades se extienden evi­

dentemente a variedades anal
í

ticas ele cualquier número de dimen-

siones. Zl primer espacio osculador,en un punto Pta una Vn cuyo

espacio ambiente sea suficientemente amplio ,es el S}1.� de perte­
s

nencia de la variedad lugar de todos los glanos osculadores a las

lineas regulares de Vh que salen de p. �ste es el espacio lineal

minimo que contiene todo el entorno ele segundo orden de V n. en P.

y así sucesivamente.

2. 3xaminemos ahora lo que sucede con los eSl�cios oscula­

dores de una Vu 0! (perteneciente a un ambiente suficientemente

amplio) imagen ó.e la V
y .l!" arial

í

tica, definida por las ecuaciones

I

parametricas

donde nos limitamos a considerar el entorno de un punto P en el

cual las f'. S011 funciones univocas holomorfas de las "'¡j" Escribamos
'"

I

Y ademas

,

Las ecuaciones de � se pOdran,pues,escribir

Y;e = CPk (Uf,···, Vl.zr)

':tI< ::: fk· { u '" .. ) lA1.r)

siendo las �k'�k funciones analíticas reales de los paramétros
reales U4t ••• ,u�rJque satisfacen dos a dos,en el entorno conside-

rado,a las ecuaciones



(3)
J 9," � tA- � <Pk � V1-.-

/""

d iA��_�
-

d U'lJ
-

{JfÚj
-

-"d UU"j'-L

y,cada una de ellas separadamente,al sisterrn

-

o

'(;(. "

o 2'
J

obtenido del

�'l CPk
,'\ r-

J ¿{
." Ju

- .;. (-1

;;'l Pie
'¡)u.:2_;_( ()UfL'?

J

i;
q_

c.f/k:
QuL..) ?Ju;�J¿

(J

'?J
e,

rt<
o u Q__¡ o f4.;__¿

cuyas ecuaciones se obtienen derivando las (3)

Para comodidad de escritura,si P es up punto de F,cuyas coor-

de cy , eYj se�� el punt o de

'O !fk iJ'-,�
coordenadas -,---,,-�-

t
- " - .•

OlAju., 'O i.1.iuu{
El S >:(,_� W osculador a

denadas son X, ,indicaremos con PJ' el punto cuyas coordenadas son
� -

dX¡ 7J¿;>(k
;.;,� y con PI'; el de coordenadas "'" "\ �. Analogamente en el espa-
u ti � () tj' o

cio real, si r:S5' es el punto correspondiente t de coordenadas 1;" /;;� t

d ':1;/ ;':
"

, i
coordenadas

o u�:' �'u7 y �j{ el de

F en P esta determinado por los pun-

tos

2 l? ' ..2., í J' �.i} i ct;) {_::: J, 2J, , , J y)} J) h "
I

de modo que sus ecuaciones parametricas seran

1.
� r .

()r le. \�� i .

O ;ek
- X¡., + 6, f\¡ 'i;T + / " Al'; -

/ j
/ e "'O f¡' () t.{;

siendo J¡' ::V¡'+iVj' y )., ::::11, tiV'n par�metros complejos. 3eparando la
I , ')� ,í)i; J.r,

parte real de la imaginaria,se obtienen las ecuaciones del Sh(�T3)

(6) ( k: 1, :tJ •• " n)

_n_ t caracteristico, imagen real de «)



(7)
:t .:> 'Xt� +- 2: .: (Ii d rf/� + )¡, ";)</1<- ) + '>', (" 'i:

'lt/lk.
_ -f-ll J'l_� )'¡, OlA.ll_1 7)u (.1 L...J¡ R fAl .....

u' ?/A a
Je �" . '\

.Z
J o 'j-I 1.<-( V"'''j_I(J UZ't_1

nos dicen que s L es el espací o determinado por los puntos,li-que

nealmente independientes

( 8 ) a C;p.' q. (-
d \fJL ,

� lp k_J'·· .'
'

P
.(:1) , J t.J - i 1 , 'i-¡ -1 \ ) fA :' ,,":\, ,J l¡ - I J 'l. � - (

'.' 'L, , jU¡, ,)
)

J -;

Por otra parte t los puntos que doternünm el espacio .f2 ( o sculador

a er en !J son

(jJ) y.)). 1�,.,... (A!::f-A- A,y=1,'2" .. , :2'1')

Ahoea,de estos puntos coinciden con los anteriores � QP). ,q,_j-IJ:U-J) CP2.jJ2€-:t.
ya que se tiene

en virtud de las relaciones (5);y los restantes puntos q'1.j-{IH, q,_J,:lA
pertenecen al mismo espacio lineal de los primeros,por ser sus

coordenadas combinaciones lineales de las de aquellos , como nos de­

muestran las (4). Por consiguiente J2¡coincide con 12 •

Concluimos,pues,con el siguiente teorema:

Las variedades características gozan de la propiedad de que

sus eSlJacios osculadores en puntos genéricos tienen un número de

dimlmsiones reducido a. r(r + 3) (en lugar de r(2r+ 3) como en el ca­

so general ).•

Además,diehos espacios oscuIadores son caracteristicos,eomo

imágenes reales de los eppacios oscuIadores a las variedades eo.­

respondientes del eamvo complejo.

/ /

3. El hecho de la reduecion del numero de las dimensiones de

los espacios oseuladores a una V�T c�racteristica depende,pues,subs­

tanci[umente,de las ecuaciones (4) a Que satisfacen las coordJmadas
/

de un punto de la variedad,con8idaradas como funciones de 2r para-



metros reales,escogidos convenientemente. En general,todas las va-

riedades de 2r dimensiones,de un espacio suf
í

cí errt ene nte amplio, que

gozan ele tal propie,dad,están caracterizadas analiticamente por me­

dio de un sistema de r� ecuaciones(linealmente independientes' li­

neales y homogéneas,en las derivadas parciales de segundo orden. De

estas ecuaciones se deducirán,por derivaciones sucesivl1s,sistemas
/ / I I

de orden mas elevado,que eA�resaran la reduccion del numero de las

d.Lrre nadcne a de los suce sdvo s e apacLoa ,

Asi,por ejemplo,el �egundo,tercero,cuartotetc. espacios o scu-

lac1_ore;s a una superficie caracteristica tienen,rospectivamente ,las

dimensiones 6.8,lO,tec. en llilgar de 9,14,20 etc.

4. Las superficies de un hiperespacio (� 5)caracterizadas por

la propiedad de que,en cada punto genérico,el primer espacio oscu­

lador se reduo e a un S j¡ ,han sido estudiadas por C. SEGRE (.i). La

propiedad geométrica que las define equivale anal{ticamente,como

hemos dicho,al hecho de que las coordenadas del PU1�o,consideradas

oomo funciones de dos parámetros reales,satisfacen a una ecuación

lineal entre las derivadas parciales de segundo orden

(9)

que,en nuestro caso tes la clásica laplaciana

fu u
+ f Ir 'Ir = o

Una interesante propiedad ( que puede verse en la Memoria ci­

tada de C.SEGRE) de las superficies aqu{ consideradas,es la s1-

(10)

t
.
I

guien e:la ecuaClon

(ll)

define,sobre la superficie,un doble sistema conjugado de lineas
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(en el sentido de DUPIN,ésto es,que las tm1gentes a las lineas de

uno de los sistemas a lo largo de una linea cualquiera del otro

forman una superficie .desarrollable). Estas lineas se llaman �

racteristicas;dado un punto de la superficie,los pares de tangen-

tes a las secciones hiperplanas para las cuales dicho punto es do�

ble,forman los pares de una involuci6n.cuyos rayos dobles son,pre­

o
í

eamerrte , las tangentes a las ce.racter{sticas. Toüo lo dicho en el

caso en que la ecuacion (9) sea del tipo no 'oi1rabólico,que es el

r •

unlCO que nos interesa.

Pam las superficies caracterfsticas observamos que,reducién­
dose la ecuacion (9) a la (10),es A=C,B=O,y aquél doble sistema con­

jugado esta f'o rrm.d o por las integrales de la ecuación

(12)

que,en éste casotson las lineas de longitmd nul�. En efecto,éstas

últimas se definen mediante la ecuación

(13)

pero se tiene,en virtud de las condiciones de monogeneidad de fk ,

..

__Q
_

-.

-

d epI<; )'1. .J l/Jk)'1. ¡ _
--"'

�

() r/Jk)'1. .
J rpf(

,l i - t:
-0 - ¿k L ( �u- J

+

rv� J
- � k L( � ¡J-

+ l () r¡-) J -

d

qr = 2: .
() 'Pk -o q>k

+
-;; I.J)k �t¡lk.

.

-= o

k L u U OiT .UtA- OiT j

Y la ecuami6n (13) se reduce a la (11). y de ah! la importante con-

secuencia

Las superficies caracterfsticas son superficies de área minima�

Esta propiedad,relativamente a las superficies caracterfsticas
/ (!l!)

de un S� ,fue demostrada la primera vez por KOMMERELL,con los prin-

cipios del cálculo de las variaciones, Otra demostración sintética,

muy elegante, también relativa al caso n=2,puede verse en la tantas

veces citada Memoria de B.SEGRE. Las c_onsideraciones que preceden



tienden a hacer ver cómo el considerar las suporficies curacteris-

tices en espacios más amplios arroja nueva luz sobre algunas de sus

propiedades intrínsecas.

Se puede observar que,si movemos r1gidamente una superficie
1 / I ,

caracter�sticaten general no conservara este caracter,porque hay

movimientos rigidos que no son pseudoconformes,es decir,no corres­

ponden a transformaciones analiticas del campo complejo. Lo cual

nos dice que las superficies caracteriHticas no son todas las de

área minima. De las consideraciones que hace B. SEGRE en el nº

de la memoria citada se deduce, sin embargo,que las superficies de

área mínima de un espacio de cuatro dimensiones son las superfi­

cies caracter1sticas y sus transformadas por movimientos rígidos.
Es de suponer que la misma propiedad subsista en un hiperespacio

cualquiera;pero,en todo caso,las consideraciones citadas de B. SE­

GRE no se ext i enden tal co mo están.

)(0 T A S
.._----�--

(O Vcl. �. SE�RE

;:r 1:::1�������f���::��:��i
dllLA K. R, � J c. ,_t¡ 't 00..!LO

.,

1 t. ú Q) _;._ q 01·

l�) 1<. 1-< O M .M f R. E' )- J_: <Te{ _�_'::::YY\ _;7.J'Y)� .__,k � ,-jr�� .i.: "�
l/',NI.

.

C'\ -' 'V\A (/ � A A " __, 'lA. E:/YV, ")0 wf--ft ¿_-_vb 0tA.Q., (i� o-o 'lA � V1,... � 1" C/V\/�

--------
-
------�------- - ----- -- -

--- - ----------�-

(3 d.. GOl i 'i o 1;)-.
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e A P I TUL o IV

LAS V imIEDADES PL.A1WIDES

1 Ll
.

d d 1
.

d
(\)

ud• am.aremos varae a p a..lJ.O� e a una variad real de S H' que

sea lugar analítico de infinitas variedades características. En es­

te Capitulo estudiaremos solamente tales variedades con relación a

la precedente definición;mús adelante veremos la importancia que

tienen desde el punto de vista de las transformaciones pseudocon-

formes y para el estudio de las funciones de varias variables com-

plejas sobre variedades analíticas.

I

2. Las variedades planoides mas importantes son las hipersu-

perficies lugar analítico de .)0- variedades caracteJÍsticas. Las 110.­

(2)
mar-emes hi:eerplanoides:t denl'bminnci6n debida a Bli:RTIL lUJvIER, que las

estudió en el caso n=2:el primero que se ocupó de tales hipersuper-
I

J (3)
ficies de un SI¡ fue POINMRE, como ya éLijimos en la Introducción.

Para. obtener las condiciones analíticas que ca rec ter-í aan a los

hiperplanoides nos será nueveme rrte muy útil la extensión a lo com-

plejo. Sea

(1) f ( �4' 1:f':l" ...• � ..
; Z, I z�, ... , z; ) = o

la ecuación de una hipersuperficie ana.Lfti ca (real) de S.2n.. Para que

sea lugar geométrico de una simple infinidad analitica de �n-¿ ca­

racter1sticas,es necesario y suficiente que se pueda encontrar una

familia de hipersuperficies analíticas y dependientes analíticamen­

te de un parámetro real

(2) <jJ, ( "11" .. , 'Y",,; z�, ... I � ... ; ex).:: o



/.;1.

de modo que ,para todo valor de d í.cho parámetro en un cierto interva­

lo (ex o t CY., ) las ecuaciones (1) y (2) definan una V:¿(�_I) caracteristi­

ca. Observemos,en priIrer lugar,que debera ser y� 1= O,(1e modo que

llia ecuacion (2) podra escribirse,en un intervalo conveniente de � t

en la forma

(3)

Hagamos el transito de lo real a lo complejo,eseribiendo,como siem-

pre, x;' y.. + iz .. tX� y¡ -iz,' ,y sean q; y '1/r las tranaro rmaü ae ele cp y 0/.4
serán funciones analiticas en las 2n variables xL',x¿·,consideradas

como Lnúe pend í.errte a, Para que una e cuac
í

on cp =0 represente una hiper­

superficie �eal del S2n(x�, ••• ,x��) es necesario y suficiente que l�

función cp sea real siempre que se substituyan x , ,Xl' por pares de

,

numeros comple jos conjugados. En tal caso se tiene que las deriva-

das parciales � ) <R- ; � .. , e:P,-. X' etc. son también complejo-conjugadas.
'X. , 1:.,' "', 1:J �I '/

Dicho esto, tengamos en cuenta que ,tratándose del entorno de un

punto ordinario,no serán nulas todas las derivadas parciales de �
podemos suponer, por ejemplo, cR 1= O (y entonces se tendrá. también

')C'n

�_.¡. O). POdemos,pues,rei301ver la ecuación
�

(4)

respecto a xn y substituir y substituir el valar hallado en la i/r ;

entonces la condición pedida se podrá enunciar asi:que de la ecua­

ción (4) y la

(5)

se pueda,cualquiera que sea � en el expresado intervalo,deducir la

x , como función analitica de las Xf' ••• 'X""_,,Y la x.,., como función

también nnaliti ca de les XI' ••• ;X'1l_4 • En virtud del lema demostra­

do en el capítulo 11 c1eberán, pues r c"Gbsistir Las re la c ione s



(6) (i-=IJ ... J"..,-,)

El si st erna (6), lineal � ho-nogene o y ele primer orden en las' deri­

vadas parciales de V ,cleberá( por las condiciones d.e L problema) ad-
I

mitir una solucion no constante. Par-a lo cua.Lv e s pr-e c
í

so y basta que

dicho sistema (formado por 2n-2 e cu ac í.onea en 2n-l yo..riables) sea

completo ;es decir, que todas Laa ecuaciones

(7)

X -t k
- X¿. LXIc ('IjJ)j - Xk LXI. (1//)j::: o

X.l - r = X� L XtJ Yr) - Xk L X"Ít (1JF)j - o

"K

X ¡.¡;_
== .x, ¡_ XI< (pJj - XI< LXI. ( -yr)j :::_O

I

que, como es sabido,son lineales,homogeneas y de primer orden,y admi-

ten todas las inetgrales del sistema (6}.deben ser consecuencia 11-

� de las (6).

Debemos,pues,iguala� a cero todos los determinantes de orden

2n-1 formados con los coeficientes de las 2n-2 ecufJ.ciones (6) y ca-

I
_ L;

da una de las (7). Para no repetir los calculos,deslgnaremos con CAK
los

I

coeficientes de x ¿ en X"k ,XXi:: J ••• y anaLogo significado
x.' "X

.

tendran C-t'.� te .,,'¡: ,etc. Entonces,ul1o cualquiera de dichos determinan-

tes se puede escribir (teniendo en cuenta que t = O)
Cl:?1

O\ <Px
I

�

10
I O

!J J o
-t1.k

o

o O O O O
-

- - -

cp - - -

O O O O

'it?1

a

o q;x� o o o o
- - -

o cP,x: "" o o - cb-
o -- - - <Xl

--

-
-

o o o �,x� -

o - cPX'L- - -

-- - -

- - -
- - -

-

.

o o o o _ <b¿... - �-
- - 1):",-.

.l'
... 'ir",_/ @lX, e.

"2.
e

!t,.-, é¡:�k' __
-- �t.k t..t< ¡'¡c--- hit.



ep- a o - cP?z¡/x.,,,.

:::4'X:

,.,.-1 O q;� o - cp-
.. 'Z'L

')'1
,,- t

cfJr:-'- '--. x'

CPx 'i)
t

CP;¿"1<- - �. _' r: C!:_'¡;;_k
o D cp- cr- .,.

.::: ,
� - x.. x"'_,

-: J iz ''U i:..-,
e X�Ihit (:; It /.t. ... CJ1k ?k

y expre aí.onos ana.Logae obtendremos pa.r'a L1�k y iJ,_, k. Tendremos, por lo

tanto t el sistema

Ll .. -:-
::: o

11. N.

pero,como hemos supuesto que tPlX.?, y CP�Z?l eran diferentes de cero,resul-
,

tara
rf..

_

,- o

+s:

.,., F,'
� = 2, c'Í).f' /c-

'/-"-:::. o
L_¡ �;,k VI..

�;¡:,'
,

Ahora es fácil ver que ¿.¡!.k y �.¡:¡;_, cualesquiera que sean h y �t
, Json identicamente nulas. Se tiene ,en efectv;o,para :E -0-1""

y para

siendo nulas las G¡[¡;_ correspondientes a ápices distintos de x-t ,x�

y x ;por consiguiente
?1

Nos quedan solamente,en definitiva,como condiciones necesarias

y suficientes para la existencia de una funcion � que satisfaga a

2.

las condiciones impuestas, las (n-1) ecuaciones

(-r:.,I<::; I,zl-�-/�-I)

Es interesante ver la forma que toman estas ecuaciones. Se tie-

ne



r

X-�cjJ_Li(.tjJ_ --�-.f. te
-

-=l:.. x/{ X'." X1l '1:."

por t anto

Obtenemos asi

� ,

( 9 ) �
s;

( �) =- r/JZ¡. l t; rf¿� ..4,
- 1>, f, «. Zn) + 4J� l �L f, :p� L'h

- rp'['f¡ (/Jx� X:c) = O

"
Las ¿ ,,- son reales para valores compf.e jo s conjugados de las

1J;e

b t
�

I

varia les. Se eno ranvpue sven el campo real,pam caracterizar a los

hiperplanoides$otras tantas ecuaciones de segundo orden

(10) (-h,k:;;;._ 1, :2,., .,) n-¡)

u. \iL1J:'INGBR, en su citada Memoria lTZur Formalentheorie del'

Funktionen von mehr l::omplexen Veranderlichen" escribe las ecuacio-

nes diferenciales que caracterizan a las hipersuperficies de ni­

vel constante de las funciones biarmónicas:hipersuperficies que no

/

son otras que los hiperplanoides,como veremos mas adelante. Pero
I

•

las citadas ecuaciones estan escr1tas en el campo real y represen-
I

tando paramétricamente la variedad:los calculos resultan bastan-

te complicados y la forma de las ecuaciones las hace dificiles Aa
, / I

estudiar en la practica. Los resultados obtenidos en este parrafo

nos hacen ver las ventajas del método de extensión a lo complejo.

y la forma bajo la cual hemos obtenido dichas ecuaciones nos per­

mitirá deducir algunas propiedades interasantes(v. cap. V y VI).
I

OBSERVACION. El numero de las ecuaci ones deducidas por 7fIRTIUGER

es mayor que el de las obtenidas aqu1:10 cual no obsta para que



ambos sistemas puedan ser equivalentes. Pero se puede observar que
..

I

las ecuaciones ele iJIRTnWER no son todas algebricamente independien-

tes. En efecto.dichas ecuaciones se deducen,en la memoria citada,co-

mo condiciones necesarias y suficien!ies pam que una cierta forma di­

ferencial admita un multiplicador. Ahora bien, supongamos que dicha

forma sea
"

<,----

2-, r. J -,
¡.:: 1.

las condiciones para que admita U� factor integrante son,como se sa-

be,las siguientes:

(a )

donde se ha eupue süoj para abrevtar la escritura

pud í.end o variar los Índices i,j,k desde 1 hasta n,sienclo,por ejemplo,

i <: j < k.

Entre los primeros miembros de las (a) se verifican las identi-

dades

(b) Y, B/,ú. == Bijk' .P.;._' - .E.i/P ,Efe + ..f\ ... e
. Pj

que nos demuestran que parte aquellas ecuaciones son consecuencia

, (.t¡)
algébrica ele las otras, como hablamos dicho.

3. Para n 2 se tiene el único caso h=k=ltY el sistema (9) se

I • •
I

reduce a la um ca e cuacaon

Su primer miembro es idéntico,en el campo real,a menos del factor



encontrada por Z.Z. LEVI en sus trabajos sobre el conjunto de los

\ 5) I

puntos singulares d.e las funciones aI1.!tliticas de dos variables. Aun

en éste caso resulta alguna comp.Lf cac Lonv e í, se hacen los cálculos

en el crunpo real.
,

'::IHTIlJGER fue el primero que t en la memoría cilttada,hizo ver la

tidentidad formal de L'.((/J)ccn _i_J..,(<P).
iG

Los primeros miembros de las ecuaciones (10) resultan,para h=k,

expresiones análogas a la de LEVI.

4. El mismo método nos servirá para el estudio de las varieda-

I

des planoides de un numero cualquiera(impar) de dimensiones.

Sea una V�('I'l-y)+i ; sus ecuaciones

(13)

(14) Ln j .�'.") x",):::: o !
-

-

,

se convierten, con el transito a lo complejo,en las

Q,ue dicho, var-í.ed ad contiene una simple infinidad onolitica de V.I.('n_7")

caracte;rlsticas,quiere decir que exis:tirá una función 'tfr en las mis-
•

mas variables�real para valores complejos conjugados de ellas, y tal

que el sistema formado poÍl' la (14) y la .¡fr = a, represente una V:l(?1_r)
aaracteristica para todos los valores de ex. en un cierto intervalo.

Como se sabe,es necesario y suficiente que,supuesto

(15)

sean nulas las matrices jacobianas

!

i

d�.. .

7J q;,.
. .'

d �L 1'1· -1 :1 i) ii d (A
J _!1-�- J .•• ,

"() q;, ji

11 �x�'
J

{)�'7I�r+-.4 J.
l

""".
(1- ) ... , r-

il .O_X( .

'O X;�_'Y<--4.. .�.x�.
ti l./F"K;. l¡J; , ... J Vx,>" 11 IlJfx. ) Vx r:

.. J Vz-I �n'�+� I ,-r+ �

rJ=I,2,._.,n-r)
Las ecuaciones diferenciales que resultan se pueden dividir en



dos grupos. Las que expresan la anulación de las matrices obtenidas

suprimiendo en las precedentes las 1hltimas filas

l ?__�i._ ; _

--e)
_ \ft,�_ )' _

_ I
d eP

"1'1_';
/ J • - ., r - 1.l

l' �- �. ;
� tí?L__ "

. . ,
.:� �-f- 1/::::: O

1\ 'o ,.. j o l"'--¡.¡.l U.t.'ll
-

ULj -o 'I."-YH o}."

(j;:: 1, el:, ... ,,�r'l- r)
son ecuaciones intrinsecas (que contienen únicamente las éterivadas

(1&)

de eP,,) y nos dan ya un sistema de conóí cí one s necesarias,de primer

orden. Para los hiperplanoides no hemos encontrado tales ecuaciones

de primer orden. hecho cuya interpretación geomE}trica se verá en el

cap:Í:Gulo V.

Las restantes condiciones en 4f se pueden escribir

(16') X�"f1)=J

() (epA . rfl'" ) 9Jr- (
,

� ( .

�·r+4)·

'1;." " , V)
-._= o

) ;.,(_.�.' -?,? )
1'1 :::: (J, :/., , r - 1

I - ...{ 2, , 71-í-J
--en ):(dJ,
x· -

�\."

J () t :j

(h -» /ir), ... ) ,'7--1' T7+n_''_"t'_. = O

X '>J-r+/ ) ..... .} X.,.,)

Debemos substituir éste sistema por otro equivalente,cuyas

ecuaciones sean algébricamente independientes entre ellas y con las

(16);por ejemplo

X �O) ==
"O ( 9" 1?,. , . I <p2_}_VI) ::. �

I ') f·", X Xrri)o \..f. 1) -'n- ".. .. I )'
. • J

(17)

I == .4, �, ... , n- r

suponiendo que sea

'd rP,'
1I ?; Xj(18)

';) tp,'
;. -r-r--r-ÓrÓ:

OX?1-Y'rl
i = 1, �, ... ) r

Podemos suponer que 4r depende solamente de 2(n-r)+1 varia­

bles(por ej, x1, ••• ,X')')_r;xP ••• 'X",_r,x",,),lo cual. se obtiene resolvien-

,

do las ecuaciones (14) con relacion a las variables restantes,y subs-

tituyendo los valores hhllados en � • Para que ésto sea posible es

preciso que sea



),1

(19)

Pero J. es uno de los menores máximos del. j ac ob í.ano J, que heme s su­

p
puesto diferente de cero;la condición (19) se puue,por lo tanto,su-

poner siempre verific�a.

Hecho esto,lns primeras ecuaciones (17) toman la forma

/ z 1," ""' ")1- r

Pero,en virtud de las (18) debe ser

queda, pues, solamente

(20) Xi -=

,

Las segundas ecuaciones (17) se escribiran

, I

o tambien, con una notacion de significado evidente

(20' )

I

Ahora bien,las condiciones para la existencia de una fUncion

que verifique las (20) y (20') son las que expresan que es completo
,

el sistema formado por estas ecuaciones:es decir,las que expresan

que todas las ecuaciones

x-- = o
""hK

(cuyos primeros miembros están formados con las mismas operaciones

que en el caso precedente) son consecuencia lineal de las (20) y

(20'). Conservando análogas notaciones que las del n-º2,se llega.en

la misma forma,a un sistema de ecuaciones en las derivadas parcia-


