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CAPITULO II
LAS VARIGDADLS CARACTIRIZTICAS DE S ,, - CARACTLRIZACICN ANALITICA
Y PROPIZDADES PRCYECPIVO-DIFERINCIALES DL ZNTORNO DZ 1% ORDEN/

1. Llamaremos variedad caracteristice & tode voriedad real

de un 3,,, que sea imagen,en la representacion considerads en el
capitulo precedente,de una varisdad analitica del 3, comple joo
Por veriedad analitica del D, 6 ,entendemos una variedad

representable en ¢ con ecuaciones del tipo
(l) fl: (‘,:",.,_J.,Cm)' t;;--.,r;;):o f:: !?2)-";7’?

donde X,,eee,X,e SOn coordenadas de ¢ ;t,,eee,b, perametros com-
vrlejos;y las £, son funciones analiticas,ésto es,desarrollables
en series 4e polencias de las variables (xh,tj) convergentes al-
rededor de cada punto de un cierto campo,

Estudisremos solawmente problemas en peguefio;jnos vamos a re-
ferir,pues,no a la veriedad analftica en todo su campo de exig-
tencia,sino soalmente al entorno de un punte regular. Supondére-

mos que

D (torzcatal 4,
-a(xn Xy« 2 x':n) -71:

en el entorno comnsiderado,asi que las ecusciones (1) se puedan

!
resolver en la forma parametrica

(2) £p= @ (to ot m= il ,m

I4
giendo las P funciones univocas holomorfas de las tj. Ademas,
si los ejes coordenados estan en posicion genérica respecto del
citado entorno(lo cual puede conseguirse con una conveniente ro-

. . ’ _ 7/
tacion pseudoconforme de losymismos) se podran tomar como para-
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metros k de las coordenadas,de modo que las ecuaciones de la vae-

riedad tomen la forme parvicular

(3) Jf_h = (‘P,- (A‘:‘,_,,.,, SC;:) 'f‘..l'-'k-\'-«i,...,fn-
o tambien imIJl{Citas:10nte
(4) fﬁ (fC;,...,’/f'm):o A= 4y .., M=K
con 'D_p'rf,..-, Fote) .

’D('L:"{f-f""" L

lo repetiremos,de ahora en adclante,éstas observaciones, su-
3 L3 . L3 ! - -
poniendo que seran verificadas las anteriores hipotesis siempre
que tengemos necssidad de e€llio.

Sea,en una cualquiera de las repregentaciones de V,,

-y - T = - 4+t
I% jn L, / / J

seperando la parte real de la imaginaria,obtendremcs las ecuacio-
nes(parametricas,implicitas o explicitas) de una V,, real de S,,,

que hemos llamado caracteristica.

2. En particular,los Su caracteristicos scrén los espacios
lineales reales de %“,imégenes de los 3, de 3, Por todo lo que
se ha dicho en el capitulo mterior,tenemos que

Los espacios lineales caracteristicos son aguellos,y unicamen-

te aquellos,que se apoyan,del modo mas intimo posible,en la congruen

cia K del esoacio del infinito de San o

3. Queremos encontrar shora las condiciones analiticas a que
deben satisfacer las variedades caracteristicas,en los diversos
modos de representacién. Conviene,pars ello,hacer uso del méto-
do de extensidn o lo complejo (vease Inproduccion).

Antepongamos un lema general.



N P
Sean dadas 2(n-k) ecuaciones analiticas en las 2n variables rea-

28 X;,nuo,x’gm

———

‘p4 '—)‘:';J---’ ‘ttm}:o
(5) J

ok -
P my (A0 Xam )70

suponiendo que el Jacobiano

9( %ﬂf;g,Ljﬁjmﬂﬂl_
D(-":;’.__f(a---s L"zmj

sea distinto de cerc en una region R del S,m(x;....,x;m). Resol-
viendo las (5) se obtendran las variables x;mu ,...,x;%, en fun-
cidon de las X{yeee, X o De trata de encontrar las condiciones a
que deben satisfacer las p para que § de las variables comple-
jas

1] * !

= =4 ey m— 1R
"tku--r szH”_‘ + 1 In.{.‘g-;--;] r 1 25 ’

vengan a resultar,de éste modo,funciones holomorfas de las

] . 1 v ) . ‘e
e+l HER I Iy

31 se efectla el transito de lo real a lo comple jo,las ecua-

ciones (5) se transformon en las

@; (?C;,-.-;xlm;' —E;r'->:f’??‘!):0

(6)
é (24, ) Xoms Xyyeiey Xy )=0
2l )

Supongamos que las g variables citadas son
xkff v Xpgor Xhes
Bl lema general es el siguiente:
Las condiciones pedida@d,necesarias y suficientes,consisten

en la anulacion de las K matrices jacobionas

2. V4 2k, b 2k

P

» ’ 2

(= 4, 2...., 2(m- k)
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fpara_j=l,2. too’k)c

foa
En efecto, para que las x,.( nﬁE4<l,...,§0 sean funciones ho-
lomorfas de las x; (j=l,...,k),sabemos (vease Introduccion ng 4)

que es necesario y suficiente que se verifique

/—J'X'y ry = ket d, o oy #+ 3

(7) 2T
e ¢ /'..—.4,2,“..,1?

y,por consiguiente,se tendra también (ya que las ¢) son reales pa-
ra valores complejos conjugados de las x )
(7") "a?’i} ym et ty. .., k+3

BZ/ / = Ly - L L,

En las ecuaciones (7) y (7') se entiende que las X,yX,, 86 han obte-
nido de la resolucidn del sistema (6) respecto de las variables X ,
X, (l1=k+1,eee,m). Esta resolucion es siempre posible,con 1las hipd-
tesis hechas sobre las ecuaciones (5).

Derivemos las (6) respecto a x‘j(j=l,....k). Resultaré,an Vir-

tud de las (77)

:am@_"--f- rb ¢J_"__ ?_’Eﬁgu + + ’JQ D?C1“_+ (= A2, s -k
Va0 A D
+ ra:_d)_t___ P?_?fz+5+r+___+?r{>:; ’ax}f-:_o /= £,2,.. . ,k
BLprssr VX VT DX

Pero la condicién necesaria y suficiente para la compatibilidad de

estas ecuaciones es que sea

X R NCL S SRS T
(8) ” ﬁ; , Dy VLm DT yysen 0 T ”ﬂ
(=1 2,..., m-k

para j=l,s.es,k;como queriamos demostrar.

Las ecuaciones (8) se pwlen escribir tambien en lad forma

1N ' X R Do |

e g ) e —

\ B'E.j aka ? E'm axh#di—! a‘rm

. ’
Las condiciones pedidas para las funciones . 8e escribiran
3

26



- - - - ! 1} — H
volviende a lo real;es decir,haciendo X, = xzﬁ_,+ixz$,xg=xﬁiq._1x2ﬁ'

y separando &espués la parte real de la imaginaria

4, Bean ahora

(9) @’(m;;---l LG;'-"-“---;'ug,jg):o (- 4.2, 27
i

2n ecuaciones analiticas en las verisbles reales X/ yeee9Xs, J €N

lod parémetros reales Uy ,eee,U, o QUeremos saber cufles son las con-
diciones necesarias y suficientes para que las (9) representen una
Vo caracteristica. Lo que equivale a decir:que, en una region sufi-
cientemente pequefia,2(n-k) de las x (por ejemplo X,  ,eee,X3, ) S
puedan expresar como funciones de las restantes x(resolviendo las

(9)) en tal forma que las

o~ s - rf,.‘ -
K= DC'?‘?__"-T-;:_Q?_ LYs R, n)

resulten funciones holomorfas de las X =K, + 1%, (j=lyeeesk)e PO~

niendo tl=ui*‘+iua{,Eu='uh_,-iu£“,el lema precedente nos dice que

L . ns s
Condicion necesaria y suficiente para que las ecuasciones (9)

representan una variedad coracteristica es que,en el entorno de ca-

da punto generico,se verifiquen las ecuaciones siguiemtes;

'/a¢c"?¢': . ’3¢".I_ "-D¢.£-F---j_:)¢—s.—"a_q_)‘—.1>--lfbi_¢i_'—‘:’lr—‘ 0
(10) | 272" e 2n " 2 E 2t 2% ?F, |7
f.. = '{J £)<v'1 2”

para j=l,...,k;siendo las ¢, las transformedas,como de costumbre,

de las ?.,mediante el transito a lo comple jo.
[]

5. Supongamos que las ecuaciones de la variedad vengan dadas

en la forma parsmetrica esplicita

(11) xt - fu (e, - Uage)

Entonces se puede escribir

(12) @ = x¢- £



Efectucdo el trénsito a lo complejo,las (11) se convertiran,pues,

en las B b
o s e T y= g+ ¥ s i i T.~-1T., .
(p ('.—':.;----- £ '-znv--J'T---"-i"u---:"-'u t“"'-‘t"‘-) - T_z_'z - ;‘1174 L ‘_',2,__- 2eees 7K —‘{"
( ) 211 21 (y- /0 !72)
13 _ _ - LA
—_— . - s
- P ot bk T )= Ly ty ’ ‘f+_,,‘ . i T, - fi
q:)ﬂ"f (.’-1:-~-J"‘-'-;~.) Lgpeer S J [ R R VPR )_ 2 — - 7(5 ’ ( N 4 , 2:—-

Debemos hacer uso de las condiciones (10),habiéa cuenta de que,

en el presente caso,se tiene

EX VNI T2 DN R Al Iy 1 Phapa  Qfary
T2 DAj Q—é e }—r 28, 2 Bug., 2 'buzr
,)(piif o B{CC.,—EY_)_{ OI e GL'#Y ’aq{“;— - ! szr_ _i ’Dr‘;«i
vy | 2 ;_J'_"_l— :T Ey é_..—'r 2t, L Dty L 2 é@ar
de modo que dighas ecuaciones toman la forma
0 0 0. 'Oi_rH*'{'Ff-‘-:---:"1'49_;._1-"'&'&._,., ;—fu—ffm:- -4“?::.15‘-:"‘1'1.:.;(_
(14) - Ky T Taw T |
a R ‘. A., i i ) 3 . ll
1 0 0. - oJ_f"j-“J“*L:-;'J.‘i!i‘”"_.TZJI"IJ’-I'."I+l¥z‘.'llgk;-f{j r,f_‘hj—!,z,-.,; -.r-tj-l,'.'.ll-l"'f-&j—i}lk o
—t I; 0 0...9, '?Czj,.{*ll'h.j’.ﬂ,--u"‘sz,?.i-:-q"":sz.lki'.flj;i_': ;J‘,Q.-»-l_ftja?-K—l"'n-J'rUt
0 ’. i 0..0 )~ rn+4,1+£TR+| P —-,-Tmr,'ik-u_"fhmm =1
39 - - -
o , \ T a2
0 -t 0...0 - +Ia+§.,i+l'7.s+1;i.‘-. ? TTeeegins Flss |
C e -~ r'?‘zr-lﬂkdﬂ.fm-r,lk.g'

050 0. . 4;~fomi,0+ gm0 - _
-J“éﬂ,:k.,;*l‘f;ﬂ.ik l]

103 0 0 -ty ~tamatity,, -
1_.'67 = 'c)?)rf_ (,=10,2,..., =/
y Uy
En la matriz (14) podemos sumar a ls columns n-k + 21 la n-k+ 22+1
(para 1=l,...,k) ¥ Observamos entonces que la que viene & ocupar es-
te Ultimo lugar puede descomponerse en suma de dos columnas,uns de

las cuales es proporcional a la anterior:suprimiendo este Ultima,re-

sults
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C 1 0 0 .- 0 ) f‘HJ ‘[)‘Jaa--w 124‘1;._
f ~ - - . fa e - -~ = - - - = = .
v 0 0. .. 0 ) Tejeiq. N R
: 450 o. .. 0 ) tyd. fajon _
u3) } e~ . = =20 =2, Ay
0 , 4 © . - _ O Teed - - trenik
0 ,-¢ o - D ) tlrao,d Fiepn, 2de
0, 00 -~ - Aj Foend. .. -fmnis
H o, 0 O . STy tam 4 _ Fm,zk“

Veamos 1o forma que toman estas ecuakhones,desarrollandolas para va-
lores particulares de n y k. Observemos que, siempre que nos sea cdémo=-
do,podemos substituir sus primeros miembros por los imaginsrios con-
jugados,poniendo -i en lugar de i,

En el caso n=3 , k puede tomar los valores 1 y 2.

19)n=3,k=1. Se trate de una superficie de S, ,representada én este

egpacio por ls ecuaciones

(16) Ly = /j;- ( Lo, o) PR I S

Poniendo

o = o+, y - L4, L~ Xpt+(Zg
’t:" érr"rl.f.l'f (7: /2,3
dichas ecusciones se pueden también escribir comple jamente
[I?) I:H{u&)) y,-ﬁ_'(t.—r,v-) v - I:;(M,w)

¥ las ecuaiones (15) se reducen en este caso a
-L (2] 0 {11 Tiz

ot ] [o] L faz
o 41 o Fa £aa
. —= 0
¢ ¢ 0 Fuyi re2
le o 4 frt ~r:
{‘ o LR re; teld ||

de las cuales,sumando a las filas pares las impares multiplicades

por i,se deducen las

‘o o o £, F,
i o o te Fiy

-0 o o Py, F. —0
0 & 0 fyr tur

0 o o F, K

gL .
llﬂ 0 ¢ ‘Fu Fni“



gistema equivelente al de las dos ecuaciones independientes

(18) ESL U A 20H, 5)
?1 ey UJ 2 (H;QT o
de las cuales es consecuencia la PR AR) o
Dot u U,

Las (18) son,pues,las condiciones necesarias y suficientes
pars que las (17) equivalgan a establecer dos relaciones ansliti-
cas entre x,y,é. Dichas ecuaciones se satisfacen evidentemente (co-
mo puede preverse & priori) cuendo las I sean funciones monogéneaa
de la t=u+1iv;la condiciodn de monogeneddad se puede ecribir,en efec-
to

P
2

A3

:L?ag. (}?: fa:z.rj)

31 uw y v son dos de las coordenadas,por e¢jemplo X, y X,,eN=

|

S

tonces las mismes (18) son las condicicnes de monogeneidad de Fy ¥

E'3 considersdas como funciones de X.

20) n=3,k=2. Las ecuaciones
(19) Koz fi (e e, uy, Uy (= 42, .. 6
representan en S, una V,,que se puede escribir en el campo comple jo
(20) x = F1 (t, t) y= Kt k) x = KL, )

con notaciones andlogas o las del caso anterior.

Las (15) se reducen a dos ecuaciones

T T PR IS 1

O tu---- Tty

i 0 far .- -t { 0 fa,-__ tau
o 0 Fav - fau -0 0 4 far- -- fi¢ -0

0 0 | Y I— tuy 0 i Fyq - - - fyy

0 1 FS’{”"" ted 0 0 ;r'_ -t pr

C Fep - fed 0 0 Fe---fey

de las cuales se deducen las

’QM il /) (‘, /.) {= 7,2, 3; ‘/-}

() D (U, u, ue)

S

Jo



necesarias y suficientes para que las (19) repre:enten una V, carac-
teristica,o las (20) una superficie analitica del espacio complejo

de tres dimensiones,

6. Sean
X; = fio(uew) A FIC-UR '
las ecuaiones de una superficie analitica real del Sye ascribiendo,
como de costumbre
Fio= £+ 8 Flo=tm iy
y aplicando también a este caso los resultados del nt 4,se dbtiene,
como condicidn necesaria y suficiente para que aquella superficie
sea caracteristica,la siguiente

'2 (Pn ﬂ)_
2 (w o)

encontrada por vez primera por 3SEVIRI por otro caminorij. B.

0]

ZCGRE
he dado tambien de ella otra demostracidn en su citada Memoris "Ques=
tioni geometriche legate colla teoria delle funzioni di due varia-

bili complesse™.

7. Observemos que las ecuaciones (10) del n%4 expresan también
que son caracteristicos los espacios tangentes a la varicdad (9) de-

finidos por las ecuaciones

dn ) ,da’k )‘p

— r " q)‘. —_— ) ) _:—:- . | | 32

’é’lkr‘x"’).ﬁf_}- %:‘,(Llﬁ Ly dus o (e=12,..., 9—;)
Llegomos as{ a la importente caracterizacidém proyectiva de las va-
riedades caracteristicas(ya enunciade por B. SIGRE pars n=2 ‘' }:

Las veriedades caracteristicas estén caracterizadas por el he-

cho de ser caracteristicos los espacios tangentes en sus puntos ge-

Vs
nericos,
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CAPITULO III

PROPILDADLS DIFERENCIALLS DE HIGUINDO ORDEN

1. Antepongamosg algunas consideraciones sobre los espacios os-
culadores & une variedad &nalitica;dado que.encontrandose ya en un
antiguo trebajo de DEL PiZZ0,son generalmente poco conocidas, Las
propiedades que siguen valen igualmente en el campo real y en el
complejo.

Consideremos,en primer lugar,una superficie analitica pertene-

x "2 2 :
ciente a un espacio de mos de cuatro dimensiones. Se sabe que el

plano tangente a la superficie en uno de sus puntos genéricos es el
que contiene las tangentes a todas las lineas regulares pertenecien-
tes a la superficie,que salen del punfto considerado. Si,en lugar de
las tanegentes, se consideran los planos osculadores a todas aque=-
llas 1ineas; se reconoce que dichos planos llenan,en general,una va=-
tiedad conica de cuatro dimensiones,cuyo espacio lineal de pertenen=-
cia es un espacio de cinco dimensiones. ilste es el espacio que DIL

PEZZ0 llama primer espacio osculador a la superficie# en el punto

considerado, BONMPIANI lo llams tambien espacio 2-tangenfe.

Bl primer espacio osculador en un punto,P de la superficie I
@s también el espacio lineal m{inimo que contiene todo el emtorno de
segundo orden de P. Ls decir,que,si I’ viene representado paramétri-

camente por medio de las ecuaciones

x; = f (1Y)

el espacio lineal determinado por el punto P de coordenadas X ,y

por los cinco puntos

:Eu(l)-ﬁ) ) A) 37‘“) "?nu 1 i')’ -'-w 7?5"9_) 'BU'V(}%'

D

JJI
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eg,precisanente,el primer espacio osculador.
Exisciran tambien los espacios osculadores 22,3¢%,etc, de di=-
memsiones,resnectivanente, 9,14,etce 11 espacio esculador (n-1l)-

4 - 0} - (el )
esimo (o0 espacio n-tengente) tienme "'"'Y) | dimensiones.

Las precedentes definiciones y“ﬁropiedades se extienden evi=-
dentemente a variedades aneliticas de cuslquier nimero de dimen-
siones., &1 primer espacio osculador,en un punto P,a una V. cuyo
espacio ambiente sea suficientemente amplio,es el 5...5 de perte-
nencia de la variedad lupar de todos los planos oscui;dores a las
lineas rcgulares de V,, que salen de P, iste es el espacio lineal

minimo que contiene todo el entorno de segundo orden de V, en P,

r'd .
Y asi sucesivamente.

2. Axaminemos ahora Jo que sucede con los espacios oscula-
dores de una V., & (perteneciente a un ambiente suficientemente
amplio) imagen de la V, F,analitica, definide por las ecuaciones
paramétricas

Zp = fp (to t,) o= 4,2, .., m
donde nos limitamos a considerar el entorno de un punto P en el

-

cual las f, son funciones univocas holomorfas de las t. Lscribamos
X,z Y FiZ, %‘:sz_f-}-iu?'

!
y ademas

{k {f;,f«_;..-) tv) = (Pk (M;,”., Mgr)'}';l. %(H".,., M!.T)

Las ecuaciones de ?F se podréﬁ,puas,escribir
Ye = @ (U o Uay)
e = ¢k.{u,,..., Uy, )
Siendo las 4l'¢ﬁ funciones analiticas reales de los paramétros

reales U,j,eessl,, ,que satisfacen dos a dos,en el entorno conside~

rado,a las ecuaciones



b QDHH o P '7&:_._ 0 (p? ) ) %

{.5) 2 én{?}_‘.; h /3 unj’ ’a“}_ -

P, Uni-oL

y,cada una de ellas separadamente,al sistemo

L T
o 2 .
é;t;-,'—abl,,.‘_ { be&.;_-’ ‘\a g . .
UwIJ / ! AR ' 2’)
—B‘«;. "}‘L P Jr ot = dr a0
A — — - ®
Fbu'z‘}? 2 Py, -1 PBM'.;J!—IH?""%_.
obtenido del
| . .
Yo VY P, 2
B{Aij-f—a‘ﬁzng - 0 Mﬁ!.j' dUg, 'F)bt;:_f' BM;M ' - P L{.-hj-'-;?i{”_,
(5) . |
3?919 s 2 Y% szk o biwk
Duij._, DQugs Dy Ousg Dy Duzy Dk, DUy,

cuyas ecuaciones se obtienen derivando las (3)
Para comodidad de escritura,si P es un punto de F,cuyas coor=-

denades son X, yindicaremos con P; el punto cuyas coordenadas son

]
PAES
%t_“y con Pj el de coordenadas 2t _; + Analogamente en el espa=-
/
clo real,si 65" es el punto corresponaien‘be de coordenadas J., <.
de C.}/ . ‘J’J sers el punto de coordenadas Qy,.? Y i Yy . el de
VY, T ok Iy
coordenadas <-— — .

Vuju. " Dy ou,
51 Smma; w osculador a T en P esta determinado por los pun-

tos
-P; J:)J:-Ej (_J.E"? J'O;H{: J":]‘""’T)

4
de modo que sus ecuaciones parametricas seran

< ark S BQ-C'J'( )
= X, + A ' ' — k=1, 2,007
(6) X p TN R "'/;_,!.{ Aie 2401, (

siendo A =+ ¥ )“jc':.’{'t +.-.z)£, parametros comple jos. Separando la
parte real de la imaginaria,se obtienen las ecuaciones del Sp(y+3)

L) ,caracteristico,imagen real de w

g5
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Y, = + 5 [y Dgﬂ-‘-‘-~ 32 ' e 1 )
- R Tt 2 (Mg - auu,) Hie mﬁ,iug, '%‘552:753::
7
i} P : | ’
PER DIy uda +%'3“3*—_—)+L (i, 2V py, VB )
281 Deezes 'BH-;-;-;D‘*‘M"! ¢ Duyj rg“a ‘

que nos dicen que .., es el espacio determinado por los puntos,li-

nealmente independientes

(8) Q, (f;-.j-i'} C’a_q( ’BLPK Fbtpk ), fgl'._;,‘z,..,}

M. e )
r) M'I. B F) lrl Vit )

\ 1)“1 T-Du( Dutj ')‘Dulz—

Por otra parte,dbos puntos que determinm el espacio.JQ.,osculador

a & en & son
g?),@},o}iH (A.L:JL/L )\.}4.:4,.2,,.--,517')
Ahoea,de estos puntos coinciden con los anteriores Tﬁfﬁﬂ»qﬁyhip.xcayﬂ&i
va que se tiene
(Sag,j = %:J-i Ojja.j,ze-; = gnl:j-i,:?-i
en virtud de las relaciones (5);y los restantes puntos Eﬁfﬁiﬂ:qﬁﬁze
pertenecen al mismo espacio lineal de los primeros,por ser sus
coordenadas combinaciones lineales de las de aquellos,como nos dee
muestran las (4). Por consiguiente (2, coincide con (2
Concluimos,pues,con ¢l siguiente teorema:

Les variedades caracteristicas gozan de la propiedad de que

sus espacios osculadores en puantos gﬁnéricoa tienen un numero de

dimensiones reducido a r(r +3) (en lugar de r(2r+ 3) como en el ca-

S0 general).

Adem&s,dichos espacios osculadores son ceracteristicos,como

imégenes regles de los eppacios osculadores a las variedades cole

respondientes del campo comple joe.

3. E1 hecho de la reduccidén del nimero de las dimensiones de
los espacios osculadores a una V,, ceracteristica depende,pues,subs-
tancialmente,de las ecuaciones (4) a que satisfacen las coordamnadas

de un punto de la variedad,considesrades como funciones de 2r pa:é-



metros reales,escogidos convenientemente, In general,todas las va-
riedades de 2r dimengiones,de un espacio suficientemente amplio,que
gozan de tal propiedad,estdn carscterizodas enaliticamente POT me=
dio de un sistema de r” ecuaciones(linealmente indevendientes) 1li-
neales y homogeneas,en las derivadas parciazles de segundo orden. De
estas ecunciones se deducirdn,por derivaciones sucesivas,sistemas
de orden més elevado,que expresaran la reduccion del numero de las
dirensiones de los sucesivos espacios,

Asi,por ejemplo,el segundo,tercero,cuarto,etc. espacios oscu-
lsdores & una superficie caracteristica tienen,respectivamente,las

dimensiones 6,8,10,tec. en liagar de 9,14,20 etc.

4, Las superficies de un hiperespacio (n> 5)caracterizadas por
la propiedad de que,en cada punto genérico,el primer espacio oscu=

lador se recuce a un 3,,han sido estudiadas por C, SEGRE(L).

La
propiedad geométrica que las define equivale analiticamente,como
hemos dicho,21 hecho de que 1los coordenadas del punto,consideradas
oomo funciones de dos parametros recales,satisfacen a una ecuacion

lineal entre las derivadas parciales de seguno orden
(9) Aﬁm""‘QBfuv+cf::v+Dfm+£ﬁr+Ff:o
que,en nuestro caso,es la clasies laplaciana

(10) %Lu t fop =9

Una interesante propiedad(que puede verse en la lemoria ci-
tade de C.SEGRE) de las superficies aqui considersdas,es la si=-
guiente:la ecuacion

(11) n?du‘—ﬂﬁa(udv,«./‘idv“_—_o

define,sobre la superficie,un doble sistemm conjugado de lineas



(en el sentido de DUPIN,ésto es,que las tsangentes a las lineas de
uno de los sistemas a lo largo de una linea cuslquiera del otro
forman una superficie demarrollable)., Lstas lineas se llaman ca-

racteristicas;dado un punto de la superficie,los pares de tangen-

tes a las secciones hiperplanas para las cuales dicho punto eg do=
ble,forman los pares de una involucidn,cuyos rayos dobles son,pre-
cisamente,las tangentes a las ceracteristicas, Todo lo dicho en el

caso en que la ecuacion (9) sea del tipo no parabolico,que es el

unico que nos interesa,
Para las superficies caracteristicas observamos que,reducien-
dose la ecuacion (9) a la (10),es A=C,B=0,y aquél doble sistems con=-

jugndo este formado por las integrales de la ecuacidn
(12) Adut + dur=-©

’ iy 4
que,en este caso,son las 1{neas de longitmd nula. in efecto,estas

! - » .
ultimas se definen mediante la ecuacion

(13) os" = % it + L F own oo+ gfjd"p:o

pero se tiene,en virtud de las condiciones de monogeneldad de f, ,

> k) i< “ k J P
= Z’kLLn’a%) lbvt:) | kl_(bw) { D‘F:r/J_ c(f

DEF’ b‘Pk -‘)Wk Bll/k -0
%’ Z'H_auk Enr+ Qu 20 |

y la ecuatidn (13) se reduce a la (11), Y de ah{ la importante con-
secuencia

Las superficies caracteristicas son superficies de area minima.

Esta propiedad,relativemente & las superficies caracter{sticas
de un S, ,fué demostrada la primere vez por KOMMERELLEEon los prin-
cipios del chlculo de las variaciones; Otra demostracidén sintética,
muy elegante,también relativa al caso n=2,puede verse en la tantas

veces bitada Memoria de B.SJEGRE, Las consideraciones que preceden

34



tienden a hacer ver cdmo el considerar las superiicies caracter{s-
ticas en espacios nas amplios arroja nueva luz sobre algunas de sus
propiedades intrinsecas,

Se puede observar que,si movemos rigi&amanta una superficie
caracteristica,en general no conservari éste caracter,porque hay

movimientos rigidos que no son pseudoconformes,es decir,no corres-

ponden a transformaciones analitices del campo comple jo. Lo cual
nos dice que las superficies caracteristicas no son todas las de
érea minima, De las consideraciones que hace B, SLGRE en el no

de la memoria citada se deduce,sin embargo,que las superficies de
area minima de un espacio de cuatro dimensiones son las superfi-
cies caracter{sticas v sus transformadag por movimientos rigidos.
Es de suponer que la misma propiedad subsista en un hiperespacio
cualquiersa;pero,en tode caso,las consideraciones citadas de B, Si-

GRE no se extienden tal como estan.

__/(UITAS
(1) Vd. @. SE«RE : Hu iraeo  lonse oli u.u}g CLe
2qci phpont, leqata ode savoniowi U meoni
olhe @KQﬁ/bLux,&. OOAMQ.Q/M_'_ ok A Setouoto v Xi e "Att

oledio {R.H.nmﬂx Je. L fo%iwu "Lt w2, a90%.

(2) \"(‘KOMMEREFL:@{;‘M.ﬁmM-JﬂQ’ II'{/Q‘:»_ILLd':J:, L
.Q/L-'JV\.Q. '&c.,u/m Son u-'Lu’b E}«mmum JN of-ire -

e S

. 1

matis e Ol Bl 6o, 1405



CAPITULO IV

LAS VARIEDADES PLANOIDES

1. Llamaremos variedad Elaﬂoidé”a una variedad real de S.» que
sea lugar analitico de infinitas variedades caracteristicas. &n es-
te Capitulo estudiaremos solamente tales variedades con relacidén =
la precedente definicién;més adelante veremos la importancia que
tienen desde el punto de vista de las transformaciones pseudocon=-
formes y para el estudio de las funciomes de varias varisbles com=-

ple jas sobre variedaies analiticas,

2, Las variedades planoides més importentes son las hipersu-
perficies lugar analitico de - variedaies caractedsticas. Las 1lla-

. I . (2
maremos hiperplanoides,dendninacidn debida & BERTIL ALMER,que las

egstudid en el caso n==2:el primero que se ocupd de tales hipersuper-

ficies de un S, fué POINE&RE?éomo y2 dijimos en la Introduccion,
Para obtener las condiciones ansli{ticas que carscterizan a los

hiperplanoides nos seréd nuevamente muy util la extension a lo come

rlejo. Sea

(1) \P(%- ‘J,,_w-uyn;Z,,fz“,__,zh):o

la ecuacion de una hipersuperficie analitica(real) de S,,., Para que
sea lugar geométrico de una simple infinided enalitica de v,, ., ca=
racteristicas,es necesario y suficiente que se pueda encontrar una
familia de hipersuperficies analiticas y dependientes ansliticamen-

te de un parametro real

(2) W (Yor o Io i dare, Xu; @) Z0

HO
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de modo que,para todo valor de dicho psrametro en un cierto interva-
lo ( «,, o ) las ecuaciones (1) y (2) definan una V,, caracteristi-
ca. Observemos,en primer lugar,que debera ser qg-% 0,de modo que
da ecuacion (2) podra escribirse,en un intervelo conveniente de « R
en la forma
(3) x =Y
Hagsmos el trinsito de lo real a lo complejo,escribiendo,como siem-
pre, X;=y.+1iz; ,X;=y, -iz,;,y sean ¢ v 1};‘ las transformadags de PIY
seran funciones anali{ticas en las 2n variables X/ »X; ,consideradas
como independientes. Para que una ecuacion ¢==O repréesente una hiper-
superficie real del 5,, (X,,eesyX,,) ©8 necesario y suficiente que lg
funcidn 4) sea real siempre que se substituyan x,,X%X,, por pares de
numeros comple jos conjugados. n tal caso se tiene que las derivae
das parciales d?ﬂ¢£“ﬁmq*qé}%-etc’ son tambieén comple jo=-conjugadas.
Dicho esto,tengamos en cuenta que,tratandose del entorno de un
punto ordinario,no seran nulas todas las derivadas parciales de ¢J:
podemos suponer,por ejemplo, qah% 0 (y entonces se tendra también

4%;# 0). Podemos,pues,resolver la ecuacion
r4) ¢(r4,...,xujf,r--)i-h)':o

regpecto a x, y substituir y substituir el valar hallado en la ¢ ;
entonces la condicion pedida se podré enunciar asi:que deo la ecua=

cion (4) y la
(5) Uffx‘“ ..,x",,;x_“..,,*xﬂ)zg(

8e pueda,cualquiera que sea x en el expresado intervalo,deduclr la
—_ ./

x, como funcion anelitica de las X,,.ee,%,_, ,y 1l& X, como funcion

también analitica de 129 X,,eeesX,_, » Bn virtud del lema demostra-

do en el capitulo II deberan,pues,subsistir las relaciones
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X = (% ) = V(P w) :

(6) j= a"——- —_— = 0 X:—: _ — - o (/; /,A.., m—f)
(r'j ’ I’.‘ﬂ) j a (J._/'; 2,)’)
Bl sistema (6),lineal,homogenco y de primer orden en las deri-

vadas parciales de ¢} ,deberé(por lag condiciones del problema) ad-

. g -" » - -
mitir una solucion no constante. fara lo cual,es preciso y basta que

dicho sistema (formado vor 2n-2 ecunciones en 2n-l1 varisbles) sea

completo;es decir,que todas las ecuaciones

-Xﬁk; X& (Xk(W)J‘XkLX,g(W}_/:o
.(7) X;,— = X‘M_?MWJ-IMRE (W)J”D

4 b

X.;= X, XWX X (¥ =0
que,como es sabido,son 1ineales.homogéneas y de primer orden,y admi-
ten todas las inetprales del sistems (6),deben ser comsecuencia li-
neal de las (6).

Debemos,pues,igualatr a cero todos los determinantes de orden
2n-1 formadog con los coeficientes de las 2n-2 ecuaciones (6) y ca=-
da una de las (7). Para no repetir los calculos,designaremos con C::
C;-; cee loﬁs coeficientes de X; en X , ,Xj ,eee ¥ anélogo significado
tendran C;k ,Cj: ,otce Entonces,uno cualguiera de dichos determinan-

tes se puede escribir (teniendo en cuenta que Y = 0)
il

. o .0 0 0... .0 O |
0 .0 o
0 ¢% . 0 -
()] 0 _ . _ N 0 0 ~ 0 (9]
A =10 o .0 b o0 _ 0 -%g |
hk” .
0 0o _ __0 0 %z, .- -0 -%=
0 0 _ .. o o o-_ - -
Ly xry Xney z, T, -2-.,._, z,
@ﬁ'k @;,;, (Dl.k @-fdc £k~~-@hk @k
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i" ,'EZ ’Di"i-r iu:
B

W

y exXpresiones analogas obltendremos para Zl,z__,; v xﬂ?_;,' o Tendremos,por lo
tanto,el sistema

A = #) A---o0 A,-'_D

hle A i 7 ke

H3

pero,como hemosg supuesto que t,ba Yy ¢ eran diferentes de cero,resul-
ll Lem

’

tara " _
- _ o i xe i
221 = La Cue Pz ™ °
. m ®£y
N = T ,O,- -. == O
2oL S Ak Pz,
T,

T .-1\ O ‘. — o
2= 2 Gie P
Ahora es fhcil ver que zm‘y 3 jp»cuslesquiera que sean h y k,

- r - - »
son identicamente nulas. Se tiene,en efectdo,para 5 ..

X

€0 =0
¥ para 2;:‘; %’
Ct = 0z, Proz. ~ P2, Pa,
L?;,:; = ¢z Pax, " ?z. Pz, =,

@_EE - ¢.«"_'_";o qb’i:g Lo - ¢jﬁ ¢£.0'¢ Z
siendo nulas las C;; correspondientes a 4pices distintos de X2 Xg
y ':Eﬁ spor consiguiente '
b 1 = o

I

Nos quedan solamente,en definitiva,como condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de una funcion Y que satisfaga a

las condiciones impuestas, las (n-l)ﬂ ecuaciones
24z =° (i, k= 102017

is interesante ver la forma que toman estas ecuaciones, Se tie-

ne



-
A = @r..l_(@rg z " % qbr") S~ (Pur ~ faoe ) DQ",,,J
por tanho z,
G%; = P, Crpz, ~ Py Pun
G%Z; = Poy Pz, = Pre Prp i

Obtenemos asi

(9 2, (D)= b (88, - PP n)t Oa (B, Pas e Bug 5,)=0

Las ZJg; son reales nara valores gomplejos conjugados de las
- /
variables. Se tendran,pues,en el campo real,pars caracterizar a los

hiperplanoides,otras tentas ecuaciones de sepundo orden

(10) Q?O--\‘P):O (7';,-'-'::.1', 2,.. .., n—z)

hke

We WIRTINGER,en su citada Memoria "Zur Pormalenthecorie der
Punktionen von mehr komplexen Verdnderlichen" escribe las ecuacio=-
nes diferenciales que caracterizan a las hipersuperficies de ni-
vel constante de las funciones biarmdémicss:hipersuperficies que no
son otras que los hiperplanoides,como veremos més adelante. Pero
las citadas ecuaciones estan escritas en el campo real ¥y represen-
tando paremétricamente la variedad:los calculos resultan bastan-
te complicados y la forma de las ecuaciones las hace dificiles de
estudiar en la practica. Los resultados obtenidos en éste parrafo
nos hacen ver las ventajas del método de extension & lo comple jo,
Y la forma bajo la cual hemos obtenido dichas ecuaciones nos per-
mitird deducir algunas propiedsies interesantes(v. cap. V y VI),
OBSERVACICN, El numero de las ecuaciones deducidas por TTIRTINGER

@8 mayor que el de las obdenidas aquf:lo cual no obsta para que

b+
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ambos sistemas puedan ser equivalentes, Pero se puede observar que

las ecuaciones de IRTINGER no son todas algébricamente independien=

tes, En efecto,dichas ecuaciones se deducen,en la memoria citada,co=-
mo condiciones necesarias y suficientes pars que una cierta forma di-
ferencial admita un multiplicador. Ahora bien,supongamos que dicha

forma sea

i/..}.._-f -t)" u{I‘J'

i=d
las condiciones para que admita un factor integrante son,como se sa-

be,las siguientes:

(a ) .Bé-.‘il?; Qj"{'f‘-t;:' “?m'“" L)k Q&':d
) J

donde se ha supuesto,pars abreviar la escritura

_ b, V&
Qm‘n - ,Dl.:; B 33’.’7,,

pudiendo veriar los indices i, j,k desde 1 hasta n,siendo,por e jemplo,
i(j(k.
Intre los primeros miembros de las (a) se verifican las identi-

dades

que nos demuestran que parte aquellas ecuaciones son consecuencia

/ (4
algébrica de las otras,como habiamos dicho.

3. Para n—2 se tiene el Unico caso h=k=l,y el sistema (9) se

reduce a la unica ecuacidn
rll) Z(®)§¢13Q¢5+¢y§ ¢£¢f_¢fy¢x¢§—¢ﬂ:§¢f¢y:o

Su primer miembro es jdéntico,en el campo real,a menos del factor

numérico 16,a la expresién . . | , . 5
T e (S )+ [T fe)] (2 38)

de 29 BE:E_E:?;_--—E-‘L— TE 30 S ( D5, 0
(12) "'2'(3'21 33:+3%1. FEYAR R 'D'JC‘-..??L) 2 5 ?m"g’-' 0,29, s 0%




encontrada por sS.d4. LEVI en sus trabajos mobre el conjunto de los
puntos sinpulares de las funciones anmliticas de dos varisbles. Adn
en éste caso resulta alguna complicacién,si se hocen los calculos
en el campo real.

UIRTINGER fue el primero que,en la memoria cigbade,hizo ver la
didentidad formal de 2,(@®)cen 4%;,(&[3}.

Los primeros miembros de las scuaciones (10) resultan,para b=k,

expresiones analogas a la de LZVI,

4, 21 mismo método nos servirs rara el estudio de las varieda=
- ! - L3 -
des planoides de un numero cualquiera(impar) de dimensiones.

Sea una V,,-4)+4 ;SUS ecuaciones
(13) ?:'(yz;-_.; ym).‘.“:(!"') zw):o I = _'{,_,.4:27”——1
r
gse convierten,con el transito a lo complejo,en las
(14) ¢ (Jf;;-vv; L”).‘-'E‘;"'-', fq.):o gl,—, 'F‘; )‘——7.

Que dichsn variedad contiene una simple infinided analitica de Vien-r
caracter{sticas,quiere decir que exigtira une funcidn yk'en las mig-
mas variables,real pars valores complejos conjugados de ellas, y tal
que el sistema formado pot la (14) y la ¢V== @, represente una V,, .,
garacteristica para todos los valores de o en un cierto intervalo.

Como se sabe,es necesario y suficiente que,supuesto

3(5’32:41‘9;,:-"--) :!_r-.tnw_)_
(15) J=g et Bt g0
(In vt Fmy x’m rEelT x"")
sean nulas las matrices jacobianas
! “ bﬂb‘ . 39)1 D¢ !i
()¢ -l;¢ .y a U‘f’ ’2’,-1) a > ,'bx: +",...-a?;-%i—
i’aj axﬂf?‘f.. . a"_ "’"‘”'__I.T"
U:Z' —ras’ "Va""’ ‘J;‘:-H-f B UE‘«
(f:(.-?....,n-r)

Las ecuaciones diferenciales que resultan se pueden dividir en

w6



dos grupos. Las que expresan la anulecion de las matrices obtenidas

suprkmiendo en las precedentes las dltimas filas

tiz dy,o.., 7-4!

(16) II@T; "D dmres QI;l:O UJ:’ CER "—
(j=4,2,.... ., m-3)

son ecuaciones intrinsecas (que contienen unicamente las derivadas

de ¢}) v nos dan ya un sistema de condiciones necesarias,de primer

orden., Para los hiperplanoides no hemos encontrado tales ecuaciones
de primer orden,hecho cuya interpretacion geométrica se vers en el
capitulo Ve

Las restantes condiciones en ¢ se pueden escribir

('ﬁ’ y ‘,('.ri:"a---J_,._,) e o )
(161) X, = o(?. e V2

I 7 (s mrsar o D
LN T+ kit n=s O, 4,..., -1
.X-_-{:TJ-—-— 'j:w“l',-": ] D/ 47 %*é)w—) . j = d, <y » -7
/ 0 (IJI} chj g ¥ » x‘?"')

Debemos substituir éste sistema por otro equivalente,cuyas
ecuaciones sean algébricamente independientes entre ellas y con las
(16) ;por ejemplo

(o) B':_Q;J Qc‘-‘: ¢¢|w')_. . _—{OJ___ a(;ﬁt’é""‘?’fr' V_l{...
(17) X = B0 X = =0

. = ' ! S =, T
/ B {.‘r;"j_;x’,mr‘,;---) "t”?') / -r) {xj;?:m—cwba ""‘r"‘)
/=4 2....., n-T

suponiendo que sea

(18) , ’axj ’ ax‘ﬂ—'}’*‘ 0 C “
i =/ 2,...,7T

Podemos suponer que {r depende solamente de 2(n-r)+ 1 varia-
bles(por ej, x1,...,an;il,....qu.i;).lo cual se obtiene resolvien=-
do las ecuaciones (14) con relacion a las variables restantes,y subs-
tituyendo los valores hhllados en ¢ . Para que ésto sea posible es

Preciso que sea

HF



(19) Jo =0 b Pl gy

! "')( Kpepag 100 Ko 3 B os By
Pero J, es uno de 1los menores maximos del jacobiano Jyque hemos su=
puesto diferente de cero;la condicidn (19) se pﬁﬁe,por lo tanto,su-
poner siempre verificada,

Hecho esto,las primeras ecuaciones (17) toman la forma

X ::__,_{__.ta}: AP @y ¢’_)_D_P—_ o YRRV ko
j-ﬂ_-!_‘! - D’.‘..-':I"-.'-- R ) D j
Pero,en virtud de las (18) debe ser
0 (@ @, ,. - .. ¢7);¢
D Fwmeriar - v o)
queda, pues, solamente
(20) X = OV _o (jihiz..., ne7)
/I 3 2/.
Las segundas ecuaciones (17) se escribirén
X 3(*?", "__;_('D;J D ‘i‘_" atﬂ ‘P“ _-‘_.qu) atf' =0 (=02, .., n-7)
VA Torpire 1 Tn) DEf “amj,m,,,i o B) 9%,

0 tambien,con una notacion de significado evidente
(207) X, = ¢ %%—Gb(fﬂ-ag-:o
Ahora bien,las condiciones para la existencia de una funcion
que verifique las (20) y (20') son las que expresan que es completo
el sistema formado por estas ecuaciores:es decir,las que expresan

que todas las ecuaciones

X =e gg=e Xyg=o°
(cuyos primeros miembros estdn formados con las mismes operaciones
que en el caso precedente) son comsecuencia lincal de las (20) y

(20'), Conservaendo angloges notaciones que las del nf2,se llega,en

la misma forma,a un sistema de ecuaciones en las derivadas parcia-

4 &



