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INTRODUCCION

In una serie de recientes trabajosg,donde se estudian a fondo
muchos vproblemas esenciales de la moGerna teoria de las funciones
de dos varinbles complejas,, SuViRI ha establecido las bases de
une fundamentacion geométrica de aquella teoria; este camino ha
sido explorado &espués minuciosamente por B,SiEGRE,el cual ha ob-
tenido tambien notables resultados.

Segun este modo de ver,las propiedades fundamentales deri-
van de la represgentacion real de los entes 00mplejos,y gspecial-

mentewnde la manera de considerar el infinito gel campo de varia-

bilidad. Como ha demostrado SLVERI,lo mas correcto es considerar
el par de variables complejas (x,y) distendido sobre la Vﬁ de C.
SEGRE(es decir,sobre la f;lda real de una V, de OEGRE de tipo elip-
tico) de un espacio de ocho dimensiones;esta variedad es,en efec-
to el modelo mkmimm algébrico-topologico minimo de dicho campo.
Haciendo la proyeccion,en modo conveniente,de diche variedad so-
bre un espacio plano de cuatro dinensiones 3, ,obtensmos la repre-
sentacion de los puantos del plano proyectivo complejo por medio
de los puntos reales de un S, euclideo:en ésta forma,los puntos
del infinito de aqual plano corresponden homeomdérficamente a las
rectas reales de una cierta congruencia lineal eliptica del es-
pacio impropio de aquel S5,. Todas ¢stas consideraciones fieron
ya hechas en una nota de B.3SLGRsu,donde se hace ver toda su impor-
tancia.

e propongo en esta memoria estudiar estas questiones en to=-
da su generalidad,extendiéndolas al caso de n variables., Inmedis-
tacente se echa de ver que,salvo algunos conceptos fundamentales

que se transportan inmediatamente con ligeros cambios,no se tra-



ta de extensiones bansles:se presentap una gran riqueza y varie-
dad de hechos nuevos,que demuestren la conveniencia de no limie
tarnos al caso n=2 si queremos llegar a poseer una visién comple =
ta de la teoria de funciones anmaliticas de vorias variables.
fay,ademnas, cuestionss ya estudisdas en ¢ste Ultimo caso que
adquieren nueva luz cuando se aventa ¢l numero de dimensiones del
gspacio ambiente. Un ejenplo eleaental se nos presenta al consi-

- - I #
derar las llauadas suverficies caracteristicas (vease mas adelan-

te): una vpropiedad fundamental de éstas superficies,que demostra-
remos en el Capftmlo III,es la reduccion del numero de dimensiones

de sus espacios osculadores en puntos genéricos. Cosa que no tie-

ne sentido,evidentemente,en un espacio de cuvatro dimmnsiones. Di-
cho de otro modo:en este ultimo espacio cuadquier trozo regular

de superficie analitica contiene un doble sistema conjupsdo de 1i-
nead,en el sentido de DUPIN:apenas se consideran,en cambio, super-

i . . - / " s
ficies pertenecivntes a espacios de mas de cuafro dimensiones,es-

to no ocurre ya en general:pero les superficies caracteristicas
gozan de dicha propiedad.

Las consiGeracionss fundamentales que agui desarrrollaremos
se refieren a dos conceptos importantes que corresponden,sen nues-
tra representacidn real de los entes complejos,a los de variedad
analitica y transformacion analitica del campo complejo: U sea,

las variedades caracteristicas y las transformaciones llamadas

pseugoconformes por SuVIRI.

Las propiedades que aqul estudiasremos tienen casi siempre
caracter looal,limitén&onos & considerar trozos regulares de vae

riedad,



Las variedades caracteristicas

Respecto a la denominzcibn de variedad caracteristica debe-
mos hacer,para cevitar posibles equ{vocos,alguna aclaraci6h. o=
sotros llamaremos V,, caracterisitca a una variedad real de 2k
dinensiones,del espacio 3, ,imagen real de una variedad analiti-
ca de k dimensiones del 5, complejo proyectivo., Ahora bien,en el
caso n=2,k=1, esta nocion coincide con la de superficie caracte-
ristica introducida por LIVI-CIVITA;pero no siempre es asi,

LEVI-CIVITA,en una importante Memoria}iﬂeztiende el teoremsa
local de CAUCHY a las funciones de dos variables,demostrando que
ge pueden dar arbitrariamente (sin otra restriccidn que la anali-
ticidad) sobre un trozo regular > de superficie real del espacio
de cuatro dimensiones,los valores de una funcibén holomorfa f(x,y)
(x e y variables complejas) siendo por ellos unf{vocamente deter-
minada 1la fﬁncién en todo un entorno #HE tetradimensional que

. )
comprenda a Y, en su interior. Se exceptua el caso en que 2, sea

un trozo de una de aquellas superficies que representan en SY,
una relacion analitica entre x e y:superficies que,por tal mo=-

tivo,se llamaron caracteristicas.

51 teorema se extiende a las funciones de n variables del
siguiente modo:dada una funcion f=u+iv,analitica,del punto de un
trozo regular [' de unae variedad real M, ,de n dimensiones,existe,

en el entorno de 2n dimmnsiones de [ ,una ¥ una sola funcidn ho-

lomorfa U+iV que se reduce a f sobre I' « Las variedades excepcio=-
nales,para las cuales cesa la validex del teorema,se pueden lla-

mar caracteristicas en éste orden de ideas,pero no son caracterise-

ticas en el sentido restringido dado por nosotros a ésta palebra,
saunque estan contenidas en variedsdes de tal clase,

Estudiaremos con detalle aquellas variedades excepcionales,
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caracterizandolas por sus propiedades geometricas csenciales,cla-
sificandolas en especiesg,concepto invariante respecto a las trans-

formaciones peeudoconiormes,damdo los wistemas de eduaciones di-

ferenciasles que las caracterizan,y haciendo ver su importancia en
el estudio de lag funciones de varios variables,

Afindiremos que la mencionada clasificecién de las V, de 3,,
no es mas que un caso particular de uno clasificecidn genersl de
todas las veriedades,echa en el misno orden de consdderaciones,

Pinalmente queremos hacer notar la importancia que,para la
caracterizaciéné de los diversos tipos de variedad aludidos,tie-
ne la consideracion de la congruencia lineal eliptica del infini-
to,a que nos hemos referido anteriormente, Como veremos,aquellas
consideraciones se extienden sin dificultad al caso de n variablese.
Zn tal caso,los puntos del infinito del campo complejo vienen re-
presentados por todas las rectas reales que se apoyan en dos 3,
imaginaris conjugados independientes,del S,, , del infinito de 5,, .
Las variedades caracteristicas estan corscterizadas por el hecho
de que sms espacios lineales tangentes se apoyan,lo mas {ntimamen-
te posible,en los citados S5, , ,directores de la congruencia. Y los
restantes tipos de variedad que estudiaremos vendran tembien ca-

racterizados por la manera de comportarse proyectivamente,respec-

to de diche congruencia,sus espacios tangentes.

Las transformeciones pseudoconformes

il otro concepto Ffundamental de gue hemos hablado es el de
transformagion pseudoconforme, Una transformaecion analitica del

campo conplejo



(l) x: = f‘.(xj’...’x.ﬂ) i=l'.o..n

D {fla---} ﬁa)
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dominio (2 corresponde en el campo real & una transformecidn,

cuyo jaécobiano J= gea Gistinto de cero en un cierto
tombien analitica e invertible,cuyo jacobiano es el cuadrado

del modulo de J. Respecto a la Genomimmcidn de pseudoconforme,
(

dada por ZiVeRI a esta clase de tmansformaciones =z'),’crasms cribi-

. . . (31
mos los siguientes parrafos del mismo autor:
" Los modernos autores alemanes y franeeses prefieren lla-

marlas snaliticas: POIHCARﬁ,que por primera vez abordd su estu-

dio,las llambd 2lguna ves (con ligero "abuso de lenguaje™) con-
formes.

e parece que ni la primera ni le segundsa denominacidn con-
vengan al caso,porque las (13) (las (1) escritas mds arriba) son
particulares transformaciones analiticas del ambiente real de
cuatro dimensiones en ¢l que se distiende el par (x,y): y orque
no son ganeralmente comnformes,por cuanto no conservan en modo
absoluto los Angulos. Conserven Unicamente aquelles angulos que
corresponden a omientaciones caracteristicas:por lo cusl yo he
propuesto llamarlas pseudoconformes"

Se comprende la gran importancia que,en la teoria de funcio=-
nes analiticas de varias variables,tienen estas transformaciones
Y las propiedades invariantes a que dan lugar,.

Una propiedad fundamental inmediata de las tronsformaclones
pseudoconformes es la de cambiar variedades caracteristicas en
variedades de la misma especie:pero las transformaciones que go-
zan de dicha propiedad forman un grupo més general.

Las transformaciones pseudoconformes vienen caracterizadsas,

en el caso de dos variables,por un gran mimero de propiedades,es-



tudiadas por B.SEGRE en su interesante liemoria "Questioni geome=-

triche lepate colla teoria delle funzioni di duvue variasbili comples-
w k), 7

se yhags. 26=38.

Un tipo de variedad importantisimo es el de las transformades
pseudoconformes de los c¢spacios lineales, Refiriendonos al caso de
tos varibbles complejas,las hipersuperficies transformadas pseudo-
conformes de los hiyerplanos de 3, han sido consideradas por vez

primera por POINCARE,y después,con més extensidn,por BERDPIL ALIER,

que las ha llamado hiperplanoides,demosirando con todo rigor que

pueden carncterizarse mor el hecho de ser lupgar gcométrico de una
gimple infinidod snalftica @e miperficies carscteristicas.

Ahora bien,al tratar de extender tales consideraciones al
caso nAs eceneral,observaremos que la conclusion anterior no es
vélida,por ejenplo,para las variedades de tres diemnsiones si-
tuadas en un espacio de seis,ocho,etc, dimensiones. Y,en general,

de un 3 si ny» k, Es decir,una variedad de esta

para las V, ., i

natiraleza que sea transformada pseudoconforme de un 3, = no es
siempre lugar anal{tico de V 4= caracteristicas. Y ello es de-
bido & que,relativamente 2l modo de comportarse,rcspecto a la ci-
tada congruencia lineal del infinito,los espacios lineales que
no sean hiperplanos,se pueden distinguir un gran nimero de casos.
Este es,substancislmente,el origen de la diversided de los he-
chos que,como hemos advertido,se presentan apenas se hace n=3,

Las variedades lugar o’ de variedades caracteristicas son
tipos particulares de la clasificacidn gemral a que anteriormen=-
te nos hemos referido.

Los hiperplanoides de 35, han sido estudiados también por
E.E,LEVI en otra importante Memoria{”,donde,consideréndolos CO=-

mo lugar de superficies caracteristicaa,sa demuestra que pueden
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caracterizarse por medio de una eguacion en derivedes parciales

de segundo orden

(2) L =0

a la que debe satisiacer el primer miembro de la ecuacion ¢=0

de una tal varisded. La expres’ on diferencial f,es un invarian-
te relativo para las transformaciones pseudoconformes,y preeisa-
mente se reproduce a menos del modulo de la transforiiacion.

We TIRMINGIR,en su lemoria "Zur IFormalentheorie der unktio-
nen von mehr komplexen Verfnderlichen "‘wha escrito logs sistemas
de ecuaciones,generalizaciones de la (2) que sirven para caracte-

rizar a los hiperplanoides del 5,, considerados como variedades

0] e o . a 4 x o
de nivel constante de las funciones biarmonicas,ésto es,de la par=

te real(o el coeficiente de i) de una funcidn holomorfa de n vae
riables,

Los célculos,ya un Poco exvensos em el caso n=2,s8€ comglican
bastanie con el método adoptado por JIRTINGER. in el presente tra-
bajo,con el metodo analitico que expondremos en breve,¥y desde el
punto de vista geométrico que informa nuestras consideracionas,
escribiremos dichas ecuaciones(que,como se veré,no coinciden exac=
tamente con las de VIRTINGER) en el campo comple jo,obteniéndolas
de un modo muy’sencillo. La comparacion de nuestro resiiltado con
el de VIRTINGEIR,nos hizo obgervar incidentalmente que las equacio-

nes escritas por dicho autor no son todas alpébricamente indepen-

dientes,cosa aiffcil de observar con el examen directo de las mis-
mas que,dada su complicacién formal, son practicamente inabordables.
Ademas,le forma bajo la cual las obtendremos,nos permitira dar al-
gunas propiedades geométricas interesantes,¥ deducir las diversas
caracterizaciones geométricas de los hiperplanocides,haciendo ver

iy ’ ’
las relaciones que guardan entre s{, &1 caricter geométrico de la



cuestion no es objeto de estudio en la memoria de Wirtinger,el cual
se preocupa exclusivomente del punto de viste formal,en relacidn
con las cuestiones que se presentan al tratar de extender el pun-
to de vista de RILNANN a las funciones de varias variables.

Lo dicho hasta ahora se refiere e¢clusivamente a los hiperpla-
noides. Faltaba todavia hacer un estudio de todas las varisdades,
de un nuero cualquiera de dimensiones en relacion con el espacio
ambiente ,pata tener una visiodn general, Con el método aludido he-
mos escrito las ecuaciones o sistemas que,en cada caso,determinan
las variedadss consideradas. Se obtienen asi nuevos invarisntes
pseudoconformes, quantitativos(anblogos al de LIVI) y cualitativos,
las especies en que seran clasificadas las variedades,y que ya he-
mos mencionsdo,.

21 método anslitico & que nos referiamos es el llamado por

SEVERI

Metodo de¢ extensidn de lo real a lo complejo

3e apoya sobre el principio general siguiente:

< ! f Y
Paraz que unea ecuacion ansalitica

FElx. ... 2xmi=0

se verifique para todos los valores complejos de los variables en

el entorno de un punto real P,es neccesario y suficiente que se veri-

fique para todos los valores reales del entorno de P, Este lema se

apoys en la propiedad mas elemental de las series de potencias,

Visto lo cual,el principio genersl de extensién de lo redl a

1o complejo se puede resumir as{: Sea E un ente gnalftico,real o
comple jo(una funcidn,uns varieded,una ecuacion,etc.) dependiente

4oy

de las variables reales X,00009X e 51 se prolonge el ente L en el
P A

campo complejo,ésto es,tomando X,,s.s,X,, como variables complejas,



y se efectua despues la transformacion homografica

2.‘..» + 2_7/{ _ T = ?

x TR

(3) Lop, = 2 e — 2; (ﬂe:l;z,.. y 1)

se obtiene un ente ( que es analitico en lag variables complejas

independientes 2,,Z, yese,2,,%,, y Que,dando a estas variasbles los

valores especiales , complejo-conjugados,

[l o F ¥, - )
A Coa, T g LT Ty =t Lyp

-

se reduce al ente £ primeramente considerado.
531 una propiedad del ente E se expresa mediante una relacidn
analitica

1’\{ (3‘-'-'4, R J=o

ésta,en virtud del lema enunciado arriba,vale tambien en el campo

complejo (se entiende, en una conveniente regidn) y,mediante las (3),
!
se tmansformara eh una relacidn
) o -
6@ (‘LJJ 2! TRy ] 'ZW Z’MJ: (o]
analitica en las variables colmplejas Z,sesey2_,consideradas como
independientes. Nosotros podemos opersr con la relacion éﬁp,mien-

tras no se olvide la spaliticidad,y,vn el momento oportuno,volver

al cempo real tomando para las z,,Z,,valores conjugados:todo lo
cual es valido,en virtud del mencionado principio general,

La gran importancia del método depende,no ya de lo comodidad
que el uso de los pares de variables complejas conjugadas lgue
simplifica notablemente los calculos y expresiones formales) lle-
va consigo,sino principalmente en poder considerar a dichas varkb-
bles como indpendientes,operando asi libremente en el campo come
plejo,

3ea,por ejemplo,f=u+iv una funcion compleja (u y v realea) de
las varisbles reules X, ,eeesX,,,808litica en dichas varinbles. Ha-

ciendo 1la prolongaci%n a lo complejo,y efectuada la transformacidn
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(%),se obtiene una funcion ¥ analitico en lus variables Z,,eee,Zi e
Lo f se puede considerar(en el sentido de DIRICHLZT) como funcidn
de las variebles complejas Z, ,ese,%,.. ol queremos expresar que f

es funcidén holomorfa de aquellas vari&bles.bastaré escribir que F

depende solamente (e ellas,lo que viene expresado por las ecuacio=-
nes

DJf;:c::r (le-+1,2,....7)
0 i

Si,en lugar de z,,3,,ponemos los valores comple jos conjugados X, +04,

Ly, € oy r0bbendrenns las conocidas ecuaciones de CAUCHY-RITANN
en los U ¥ Ve

e WIRTINGER,en €l trabajo ya citado,hace uso con frecuencia
de éste principio,sin enunciarlo explicitamente.

En ésta forma se obtiemen fdcilmente la ecuaciones(generali=-
zacidn de las de RIEﬁAHN-EELTRAMI pars las funciones de variable

gompleja sobre una superficie) que definen las funciogpes de n va-

riables complejas sobre variedades de n+l,...,2n=1 dimensiones.

PMnalmente,hemos de notar la importancia que,en esta clase
de consideraciones,tiene nuestra ya citada clasificacion en espe=-
cies de las variedades de n déimensiones del espacio S,.,. e

3e obtiemne,en particular,en pocas lineas,el ciatdo teorema de
LEVI-CIVITA en el caso gergral.

Ilo podemos terminar .estas consideraciones gemerales sin hacer
notar la influencia decisiva que la adopcidn del método de tran-
sito a lo complejo ha tenido en la resolucion general,debida a
SEVERI,del problems de DIRICHLET relativo a las funciones biarmé-

(f)

nicas.
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CAPITULO I
LA VARIEDAD DE SEGRE Y LAS REPRESENTACIONES REALES DEL CONJUNTO
DE LAS EINUPLAS (X,,eee,%,)

1, En la introduccion nos hemos referido va a la importan-
cia que tiene la representacibén del campo de varisbilidad en el
estudio de las funciones de una o mas variables complejas,y prin-

cipalmente la monera de comsiderar el infinito, cuya eleccion

permanece, & priori,arbitraria,en un orden de ideas puramente
aritmetico.
Esg clasico que,en el caso de una sola variahle X=y+iz,con=

viene proceder pensando la X variable sobre la recta oroyectiva

compleja. ¥ ¢ésto por la oportunidad de considerar el valor X=
del mismo modo que todos los demas,relotivamente a las transfor-
maciones biunivocas mas simples,ésto es,las transformaciones li-
neales, 21 modelo real algébrico més sinple ,homeomorfo a la rec-

ta compleja proyectiva es una cuadrica real de puntos elipticos

(una esfera,etc.) cuya proyaccidn sobre el plano euclideo nos da

la representacién de ARGAND-GAUSS,considerando la recta del infi-

nito de squel plano como un solo punto.

I'e BEVERI ha hecho ver la conveniencis de considerar las co-
888 del mismo modo,en el c&so de mas variables,contrariamente a
lo que han venido haciendo la mayor parte de los autorses que,mo=-
dernamente,se han venido ocupando de estas cuestiones,

s decir,que el modo més perfecto de considerar el conjunto

de las énnuplas (X.,ee,X,) 68 distender este conjunto sobre un S

proyectivo. Los velores del infinito viemen representados en los

puntos de un S,., de. aquel espacio,

12
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31 queremos una representacién real,deberemosgconsiderar la
riemanniana del espacio proyectivo complejo de n dimmnsiones. Reg-
pecto a los caracteres topologicos de tal variedad,ademds de los
generales a toda riemannians de variedad algébrica,observamos gque
carece de torsién,y son para ella mulos los numeros de Betti de
orden impar e iguales a cero los de orden parﬁL)

Elrﬁgdelo algebrico ?%s simple de la riemannians en cuestion
es la falde real de una V;1 de SLGRE de tipo eli{ptico,pertenecien=-
te a un espaciof de n(n+ 2) dimensiones.,

En el caso de dos variahles se trata de una variedad V de cua=-
tro dimensiones,del espacio de ocho,que representa con sus puntos
red@s los puntos complejos del plano 7, A las rectas de este plae
no corresponden sobre V cuadricas ordimarias. Si,desde el 3; o
de una de tales cuédricaa,que designarcmos por Q,se proyecta la
variedad sobre un S, real 3 (anélogamante a8 como se hace la pro-
yeccion estereografica de la esfera sobre el plano,en el caso de
une sble varinble) se ebtiene la representacidn,generalmente biu-
nivoca,de los puntos del plano - en los puntos reales de 3, . Se
exceptuan los puntos de 3,los cuales,proyectados mediante una con-
sideracibén de limite,vienen a corresponder homeomérficamente a las
rectas de una congruencia lineal eliptica del 5; w ,interseccion

de >, con el 3, taongente a la variedad que pasa por ¢ . Se pue=-

de suponer que Q sea imagen de la recta del infinito de n ,y w

sea el espacio impropio de >, o Entonces,los puntos impropios del
pleno complejo vienen representados biunivocamente por las rectas
reales de una congruencia lineal eliptica,cuyas directrices per-
tenecen al 3, del infinito,y son las dos rectas imaginarias con-

jugedas que en aquél espacio tienen por ecuaciones,respectivamente
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Zyr ix, =0 ) X, - (x,-0
x3+¢‘x.,:o! }

I;‘l‘.- Ley=o
Todas estas consideraciones fueron hechas por Severi en sus

(2)
‘Conferencias de Geometria Algebrica", y profundizadss despuds en

B(S)

una nota de BeZAGRE' ™', limitandose al caso n=2.

2. Dtengsmonos & estudiar con detalle el caso mas general.

x“ : ;L_-.I_tl l"-'. :O; :.L;»--; )1}
las coordenadas proyectivas homogeneas de dos I _ complejos 63&& .

Fd

Las eguaciones

(1) J K= g %, (i = 0, )

nos dan una representacién paramétrica de la variedad de SEGRI,
tomendo les X, como coordenadas proyectivas de un egpacio de
(n+1)=1=n(n+2) dimensiones,que designeremos por >, . Las (1) di-
cen que se trata de una variedad algebrica V de 2n dimensiones,
cuyo orden es (ir) . Las mismas formulas establecen una corres-
pondencia,biunivoca sin excepciones y continua (un homeomorfis-
mo) entre los puntos de V y los pares de puntos de @;y'ii « V
es,andemas,el modelo minimo de tal conjunto,tanto desde el punto
de vista de los homeomorfismos como desde el de las transforma-
ciones birracionales ( o sea del orden invariantivo considerado
por SEVE’RI)M‘J-

La variedad contieme dos sistemas de 5, ,cada uno de los
cuales corresponde a los pares formados asociando a un punto de
G, todos los puntos de o, ,y reciprocamente, Dos 5, del mismo
gistems no se cortan,y,en cambio, dos 5, de sistemas opuestes
se cortan en un punto: los S5, de un sigtema vienen punteados

proyectivamente por los del otro. In resumen,ambos sistemas se

- Fd
comportan como los dés sistemas de generatrices de una cuadrica,

e ————




que es la variedsd de SLGRE para n=l1,

Ilay dos tipos de variedad de SEGRE,correspondientes a los
dos diversos tipos de cuAdricas:el tipo hiperbélico,en el cual
ambos sistemas estan form=des por 3 reales,interseccidn de la
variedad con el 3,, tangente en su punto cominjen el tipo elip-
tico (que es el que nos interesa) esta interseccidn esta formada
por dos 3, imaginarios conjugados,que se cortan en un punto real
de la variedad.

Como ya se ha observado,los 3, de cada uno de los dos sis-
temas corresponden biunivoca y continuamente a los puntos de o

(o de 57 ):asi es que,en el caso eliptico, se puede considerar el

homeomoriismo que asocia & cada punto de G, el unico punto real

del 3, correspondiente; de shi se deduce que la falda real de

la variedad es homeomorfa & log puntos de “C: .

Ya dijimos precedentemente que esta representacidn goza de
la propiedad de minimo ,ya tovologica,ya algébricamente. Ilo nos
detenemos en ello que(juntamenté con lo que precede) se encuen-
tra desarrollado en los trabajos citados. Hemos hecho solamente
un resumen,indispensable para las consideraciones que siguen,las
cuaies tienden a relacionap esta representacidn con la que se oh-
tiene por medio de los puntos reales de un 5,, evclideo,para ha-
cer ver que una e€s proyeccion conveniente de la otra y principal-
mente para hallar,en esta ultima,la interpretacidn mes jusya del

infinito,anélogamente 8 lo que se ha dicho para n=2,

3« Congideremos la transformaelon homogréfica del espacio

/ . !
’ Xm€: X{zm _t/(me J
mediante la cusl las ecuaciones (1) se convierten(suprimiendo los

75
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{ndices & las ) en las

(2) P )(”_ - X ’JTL {0/(-,”,: X, X, + L, X, IOX”"-':T:'(”PE’"" Ly X /L/zvn)
Referidns a c¢jes coordenados reales,las (2) nos dan una verie-

dad de CEGRE de tipo eliptico. Tomando

Ly - ;fr'x’fr :Ea"— 9:;_4'3:';_.
las ecuaciones
P Ay = ;_"21' + '3_-’:_,2
(3) £oA = ._i wl, vzl Xy,
t'ir,_i-{ m]

representan, para valores reales de x;.xi » la falda real de nues-
tra variedad V,en corresporndencia biunivoca con los puntos de Gy «
31 queremos obtener los puntos de V que corresponden a los

’
puntos realesd de @, ,basta ver que estos son dobles en la corres-

’|'|-'. e

’ 5)
pondencia de c:cnf_ljug’gac:'LO}:l,(P que, sobre la faﬂé&a real de V,da uns co-

respondencia involutoria representaida en 3 ,.,,.) por las ecuaciones

F /-{L""‘{ = X";"- [ )('-m: X,w« FX‘N-M’. :_/(’;1.16

¥y cuyos puntos dobles son las soluciones del sistema

Lf,‘!—l‘)xe{'z() (t'_"[‘l‘xﬁm'_o (r_-+11)€m£'0
Parara=i se obtiens X _,=o( l< m);para f =1, X,, =X, =0 (l<m);
para [pl =1 no hey solucién geométrica. 3e trata,puss,de una homo-

grafia involutoria,que tiene como espacios fundamentales

! !
\S'm!fw.-i-!} . P, xe_.?_ = x_l‘;,,-“" o
I
j_nlm_a) e xw{ =0

I .‘.'"". e ] - 4
opuestos en la piramide fundamental. il primero no tiene ningun

punto real comun con la varieded,el S,,, opuesto ) la corta,

@
en cambio, en los puntos (correspondientes a zﬁ =0)

f

(4) fxezzxéz ’_'o)(ew: r, x,., ;PX,M:_a
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Se trats,pues,de una V ' de . ,respresentada en este espacio por

las dos primeres ecuaciones (4),que nos muestran que la variedad
(generalizacibn en éste sentido de la superficie de VIRONESE del
Ss ) es el modelo proyectivo,en s2 ,del sistems lineal de las hi-

a

percuadricas de un 3

m

4, Volvamos a la representacidén (1) de la variedsd de SEGRE

y tomemos

N f" {{.:/:2)---: 71)

!
como coordenadas homogeneas de un S,,. Las ecuaciones (1) estable-
L. . e
cen ung correspondencia algebrica entre la variedad de SEGRE y di-
cho 5,,. Las secciones hiperplanas de la variedad se representan

sobre el 3,, en el sistema lineal de hipercuadricas
. [ 2 3 _
{5) Aﬂ'ﬁ.f.(?/_:(@ﬁ I£+D£f;’){f.'+ %J,Z: @gkxﬁmk =0

que tiene por variedad base el par de 3,

Lyz0 L 2‘430}
£ -o t =9

contenidos en el hiperplano t& O,

Del sistema (5) forma parte el siguiente
. ;
At* + {Z(Qg 7(,*1'9%1.'%)_”‘:.0

/
que se compone del hiperplano t= O,como parte comun,y de

n -—
(6) At‘-’-—Z(@ﬁ I{;"-"L)yfl’.ﬁ)_"'o

que es el sistema linesl de todos los hiperplanos de Sﬂn' Por con-

siguiente,éste sistema corresyoﬂdaré proyectivamente a las seccio-
! ]

nes hiperplanas de la variedad con una radiacion 20" de hiperplanos

del 3 ,ésto es,con los hiperplanos que pasan por un determi-

winae)

/ . -
nedo S . , de aguel espacio, Y se podran suponer situados el 5.,

E



(que designaremos por w ) ¥y el S,, opuesto 41 en tal posicién
relativa que dicha correspondencis sea la proyaccién de V hecha
desde w sobre /L , Jolamente que, debiendo asociarse a todo hie-
perplano de L el t= O,éste introduce excepciones a la biunivo-
cidad de la correspondencisa, debiendo ser homdlopgo de la parte
comin a todas aquellas secciones hiperplanas.

Podo lo cual es inmedisto smaliticamente,sin mas que obser=-
var las ccuaciones escritas. Las (6) nos dicen,en efecto,que la

radiacién w €8
M ) ' ~ B
(7) AX, + 5 (X, +D Ko )=0
!

f
y & sera,por consiguiente,el espacio

-~

(8] X““’:o Xﬁo:o ‘XB;Q‘_D (A::(Izl"')”)

desde el cual se proyecta V en modo generalmente biunivoco sobre

()L , Y basta poner
(9) Xoo =t X = Zy lo;; = Eﬁ

ho

para que () coincida con el S, primeramente considerado.
Ll espacio w corta a V en otra V., _, (,6 del mismo tipo,
que corresponde a los pares de puntos de los hiperplsnos x,6 = O,

2 =0, 0, v 0. ,y viene dada en « por las ecuaciones

Pxﬁk =% :Ek (h:k: B é,..., n)

E1l hiperplano X,=0 (que se proyecta en el t=0 de ). ) corta a
V en una variedad (,(f compuesta de dos V,, , correspondientes,res-
pectivamente,a los pares de puntos de los hiperplanos X = 0,f,=n o,
con los egpacios G, ¥ G. « Ambas variedades se cortan en la (f,) .
Por lo tanto, X,=0es tangente a V & lo largo de q‘f) ,la cual,

por esta razon,se proyecta excepcionalmente en los puntos del hiw




perplano t=0.

De esta manera se llega a establecer una correspondencia en-
tre los ¥i¥mwxmm clementos de (;, y los elerentos de (1 ,general-
mente biunivoca,con la sola excepcion de los puntos de un hiper-
plano de O ,2 los que correspondien todos los puntos del hiperpla-

no t=0 de (L ,
5, Consideremos shora la ecuacion de un hiperplano 6, de 6.
n
(10) O, o + 2, Qg ¥y -0
]

junto con la del conjugado G_;,_, de Gf.
A
(11) G, B + 1, dg By 0
i
(donde los coeficientes a,; y J; son nimeros complejos conjugados)
Las ecuaciones

‘a,,i— + Z@g Xy =0

n,
(a:ot ""Zl':jﬁ iﬂ -0

‘

(11)

-

representan en (2 el S,, ,) 5 ,imagen real de ¢, , (o de G,.,). La
intersection de 3, con el infinito es un S, , real que,en éste

espacio,tiens por ecuaciones

)

” - —
(12) Z::\Qh lﬁ e Zaﬁ Ly = 0

‘

que nos demuestran que dicho S,,.; tiene en comun un 5, , con ca=

d& uno de los,do0s S,., (imaginarios conjugndos)

(t=o) S, .. Lypco 3o . Lyz=0 (u-=1,2,-n)
Reciprocamente,las ecuaciones de un S,,_ , que sSe apoye,en dicha
forma,sobre-@ ¥y 3 , Se pueden siempre escribir en la fomma (12)
¥y representan entonges las intersecciones con el infinito de iWna

doble infinidad (real) de S,, , de ecuaciones (11),representacidn

17
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(=

de 5 _,de U, »
r r
Por consiguiente,en este modo de representacion:

Los Samnrenles de : - que representan a los hiperplanos come-

I'4 . ) .
plejos de O, estan caracterizados por el hecho de que sus S i»n-3

del infinito son los S.,-3 reales de una congruencia lineal elip-

tica X,que tiene por espacios directores los dos S ,., imaginarios

conjugades S8 y S.

En general,si

. ) % () a2
‘115) &0 ’{aa + zr' a% x‘, - O / i P ) J
son las ecuaciones de un 5, de G, ,las del Sk conjugado se pueden
escribir siempre en la forma
(15') {J) Va +Z fﬁlw x_,g:f) ‘/‘: 72, . -, -k

y el espacio al infinito del 54, que los representa en (L es
~ ) = T — .

(14) f=zo > Q)% -o Z. @ ¢ =o (/=1:2, .0 n-le)
— T4 %, : i

ecuaciones que nos demuestran que sSe apoyas en S y 8 Segun S, _ye
Y reciprocemente,el razondémiento se invierte como mas arriba,pu-
diendo,pues,afirmarse en general que

Los Sk resles que representan en (. a los Sy complejos de

.. Vienen caracterizados por ol hecho de sus S del infinito

son 1os Sy, reales de la congruencia K,

L7 ’
6., Bfectuando ahorea la transformacion homografica

Xy = Yy +t¥y Xy= Y, -lXy
vy tomando como nuevas coordenadas v, v z4,dando valores resles a
/ r
estas coordenadas obtenemos la representacién( generalizacion de la

de ARGAND-GAUSS pars una sola variasble) de los puntos complejos de
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G, en los puntos reales de il o 81 espacio t= 0 se transforma en

’
s{ mismo y las rectas s y § seran las

kf‘"O) 4. ... y,ﬂ.,+z‘->:£—o J. . Sl Z; = o (h=-1,2, ., n)

Las ecuaciones del S5 corresponddéehte al 3, (13) de G, seréﬁ

2 (i) _
aat + Z"'%ﬁ {!f’ﬁ-#!k&)‘o
;' — /= 1L2, n- k

Qot + %: é# (Yp-t2,)-0
sisteme equivalente al que se obtiene sumindolas y restandolas dos
8 dos,0 sea separando la parte real de la imaginaris en las ecua-
ciones de 35, .
De los resultados encontrados en el pdrrago precedente,y to-
mano el hiperplano t=o0 como hiperplano del infinito de un Sz4eucli-

deo,se llega o la sipuiente conclusidn general:

Los puntos del campo de n variables complejas, supuestos distri-

buidos en un 5. euclideo~proyectivo,pueden distenderse sobre un Sa2a.

real,em una corrcgpondencia que eg_biqpivoca sin excepciones en to=

do campo finito,y subordina correspondencias analogas entre los 3k

subordinados a S, y 108 S .k de San e

Las Ynicas excepciones a la biunivocidad de la correspondencia

se refieren a los puntos del infinito de 5, ,2 los cuales correspon=-

den biun{vocamente las rectas del infinito de 5.~ que se apoyan en

los dos 3»-+ ,imaginarios conjugados independientes,que, en el hiper-

plano del infinito de 5,. tienen por ecuaciones

—

I .. Yy+izg, =0 I Y, -l45=0 (A= 12,y 1)

Los espacios s y 8 pertenecen,como espacios generadores del

f
mismo sistema,a la cuadrica

N

> ( V»‘;QI*LZ:) =0

i

que constituye el absoluto de S,,,en la métrica ordinaria.
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