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1 N T R O D U e e ION

En una serie de recientes trabajos,donde se estudian a fondo

muchos problemas esenciales de la moc.e rna teoria de las funciones

de dos variables complejas,F. S�V�RI ha establecido las bases de

una fundamentacion geométrica de aquella t eor
í

a ; este carrí.no ha

sido explorado después mí.nuc í.o samentie por B. SEGRE,el cual ha ob­

tenido también notables resultados.

(

Segun este modo de ver t las propiedades fundamentales deri-

van de la representación real de los entes complejos,'!j especial­
mentiemde la manera de considerar el infinito del campo de varia-

bilidad. Como ha demostrado S.sVERI,lo más correcto es considerar

el par de variables complejas (x,y) distendido sobre la V! de C.

SEGRE(es decir, sobre la falda real de una V� de SEGRE de tipo ellp­

tico) de un espacio de ocho dimensiones;esta variedad eS,en efec­

to el modelo lZIi::aiJma algébrico-topológico minimo de dicho cnmpo.

Haciendo la proyección,en modo conveniente,de dicha variedad so-

bre un espacio plano de cuatro dimensiones Sil ,obtenemos la repre­

sentación de los puntos del plano proyectivo complejo por medio

de los puntos reales de un 84 euclideo:en ésta forma,los puntos

del infinito de aquel plano corresponden homeom6rficamente a las

rectas reales de una cierta congruencia lineal eliptica del es­

pacio impropio de aquel S�. Todas éstas consideraciones fmeron

ya hechas en una nota de B.SEG�,donde se hace ver toda su impor-

taneia.

Me pro:pongo en esta memoria estudiar estas questiones en to­

da su generalidad,extendiéndolas al caso de n variables. Inmedia­

na.aerrte se echa d,e ver que , salvo algunos conceptos fundamentales

que se transportan in�ediatamente con ligeros cambios,no se tra-
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t a de extensiones banales:se pr-e sent arí una ETan riqueza y var
í

a-

dad de hechos nuevos,quo demuestran la conveniencia de no limi­

tarnos al caso n 2 si queremos llegar a poseer una v
í aí.ón comp.Le «

ta de la teoría de funciones anal{ticas él_e varias variables.

Hay,adernús.cuestiones ya estudiadas en e ste ú Lt Lmo caso que

adquieren nueva luz cuando se aunerrta el nunero de d
í

uene
í

onea del

espacio ambiente. Un e ,jemplo ele:wntal se nos p re senta al consi-

, (1
�

derar las llamadas superficies co'racterlsticas vense mas adelan-

te): una propiedad f'undamerrt a.L de éstas superficies,que demostra­

remos en el Capit1i1.lo 111,es la reclucción del número de dimensiones

de sus espacios osculadores en puntos genéricos. Cosa que no tie-

ne sentido, evident emente,en un espacio ele cuatro dimmnsiones. Di­

cho de otro modo:en éste ultimo espacio cuaa.quier trozo rogular

de superficie analitica contiene un doble sistema conjugado de li-

neall,en el sentido de DUPIH:apenas se consideran,en crunbio,super-
I I

ficies perteneciüntes a espacios de mas de cuatro clirnensiones,es-

t 1 l .o' • -' I
t·o no ocurre ya en genera : pero 8,S supe r r i.ca.ee cara c c er i.s a caa

gozan de dicha propiedad.

Las cons
í

ce rac í.one s fundar'lentales que aquí desatrrollareuos

se refieren a dos co:nceptos importantes que corresponden. en nues­

tra representaci¿n real de los entes complejos,a los de variedad

analitica y transformaci¿n analitica del campo complejo: O sea,

las variedades características y las transformaciones llamadas

pseudoconformes por S�V�RI.

Las propiedades que aqu
í
estudiaremos tienen casi siempre

carácter local,limitándonos a considerar trozos regulares de va-

riedad.
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Las variedades caracterisyicas
Respecto a la denormna.cLón de variedad ca ra c te r f sti ca debe­

mos hacer,para evitar posibles equivocos,alguna aclaración. No­

sotros llamaremos V i« caracterisi tca a una variedad real. de 2k

dimensiones,del espacio S'¿'n ,imagen real de una variedad analíti­

ca de k dimensiones del S?'l. complejo proyectivo. Ahora bien,en el

caso n=2,� 1, esta noción coincide oon la de superficie caracte­

ristica introducida por LBVI-CIVITA;pero no siempre es as1.

LEVI ...CIVITA,en una importante Memoria (4.), extiende el teorema

local de CAUCHY a las funciones de dos variables , demostrando que

ee pueden dar arbitrariamente (sin otra restricción que la anali­

ticidad) sobre �n trozo regular r: de superficie real del espacio

de cuatro dimensiones,los valores de una funci6n holomorfa f(x,y)

(x e y variables complejas) siendo por ellos unívocamente deter­

minada la f�nción en todo un entorno 1im[ tetradimensional que

comprenda a � en
I

su interíor. Se exceptua el caso en que b sea

un trozo de una de aquellas superficies que representan en S�

una relación analitica entre x e y:superficies que,por tal mo­

tivo,se llamaron caracterfsticas.

El teorema se extiende a las funciones de n variables del

siguiente modo:dada una f�mción f u+iv,analftica,del punto de un

tro zo regular r de una vari edad real 111
-n ,de n dimensiones, existe,

en el entorno de 2n diunsiones de r , una y, una sola función ho­

lomorfa U+iV que se reduce a f sobre r. Las variedades excepcio­

nales,para las cuales cesa la valides del teorema,se pueden lla­

mar características en éste oraen de ideas,pero no son caracterís­

ticas en el sentido restringido dado par nosotros a ésta palabra,

aunque están contenidas en variedades de tal clase.

Estudiaremos con detalle aquellas variedades excepcionales,



caracterizándolas por sus propiecla¿Les eeométricas esenciales, e La-

sificándolas en es�ecies,concepto invariante res�ecto a las trans-

formaciones peeudoconformes,dañdo los sistemas de equaciones di-

ferenciales que las carac"Gerizan,y hac
í

endo ver su importancia en

el estudio de las funciones de varias variables.

Añadiremos que la mencionada clasificaci6n de las V� de 0Qn

no es más que un caso particular de uno. clasificación generoT de

todas las variedades, necha en el mi smo orden de constideraciones.

Finalmente queremos hacer notar la importancia que,para la

caracterización� de los diversos tipos de variedad aludidos,tie­

ne la consideración de la congruencia lineal elíptica del infini-

tOta que nos hemos referido anteriormente, Como veremos,aquellas

consideraciones se e��ienden sin dificultad al caso de n variables.

En tal caso, los puntos del infinito del campo complejo vienen re-

presentados por todas las rectas reales que se apoyan en dos 3�_�

Lmag
í

nar-ícs conjugados independientes,del S2n-.L del infinito de S2?l •

Las variedades caracter:tsticas estan caracterizadas por el hecho

de que SBS espacios lineales tangentes se apoyan,lo mas 1ntimamen-

te posible,en los citados Sn_i ,directores de la congruencia. y los

J /

restantes tipos de variedad que estudiaremos vendran tambien ca-

racterizados por la manera de comportarse proyectivamente,respec-

to de dicha congruencia, sus espacios tangentes.

Las transformaciones pseudoconformes

El otro concepto fundui{lental de que hemos hablado es el de

I r J

transformamion pseudoconforme. Una transformacion ana11tica del

campo complejo



(1) i--,l, ••• t TI

J (f,) - - , (1'1)
cuyo jacobinno J= -

.. _ sea distinto de cero en un cierto() (�L J ).. I x:"')

dominio Fi: corresponde en el campo real a una transforrra c
í

ón ,

tombien analitica e invertible,cuyo jacobiano es el cuadrado

del módulo de J. Respecto a la denomiración de pseudoconforme,

dada por ;jj:;Vl!;RI a esta clase de t!%ansforn1aciones(2),trans cribi-
{3l

mos los siguientes parrafos del mismo autor:

n Los modernos autores alemanes y frDneeses prefieren lla­

marlas unaliticas: POINCARÉ,que por primera vez abordó su estu-

dio,las llamó clguna vez (con ligero "abuso de lenguaje") con-

formes.

tle parece que ni la primera ni la segunda denominación con­

vengan al CD.SO, porque las (13) (las (1) escri tas más arribe.) son

particulares transformaciones analfticas del ambiente real de

cuatro dimensiones en el que se d.í.s't í.ende el par (x,y): y ..o r-que

no son ganeralmente conformes,por cuanto no conservan en modo

absoluto los fmgulos. Conservan únicamente aquellas ángulos que

corresponden a oIrientaciones características :por lo cual yo he

propuesto llamarlas pseudoconi'ormes"

Se comprende la gran importancia que,en la teoria de funcio-

nes analiticas de varias variables,tienen estas transformaciones

y las propiedacles invariantes a que dan lugar.

Una propiedad fundamental inrned iata de las tronsformac1ones

pseudo conformes es la de cambiar variedades características en

variedades de la misma especie:pero las transformaciones que go-
/

zan de dicha propiedad forman un grupo mas general.

Las transformaciones pseudoconformes vienen caracterizadas,
I

en el caso de dos variables,por un gran numero de propiedades,es-



tudiadas por B. SEGRE en su interesante lvIemoria "Q,uestioni geome­

triche legate colla teoria delle funzioni di due variabili comples­
l t¡ )

se
"

,pa.gs. 26-38.

Un tipo de variedad importantisimo es el de las transformadas

pseudoconformes de los espacios lineales. Refiriéndonos al caso de

dos variables complejas,las hipersuperficies transformadas pseudo-

conforme s de los h í.pe r-p.Lano a de El u han s í.do consicleraclas por vez

. nnI"'TC 11"0(;, d
/ /

t
. I

B.,.."orW\IL AL'·""'-'npr-rme ra por .... \.. I'� ._lill,y eapue av con mua ex enaaonj po r .t.n.L !.eJ!.. t

que las ha llamado hiperplanoides,demostro.ndo con toCto rigor que

pueden carncterizarse ')0'" el hecho de ser lur;nr gGométrico de una

simple infinidaél. n.nalitica i�oe ;-m:¡;;erficies cftracteristicas •

.t'i..hora bien, al tratar de extender tales consideraciones al

caso mb,S general,observfl.remos que la conclusión anterior no es

válida, por elemplo, para las variedades de tres éLienmsiones si-

tuadas en un espacio de seis,ocho,etc� dimensiones. Y,en general,

par-a las V2k_i de un 0;¡_71 si n)' k. Es decir,una variedad de esta

nat1hrnleza que sea transformada pseudo conforme de un 3
:.1.)<_.1.

no es

siempre lugar anal 1 tico de V.:¿(k_l) caracter:lsticas. y ello es de­

bido a que,relativamente al modo de comportarse,respecto a la ci-

tada congruencia lineal del infinito,los espacios lineales que

no sean hiperplanos,se pueden distinguir un gran número de casos.

Este es,substnncialmente,el origen de la diversidad de los he-

chos que,como hemos advertido,se presentan apenas se hace n=0.

Las variedades lugar ��de variedades caracteristicas son

tipos particulares de la clasificación gemral a que anteriormen-

te nos hemos referido.

Los hiperplanoides de 34 han sido estudiados también por

E.E.LEVI en otra importante :Memoria ('5), donde, considerándolos co­

mo lugar de super�icies caracteristicas.se demuestra que pueden
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caracterizarse por medio de una equacion en derivgdas parciales

de segundo orden

(2)

a la que debe satisfacer el primer miembro d.e la ecuación c.p=o

de una tal variedad. La eXJ?res:on diferencial .E es un invarian-

te relativo para las transformaciones pseuéioconformes,w: preeisa-

mentei:1e re}?roduce a menos de L móüulo (le la t r-ans tor-uao
í

ón ,

'O'. ',n:s.J.!IlTGER, en su I,:emoria "Zur I'ormalentheorie der 1\1nktio-

-r •

1 �l·· el l" 11 ( b) , • '- 1:;nen ven menr' kornp exen var-an er a c nen na o scri no los siso emaa

de ecuaciones,eeneralizacíones de la (2) que sirven para caracte-

rizar a los hiperplanoides del S�� considerados como variedades

de nivel constante de las funciones biarmónicas,ésto es,de la par-

te real (o el coe í'á
c í.errte de i) de una función holomorfa de n va-

riables.

Los ca.Lcu.Losj ya un poco extensos en el caso n 2,se comjú.í can

bastante con el método adoptado por ViIHTIHGER. En el presente tir-a-

bajo,con el metodo analítico que expondremos en breve,t desde el

punto de vista geométrico que informa nuestras conaí.de.rac í.onaa ,

escribiremos dichas ecuaciones(que,como se verá,no coinciden exac-

tamente con las de VfIRTIHGER) en el campo complejo, obteniéndolas

de un modo muy sancillo. La comparación de nuestro resaltado con

el de \7IRTINGER,nos hizo observar incidentalmente que las equacio­

nes escritas por dicho autor no son todas algébricumente inc1epen­

dientes, cosa dificil de observar con el examen directo de las mis­

mas que,dada su complicación formal,son prácticamente inabordables.

Además,la forma bajo la. cual las obtendremos,nos permitirá dar al­

gunas propiedades geométricas interesantes,7 deducir las diversas

caracterizaciones geométricas de los hiperplanoides,haciendo ver

las relaciones que guardan entre si. El carúe t er geométrico de la



cuestión no es objeto (le estudio en la memoria de 'ifirtinger,el cual

se preocupa excLu s
í

vamerrt e del punto de vi sta formal, en relación

con lns cuestiones que se presentan al tratar de extender el pun-

to de vista ele TIlbl,;UUm a las funciones de var
í

as variables.

Lo dicho hasta ahora se refi ere ey::lusivamente a los hiperpla­

noides. Faltaba todavia hacer un estudio de todas las variedades,
I

Lou í d
'

de un numero cua qUlera 'e dimensiones en relacion con el espacio

ambiente ,p�a tener una visión g'eneral. Con el método aludido he-

mas escrito las ecuaciones o sistemas que,en co.da caso,determinan

las variedades consideradas. Se cb t í.enen aa í, nuevos t nvur-í.unte s

pseudoconfonnes,quantitativos(análogos al de L2VI) y cualitativos,

las especies en que serán clasificadas las variedades,y que ya he-

mas menciorIDdo.

21 método analitico a que nos referíamos es el llamado por

SEVERI

Matado de extensión de lo real a lo complejo

8e apoya sobre el principio general siguiente:

Para que una ecuación analitica

se verifique para todos los valores complejos de las variables en

el entorno de un punto real P,es necesario y suficiente que se veri­

fique para todos los valores reales del entorno de p. Este lema se

apoya en la propiedad más elemental de las series de potencias.

Visto lo cual, el principio general de extensi6n de lo real a

lo complejo se puede resumir as!: Sea E un ente analítico,real o

complejo(una funci6n,una variedad,una ecuación,etc.) dependiente

de las variables reales x1, ••• ,x ,,11.. Si se pr oLonga el ente E en el

campo complejo, ésto es, tomando Xl' ••• ,x2'h. como variables comple .ius,



y se efectúa después la transformación homográfica

(3)

se obtiene un ente (.o que es analítico en las variables complejas

independiente s Z f , zJ , s •• , z., ,zr.' y que, dando a estas var
í

abLea los

valores especiales,complejo-conjugndos,

se reduce al ente E primeramente consid.erado.

� .
/3i una propiedad del errce E se expresa mediante una r-eLac

í

on

analítica

Ir (L.¡ J ••
_, X

�.'?1 ) z: CJ

ésta,en virtud del lema enunciado arriba,vale tt1mbién en el carnEO

complejo (se entiende, en una conveniente región) y,mediante las (3),
,

se taansformar.a eh una relación

cfJl',1 n ("7 f 'Y;:; )LV �,(JZ')"" "'-,», "'m =0

anal 1 tica en las variables cc)m-plejas z�, ••• ;zn' consideradas como

independientes. Nosotros podernos operar con la relación ffl9.rnien-
tras no se olvide la analiticidad,y,(:m el momento ooor-tuno j voLver-

DJ. campo real tomando para las ZK' Z,�, valores conjugados: todo lo

cual es válido,en virtud del mencionado principio general.

La gran importancia del método depende,no ya o.e La comodidad

que el uso de los pares de variables complejas conjugadas 1,ue
simplifica notablemente los cálculos y expresiones formales) lle-

va consigo,sino principalmente en poder considerar a dichas varia­

bles como indllendientes,operando asi libremente en el campo com-

plejoo

Sea,por ejemplo,f=u+iv una función compleja (u y v reales) de

las variables reales x1 ••••• x;l'7l.analitica en dichas variables. Ha­

ciendo la prolongaci�n a lo complejo,y efectuada la transformación
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(3), se obtiene una función l' analítica en las variables

La f se puede considerar (en el sentido de J)IEICIJL.2:T) como función

de las variables complejas Z1 , ••• ,z1"'. :Ji queremos expresar que f

es función holomorfa de aquellas varlables,bastará escribir que F

depende solamente 0E! ellas,lo que v
í

ene expresado por las ecuacio-

nes

( le -- (,2, ... ,71)

Si, en Lugar' de Zt; t zk I ponemos los valores cornp.l,e jos conjugnc1os .L:<t<_,+i Á.¿

L:Lk.-'· l' _'_�.:.;;' obtend remoa las conocidas ecuaciones de CAUCEY-RI:rr?W1N

en las u y v.

'(i" "'lIRTIHGER, en el t:cabajo ya ci taa_o ,hace uso con frecuencia

de éste principio, sin enunciarlo ex:plici tamente.

En Gsta forma se obtienen fácilmente la ecuaciones(generali­

sac
í ón de las de RIEMANN-BELTR.AMI pare, las funciones de variable

oom¡Üeja sobre una superficie) que definen las runcí onea de n va­

riables complejas sobre variedades de n+l, •• o,2n-l dimensiones.

lPinalmente,hemos de notar la importancia que,en esta clase

de consideracior�sttiene nuestra ya citada clasificación en espe-

cies de las variedades de n d;imensiones del espacio S27\.'

3e obtiene ,en particular,en pocas lineas,el ciatdo teorema de

LEVI-CIVITA en el caso genral.

Ho podemos terminar.éstas consideraciones geeerales sin hacer

/ ' ,

notar la influencia decisiva que la adopcion del metodo de tran-

sito a lo complejo ha tenido en la resolución general,debida a

SEVERI,del problema de DIRICHLET relativo a las funciones biarmó-

•
(1)

n�caso
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CAP 1 TUL O 1

LA VARIl.mAD DE 3EGRE Y LAS REPRESENTACIonES RE.ALfí;S DEL CONJUNTO

DE LAS ElTNUPL1,B (x -4 , ..... , x"J

l. En la introducción nos hemos referido ya a la importan­

cia que tiene la representaci6n del campo de variabilidad en el

estudio de las funciones de una o más variables complejas,y prin­

cipalmente la manera de considerar el infinito, cuya elección

permanece, a priori,arbitraria,en un orden de ideas puramente

ari tmético.

Es clásico que ,en el caso da una sola variable �y+iztcon-

viene proceder pensando la x variable sobre la recta vroyectiva

compleja. y ésto por la oportunidad de considerar el valor x �

.1

del mismo modo que todos los damas,relativamente a las transfor-

, / I

maciones biunJ.vocas mas simples,Gsto estlas transformaciones li-

neales .. :2;1 modelo real algébrico más simple ,homeomorfo a la rec­

ta compleja Ero��ctiva es una cuádrica real de puntos elípticos

(una esfera,etc.) cuya proyección sobre el plano euclídeo nos da

la representación de ARGlllm-GAUSS, considerando la recta del infi­

nito de aquel plano como un solo punto.

]1. 3EVERI ha hecho ver la conveniencia de considerar las co­

sas del mismo mOdo,en el caso de más variables,contrariamente a

lo que han venido haciendo la mayor parte de los autores que,mo­

dernarnente.se han venido ocupando de estas cuestiones.

Es decir,que el modo más perfecto de considerar el conjunto

de las énnuplas (x q •• ,x",) es distender esta conjunto sobre un S""

Proyect1vo. Los valores del infinito vienen representados en los

punt os de un 3"'-1 de, aquél espacio.
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.

t
I

S� queremos una represen nc
í

on realtcleberemos1Jconsiderar la

riemanniana del espacio J}royectivo complejo de TI diJUmsiones. Res­

pecto a los caracteres topológicos de tal variedad,además de los

generales a toda riemanniana de variedad algébrica, observamos que
,

carece d.e torsioll,y son para ella :mulos los números de Betti de

orden impar e iguales a cero los de orden par.U..)
�l ffi9delo algébrico más simple de la riemanniana en cuestión
'fl;' �)

es la falda real de una V�'f1 de SEGRE de tipo ellptico,pertenecien-
te a un e sp ací.ojí de n(n+ 2) dimensiones.

En el caso de dos variables se trata de una variedad V de cua-

tro dimensiones,del espacio de ocho,que representa con sus puntos

re:iAs los puntos complejos del plano TI
o A las re ct as de este pla-

,

no corresponden sobre V cuadricas ordinarias. Si,desde el 33 6

de una de tales cuádricas,que designaremos por Q,se proyecta la

variedad sobre un 3){ real ¿ (análogamente a como se ha ce la pro-

yeccion estereografica de la esfera sobre el planoten el caso de

una sola variable) se ebtiene la representación,generalmente biu­

nivoca,de los puntos del plano 7r en los puntos reales de � • Se

exceptuan los puntos de Q,los cuales, proyectados mediante una con­

sideraci6n de limite,vienen a corresponder homeomórficamente a las

rectas de una congruencia lineal elíptica del 3.3 ú) ,interseccion

de L, con el S JI tangente a la variedad que pasa por 6"". Se pue­

de suponer que Q sea imagen de la recta del infinito de TI t Y u)

sea el espacio impropio de � • Entonces,los puntos impropios del

plano complejo vienen representados biunívocamente por las rectas

reales de una congruencia lineal eliptica,cuyas directrices per­

tenecen al � del infinito,y son las dos rectas imaginarias con­

jugadas que en aquél espacio tienen por ecuaciones,respectivamente
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XI'¡- i x.,_ = o ?
JC

3
+ " :;c v � O j

XI - e ;t� ::- O

}X3-'-::t:,,=O

Todas estas consideraciones fueron hechas por Severi en sus

(2.)
'Conferencias de Geometr1a Algebrica", y profundizadas después en

,

d B '�-'GR-·.,,(3) li "+' auna not a e •. :;J2¡ -Ji. , mauan ose al caso n 2.

2. Dtengámonos a estudiar con detalle el caso más general.

Sean

) X'z'

las coordenao.as proyectivas homorrene aa de dos ('<
o omp'l.e joe '""'" 6"T"

- t:� - 1.)
n.l:" \j�z '-',. •

Las eeuaciones

(1) ( .t, -rn ::: o) d J' • _ J n)

nos dan una. representación pa remé t r-í oa de la variedad de SEGRE,

tomando las Xerm como coordenadas proyectivas de un espacio de

2

(nf-l)-l n(n+2) dimensiones,que designaremos por ¿ . Las (1) di-

cen que se tra tn ele una variedad algebrica V de 2n aire nsiones,

I :2.",,'l'l) /

cuyo orden es \ .,.
• Las mismas formulas establecen una co rres-

pondenciu,biunivoca sin excepciones y continua (un homeomorfis­

mo ) entre los punto s de V y los pares de puntos de 6_;, y a;; • V

es,además,el modelo mínimo de tal conjunto, tanto desde el punto

de vista de los homeomorfismos como desde el de las transforma-

ciones birracionales ( o sea del orden invariantivo considerado

( ).¡ )
por SEVERI) •

La vari edad conti ene dos si-st emas de S
11 t cada uno de los

cuales corresponde a los pares formados asociando a un punto de

6"." todos los puntos de � ,y r-ec í.p.rocemenue , Dos S".. elel mismo

sistema no se cortan,y,en cambio, dos Sn de sistemas opuestes

se cortan en un punto: los S� de un sistema vienen punteados

proyectivamente por los del otro. En resumen,ambos sistemas se

comportan como los debs sistemas de generatrices de una cuádrica,



que es la variedad de 3EGRJ: para TI l.

Hay dos tipos de variedad de SEGRE,correspondientes a los

dos df78rsos tipos de cu�dricas:el tipo hiperb61ico,en el cual

ambos sistemas e stan fo:r:n,:�ans por Sn reales,intersección de la

varie dad con el tangente en su punto común;en el tipo eLfp-

tico (que es el que nos interesa) esta intersección está formada

por dos S tl imaginarios conjugados t que se cort an en un punto real

de la variedad.

Como ya se ha observad o, los 3"" de C<'1.Em uno de los dos sis­

temas corresponden biunivoca y corrt
í

nnane nte a los punto s de G;,

(o de
-

I
c:;:: ) : aaa es que ,en eJ caso eliptico. se pue de considerar el

homeomorí'ismo que usocia a cada punto de q;; el unico ;Eunto real

del 1"'< correspondiente; de ahi se deduce que la falda real de;) '"

-.

la variedad es homeomorfa a los ,Euntos de � •

Ya dijimos precedentemente que esta representación goza de

la propiedad de mínimo ,ya topológica,ya algébricamente. Ho nos

detenemos en ello que(juntamente con lo que precede) se encuen-

tra desarrollado en los trabajos citados. Hemos hecho solamente

un resumen, indi apensabLe para las consideraciones que siguen, las

cuales tienden a relacional' esta representación con la que se ob­

tiene por medio de los puntos reales de un S�m euclideo,para ha­

cer ver que una es proyección conveniente de la otra y principal­

mente para hallar,en esta última, la interpretación más jusya del

infinito,an�logamente a lo que se ha dicho para TI 2.

3. Consideremos la transfonTIacion homográfica del espacio

mediante la cual las

I

)\ e e
:: X.u_

I I

Xim =- x»: -i s.: 1
, . I

J
j_¿-rn

X .;e= ;X {tWI
-L A111e

ocuaciones (1) se convierten(suprimiendo los
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indices a las X} en las

(2) [e: m)

Referidas a 8jes coordenados reales,las (2) nos dan una varie-

dad de SEGPE de tipo elíptico. Tomando

"; I
-'-

"

/1

.J.'r
-

'r
J I /._r

las ecuaciones

¡O X.(. - .c'1.. +- ')2",2-
J

(3)

r-epr-e aerrtanj pa ra valores reales de x; ,x � , la faLd.a real de nues­

tra variedad V,en correspo�dencia biun{voca con los puntos de � •

Si queremos obtener los puntos de V que corresponden a los

punto s reales9( de a: ,basta ver que."

a.
.

d
. .

I (5)
bpon encla e conJugaclon, que,so re

,

estos $on dobles en la corres-
l- , .'"
r- ,

J

la frrida real de V,da u�a co-

responclencia involutoria representada. en S Y\L'YI+:2,) por las ecuaciones

,

X,u

y cuyos puntos dobles son las soluciones del sistema.

(l' - 1 ) X p -:-, o
,'Y>"

Para f 1 se obtiene X """,ló
= o ( 1< m) ;para r =-1, Xe-i Xtll7l =O (1 <: m);

para ¡pi TI no hay aoLuc í.ón geométrica. Se trata,pues,de una homo­

grafía involutoria,que tiene como espacios fundamentales
, I

X.e.e=:Xz"",,-o

.,}
•

1

opuestos en la piraniide fundamental. El primero no tiene m.ngun

punto real común con la variedad., el S 'Yll"".¡..z,) opuesto _J 1 la corta,
=ar:

bi 1 t ( d· t .... ,,',,'. ==Ü)en cam o. en os pun os correspon J.en es a ��

(4) - x'. Q

e
; f Xy¡,,¿_::o
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Se trata,pues,de una V� de -ÍL ,respresentada en este espacio por

las dos primeras ecuaciones (4),que nos muestran que la variedad.

(generalizaci6n en éste sentido de la superficie de VEROIlliSE del

S5" ) es el modelo proyectivo,en _/L ,del sistema lineal de las hi-

percuádricas de un
.,

0'" •

4. Volvamos a la representacibn (1) de la variedad de SEGRE

y tornemos

(t"::::I,!2, ... ,n)

I

como coordenadas homogeneas de un S2n. Las ecuaciones (1) estable-

,

cen una correspondencia algebrica entre la variedad de SEGRE y (li-

cho 3;()'I. Las secciones hiperplanas de la variedad. se representan

sobre el
I

en el sistema lineal de hipercuadricas

(5)

que tiene por variedad. base el par de 3"'_1

x(¡ -::. o l
f :::: o }

contenidos en el hiperplano tó O.

Del sistema (5) forma parte el siguiente

I

que se compone del hiperplano t= O,como parte comun,y de

(6)

que es el sistema lineal de toclos los hiperplanos de S.2n. Por con-

I I

siguiente,este sistema correspo�dera proyectivamenta a las seccio-

I � 1

nes hiperplanas de la variedad con una radiacion XJ' de hiperpla.nos
I

del S�l���) ,esto eS,con los hiperplanos que pasan por un determi-

I

nado Sy\,,_;1. de aqueL' espacio. Y se podran suponer situados el S,,'L_�
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(que designarerno s por cu )
/

Y el S�n opuesto JL en tal posicion
I

relativa que dicha correspondencia sea la proyeccion de V hecha

desde w sobre J)_ • 301amente que. debiendo asociarse a todo hi-
I

perp l.ano de Jj_ el t= O t este introduce excepciones a la biunivo-

cidad de la correspondencia, debiendo ser homólogo de la parte

común a todas aquellas secciones hiperplanas.

To(10 lo cual es inmediato [maliticamente, sin más que obser­

var las ecuaciones escritas. Las (6) nos dicen,en efecto,que la

I

radiacion w es

(7) AXoo + �(Jj�X-lo + D¡;Xo-/.)= o

,

,

y Ct) sera,por consiguiente,el espacio

(8) XOD = o Xt.o =- o

desde el cual se proyecta V en modo generalmente biunívoco sobre

Jl . y basta poner

(9) x z: x.�
h o h

para que 11 coincida con el S,2,¡ primeramente considerado.

El espacio w corta a V en otra V!J.,'1"l- lt ifJ del mismo tipo,

que corresponde a los pares de puntos de los hiperpla.nos Xo = O,

lo = O, de o;. y G;, ,y viene dada en lo) por las ecuaciones

(h, k.: 1, �-J- __ ) -n)

El hiper-.olano X = O (que se proye cta en el t=o de Jl.) corta a
00

V en una variedad cfr compuesta de dos V
2'>'1-:L correspondientes, res-

pectivamente,a los pares de puntos de los hiperplanos xD= O,xQ= 0,

con los eppacios uf'> y G;. • Ambas variedades se cortan en la <p •

Por lo tanto, XOD = O es tangente a V a lo largo de cP ,la cual,

por esta razón,se proyecta exceEcionalmente en los puntos del hi�
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perplano t=ü.

De esta manera se llega a establecer una correspondencia en-

tre los �j1t",sx:h elementos de c;. y los e le nenuoa de JL ,general­

mente b í.unfvoca, con la sola excepcion de lo s puntos de un hiper­

plano de v� ,a los que corres2onuen todos los puntos del hiperpla-

no t=o de J L •

•
I

5. Consideremos aho ra la e cuacaon de un hiperplano 6;,-1 de G:;.

(10)

-

junto con la del conjugado c,;:-I de 6:,

(11)
)1

c---o.

ao x; + .Lr (.i� x#. - o

(doncle los coeficientes a; y .l¡
,

son numeras complejos conjugados)
Las e cuac í.ore s

?1

(11) I 00 i: + ¿ e:lt_ x:� -:::: o

( aot J1 -

+- 2: .A� X,t,¡ =_ o
I

representan enil el S�('n_I) ¿ ,imagen real de c:;,-I (o de �_/). La

/

con el infinito es un S�n-3 real que,en este

espacio,tiene por ecuaciones

(12)
?I

',>"' a- ,,_� ",.cj!,:::: o
I

que nos domuestran que dicho S��-J tiene en comun un s�_� con ca­

da uno de los ....dos S 1)-1 (imaginarios conjugados)

(t=0)

Reciprocamente,las ecuaciones de un S�n-J que se apoye,en dicha

forma,sobre-é y _� , se pueden siempre escribir en la f'o rma (12)

y representan entonces las intersecciones con el infinito de mua

doble infinidad (real) de S.a.h-� de ecuaciones (ll),representacibn
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de ('
"

»)
.",_1

Qe (_)� .

,

Por consiguiente ,en este modo de representación:

L,os S,2Vn-l)reales de _i L que representan a los hi;eerplanos com-

¡:>le jos de 6'"
r

estan carac terizados por el he cho de que sus S :U1-,3

del infiuito son los S .l/?- 3 reales de una congru encia lineal el:lp­
tica K, <¡u e tiene por espacios directores los do s S /1-' imaginarios

conjugadas � y s.

En general. t si

(13) I : 1, 2.� .. ' J'n-k

son las e cuac í.one s de un S
le
de V'l'1 t las del S

It conjugado se pueden

escribir siempre en la forma

(13' ) ()) -

Q.¡:. X� -= o j:: 1,2.,· . - } n-k

y el espacio al infinito del ,...

que los representa en ..(l. es0Mc

t. aliJ .

11
-(i) -

(14) t:
.�

I,fe·· -, n-le )-=0
- o j Q X :::0 ( I z:" ?L LJ:'� � 1"h I

ecuaciones que nos demuestran que se apoya en s y s segun Sic_L.

y rec{procamente,el razonamiento se invierte como mús arriba,pu-

diendo,pues,afirmarse en general que

Los S;¿I!; reales Que representan en fl. a los S AA complejos de

cm vienen caracterizados por el. he cho de sus S ak-I del infinito

son los S�_I reales de la congruencia K.

/ I

6. Efectuando ahora la transfornn c í.on homografica

y tomando como nuevas coordenadas YA Y Z�tdando valores reales a

I "

estas coordenadas obtenemos la representacion(generalizacion de la

de ARGAlID-GAUSS para una aó La variable) de los puntos complejos de
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c;:;, en los purrto s reales ele j l. • BI espacio t= O se transforma en

l.
1 tsa ma smo y as rec as s ys seran las

:1.

Las ecuaciones del S JAc correspondmehte al

?1 (i)
Qo t: T L:.A¡; (Y.¡,+t· zf.. )- o

,

)1 -

,

iio t t- ¿ (12) L!f¡J. - l·;C
..J� o

/

r

S � (13) de G;. ser'an

j
- / � 2 J' ,} ')1- le

/ ,

sistema equivalentel::ü que se obtiene surnandolas V restandolas dos

a dOs,o sea separando la parte real de la imaginaria en las ecua-

ciones de S k •

,

De los resultados encontrndos en el parra¡gq prececlente,y to-

mano el hiperplano t=o como hiperplano del infinito de un S-z,¡ euclf­

deo,se llega a la Giguiente conclusión feneral:

Los puntos del carnEo de n variables complejas, supuestos distri­

buidos en un S� euclideo-proyectivo,puedan distenderse sobre un S��

real,em una correspondencia que es biunívoca sin excepciones en to-

,.

do camI?,0 finito t y subordina corres)2ondencias anulosas entre los S k

subordinados a S i' Y los S � de S:L'I'>-.

Las Ünicas excepciones a la biunivocidad de la correspondencia

se refieren a los J,)u,ntos del infinito de Si'), ,a los cuales correspon­

den biunívocamente las rectas del infinito de S.v� gue se apoyan en

los dos S )')-/ , imaginarios conjugados independientes, gue, en el hiper-

plano del inflni to de 3". tienen 1201' ecuaciones

-

Los espacios s y s pertenecen, como espa.cios generadores del

r

mismo sistema,a la cuadrica
/)( 2,. :¿

L ( y� + %�) = O

que constituye el absoluto de S��,en la mbtrica ordinaria.
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