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Introduccio

La rapidesa i la qualitat de la comunicacid en sistemes distribuits i paral-
lels ha millorat significativament en els darrers anys gracies a 1'is de noves
tecnologies 1 de protocols de comunicacié més eficients. Degut també a que
la velocitat dels processadors i el volum de dades a tractar, ha crescut de
forma notable, 'is eficient d’aquestes xarxes de processadors depen encara
més de I'existencia de bons algorismes de comunicacié.

En la comunicacié estructurada o collectiva, 'esquema de comunicacio
és donat d’entrada, i el problema consisteix en la distribucié, acumulacioé o
intercanvi de dades 1 la sincronitzacié dels processos, de forma eficient, durant
moments especifics de 'execucio del corresponent protocol. Un exemple n’és
el broadcasting o difusié d'informacio a partir d’'un node origen a tots els
altres nodes de la xarxa considerada. La topologia de la xarxa condiciona en
gran manera |'eficacia del procés.

Si considerem connexions “punt a punt” entre els processadors, la xarxa
es pot modelar amb un graf. Els processadors, o nodes, de la xarxa correspo-
nen als vertexs del graf i les branques representen les connexions o enllagos.
Per a xarxes unidireccionals i en el context de la teoria de grafs en que es
desenvolupa aquesta tesi, parlarem de grafs dirigits o digrafs.

A mes de 'existencia d’esquemes de comunicacio eficients, també hi ha al-
tres caracteristiques que determinen que un graf, o digraf, sigui un bon model
de xarxa d’interconnexié. Per a assegurar I'adequabilitat de la xarxa i degut
a restriccions tecniques, cada processador ha d’estar connectat a d’altres pro-
cessadors (pocs) —grau—, pero d’altra banda s’ha de garantir 'existéncia d’un
cami que connecti qualssevol parell de processadors. Fs de desitjar que la
distancia entre dos processadors sigui el més petita possible ~diametre— i que
el nombre de processadors sigui gran —ordre—. Per tant, el graf ha de tenir
un nombre elevat de vertexs. D’aquesta forma s’estableix una relacio entre
els parametres grau, diametre i ordre del graf.

Una altra caracteristica a tenir en compte en un graf que modela una
xarxa d’interconnexio, és la simetria perque simplifica I'estudi de les propie-
tats que té el graf. En particular, per exemple, si un graf és simetric, és
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possible implantar el mateix esquema de comunicacié a tots els nodes de la
xarxa modelada pel graf.

[.’objectiu d’aquesta tesi, és aprofundir en 'estudi d’una certa familia de
digrafs, els digraf de prefix—cicle, donant nous detalls sobre la seva estruc-
tura, noves maneres d’enfocar el seu estudi i dissenyant bons esquemes de
comunicacié. Es completa d’aquesta forma I’estudi iniciat per d’altres autors
1 se’n refor¢a el seu interes com a bon model de xarxa d’interconnexio.

Els conceptes principals de teoria de grafs que s’utilitzaran en aquesta
memoria, es defineixen en el capitol 1.

El capitol 2 esta dedicat basicament a la definicié dels digrafs de prefix—
cicle, aixi com a l’analisi d’algunes de les propietats que fan que aquesta
familia de digrafs mostri bones qualitats com a model de xarxa d’intercon-
nexio. Algunes de les propietats que aqui s’obtenen seran essencials per a
desenvolupar els procediments i la teoria que es presenten en els capitols
posteriors.

Una qualitat interessant en una xarxa d’interconnexié és la possibilitat
que té de ser descomposada en conjunts de nodes connectats de forma que
sigui factible la distribucié de tasques diferents dins de la mateixa xarxa.
En termes del digraf associat, aquest problema es converteix en coneixer—ne
I’existencia de cicles en el digraf i en trobar una descomposicio del digraf en
cicles i camins vertex—disjunts.

El capitol 3, es refereix a la descomposicio en cicles del digraf de prefix—
cicle. En primer lloc es demostra que un resultat que era conegut per a
d’altres families de digrafs com ara els de Kautz, també es verifica aqui: el
digraf de prefix—cicle conté cicles de qualsevol longitud, excepte en el cas
que la longitud sigui 'ordre del digraf menys u. Es a dir, el digraf és quasi
panciclic.

En la segona part d’aquest capitol, es descomposa el digraf en cicles de la
mateixa longitud o en conjunts de camins vertexs—disjunts pero de longituds
diferents. Alguns dels resultats del capitol van estar presentats a la 16 British
Combinatorial Conference (Londres, 1997) i I Jornadas de Matematica Dis-
creta y Algoritmica (Barcelona, 1998) i es poden trobar respectivament a
[15], [16] i [14].

Una manera d’obtenir bons algorismes de comunicacié en un graf del qual
es volen mostrar els avantatges que té com a model de xarxa d’interconnexio,
és coneixer 1 utilitzar els camins que existeixen entre parells de vertexs i
al mateix temps tenir informacié de 'existencia o possible descomposicid
del digraf en camins disjunts. En aquest sentit el coneixement profund de
Iestructura dels digraf de prefix—cicle obtingut en aquest capitol sera d’uti-
litat en el disseny d’'un esquema de difusio.

En el capitol 4 es presenta un algorisme de comunicacid, en concret un
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algorisme de difusié per al digraf de prefix—cicle. La fita superior per al temps
de difusié millora alguns dels resultats coneguts per a grafs de de Bruijn i de
Kautz i resulta ser optima per a valors petits del grau. Els resultats d’aquest
capitol es van presentar a 15 British Combinatorial Conference (Stirling,
1995) i foren publicats a [13].

El darrer capitol d’aquesta memoria es dedica a ’estudi matricial dels
digrafs de prefix—cicle. A partir de l'obtencié d’una certa equacié matricial
que compleix la matriu d’ajacencia del digraf, s’obtenen els valors propis
del digraf el nombre dels quals només depen del diametre. D’aquesta forma
es calcula l'espectre del digraf sense treballar directament amb la matriu
d’adjacencia que és, en general, de dimensio elevada. Aquest resultat recent
obre una nova linia en 'estudi dels digrafs de prefix—cicle.

La part final de la memoria és fruit de la collaboracio amb Pierre Fraig-
niaud i Johanne Cohen del LRI (Orsay, Paris) i amb Lali Barriere de la
UPC. Els dos treballs resultants han estat presentats i publicats recentment
a [3] 1 [23]. Tot i fer referencia també a problemes de comunicacié en grafs,
per mantenir la unitat de la memoria en 'estudi dels digrafs de prefix—cicle,
s’inclouen al final en forma d’apendixs.

Aquesta tesi ha estat realitzada dins les activitats del grup de recerca de
Teoria de Grafs del Departament de Matematica Aplicada i Telematica de
la UPC 1 ha comptat amb el suport de diferents projectes, beques i ajuts
per part de la Unié Europea, CICYT, el Comissionat per a Universitats i
Recercai la UPC, que m’han permes fer diverses estades de recerca i assistir
a reunions 1 congressos on els contactes 1 les discussions de treball amb tantes
persones ha contribuit a 'avenc¢ en aquest estudi.

Voldria acabar aquesta introduccié expressant el meu reconeixement 1
gratitud, al director d’aquesta tesi Francesc Comellas. Sobre tot per la seva
capacitat d’engrescar-se, i encomanar—me l'interes en una gran varietat de
temes, en especial els que han estat els fonaments d’aquest treball. Les sug-
gerencies 1 intuicions del Francesc han originat bona part d’aquesta memoria.

Als meus companys del Departament de Matematica Aplicada I, seccio
EUPB, els agraeixo els seu suport i collaboracié sincera.

També vull fer esment del suport que he tingut de les persones del grup
de Teoria de Grafs, 1 de com és d’important I’existencia del Seminari “Teoria
de Grafs 1 Aplicacions”, sobretot per als qui, com jo, venim d’altres depar-
taments.

Margarida Mitjana i Riera
desembre de 1998
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Capitol 1

Teoria de grafs

En aquest capitol es defineixen la majoria dels conceptes de la teoria de
grafs que es faran servir en els capitols posteriors. Les definicions i d’altres
resultats que aqui no s’han inclos es poden trobar a [10] i a [28].

1.1 Definicions i propietats basiques

Un graf G, és un parell G = (V,E), on V = V(G) és un conjunt finit i
FE = E(G) és un conjunt de parelles d’elements de V. Els elements de V
s’anomenen vertexs i els elements d’F  branques o arestes.

Analogament, un graf dirigit o graf orientat o digraf T' = (V, A) esta
format per un conjunt finit V' de vertexs i un conjunt A C V x V de parells
ordenats de vertexs anomenats arecs. Fl vertexs d'un graf o d’un digraf, es
representen per punts 1 les branques o els arcs, per linies que uneixen els
vertexs que les formen. Si el graf és dirigit, s’ha d’indicar la direccié dels
arcs.

Six 1y son dos vertexs d’un digraf I' considerarem que només hi pot haver
un arc (X,y) del vertex x al y. Un arc que uneix un vertex amb ell mateix
és un llag. I el conjunt format per dos arcs de la forma (x,y) i (y,X) és un
digon. En cas de permetre arcs multiples llavors es parla d’un multidigraf.

En aquest treball considerarem principalment digrafs simples, és a dir,
sense llacos ni arcs multiples. Les definicions que hi ha a continuacid, es
donen per a grafs orientats, malgrat que la majoria son valides també per a

grafs.
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Ordre i grau

L'ordre d’un digraf ' = (V, A) és el nombre de vertexs, |V], i el nombre
d’arcs, |A|, la seva mida. Si x iy sén vertexs d'un digraf I' i e = (x,y) és
un arc, direm que X és adjacent cap a y i que y és adjacent des de x.

El conjunt de vertexs que sén adjacents cap a x, el denotarem per I'"(x)
i els seu cardinal és el grau d’entrada d~(x) = [I'"(x)|. Analogament 't (x)
representa el conjunt de vertexs adjacents des de x 1 d*(x) = |T'T(x)] és el seu
grau de sortida. El grau mazim de sortida, A*, d'un digraf T', és el maxim
dels graus de sortida de tots els vertexs de I', analogament es defineixen el
grau mazim d’entrada, A~, el grau minim de sortida, 67, i el grau minim
d’entrada, 6.

Un digraf T', és A-regular si per a tot vertex x € V(T'), es compleix que

df(x)=d (x)= A

Camins, recorreguts i cicles

Considerem dos vertexs x 1y d'un digraf I'. Un recorregut de longitud m de
X a y és una successio

X=X0,X1,...Xm =Y

de vertexs de T' tal que (xj,Xi+1) és un arc de I'.

Un recorregut en el qual x; # X; per a tot 7+ # j s’anomena cami. Un
cicle és un recorregut que té tots els vertexs diferents, excepte el primer i
1"iltim que coincideixen. Es defineix la longitud m d'un recorregut, cami o
cicle, com el nombre d’arcs que el componen. Per exemple, un digon és un
cicle de longitud 2.

Dos camins son vertex—disjunts si no tenen cap vertex en comt, i es diu
que son arc—disjunts si no tenen cap arc en comni. Es clar que si dos camins
son vertexs—disjunts també son arc—disjunts.

Un digraf I' és k-assolible, si per a qualssevol parell de vertexs x,y € G
existeix un recorregut de longitud exactament igual a k.

Diem que el digraf I' és fortament connex, si per a cada parell x 1y de
vertexs de I', existeix un cami de x a y.

Digrafs eulerians i hamiltonians

Un digraf T" diem que és euleria si existeix un recorregut tancat que passa

per tots els arcs de ' exactament una vegada. A un recorregut que compleixi
Id

aquestes condicions se’n diu un recorrequt euleria. Fs un resultat classic de
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teoria de grafs la caracteritzacio dels digrafs eulerians: El digraf I" és euleria,
s1 1 només si per a cada vertex, el grau d’entrada coincideix amb el de sortida.

Un digraf I' diem que és hamiltonia si existeix un cami tancat que passa
per tots els vertexs de I una tinica vegada. A un cami que compleixi aquestes
condicions se'n diu un cicle hamiltonia.

Distancia i diametre

La distancia entre els vertexs x 1y d'un digraf I" és la longitud del més curt
de tots els possibles camins de x a y. El diametre D(I') d’un digraf I' és la
maxima de les distancies entre dos vertexs qualssevol del digraf

D(T) = maxd
([) = max d(x,y)

1.2 Els problemes (A, D) i (A, n)

El problema (A, D) consisteix en optimitzar 'ordre del digraf per a un grau
i diametre donats, mentre que el problema (A, n) consisteix en optimitzar
el diametre, fixats el grau i 'ordre. Tots dos problemes han estat tractats
abastament tant per grafs com per digrafs, vegeu per exemple els treballs de
Bermond et al.,i Fiol et al. a [4] i [22].

El problema (A, D) per a digrafs, consisteix en trobar digrafs amb grau
maxim de sortida A i diametre D fixats, de forma que el nombre de vertexs
sigui el més gran possible. Es defineix un digraf (A, D) com el digraf que té
grau maxim de sortida A, diametre D i nombre de vertexs maxim.

L’ordre, n, d'un digraf (A, D) és menor o igual a la suma de vertexs que
estan a distancia 1,2,...,D:

D+1 si A=1
(AD+1—1)/(A—1) si A>1

(1.1)

Des de qualsevol vertex d’un digraf (A, D) es pot arribar, com a molt, a A™

n§1+A+---+AD:M(A,D):{

vertexs amb m passes. Per tant el nombre maxim de vertexs als quals es pot
arribar amb un cami de llargada D és

D
Y A" =M(A, D)
m=0

El valor M(A, D) es coneix amb el nom de fita de Moore. En conseqiiencia
un digraf (A, D) t

indra ordre menor o igual que la fita de Moore. A un digraf
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amb ordre M (A, D) se’'n diu digraf de Moore. Aquesta fita només s’assoleix
en els casos trivials A = 1, que correspon al cicle d’ordre D +1,1 D =1
el digraf complet Kati. El problema de trobar digrafs (A, D) consisteix
en trobar digrafs 'ordre dels quals sigui el més proper possible a la fita de
Moore.

1.3 Automorfismes de digrafs

Donats dos digrafs I' = (V, E) i [V = (V', E'), una aplicacié f: V — V' és

un morfisme de digrafs si conserva les adjacencies, és a dir

(x,y) € = (f(x),f(y)) € E'

Un automorfisme del digraf I' és una aplicacié f: V — V tal que (x,y)
és un arc de I, si i només si (f(x),f(y)) és un arc de T

El conjunt d’automorfismes d’un digraf I' d’ordre n amb la composicié és
un grup que és isomorf a un subgrup del grup simetric de grau n, S,, 1 s’escriu
Aut(T'). Per exemple, és facil provar que, per al graf complet, Aut(K,) ~ S,.

Es diu que Aut(I") actua transitivament sobre V(T') si per a cada parell
de vertexs x,y € V(I'), existeix f € Aut(T) tal que f(x) =y.

Un digraf T' = (V, E) és arc transiliu, o vértex simélric com es defineix
a [9], si el seu grup d’automorfismes, Aut(T'), actua transitivament sobre el
conjunt dels arcs, és a dir, si X és adjacent cap a y i u és adjacent cap a v,
existeix un automorfisme g € Aut(T') tal que g(x) =uig(y)=v.

Un digraf I' = (V, E) és vértex transitiu si el seu grup d’automorfismes,
Aut(T'), actua transitivament sobre el conjunt dels vertexs Aut(I'). Des d'un
punt de vista menys formal, aquest fet es pot interpretar com que el digraf es
veu de la mateixa manera independentment del vertex des del qual es miri.

De les definicions es conclou que tot digraf vertex simetric és vertex-
transitiu.

1.4 Els digrafs de Cayley

Donat un grup finit G'1 un subconjunt S de GG de cardinal d, el digraf de
Cayley, que s’escriu Cay((G,S), té per vertexs els elements de G i (x,y) és
un arc si i només si existeix s € S tal que y = sx. Es clar que Cay(G,S) és
d-regular i si e ¢ S és un digraf sense llacos, on e és la unitat del grup G. El
digraf Cay(G,S) és fortament connex si S és un subconjunt generador de G.
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Donat un grup finit G i un subgrup H de G, les classes laterals per
lesquerra de H en (G sén els subconjunts de la forma gH definits per

gH ={gh:h € H}

S’escriu (G/H); el conjunt de les classes laterals per 'esquerra de H en G.

El digraf quocient per Uesquerra del digraf de Cayley (Cayley coset di-
graph) de G respecte el subgrup H i un subconjunt de generadors S C G\ H,
que s’escriu I' = Cay(G, H,S5), és el digraf que té per conjunt de vertexs
(G/H), les classes laterals per I'esquerra de G modul H i (g1 H, g2 H) és un
arc si 1 només si, existeix s € S tal que gihs = g2h’ amb h,h' € H. Aquest
digraf es pot pensar que s’obté a partir d’un digraf de Cayley identificant els
vertexs d’'una mateixa classe lateral 1 eliminant els arcs multiples. T" és un
digraf de Cayley si i només si H = {e}, on {e} és la unitat del grup G.

De forma equivalent, es poden definir els digraf quocient de classes laterals
per la dreta o digraf quocient de Schreier pero en contra del que passa pels
digrafs quocient del digraf de Cayley, els digraf quocient de Schreier poden
no ser vertex transitius.

Els digrafs quocient per 'esquerra del digraf de Cayley sén |S|-regulars,
connexos i vertexs simetrics. Fs més, el teorema de representacio de Sabidussi
a [39], assegura que un (di)graf és vertex transitiu si i només si és un (di)graf
quocient d’un (di)graf de Cayley. En el seglient paragraf es descriu breument
la demostracio.

Considerem I' un digraf vertex transitiu i 4 € V(I'), G el grup d’auto-
morfismes de I', H el subgrup de G estabilitzador de 4 (automorfismes de I'
que deixen « fix), i D el conjunt d’automorfismes de I' que envien 4 en un
dels seus vertexs adjacents. Llavors I' i Cay(G, H, D) sén digrafs isomorfs.
Per a demostrar-ho cal considerar 'isomorfisme que a cada vertex x € I' li
fa correspondre {¢g € Glg(y) = x} que és una classe lateral per l'esquerra
modul H.

Hi ha molta més informaci6 sobre grafs i digrafs de Cayley al llibre [27] i
en especial al capitol Cayley graphs and interconnection networks escrit per

M.C. Heydemann.

1.5 Algunes families de digrafs

En aquesta seccio es defineixen i1 dibuixen alguns dels digrafs que es faran
servir en aquest treball.
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1.5.1 El cicle (), i el torus MT,;

El cicle Cl,, és un graf de Cayley, amb n vertexs grau 2 i diametre [7].

El torus multidimensional MT, j, és el producte cartesia de n cicles de lon-

gitud k, MT, j, té k™ vertexs i grau 2n. El seu diametre és n[%]

Figura 1.1: El cicle Cy Figura 1.2: El torus M7, 5

En 'estudi de (di)grafs que puguin modelar xarxes d’interconnexid, sén
d’interes els digrafs de de Bruijn 1 Kautz perque son regulars, amb grau d
petit, i diametre que és de 'ordre de log; N, on N és 'ordre del digraf. Tots
dos digrafs poden definir-se de varies maneres, pero admenten una definicio
a partir d'un alfabet que és la que s’utilitzara.

1.5.2 El digraf de de Bruijn B(d, D)

Fl digraf de de Bruijn, B(d, D), d > 2, és d-regular, té diametre D i ordre
dP. FEls vertexs de B(d, D), sén les seqiiencies de llargada D, sobre un
alfabet de d simbols. Aixi un vertex és de la forma x = zyz4...2zp amb
x; € {0,1,...,d — 1} per a cada s = 1...D. Els vertexs adjacents des de
x sén de la forma xyzy...2pA amb A € {0,1,...,d — 1}. El grau, tant
d’entrada com de sortida, de B(d, D) és d i I'ordre és N = d”. Notem que
aquest digraf té exactament d llacos. Tants com vertexs de la forma aa...a
on a és qualsevol lletra de 1’alfabet.

1.5.3 El digraf de Kautz K(d, D)

El digraf de Kautz, K(d, D), és el graf orientat que té per vertexs les se-
quencies de llargada D, sobre un alfabet de d + 1 simbols amb la condicid
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que dues lletres consecutives han de ser diferents. Un vertex és de la forma
X = z1&9...xp amb x; # w;1y per a cada @ = 1...D — 1. Els arcs es
defineixen igual que pel digraf de de Bruijn: el vertex x = zyxo...2p és
adjacent cap a xy...xpA, on A és qualsevol simbol de 'alfabet diferent de
zp. El grau del digraf de Kautz K(d, D), és igual a d i el nombre de vertexs
és N = d” + d”~'. El diametre, com en el cas del digraf de de Bruijn és D.
En el cas que el diametre sigui 2, el digraf de Kautz és vertex simetric.

001 011

100 110

Figura 1.3: El digraf de de Bruijn B(2,3)
31
31

21

12

Figura 1.4: El digraf K(2,2) Figura 1.5: Un altre K(2,2)

1.5.4 El graf n-estrella

Fs un graf de Cayley que va ser proposat per Akers i Krishnarmurthy a [1]
per a modelar xarxes d’interconnexio degut a les propietats que té. Cada
vertex de 95, s’etiqueta amb una permutacié de n-simbols diferents, per tant
hi ha n! vertexs i les adjacencies s’estableixen entre dos vertexs que tenen
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els simbols primer i 7—esim permutats. Per tant el grau és n — 1. En la
Figura 1.6 hi ha una representacio de Sy.

1234 4231
2134 13 3241
3124 2314 3421 234

1324
2143
M3/ 1342 223\ 1243
e 1423 ¢4213
12 2413

Figura 1.6: El digraf 4-estrella S4

1.5.5 L’hipercub

L’hipercub de dimensié n, H(n), és el graf amb conjunt de vertexs V(H(n)) =
{z122.. . 2|z; € {0,1}} i dos vertexs X = x1x9...2, 1Y = Y1Y2 . .. Yn 50N ad-
jacents si els simbols x; 1 y; coincideixen sempre, excepte en un cas. L’hiper-
cub H(n) és un graf de Cayley del grup de permutacions amb generadors les
transposicions (27 — 1,2:), 1 < ¢ < n definides sobre X = {1,...,2n}. Per
tant cada vertex x; ...z, amb x; € {0,1} es pot expressar com la permutacid
(a1, az,...,a9,),0n (ag_1,az) = (2i—1,21) siz; = 01 (agi_1,az) = (21,21—1)
si z; = 1. L'ordre del graf H(n) és 2" i el seu diametre és n. El graf és regular
de grau n.
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0100
0110
1100 1110
1000
0000 0010
1010
1101 1111
1001 0101 0111
1011
0011

0001

Figura 1.7: L’hipercub H(4)

1.5.6 El digraf papallona
El digraf papallona W DB(d,n)(Wrapped Directed Butterfly) és d-regular,

amb diametre 2n — 1. El seu conjunt de vertexs esta format pels parells (z,1),
onz €Z710 <! <n. El vertex (zozy...2,-1,[) és adjacent cap als vertexs
de la forma (z¢ ... 2102141 ... 2p1,l+ 1 mod n) amb o € Z,.

Figura 1.8: El digraf papallona WBD(2,3)
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Capitol 2

El digraf de prefix—cicle ' (D)

En la cerca de grafs dirigits grans per a un grau i diametre fixos, el teorema de
Sabidussi [39], que ha estat enunciat al capitol 1, proporciona un instrument
adequat per al tractament d’aquest problema, en el cas de digrafs que siguin
vertexs simetrics.

Es fent servir aquest resultat que Faber i Moore a [19] van definir els
digrafs de prefix—cicle com a classes laterals del digraf quocient per ’esquerra
d’un digraf de Cayley. Pero quasi al mateix temps Comellas i Fiol a [12] i,
tal com Faber, Moore i Chen van publicar a [20], van trobar que els digrafs
de prefix—cicle admeten una formulacié com a grafs sobre un alfabet, simi-
larment en els casos de grafs 1 digrafs més estudiats, per exemple I’hipercub
H(n), o els digrafs de de Bruijn o de Kautz. Aquesta forma de descriure els
digrafs afavoreix basicament la notacié i també, 'estudi de propietats.

A continuacio es donen les dues possibles definicions per als digrafs de
prefix—cicle.

2.1 Definicié. Propietats.

En primer lloc es defineix el digraf de prefix—cicle que escriurem I'a (D), com
a classes laterals per I'esquerra de digrafs de Cayley.

Definicié 1 FEl digral de prefix-—cicle, que s’escriu Ua(D), €s el digraf de
classes laterals per Uesquerra del grup Say1 respecte el subgrup Fp @ un sub-
conjunt de generadors C'

FA(D> = Cay(SA_H ) FD, C)
on

Say1 €s el grup simetric de A+ 1 elements.

15
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Fp, amb 2 < D < A ¢s el subgrup que consta de les permulacions
de Saq1 que deizen fix els dltims D elements, €s a dir w(1) = 1 per a
A+1—-—D <1< A+ 1. Clarament Fp €s isomorf al grup simetric
Sati-n-

Finalment, si considerem ¢g la permutacio ciclica de Sat1,
g=A+1-k A4+1—-(k=1)--- A41)
iC={cr,...,eat, llavors C és un sistema de generadors.

De la definicio es conclou que ha de ser A > D 1 aplicant el teorema
de Sabidussi, s’obté que el digraf de prefix—cicle és connex, sense llagos,
vertex simetrici |C|-regular, per tant el digraf té grau A. El nombre de
classes laterals per I'esquerra és

A+1)!
N:ﬁ:(A%—l)D

que és I'ordre del digraf.
El graf dirigit T'a(D) (A > D) o digraf de prefix—cicle, T'a(D), es pot

definir també com a un digraf sobre un alfabet.

Definicié 2 Donat Ualfabet S = {1,2,...,A+1}, el digraf de prefix—cicle té
per vertexs les sequéencies o paraules de la forma xyxy...xp on cada x; €s un
element de Ualfabet S, i xq,xq,...,xp son simbols diferents. Les adjacencies
es defineixen de la forma seguent,

Lgl3Xyg* " TDITD+1, Tpy1 # T1, %9, ..., 2D (S)
1T " Tp — LQ3lyg***TpDITy, (Tl)
TN\Ty Tp Ty - TpT, 2< k< D-—1 ay,

Al primer tipus d’adjacencia que consisteix en suprimir el primer simbol,
x1, de la paraula i afegir-ne un de nou, zp41, en la darrera posicié, se'n diu
shift (s). Les adjacencies de tipus rotacio ry s'obtenen en fer saltar el simbol
en la posicio k, x, a I'iltima posicié de la paraula, amb &k =1,2,...,D — 1.

Les adjacencies son permutacions cicliques, i shifts, de sufixos de la pa-
raula i el prefix és fix. s per aixo que diem que son digrafs de prefix—cicle.

La definicié dels digrafs de prefix—cicle com a digraf sobre un alfabet és
la que es fara servir en aquest treball.

Com a consequiencia d’aquesta definicio s’obté que D, el nombre de sim-
bols que formen la seqiiencia de cada vertex, ha de ser menor o igual que A.
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L'ordre de I'a(D), A > D és el nombre de D-permutacions sobre [A 4 1] que
és (A+1)p=(A+1DA...(A=D+2).

D’acord amb la definicié, s’obtenen les propietats del digraf que s’han
enunciat anteriorment. El diametre del digraf de prefix-—cicle ['a(D) és D
perque com a molt calen D passos per a obtenir y = y;...yp a partir de
X=T1...Tpn.

Els digrafs Ca(D), A > D i algunes families de digrafs amb ells rela-
cionades, omplen una part important de la taula (A, D) per a digrafs vertexs
simetrics, és a dir, els digrafs d’ordre més gran per a un grau, A i diametre,

D, fixats'.

Es també a partir de la definicié que es comprova que en el cas de diametre
2, el digraf de prefix—cicle coincideix amb el digraf de Kautz. Per tant, els
grafics de Figura 1.4 1 Figura 1.5 sén representacions del digraf de prefix—cicle
de diametre 2.

A continuacié s’enuncien algunes propietats dels digrafs de prefix—cicle
obtingudes pels autors que es citen.

En el treball citat anteriorment de Comellas i Fiol, [12], es prova que
digraf de prefix—cicle és D-assolible, 1 per tant entre dos vertexs qualssevol
sempre existeix un recorregut de longitud D. La connectivitat dels digrafs
de prefix—cicle és A, segons que estableix Knill a [35]. Aixi segons el teorema
de Menger, hi ha A camins vertexs—disjunts entre dos vertexs qualssevol
x 1y € I'a(D). A [11], Chen et al. donen una construccié explicita dels
esmentats camins i demostren que llur longitud és, com a molt, D42. Aquest
parametre es coneix amb el nom de diamelre estes o “wide diameter” i és un
mesura de la fiabilitat que té una xarxa modelada en aquest cas pel digraf
de prefix—cicle.

El digraf I'3(3) és representat a la Figura 2.1. Els arcs corresponents a
adjacencies de tipus shift, no s’han dibuixat per a obtenir un representacié
més clara.

Una taula del més grans digrafs vértexs simétrics actualitzada permanentment es pot
trobar a
http://wuwmat.upc.es/grup de grafs/table vsd.html
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32 432
213 132 324
231 243 342
123 234
412 341
124 143
214 431
241 13

Figura 2.1: El digraf de prefix—cicle I'3(3) sense les adjacencies de tipus shift

2.2 Cicles curts

Cada vertex x de I'a(D), A > D, pertany a un cicle Cy, de longitud k, amb
2<k<D+1. Amésels cicles Cy son vertexs disjunts, excepte per x.

Teorema 1 Considerem U'a(D), A > D el digraf de prefiz—cicle de grau
A i diamelre D, i Xx = x1...xp un vertex a Ua(D). Llavors x pertany a

una familia de cicles Cy(x) on k €s la longitud del cicle, 2 <k < D41, i
D+1

) Cel(x) = {x}.

Demostracié. Els cicles Cy(x),per a 2 < k < D, s’obtenen aplicant k
vegades ’adjacencia de tipus rotacié rp_(x—1) d’acord amb la definicié donada
a la seccié 2.1, s’obté:

Ck(X> :
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X= I1Tg9...Tp —» T1. ..:L‘D_k|£L‘D_(k_2) - - TDTD—(k-1)
— T1... .rD_k|.rD_(k_3) < TDEXD—(k=1)TD—(k-2) — ...
— T1... xD—k|$D$D—(k—1) L. XTp=1 —
_>$1---$D—k|$D—(k—1)---$D =X

cada cicle té longitud exactament k, 2 < k < D. Els vertexs a C(x)
s’obtenen rotant el simbol en la posicié D — (k — 1) al final de la paraula,
és a dir, aplicant k vegades la rotacié rp_(,_1). Per tant, tots els vertexs de
Cr(x) tenen en comu els primers D — k simbols. Aixo fa que els cicles de
diferent longitud només poden tenir en comu el vertex x.

Els cicles de longitud D + 1, Cpy1(x) s’obtenen aplicant D + 1 vegades
adjacencies de tipus shift de forma que primer s’introdueix un nou simbol,
y, 1 després es van afegint xy, x3, ... xp per retrobar x després de D + 1
Ppassos.

Cps1(X): X=z129...2p = To...ZpY —

2.1
—+ X3...ZpYTy — ... 2> YT1...Tp_1 —+ T1...Tp =X ( )

ony €{1,2,... A+ 1} iy#£x,29,...,2p.

Els cicles de longitud D + 1 obtinguts d’aquesta forma en direm cicles
shift. Notem que per a cada x, existeixen A + 1 — D cicles shift diferents,
tants com simbols no iguals a 1, z5,... ,2p. De la manera com shan definit
els cicles Cpt1(x), es dedueix que no tenen cap vertex en comi i tampoc
en tenen amb els cicles Cy(x), obtinguts a partir de les adjacencies de tipus
rotacid, llevat de x.

a

Es important observar que en el cicle que té longitud igual al diametre,
Cp, totes les adjacencies sén de tipus ry.

2.3 La distancia i el cami més curt a I'A(D)

Tot i que a [20] es déna una forma de calcular la distancia entre dos vertexs
X =2122...2p 1y = y1yz...yp de [a(D), A > D, el seglient procediment
la simplifica notablement.

(dis.1) y1 és a X, posem ; =iy
(dis.2) Tj...rpson tots a y B
(dis.3) Y1...YD— €s una subsequencia de x = dx,y) =k (22)

1 Y1...YD-kYD—k+1 1O ho és
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En aquesta situacio, només queden per collocar adequadament k simbols,
perque els D — k primers ja estan bé.
En canvi, si

Y1 NO €s a X
© = d(x,y)=D (2.3)

y1 és a X ,x; = Y1, pero existeix
x,amb j < rquenoésa y

Es pot observar que el digraf de prefix—cicle no és simetric, és a dir,
d(x,y) # d(y,x) per a qualssevol x,y € T'a(D), excepte si x i y sén vertexs
dun digon.

A partir d’aquest algorisme per a trobar la distancia entre dos vertexs
qualssevol del digraf de prefix—cicle, es dedueix que si dos vertexs x 1y,
estan a distancia k, els vertexs adjacents des de x estan tots a distancia com
a minim k de y excepte un, que és a distancia k—1 de y. Notarem x; el vertex
adjacent des de x aplicant la rotacié r;, 1 <2 < D, oshift si D <1 <A, per
ax,x; € La(D).

Proposiciéo 1 Donats els vertexs X = x1xq...xp and 'y = y1yo...yp del digraf
La(D), A > D, tals que d(x,y) = k, k < D, llavors d(xi,y) > d(x,y)
exceple per a un unic vertexr X; pel qual €s d(x;,y) = d(x,y) — 1.

Demostracié. S’utilitzara la notacid X = zyx,...xp per a expressar els
simbols del vertex x, pero (x); es fara servir per a indicar el simbol que
ocupa la posicio j en el vertex x quan la notacio anterior pugui confondre.

Com que d(x,y) = k, es fa servir el procediment per a calcular la distancia
entre dos vertexs donat a I’expressié (2.2). Suposem doncs que x; = y1, que
els simbols z;...2p sén a y 1 que y;...yp—; és una subsequencia de x 1
Y1+ - YD—kYD—k+1 NO ho és.

En considerar els vertexs (x;) adjacents des del vertex x, el simbol y; que
ocupava la posicio j en x, esta en alguna de les seglients situacions:

. No hi és: correspon al cas en que 5 = 11 que el vertex x; s’obtingui
aplicant una adjacencia tipus shift al vertex x. Llavors és d(x;,y) =

D > E.
. Ocupa l'iltima posicid, y1 = (xi)p, llavors és d(x3,y) =D — 1 > k.
. Ocupa la posicié 7 —1 6 7, y1 = (x4)j-1 6 y1 = (Xi);- En cadascun

d’aquests casos pot passar només una de les situacions que es descriuen
a continuacio.
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- No tots els simbols (x;) -1 ... (Xi)p sén a y, llavors d(x;,y) = D >
k. Id. per j.

- Els D—(k+1),l=0,...,D—1—k, primers simbols de y1 ... yp_s
son subseqiiencia de x;. Llavors d(x,y) =k +1 > k.

- Els simbols de y1 ... yp_ryp—(x-1) s6n subseqiiencia de x;. Llavors
d(x;,y) = k — 1. Notem que per construccid, aquesta situacié es
déna per a un tnic vertex x;

O
En el seguent resultat es demostra que el cami més curt entre dos vertexs
d’un digraf de prefix—cicle, és unic.

Proposicié 2 Donats els vértexs x iy € Ia(D), tals que d(x,y) = k,
k < D, existeir un unic cami de longitud k.

Demostracié. Es consequencia d’aplicar k& vegades la proposicio 1, ja que
donats x,y només existeix un unic vertex x; adjacent des de x pel qual és
d(x;,y) =k —1.

O

2.4 Vertexs a distancia k

L’objectiu d’aquesta seccid és calcular la distancia mitjana entre dos vertexs
qualssevol del digraf. La distancia mitjana, d,,, és un factor tant o més
important que el diametre, a ’hora de decidir sobre la bondat del digraf com
a model de xarxa d’interconnexié.

Fixat un vertex al digraf de prefix—cicle, es vol estudiar quants vertexs
hi ha a distancia exactament k£, on k < D. Sense perdua de generalitat es
pot suposar que el vertex fixat és la identitat I = 123..D, ja que el digraf és
vertex simetric.

Primer es demostra que si X esta a distancia k& de I, llavors hi ha k& — 1
vertexs adjacents des de x que estan a distancia com a molt £ del vertex I.

Proposicié 3 Considerem X = x129..2p_pTp_(k-1)--Tp un verter a I'a(D),
A>D, ambd(l,x)=k,0<k < D. Llavors els vertexs

L1 TD-kTD—(k=2)--- TDLD—(k-1)
L1 TD-kTD—(k=1)TD—(k=3)--- T DL D—(k—2)

xl..xp_kxp_(k_l)...$D$D_1

son adjacents des de x 1 disten del vertex identitat com a moll k unitats.
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Demostracié. Com que d(I,x) = k del procediment per a calcular la
distancia entre dos vertexs d’un digraf de prefix—cicle, definit a (2.2) sabem
que:

xy ésal, xy =1.

1..D és a x.

T1T..xp_k ¢és una subseqiiencia de I i z12..2p_r2p_(k—1) no ho és.

En escriure els vertexs adjacents des de x = zyx,....0p tenim que xyxy..xH_g
és encara prefix en alguns dels veins de x. En la seguent taula, per a cada
vertex adjacent des de x es dona la distancia a [.

X1 = -7;2---7;D—k|-7;D—(k—1)---7;D-7;1 d(Xl, [) =k + 1
XD—k = 2129 LD (k1) TD—(k=1)--TDTD-k d(XD_k, ) =k + 1
XD—(k—-1) = Z1%2--LD—k|TD—(k=2)--TDTD—(k=1) d(XD-(k=1),1) <k
XD-1 = T122..ZDk| LD (h=1)--LDTD-1 d(xp-1,1) <k

Per tant, cada vertex x, que és a distancia k de [, contribueix amb k£ — 1
vertexs adjacents que estan a distancia com a molt &k de 1.
a

Ara ja es poden calcular el nombre de vertexs que estan a distancia k de

I,amb k < D.

Teorema 2 Considerem el digraf de prefix—cicle Ta(D),A > D. Si dy, és
el nombre de vértexs de T'a(D) que estan a distancia k de I. Llavors:

dipr = Ady —do — dy — ... — djy — (k= 1)dy (2.4)

0n1§k<D2d0=1,d1=A

Demostracié. Com que el digraf no té autollagos i cada vertex en té A
d’adjacents, és clar que dy = 1,d; = A. Per a calcular el nombre de vertexs
a distancia k£ + 1, es trobaran els vertexs adjacents a cada vertex que estigui
a distancia k de I. En principi hi ha Ad,, vertexs adjacents, als quals s’ha
de restar els que estiguin a distancia & o menys.

Fent servir el teorema 1 tenim:
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Com que [ és en un cicle de longitud & + 1, Cyy1(1), I torna a apareixer
com a vertex a distancia k+1, és a dir [ és (k+ 1)—assolible. Cal restar

dy.

Cada vertex x, a distancia 1 de I, pertany a un cicle de longitud k, per
tant, x és (k + 1)-assolible. Cal restar d;.

Cada vertex a distancia K — 1 és en un cicle de longitud 2 1 per tant és

(k + 1)-assolible. Cal restar dj_;.

Finalment per acabar de justificar la relacié donada a (2.4), cal recordar
la Proposicié 3 segons la qual, cada vertex a distancia k& de la identitat, té
exactament k — 1 vertexs adjacents a distancia estrictament menor que k + 1
de la identitat. Obtenim

dk-}-] = Adk - do - d] — ... dk_] - (k _— 1>dk

En el segiient corollari es calcula explicitament el valor de dj.

Corollari 1 Donat el digraf de prefiz—cicle Ta(D), el nombre de vérters a
distancia k del vertex identitat dy, és

A =(A+DAA-1)..(A—k+3)(A—k+1) (2.5)
perak >2idy=1,dy = A.

Demostracié. L’expressié (2.5) es compleix per a k = 2, perque si consi-
derem els vertexs adjacents als vertexs que estaven a distancia 1 del vertex
identitat, n’obtenim Ad; dels quals només el propi vertex identitat és 2—
assolible perque és 1"inic vertex que és en un digon, i per tant és

dy=Ady —do =N —1=(A+1)(A-1),
Suposem que (2.5), també es verifica per a k, és a dir
dy = (A+1DAA = 1) (A =k +3)(A -k +1).
A més de (2.4), obtenim

do+di+ -+ dp—y = (A—k+2)dp_y —dy
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Es vol demostrar que 'equacié (2.5) es compleix per k + 1.
Fem servir la férmula (2.4) per k + 1

A—k+4+1)dy—(do+di+ -+ dpy) — dpmy =

dk+1 = ( )
(A—k—{—l)dk—(A k’—{—Q)dk 1+ dy — dieq =
( )
( )

A—k+2)dp — (A —k+3)d_y =
A—k+2)(A+DAA=1) .. (A—k+3)(A—k+1)-
—(A—E+3)A+DAA=1).(A—k+4)(A—k+2)=
= (A+DAA=1)..(A=k+2)(A—k)

O
Corollari 2 Pel digraf de prefiz—cicle (D) la distancia mitjana és:
! D-1
d, = A+ 1)y. 2.6
(A+1)p k:0< ) (2:6)
Demostracid.
! D-1
dn = ———— ) kdp=
(A+1)Dk§ g
1
= —[A+2A+1)(A=-1)+---+
eI IR
+- -+ DA+DA . (A=D+3)(A-D+1)] =
1
- (A1 — (A D) E2(A 1)y — (A 1)) ] =
A D= (A 1) +2A(A = (84 1)+ ]
1 D-1
o DA+ —1-S (A4 1) =
<A+1>D“ o Z( B
D-1
= (A+ 1)y
A+1 2 (A
k=0
O

Finalment, es comprova que la suma dels vertexs a cada nivell déna ’ordre

del digraf.

Corollari 3 En les hipotesis anteriors:

(A+1)!

Gopini- @t @D

idk = (A+1DA.(A=D+2) =



2.5. ELS POLINOMIS DISTANCIA 25

2.5 Els polinomis distancia

Els resultats obtinguts en la seccié anterior permeten definir una familia de
polinomis (Pg(x))k=o..p0 € Rp[z] associada al digraf de prefix—cicle ['a(D).

Definicié 3 Donat el digraf de prefiv—cicle Ua(D), A > D, es definex la

familia de polinomis distancia
Piz)=(z+z(z—1)...(z—k+3)(z—k+1) (2.8)
perak=2,...,D amb Py(z) =1, Pi(z) = x.

Observacié 1 FEl polinomi Py(z), per a x = A, pren valor igual al nombre
de vertexs del digraf Ta(D), que estan a distancia ezactament k d’un vertex
fizat, tal com s’ha provat al Corollari 1.

Observacié 2 La familia de polinomis (Py(x))g=o..p €s una base de l’espai
vectorial dels polinomis de grau menor o igual que D a coeficients reals Rp[z].

En general s’escriura un polinomi distancia amb la notacié
Po(w) = 2% 4 pioya®™ + plge™™ 4 4 piz 4 g

Exemple Alguns polinomis distancia

Po(z)=1; Pi(z) = z; Py(z) = x? =1

Psy(z) = 2 —2? =2

P4(:v) =a* =323 — 2?2 4 3z

Ps(z) = 2° — 62* 4+ 72° 4+ 62° — 8z

i els coeficients pg corresponents

po=1;py=0,p; =1; pg = =1, p{ =0, p; = 0;

pg:07p?:_27p§:_1apg:1;
p0:O7p1:37p‘21:_17p§:_37p3:1;
p0:O7p1:_87pg:67pg:7ap451:_67pg:1

]

~ Notem que pE=0sik > 2, que pf =1 per a qualsevol k i, finalment, que
pl=0si1>j.

Si el digraf de prefix-—cicle T'a(D), A > D, fos un digraf de Moore, el
nombre de vertexs que hi hauria a distancia k& d’un vertex qualsevol seria
AF. Per a obtenir els vertexs que en realitat hi ha a distancia k, s’ha de
restar a A¥ els vertexs que sén k-assolibles pero que estan a distancia menor
que k i, per tant,

dy = A — gF_ dpy — g _ody—y -+ — ¢ dy — gbdy
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on ¢! és el nombre de recorreguts de longitud j des d’un vertex fix fins a un
altre que n’esta a distancia 7 en el cas 1 < 7, q;-j =1lsiz=71 q,f =0en la
resta de casos.

Considerem ara una segona familia de polinomis, els polinomis recorrequt
que es defineix a partir dels polinomis distancia.

Definicié 4 Donat el digraf de prefiz—cicle Ta(D), A > D, es definex la

familia de polinomis recorregut
Qi(z) = 2" — qi_ Picr (2) — qi_y Paca(2) -+ — T Proy — qo Po(z) - (2.9)
per ak=2...D amb Qo(z) =1, Q1(z) =z

Observaci6 3 FEn el polinomi recorrequt Q;(x), el coeficient qg ¢s el nombre
de recorreguts de longitud j que hi ha entre vertexs a distancia 1.

De la definicié es conclou que per a = A, P,(A) = Qr(A) i que els
polinomis (Qx(x))k=o..p formen també una base de I’espai vectorial dels poli-
nomis de grau menor o igual que D a coeficients reals Rp[z].

Per a calcular els coeficients ¢!, i per tant conéixer el nombre de recor-
reguts que existeixen entre vertexs que estan a una certa distancia, cal ex-
pressar el polinomi que déna el nombre de vertexs a distancia fix, en la base
dels polinomis recorregut. La matriu del canvi de base és

10 -1 ... 0 0

1 0 ... pP7t o0
00 1 ... pP 1o
00 0 ... phzl 0
00 0 ... 1 0
00 0 ... 0 1

Fent la inversa, es pot obtenir 'expressio del polinomi distancia escrit en la
base dels polinomis recorregut, i per tant, coneixer el nombre de recorreguts
entre vertexs que estan a una distancia fix .

101 ... =gt 0 pE qb
010 ... —q}]:_l 0 P qr
001 ... —¢g7" 0 pE q5
000 ..o =2 0 fpi -

0 0 1 0 Prot 9h-1
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Exemple Alguns polinomis distancia i recorregut
Po(z) =Qo(z) =11 Pi(z) = Qi(z) ==
Py(z) = Qqz) = 2* — 1

k| P(z) Q(z)

3| 2d—a2?—22 1% — Py(z) — 2P, (z) — Po(x)

4 | 2* =32 — 22+ 32 zt —3Ps(x) —4Py(z) — 3P (z) — 4Py(x)
5 | 2° — 62+ 72® + 622 — 8z | 2° — 6Py(x) — 11 P3(x)—

—11P(z) — 12P (z) — 11 Py(x)

2.6 Estructura jerarquica

Una certa estructura repetitiva o recursiva, que mostren els digrafs de prefix—
cicle sera rellevant en I'estudi de les propietats d’aquests digrafs. Aquesta
recursivitat és conseqiiencia de I'existencia d’una ordenacio en els generadors
del digraf quocient del digraf de Cayley que defineix el digrafs de prefix—cicle.
En general, un conjunt S de generadors d’un grup G és diu que és jerarquic,
si existeix una ordenacid dels elements de S, suposem S = {sy,82,...,84}
tal que, per a cada i = 1,...,d — 1 el grup G; generat per {s;,...,s;} és
un subgrup propi, és a dir estrictament diferent, del grup G;; generat per
{51, . 752'_}_1}.

Definicié 5 Un digraf quocient d’un digraf de Cayley I' = Cay(G, H,S) €s
un digraf jerarquic o quasi-minimal si, i només si, existeir una ordenacio
dels elements de S, {sy, 82, - ,sp} tal que per a cada1=1,2,--- [k —1, €l
grup (H, sy, 82, ,8;) €s un subgrup propt de (H,s1,82," ", Si,Sit1)-

Des d'un punt de vista menys formal, un digraf presenta una estructu-
ra jerarquica si es pot descomposar en una colleccié de subdigrafs isomorfs
entre si. | cada subdigraf és un digraf més petit pero de la mateixa familia
del digraf original. Per exemple el digraf n-estrella, S(n) definit al capitol 1,
pagina 11, té estructura jerarquica.

En el cas del digraf de prefix—cicle es compleix:

Proposicié 4 El digraf de prefiz—cicle, Ua(D), A > D, es descomposa en

(Agl) subdigrafs isomorfs a U'p_1(D —1).

Demostracié. Denotem per I'p el subdigraf de I'a(D) format pels vertexs
que son permutacié dels D simbols, {z1, 23, ..., 2p}, 1 les adjacencies de tipus
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rotacié entre ells. Aquest subdigraf I'p és isomorfa I'p_; (D — 1) mitjancant
I’aplicacio segiient:

f: FD — FD_l(D — 1)

T1T2...Tp —> Xo...TD

que és un isomorfisme. Comprovem que les adjacencies es conserven. FEn
efecte, si 2 < k < D, les adjacencies de tipus (rg) a I'p, es transformen en
adjacencies (ry—1) a I'p_1(D —1).

f
1Ty ...TD — To...TpD
~LTk iTk—l

f

1. . Tp_1Tky1---TDT —> T2...Tp_1Tfy1..-TDT

En el cas que k& = 1 I"adjacencia r; a I'p es transforma per I'isomorfisme f
en una adjacencia tipus shift a I'p_;(D — 1).

Com que hi ha (Agl) possibles eleccions de subdigrafs I'p, obtenim el
resultat enunciat.

O

A la Figura 2.2 es representen els diferents subdigrafs I's del digraf I'y(3)
i el digraf de prefix—cicle I';(2), al qual és isomorf cada I's. En particular, el
digraf T'y(2) amb els vertexs etiquetats amb els simbols {1,2,5} és I'isomorf
al subdigraf I's que conté les permutacions de 1,2 1 5.

A la Figura 2.3 es representa de forma esquematica 'estructura jerar-
quica de T'4(4). El digraf T'4s(4) consta de 5 subdigrafs 'y isomorfs a I'3(3)
(quadrats), cadascun dels quals conté a la vegada de 4 subdigrafs isomorfs a
['5(2) (triangles).

A la Figura 2.1 es pot observar que el digraf I'3(3) conté (g) = 4 subdigrafs

isomorfs a I'y(2).

Finalment, és important notar que entre els vertexs d’un mateix subdi-
graf, les adjacencies son del tipus rotacio, mentre que les adjacencies shift
connecten dos subdigrafs els vertexs dels quals difereixen en només un simbol.
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{1,2,3} 51

{124

{1,2,5}

{134} ’

{1,3,5}

{1,4,5}

Figura 2.2: T'4(3) esta format per 10 subdigrafs cadascun isomorf a T'y(2).

Figura 2.3: Esquema de 'estructura jerarquica de T'y(4)
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Capitol 3

Cicles a I'A(D)

En aquest capitol s’aprofundeix en el coneixement de I’estructura ciclica dels
digrafs de prefix—cicle que s’utilitzara en el disseny d’un algorisme de comu-
nicacié. D’una banda es demostra que en els digrafs de prefix—cicle existeixen
cicles de qualsevol longitud N, des de N = 2 finsa N = |[T'a(D)| , excepte pel
cas que N = [T'a(D)| — 1. Un segon resultat referent a 'estructura ciclica, és
el que s’obté a la seccié 3.2 1 que mostra que el digraf de prefix—cicle es pot
descomposar en cicles vertex—disjunts. Finalment, es dona una descomposi-
ci6 del digraf de prefix—cicle en camins també vertex—disjunts, 1 de longituds
diferents. En aquesta situacio el digraf modelaria una xarxa en la qual seria
possible la distribucio de diferents tasques entre grups d’usuaris amb diferent
nombre d’individus.

Un resultat que déna informacio sobre 'existencia de cicles de longitud
igual a l'ordre del digraf, és 'obtingut per Jiang i Ruskey a [33] en provar que
el digraf de prefix—cicle és hamiltonia. Aquest resultat esta enunciat en el
lema 1, mentre que el lema 2 estableix ’existencia d’un cicle amb D! vertexs
que té totes les adjacencies r1. Tots dos lemes sén en el mateix treball [33] i
seran utilitzats en aquest capitol.

Lema 1 Donat el digraf Ta(D), D > 2, existeiz un cami hamiltonia des del
vertex 12... D fins al vertex x x4 ... xp si, © només si, x; = D.

Lema 2 Donat el digraf T'p(D), D > 3, existeiz un cami de D! vertexs que
consisteizren en lotes les permutacions de {z1,...xp}, a més aquest cami
conté€ D adjacencies de tipus ry 1 en cadascuna el primer simbol del primer
vertexr (o [iltim del seqon) €s diferent.

31
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Observacié 4 FEn conseqiéncia, a U'a(D) es pot trobar un cicle que L€ per
vertexs totes les permutacions de D simbols diferents i que €s isomorf al cicle

hamiltonia del digraf T'p_y(D —1).

Exemple El seglient exemple illustra el lema 2. Al digraf I's(3), hi ha un
cami els vertexs del qual contenen totes les permutacions de {1,2,3}. Aquest
cami és isomorf al cami hamiltonia d’un dels subdigrafs I';(2) en que es pot
descomposar I'3(3). Notem que les adjacencies de tipus rq'tenen el primer
simbol —escrit entre parentesi sobre el simbol de 'adjacencia ri— igual a 3, 2,
1 1 respectivament.

312 — 321 2213 & 132 123 W31,

Observem que, efectivament, el cicle anterior és isomorf al cicle hamiltonia
de T'y(2):
12 =21 = 13 — 32 — 23 — 31.

3.1 El digraf 'n(D) és quasi panciclic.

Fent 1s d’una demostracio constructiva, es demostrara que és possible trobar
cicles de qualsevol longitud, excepte en el cas N = |[I'a(D)| — 1. Vegeu [15].

Definicié 6 Un graf o un digraf I' d’ordre p > 3 és panciclic si I' conté
cicles de longitud [ amb 2 <[ < p.

En el cas que el graf o digraf ', contingui cicles de longitud [ amb 2 <
[<pil#p—1, diem que és quasi panciclic.

Es clar que un (di)graf panciclic és hamiltonia ja que, en particular, conté
un cicle de longitud igual a I'ordre del digraf.

Estudis referents a la panciclicitat dels digrafs de Bruijn B(d, D) i Kautz
K(d, D) es poden trobar a [40] i [41]. En aquests treballs s’utilitzen tecniques
relacionades amb el digraf linia per a provar que els digrafs de Bruijn sén
panciclics mentre que els de Kautz K (d, D) tenen cicles de qualsevol longitud
excepte d” + d”=' — 1 (I'ordre menys u), és a dir, sén quasi panciclics.

En I'estudi de I'estructura ciclica dels digraf de prefix—cicle, a la seccid 2.2,
s’ha explicitat amb detall 'obtencié de cicles que anomenavem curts i que
comprenen des dels que tenen longitud 2, digons, fins als cicles de longitud
D + 1, els cicles de shift. Demostrem ara 'existencia de cicles de longitud
superior.

la partir d’ara notarem amb = les adjacéncies de tipus 74
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3.1.1 Cicles llargs

Entendrem per cicles llargs a I'a(D), els cicles que tenen longitud des de
D + 2 fins a 'ordre del digraf. Com que la demostracié de 'existencia de
cicles llargs es fara per induccid, comengarem estudiant amb detall els casos
pels quals el diametre del digraf és D =21 D = 3.

En principi, es consideren els digrafs que tenen el grau i el diametre iguals,
A = D ifinalment s’estudia el cas A > D. Com que el digraf I'a (D) és vertex
simetric, sense perdua de generalitat, es pot suposar que el vertex del qual
es busquen cicles és I =12... D.

I'y(2)

Els cicles llargs que contenen I = 12, es calculen a ma 1 sén:

Cy 122 21 — 13— 31.
Ceg 12— 21 —» 13— 32— 23— 31.

Es comprova també manualment que el cicle C5 no existeix.

Abans de comencar l'estudi del cas I'3(3) cal tenir en compte el segtient
resultat que mostra com substituir una adjacencia d’un tipus particular per
camins de diferent longitud. En consequencia, si tenim un cicle que conté
adjacencies d’aquest tipus, es podran aconseguir cicles més llargs simplement
per substitucio de ’adjacencia adequada.

Lema 3 L’arc zyz = yzx que correspon a una adjacéncia de tipus rq en el
digraf Ua(3), es pot substituir per un cami de 3, 4 o 6 vértexs que contenen
els simbols {y,z,t} amb t # x. Per tant tols aquests vertexs pertanyen a
ezactament un dels subdigrafs de T'a(3) tsomorf a T'5(2).

Exemple I’arc 123 = 231 es pot substituir per camins de longitud 3,4 o 6
amb els simbols {2, 3,4}:

234 342 423
123 =231 : 123 ¢ 234 243 432 423 231.
234 243 432 324 342 423

]

En la Figura 3.1 es pot observar que els nous vertexs pretanyen a un

mateix subdigraf de T'a(3), isomorf a T'y(2).
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34 23

42

Figura 3.1: El digraf I';(2) i un subdigraf de I'a(3) isomorf a I';(2).

['3(3)

La construccié dels diferents cicles llargs a I's(3) es fara en alguns casos a
ma, pero en la majoria es seguira un procediment que posteriorment sera
generalitzat per al digraf [a(D), A > D.

o Cicles de longitud 5. Un cicle de longitud 5 ha de tenir vertexs en
subdigrafs diferents perque no existeixen cicles d’aquesta longitud en
un subdigraf isomorf a I';(2). A continuaci6 es mostren alguns possi-
bles cicles de longitud 5. Cal observar que en tots hi ha sempre una
adjacencia de tipus ry:

123 — 234 = 342 — 421 — 412.
123 — 234 — 341 = 413 — 132.
123 = 231 — 314 — 341 — 412.

e Cicles de longitud 6. Només cal escollir un cicle que sigui isomorf al
cicle hamiltonia d’un dels subdigrafs isomorfs a I'5(2).

e Cicles de longitud 7. Es poden construir a partir d'un triangle, C's, per
a aixo caldra substituir una de les adjacencies de tipus rq, totes ho son,
per un cami de quatre vertexs. Per exemple de

C's: 123 = 231 = 312.

s’obté
123 — 234 — 243 = 432 — 423 — 231 = 312.

Els vertexs del cami que s’ha afegit han estat escrits en negreta.

e Cicles de longitud 8. Com que en els cicles de longitud 5 hi ha sempre
una adjacencia de tipus rq, podem substituir-la per un cami de tres
vertexs:

123 = 234 — 341 = 413 = 134 — 342 — 421 — 412.
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e Cicles de longitud 11. A partir d’un cicle de longitud 3, Cs, es substi-
tueixen dues adjacencies r; per camins amb quatre vertexs.

e Cicles de longitud k (k # 5,7,8,11). S’escriu k = 6(1 + ¢) + r amb
0<¢g<3i0<r<6. Es considera un cicle de longitud 6, isomorf
a un cicle hamiltonia en un dels subdigrafs isomorfs a I'2(2). Aquest
cicle té tres arcs del tipus r; que poden ser substituits per camins de
tres, quatre o sis vertexs, llavors:

— Sir =0,3,4, es substitueixen ¢ adjacencies ry per ¢ camins hamil-
tonians a I'y(2), i una adjacencia per un cami amb r vertexs.
Notem que sempre és ¢ < 3, 1 per tant queden resolts els casos

k=9,10,12,15,16, 18,21, 22.

— Sir=1,2,és1 < q < 3. Es substitueixen g—1 adjacencies r; amb
camins hamiltonians corresponents a subdigrafs isomorfs a I';(2),
i es fan servir les adjacencies ry que encara no han estat utilitzades
per a completar els 6 4+ r vertexs que queden. Es resolen els casos

k =13, 14,19, 20.

—Sir =5¢é 1 < g < 3. Es substitueixen ¢ — 1 adjacencies
ry per camins hamiltonians també de I';(2). Es necessiten tres
adjacencies per a completar els 11 vertexs que queden amb dos
camins de longitud quatre i un de longitud tres.

Aquest procés només és possible quan g # 2 i, en conseqiiencia,
k # 23. Queda resolt el cas k = 17 i provat que no existeix un
cicle de longitud 23 que és l'ordre del digraf menys u.

El procediment que s’ha fet servir per a obtenir els diferents cicles esta
esquematitzat en la Figura 3.2
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241 412 124

123 132 321 213 231 312

>

314 431

143

342 423 234 341 413 134

Figura 3.2: Un cicle de longitud 6 isomorf al cicle hamiltonia de I'z(2) i la
substitucié de cada arc ry per camins de tres, quatre o sis vertexs.

Per a construir els cicles llargs a T'a(3) es seguira un procés semblant i
I"anic que cal establir és 'ordre que es seguira per a substituir cada arc ry.
Aquest ordre ve donat per [arbre de substitucions, Ty del qual la Figura 3.3
n’és un exemple. En aquesta figura, els simbols escrits entre parentesi i
negreta, representen el simbol substituit en cada cas.

Definicié 7 L’arbre de substitucions, T, del digraf de prefiz—cicle Ta(D),
A > D, té arrel el vertex identital, grau maxim el diametre D, i profunditat
A+ 1—=D. FEn cada nivell s’introdueiz un simbol nou per substilucio de
cadascun dels simbols de lots els vertexs del nivell anterior.

Cal observar que les branques d’aquest arbre no corresponen a adjacencies
del digraf T'A(D). Cada element de I’arbre s’identifica amb el conjunt de
vertexs en el digraf de prefix—cicle que tenen aquests simbols. En realitat
cada element de ’arbre de substitucions representa el subdigraf isomorf a
Fa—1(A —1). L’arrel de l'arbre de substitucions esta formada pels simbols
del vertex identitat I = 12...D. En el primer nivell es substituexen respec-
tivament els simbols 1,2,..., D per D+ 1. En el segon nivell, es substitueix
cada simbol dels vertexs del primer nivell per D 4 2 1 aixi successivament.
En finalitzar el procés s’obté un arbre de profunditat A 4+1— D, grau maxim
D i en cada nivell s’introdueix un simbol nou. Notem que cada element de
I’arbre de substitucions 7, difereix del seu “fill” o del seu “pare” en un tinic
simbol.
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>
—
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Figura 3.3: L’arbre de substitucions 7 de I'5(3)

FA(3),A > 3

Recordem que I'a (3) consta de (A;I) subdigrafs isomorfs a I'3(2) i que 'ordre

del digraf és |Ta(3)] = (A + 1); = 6(37") = |T2(2)|(*F"). Si s'observa
com es substitueix cada arc r a la Figura 3.2 veiem que els tres arcs rq,
es substitueixen per camins amb vertexs que contenen els simbols {2, 3,4},
{1,2,4} i {1,3,4} respectivament, que corresponen als vertexs del primer
nivell de ’arbre de substitucions, 7, de la Figura 3.3.

Cal obtenir doncs, cicles de longitud k, k > 23 a I'a(3). Comencem per
la construccié del cicle de 23 vertexs que no existia en el cas del digraf I's(3).

Es parteix de la construccié obtinguda en el cas anterior: el cicle isomorf
al cicle hamiltonia de I'z(2) que té simbols {1, 2,3} i en el qual s’han substituit
una de les adjacencies ry per un cami de sis vertexs amb simbols {2,3,4},
aquest cami a la vegada conté tres adjacencies ry, una d’aquestes adjacencies
més les dues que quedaven en el cicle hamiltonia de partida, es substitueixen
per camins de 4, 4 1 3 vertexs respectivament. Aquests nous camins tindran
vertexs amb els simbols {2,4,5}, {1,2,4} i {1,3,4}. En definitiva, s’ha
obtingut un cicle de 23 vertexs.

Per a obtenir cicles de longitud superior es parteix també del cicle isomorf
al cicle hamiltonia de I';(2) amb vertexs de simbols {1,2,3}. Es substitueixen
els tres arcs 1 per camins de longitud 3, 4 o 6 amb vertexs que contenen
els simbols {2,3,4}, {1,2,4} i {1,3,4}. A continuacié els tres arcs ry del
cami que conté vertexs amb simbols {2,3,4} es substitueixen per camins
amb vertexs que fan servir {2,4,5}, {2,3,5} 1 {3,4,5} respectivament. Dos
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arcs 7y del cami amb {1,2,4} es substitueixen per camins amb vertexs de
simbols {1,2,5} {1,4,5} respectivament, ... . El grau de sortida de V, un
“vertex” de 'arbre de substitucions 7, indica el nombre d’arcs r; que cal
substituir en el cami que conté vertexs amb els simbols de V. La Figura 3.4
esquematitza aquest procés.

Figura 3.4: Substitucié de les adjacencies ry

Notem que a I'A(3), hi ha (A;’H) — 1 adjacencies r; que poden ser substi-
tuides per vertexs amb simbols diferents. En general per a obtenir un cicle
de longitud k£ a I'a(3), es parteix del que, a partir d’ara, diem cicle base de
I';(3). El cicle base de I';(3) és un cicle que conté totes les permutacions dels
simbols {1,2,3}, que és I'arrel de ’arbre de substitucions, i que és isomorf
al cicle hamiltonia de I';(2). El procediment que cal seguir a continuacié és
escriure

k:6(1—|—q)—|—r,ambq§(A;1>—1,i,r<6

i distingir els segiients casos:

o Cas r = 0,3,4. A partir del cicle base, es substitueixen ¢ adjacencies
r1 1 un dels arcs r; que encara queden es substitueix per un cami amb
r vertexs.

e Cas r = 1,2. Notem que en aquest cas és g < (A;’_I) — 1. Ara es
substitueixen g — 1 arcs ry del cicle base 1 es substitueixen dos dels arcs
r1 que encara queden per dos camins de longitud total 6 + r.

o Cas r = 5. Es substitueixen tamhbé g — 1 arcs ry del cicle base i es
substitueixen tres arcs ry per camins de 4, 4 1 3 vertexs. Aquesta
substitucid és possible sempre, excepte quan ((A;I) -1)—(¢g-1) =2,
aixo és quan k = 6(A;1) —1=|Ta(3)| - 1.
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Els camins es van substituint d’acord amb 1’ordenacié que déna 'arbre
de substitucions T;. El segiient enunciat demostra, per als digrafs de prefix—
cicle, I'existencia de cicles de qualsevol longitud, excepte I'ordre menys u.

Teorema 3 Per a A > D, el digraf Ta(D) €s quasi panciclic.

Demostracié. El teorema 1 assegura l'existencia de cicles a T'a(D), de
longitud 2 fins a D + 1. Per a demostrar que existeixen cicles llargs es fa
servir induccié sobre D. Ja s’ha comprovat anteriorment que I’enunciat del
teorema és cert per a D = 3, i suposem que també ho és per ['a(D —1). Cal
provar doncs, que existeixen camins de longitud k&, amb k = |TA(D —1)| —1
o|Ta(D—1)] <k <|T'a(D)| —2. Com que el digraf ['a(D) és hamiltonia,
el cas k = |['a(D)] esta resolt. Sense perdua de generalitat, perque el digraf
és vertex simetric, es fara referencia al vertex identitat: 7 =12... D.

e Cas k= |I'p_1(D —1)| — 1. El cami
12...D = 23...D(D+1)=3...D(D+1)2

4..D(D+1)21 4. D(D+1)12 = - = (D+1)12...(D —1).

té D+ 2 vertexs 1 una adjacencia de tipus ry que pot ser substituida per
un cami amb |I'p_q1(D —1)| — D — 3 vertexs i que contingui els simbols
{1,3,...,D,(D + 1)}, per obtenir un cami amb |[I'p_i(D — 1)] — 1

vertexs.

o Cas |[I'p_1(D—=1)| <k <|T'a(D)] and k # |Ta(D)| — 1. Es parteix del
cicle base de I'p(D) que és isomorf al cami hamiltonia del subdigraf

FD_l(D — 1)

12...D —---—D1...(D—1). (3.1)

El lema 2 assegura que el cami (3.1) té D adjacencies r; que poden ser
substituides per camins de longitud 3,4, ..., |[[a(D—1)|=2, i ,|Ta(D—
1)|, seguint I’esquema donat pel corresponent arbre de substitucid, 7.
En total hi ha (AH) —1 adjacencies ry per substituir. A més |[[a(D)] =

D .
ITp_i(D—1)] (Agl). Per a obtenir un cicle de longitud k&, es fa la divisio
entera:

k=[Tp(D—1)(g+1) +r

amb ¢ < (Ag'l) —1,ir < |I'p_1(D —1)], i es consideren els segiients

CaSOS:
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—Cas r=0,D,D+1,...,[Tp_1(D—=1)] —2. Es substitueixen ¢
adjacencies ry en el cicle base, per ¢ camins hamiltonians en sub-
digrafs isomorfs a I'p_;(D — 1), i una adjacencia rq, de les que
encara no han estat utilitzades, es a substitueix amb els r vertexs
que falten.

— Casr=1,2,....D — 1. En aquest cas g < (Agl) — 1. Es subs-
titueixen ¢ — 1 adjacencies ry per camins hamiltonians en ¢ — 1
subdigrafs diferents de I'p_;(D — 1) i dues adjacencies r; es subs-
titueixen per |[['p_i(D — 1)| + r vertexs. Aquesta substitucid es
pot efectuar sempre perque |I'p_1(D —1)|+r=a+bamb D <
a,b < |I'p_i(D —1)|—1 isempre hi ha, com a minim dos arcs per
a substituir: (Agl) —1—(¢—1)>2.

— Casr = |I'p_1(D—1)|—1. Es substitueixen ¢—1 adjacencies ry per
camins hamiltonians. Encara cal afegir 2|I'p_y(D—1)|—1 vertexs.
S’han de fer servir tres adjacencies rq, per a assegurar que cada
adjacencia es pot substituir per menys de |[I'p_1(D—1)|—1 vertexs.
Aquest procés es pot realitzar sempre que (A;I) —1—(¢—1) > 3.

Quan (A;I) —1—(¢—1) =2 llavors, ¢ = (A]'JH) — 21 no es pot
obtenir un cicle de longitud igual a

k=T (D — 1)|<Ag 1) = [Ta(D) 1.

3.2 Descomposicid en cicles disjunts

Per a demostrar que el digraf de prefix—cicle es pot descomposar en cicles
vertexs-disjunts de la mateixa longitud, es fara servir 'estructura recursiva
dels digrafs de prefix—cicle (secci6 2.6). Distingirem també entre cicles curts,

longitud & < D 4+ 1, i cicles llargs i els casos A = D i A > D. Vegeu [16].

3.2.1 Descomposicié en cicles curts.

Considerem primer el cas en el qual es descomposa el digraf en cicles de
longitud £ < D + 1. En els lemes 4 1 5 estudiem la descomposicié del digraf
de prefix—cicle de diametre D = 3 que s’utilitzara en la demostracid per
induccio del cas general.
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['3(3)

Lema 4 T'5(3) es pot descomposar en unié disjunta de % cicles de longitud
kamb 2 <k < 4.

Demostracié. Recordem que I'3(3) consta de 4 subdigrafs cadascun dels
quals és isomorf a I'y(2).

o k=2: I';(3) descomposa en unié disjunta de 12 digons de la forma:

123 — 132, 213 — 231, 312 — 321;
124 — 142, 214 — 241, 412 — 421;
134 — 143, 314 — 341, 413 — 431,
234 — 243, 324 — 342, 423 — 432.

e k£ = 3: En aquest cas cal notar que en cada subdigraf del tipus I';(2),
hi ha dos triangles de la forma:

123 =231 = 312, 132 =321 = 213;
234 = 342 = 423, 243 = 432 = 324;
341 =413 = 134, 314 = 143 = 431;
412 =124 = 241, 421 =214 = 142

e k = 4: S’aplica a cadascun dels sis vertexs d'un dels subdigrafs isomorfs
a ['2(2), adjacencies tipus shift per a obtenir la descomposicd de I's(3)
en sis cicles de longitud 4.

123 — 234 — 341 — 412, 132 — 324 — 241 — 413;
213 — 134 — 342 — 421, 231 = 314 — 142 — 423;
312 — 124 — 243 — 431, 321 — 214 — 143 — 432.

Ca(3)
(A+ DAA - 1)
k

Lema 5 T'A(3) es pot descomposar en unio disjunta de
cicles de longitud k amb 2 < k < 4.

Demostracié. Recordem que I'a(3) es pot descomposar en (Agl) subdigrafs
isomorfs a I'3(2). La descomposicié en cicles disjunts de longituds 2 i 3, s’obté
utilitzant el mateix raonament que en el cas anterior, és a dir comptant el
nombre de digons o de triangles a cada copia. Per a k = 4, no sempre és
possible. Per exemplesi A = 10, llavors [T'a(3)] = 11-10-9 que no és divisible
per 4.

O
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I'n(D)

Passem ja a una primera generalitzacié amb 'estudi de la descomposicié en

cicles de I'p(D).

(D+1)!

Lema 6 FEl digraf I'p(D) es pol descomposar en unio disjunta de ’

cicles de longitud k amb 2 <k < D + 1.

Demostracid.

La demostracio es fa per induccio sobre el diametre. Sabem que el lema
es compleix per a D = 3, suposem que I'p_1(D — 1) es pot descomposar en
unio disjunta de % cicles de longitud k£ amb 2 < k < D.

Com que I'p(D) consta de D + 1 subdigrafs isomorfs a I'p_i(D — 1),
resulta que I'p(D) es pot descomposar en unié disjunta de (D+1)2 = (Dzl)!
cicles de longitud k, per 2 < k < D. Per a descomposar I'p(D) en cicles de

longitud D + 1 es fa de la forma segiient: a cadascun dels D! vertexs d’un
dels subdigrafs isomorfs a I'p_1(D — 1) se li aplica successivament D + 1
adjacencies tipus shift de la mateixa forma que al teorema 1, expressi6 (2.1),
i s’obtenen aixi D! cicles de longitud D + 1.
O
Exemple
Per a descomposar I'y(4) en cicles de longitud 5, es considera un dels
subdigrafs isomorfs a I'3(3), per exemple el que utilitza els simbols {1, 2, 3,4},
i per a cadascun dels seus 24 = 4! vertexs es construeix el cicle de tipus shift:

1234 — 2345 — 3451 — 4512 — 5123.
1243 — 2435 — 4351 — 3512 — 5124.

4321 — 3215 — 2154 — 1543 — 5432.

Ca(D)

En canvi, en estudiar el cas A > D, només es pot assegurar la descomposicid
del digraf en cicles disjunts de longituds £ = 2,..., D.

Lema 7 FEl digraf Ua(D), amb A > D, es pot descomposar en unié disjunta

de @ cicles de longitud k amb 2 < k < D.
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Demostracié. Cal tenir en compte que I'a(D) es pot descomposar en (Agl)

subdigrafs isomorfs a I'p_; (D —1). Com que I'p_;(D—1) es pot descomposa‘r
en % cicles disjunts, on 2 < k < D, resulta que ['a(D) es pot descomposar
n (Agl)% cicles disjunts de longitud k amb 2 < k£ < D.

O

3.2.2 Descomposicié en cicles llargs.

L’objectiu és estudiar en quins casos és possible descomposar I's (D) en unié
disjunta de cicles de longitud k, ara per & > D 4+ 1. Un cop més s’estudia
detalladament el cas corresponent a D = 3

['5(3) es pot descomposar com a unié disjunta de:

e quatre cicles de longitud 6.

Només cal considerar els cicles isomorfs a cicles hamiltonians en cadas-
cun dels quatre subdigrafs isomorfs a I'y(2).

Cé: 123 — 132 =321 = 213 — 231 = 312.
Ce: 234 — 243 =432 = 324 — 342 = 423.
Co: 341 — 314 =143 = 431 — 413 = 134.
Ca: 412 — 421 =214= 142 — 124 = 241.

o tres cicles de longitud 8.

Es connecten cicles de longitud 4, dos a dos.

Ca: 123 — 234 — 341 = 413 — 132 — 324 — 241 — 412
C3: 231 —314 — 142 = 421 — 213 — 134 — 342 — 423.
Cg: 312 — 124 — 243 = 432 =321 — 214 — 143 — 431.

e dos cicles de longitud 12.

Es connecten dos a dos els cicles de longitud 6 obtinguts anteriorment.

Cl,: 123 — 132 — 324 — 342 =423 = 234 —
— 243 =432 — 321 =213 — 231 = 312.

Ci, 214 — 241 — 413 — 431 =314 = 143 —
— 134 =341 — 412 =124 — 142 = 421.

Per a demostrar que és possible descomposar I'p(D) en unié disjunta
de cicles de totes les mides possibles es distingiran dos casos segons que la
longitud, &, dels cicles contingui el factor D 41 o no. En el cas que D+ 1 no
sigui factor de k, es fara servir I'estructura jerarquica de digraf, mentre que
st k = (D4 1)g, es connectaran adequadament ¢ cicles de longitud D + 1 del
tipus obtingut a expressié (2.1) al teorema 1.
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(D+1)!
k

Teorema 4 I'p(D) es pol descomposar en unié disjunta de cicles

de longitud k, on k divideiz a (D + 1)!.

Demostracié. Ja hem comprovat que per a D = 3, el digraf de prefix—cicle
I'5(3) es pot descomposar com a unié6 disjunta de cicles de longitud k = 2,3, 4
—cicles curts— 1 k = 6,8,12,24 —cicles llargs— que sén tots els divisors de
IT'3(3)] = 3!. Suposem que I'p_;(D — 1) es pot descomposar en unié disjunta

de % cicles de longitud &, on k divideix D!. Llavors com que I'p(D) es pot

descomposar en D + 1 subdigrafs isomorfs a ['p_1 (D — 1), resulta que I'p(D)
pot descomposar-se en (D + 1)% = w cicles de longitud k, on k divideix

D!. Falta estudiar que passa quan k = (D+1)q, q|D!. Per a aix0 és necessari
el seguent lema que mostra la forma de connectar cicles de tipus shift per a
obtenir cicles de longitud superior.

Lema 8 Per a cada cicle curt Cyy, amb vt = D —r 4+ 1, en el digraf de
prefiz—cicle U'p(D), existeiz un cicle de longitud k = (D + 1)r/.

Demostracié. Considerem els vertexs del cicle curt C,,, amb r/ = D —r+1
12<rm<D:

X1:Il...$7_1|$r...$D—)Xz:xl...LCT_1|LC7-+1...ID$T—)...

s = Xy =2 .. .;v,_1|;vD;v,:c,+1 . Ip—1

on 1 <r < D. Per a cadascun d’aquests vertexs, que pertanyen a un mateix
subdigraf isomorfa I'p_; (D —1), construim cada cicle shift com els obtinguts
al teorema 1, expressi6 (2.1). Llavors és possible connectar els r/ cicles tipus
shift i obtenir doncs un cicle de longitud (D + 1)r/.

Denotem X‘ii, amb 1 < <ril <y < D-+1 el vertex que s’obté a
I’aplicar I’adjacencia de tipus shift y — 1 vegades al vertex x; del cicle C,,. Es
facil comprovar que el vertex x; T és adjacent cap a x{ 12 per a 1 <1 < r/,
1 és adjacent cap a x5 (r 4+ 2 modul D + 1). Notem que el

mentre que X -

fet que les adjacencies es produeixin entre vertexs consecutius assegura que
es puguin connectar correctament els r/ cicles de longitud D + 1.
O

Lema 9 Per a cada cicle Cy, amb q|D!, en el digraf de prefiz—cicle I'p(D)
existeiz un cicle de longitud k = (D + 1)q.

Demostracié. Com que un cicle de longitud ¢, ¢|D!, es pot obtenir con-
nectant cicles curts es pot aplicar el lema 8 per a obtenir cicles de longitud

k= (D—l— 1)q.
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O

Finalment es pot doncs, acabar de demostrar el teorema 4. Com que per
hipotesi d’induccid, cada digraf T'p_; (D — 1) es pot descomposar en unié
disjunta de cicles de longitud qualsevol divisor de D! i com que els cicles de
tipus shift corresponents a vertexs diferents sén disjunts es conclou que el
digraf de prefix-—cicle I'p(D) es pot descomposar en unié disjunta de cicles
de longitud (D + 1)k, on k divideix D!, és a dir, cicles de longitud un divisor
de (D + 1)L

O

Exemple I'y(4) es pot descomposar en unié disjunta de %‘ cicles de longitud
k., per a

o k=2,3,4,5 cicles curts
o k=16,8,12,24 descomposant cada I's(3) en cicles d’aquesta longitud.

o Lk = 2(D + 1) = 10 connectant dos a dos cicles shift de longitud 5.
Els dos cicles shift es construeixen a partir d’un cicle de longitud 2,

1234 — 1243.

o e

i
ZTS 24135
51 4151
451 3512
512><512U

Figura 3.5: Un dels dotze cicles de 10 vertexs

o k= 3(D + 1) = 15 connectant tres cicles shift de longitud 5. Els tres
cicles shift es construeixen a partir dels cicle de longitud 3, per exemple:

1234 — 1342 — 1423.
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Figura 3.6: Un dels vuit cicles de 15 vertexs

e k =4(D + 1) = 20 connectant quatre cicles shift de longitud 5. Els
quatre cicles shift es construeixen a partir dels cicles de longitud 4, per
exemple: 1234 — 2341 — 3412 — 4123.

2341 3412 4123

Figura 3.7: Un dels sis cicles de 20 vertexs

e k=6(D+ 1) =30 a partir d'un cicle de longitud 6 a I';(3), s’obté el
corresponent cicle isomorf a I'y(4), per a cada vertex s’escriu el cicle de
shift. A la Figura 3.8 el cicle de I's(3) apareix encerclat i seguint les
direccions dels arcs s’obté el cicle de longitud 30 a I';(4).
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(123 231 312 124 241 412)

4123 4231
1235 2215
2354 3154

3574]/

2

1
By

Figura 3.8: Un dels quatre cicles de 30 vertexs

o k=8(D+1)=140

234 3412_>4123_>42\LSl 231 3142 1423

3411 412! 1Z\LS 2115 31 142 42\L3

1 4152 1253 2154 3154 1Al52 4253 2151
1523 2534 3T1 1T2 47/23 2531 3114

5341 5412 23 5142

Figura 3.9: Un dels tres cicles de 40 vertexs

o k= 12(D + 1) = 60 es connecten dos a dos els cicles de longitud 30.
e k=24(D + 1) = 120 que correspon al cicle hamiltonia de I'4(4).

]

Estudiem ara la descomposicié de T'a(D) amb A > D en cicles vertexs—

disjunts. En el teorema 5, es déna la descomposicié del digraf en cicles

que tenen longitud qualsevol divisor de D!. T en el teorema 6 es prova la

descomposicio en cicles de longitud £D! on k és qualsevol divisor de (Agl).

En aquest segon cas es tornara a utilitzar 'arbre de substitucions definit a
la pagina 36.

(A + 1)D

Teorema 5 FEl digraf U'a(D) es pol descomposar en unié disjunta de ?

cicles de longitud k sempre que k divideizi a D!.
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Demostracié. Com que I'a(D) es pot descomposar en (Agl) subdigrafs
! !

isomorfs a I'p_y (D — 1) i cadascun d’ells es descomposa en la unié de %
cicles vertexs disjunts de longitud &, on k divideix D!, resulta

<A+1>D! (A4 DL (At
D

k (A+1-D)D'k  k
a
Ara volem demostrar que en el digraf I'a(D), dos cicles qualssevol de
longitud D!, isomorfs a cicles hamiltonians del subdigraf I'n_;(D — 1), es
poden connectar per a obtenir un nou cicle de longitud el doble. L’unica
condicio és que els dos cicles tinguin els mateixos simbols excepte un.

Lema 10 Considerem els vertexs X = 1@y ... 2p_1Tp i1 X = Xy...Tp_1TpY
del digraf Ta(D) @ x1 # y. Llavors existeiz un cicle de longitud 2D! els
vertexs del qual son lotes les permutacions dels simbols x1,xq,...,xp_1,2p

1T, X3y...,TD,Y

Demostracié. Sabem que existeix un cicle, ¢y de longitud D! a T'a(D) que
és isomorf a un cicle hamiltonia de I'p_1 (D —1). Aquest cicle conté totes les
permutacions dels simbols x1,9,...,2p_1 1 a més conté D adjacencies de
tipus 1. Una d’aquestes adjacencies té el primer stmbol igual a z1. Aquesta
adjacencia pot ser substituida pel cicle també de longitud D!, C; que comenca
amb el vertex z,...zpy 1 acaba a yzy...zp:

— Xy2y...2p = z9...zpry — ... (C4)
I T
Z9...2DY Yz ...2p (CQ)
amb zy...zp € {x3,...,zp}. Hem obtingut un cicle de longitud 2D! con-

nectant dos cicles adequadament.
O
El resultat obtingut en descomposar I'a (D) en cicles disjunts de longitud
més gran que D! s’enuncia en el segiient teorema.

Teorema 6 Fl digraf de prefiz—cicle Ta(D), A > D, es pot descomposar en
la unio de cicles vertex—disjunts de longitud kD! on k €s qualsevol divisor de
A+1

(%57)-

Demostracié. Només cal descriure com escollir un conjunt de k, amb
k| (A;I), vertexs d’entre els (A;I), i llavors aplicar el lema 10. Aquest procés
és equivalent a escollir conjunts de k& vertexs en ’arbre de susbstitucio 7T cor-
responent al digraf I'a (D), de forma que dos vertexs difereixin en un simbol.
Aquest procés es pot realitzar sempre, només cal observar que a 7j:
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e vertexs amb el mateix pare difereixen en un simbol,

o tots els vertexs d’un mateix nivell poden ordenar—-se de forma que
vertexs consecutius difereixin en un simbol,

e un vertex i els seus “fills” difereixen també en un simbol.

3.3 Recobriment dels vértexs de I'A(D)

Una qualitat que pot mostrar una xarxa d’interconnexio és la possibilitat de
ser descomposada en conjunts de nodes connectats de forma que sigui possible
la distribuci6 dins de la mateixa xarxa, de tasques de diferent grandaria. En
termes del digral que modela una xarxa d’interconnexi6 aquest problema es
converteix en trobar una descomposicié del digraf en camins vertex—disjunts
que segurament seran de diferents llargades. Es a dir, trobar un recobriment
del digraf. Vegeu [14].

Per a obtenir la descomposicié del digraf I'a(D), A > D, en camins
vertexs disjunts es fara servir larbre de shift T, que tornara a ser d’utilitat
en el capitol 4, on s’estudien problemes de disseminacié de la informacio en
els digrafs de prefix—cicle.

[’arbre T és una forma ordenada d’escollir un representant de cadascun
dels subdigrafs isomorfs a I'p_1(D — 1) en que es pot descompondre I's (D).
En primer lloc es defineix 'arbre T. A continuacié s’obtenen camins disjunts
en 'arbre i, finalment, fent s de la recursivitat dels digrafs de prefix—cicle,
s’obté la descomposicio en camins el nombre de vertexs dels quals és multiple
de |Tp_1(D —1)| = DL

[’arbre de shift es defineix de forma constructiva en el segiient lema.

Lema 11 Donat el digraf de prefiz-—cicle Ta(D) amb A > D, i un vertex
qualsevol X, existeix un arbre T de profunditat D, grau maxim A+ 1 — D,

A4l . . . . .
( ; ) vertexs i d’arrel X i de forma que lotes les adjacencies son de tipus

shift.

Demostracié. Sense perdua de generalitat, escollim x = 12--- D com a
arrel de ’arbre T. Les adjacencies que s’utilitzen per a construir 'arbre sén
de tipus shift i el procés es descriu per a cada nivell de profunditat de ’arbre:

Nivell 1: x és adjacent als A +1— D vertexs Xl,] =23---Ds;, D+4+1<
s1 < A+ 1. El superindex de x} correspon al nivell i el subindex és
I"altim simbol del vertex.
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Nivell 2: Els vertexs d’aquest nivell s’escrinen x2 | = 3--- Dsysy. S6én

adjacents des de X} 155 és10ésunsimbolde {D+1,... A/ A+1}\
{s1} tal que sy, > s1. En aquest nivell hi ha:

A + 1 — D vertexs acabats en 1.
(A'H_D) acabats en simbols de {D 4+ 1,... A, A+ 1}.

2

El nombre total és (A"'i_D) + (A’%_D) = (A"'g_D).

Dos vertexs qualssevol d’aquest nivell difereixen en un simbol.

Nivell 3: Els vertexs x? = 4...Ds;8583 sén adjacents des de x% _ .
15283 51592
[.’adjacencia de tipus shift, consisteix en afegir s3, que és igual a 2 0 a

un simbol de {D+1,... A A+1}\{s1, 52} de forma que s; < sy < s3

0 81 < 83 s1 sy = 1. Hi ha:

(A'l';_D) vertexs amb s3 = 2.
(A"';_D) vertexs amb sg =11 87 < 83.
(A+;_D) vertexs amb s; < sy < 83 ¢
El total de vertexs en aquest nivell és (A"'i_D) + (A"';_D) + (A"'é‘D) —
<A+3—D) '
5 )
Nivell k: Fls vertexs sén de la forma X];132---5k =(k+1)---Dsysg---sp i

son adjacents des de vertexs del nivell k& — 1, X]sc;s;--Sk_l

E—1o0bés <sy<...<spo1 < g excepte per aquells s; = 7 — 1,
j=2...k—1. Hiha:

amb s igual a

(A+(k_1)_D) vertexs amb s, = k& — 1.

(A’H_D) vertexsamb D+ 1 < s < ... <sp <A+ 1.

ID) vertexs amb D 4+ 1 < s1 < ... 801 < 8541 < ... < 8 <
A+lis;=1—1.
(A"I;IED) vertexs amb D 4+ 1 < 81 < ...si21 < Siq1...5-1 <
S]'.H<...<Sk§A‘|‘1iSi:i—l,Sj:j_l-

(A-I-I—D

) )vértexsambsi:i—lperaizZ...k‘.

El total de vertexs al nivell &£ és:

k-1
(SHZDP) £ T (34170 = (344)
J:
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A) vertexs, el nombre total

El procés acaba al nivell D, en el qual hi ha (D,

D
. , A+k—DY\ _ (A+1
devertexsaTeS;O( L )— ( - )
Com que per construccid, a T no hi ha dos vertexs amb els mateixos

simbols tenim un representant de cada possible conjunt de D simbols escollit
d’un alfabet de A 4+ 1 elements.
Ja que |La(D)| = (A;1> |IUp—1(D —1)], en I'arbre T hi ha un representant
de cadascun dels (Agl) subdigrafs isomorfs a IT'p_i (D — 1). O
Un exemple és a la Figura 3.10.

5123

4512 e 5126

3451 4 4516  — 5163

92345 4 3456 — 4562 — 5623
1234 9346 — 3461 — 4612 — 6123

Niv. 1 Niv. 2 Niv. 3 Niv. 4

Figura 3.10: L’arbre de shift per a I's(4)

A partir de 'estructura que s’ha trobat, és possible definir uns camins en
I’arbre T, que son vertexs disjunts.
[’arbre T definit anteriorment conté els camins vertexs disjunts segtients:

- 1 cami de D 4+ 1 vertexs.

Es comenca pel nivell 0, el cami, que en realitat és un cicle, és de la
forma:

ona, =D+ 1.

- A — D camins de D vertexs.

Es comenca pel nivell 1, es fan servir tots els vertexs d’aquest nivell
excepte el que s’ha utilitzat anteriorment. Els camins son de la forma:

2...Day =+ 3...Day;1 = 4...Da;12 —
ona € {D+2,....,A+1}.



52 CAPITOL 3. CICLES A I'a (D)

Per a comptar quants n’hi ha, es fan servir els calculs del lema 11

)= C)

En general, pera k =0...D — 1 s’obté:

) (A—D+k

) ) camins de D — k vertexs.

Es comenca pel nivell £ + 1 de 'arbre T, 1 es fan servir tots els vertexs
d’aquest nivell excepte els que s’han utilitzat anteriorment. Els camins
son de la formas:

(k+2)D(11(1k-+1—>(]€+3>Dalak+1<k+1>_>
—>a1ak+1(k'+1)(D—l)

ona €{D+1,...,A+1}, as,...ap41 €E{D+2,...,A+1}1i
a < a9, <+ < Ugg1.

Comptem quants n’hi ha:

(A—D—I—k-l—l)_

kol

~(A-D+j\ | _(A-D+k
k+1 — J+1 B E+1 )

J

Observem que en qualssevol cami dels obtinguts anteriorment, dos vertexs
adjacents tenen D — 1 simbols comuns.

Un cop més es fa servir 'estructura recursiva dels digrafs de prefix—cicle
i 'existencia de cicles hamiltonians.

En primer lloc, es consideraran cicles a I'a(D) que siguin isomorfs al
cicle hamiltonia de T'p_;(D — 1), és a dir els cicles que contenen totes les
permutacions de D simbols diferents. Es demostrara que dos cicles d’aquest
tipus els simbols dels quals difereixin en un unic element, es poden connectar
adequadament 1 obtenir un cicle de longitud el doble. Finalment es conclou
la descomposicié en camins vertexs—disjunts de diferents longituds del digraf
de prefix—cicle.

Lema 12 Siguin donals els verters X = xyxy...xp i@ X! = x9x3...2xpy de
Fa(D), A > D, que tenen D —1 simbols comuns. Aleshores existeiz un cicle
de longitud 2D que cont€ lols els vertexs que son permutacio dels simbols

{z1,29,...,xp_1,2p} 1 {zg, x5, ..., xp_1,2p}.
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Demostracié. Es construeix el cicle isomorf al cicle hamiltonia del digraf
I'p_1(D —1) per al primer dels vertexs x, és a dir un cicle que conté tots els
vertexs amb simbols {z1, 2y, ..., 2p_1,zp}. Sabem que aquest cicle conté D
adjacencies de tipus rq, lema 2, en particular n’hi ha una que és:

T122...2D-12D = 292%23...2DT1

on zg,...,2p € {xa,...,xp_1,2p}.

[.’adjacencia r; es pot substituir pel cicle que conté totes les permutacions
dels simbols {zq,...,2p_1,2p,y} i que comenca en el vertex zy...zpy i
acaba en yzy...zp. D’aquesta manera s’obté un cicle de 2D! vertexs. O

Teorema 7 FEl digraf de prefiz—cicle Ta(D), A > D, es pot descomposar
en la unio vertex disjunta de camins de diferents longituds distribuits de la
forma seqient:

1 cami de (D +1)D! = (D + 1) wertexs

(A;f]+k) camins de (D —k)D! verters

ambk=0,...,D—1.

Demostracié. La demostracié és consequencia de existencia dels camins
en 'arbre, T, 1 de la possibilitat de connectar diferents cicles hamiltonians a
I'p_1(D — 1), corresponents a vertexs que difereixen en un tnic simbol, tal
com s’ha provat al lema 12.

O

Exemple Recobriment dels vertexs de I'g(4)
Els camins que s’obtenen de ’arbre de shift, vegeu Figura 3.10, son:

o El cami de 5 vertexs: 1234 — 2345 — 3451 — 4512 — 5123.

e Camins de 4 vertexs:

2346 — 3461 — 4612 — 6123.
2347 — 3471 — 4712 — 7123,

e Camins de 3 vertexs:

3456 — 4562 — 5623.
3457 — 4572 — H723.
3467 — 4672 — 6723.

e Camins de 2 vertexs:

4516 — 5163. ;4517 — 5173.
4567 — 5673. ;4617 — 6173.
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e Camins de 1 vertex:

5126 ; 5127 ; 5167 ; 5627 ; 6127

I per tant I's(4) es pot descomposar en la unié dels segiients camins:

Arbre T 'a(D)
nombre de camins | nombre de vertexs | total
1 5 54! = 120
4 2-4-4! =192
3 3 3-3-4! =216
4 2 4.2-4 =192
5 1 54! =120

Les seguents taules sintetitzen els resultats obtinguts en aquest capitol.
Pel que fa a la descomposicio en cicles disjunts

Descomposicio en cicles de longitud &

A=D A>D
9<k<D+1 29<k<D
lema 6 lema 7
k(D +1)! k| D! (teorema 5)
teorema 4 k=K-D!on K|<Agl) (teorema 6 )

I referent a la descomposicio en camins de diferents longituds

Descomposicié en camins
nombre de vertexs | (D 4+ 1) || (D —=k)Dl,on k=0,...,D—1

nombre de camins 1 (A;fl"'k) (teorema 7)




Capitol 4

Difusi6 en el digraf de
prefix—cicle

[’eficacia de la comunicacio entre els diferents processadors és un element
crucial en el temps d’execucié d’algorismes. En aquest sentit el resultat
obtingut per Comellas i Fiol a [12] prova que entre dos vertexs de T'a(D)
existeix un recorregut de longitud igual al diametre D, és a dir, el digraf
de prefix—cicle és D-assolible. Des del punt de vista de la comunicacio, la
interpretacio és que una comunicacié entre dos processadors qualssevol, es
pot realitzar en temps igual al diametre.

En aquest capitol es dona una descripcio dels problemes de comunicacié
que s’estudien més endavant pel digraf de prefix—cicle. Vegeu [13].

4.1 Els models de comunicacio

El model que es fa servir suposa un comportament sincronic de la xarxa.
Aixo vol dir que 'algorisme de comunicacio ve donat per una seqiiencia de
passos anomenats efapes que s’executen simultaniament. El suposar que la
xarxa €s sincronica, és habitual en la bibliografia, 1 afavoreix ’analisi teorica
dels problemes considerats. L’estudi d’altres tipus de xarxes, com ara xarxes
asincrones (ATM), optiques, etc., no és objecte d’aquest treball.

El mode de comunicacié especifica que és el que pot passar en cada etapa
de la comunicacio, és a dir, de quina manera els arcs o branques, es poden fer
servir en cada pas. En primer lloc el mode de comunicacio es pot classificar
segons la forma que tenen de comunicar-se dos vertexs.

o mode estandard. Aquest mode és també conegut amb els noms de
1-port o store—and—forward i és el més estudiat. En una etapa, cada
vertex pot enviar o rebre un i només un missatge al mateix temps

39
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amb les segients restriccions: Enviar un missatge des d’un vertex a un
altre— se’n diu una crida — pren una unitat de temps, independentment
de la seva longitud. Un vertex només pot comunicar-se amb un vertex
adjacent. Un vertex pot participar en, com a molt, una crida per unitat
de temps.

modes dels camins vertex/branca disjunts que generalitza el mode
estandard 1 segons el qual un vertex pot enviar un missatge a un altre
vertex a través d’un cami de longitud arbitraria. L'unica restriccid és
que els camins que es fan servir en una etapa siguin vertex/branca dis-
junts respectivament. En aquest cas s’ha d’especificar com els vertexs
interns participen en la comunicacio i si els vertexs dels extrems po-
den ser vertexs interns d’un altre cami. Aquest tipus de models va
ser primer introduit per Farley a [21] i posteriorment per Klasing et
al. a [34, 31, 32] amb algunes modificacions sobre les hipotesis inicials
de Farley. Es utilitzant aquest model que hem presentat una comu-
nicacio al Workshop on Communication de MFCS’98, treball publicat
recentment a [3]. També amb aquest model hem realitzat el treball
“Scheduling calls for multicasting in tree-networks”, [23] que ha es-
tat acceptat per ser presentat a SODA’99 (ACM-SIAM Symposium on
Discrete Algorithms). Aquests dos treballs s’inclouen com a apendix al
final d’aquesta tesi.

En segon lloc, el mode de comunicacié ha d’especificar com s’intercanvia

la informacié entre dos vertexs x 1y.

En el model telegraf o half-duplex o one-way, en cada etapa un vertex
és 'emissor del missatge 1 'altre és el receptor. Es a dir, la informacié
segueix un unic sentit.

En el model teléfon o two-way mode, o full-duplex, cada vertex actua
simultaniament com a receptor i com a emissor, de forma que en una
comunicacio els dos vertexs bescanvien la informacié.

En aquest treball ens restringim al model estandard.

4.2 La disseminacido d’informacio

Els problemes de disseminacié d’informacio son basicament de tres tipus: la

difusio o broadcasting, I'acumulacidi el gossiping i es defineixen a continuacio

per a un graf I' = (V| ).
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- La difusio o broadcasting és el procés pel qual el vertex v € V ha
d’enviar la informacié que té, que en direm [(v), a la resta de vertexs
del (di)graf (one to all). El vertex des del qual s’inicia I’algorisme se’n
diu originador. Es defineix b(G,v) com el minim nombre d’etapes per a
finalitzar I'algorisme de difusié, amb v el vertex originador. I.’expressié
b(G) indica el maxim valor de b(G,v) per a v € G:

b(G) = max b(G,v).

veG

- En 1" acumulacio, cada vertex v € V coneix una part d’informacio,
I(v), que és independent de totes les altres i que ha de ser enviada
a un vertex concret, vo € V, el vertex acumulador, del (di)graf (all
to one). Al conjunt I(G) = {I(v)|[v € V}, que és la unié de tots
els missatges coneguts per cadascun dels vertexs constitueix el que
se'n diu el missatge acumulatiu del graf. El problema és trobar una
estrategia de comunicacié que permeti que el vertex vy aprengui el
missatge acumultiu. Es pot concloure que els processos de difusié i
acumulaci6 son equivalents 1 que per tant, es compleix

- FEl gossiping consisteix en trobar una estrategia de forma que cada
vertex conegui el missatge acumulatiu del graf (all to all).

Notem que pels processos de difusid i acumulacid, no és rellevant que el
mode de comunicacié sigui telefon o telegraf, perque qualsevol algorisme de
difusié (acumulacié) que es doni segons el model telefon, es pot transformar
en un algorisme que realitzi el mateix procés, pero en mode telegraf. FEn
canvi, pel problema del gossiping si que cal tenir en compte que el model
sigul telefon o telegraf.

Aquests tres processos son parts importants en moltes implementacions
paralleles d’aplicacions com ara simulaciéo numerica, processament d’imatges
o sincronitzacié. Fs per tant fonamental, que la xarxa permeti realitzar a-
quests processos de forma eficient. Altres tipus de problemes en disseminacio
d’informacié i bons resums sobre aquest tema, es poden trobar a [24] i [38].

4.3 La difusid

En el disseny d’un algorisme de comunicacio, 'objectiu principal és acon-
seguir que el temps d’execucio sigui minim. Una etapa és el conjunt de totes
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les crides que es fan simultaniament en una unitat de temps. La complexi-
tat d'un algorisme de comunicacié es mesura amb el nombre d’etapes que es
necessiten per a completar el procés per a un (di)graf I' = (V, E) i per a un
vertex u € V(I'). Analogament es defineixen el temps d’acumulacid, a(T', u),
i el de gossiping, ¢g(T',u), es sol escriure ¢g;(I',u) 0 go(I', u) segons que es faci
servir el model telegraf o telefon respectivament.

Durant el procés de difusiod, si a cada etapa cadascun dels vertexs que
coneixen la informacio la pot transmetre a un vertex que no la coneix, el
nombre de vertexs informats es duplica ja que, d’acord amb el model que
estem utilitzant aqui, cada vertex pot informar només un dels seus veins.

s per aixo que s’obté una primera fita inferior, general per a qualsevol
(di)graf que enunciem en la proposicié segiient:

Proposicié 5 Considerem el graf, orientat o no, I' = (V. E) d’ordre N.
Llavors, es compleix que

g(') = [log, NT.

Un (di)graf en el qual s’assoleixi la fita de la proposicié 5 es diu que
és un (di)graf de broadcast. L’exemple més senzill n’és el graf complet K.
Bermond et al. a [5] i [6] donen grafs, el temps de broadcast dels quals és
proxim a aquesta fita inferior. Pel cas de digrafs de broadcast, hi ha els
treballs de Liestman i Peters a [37].

No hi ha una tecnica general per a calcular el temps minim de difusié
en cada digraf. Per a la majoria dels grafs 1 digrafs utilitzats com a models
de xarxes d’interconnexié —el torus, ’hipercub, els digrafs de de Bruijn i de
Kautz, el digraf Papallona o el graf estrella— el temps de difusié és conegut,
i es pot trobar a [24] i [30].

A continuacio es citen alguns d’aquests resultats que es compararan amb
el temps de difusid que s’obtindra pels digrafs de prefix—cicle.

A [7] Bermond i Peyrat van trobar una fita superior per al temps de
difusié en el digraf de de Bruijn i de Kautz.

Proposicié 6 Per al digraf de de Bruijn B(A, D) amb A >2 1D > 2, es
compleiz:

WA, ) < DD+
,D) < 5 .

S(A+3)2D+1).

b(K(A, D)

Aquesta fita superior va ser millorada per Heydemann, Opatrny i Sotteau
a [29] per a valors de A grans. La tecnica que van fer servir consistia en
trobar un arbre p-ari recobridor del digraf i de diametre D[log, D] on D és
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el diametre del digraf. D’aquesta forma s’obté us fita superior pel temps de
difusio tan pel digraf de de Bruijn com pel de Kautz.

Proposicié 7 Donats els digrafs de de Bruijn B(A,D) i Kaulz K(A, D)
amb A >2 1D > 2, es compleix:

B(B(A, D)) < min{2D[log, AT, 3D[log, AT}
b(K(A, D)) < min{2D[log, A],3D[log; A1}
En definitiva pel digraf de Kautz, s’obté

Proposicié 8 Donat el digraf de Kautz K(A, D) de diametre D i grau A,
es compleix

b(K(2,D)) < 2D,

b(K(3,D)) < 3D,
(A+3)(D+1) :

b(K(A,D)) < R | ;f4§A§12,d7é9
min{2D[log, A],3D[log; A1}, ifd=9 ord > 13.

4.4 La difusié en el digraf de prefix—cicle

Fent s de 'estructura recursiva o jerarquica d’alguns grafs concrets, com el
graf n-estrella o el graf Pancake, Berthomé et al. a [8], donen un algorisme
de difusié. T a [26], GowriSankaran en déna també un per grafs de Cayley
amb estructura recursiva. I’algorisme de difusié que s’ha dissenyat, i que ha
estat publicat a [13], fa servir la descomposicié de I'a(D) en subdigrafs que
s’ha obtingut a la seccio 2.6.

La primera fase de ’algorisme distribueix el missatge des del vertex ori-
ginador a (AH) — 1 altres vertexs, cadascun dels quals és un representant
d’un subdigraf de I'a(D) que és isomorf a I'p_1(D — 1). En la segona fase,
el missatge es difon dins de cada subdigraf. Les dues fases de 'algorisme
s’executen simultaniament.

S’estudien per separat els casos A =D i A > D.

Escriurem 3(I'a(D)) per a indicar el nombre d’etapes necessaries per a
completar ’algorisme de difusié que aqui es proposa. Es compleix doncs que

b(Ta(D)) < B(Ta(D)).
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Teorema 8 Fl temps de broadcast del digraf de prefiz—cicle, T'p(D) compleix

b(rp(D)) < LHEDD

y (4.1)

Demostracié. La demostracio es fa per induccio sobre el diametre D.

Per a D = 2, vegeu la Figura 1.4, suposem que el vertex originador és 12
que coneix la informacio en I'instant inicial, { = 0.

Per a t =1, el vertex 12 informa a 23.

En ¢t = 2, el vertex 12 informa a 21 i 23 a 31. Finalment, en ¢t = 2 el
vertex 23 informa a 32 1 el 31 a 13. Per tant,

B(T2(2)) = 3.
D(D—1) .

Suposem que 3(I'p_1(D — 1)) = — i volem demostrar que es

satisfa I'expressi6 (4.1).

Sense perdua de generalitat podem prendre que el vertex originador sigui
la identitat 7 = 1...D. A causa de l'estructura jererquica del digraf de
prefix—cicle, secci6 2.6, sabem que el digraf I'p (D)) consta de D+1 subdigrafs,
disjunts, cadascun dels quals és isomorf a I'p_1(D — 1).

Considerem el seguent cicle de longitud D + 1

1...D=2...D(D+1) == (D+1)12...(D—1). (4.2)

Dos vertexs qualssevol d’aquest cicle difereixen en un simbol i, per tant,
cada un pot ser considerat com a representant de cada subdigraf isomorf a
I'p_i(D—1).

La difusié de la informacié es fa segons 1’algorisme:

1. El vertex originador envia el missatge a través del cicle Cpiq (4.2).

2. Cada vertex del cicle difén la informacié en el subdigraf isomorf a
I'p_1(D — 1) del qual és representant.

El temps de difusié sera

b(To(D) < b(Cppr) + BTpoa(D = 1)),

Tenint en compte que b(Cpy1) = D, resolent la recurrencia, s’obté

b(Cpsr) + BT poy(D=1) =D+ (D—=1)+ - +3+3 =
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D+3
:—ii4D—2y+3:

(D+1)D
5 -

2
O

Teorema 9 FEl temps de broadcast del digraf de prefiv-—cicle, Ta(D) amb
A > D, compleix

b@MDDSA+%MD—U. (4.3)

Demostracié. Es comenca el procés de difusié fent servir ’arbre de shift T
que s’ha obtingut en el lema 11, pagina 49. El vertex originador és ’arrel de
I’arbre T 1 envia el missatge als vertexs adjacents seguint ordre lexicografic.
Qualsevol vertex a T procedeix de la mateixa manera, com es pot veure a
la Figura 4.1, on els numeros escrits en negreta indiquen el temps en el que
es rep el missatge. Es pot comprovar facilment que el temps necessari per a
enviar el missatge des de 'arrel a tots els vertexs de 'arbre és A.

Des de cada vertex x de I'arbre T, el missatge es difén al subdigraf isomorf
al'p_i(D —1)) que té el vertex x com a representant.

Per a enviar el missatge als diferents vertexs del subdigraf es repeteix
el procés anterior tenint en compte que ’arbre de shift és ara un cami. Es
repeteix recursivament ’esquema per cada nou vertex que s’assoleix.

Denotem per B(I'x(k)), el temps de difusi6 en el digraf I'y(k) fent servir
I’algorisme descrit. Com que en el procés primer es fa servir un cami Py, de
longitud k, tenim I'expressio seguent:

BTw()) = b(Pe) + A(Thcr (k= 1)
amb k>3
Fent servir aquesta relacié recursiva i el fet que b(Py) = k1 3(T'3(2)) =

b(K(2,2)) = 3, obtenim:

B(Te(k)) = b(Py) + b(Pe—r) + - -+ + b(Ps) + B(T'2(2)). =

1
=kt (k=1)+(k=2)+-+3+3=h(k+1).

Combinant aquests resultats, obtenim que el temps de difusié del digraf
de prefix—cicle és:

HIa(D)) < B(T)+ B(Ta(D) = A+ SD(D ~ 1)
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Exemple Un esquema de 'algorisme de difusio en el digraf de prefix—cicle
I's(4). El ndmeros entre parentesi i negreta indiquen el temps en que el
vertex corresponent rep el missatge.

5123 (4)

4512 (3) 15126 ()

3451 (2) 14516 4) 5163 (5)

2345 (1) / 3456 (3) 4562(4) 5623 (5)

1234 (0) 42346 @) 3461 (3) 4612 (4)

Figura 4.1: Difusié a Iarbre de shift de I's(4).

6123 (5)

Quan un vertex de I'arbre rep el missatge el difon seguint el mateix procés
pero ara a ['3(3), per exemple, el vertex 5126 rep el missatge en temps ¢t = 5

i llavors:

5126 (8) 1(5526
©)) (10)
516. 1562
9) (10
5621 1625
5612 516%7) 5 4 1256 1652
@) RO ®
5126
5
®) (7)
651 265
9
6125 6521 2615 éllg)s
615 (10) (10) 2156
(1) (1)
621 2561
(11) (10)
625, 2516
(10 9)

Figura 4.2: Difusié a un subdigraf de I'5(4) isomorf a I';(3).
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]

En la taula segiient es compara els temps de difusio dels digrafs de prefix—
cicle i dels de Bruijn.

FA(3) B(A,?))
A V] srae) || V] ] 8(BAG)
3 24 6 27 8
4 60 7 64 10
5 | 120 8 125 12
6 || 210 9 216 14
7| 336 10 343 16
8 || 504 11 512 18
9 || 720 12 729 20
10 || 990 13 || 1000 22

Taula 4.1: Valors del temps de difusié del digraf de prefix—cicle, 8(I'a(3)), i
del digraf de de Bruijn de diametre tres, 3'( B(A, 3)), per a valors petits del

grau.

Per D = 2 i valors petits del grau, el teorema 9 millora aquests resultats
i déna una nova fita superior S(K(A,2)) = A + 1 pel temps de difusié en
el digraf de Kautz K(A,2). El temps de difusié és optim per a valors petits
del grau (A < 6).

4.5 La raé d’aproximacié de l’algorisme de
difusié

En aquesta seccio es defineix i calcula un parametre que mesura la “bondat”
d’un algorisme de difusié. Aquest parametre és [la rad d’aproximacio de
I’algorisme.

Per tal d’estimar I'eficiencia d’un algorisme es dona 'ordre de magnitud
del nombre d’operacions f(n), que efectua I'algorisme. Es defineix:

Definicié 8 Considerem una funcio f de N en N. Diem que f(N) és O(g(N))
si exisleir una constant positiva k tal que f(N) < kg(N) per a tot N € N
(excepte polser en un nombre finit d’excepcions).

En els treballs de Kortsarz i Peleg [36], i Bar—Noy et al. a [2], s’estudien
esquemes aproximats per a la difusio, és a dir algorismes que no donen una
solucio exacta, pero que d’altra banda, no és molt lluny de I"optima.
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Més formalment, diem que un esquema, A, de difusié en una familia de
grafs, F. és k-aproximat, si per a cada I' € F i cada vertex x € V(I'),

b(v,G, A) < kb(x,T).
I diem que un esquema S té una raé d’aproximacié (k, k') si
b(v,G,S) < kb(x,T") + K.

Una raé és k—additiva si és una raé d’aproximacio (O(1), k).

En el treball de Kortsarz i Peleg, [36], es dona un algorisme d’aproximacid
per grafs de N vertexs i la rad d’aproximacio és O(\/N)—additiva.

Més recentment Bar—-Noy et al. a [2] han millorat aquest resultat dis-
senyant un algorisme per a grafs de N vertexs, que millora la raé d’aproxi-

macié en un factor O logiN )
log log N

Analitzem el cas A = D per a comprovar el comportament de I'algorisme
de difusié per al digraf de prefix—cicle que s’ha donat al teorema 8.
Suposem A = D.

log N
N=(D+ 1) ~DP = logN ~ DlogD = D ~ —2

loglog N

D’altra banda, recordem que la fita inferior per al temps de difusiéo d’un
graf d’ ordre N és log N i1, per tant, el quocient entre la fita superior calculada
al teorema 8 1 la fita inferior dona la raé d’aproximacio:

k_0+% D log N
~ logN " logD ~ (loglog N)?

S’observa que I'algorisme proposat en aquesta tesi, t& un comportament
clarament millor que ’algorisme de difusié generic obtingut a [2]. Es com-
pleix, doncs, que I'algorisme per al temps de difusio en el digraf de prefix—cicle
és millor que el que hi havia per a un graf en general.



Capitol 5

L’espectre del digraf de
prefix—cicle

Aquest darrer capitol presenta I’estudi de I'espectre del digraf de prefix—
cicle. Aquest estudi es fara a partir de I'obtencié d’equacions matricials
simples que es compleixen per a aquests digrafs 1 que permetran coneixer
encara més la seva estructura.

5.1 Introduccio

5.1.1 Definicié i resultats coneguts

Definicié 9 La matriu d’adjacencia d’un graf o un digraf, I' d’ordre n, €s
A = A(T) una matriu quadrada d’ordre n sobre el cos complex C, tal que si

A = (aij), €s

] 1 sivjésadjacent cap a vj
i 0 altrament

D’aquesta definicié es dedueix que A(T') és una matriu real, que és sime-
trica en el cas que I' sigui un graf. Si I' és un digraf, llavors A(I') en general
no és simetrica 1 per tant els valors propis no tenen perque ser reals.

Com que es treballa basicament amb digrafs, d’ara endavant es donaran
els resultats i1 les definicions per a digrafs, malgrat que en molts casos, enun-
ciats equivalents son valids també per a grafs. Les definicions i els resultats
que, en aquesta seccio es donen com a previs, es poden trobar basicament
als llibres de Biggs, [9] i Cvetkovic et al. [17, 18].

Si considerem els valors propis de la matriu d’adjacencia juntament amb
la seves multiplicitats, obtenim l'espectre del (di)graf.

65
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Definicié 10 L’espectre del digraf T’ €s el conjunt dels valors propis de la
matriu d’adjaceéncia de T', A(T'), juntament amb les seves mulliplicitats. Si
els valors propis diferents d’A(T') son: Ao > Ay > ... As_1 @ les seves multi-
plicitats m(Xg),m(A1),...,m(Xs_1), s’escriu:

sper) = (2 o )

Per abus de llenguatge es parla dels valors propis del digraf, en lloc dels
valors propis de la matriu d’adjacencia del digraf i del polinomi caracteristic
Pr(X) del digraf, les arrels del qual sén els valors propis del digraf i que
compleix:

Pr(N) = |[A= M| = (A= 2)" (A = A)m ) (N = Ay ) (Re-)

Per a un digraf no connex es compleix que el seu espectre és la unio dels
espectres de les seves components. A partir d’ara es suposara que el digraf
és connex perque si no ho és es treballa amb cadascuna de les components.

Els segients lemes es poden deduir de la definicié de la matriu d’ad-
jacencia A.

Com que el digrafs que estem considerant son sense autollagos, els ele-
ments de la diagonal principal sén nuls i per tant, la traga de la matriu A és
nulla. Com a consequencia s’obté:

Lema 13 La suma dels valors propis del digraf I és zero.

Lema 14 FEl nombre de recorreguts de longitud k entre els vertexs x; ¢ X; del
digraf T €s el coeficient (i,7) de la matriu A*.

La suma dels quadrats dels valors propis és igual a dues vegades el nombre
de digons, la suma dels cubs dels valors propis és igual a tres vegades el
nombre de triangles dirigits, i aixi successivament.

El teorema de Perron—Frobenius per a digrafs és el segtient.

Lema 15 ([9], Prop.3.1) Si un digraf I' d’ordre n €s reqular de grau A,

llavors es compleix:
o A €s un valor propi de T.
o SiI' €s fortament connex, la multiplicitat de A €s 1.
o Per a qualsevol altre valor propi X de T', es compleiz |A| < A.

o Un vector propi corresponent a A = A és L = (1,1,...,1).
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Lema 16 ([17], Teorema 3.13) Donat un digraf, I, amb n vértexs i di-
ametre D, Uespectre de T 1€ com a minim D 4+ 1 1 com a maxim n valors
propis diferents.

Si A és la matriu d’adjacencia del digraf I'; llavors el conjunt dels poli-
nomis en A a coeficients complexos té una estructura d’algebra amb coe-
ficients a C, amb les operacions usuals definides sobre matrius. Aquesta
algebra té dimensid finita com a espai vectorial complex.

Definicié 11 [’algebra d’adjacencia d’un digraf T és algebra dels poli-
nomis de la matriv d’adjacéncia A = A(I'). La notarem A(T).

A partir del lema 16 es conclou que la dimensié de A(I") és més gran o
igual a D 4+ 1, on D és el diametre del digraf.

L’algebra d’adjacencia d’un digraf fortament connex i regular compleix
una propietat que és rellevant en aquest treball. Si A és la matriu d’ad-
jacencia del digraf, 1 J és la matriu quadrada d’ordre 1’ordre del digraf i amb
tots els coeficients iguals a +1, llavors AJ = JA = AJ. A partir d’aquesta
observaci6 es demostra el seglient resultat de Hoffman i McAndrew (1967).

Teorema 10 ([17],Teorema 3.7) Considerem un digraf I' d’ordre n i amb
matriu d’adjacencia A, llavors
i) FEuzisteiz un polinomi P(x) tal que

P(A)=J (5.1)
st, 1 només st, I' €s fortament connex i reqular.

i) L’inic polinomi P(x) de grau minim que compleiz Uequacio (5.1) és el
polinomi

(5.2)

on A és el grau del digraf i (x — A)S(z) €s el polinomi minim de A.

El polinomi minim M (z) és el polinomi monic de grau minim tal que

M(A) =01 és de la forma

M(z) = _H(»’L" — A"

on r; < m; i m; és la multiplicitat del valor propi A;.
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Si la matriu A diagonalitza, llavors el polinomi minim és

s—1
M(e) = [~ 2)
=0
on A, 2 =0...,5—1s0n els valors propis diferents de A.

El polinomi P(xz), 'existencia del qual ve donada pel teorema 10, es coneix
amb el nom de polinomi de Hoffman.

5.2 Equacié matricial per a T'A(D)

En alguns casos, la matriu d’adjacencia A d’un digraf T, satisfa una equacié
matricial del tipus P(A) = J. Per exemple, és el cas de

. Digraf de Moore (si existis, hauria de complir)

IT+A+A - A=

. de Bruijn B(A, D).
AP =

. Kautz K(A, D).
AP+ AP =

[’estudi d’aquest tipus d’equacions matricials ha permes a J. Gimbert,
[25], demostrar la no existencia d’altres digrafs quasi- Moore ! de diametre
2 que no siguin els digrafs de Kautz. El plantejament d’una equacié similar
per al cas dels digrafs de prefix—cicle pot facilitar 'obtencio de digrafs quasi-
Moore per a altres valors del diametre.

En aquesta seccid, a partir del coneixement de 'estructura ciclica dels
digrafs de prefix—cicle, es demostra que la matriu d’adjacencia dels digrafs

satisfa I'equacio matricial
(A+DHAA=T)...(A=(D=2)])=J.

Com que la demostracié es fara per induccié sobre el diametre, estudiem
en detall el cas D = 3.

ldigrafs que tenen ordre proxim a la fita de Moore
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5.2.1 Cas I'A(3)

Donats dos vertexs x iy del digraf I'a(3), podem coneixer el nombre de
recorreguts d'una longitud fixada /, que coincideix amb el coeficient a;; de la
posicio (i,7) de la potencia [ de la matriu d’adjacencia del digraf. Cal tenir
en compte que el cami més curt entre dos vertexs és tinic. Per tant si la
distancia entre els vertexs x 1y és d, tots els coeficients afj, amb k < d seran
nuls i ai-j = 1. El segiient quadre es pot obtenir practicament per inspeccié.

d(x,y) | ai; ai; af’j
0 0 1 1
1 1 0 2
2 0 1 1
3 0 0 1

Aleshores assagem una equacié matricial que sigui de la forma
mi’A + m‘;’A2 + mgA3 = J.
Si existeixen els coeficients m?, mj, mj hauran de complir

3 3 2 3.3 _
miyaij + mya;; + mia;; = 1.

Segons que els vertexs corresponents a la posicid 7,7 estiguin a distancia
0,1,2, o 3 s’obté el sistema:

Sid(z,y)=0 my + my =1
Sid(z,y)=1 my + 2mi =1 (5.3)
Sid(z,y)=2 my; + my =1 '
Sid(z,y)=3 + m; =1
Resolent el sistema (5.3), resultami = 1, m3 = 01 mj = —1. Es compleix
I’equacié matricial
AP —A=1]
que factoritza de la forma
(A+ HAA-T)=J. (5.4)

Resulta doncs que el digraf de prefix—cicle ['a (3) té polinomi de Hoffman,
donat pel teorema 10

P(x) = (;v + l)x(;v — 1).

En consequiencia, s’obté que
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Proposicié 9 FEl digraf T'a(3) compleix:
i) La matriu d’adjacéncia de T'A(3) diagonalitza, independentment de A.
ii) Els valors propis diferents del digraf, son

)\OIA,)\lzl,)\QZO, l)\3:—1

iii) Les mulliplicitats dels valors propis son
1 1.,

Demostracié. Les dues primeres afirmacions sén consequencia dels calculs
previs a 'enunciat de la proposicio 1 per a calcular les multiplicitats dels
valors propis es resol el sistema d’equacions que s’obté aplicant els lemes 13
i14.

O

5.2.2 Cas I'A(D)

[.’objectiu és ara trobar una equacié matricial per a la matriu d’adjacencia
del digraf de prefix—cicle, ['a(D), A > D en el cas general, és a dir per a
qualsevol diametre D, D > 3.

A partir del resultat obtingut al capitol 2, que donava el nombre de vertexs
a distancia k& d’un vertex donat, es calculara el nombre de vegades que un
vertex a distancia d és k-assolible, k& > d, aix0 és calcular el nombre de
recorreguts de longitud k entre vertexs que estan a distancia d. Aquest calcul
permet doncs, coneixer el nombre de recorreguts, —qf, entre dos vertexs
qualssevol i per tant coneixer els coeficients de les successives potencies de la
matriu d’adjacencia del digraf.

Si estem buscant una equacié matricial de la forma

rDAP 4 pD_ AP 4 P A= (5.5)

es complira

D D

D D-1
rpai; +rp_a

tj

—I-"'-I-T‘ID(J,Z']':]
on afj és el coeficient en la posici6 (i,7) de la matriu A* k= 1,..., D, que
coincideix amb el nombre de recorreguts de longitud k des del vertex x; fins
a Xj. Es verifica:
A
a;; = —4q

amb d la distancia entre els vertexs x; i x;. Es clar que ¢5 = 0si d > k.
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Com que ¢¢ = ¢, només cal plantejar el sistema lineal d’equacions per

als valors de la distancia, d = 1,..., D,
bo—af e e —ay ry 1
=g . T - ry 1
0 0 1 ... =77t =P rp 1
0 0 0 ... 1 —qb_, rb_, 1
0 0 0o ... 0 1 rh 1

Calculant la inversa de la matriu dels coeficients del sistema anterior, 1
tenint en compte els resultats obtinguts a la seccid 2.5, s’obté

1 pi pl pg"i pt 1 rP
N S I
00 1 pD=1 1 r
P3. P.3 _ 3 7 (5.6)
00 0 1 pB_, rB_,
00 0 1 D

que clarament permet calcular els coeficients de ’equacié matricial (5.5).
Falta demostrar que 'equacio es pot descomposar en producte de factors
simples. Aquest resultat es demostrara utilitzant induccio sobre el diametre.

Teorema 11 Si A €s la matriu d’adjacéncia del digraf de prefiz—cicle Ta(D),
A > D, es compleix

(A+ DAA—TI)...(A—(D—2)1) = J. (5.7)

Demostracid. La demostracié es fa per induccié sobre el diametre.

Ja ha estat provat en aquesta mateixa seccid que el digraf de prefix—cicle
de diametre D = 3 compleix I'equacié (5.4), que és la corresponent a (5.7)
per diametre 3.

Suposem que pel cas del digraf de prefix—cicle de diametre D — 1 es
compleix

APV pbAP=2 P A = g

D-1

i que els coeficients ;77,1 = 1,..., D — 2, de la igualtat anterior, satisfan el

sistema
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I+ pi o+ +o ng"l
-1

Loy 4o 49T =

D=1
+pPp =Tp_2
D-1

d’acord amb el que s’ha obtingut a I’expressié (5.6).

Cal demostrar que la matriu d’adjacencia del digraf de prefix—cicle de

diametre D satisfa I'equacié (5.7).

Si la matriu d’adjacencia de T'a(D) verifica una equacié matricial del

tipus (5.7), es complira

1 —¢ —q ... —qg"l —q7 Tg
1 —qg’ .. —qQD_ —q2D 7"2D

0 0 | (5

0 0 0 1 —qB, 7"1’351

0 0 0 0 1 D

Resolent el sistema:
1 pi pt pg"l Py 1 r
: -1

0 1 pj Py py 1 r%
0 1 Ps p? o rs
00 0 1 ppo | |1 i
0 0 O 1 1 rg

pero, per hipotesi d’induccio, es verifica

+pp =17
+py =17
D D
+Pp_1 = Tp_y
1 = TB

Substituint els coeficients calculats a (5.8) en Pexpressid

(5.8)
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= (z+l)z(z—1)...(z = (D=3))(z—(D-1))+
Herz+De(z—1)...(z — (D —=3)) =
= (z+l)z(z—=1)...(z = (D =3))(z — (D -2))

s’obté el resultat

(A+ DAA=T)...(A—(D=3))(A—(D—2)I)=J.

Teorema 12 Pel digraf Ta(D), A > D, es compleix:
i) La matriu d’adjacéncia diagonalilza, independentment de A.
ii) FEls valors propis diferents del digraf, son

)\OZA,)\1:D—2,"',)\D_1:0, Z)\D:—]

En aquesta secciéo hem demostrat que la matriu d’adjacencia d’un digraf
de prefix—cicle, és sempre diagonalitzable i que els valors propis del digraf
son reals. De 'observacié de 'equacié matricial (5.7), es poden concloure els
seguents fets:

Els valors propis de I'a (D) depenen estrictament del diametre del digraf
1 no de l'ordre ni del grau.

Dos digrafs de prefix—cicle amb el mateix diametre tenen els mateixos
valors propis, llevat de A.

Els digrafs [a(D) i 'a(D+1) tenen els mateixos valors propis, excepte
A=D—1quehoésde'A(D+1)inodeT's(D).

A més el nombre de valors propis diferents és minim, lema 16.
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Conclusions

En aquest treball hem estudiat en profunditat diferents aspectes dels digrafs
de prefix—cicle que han estat proposats com a model de xarxa d’interconnexio.

Degut a que els digrafs de prefix—cicle ocupen moltes de les posicions de
la taula del problema (A, D) per a digrafs vertex—simetrics, es va decidir
analitzar aquesta familia des d’altres punts de vista. Aquest estudi s’ha
dirigit basicament, a trobar noves propietats dels digrafs de prefix—cicle, a
provar la seva descomposicié en cicles i a definir un algorisme eficient de
comunicacio.

Les conclusions i possibles linies de recerca que s’obren a partir d’aquesta
memoria, es presenten diferenciant cadascuna de les parts d’aquesta tesi.

El digraf de prefix—cicle

A més de la definicio i de propietats dels digraf de prefix—cicle que ja havien
estat enunciades per altres autors, [19], [12], [20], es déna una nova manera
de calcular la distancia entre dos vertexs qualssevol del digraf. A partir
d’aquest procediment, es calculen el nombre de vertexs que hi ha a una certa
distancia d’un vertex donat, en funcié del nombre de vertexs que hi havia
a distancies menors. FEs defineixen els polinomis distancia 1 recorregut, i
s’estudia la relacié que hi ha entre aquestes dues families de polinomis.

Cicles

L’estudi de l'existencia de cicles 1 la descomposicié del digraf en cicles 1
camins, és el que ha aportat un major coneixement de l'estructura del digraf
de prefix—cicle. S’ha pogut demostrar que, de la mateixa manera que es com-
pleix per als digrafs de Kautz, els digrafs de prefix—cicle son quasi panciclics.
S’aporta un nou metode per a demostar-ho que és completament diferent a
I'utilitzat per als digrafs de Kautz.
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[’altre aportacié que aquest capitol fa al coneixement de 'estructura dels
digrafs de prefix—cicle és la descomposicio del digrafs en cicles de la mateixa
longitud. Aquestes longituds son, essencialment, divisors de 'ordre del digraf.
Es dona també una descomposicio del digraf en camins vertexs—disjunts, que
permetria, en el cas d'una xarxa modelada pel digraf, la distribucio de tasques
diferents entre grups d’usuaris diferents en nombre.

Els resultats que es presenten en aquest capitol han estat determinants per
a la continuacio del treball, tant en la linia de definir un algorisme eficient
de difusio en el capitol 4, com en l'obtencié de I'equacié matricial que es
demostra al capitol 5.

Seria de desitjar encara, obtenir algun altre tipus de descomposicio de la
familia de digrafs, com ara: quina relacié hi ha entre I'a(D) i Ta(D + 1),
amb A > D?7. Aquesta pregunta encara no ha pogut ser resolta. Creiem que
una resposta a aquesta questié podria portar a obtenir nous, 1 potser millors,
algorismes de comunicacio.

La difusio

En el capitol referent a ’algorisme de difusio en el digraf de prefix—cicle, es
presenta un procediment per a difondre un missatge des d’un vertex qual-
sevol, que millora resultats previs per a altres digrafs coneguts i que és optim
per a valors petits del grau.

De I’analisi de I’algorisme, s’observa que, en casos molt puntuals, si alguns
vertexs que en un moment donat no transmeten informacié, ho poguessin fer,
es podria millorar lleugerament la fita donada. Amb tot creiem que, molt
possiblement, I’algorisme que es proposa en aquest capitol, pot ser I'optim
per a aquesta familia de digrafs.

Un tema relacionat amb la propagacié d’informacié en els digrafs de
prefix—cicle, és el gossiping. Aquest problema ha estat només definit en el
capitol 4, pero no ha estat estudiat a fons per als digrafs de prefix—cicle. En
el disseny d’algorismes de gossiping apareixen dificultats diferents de les que
s’han resolt pel problema de la difusio. En la nostra recerca, hem considerat
aquest problema sense arribar, pero a resultats millors que els coneguts per
altres families de digrafs com son els de de Bruijn o de Kautz, que ja s’han
fet servir de referencia a ’hora de comparar 1'algorisme de difusié. Queda
per tant oberta una possible linia de recerca que es podria relacionar amb la
questié plantejada al final de "apartat anterior.

S’han estudiat altres models de comunicacio, en particular el model linia,
per al problema de gossiping en anells cordals i de multicast en arbres dirigits.
En ambdods casos es donen algorismes eficients. El problema de la difusio,
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sota el model linia, és optim per a la difusiéo en digrafs hamiltonians, en
particular pels digrafs de prefix—cicle.

L’espectre

Finalment, en el darrer capitol de la memoria, es fa us del coneixement que
es té de 'estructura del digraf de prefix—cicle, per a demostrar que la ma-
triu d’adjacencia del digraf de prefix—cicle compleix una equacié matricial en
parallelisme amb les equacions satisfetes per la matriu d’adjacencia d’alguns
digrafs estudiats per altres autors. Aquest darrer resultat, permet calcular
Iespectre del digraf de prefix—cicle, comprovar que els valors propis només
depenen del diametre del digraf i no del grau.

s encara un tema de treball les consequencies que es poden desprendre
de la relacio entre l'espectre dels digrafs 1 certs parametres relacionats amb
la distancia entre vertexs com l’excentricitat, el radi, el diametre, ... amb
I’objectiu de poder solucionar altres problemes relacionats amb la propagacié
d’informacio.
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Apendix A

Gossiping in chordal ring graphs
under the line model

En aquest apendix s’inclou el treball realitzat en collaboracié amb L.
Barriere de la UPC 1 amb Johanne Cohen del Laboratoire de Recherche en
Informatique (LRI), a la Universitat de Paris Sud (Orsay, Paris). L’article
Gossiping in chordal ring graphs under the line model va ser acceptat per a ser
presentat en forma de comunicacié a Mathematical Foundations on Computer
Science— Whorkshop on Communications (MFCS’98) a Brno (Txequia, agost
1998).

Fent servir el model linia, que ja ha estat definit al capitol 4, pagina 55, es
descriu un algorisme de difusié per a una familia de grafs vertexs simetrics,
els anells cordals, que és optim per a una part dels grafs estudiats.
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Abstract

This paper is devoted to the gossip (or all-to-all) problem in the chordal ring under the
one-port line model. The line model assumes long distance calls between non neighboring
processors. In this sense, the line model is strongly related to circuit-switched networks,
wormhole routing, optical networks supporting wavelength division multiplexing, ATM
switching, and networks supporting connected mode routing protocols.

Since the chordal rings are competitors of networks as meshes or tori because of theirs
short diameter and bounded degree, it is of interest to ask whether they can support
intensive communications (typically all-to-all) as efficiently as these networks. We propose
polynomial algorithms to derive optimal or near optimal gossip protocols in the chordal
ring.

1 Introduction

In the study of the properties of interconnection networks, the problem of dissemination of
information is an important and a very active research area [12, 26]. Indeed, the ability of an
interconnection network to effectively disseminate the information among its processors (e.g.,
accumulation, broadcast or gossip) is a “pertinent” measure to determine the best commu-
nication structures for parallel and/or distributed computers. Assume that every node of a
network holds a piece of information. Broadcast is the information dissemination problem that
consists, for one node of a network, of sending its piece of information to all the other nodes.
The accumulation problem can be considered as the reverse of broadcast problem. In the accu-
mulation problem, every vertex has to send its piece of information to one specific vertex of the
network. Finally, gossiping is a simultaneous broadcast from every node of the network. Due
to their complexity, these three communication primitives are often provided at the software
level. Most of the communication libraries available on parallel systems (as MPI [24]) provide
access to such communication procedures. More generally, these three communication patterns
are fundamental primitives used in many algorithms for the programming, and for the control

*Additional support by the DRET of the DGA.
tPartial support by UPC-PR-9704.



of parallel and distributed systems. For example, they are used for barrier synchronization or
cache coherence [28], for parallel search algorithms [7], and for linear algebra algorithms [8].
In [10], Farley introduced the model called Line Model which satisfies the following: (i) a call
involves exactly two nodes (these two nodes can be at distance more than 1), (ii) any two
paths corresponding to simultaneous calls must be edge-disjoint. Furthermore, Farley assumed
that nodes satisfy the 1—port hypothesis, that is: (iii) a node can take part in one call at a
time. The vertex-disjoint paths mode can be defined analogously to the line model by replacing
hypothesis (ii) by the following (iv) any two paths corresponding to simultaneous calls must
be vertex-disjoint. The calls are subject to different possible constraints: when two nodes
are involved in the same call, they can either exchange all the informations they are aware
of (full-duplez or 2-way mode) or alternatively, the information can only flow in one direction
(half-duplex or 1-way mode).

A round is the set of all calls carried out simultaneously. The complexity of our communication
protocols will be measured by the number of communication rounds required to complete these
protocols. For a given graph G = (V, E), and for any arbitrary node u in G, we denote by
b(G,u) (resp. a(G,u)) the minimum number of rounds for broadcasting from the source node
u (resp. for accumulation) in the graph G. Similarly, the gossip time of G, denoted by ¢(G), is
the minimum number of rounds necessary to perform a gossip in G.

In [10], Farley proved that, in the 1—port model, broadcast from any node in any n—node
network can be performed in [log, n] rounds. His proof makes use of routing along the edge
of a spanning tree of the network. However, the gossip problem is still open for arbitrary
networks, that is, the complexity of gossiping in the 1—port line model in arbitrary networks is
not known. Hromkovi¢ et al. [17] gave a lower bound for the gossip problem, and some results
have been derived for tree-networks [9] and for planar graphs [16].

Chordal ring networks were introduced in [6]. They form a family of generalized loop net-
works [3]. The chordal ring of N vertices and chord ¢, denoted by C(N, c), is the graph with
vertices labeled in Zy, and adjacencies given by ¢ ~ ¢4+ 1,4 ~ 14 ¢ for every even vertex . The
structure of these graphs has been extensively studied. For example, Arden and Lee [1] stud-
ied the problem of the maximization of the number of nodes for a given diameter, and Yebra
et al. [29] found a relationship between a certain type of plane tessellation and the chordal
ring. Moreover, due to their simple structure, and their short diameter, chordal ring graphs
are attractive topologies for interconnection networks. Chordal rings can support compact [25]
and fault-tolerance [2] routing functions. Finally, Comellas and Hell [5] presented an optimal
solution for the broadcast problem in chordal rings under the telephone model.

As [5], this paper is devoted to the study of communication problems in chordal rings. In
particular, our aim is to find an algorithm for the gossip problem in the full-duplex edge-
disjoint paths mode since the model is appropriate to networks supporting long distance calls
such as wormhole or circuit-switched routing. The next section describes the method to find
the gossip time in the chordal ring. Section 3 deals with some properties of the chordal ring
and, finally, in Section 4 gossiping algorithms are described in order to give the upper bound
of the gossip time in chordal rings.

2 Basic concepts

An interconnection network is modeled by a connected undirected graph G = (V, E), where the
vertices in V' correspond to the processors, and the edges in E represent the communication links
of the network. Our gossip algorithms are based on the so-called 3-phase gossip method [15].
For that purpose, the Section 3 gives a decomposition of the chordal ring into disjoint cycles.



This decomposition is the base of all our gossip protocols of Section 4. In the full-duplex line
model, Farley has shown the following:

Lemma 1 (Farley [10]) Let G be a graph of n nodes. In the 2-way mode line model,
b(G) = a(G) = [logy n].
Moreover, Hromkovi¢ et al. [17] gave a lower bound for the gossip problem:

Lemma 2 (Hromkovic et al. [17]) Let G be a graph of N nodes and of edge-bisection width
B. In the 2-way mode line model

9(G) > 2[logy, N| — log, B — log, logy, N — 2.

In order to get upper bounds, we use the ”three-phase algorithm” method as in [15]. The three—
phase algorithm is composed of an accumulation phase, a gossiping phase, and a broadcasting
phase.

Algorithm 1 Three-phase gossip algorithm

1 Divide G into r connected components containing exactly one accumulation node each. These
components are called accumulation components. A(G) is the set of accumulation nodes.
/* Accumulation phase */
2 Each vertex u € A(G) accumulates the information from the nodes of its component.
/* Gossip phase */
3 Perform a gossip among the set A(G) of accumulation nodes.
/* Broadcast phase %/
4  Every node in A(G) broadcasts information in its components.

To obtain an effective algorithm, we will look for a set of accumulation nodes such that the
gossip phase can be performed as quickly as gossiping in a complete graph, and such that
the size of the accumulation components is sufficiently small in order to minimize the time
for the first and third phases. Moreover, these accumulation components should be connected
so that the optimal [log, N]-round accumulation and broadcast algorithms described in [10]
(see Lemma 1) can be independently applied in all the components. For the gossip phase, our
algorithms will be based on the two following algorithms 2 and 3. Ky stands for the complete
graph of N nodes.

Algorithm 2 Gossiping in a Ky, N even

1 For j:=1 to [logy N| do

2 For each vertex i, ¢ even, do in parallel

3 exchange information between node 7 and node i + 2/ —1 (mod N);

Algorithm 3 Gossiping in a Ky, N odd
m:= |N/2];
For each node i, 0 < i < N/2, do in parallel
exchange information between node ¢+ and node ¢ + m;
if m is odd then n' =m +1 else n' = m + 2;
Gossip in the complete graph of vertices {0,...,n'};

Ui O N =



6 For each node i, i < N/2, do in parallel
7 exchange information between node ¢ and node ¢ + m;

In the three-phase gossip algorithm, a call between vertices 7 and j is replaced by a call between
the accumulation node of the ith component and the accumulation node of the jth component.
For a given call between the accumulation node z; of the ith component and the accumulation
node z; of the jth component, that is for a given path P between z; and z;, the length of the
call is defined as the number of components traversed by P plus one.

Let s be the maximum size of the components, then the accumulation and broadcast phases are
done in [log, s| rounds each. Moreover, if 7 is the number of components, the gossiping phase
needs [log,r| to be completed. Thus, we can conclude that the three-phase gossip algorithm
needs 2[log, s| + [log, 7| rounds to perform.

In order to apply this algorithm to the chordal ring graphs, we will present some properties of
this family of graphs.

3 Definition of the chordal rings

Definition 1 Let N be an even integer and ¢ an odd integer between 1 and N/2. The chordal
ring graph of order N and chord ¢, C(N,c), is the graph of order N, with vertices labeled in
Zy, and adjacencies given by i ~ 1+ 1, i ~ i+ c for every even vertex 1.

Chordal ring graphs are connected and 3-regular. They are bipartite, with partition sets Vy =
{0,2,4,...N —2} and V; ={1,3,5,...,N — 1}.

For any two vertices z, y, we define oy, : Zy — Zy as follows:

Ifz—y=0 (mod2) then a,,(i) =y — x +1, otherwise oy (1) =y +z — i.

In both cases, o, is an automorphism and it verifies a,,(z) = y. So, C(N,c) is vertex-
transitive. For more details on these graphs, see [2].

In this section we present upper bounds for the edge bisection width of a chordal ring C' (N, c).
The edge bisection width, B, is the minimum number of edges which separate the graph into
two sets of vertices of the same cardinality.

Lemma 3 Let C(N,c) be the chordal ring of order N and chord c. Let B be the edge bisection
width of C(N,c), then B < c+ 2.

Proof.
First, we observe that the natural order for integer numbers gives a natural partition of the
vertices, so we have an immediate bound for B :

Zy =[0,N/2 —1]U[N/2, N — 1] where [a,b] = {a,a+1,...,b}.

Let A={(i,j) € E|i € [0,N/2—1], j € [N/2,N —1]} be the set of edges between [0, N/2 — 1]
and [N/2, N — 1]. Clearly, from the definition of the edge bisection width, we have that the
number of edges of A is an upper bound for B.
For N/2 even we have
A={(l,N—-c+1),3,N—c+3),...,(c—2,N—-2)}U
U{(N/2 —¢+1,N/2+4+1),(N/2—c+3,N/2+3),...,(N/2—=2,N/2+c—2)}U
U{(0,N —1),(N/2—-1,N/2)}.
Thus |[A|=(c—1)/2+ (c—1)/24+2=c+ 1> B.
For N/2 odd, we apply the same argument as previously and we get |[A| =c+ 2 > B.
O
From Lemmas 3 and 2, we can deduce a lower bound of the gossip time in chordal rings C(N, c).



Lemma 4 Let C(N,c) be a chordal ring of order N and chord c. In the 2-way mode line model

9(G) > 2[log, N| — log,(c + 2) — log, log, N — 2.

3.1 Decomposition of the chordal rings into cycles

Let us introduce a decomposition of the chordal ring C(N, ¢) of order N and chord ¢ that will
be particularly helpful for the design of our gossip algorithm. We can distinguish in C(N, c) a
set of a = | 25| disjoint (¢ + 1)-cycles, Cy, ..., Cyos:

Ci = {i(c+1),i(c+1)+1,....i(c+1) +c}.

If N=a(c+1)+bwith 0 <b<c—1 even, then the chordal ring C(IN, c) consists of a cycles
of length ¢ + 1, labeled from 0 to @ — 1, and a path of b vertices, with some additional edges
joining these subgraphs.

Given a cycle C;, a vertex is said to be the jth vertex of cycle C;, 7 = 0,...,c¢, if its label is
equal to i(c+ 1) +j. Note that the vertex 0 of C; is adjacent to vertex 1 and ¢ of C;. Moreover,
for each 7, 0 <7 < [C%J — 1, cycles C; and Cj;; share (¢ + 1)/2 edges. Among these edges,
(¢ —1)/2 edges are of type [z, z + ¢| and one edge is of type [z,z + 1]. In other words, for any
even value j, the jth vertex in C} is adjacent to the j — 1st vertex in Cj,; by a chordal edge.

See the decomposition of C(64,7) in Fig. 1.

4 Gossip Algorithm for the chordal ring C(N, c)

In this section, we describe a polynomial time algorithm to compute an optimal communication
scheme for gossiping in any chordal ring C(N, c). We consider two cases: N = a(c+ 1) and
N = a(c+1)+b where 2 < b < c—1. For these two cases, we split the graph into a certain number
of cumulative components, and we choose the accumulation node in each component. Finally,
we set the paths corresponding to calls such that the gossip phase between the accumulation
nodes performs almost as quickly as gossiping in the complete graph.

By convention, the integers r and s represent respectively the number of components, and their
maximum size.

4.1 Case N =a(c+1)

Since the graph is composed of a cycles of ¢ + 1 vertices (see Section 3.1), the components
are naturally defined by groups of the cycles Cy,...,C,_1. Actually, there are two types of
decomposition according to the parameter a:

e If a < ¢+ 1, then there are a components (r = a): each component is a cycle of ¢+ 1
vertices (s = c+1).

e If a > ¢+ 1, then there are ¢ — 1 components (r = ¢ — 1). More precisely, assuming that
a =alc—1)+ p with 0 < g < ¢—1, § of these components are the union of a + 1
consecutive cycles of c+ 1 vertices, and the ¢ — 1 — [ remaining components are the union
of o consecutive cycles of ¢ + 1 vertices (s < (c+1)(a+1). Infact s=a(c+1)if =0
and s = (¢ + 1)(a + 1) otherwise).

We label the components between 0 and » — 1. In the kth component, the cycles are labeled
between 1 and I', where I' is the number of cycles in the component k. We denote by (k, 1, j)



the vertex j of the ith cycle in the kth component. The kth component has (k,1,R = ¢ — 1)
as accumulation node.

Since each component is connected, the accumulation phase and the broadcast phase can be
performed using the algorithm in [10]. Now, we focus on the gossip phase, and we are inte-
rested in a path P;_,i1¢ (mod r) corresponding to a call between the two accumulation nodes of
component s and i +¢ (mod r),i=0,...,r—1land £=1,..., R/2.

-1
For £ < CT we define P; ;. as a union of paths denoted by P(i,0), P(i,1),..., P(i,£) such
that P(i, k) is as follows (let R = ¢ — 1):

1. if 0 < k </ —1, then we consider two cases:

e if the component ¢ + k£ is composed of one cycle of ¢ + 1 vertices, then the path
P(i,k)is {(i+k,1,R—2k),(i+k+1,1,R—2k—1),(i+k+1,1,R—2k—2)}

e if the component ¢ + k£ is composed of I' cycles of ¢ + 1 vertices, then the path
P(ik) is {(: + k,v,R—2k),i+k,y+1,R—2k—1),(i + k,v+ 1,R — 2k)|y =
..., =1}yu{(i+kT,R-2k),(i+k+1,1,R—2k—1),(i+k+1,1, R—2k —2)}.

2. if k = £, then the path P(i, ) is a path of component i + ¢, from vertex (i + ¢,1, R — 2{)
to (i + 4,1, R) passing through vertex (i 4 ¢,1,0).

Note that the condition 2¢ < ¢ — 1 assures that these paths are well defined.
At each round of the gossip phase, the exchange of information can be performed by using the
paths defined above:

1. If the number of components is odd, r = 2r' 4+ 1, and we are in first or last round. Nodes
i and 7 + 7', 1 <4 <1/, exchange their information by using paths P;_; 1y (mod r), With

c—1
< .
"=

2. If the number of components is odd, » = 27" + 1 but we are neither in the first nor in
the last round, we merge the components n',...,r — 1 into a single n'-component, with
n' =7 if v is odd and n' = ' + 1 if 7' is even. After this merging, the number of
components is even, and we proceed as in the next case.

3. If the number of components is even, for some j the accumulation nodes of 7 and i+27 —1
. c—1

(mod r) components exchange their information for all i even. If 27—1 (mod r) < 5
the paths corresponding to this round are P;_i1¢ (moa r) With £ = 2/ — 1, for all ¢ even.

. —1
When 2/ —1 (mod r) > CT the paths corresponding to this round are P; ;¢ (mod r)
) -1
with{=7r—(2 -1 (modr)) < CT, for all i odd.

Let us prove that, at each round, the calls are pairwise edge-disjoint.

-1
Lemma 5 Let be ¢ < CT For alli < j andi+{ (modr) # j, the paths P;ire and

Pj—jte are pairwise edge-disjoint.

Proof. Assume w.l.g. that i = 0. If j < k < £, the paths Py_,, and P;_,;, cross the k-th
component. We need only to prove that vertices of the k-th component belonging to the path
Py are different to vertices of the k-th component belonging to the path P;_, ;..



The third component of the vertex coordinates in P(0,k) is R — 2k or R — 2k — 1, while the
third component of the vertex coordinates in P(j,k — j) is R — 2k —2j or R — 2k — 2j — 1.
Thus, the assertion holds. O
In Fig. 1 there is an example of the paths P;_,; 3 corresponding to the round ¢ = 2, in the
chordal ring C(64, 7). Since in the decomposition of this graph all the groups have only one
cycle, the vertex j in cycle i is labeled by (i, 1, 7).

Figure 1: The chordal ring C(64, 7).

Therefore, we conclude that the decomposition in cycles as defined in Section 3.1 allows a gossip
among accumulation nodes that performs as quickly as gossiping in the complete graph.

4.2 The upper bound in case N =a(c+ 1)

Since the gossip algorithm performs in 2[log, s| + [logy ] = 2[logy N| — [logy r| + O(1), the
calculation of the number of rounds gives:

ea>c+1,thenr=c—1and s=(a+1)(c+1).
9(C(N, ¢)) < 2[log, NT — [logy c] + O(1)
e a<c+1,thenr=qand s=c+ 1.

9(C(N, c)) < 2[log, N — [log, a] + O(1)

4.3 The general case: N =a(c+1)+b, 0<b<ec.

Note that, since N and ¢+ 1 are even, b is necessarily even. We consider two cases: a > b/2
and a < b/2.



4.3.1 Case 1. a>1b/2

A graph of type A is a subgraph of the chordal ring that contains ¢ + 3 consecutive vertices
on the ring, two chordal edges of type [z, z + ¢], and ¢ + 2 edges of type [z,z + 1]. If i is the
smallest label of nodes of a subgraph H of type A, then the vertex of label ¢ + j is called the
jth vertex of H (the vertex 0 of H is incident to vertices 1 and ¢ in H).

There are two types of decomposition, according to the parameter a. In both cases, we split
the graph in a — b/2 cycles of ¢ + 1 vertices and in b/2 graphs of type A.

e If a < ¢+ 1, then there are a components. If 0 < ¢ < b/2 — 1, then the component i is a
subgraph of type A, A;, and if b/2 < i < a — 1, then the component i is a cycle of length
¢+ 1, C;. The graph is the union of consecutive subgraphs

Ao, Al; ... ,Ab/gfl, Cb/g, ceey Ca,1

And for any 7, 0 <7 < a —1, the subgraph of index ¢ of this sequence is connected to the
subgraphs of index 7 — 1 and ¢+ 1, modulo a, by (c+1)/2 edges.

o If a > c+ 1, then we define ¢ — 1 components, each of them containing at most one
subgraph of type A and possibly many cycles, as follows. Assuming that a = a(c—1)+ 3,
with 0 < 6 < ¢ — 1, then the first § components are constituted by a + 1 consecutive
subgraphs, and the ¢ — 1 — [ remainig components are constituted by a consecutive
subgraphs. Moreover, only the first subgraph in the first 5/2 components is a subgraph

of type A.
More precisely, the component i, 0 < i < b/2 — 1, is the union of consecutive subgraphs
A;,Ci1,...,Cir,, and the component ¢, b/2 < i < ¢—1, is the union of consecutive cycles

of length ¢+ 1, C;9,C;1,...,Cir,, where A; is a subgraph of type A, C;; is a cycle of
length ¢ + 1, and the value of I'; is v if # <  — 1, and o« — 1 otherwise.

The graph can be described by the following sequence:

A07 00,17 ) CO,F(]; A17 01,17 .. ’Cl,Fla D Ab/?*la Cb/?*l,la D Cb/2—1,1“b/2,1,

' Vv '
component o component 1 component »/2-1

Cb/Q,O: C11)/2,17 SRR Cb/Q,Fb/za SRR Cc—?,Oa Cc—2,la SRR Cc—2,Fc_27

component /2 component c—2

In each component, the subgraph of type A is labeled 1, and the remaining cycles are
labeled 2,3, ...

The component & has (k,1,c — 1) as its accumulation node if component k£ does not contain a
subgraph of type A, and (k,1,c+ 1) otherwise. We set R = ¢ — 1.

The accumulation phase and the broadcast phase can be performed using the algorithm in [10]
since each component is connected. Now, we focus on the gossip phase, and we are interested
in the call P;_,; , between the two accumulation nodes of the component i and the component
1+ L.

c—1 .
As in the previous case, for / < —— we define P;_, , as the union of paths denoted by

P'(i,0), P'(i,1),..., P'(i,£) such that P'(i, k), 0 < k < ¢, is as follows:

1. if the i + k£ + 1 component does not contain a graph of type A or k = ¢, then P'(i, k) =
P(i,k) ';

Ldefined in Section 4.1




2. if k # ¢ and the component ¢ + k£ + 1 contains a graph of type A, then we consider four
cases:

e if the component 7 + k contains only one graph of type A, then the path P'(i, k) is
((i+k1,R—2k+2),(i+k+1,1,R—2k—1),(i+k+1,1,R—2k)}

e if the component i + k£ contains only a cycle of ¢+ 1 vertices, then the path P'(i, k)
is{(t+k,1,R-2k),(i+k+1,1,R—2k—-1),(i+k+1,1,R—2k)}

e if the component i + k is composed of one graph of type A and I' — 1 cycles of ¢+ 1
vertices, then the path P'(i,k) is {(i + k,1, R — 2k + 2), (i + k,2, R — 2k — 1), (i +
k,2,R—2k)}U{(i+k,v,R—2k),i+k,v+1,R—2k—-1),(i+k,v+1,R—2k)|y =
2,..., '=1}u{(i+kT,R—2k),i+k+1,1,R—2k—1),(i+k+1,1,R—2k—2)}.

e if the component ¢ + k£ is composed of I' cycles of ¢ + 1 vertices, then the path
P'(i,k)is{(i +k,v,R—2k), (i + k,v+1,R—2k - 1), + k,y+ 1,R —2k)|y =
1,...,=1}yu{(i+kT,R-2k),(i+k+1,1,R—2k—1),(i+k+1,1, R—2k —2)}.

It is easy to see that at each round of the gossip phase, the exchange of information can be

performed by using the paths defined above. And the next lemma holds.

-1
Lemma 6 Let be ¢ < CT For alli < j and i +¢ (modr) # j, the paths P;_,,., and
P!

isjre are pairwise edge-disjoint.

The proof is analogous to the proof of Lemma 5.

4.3.2 Case 2. a<b/2

Since b < ¢+ 1, it implies that @ < (¢ + 1)/2. By using the cycle decomposition, we split
the graph into » = @ + 1 components. The components 1...a contain one ¢ + 1-—cycle and the
component 0 is a path of b vertices. The vertex j of the b-path in component 0 has label (0, 1, 7)
and the vertices in the other components are labeled as in Section 4.1. We take (k,1, R = b—2),
k =0...a, as accumulation vertices (in Section 4.1, R = ¢ — 1). Let us notice that there are
b/2 + 1 edges connecting component r — 1 with component 0.

This decomposition allows us to define an algorithm as in Section 4.1.

4.4 The upper bound in case N =a(c+1)+b

Since the gossip algorithm performs in 2[log, s| + [log, 7], the calculation of the number of
rounds gives:

e a>0b/2:
a>c+1,thenr=c—1and s=(a+1)(c+3).

g(C(N,c)) < 2[logy N| — [logy c| +O(1)
a<c+1,thenr=aands=c+3.
g(C(N,¢)) < 2[logy, N| — [log,a] + O(1)
e a<b/2<(c+1)/2, thenr = |a/2] +1and s =2(c+1):
g(C(N,c)) < 2[logy, N| — [log,a] + O(1)



5 Conclusion

We have decomposed the chordal ring C(N, ¢) into r components of size s in order to apply the
three-phase algorithm. This enables us to give an upper bound for the gossiping time under
the full-duplex line model:

9(C(N, ¢)) < 2[log, 5] + [log, 7]

According to the different values of ¢ and N = a(c+ 1) 4+ b we can reduce the results into the
following two cases:

ea>c+1
9(C(N, c)) < 2[log, N| — [log, c] + O(1)

e a<c+1
9(C(N, c)) < 2[logy N| — [logy a] + O(1)

From Lemma 4 we can conclude that in the first of the above cases our bound is optimal. In
the second one, we expect that a better approximation of the edge-bisection width could prove
the optimality of this algorithm.
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Apendix B

Schedulling calls for multicasting
in tree—networks

En aquest segon apendix s’adjunta el treball realitzat amb Pierre Fraig-
niaud i Johanne Cohen del Laboratoire de Recherche en Informatique (LRI),
a la Universitat de Paris Sud, (Orsay, Paris). Aquest treball ha estat ac-
ceptat per a ser presentat a SODA’99 (ACM-SIAM Symposium on Discrete
Algorithms) el gener de 1999, [23].

Un dels problemes de la propagacié d’informacio, consisteix en enviar
un missatge des d’un usuari a d’altres de la xarxa. D’aquesta operacid, en
general, se'n diu multicast. La difusid, n’és un aspecte particular en el cas
que el missatge hagi de ser transmes a tots els altres usuaris de la xarxa.

Una organitzacié adequada de les files 1 columnes d’una certa matriu
booleana es pot relacionar amb la solucié d’un problema de multicast. Fsa
dir, a partir d’una matriu M, d’ordre p x g, se n’ha de trobar una altra M*,
que satisfa certes propietats. A partir d’aquest resultat i com a aplicacio,
es dona un algorisme que calcula un procediment de multicast optim per al
cas d’arbres dirigits, els arcs del qual estan orientats des de 'arrel cap a les

fulles.
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Scheduling calls for multicasting in tree-networks

Johanne Cohen* Pierre Fraigniaud ¥ Margarida Mitjana®

Abstract

In this paper, we show that the multicast problem in trees can be expressed in term of
arranging rows and columns of boolean matrices. Given a p X ¢ matrix M with 0-1 entries, the
shadow of M is defined as a boolean vector z of ¢ entries such that z; = 0 if and only if there is
no l-entry in the ith column of M, and 2; = 1 otherwise. (The shadow z can also be seen as the
binary expression of the integer z = > 7_, 2;29~%. Similarly, every row of M can be seen as the
binary expression of an integer.) According to this formalism, the key for solving a multicast
problem in trees is shown to be the following. Given a p x ¢ matrix M with 0-1 entries, finding
a matrix M* such that:

1. M* has at most one l-entry per column;

2. every row r of M* (viewed as the binary expression of an integer) is larger than the
corresponding row 7 of M, 1 <r < p; and

3. the shadow of M* (viewed as an integer) is minimum.

We show that there is an O(g(p+ ¢)) algorithm that finds M* for any p x ¢ boolean matrix M.

The application of this result is the following: Given a directed tree 71" whose arcs are
oriented from the root toward the leaves, and a subset of nodes D, there exists a polynomial-
time algorithm that computes an optimal multicast protocol from the root to all nodes of D.
According to usual communications systems, the resulting communication protocol can be set on
top of either 1-port or all-port send- and receive-instructions, with edge-disjoint long-distance
calls. Such protocols can in turn find applications in the management of large multi-point
applications (e.g., video server, data-bases, etc.) in which a specific node broadcasts information
to a large number of users connected by a tree-network (e.g., Core-Based Tree).

Keywords: information dissemination, multi-point applications, group communications, broad-
casting, multicasting.
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1 Introduction

1.1 Motivations

Recent advances in telecommunication systems enhanced standard point-to-point communication
protocols to multi-point protocols. These latter protocols are of particular interest for group ap-
plications. Those groups involve more than two users (some may even involve thousands of users)
sharing a common application, as video-conferences, distributed data-bases, media-spaces, games,
etc. Several protocols have been proposed to handle and to control a large group of users. We refer
to [7, 21] for surveys on multi-point applications and protocols. Solutions differ according to the
type of traffic that is induced by the shared application, and according to the quality of service
required by the users. Multi-point architectures are often based on tree-networks [26], either a
single tree connecting all the users (e.g., Core-Based Tree [1]), or several trees (e.g., PIM [6]). The
traffic between the users is then routed along the edges of the tree(s).

One of the major communication problem related to multi-point applications consists to broad-
cast a message from one user to all the users of the application. This operation is called broadcast
at the application level, though it is actually a mullicast at the network level. The repetition of
point-to-point connections between the source and the several destinations would significantly in-
crease the traffic in the network, and it makes this solution not applicable in practice [7]. Thence,
the source must require the help of other nodes to relay messages. A broadcast message will then
reach the destinations after having been relayed by several intermediate nodes (each intermediate
node may possibly get one copy of the message if it belongs to the group). In order to preserve
the broadcast application from transmission errors, and to bound the interval between successive
receptions of consecutive packets, the number of hops between the source and each destination
must be as small as possible. The aim of this paper is to provide a polynomial algorithm which
returns, for any tree 7', and for any source u € V(T'), a multicast protocol from u to an arbitrary
subset of nodes of T' that minimizes the number of hops.

We consider multicasting from the root to a set of destination nodes of a directed tree 7" whose
arcs are oriented from the root toward the leaves. When the set of destination nodes is the set of
all nodes, this problem correspond to the broadcast problem. We focus our work on oriented trees
because, although a bidirectional channel can be reserved between members of a group to facilitate
bidirectional exchanges, it happens frequently that the bandwidth reserved in each direction differs
from each other as the application is often not symmetric. For instance, consider members connected
to a video server: the main point is to insure a fast broadcast of the multi-media traffic from the
server, and thus the bandwidth of the connections from or toward the server may differ of a few
order of magnitude.

1.2 Models

We will consider both 1-port and all-port models. In the 1-port model, we assume that, at any
given time, each node of the tree can call at most one other node of the tree. In the all-port model,
a node can call many other nodes simultaneously. Moreover, according to modern communication
facilities (e.g., circuit-switched, wormhole, WDM, or, in some sense, ATM), long-distance calls are
allowed, in the sense that the receiver of a call is not necessarily a neighboring node of the initiator
of the call, and a message crossing a node can cut-through the node if required. As a restriction
though, we want the calls performed at the same time to not share any edge. This latter restriction



(a) (b)

Figure 1: A broadcast in the 1-port model (a), and a multicast in the all-port model (b). Destination
nodes are colored in black.

is set to avoid contention on the links. In particular, it means that, in the all-port model, a node z
cannot initiate more than deg™ (z) calls, where deg®(z) is the out-degree of node z. For instance,
on Figure 1(b), the source node u cannot inform more than one other node at a time.

The set of all calls performed at the same time is called a round. For instance, on Figure 1(a),
the first round is composed of one call, the second round is composed of two calls, and the third
round is composed of four calls. We will express the cost of our broadcast protocols in terms of
number of rounds. (That is we will be interested in minimizing the latency of the protocol rather
than its throughput. Note that the pipeline technique may then be applied to our protocols in order
to decrease the throughput for broadcasting long messages [10].) The aim of this paper is to show
that there exist polynomial-time algorithms that computes the multicast time of any directed tree
T under both 1-port and all-port edge-disjoint models. Comparing the two protocols on Figure 1(a)
and (b) makes clear that these two constraints give rise to similar types of problems. Actually,
it will be shown that the multicast problem can be solved by using a reduction to a problem on
boolean matrices.

1.3 Previous works.

A huge literature has been devoted to group-communication problems under different hypotheses [7,
10, 13, 14, 21]. The related decision problems are often NP-complete for general networks [20, 25],
and this gave rise to several approximation algorithms [2, 18, 23] and heuristics [11, 24]. Tree-
networks deserved a specific interest in this context. Proskurowski [22] has shown that computing
the broadcast time of a tree is polynomial in the 1-port model when only neighbor-to-neighbor calls
are allowed. Still in this model, Slater, Cockayne and Hedetniemi [25] have derived a polynomial
algorithm to find center nodes of undirected trees, that is nodes having minimal broadcast time
among the nodes of the considered tree. Farley and Proskurowski [9] have studied the broadcasting
problem in undirected trees when, at the beginning of the process, more than one node know the
information to broadcast, whereas Harutuynuan and Labahn independently showed that, for any

n, there exists an undirected tree-network whose broadcast time from any source is at most roughly
1.44[log, n] [12, 19].



When long-distance calls are allowed, Cohen [4] has shown that there exists a polynomial-time
algorithm to compute an optimal broadcast protocol in directed trees under the all-port edge-
disjoint model. However, although this algorithm can be extended to the multicast problem in
which the set of destinations is a subset of the nodes of the tree, it yields an inefficient protocol.
In the 1-port edge-disjoint model, Farley [8] has shown that every undirected n-node network has
a broadcast time of [logy n| (see also [17]). This result has been extended in [5] to the case in
which the routes are chosen according to a shortest path routing function. However, the results
of [5, 8] do not hold in directed networks: take as a counter example the digraph in which a node
u has a unique outgoing arc to a node v which has in turn n — 2 outgoing arcs to n — 2 vertices
Wy, ..., W,_9, each connected by an outgoing arc to node u. Actually, broadcasting in a directed
network gives rise to an NP-complete decision problem in the 1-port edge-disjoint model.

Note that some authors have also considered the vertex-disjoint constraint. In this context, the
broadcasting problem was studied for specific architectures [15, 16], and approximation algorithms
have been derived [18]. Actually, vertex-disjoint hypotheses also yield complex problems, and the
broadcast problem is still open for trees (see [3] for a first attempt in this direction).

1.4 Our results.

First, we will show that the broadcast problem in directed trees under the 1-port edge-disjoint
model gives rise to the following matrix problem (Lemma 2 in Section 2). Given a p X ¢ matrix
M with p rows, ¢ columns, and 0-1 entries, the shadow of M is defined as a 1-dimensional boolean
vector z of ¢ entries such that z; = 0 if and only if there is no 1-entry in the ¢th column of M, and
x; = 1 otherwise. According to this formalism, the key for solving a multicast problem in directed
trees is shown to be the following.

Minimal contention-free matrix problem. Given a p x ¢ matrix M with 0-1 entries, finding
a matrix M* such that!:

1. M™ has at most one l-entry per column;

2. every row r of M* (viewed as the binary expression of an integer) is larger than the corre-
sponding row r of M, 1 < r < ¢; and

3. the shadow of M™* (viewed as an integer) is minimum.

Such matrix M* is called a minimal contention-free version of M. Note that the minimal contention-
free version of a matrix is not necessarily unique, even up to a permutation of the rows. On the
other hand, the shadow of a minimal contention-free version of a matrix is unique.

As an example, let us consider Figure 1(a). The corresponding matrix is

010
M={1 00
0 0 1

!Since the shadow can also be seen as the binary expression of an integer, and since, similarly, every row of M can
be seen as the binary expression of an integer, the comparison of shadows and rows must be understood as comparing
the corresponding integers.



as there are respectively 2, 4, and 1 nodes in the three branches (this correspondence will be
formally established in Section 2). Since M has a single 1-entry per column, a minimal contention-
free version of M is M itself, and the shadow is 7 = (111),. Now, assume that the rightmost branch
of the tree of Figure 1(a) contains three nodes instead of only one. Then the corresponding matrix
is

010
M=|1 0 0], (1)
01 1
and the reader can check that a minimal contention-free version of M is

M* =

o = O

010
00 0/. (2)
10 0

M* has a shadow equal to 14 = (1110);. We will show that the matrix M* determines a broadcast
protocol from the root according to the 1-entries of the matrix. For instance, at round 1, v calls the
second (middle) branch; at round 2, v calls the third (rightmost) branch; and, at round 3, v calls
the first (leftmost) branch. At round 4, v is idle. We will show that there is an O(¢(p + ¢))-time
algorithm that computes a minimal contention-free version of M, for any p X ¢ boolean matrix M
(Theorem 1 in Section 3).

Using the previous result, we will show that multicasting from the root of an arbitrary directed
tree under the several models considered before can be solved in polynomial time (Section 4).

2 Broadcast problems and contention-free boolean matrices

In this section, we consider the 1-port edge-disjoint model only. A broadcast protocol B can be
described by the list of all calls performed by B. The construction of our broadcast algorithms for
trees is based on the so-called shadow of a broadcast protocol. Let 7' = (V, F) be any oriented tree,
and let B be a broadcast protocol in T performing in r rounds.

Definition. The shadow of B on an arc e € E is the r-dimensional vector (z1,...,z,), z; € {0, 1},
such that z; = 1 if and only if there is a call passing through e at round :. The restriction of B on
a vertex w € V with d outgoing links ey, ..., eq is the d X r matrix with entries in {0, 1} such that
there is a 1 at entry ¢, 5 if and only if u gives a call through link e; at round j of B. The shadow of
B on u € V is then the r-dimensional vector (z1,...,z,) such that z; = 1 if and only if there is a
l-entry in column ¢ of the restriction of B on u, and 0 otherwise.

The shadow of a broadcast protocol B on an arc e (resp. on a vertex u) is denoted by shad(B, €)
(resp. shad(B,u)). As shadows can be seen as binary representations of integers, we denote by
bin(B, e) (resp. bin(B, u)) the integer whose binary representation is shad (B, e) (resp. shad(B,u)).
Let B be a broadcast protocol in T performing in r rounds. For any vertex u, and for any link e,
we have bin(B,u) < 2" — 1, and bin(B,e) < 2" — 1. The previous inequalities suggest the following
definition.

Definition. Let T' = (V, E') be any directed tree, and let B be a broadcast protocol from the root in
T. Letw € V,and e € E. Bissaid lezicographically optimalin u (resp. in €) if bin(B, u) < bin(B', u)
(resp. bin(B,e) < bin(B’, e)) for any broadcast protocol B’ in 7.



2.1 Broadcasting in a path

Let P, be the path of » nodes, and let u be one extremity of the path. An optimal broadcast
protocol B from u performs in d = [log, n]| rounds as follows. Let us label the nodes consecutively
from 0 to n — 1, starting at u labeled 0. If n = 2¢ then u calls node n/2 at the first round, and
we are let with two simultaneous broadcasts from the extremity of a path of length 2¢~'. The
algorithm is then defined by induction. Note that, in the case n = 2%, the source u needs to call
at every round so that the broadcast can complete in [log, n]| rounds. In the general case, let us
decompose n — 1 is base 2, that is n — 1 = E?:_OI 2;2'. The [log, n]-rounds algorithm B performs
as follows. Node u gives a call at round 7, j = 1,...,d, if and only if z4_; = 1. Moreover, if u
does give a call at round j, then it calls node v; labeled n — 1 — ?:_;_j 2;2°. Upon reception of a
call from u at round j, node v; starts a broadcast to the sub-path of F, composed of nodes lying

between node v; and node vy where k =n — 2 — E?:_dl_j_l 2;2¢. This sub-path is of size 2977,
Lemma 1 B is lexicographically optimal in u.

Proof. When an internal node receives a call at round 7, 7 = 1,...,d, it can inform at most
247 _ 1 other nodes during the d — j remaining rounds. Thus, any broadcast algorithm B’ from u
satisfies E?:l shad (B',u); 297" > n — 1. Since, by definition, Ele shad (B, u); 247" = n — 1, we get
bin (B, u) < bin(B’, u). |

2.2 Broadcasting in a star

Let T be a star of p branches rooted at u, and let n; be the number of nodes of the #th branch,
t=1,...,p. T has n = Ele n; + 1 nodes in total. Assume w.l.g. that ny > ny > ... > n,. We
denote by v; the neighbor of w in the ¢th branch, and ¢; = (u,v;),i=1,...,p. Let ¢ = [logy(n1+1)].
A broadcast from u to T takes at least ¢ rounds.

Let B; be the lexicographically optimal broadcast protocol from u to the ¢th branch, ¢ =1,...,p,
as defined in Section 2.1. Let M be the p X ¢ matrix whose ¢th row is shad(B;, ;). As it is defined,
M is a “merging” of shadows, but it cannot be directly recognized as the restriction of a 1-port
broadcast protocol from u to T since there might be contentions between the several shadows. For
instance, if 7" is a star of two branches of one node each, then shad(By,e1) = shad(Bz,e2) = [1],

1
two nodes simultaneously, which is in contradiction with the 1-port hypothesis. However, M can
be transformed in
M — [ 10 ]

01

1]. C e .
and M = ] is not a restriction in u of a broadcast protocol since v would then have to call

which is the restriction of the broadcast protocol from w in T which performs as follows: at the
first round w calls the node of the first branch, and, at the second round, u calls the node of the
second branch. A similar example has been considered before when matrix M of Equation 1 was
transformed into the matrix M™* of Equation 2.

Lemma 2 Let T be a star of p branches of length at most 27 — 1 nodes each. Let M be the
p X q matriz whose p rows are the p shadows shad(B;, e;) of p broadcast algorithms from u to the
p branches of T'. Assume that all B;’s are lexicographically optimal in w. Then any contention-free



version M™ of M determines a broadcast protocol B from w. Moreover, if M* is minimal, then B
is lexicographically optimal in u, and conversely.

Proof. Let M* be a contention-free version of M. To show that M* is the restriction of a
broadcast protocol B from w, we give a broadcast protocol from u as a function of the structure
of M*. For every r, 1 < r < p, the rth row of M™ is larger than the corresponding row in M.
Therefore, consider a particular row L* of M*, and let L be the corresponding row in M. Assume
both rows correspond to the rth branch of the star. If L* = L then L* is indeed the shadow of
a broadcast protocol in the rth branch. Thus assume that L # L*, and let ¢ be the leftmost bit
position for which L and L* differ. Note that, in this case, L7 =1 and L; = 0 because L7 > L;. L*
defines a broadcast protocol in the rth branch of the star as follows. From round 1 to round 7 — 1,
do as in the original broadcast protocol L. At round ¢, u calls its neighbor v, in the rth branch.
During the remaining rounds, « does not call the rth branch anymore. However, v, simulates the
calls of u according to L. That is, if u calls w at round j > ¢in L, then v, calls node w at round j.
Therefore, L* is the shadow of a broadcast protocol in the rth branch of the star. M* has at most
one l-entry per column, thus B satisfies the 1-port model. Also, if the shadow of M* is minimum,
then B is lexicographically optimal.

Let M* be the restriction in u of a broadcast protocol B from u. Assume that B is lexicograph-
ically optimal in u. To satisfy the 1-port model, there is at most one l-entry in each column of
M*. Moreover, from Lemma 1, since M™* allows to broadcast in each branch, the rth row of M* is
larger than the rth row of M. Indeed, each row of M is the shadow of a lexicographically optimal
broadcast protocol from w. Finally, since B is lexicographically optimal in u, the shadow of M™ is
minimum. Therefore, M™ is a minimal contention-free version of M. |

According to the previous lemma, the key to find an optimal broadcast protocol in a star is to
solve the minimal contention-free matrix problem as stated in Section 1.4. Actually, we will see
in Section 4 that solving the minimal contention-free matrix problem is also the key to solve the
broadcast and multicast problems in any arbitrary directed tree. Therefore, the next section is
entirely devoted to solving the minimal contention-free matrix problem.

3 A polynomial algorithm for the minimal contention-free boolean
matrix problem

Let M be a p x g boolean matrix. Our algorithm will transform M in a p X ¢* minimal contention-
free version of M denoted by M*. The total number of columns of any minimal contention-free
version of M is denoted by C(M). C(M) and M* will be computed by a sequence of elementary
operations of two types: insertion of a zero-column at position 0, and shifting of an existing zero-
column from position ¢t —1 to position ¢ (columns are labeled from left to right). The shift operation
has an important consequence on the l-entries of the matrix. When a zero-column is shifted one
position to the right, from position ¢ — 1 to position ¢, that is when the two columns ¢ — 1 and ¢
are exchanged, the entries of the matrix are modified according to the following rule:

Rule 1. for every i, 1 < < p, if there is a 1-entry originally at position ¢ of row ¢, then, after the
exchange, all 1-entries of row ¢ at position > ¢ are switched to 0.

This rule comes from the simple fact that, for any k, 2Ff1 > EZ 0(1222 for any a; € {0,1},
v = 0,...,k. Therefore, any row modified according to rule 1 is larger than the original row,



whatever are the entries of the row left to position ¢.

Using rule 1, our algorithm is formally described in Algorithm 1, and an example is provided on
Figure 2. Informally, Algorithm 1 performs as follows. The ¢ columns of M are considered from left
to right. Problems occur when there are two or more 1-entries in the current column (Instruction 6).
On Figure 2(a), this occurs at column 4 since there is a single 1-entry in each of the three leftmost
columns of M. Algorithm 1 then tries to increase the number of zero-columns by shifting existing
zero-columns from their current position to the left of the current column, and applying rule 1
(Instruction 13). Possibly, one zero-column is inserted at position 0 (Instruction 18). The goal is
to obtain enough zero-columns on the left of the current column to spread out the contending 1’s
over these zero-columns. On Figure 2(a), there is no zero-column at that time of the algorithm,
and thus a zero-column is inserted at position 0, as shown on Figure 2(b). Then the two first
columns are exchanged. This exchange has a major consequence: according to rule 1, all 1-entries,
but the leading 1, of the first row are switched to 0. This creates a new zero-column, and one
of the two contending 1’s of column 4 vanishes (see Figure 2(c)). The algorithm then considers
position 5 (now the 6th column from the left). Four 1-entries are contending at position 5 of the
matrix. The rightmost zero-column is then shifted to the right. It is worth to notice that it is
always the rightmost zero-column not next to the current column that is considered. Choosing this
column instead of any zero-column has a tremendous effect of the shadow of the resulting matrix.
The effect of this shift in the example is to delete one contending l-entry (see Figure 2(d)). The
zero-column is then shifted once more to the right. Again, it deletes one contending l-entry (see
Figure 2(e)). Once there are enough zero-columns to solve all conflicts between l-entries in the
current column, the contending 1’s are spread out over these columns. Note that if after all possible
shifting, there is still not enough zero-columns to absorb the contenting 1’s, then some zero-columns
are inserted again (Instruction 23). In our example, there are one zero-column and two contending
1’s, so there is no need to insert new zero-column (see Figure 2(e)). Now, the choice of the unique
l-entry of column 5 which is not moved to a zero-column matters. Algorithm 1 keeps in place
the 1-entry which corresponds to the row with the minimum lexicographic order, starting from the
current column (Instruction 25). In our example, it means that the l-entry of row 5 will be let
in place, while the l-entry of row 4 will be moved to the zero-column. Indeed, from the current
position, row 4 is 110 whereas row 5 is 100. After that, we are let with the matrix on Figure 2(f)
in which the last 1-entry of row 4 has been switched to 0. The effect of the choice of the smallest
row is to postpone other conflicts with this row as far as possible. In the example, it transforms
the penultimate column into a zero-column. Therefore, the conflict appearing at position 7 can
be easily solved. We claim that the resulting matrix is a minimal contention-free version of the
original matrix. Its shadow is (10111111)s,.

Remark. Note that it is not difficult to approximate C(M) up to an additive factor of 1. Indeed,
let My be the matrix obtained from M by switching all 1-entries, but the leading 1-entry of each row,
to zero. The reader can check that computing C(My) and M is easy. For instance, on the example of
Figure 2, C(My) = 6, and M} is the identity matrix. Moreover, we have C(My) < C(M) < C(Mp)+1.
Indeed, eventually, we have to solve all contentions induced by leading 1’s, that is C(M) > C(Mp).
Now, let M; be the px (¢+1) matrix obtained from My by adding one zero-column at position g+ 1.
All rows of M; are larger than the corresponding rows of M, therefore a minimal contention-free
version of M; will give a contention-free version of M. Therefore, C(M) < C(M;) = C(My) + 1.
Unfortunately, approximating C(M) up to an additive factor of 1 is not enough to provide a good
approximation algorithm for the broadcast time of a tree. Indeed, we will see in Section 4 that one
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For ¢:=1 to ¢ do

/* We sparse the columns from column 1 to column q */

C; := current column;
if C; is a zero-column then
Z = ZU{C};

/* Z currently denotes the set of zero-columns left to the current column */

if there is more than a single l-entry in C; then

nby ;= # U’s'in C;;
W := set of consecutive zero-columns immediately to the left of C;;
not_yet_inserted := true;
While nb; — 1 > |W| and (7 # W or not_yet_inserted) do
/* while there is still not enough zero-column immediately to the left of C;, */
/* but still some zero-columns that can be pushed immediately to the left of C; */
7' = Z\W;
¢ := rightmost zero-column in 7/;
Shift ¢ one column to the right, and apply rule 1;
Z = set of zero-columns left to C;;
W := set of consecutive zero-columns immediately to the left of C;;
nby = # U’sin C;;
if nby — 1> |W] and W = Z and not_yet_inserted then
/* One needs to insert a zero-column */
Insert a zero-column at position 0;
not_yet_inserted := false;
7 .= set of zero-columns left to C;;
EndIf
EndWhile
/* Now, either there is enough zero-columns to solve all contentions, */
/* or all zero-columns are immediately to the left of C; */
if nby — 1 > |W]| then insert nb; — |W| — 1 zero-columns left to C;;
/* The nby 1’s will be spread out over the zero-columns of W */
Truncate each row with a 1 in C; in order to keep only entries to the right of C;;
£ := index of the row of minimum lexicographic order among the truncated rows;
W' .= nb; — 1 rightmost columns of W
Spread out the nby 1’s of C; over W’; the l-entry of row £ stays in C;;
7 = set of zero-columns left to the current column;

EndIf
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Figure 2: An example of the execution of Algorithm 1.

often need to solve the minimal contention-free matrix problem at all levels of the tree, and thus
one would cumulate the error at each level.

Theorem 1 Algorithm 1 is an O(q(p+q))-time algorithm that computes a minimal contention-free
version of any p X q boolean matrizx.

Lemma 3 Algorithm 1 is an O(q(p+ q))-time algorithm.

Proof. First, let us show that Algorithm 1 performs in O(¢(¢+p)) steps. The for-loop is executed
g times, but the part “else” (Instruction 5) is not performed more than p times because there are p
rows, and solving a contention between 1-entries creates at least one row whose all entries are 0 after
the current position. Let ¢ be an index of the for-loop for which there is a contention. From what
was said before, there are at most p such indices. Let k; be the number of contending 1-entries:
Yo ki <2(p—1). All instructions before the while-loop do not require more than O(p 4 ¢) time
units. The while-loop is executed at most ¢ k; times because each execution of the loop corresponds
to a right-shift of a zero-column, and one cannot move a zero-column to the right more than ¢ times,
this for each of the k; l-entries. Actually, one can slightly modify the algorithm so that there are
no more than ¢ right-shifts in total, for all conflicts. Indeed, when shifting the zero-columns to
the right, one can jump columns that were already exchanged with a zero-column since rule 1 was
already applied. Altogether, rule 1 cannot be applied more than ¢ times. Application of rule 1 has
a cost of O(g) since at most one row is updated after a right-shift. All other instructions inside the
while-loop have a cost of O(p+ ¢). Instruction 25 has a cost of O(q k;), same as Instruction 27.
Therefore, in total, the complexity is O(¢(¢+ p) + >_; ¢ ki) that is O(q(¢+ p)). |

The fact that Algorithm 1 computes a minimal contention-free version of any p X ¢ boolean
matrix M is based on the following lemmas.

Lemma 4 If every rows A; and B; of two matrices A and B satisfy A; < B;, then shad(A*) <
shad(B*).

Proof. Straightforward. |



Notation. Given two matrices A and B of the same number of rows p, and of respectively ¢ and
¢’ columns, AB denotes the p x (¢ 4 ¢') matrix obtained by putting A and B next to each other.

0 B

Ao\ (X 0
0 B S \Y Zz )
For any row i, we have X; > A;. Also, for any row j, we have Y;Z; > B;. X' = X +Y has at most

one l-entry per column, that is X’Z has at most one l-entry per column. Moreover, X'Z satisfies

that, for any row i, (X'Z); > (AB);. Since shad(X'Z) = shad(( X0 )), the lemma holds. W

Lemma 5 shad((AB)*) < shad(( A0 )*).

Proof. Let

Y Z

Note that the inequality in Lemma 5 can be strict. For instance
1 1Y\"
shad(( 01 ) ) =101
whereas

shad( ) =111.

o N e B e R
e i =]

Lemma 6 If (AB)* = AB' where B' has the same number of columns as B, then shad((AB)*) =
A 0N
shad(( 0 B ) ).

Proof. By lemma 5, we just have to show that shad((AB)*) > shad(( 1(4)1 g ) ). Let

(A0 r (A D0
C—(O B)andC_(O B,).

We have, for any row ¢, C! > C;, and there is at most one l-entry per column of C’. Since

shad(C’) = shad((AB)*), the lemma holds. ]

Lemma 7 Let X, X' Y,Y' be I-dimensional vectors, and let A and A’ be multi-dimensional ma-
trices. Let

X 01 X X 01 X X1 0 0
M=|Y 01Y |, Mx=|Y 10 0 and My = | Y 0 1 Y
A0 0 A A0 0 A A0 0 A
X/
where there is al most one 1-entry per column in | Y' |. Then
A/

shad (M™) = min(shad(MY¥),shad(My)).

10



Proof. From Lemmad, shad(M*) < min(shad(M%),shad(Ay)). The equality holds because at
X" 01

least one l-entry in the block ( Voo o]

) must be moved to the left. [ |

Lemma 8 With the same notations as in lemma 7, if Y < X then shad(My ) < shad(M¥%).

Proof. Assume for the purpose of contradiction that shad(Mjy) > shad(M¥%) = shad(M*). We
get

X' 01 X"
Miy=| Z 2z 0 0
B b 0 B

where Zz > Y'1, (B'b0B); > (A'00A); for every row i of these matrices, and X” > X. The first
row of M% is necessarily of the form X’'01X" because if this row is > X’100, then shad(My) <
shad(M%).

By Lemma 6, we get

X 00 0
o 0 01 X'
shad(My) = shad( v 1 0 0 ) (3)
A0 0 A
On the other hand, by Lemma 5, shad(My ) > shad(M¥%) implies that
X 10 0\
y Y0 0 0
shad(My) < shad( 000 1Y )
A0 0 A
That is, by Lemma 4,
X' 10 0\"
» 70 0 0
shad(MY) < shad( 0 0 1 X ) (4)
A0 0 A
Equations 3 and 4 give
X 00 0\~ X" 00 0 X 10 0\"
0 01 X' 0 1 X" Y 0 0 0
shad( Y10 0 ) = shad( 7 -0 0 ) < shad( 0 00 1 X )
A0 0 A B b 0 B A0 0 A

Assume b = 0 and z = 0. Thus Z > Y, and therefore B > A! for at least one row of A’ and B’.
Let us consider the row ¢ such that B > A} and such that the rightmost bit position for which
there is a l-entry in B! is minimum. Let k and k' be the rightmost bit positions for which there
is a l-entry in Z and B! respectively. If k& > k' then replacing the row (B’000); by (A’100); would
decrease the shadow. If & < &’ then replacing the Z000 by Y'100 would also decrease the shadow.
Therefore z # 0. However, z = 1 implies that the matrix

X1 0 0
Z 0 0 0
0o o0 1 X"
B 0 0 B

11



is a contention-free version of

X1 0 0
Y0 0 0

0 01 X
A0 0 A

yielding a contradiction. Thus b = 1, but then the same argument as for z = 1 yields another
contradiction. Therefore shad (M5 ) < shad(M%). |

Lemma 9 Let M = AzByC where A is a matriz with alt mosl one 1-entry per column, x is a
zero-column, B is a matriz with exactly one 1-entry per column, y is a column with two contending
1-entries, and C' is an unspecified boolean matriz. Let M' be the matriz resulting from M after an
exchange between & and the first column of B. We have shad(M*) = shad(M").

Proof. We already know that shad(M*) < shad(M"™). The proof of the other inequality is by
induction on the number of columns ¢ of B. Assume ¢ = 1, that is

A 01 0 ¢
[ A 001 G
M= Az 0 0 1 Cs
Ay 0 0 0 Cy
Let
All ay daz das C{
ue_ | A b b b Gy

Aé 1 €2 C3 Cé
AL dy dy ds C

with A’lalagag Z A1010, A/lebgbg Z AQOOL and AéClCQCg Z A3001 If ajagzas Z 100, then, by
Lemma 4, shad(M*) = shad(M"™). If 010 < ajazaz < 100, then we can assume w.lg. that
b1bobs > 100. Actually, we can assume that

A0 1 0
.ol A 1 0 0 0
M=1 a0 0 1 ¢
AL dy dy ds O
Let
A, 1 0 0 0
A, 0 1 0 0
"n_ 2
MEi=1 4 0 0 1 ¢
AL dy dy ds O
We have shad(M"*) < shad(M*). Now,
A, 1 0 0 0
A, 0 0 1 Cf
r_ 2 2
M=14 0 0 1 ¢ |’

AL dy dy dy C

and we get shad(M"™) < shad(M"*) < shad(M™*), that is the lemma holds for ¢ = 1.

12



Assume the lemma holds for every ¢, 1 < ¢ < ¢g, and let us show that it holds for gg. A l-entry
in AzBy must be moved to the left. For any move of a l-entry in A, one can find a move of a
l-entry in B that preserves the shadow. Therefore, one can assume that it is a l-entry in B that
is moved to the left. Moreover, we can assume that this 1-entry, denoted by 1, is moved in zB.

e If 1 is moved in B at least one column to the right of the first column of B, then one can
apply the induction hypothesis, that is exchanging the first column of B with z, and then
putting back 1 to its original position, without changing the shadow.

e If 1 is moved to the first column of B, then we apply Lemma 7, and then putting back 1
to its original position. The result of these operations is just as exchanging z with the first
column of B. The shadow is preserved.

e If 1 is moved in z, then we can exchange 1 with the 1-entry on the first column of B, and
then put back 1 to its original position, without changing the shadow.

Thus the result hold for ¢, too. |

We have now enough material to prove Theorem 1.

Proof of Theorem 1. Algorithm 1 constructs a finite sequence of matrices Mg = M, My, ..., My,
such that M, is obtained from M,_; either by shifting a zero-column to the right, or by distributing
l-entries over zero-columns. Lemmas 8 and 9 (generalized to an arbitrary number of contending
l-entries) insure that shad (M) = shad(M;_,), that is shad(M*) = shad(M;). Since M} is a
contention-free version of M, we get that shad(M*) = shad(Mj). |

4 Application to the broadcasting problem in tree-networks

4.1 All-port model

As an example of application of Theorem 1 to the multicast problem in trees, let us consider the
following problem. We are given a directed tree whose arcs are oriented from the root w toward
the leaves, and a set D of nodes of the tree. We want to compute the minimum number of rounds
that are required to multicast an information from w to all nodes in D. We are considering the
all-port edge-disjoint communication model. In this context, Cohen [4] has shown that there exists
a polynomial-time algorithm that computes an optimal broadcast protocol from » to all nodes of
T. To directly extend this algorithm to the multicast problem, we would make use of intermediate
nodes that are not destination nodes, and this is not desirable in general. Combining Theorem 1
and the protocol in [4] allows to overcome that problem.

Corollary 1 There exists a polynomial-time algorithm that computes an optimal multicast protocol
from any source u to any destination set D in any directed tree under the all-port edge-disjoint
model, and such that only the source and the destination nodes participate to the protocol.

Sketch of the proof. The algorithm in [4] proceeds bottom-up from the leaves to the source.
Each node z has a list of calls stating when and to whom z gives a call in its subtree, and when
and by who z is informed. This list is constructed from the lists of all the children of z in the tree.

13



When the multicast problem is considered, the algorithm fails in the following case: assume a node
x € D has one of its children y not in D, and that y has k children z,..., z; in D. The algorithm
in [4] requires the help of y ¢ D. If we do not want y to be involved in the protocol, then z can be
required to successively call z1, z3 up to zx. More importantly, z cannot give a call simultaneously
in the subtrees of the z;’s, whereas y is able to do so in the all-port model. Therefore, giving the
set of calls of y, one must schedule these calls so that  can simulate the behavior of y. One can
represent the set of calls from y to the subtrees of the z;’s by a matrix M such that M;; = 1if and
only if y gives a call to the subtree of z; at round j. Theorem 1 gives a polynomial-time algorithm
to schedule optimally these calls. Note that since this procedure must be applied at all the levels
of the tree, one does not only need to compute a contention-free version of M with the minimum
number of columns (i.e., number of rounds), but one also need to minimize the shadow. [ |

4.2 1-port model

We are currently working on an extension of Theorem 1 to make use of this result in the 1-port
model. Again, the idea is to construct the protocol bottom-up from the leaves to the root. To
make clear why Theorem 1 needs to be slightly adapted, let us consider the simple case of a fork,
that is a particular type of directed tree in which the root u has a single child v which is the root
of a star of p branches. Let X; be the shadow on v of an optimal broadcasting algorithm applied
to the ¢th branch, i =1,...,p, and let M be the p x ¢ array whose ¢th row is X;.

A non necessarily optimal broadcast protocol in the 1-port edge-disjoint model consists in two
phases: first w informs v, then v informs the p branches according to a minimal contention-free
version of M. This protocol may be suboptimal because it can be more efficient to have both u
and v informing the p branches (in the 1-port edge-disjoint model, u and v can call two distinct
branches simultaneously). So the question is when to inform v? Before v is informed, u only can
inform the branches, and there is a contention in M when there is more than a single l-entry on
a column. After v has been informed, there is a contention in M when there is more than two
l-entries in a column. For instance, consider the following fork: w is connected to v, and v has
two branches, composed of two nodes wy, wy, and four nodes w}, wh, wh, w), respectively. One can
broadcast from u in three rounds in this fork under the 1-port edge-disjoint model: (1) u calls w},
(2) u calls wq, and w) calls wf, and (3) w calls v, w] calls w), w} calls w}, and wy calls wy. If u
calls v before the third round, then one more round in required.

The adaptation of Algorithm 1 to this situation is very specific to the multicast problem. This
is why we do not provide more details about it in this paper.
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