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Introducción

Esta memoria está dividida en dos partes en principio independientes. La
primera de ellas trata de las llamadas fórmulas integrales de curvatura y la
segunda de las foliaciones de Lie.

Fórmulas integrales de curvatura

El origen lejano de este tipo de fórmulas se encuentra en el teorema de Gauss-
Bonnet, en el que se ve cómo la integral de la "curvatura" de la variedad es
un invariante topológico.

Cuando sobre una variedad tenemos una foliación, además de poder con-
siderar las diferentes curvaturas sobre la misma, podemos considerar también
las curvaturas de las hojas y preguntarnos si sus integrales dan lugar o no a
algún tipo de invariantes asociados a la variedad. En esta línea, uno de los
primeros resultados que aparece en la literatura es el de Asimov (cf. [AS 78]).
Si M es una variedad riemanniana compacta, conexa, sin borde y de dimen-
sión n + 1 sobre la cual se tiene una foliación J- transversalmente orientable
y de codimensión 1, Asimov demostró que, si además M tiene curvatura
seccional constante e, entonces

1 f r
(M) hivol(M) JM

O si n es impar

(0.1)

/2
si n es par

donde la función K : M —» R denota la curvatura de Lipschitz-Killing (de
Gauss si n = 2, cf. [TH 64]) de la hoja Fx de f que pasa por x con respecto
de la métrica de Riemann inducida por su inclusión en M.



Posteriormente, Brito, Langevin y Rosenberg (cf. [Bl 84]) generalizaron
este resultado dando fórmulas integrales, no sólo para la curvatura K, sino
también para las funciones simétricas elementales de curvatura, aunque tra-
bajando todavía con foliaciones de codimensión 1 y variedades de curvatura
seccional constante. Más concretamente, sea V la conexión de Levi-Civita
asociada a la métrica en M. Consideramos en cada punto x de la variedad
el endomorfismo

TXM -^ TXM

y "—
donde N es un campo vectorial unitario y normal a la foliación f. Para
cada k entre O y n, la k-ésima. función simétrica de curvatura a* se define
mediante la expresión

k-O

Cuando M es compacta, orientable, sin borde y con curvatura seccional cons-
tante c, se tiene la fórmula integral siguiente:

/ 1C) \

^21 ; /o I si n y k son pares
M X f \vol(M)

en Jos otros casos

A la vista de las anteriores relaciones, 0.1 y 0.2, hemos considerado natural
el planteamiento de las siguientes cuestiones:

1. ¿Es posible eliminar la hipótesis de integrabilidad? Es decir, ¿qué
ocurre si se consideran campos de planos en vez de foliaciones en la
variedad M?

2. ¿Es posible eliminar la hipótesis sobre la codimensión de la foliación y
tratar el caso de codimensión arbitraria?

3. ¿Qué ocurre al estudiar las fórmulas en el supuesto de variedades M
con curvatura seccional no necesariamente constante ?
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En esta memoria hemos contestado a estas tres preguntas obteniendo
fórmulas integrales de curvatura, al estilo de 0.1 y 0.2, para distribuciones
no necesariamente integrables, de codimensión arbitraria y sobre variedades
cuya métrica no tenga por que ser de curvatura seccional constante.

Concretamente, hemos obtenido los siguientes resultados:

Teorema 0.1 Sea (M,g) variedad riemanniana orientada, compacta y sin
borde. Si J- es un campo de p-planos en M y H el campo ortogonal a J-',
entonces se tienen la fórmulas integrales siguientes

1.

1 í - 1 í í í I I 2 \\i\
¿ JM £ JM JM JM

(0.3)

2.

.w)+ L (II^IP + II^II2) (0.4)JM

donde TM es la curvatura escalar de la variedad, T>- y rw las curvaturas es-
calares extrínsecas de los campos de planos y r'-p y T^ la curvaturas escalares
intrínsecas (i.e. las obtenidas al restringir la métrica de M a F y T~i respec-
tivamente).

Otra fórmula interesante surge al introducir la curvatura escalar mixta
rm, definida en M a través de la relación

TM = r?- -f 2rm -f TH;

entonces deducimos que

Teorema 0.2 Sea (M,g) variedad riemanniana orientada compacta y sin
borde. Si J- es un campo de p-planos en M y Ti. el campo ortogonal a J - ,
entonces se tiene la fórmula integral

i2 + ||A*n2) (0-5)
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Hay que hacer notar que las fórmulas 0.3, 0.4 y 0.5 provienen de integrar
ciertas relaciones entre formas diferenciales de M (cf. 2.17, 2.18 y 2.22) en las
cuales aparece un término exacto que desaparece al integrar sobre variedades
compactas sin borde.

De entre las consecuencias derivadas de las fórmulas destacamos, en
primer lugar, dos situaciones geométricas límite, cuando f es de codimen-
sión 1 — corolario 0.1 — y cuando M tiene curvatura seccional constante —
corolario 0.2 — :

Corolario 0.1 Si (M,g) es una variedad riemanniana compacta, orientada
y sin borde y F es un campo de planos orientable y de codimensión 1 en M,
entonces

\ I Ric(A'. N) = f o,,? + f ||/MI2 (0.6)
¿ Jjvf JM JM

siendo N un campo unitario y normal a f '.

Corolario 0.2 Si ( M , g ) es una variedad riemanniana compacta, orientada,
sin borde y con curvatura seccional constante k y ¿F es un campo de planos
orientable yH su ortogonal, tenemos la fórmula integral siguiente

\pqk • vol(M) = / (a** + *,,„) + / (H^IP + P„||2) (0.7)
¿ JM JM

donde dim J- = p y dim Ti = q.

Nótese que, cuando f es integrable y de codimensión 1, recuperamos la
fórmula de Brito-Langevin-Rosenberg para <72.

Entre otras consecuencias (cf. pág. 66) destacamos las siguientes.

• Respecto a campos totalmente geodésicos:

Proposición 0.1 Sea(M,g) una variedad riemanniana orientada, compacta
y sin borde y J- y Ti. campos de planos ortogonales y complementarios.

1. Si Tm es no positiva y es negativa en algún punto de M, f y T~¿ no
pueden ser campos totalmente geodésicos.
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2. En particular, si M tiene curvatura seccional no positiva y es negativa
en algún punto, la afirmación 1 sigue siendo cierta.

3. Si Tm < O y los campos de planos son totalmente geodésicos, éstos deben
ser integrables y rm idénticamente nula .

• Respecto a foliaciones minimales:

Proposición 0.2 Sea T una foliación minimal de codimensión uno sobre
una variedad riemanniana M, orientada, compacta y sin borde cumpliendo
que Ric > 0. Entonces, T es totalmente geodésica.

• Respecto a foliaciones riemannianas:

Proposición 0.3 Sea M una variedad riemanniana, compacta y sin borde

1. Si T es una foliación totalmente geodésica y riemanniana en M tal que
rm > O, entonces el campo ortogonal T~í no puede ser integrable.

2. Si M tiene curvatura escalar negativa, entonces no existen foliaciones
riemannianas totalmente geodésicas en M.

Proposición 0.4 No existen flujos riemannianos sobre una variedad cuya
métrica tenga curvatura de Ricci negativa.

No olvidemos sin embargo, que, a pesar de la generalización conseguida,
no hemos obtenido información sobre otras funciones simétricas de curvatura
diferentes de a?. Es este un problema abierto por el momento.

Para llegar a los resultados que se acaban de enunciar hemos utilizado la
teoría introducida por Albert en [AL 83] y [AL 78]. Esta consiste en asociar
a cada distribución de p-planos J- un álgebra de Weil truncada \V*q (cf. págs.
38 y 43) y un morfismo básico (cf. prop. 2.3) entre los elementos básicos de
dicha álgebra y el complejo de formas diferenciales sobre M.
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Al considerar el álgebra trivial W*0, tenemos el diagrama conmutativo

BW;Q -U Bw;q

BVM \ / Bvr (0.8)

A(M)

y tomando el elemento de W*0

a = £(-l)''+J'+1í4- A 0¿ A . . . A 0¿ A . . . A 0¿ A . . . A 0£
i<j

deducimos que (cf. las proposiciones 2.5 y 2.4 y el teorema 2.2)

Teorema 0.3 La forma a es básica y se tiene que

(TF + rn) + 2

A partir de aquí, y por la conmutatividad del diagrama 0.8 aplicada a la
forma a, se obtienen los resultados anteriores.

Foliaciones de Lie

La segunda parte de la memoria, desarrollada en el capítulo 3, aborda un
tema independiente al anterior, que se enmarca en el ámbito de las foliaciones
con estructura transversa.

Entre la clase de foliaciones con estructura transversa destacan las folia-
ciones de Lie. Este tipo de foliaciones han sido estudiadas por varios autores,
principalmente por Fedida (cf. [FE 71]). Además del interés que tienen por
si mismas, la importancia de su estudio ha aumentado por el hecho de que
aparecen de forma natural en la clasificación de las foliaciones riemannianas
desarrollada por Molino (cf. [MO 82]) .

Cada foliación de Lie tiene asociadas dos álgebras de Lie, el álgebra de
Lie 0 del grupo sobre el cual la foliación está modelada y el álgebra de Lie



estructural í) . Esta última es el álgebra de Lie transversa de la foliación de
Lie que se obtiene al restringir T a la adherencia de cualquiera de sus hojas.
En particular, 1) es una subálgebra de 0. Hay que resaltar el hecho de que,
mientras f) es un álgebra asociada a T de forma canónica, el álgebra de Lie
g no lo está.

Así pues, una cuestión interesante es la de conocer qué pares de álge-
bras de Lie, (g,f|), con f) subálgebra de g, pueden aparecer como álgebras
transversa y estructural respectivamente de una foliación de Lie J- en una
variedad compacta M.

Parece natural pensar que la estructura de las álgebras consideradas
(nilpotentes, resolubles, etc.) tendrá un papel importante en este problema.
Una manera de empezar a vislumbrar dicho papel es estudiar el problema en
dimensiones bajas.

En este trabajo estudiamos el siguiente caso particular: dada un álgebra
de Lie 0 de dimensión 3 y un entero q entre O y 3, ¿existe alguna variedad
compacta dotada de un flujo de Lie T con álgebra transversa g y álgebra es-
tructural de dimensión ql Para simplificar, y según sea la respuesta, diremos
que el par (fl,<?) es o no realizable.

Usando la clasificación de las álgebras de Lie de dimensión 3 y el hecho de
que el álgebra estructural de un flujo de Lie es abeliana (cf. [ÇA 84]) vemos
directamente que algunos pares no son realizables. Por ejemplo, (sl(2),2)
y (so(3),2) no son realizables pues las álgebras sl(2) y so(3) no admiten
subálgebras abelianas de dimensión 2. Sin embargo, en algunos casos, la
obstrucción a la realización de determinados pares radica en la compacidad
de la variedad y no solo en razones puramente algebraicas. Por ejemplo, el
caso (Afín,0) no es realizable (cf. pág. 80).

En la sección 3.1 damos una clasificación de las álgebras de Lie de dimen-
sión 3 en 6 familias flj,..., 06 y en dos familias, 07 (parametrizada por k Ç. R
con k y¿ 0) y g8 (parametrizada por un h € R con h2 < 4). En función de
esta clasificación obtenemos los siguientes resultados (cf. sección 3.3):

Teorema 0.4 Si el álgebra estructural f) de J- es cero, i.e. J- es una foliación
con hojas compactas, entonces 0j , g2, 03 y 04 son álgebras realizables mientras
que 0s y 06 no son realizables. El álgebra 07 es realizable si y solo si k = — 1

y 08 sz y s°l° sz h ~ O-
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Teorema 0.5 Si el álgebra estructural í) de J- tiene dimensión 1, entonces
0i> 02> 03> 04 V 05 son álgebras realizables. g6 y g7 no son realizables y el
álgebra g8 con h = O es realizable.

De momento no se conoce ninguna realización del álgebra 08 cuando h ^ O
y el álgebra estructural es de dimensión 1.

En el siguiente resultado es remarcable el hecho de que la realización del
par (g7,2) depende del valor que toma el parámetro k. De hecho tenemos
que

Teorema 0.6 Si el álgebra de Lie estructural f) de J- tiene dimensión 2
entonces Ql, g5 y g8 cuando h = O son álgebras realizables mientras que g2,
03) 04, 06 y 07 con k 6 Q no son realizables.

Como complemento a este teorema daremos un ejemplo de realización de g7

con k irracional (cf. pág. 108).

Por último, nótese que el problema de caracterizar los valores de k para
los cuales g7 es realizable y el caso del álgebra gs son problemas todavía
abiertos.

Este trabajo ha sido posible gracias a la colaboración de mucha gente.

Aziz El-Kacimi me introdujo en los trabajos de Albert que dieron pie a
la realización de la primera parte de esta tesis. Marcel Nicolau —y el mismo
Aziz— apuntó algunos ejemplos que aparecen en la realización de foliaciones
de Lie y me animó constantemente. En este mismo problema, Pierre Molino
siempre mostró un profundo interés y con sus críticas positivas nos alentó
a continuar. Père Ara nos ayudó con la Teoría de Galois. Con Manuel
Barros, discutimos algunos problemas que se podrían tratar con las fórmulas
integrales y seguro que algún día volvemos a ellos. Larry Conlon me enseñó
algo de lo mucho que sabe sobre foliaciones. Gilbert Hector siempre propone
cuestiones interesantes y te contagia su ritmo de trabajo. Miquel Llabrés
empezó con un tema —flujos de Lie— que aquí proseguimos.

A todos ellos, así como a los miembros del Departament de Matemàtiques
de la U.A.B., mi más sincero agradecimeinto.

Aún hay más, mucha más gente a la cual debo agradecer el ánimo que me
han dado y la paciencia que han tenido. A mis padres, que decían, "bueno,
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tú sabrás lo que quieres decir", a mis amigos, que a veces han querido saber
lo que hacía y luego se han arrepentido y sobretodo a Imma por lo que me
quiere y lo mucho que me ha ayudado. A Patricia —a quién va dedicada esta
tesis— por sus grandes risotadas y por trivializar lo enrevesado.

Finalmente, y con un énfasis especial, quiero agradecer a Agustí Reventós,
el director de esta tesis, quien con su vivo entusiasmo me introdujo en el
mundo de la Geometría Diferencial y sin el cual el trabajo que tenéis entre
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se introducirán la mayor parte de las definiciones y la no-
tación utilizadas a lo largo de esta memoria. También se repasarán algunos
resultados "clásicos" en Geometría Diferencial y Teoría de Foliaciones.

Mientras no se especifique lo contrario, todos los objetos tratados en este
capítulo se considerarán de clase C°°.

1.1 Generalidades

Foliaciones

Una foliación de dimensión p en una variedad diferenciable M de dimensión
n es, a grosso modo una partición de M en subvariedades de dimensión p
llamadas hojas (pues localmente se apilan como las hojas de un libro). Un
primer ejemplo simple de foliación se obtiene al considerar Rn = Rp x Rn~p

como la reunión de los p-planos de la forma Rp x {c} con c G Rn~p.

Daremos definiciones más rigurosas de lo que es una foliación. La primera
de ellas se basa en la existencia de un determinado tipo de atlas en la variedad
M.

Definición 1.1 Sea M una variedad de dimensión n. Una foliación de clase



CT de dimensión p en M es un atlas maximal F de clase CT con las propie-
dades siguientes:

1. Si (U, f) 6 F, entonces (f(U] = Ui x C/2 C Rp x Rn~p, siendo Ui y C/2
discos abiertos en Rp y Rn~p respectivamente.

2. Si (Í7, (f>) y (V,^) son de T y tales que Un V ^ 0, entonces los cambios
de coordenadas son de la forma

1> ° <r>~l(x, y) = (f (x, y),g(y))

Diremos que n — p es la codimensión de la foliación F y lo denotaremos por
codim f = n — p.

De ahora en adelante consideraremos únicamente foliaciones de clase C°°.
Las cartas (C7, t¿>) € J~ se denominarán cartas foliadas o cartas adaptadas a
la foliación f. Los conjuntos de la forma ^>~l(U\ x {c}) con c G C/2 son
las placas de U o simplemente placas de f '. Un camino de placas de J- es
una sucesión de ai,..., a, placas de JF tales que a j D öj+i ^ 0 para todo
j G {l , . . . ,g — 1}. Definimos en M la siguiente relación de equivalencia:
"p ~ q si existe un camino de plaças o^,. , . , a, con p € c*i y ç € a,". Las
clases de equivalencia para esta relación son las hojas de J-.

Toda hoja F de la foliación J- admite una estructura de variedad diferen-
ciable inducida por las cartas foliadas. Un atlas para esta estructura viene
dado por los pares (a, 9?) siendo Q C F una placa de U y 9 = g\a- Esta
estructura se denomina estructura diferenciable intrínseca de F. Podemos
resumir algunas de las propiedades de las hojas en el siguiente teorema.

Teorema 1.1 Sea M una variedad foliada por una foliación J- de dimensión
p. Cada hoja F de F admite una estructura de variedad diferenciable de di-
mensión p, denominada estructura intrínseca, de tal forma que los dominios
de las cartas locales son las placas de J- . La aplicación i : F —> M definida
por i(x) — x es una inmersión inyectiva y diferenciable considerando en F
la estructura de variedad intrínseca. F es subvariedad de M si y solo si la
aplicación i es un "imbedding".

NOTA: Una aplicación es una inmersión si su aplicación tangente es inyectiva
en todo punto. Diremos que una inmersión / : ./V —> M es un imbedding



si / : TV — » / '(N) C M es un homeomorfismo considerando en f (N) la
topología inducida por M. Un subconjunto N C M es una subvariedad de
dimensión p si para todo x £ N hay una carta local (£/, </>) tal que y(í/) =
F x W donde O e V C Rp, O 6 W C Rn~p y V, W son bolas euclidianas tales
que <p(N n C/) = V x {0}.

La estructura transversa juega un papel importante en la teoría de fo-
liaciones. La siguiente definición de variedad foliada pone mayor énfasis en
dicha estructura.

Definición 1.2 Una foliación J- de codimensión q de M viene definida por
una colección maximal de pares (UQ,fo,), a (E A, donde Ua son abiertos de
M y las fa son submersiones fa : UQ — > T sobre una cierta variedad T de
dimensión q que satisfacen:

1. \JUa=M,

2. si Uar\Uß T¿ 0, existe un difeomorfismo ¡ocal gaß de T tal que en UaC]Uß
se cumple fa = gaß o fß.

Las fa se llaman aplicaciones distinguidas de F .

Campos de planos

Ciertas propiedades de las variedades foliadas son susceptibles de generali-
zación sustituyendo la foliación por un campo de p-planos. Algunos de los
resultados que se expondrán en capítulos posteriores hacen referencia a este
tipo de estructura geométrica.

Definición 1.3 5ea M una variedad diferenciable de dimensión n. Dado un
entero p < n, una distribución p-dimesional o campo de p-planos P consiste
en asociar a cada x G M un subespacio p-dimensional Px de TXM, espacio
tangente de M en x.

Usando el lenguaje de fibrados, P es un subfibrado del fibrado tangente
T M de M. Un campo de pianos P es diferenciable si para cada x Ç. M



existe un entorno abierto U de x y p campos vectoriales Xi,..., Xp en U
cuyos valores en cada punto y G U generan Py.

Diremos que un campo X de M es tangente a P si su valor en cada x 6 M,
X(x), pertenece a Px. El conjunto Xp de los campos vectoriales tangentes
a P es un submódulo del módulo X(M) de los campos vectoriales sobre el
anillo C°°(M) de funciones diferenciables.

Sea J- una foliación en M. Para cada x G M consideremos una carta
foliada ( [ / , ( f ) cuyo dominio contenga a x y sean <¿> = (xi, . . . , xp , t /i , . . . ,yg)
las funciones coordenadas. Sea Px el subespacio de TXM generado por los
campos coordenados d/dx\ \x,..., d/dxp\x. Debido a la forma de los cambios
de coordenadas en los atlas foliados, este subespacio no depende de la carta
foliada elegida. Diremos que P es el campo de planos asociado a la foliación
T.

Definición 1.4 Un campo de p-planos es completamente integrable si y solo
si es el campo de planos asociado a una foliación.

El Teorema de Frobenius caracteriza las distribuciones completamente
integrables en términos del paréntesis de Lie para campos de vectores.

Teorema 1.2 Sea P un campo de planos en la variedad M. Entonces P
es completamente integrable si y solo si el submódulo asociado Xp es una
subálgebra de Lie de X ( M ] , es decir, si [X, Y] G Xp para todo X,Y £ Xp.

Por lo tanto, toda foliación tiene asociado un campo de planos pero no
todo campo de planos define una foliación. Tómese como ejemplo la dis-
tribución en R3 dada por los campos d/dx y xd/dy + d/dz.

Obsérvese que todo campo P de 1-planos es completamente integrable y
que un tal campo no viene dado necesariamente por un campo vectorial de
M\ esto solo será así cuando P sea orientable.

Orientación

Definición 1.5 Diremos que el campo de p-planos es orientable si hay un
recubrimiento por abiertos {Ua} de M de manera que la restricción de P a



cada U a esté definida por campos X* , • • • ,X° y que, si x G Uar\Uß, la matriz

que cambia de X f , • • • , X* a Xf , • • • , X% tiene determinante positivo.

NOTA: Si pensamos en los campos de planos como subfibrados vectoriales
de TM la orientabilidad es equivalente a la existencia de representaciones
coordenadas (C/a, (f>a) cuyas funciones de transición gaß = f^x ° <i>ß,x tienen
determinante positivo.

Puesto que todo espacio vectorial admite dos orientaciones, un campo de
p-planos admite también dos orientaciones (según la orientación que se tome
en Px). El recubrimiento doble orientable de M asociado a P se define como

M = {(x, O) : x 6 M y O es una de las dos orientaciones de Px}.

Entonces TT : M — > M es un recubrimiento de dos hojas. Si T* (P) es el
campo de planos elevado a M por TT, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3 Supongamos M conexa y P un campo de p-planos en M . Sea
(M, TT) el recubrimiento doble orientable de P. Entonces

1. 7T*(P) es orientable,

2. M es conexa si y solo si P es no orientable.

Como consecuencia se tiene que

Corolario 1.1 5i M es simplemente conexa, entonces todo campo de p-
planos es orientable (I < p < dimM). En particular M es orientable.

Un campo de (n — p)-planos Q es complementario o transverso al campo
P si en cualquier o: (E M se tiene que Px + Qx = TXM. Por ejemplo, si en
M tenemos una métrica riemanniana, el campo de planos ortogonal definido
por P¿- = {v 6 TXM : < u, w >= O Vu; € Px} es complementario a P.

Definición 1.6 El campo de planos P es transversalmente orientable si
existe un campo complementario a P y orientable.



Obsérvese que si P es transversalmente orientable, todo campo de planos
complementario es orientable.

El siguiente teorema resume las relaciones entre la orientabilidad de P,
su orientabilidad transversa y la orientabilidad de la variedad ambiente M.

Teorema 1.4 Sea P un campo de p-planos en M. Son ciertas las propieda-
des siguientes:

1. Si P es orientable y transversalmente orientable, entonces M es orien-
table.

2. Si M es orientable, entonces P es transversalmente orientable si y solo
si es orientable.

Hasta ahora hemos tratado la orientación únicamente para campos de
planos; veamos el caso de las foliaciones.

Definición 1.7 Una foliación T es orientable si lo es el campo de planos
asociado. Análogamente,una foliación T es transversalmente orientable si lo
es el campo de planos asociado.

Si J- es no orientable (resp. transversalmente orientable), en el doble
recubrimiento orientable M podemos obtener una foliación orientable (resp.
transversalmente orientable) mediante la elevación del campo de planos TJ-
asociado a J- .

Cuando el campo de planos P define una foliación J-, la orientabilidad
transversa se puede considerar en términos de las aplicaciones distinguidas
fa '• Ua —> Rn (como las fa son locales siempre podemos tomar como
variedad transversa T — Rn).

Teorema 1.5 Sea 3- una foliación. Entonces F es transversalmente orien-
table si y solo si existe (£/<>,/Q) de manera que funciones de transición gap
tales que fa = gaß o f$ conservan la orientación canónica de Rn (es decir,
det(Txgaß) > O, V*;.



1.2 Curvatura y campos de planos

Variedades riemannianas

En este apartado (M,g) será una variedad riemanniana de dimensión n, T
un campo de p-planos y H = J-L el campo de (n — p)-planos ortogonal a T.

Si {e1?..., en) es una base ortonormal local en M, (o1,..., on} denotará
su base dual. Las formas de conexión y de curvatura asociadas a la conexión
de Levi-Civita de g las denotaremos por u* y fi' respectivamente. Si la base
{ei,... ,en) está definida en un abierto [7, X € X(V) y V es la derivación
covariante asociada a g, tenemos que:

siendo fi? y las componentes en la base ortonormal local {cj, . . . en} del tensor
de Riemann

R(X,Y)Z =

Las formas #', u>], y £lj
t satisfacen las ecuaciones de estructura

k=\
n

k=\

Las aplicaciones
A : T M —+ f
v: T M —v H

denotan las proyecciones ortogonales de TM en los campos de planos f y H.
(pensados como subfibrados de TM).

Diremos que la base local {e1;..., en} es adaptada a J- y H si e.A pertenece
a f para 1 < A < p y ea pertenece a H para p + 1 < a < n. Con respecto a



los índices, seguiremos la norma de que las letras latinas minúsculas varían
de 1 a n = dim M, las latinas mayúsculas de l a p = dim .F y las griegas
minúsculas de p + l an.

Si X, Y, Z son campos vectoriales pertenecientes a "̂, definimos:

V'XY = h(VxY)
R'(X, Y)Z = V'xV'yZ - V'yV'xZ - V[X

Sean u, w £ TXM, si ||u, w\\ — g(v,v)g(w,w) — g(v, u?)2, entonces

g(R(v, w)w, v)
k(v, w) =

\v,w\

es la curvatura seccional del plano generado por vywenxCMysivyw
son vectores pertenecientes al campo de planos .F,

,
\\v,w\\

es la curvatura seccional inducida por g en J-. Sean u y tu de nuevo vectores
de TXM, entonces

n

Ric(u,u;) = ^g(R(ei,v)w,ei) (1.1)
t'=i

es el tensor de Ricci.

Si kij = k(ei,Gj) y k'AB = ^'(6,4,65), definimos las siguientes curvaturas
escalares:

nTM - ^2 hj«j=ip ?
Tf= Y^ k¿B ?'?= Y, k>AB

A,B=\ A,B=l

Si TU y TK se definen de forma análoga, se tiene que

TM = T f -t- 2rro + T-H

siendo rm = X^^.a kAa la curvatura escalar mixta.
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Diremos que la variedad riemanniana M tiene curvatura constante si para
cualquier X e Y vectores unitarios, el valor de k(X, Y) es constante. En este
caso el tensor de Riemann satisface la relación

R(X, Y)Z = k(g(Z, Y)X - g(Z, X)Y)

con A; € R constante. Siguiendo [RE 83], definimos los tensores de integra-
bilidad y fundamental asociados al campo de planos J-.

Definición 1.8 Si X e Y son campos vectoriales de f, y V y W campos
vectoriales de H , el tensor fundamental S? del campo de planos F viene
definido por las relaciones:

,

SAV,-) = o
g(Sr(X,V),W) = O

,Y) = g(Sr(X,Y),V)

NOTA: Si f es integrable y X e Y son tangentes a la foliación definida por
T para cualquier campo normal JV, se cumple

que es la segunda forma fundamental (salvo quizá el signo) respecto a N de
la hoja de f que pasa por x.

Definición 1.9 Si X e Y son campos vectoriales de F, y V y W campos
vectoriales de H, el tensor de integrabilidad Ay del campo de planos J- viene
definido por las relaciones:

-) = o

g(Af(X,V),W) = O



Para el campo normal Ti, los tensores S-H y AK se definen de forma análoga.

Si Af(eAt eB) = Ea=p+i QAB • ea y S£(v, w) = g(Sf(v, tu), ea) para v y w
tangentes a F, definimos ||A^-||2 y a^j como

A<B

Obsérvese que ||A?-]|2 = O si y solo si f define una foliación. En ese caso
es la segunda función simétrica de curvatura. Nótese también que estas

definiciones no dependen de la base ortonormal adaptada elegida.

Campos de planos especiales

Definición 1.10 Un campo de planos J- en una variedad riemanniana (M,g)
es totalmente geodésico si toda geodésica tangente a F en un punto se man-
tiene tangente a lo largo de su recorrido.

Diremos que una foliación T es totalmente geodésica si lo es el campo de
planos asociado.

En el caso de subvariedades, esta propiedad es equivalente a la anulación
de la segunda forma fundamental sin embargo; para campos de planos la
situación es diferente.

Definición 1.11 Diremos que un campo vectorial X de M es foliado o bá-
sico respecto el campo de planos T si, para todo Y (E X?, el paréntesis de
Lie [X, Y] también pertenece a X f .

Si £(M,^r) es el conjunto de campos foliados, C(M,J-) es una subálgebra de
Lie de X(M}.

La siguiente proposición resume algunas de las características de los cam-
pos foliados

Proposición 1.1 Sea X (E X ( M ) . Las siguientes propiedades son equiva-
lentes
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1. X es foliado respecto J-.

2. El grupo uniparamétrico local asociado a X deja T invariante (es decir,
si <f)t es dicho grupo, fyt*? = J~).

3. Si T es integrable y (z, y) = (xi, . . . , Zp, T/J , . . . , j/?) son las funciones
coordenadas en una cierta carta foliada, entonces

í=1

Entre geodesibilidad y tensor fundamental tenemos la siguiente relación.

Proposición 1.2 Sea }• un campo de planos en una variedad riemanniana

1. Si J- es totalmente geodésico, su tensor fundamental es nulo en todo
punto.

2. Si el tensor fundamental es siempre nulo, entonces para X e Y campos
tangentes a F y foliados con respecto a Ti. y Z, campo tangente a T~í,
se cumple que

Z-g(X,Y) = Q

Si además T~í es integrable, entonces T es totalmente geodésico.

Otro tipo de campos de planos que será objeto de nuestro interés son los
campos minimales y umbilicales.

Definición 1.12 El vector curvatura media asociado a J- es

H? = - ¿ tr(5a) - ea
P o=p+l

El vector curvatura media asociado a Ti., HH, se define de forma similar.

Definición 1.13
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1. El campo de planos J- es minimal st Hyr = O (es decir, ii(Sa) = 0 para
todo a).

2. f es umbilical si para X e Y vectores cualesquiera de T , se tiene que

(es decir, Sa = XI para cierta constante real \).

1.3 Fibrados principales y conexiones

Fibrados principales

Definición 1.14 Un fibrado principal diferenciable P sobre una variedad
diferenciable M con grupo estructural G es un espacio fibrado ¡ocalmente
trivial p : P — »• M con fibra el grupo de Lie G y definido por un atlas
(E/cnVcr) para el cual los cambios de coordenadas (p~l o (pß son de la forma

(*,9) •-* (x,9<*ß(x) - g ) ,

siendo gaß : Ua H Uß — > G una aplicación diferenciable.

Las operaciones de G por la derecha en los productos UQxG son compati-
bles con los cambios de cartas, por tanto determinan una acción diferenciable
y libre Rg de G sobre P cuyas órbitas son las fibras de P. El grupo G se
denomina grupo estructural del fibrado principal y las aplicaciones gaß fun-
ciones de transición asociadas al atlas (¿70,<^0).

NOTA: Una acción Rg es libre si el hecho de que Rg(x) = x para algún x
implica g = e.

Diremos que un X Ç. TXP es un vector vertical si p*(X) = 0. Entonces el
espacio vertical en o; € P es el espacio tangente a la órbita de la acción R de
G sobre P que pasa por x.

Definición 1.15 Sea X un vector del álgebra de Lie Q de G. El campo
inducido por la acción de grupo uniparamético exp(tX) se denomina campo
fundamental asociado a X y se denotará por X* .
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Sean p : P — ̂  M y p' : P' — * M' fibrados principales con grupos
estructurales G y G' respectivamente. Un morfismo f de P' en P consiste
en una aplicación /' : P' — > P y un morfismo de grupos /" : G' — > G
tales que f'(z'g') = f'(z')f"(g'} para todo z' € P' y g' € G'. Utilizaremos
la letra / para cada una de las tres aplicaciones involucradas en esta última
definición. Todo morfismo de fibrados envía fibras a fibras y por tanto induce
una aplicación de M' en M que también denotaremos por /.

Diremos que / es una inmersión si / : P' — » P es un "imbedding" y
/ : G' — > G es invectiva. Si / es una inmersión entonces la aplicación
asociada / : M' — > M es un "imbedding". Identificando P' con f(P'), G'
con f(G') y M' con f(M'), diremos que P' es un subfibrado de P. En el caso
de que M' = M, la aplicación / : M' — > M es la identidad; entonces diremos
que / es una reducción del grupo estructural G de P al grupo G' y que P'
es el fibrado reducido. Dado un fibrado principal P con grupo estructural G
y G' un subgrupo de G diremos que P es reducible a G' si existe un fibrado
reducido P' con grupo estructural G".

El siguiente resultado relaciona la reducibilidad de un fibrado principal
con sus funciones de transición gaß.

Proposición 1.3 El grupo estructural G de un fibrado principal P es re-
ducible al subgrupo de Lie G' si y solo si existe un atlas (Ua, <¿>Q) trivializador
de P cuyas funciones de transición gaß toman valores en G'.

En el siguiente apartado veremos algunos ejemplos de reducciones del
grupo estructural de un fibrado.

Fibrados de referencias

Sea p : E — > M un fibrado vectorial de rango n (es decir, la dimesión de las
fibras p~1(x) es n).

Definición 1.16 Una referencia z de E en x E M consiste en dar una base

Pensaremos la referencia r como un isomorfisme lineal

; : Rp — > Ex
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tal que si {e l5..., e„} es la base canónica de Rp, z(e¿) = X¡.

El grupo de Lie Gl(n, R) de las matrices reaies n x n no singulares opera
por traslaciones a la derecha sobre el conjunto de las referencias de E. Con-
cretamente, si z es una referencia y g es un elemento del grupo, la composi-
ción zog, denotada por Rg(z) = zg, define una acción de Gl(p,R) sobre el
conjunto de referencias.

El conjunto de referencias de E, que denotaremos por L(E), tiene estruc-
tura de fibrado principal sobre M con grupo estructural Gl(p, R). L(E) se
denominará fibrado de las referencias lineales de E.

Obsérvese que el grupo estructural de L(E) se puede reducir a O(p, R),
grupo de las matrices ortogonales n x n. Para ello bastará tomar una métrica
de Riemann en el fibrado vectorial E y considerar las referencias ortonormales
con respecto a esa métrica.

A lo largo de esta introducción nos centraremos en dos fibrados de refe-
rencias particulares:

• Si E = T'M, cada elemento de L(E) es una base del espacio tangente
TXM. Este fibrado lo denotaremos por L(M) y se llamará fibrado de las
referencias lineales tangentes de la variedad M. La reducción de L(M)
al grupo ortogonal la denotaremos por 0(M) y se llamará fibrado de
las referencias ortonormales tangentes de M.

• Sea (M, F) una variedad foliada de codim(^-") = q y Q = TM ¡3-
(pensando J- como el fibrado tangente a la foliación) el fibrado de los
vectores transversos a F o fibrado transverso a F. Entonces, cada ele-
mento de L(Q) es una base {Xi, • • • , Xq} del espacio vectorial cociente
TXM¡J-X. Este fibrado lo denotaremos por L(M, F) y se llamará fibrado
de las referencias transversas de J-.

Conexiones lineales

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y p : L(M) —> M el
fibrado de las referencias tangentes de M.
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Definición 1.17 La forma fundamental de L(M) es la l-forma 6 con valores
en R" definida por

B(X.) = z-*(p.(X,))

siendo z e L(M) y Xz € TZL(M).

La forma 0 es tensorial, lo cual significa que se anula sobre los vectores
verticales y que es equivariante por la acción del grupo Gl(n, R) sobre Rn en
el sentido siguiente

6oR*g=g-lo0 Y 0 € G l ( n , R ) .

Consideremos una sección local de L(M) dada por la aplicación

a: U —> L(M)
x i—> (ei(a;), . . . ,cn(x))

Si {ei,...,en} es la base canónica de Rn y ponemos 0 — £,-#' • e»> en'
tonces las 1-formas a*(o1),... ,a'(&n) son la base dual de la base local que
la aplicación a define en U.

Definición 1.18 Una conexión lineal en L(M) es una distribución H su-
plementaria a la distribución vertical e invariante por las traslaciones a la
derecha Rg.

Los vectores de H se denominan vectores horizontales. Dar una conexión
lineal es equivalente a dar una l-forma u> a valores en 0l(n,R), álgebra de
Lie del grupo Gl(n, R), cumpliendo que

a) <jj(z^X") = A" para todo z 6 L(M) y X* campo fundamental,

b) u es equivariante por la acción de Gl(n ,R) sobre g I (n ,R) en el sentido
siguiente

uoR'g = Ad(g-l)ou V 5 <EGl(n ,R")

Entonces tenemos que X, e Hz si y solo si <jj(Xz) = 0.
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Definición 1.19 La curvatura de la conexión ta es la 2-forma û con valores
en gl(n, R) definida por

il = du + -[u>,u;]
Lt

y siendo [u,u](X,Y) = [w(X),u;(F)].

La curvatura es nula cuando uno de sus argumentos es vertical y, de la misma
forma que u>, es equivariante por la acción de Gl(n, R) sobre fll(rc, R), es decir

Ademas, fî es nula si y solo si la distribución H que define la conexión es
completamente integrable, esto es, si H define una foliación horizontal.

Definición 1.20 La torsión de la conexión u es la 2-forma 0 con valores
en Rn y definida por:

Q = d0 + uh&

donde

(u A e)(X, Y) = ±{U(X)0(Y) - u(Y)6(X)}

La torsión se anula si uno de sus argumentos es vertical y es equivariante en
el mismo sentido que lo es la forma fundamental 9

QoR'g=g-loQ V0

Además de las ecuaciones utilizadas para definirlas, la formas de cur-
vatura y torsión satisfacen las denominadas ecuaciones de Bianchi. Si D(f> =
d(f> o ft, siendo h la proyección sobre el espacio anulado por u? (espacio hori-
zontal), entonces

DSl = O
DQ = Q A 0 .

Sea P un subfibrado del fibrado de las referencias L(M) con grupo estruc-
tural G C Gl(n,R) de álgebra de Lie g y Hp una conexión en P. Mediante
traslaciones a la izquierda en L(M), es posible definir una conexión H en
L(M) de manera que si w es la 1-forma que define H y u>p la que define Hp,
(jj coincide con wp al restringirla al fibrado principal P.

Recíprocamente
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Definición 1.21 Diremos que una conexión H en L(M) es adaptada a la
reducción P C L(M) si en cada z E P se tiene que Hz C TZP.

Por tanto, si u es la forma que define la conexión H, al restringirla a P toma
valores en el álgebra de Lie g de G.

De entre las conexiones en L(M) son particularmente interesantes las
conexiones métricas.

Definición 1.22 Una conexión en L(M) es métrica si viene determinada
poruña conexión en elfibrado reducido de las referencias ortonormales O(M).

Ya hemos dicho que dar una reducción de L(M) a O(M) es equivalente a dar
una métrica riemanniana en M. Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Toda variedad Riemanniana admite en L(M} una única cone-
xión métrica con torsión no nula. Esta conexión es la denominada conexión
riemanniana o de Levi-Civita de (M,g).

NOTA 1: Por lo tanto, el fibrado O(M) admite una única conexión con
torsión nula.

NOTA 2: Sean u = £ f j wj • E\ y ft = £tj íl} • E\ las formas de conexión y
curvatura relativas a la conexión de Levi-Civita en la variedad riemanniana
(M,g) siendo E¡ la base canónica del álgebra de Lie o(n,R). Si u;'- y Í7'
son las formas locales definidas en una variedad riemanniana a partir de la
derivada covariante y el tensor de Riemann asociados a la métrica (ver página
1) y a : U —» O(M) la sección local que en cada x 6 M nos da la base
{ci(x),..., en(x)} utilizada para definir dichas formas, entonces <7*(u/) = û'

yo-(nj) = n'.

G—estructuras transversas

Sea (M,F) una variedad foliada con J- de codimensión q y L ( M , J - } el fibrado
de las referencias transversas. Recordemos que una referencia transversa en
x 6 M es una base { X \ , - - - X q } que se considerará como un isomorfismo
lineal

z : R" —* Qx.
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tal que si (ei,... ,eg} es la base canónica de R?, z(e¿) = A",-.

Las nociones de campo fundamental, conexión y curvatura se definen como
en L(M), así como la noción de conexión adaptada a un subfibrado principal.

Definición 1.23 La forma fundamental de L(M,f) es la 1-forma OT con

valores en R9 definida por

siendo p la proyección de L(M,T] en M , z £ L(M,F) y Xz 6 TZL(M,F}.

Al igual que 6 en L ( M ) , OT se anula sobre los vectores verticales de
L(M,J-} y es una forma equivariante respecto la acción de Gl(ç, R) sobre
Rn.

Definición 1.24 La torsión QT de una conexión UT sobre L(M, .F) es la
'¿.-forma con valores en Rq definida por:

QT = dOT ~r UT A OT

siendo

A 0r)(A', Y) = {uT(X)0T(Y) - wr(Y)6T(X)}.

La siguiente proposición define de forma natural una foliación asociada a

Proposición 1.4 Sea (M,JF) una variedad foliada con dim(^") = p; el
campo de planos p-dimensional definido en L(M,F) por

PTZ = {X- e TSL(M,F) : iXtOT = ixtdBT = 0}

es completamente integrable. La foliación definida por esta distribución se
denomina foliación elevada fj y es invariante por traslaciones a ¡a derecha.
La proyección p : L(M,J-) — > M envía hojas de J~T o. hojas de J- ' . Además,
si FT es una hoja de la foliación elevada y F una hoja de J- , la proyección
p : FT — >• F es una aplicación de recubrimiento.
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Sea G un subgrupo de Lie de Gl(<?, R) con álgebra de Lie fl y ET un
subfibrado principal de L(M,F) con grupo estructural G.

Definición 1.25 Diremos que ET define una G-estructura transversa en la
variedad foliada (M, J-) si para cada z G ET el espacio tangente TzEf con-
tiene a PTZ> espacio tangente de la hoja de la foliación elevada J~T que pasa
por z.

Obsérvese que en una G-estructura transversa ET-, la distribución PT define
de nuevo una foliación denominada foliación elevada en ET-

EJEMPLOS:

1. Si G = Gl+(g,R) es el grupo de las matrices q x q con determinante
positivo, entonces una G-estructura transversa en (M,.F) es una orien-
tación transversa de la foliación J- ' .

2. Si G — {e}, una G'-estructura transversa se denomina paralelismo
transverso y una foliación que admita una {e}-estructura transversa
foliación transvers aim ente paralelizable. Un paralelismo transverso en
(M, F} viene dado por q campos básicos y globales {A'i, . . . , Xg} tales
que {Xi, . . . , Xg] son linealmente independientes en cada punto.

3. Si G = O(</ ,R) , entonces una G'-estructura transversa se denomina es-
tructura Riemanmana transversa y una foliación que admita una tal
G-estructura se denomina foliación Riemanniana. Este tipo de folia-
ciones serán tratadas más extensamente en el apartado siguiente.

1.4 Estructuras transversas

En esta sección trataremos algunos aspectos relativos a dos tipos de folia-
ciones con estructura transversa: foliaciones de Lie y foliaciones riemanni-
anas.
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Foliaciones de Lie

Definición 1.26 Sea G un grupo de Lie cozexxo y simplemente conexo. Di-
remos que una foliación J- en la variedad diftrs-enciable M es una G-foliación
de Lie f si existe una colección maximal de yar.res {i ¿,./0), a E Á, donde Ua

son abiertos de M y fa : Ua — > G aplicacioiet* distinguidas tales que

L UatAUa = M,

2. si Ua n Uß 7^ 0, existen aplicaciones ¡oazaimtnte constantes

9o,ß '• UQ n L'¿ - >• G

de manera que fa = L9aß o f g, siendo L, la traslación a la izquierda en
el grupo G.

NOTA 1: Puesto que G es conexo y simplerneente conexo, si g es el álgebra
de Lie de G", hablaremos indistintamente ce G-foliaciones de Lie o de Q-
foliaciones de Lie.

NOTA 2: __ Consideremos en M una métrica renmanniana g y sea J-L = H el
fibrado normal a la foliación T con respecto c. .nucha métrica. Las aplicaciones
distinguidas fa definen isomorfismos

Si {ei, . . . ,e,} es una base del álgebra de L:e ^n C -V( A/) de G. los campos

están bien definidos y dan lugar a un paraJelisnmo transverso en (M, F). Por
tanto, toda foliación de Lie es transversakne^jíe paralelizable.

De hecho, (M,J-) admite una estructura. ..de g-foliación de Lie si existe
una {e}-estructura transversa en el fibrado ¿e- las referencias transversas a
.T7, L(M,Jr), de manera que el paralelismo trannsverso asociado {A'l, . . . ,Xq}
admita una estructura de álgebra de Lie iso— oorfa a g.

Proposición 1.5 Si G es un grupo de L¡-. ••conejo y simplemente conexo
y M una variedad diferenciablt, tener une '.¡--foliación de Lie f en M es
equivalente a tener
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a) un recubrimiento ir : M — » M ,

b) un morfismo de grupos h : s"i(M) — > G y

c) una submersion $ : M — > G

con las siguientes propiedades:

1. $ es equivariante por h, es decir, si a € Aut(;r) entonces ^>(Q(X)) =
h(a) • ¿(z),

2. la foliación elevada f = TT*(^") está definida por la submersion <f> (o
sea, las hojas de J- son las componentes conexas de las subvariedades

La terna (M, h, <^>) se denomina desarrollo de la foliación de Lie J- . Dos
desarrollos (M, /i¿, </>,-), i = I/-, definen la misma G-foliación de Lie si y solo
si existe un g 6 G tal que h¡ = ghig~l y </>2 = g$\.

Corolario 1.2 StaJ- una Q-foliación de Lie sobre la variedad M. Entonces
existe una l-forma w con valores en g satisfaciendo

1. ker(w) = f

2. dw + -[w,u;] = 0

Si a es la forma de Maurer-Cartan del grupo conexo y simplemente conexo
asociado a fl, la l-forma u se obtiene proyectando mediante la aplicación
recubridora TT la l-forma (j)*(a).

La siguiente proposición es el recíproco del corolario anterior

Proposición 1.6 Sea u una l-forma sobre la variedad M con valores en el
álgebra de Lie Q y que satisface las propiedades siguientes:

1. ^x : TXM — > g es exhaustiva.

2. di4í+ -[w,w] = 0.
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Entonces u> determina una Q-foliación de Lie f tal que fx = ker(u>x).

Además, dos 1-formas u\ y u? con las propiedades anteriores definen la
misma Q-foliación de Lie si y solo si existe un g 6 G tal que u;2 =

NOTA: Al ser u> exhaustiva, podemos obtener un paralelismo transverso en
(M,.?7) considerando campos que se proyectan mediante u; sobre una base
del álgebra g.

Teorema 1.7 (de estructura de las foliaciones de Lie, cf. [FE 71]]̂  Considé-
rese una Q-foliación de Lie J- sobre una variedad compacta M, (M, h, 4>) un
desarrollo de T y G el grupo conexo y simplemente conexo con álgebra de
Lie g, entonces:

a) <f> : M — > G es una fibración con fibras conexas,

b) si H — h(iri(M), las adherencias de las hojas de 3-" son las fibras de un
fibrado localmente trivial p : M — > G¡ H . Además, si F es una hoja de
J- ', la foliación inducida por T en F es una K -foliación de Lie donde
K es la componente conexa de H que contiene el elemento neutro de
G.

El grupo H se denomina grupo de holonomía global de f ' .

En particular tenemos que si M es conexa y F tiene una hoja compacta,
todas las hojas de J- son compactas y, de la misma manera, si J- tiene una
hoja densa, todas sus hojas son densas.

Como consecuencia resulta el siguiente teorema de estructura para las
foliaciones transversalmente paralelizables.

Teorema 1.8 (cf. [MO 82]) Sea J- una foliación transversalmente paraleliz-
able sobre una variedad compacta y conexa M . Entonces las adherencias de
las hojas de f son las fibras de un fibrado localmente trivial ir : M — > W .
En cada fibra den, la foliación inducida por T es una ^-foliación de Lie con
hojas densas, donde í) es un invariante algebraico de la foliación T denomi-
nado álgebra de Lie estructural.
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La variedad W se denöaririna rariedad básica y la proyección TT floración
básica. La foliación dada porr las fibras de x la denotaremos por F.

Utilizaremos también aigrrunas propiedades cohomológicas de las folia-
ciones de Lie.

Definición 1.27 Sea (3/.Jrr uno variedad foliada. Diremos que una forma
diferencial a de M es bá¿ira con respecto a F si z.\-a = O = i x da para todo
campo X perteneciente, a .F.

La cohomología de este cocipuiejo se denomina cohomología, básica de (M, J-)
y la denotamos por H"(M.^ ,.

Definición 1.28 Si H"(M.J-^) ^ O diremos que la foliación F es homológi-
camente orientable o unicnöauular.

Recuérdese que un álgíórací de Lie g es unimodular si tr(ad(/i)) = O para
cualquier h 6 g. Entonces :ecnemos

Teorema 1.9 (cf. [LR Sí -?ta T una Q-foliación de Lit unimodular en una
variedad compacta M . E^inr.ct^ el álgebra de Lie g es unimodular.

Foliaciones riemanniaanas

Definición 1.29 Sea (\Lj-~- una variedad foliada de codimensión q. Di-
remos que T es una fohct-.in riemanniana si existe una colección maximal
de pares (í/a,/Q), Q G .4 laonde t'u ¿on abiertos dt AI y fQ aplicaciones
distinguidas de Ua sobre -L-...I variedad riemanniana N de dimensión q tales
que:

2. las funciones de tmz^ci-.ión g-,^ tales que fQ = gaß o fß son isometrías
locales de N.

En las condiciones de la definición, la métrica riemanniana en ./V y la
descomposición de T M en finiaa directa de los fibrados tangente, F, y trans-
verso, "H, a la foliación no~ t^rrmiten construir una métrica riemanniana g en
M con las propiedades sig-JLecntes:
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a) F y H son ortogonales

b) /O»|T^ : "Hi —> Tfa(x)N es una isometría.

Entonces, si X e Y son campos foliados en una abierto U C M y normales
a F, la función local g(X, Y) es básica.

Esta propiedad justifica la siguiente definición:

Definición 1.30 Sea (M,f) una variedad foliada de codimensión q. Una
métrica riemanniana g en M diremos que es casi-fibrada o "bundle-like"
con respecto a T si, para cualesquiera X,Y (E X(U) básicos y normales a
J-\l), la función g(X, Y) es básica en U.

Si (T! , . . . , Xp, yi,..., yq ) son coordenadas locales adaptadas a la foliación
T en un abierto U de M y las formas u;,- = dxi — iCQij^í/j definen el fibrado
normal "H, entonces la métrica g se puede escribir de la forma

El siguiente resultado hace referencia a una propiedad importante del
campo de planos normal a una foliación riemanniana.

Proposición 1.7 Si J- es una foliación riemanniana en la variedad M, en-
tonces el campo de planos normal J-L — 1~¿ es totalmente geodésico.
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Capítulo 2

Fórmulas integrales de
curvatura

Sea M una variedad riemanniana compacta, conexa, sin borde y de dimensión
n + 1 sobre la cual se ha dado una foliación J- transversalmente orientable
de codimensión 1. Asimov demostró (cf. [AS 78]) que si M tiene curvatura
seccional constante c, entonces:

O si n es impar

(2.1)
1 f = I

vol(M) JM V j 2"c"/2/ ( n, , si n es par

donde la función K : M —» R denota la curvatura de Lipschitz-Killing (de
Gauss si n=2, cf. [TH 64]) de la hoja Fx de J- que pasa por el punto x de
M y sobre la cual se ha considerado la métrica de Riemann inducida por la
inclusión en M.

Posteriomente, en [Bl 84], Brito, Langevin y Rosenberg generalizaron
este resultado dando fórmulas integrales no solo para la curvatura de Gauss,
sino también para las funciones simétricas elementales de curvatura. En
concreto, sea V la conexión riemanniana en M inducida por la métrica; en
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un punto x €E M/ podemos considerar el endomorfismo

TXM

donde N es un ccampo vectorial unitario y normal a la foliación f. La Ar-ésima
función siméîricca de curvatura a^ con k = 0, 1, . . . ,n se define mediante la
expresión

det(7 + Mx)
k=0

Entonces. cL [Bl 84]. si la variedad M es compacta, orientable, sin borde
y con curvatura . seccional constante c, se cumple la fórmula integral

k,J n/2\ . ,c /./o S1 n y k son pares o^

O en los otros casos

Veamos, auruique solo sea de pasada, los métodos utilizados para la de-
mostración de eestas fórmulas integrales. En primer lugar se considera una
referencia ortuncormal local {ej. e 2 , . . . ,en,en+i} adaptada a la foliación T,
esto quiere decir" que los vectores e.\,..., en son tangentes a F mientras que
en+i es un vectorr normal unitario. Sea {ó1 , . . . , On+l] la base dual asociada a
esa referencia y _¿^ \¿L¿ formas de conexión relativas a la conexión riemanniana
en M (cf. T).

Si definimos lias n-formas r?, mediante la relación

i=0

se tienen los siguaieaies resultados

Lema 2.1 Lc.¿ r,<-formas f/, no dependen de la referencia adaptada elegida y
por tanto son forrmc¿ globales sobre M.

Lema 2.2 5e cmimph que

,;, A r+1 = ate
l A • • • A &n+l
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Lema 2.3 Si la variedad riemanniana M tiene curvatura seccional constante
c entonces

dru = (-l)n+1[(¿ + Itoi+i -c(n-i + !)%_!] A

siendo ?/_! = O = í]n+\.

Como consecuencia de estos lemas se obtiene el teorema siguiente

Teorema 2.1 Si i es impar, la forma 77, A On+1 es exacta y si i es par, la
forma

£ ~~i " " * c

es exacta.

Como corolario inmediato del teorema resultan las formulas integrales 2.2
antes citadas.

Obsérvese que en el esquema de la demostración que aquí hemos expuesto
es fundamental la hipótesis relativa a la curvatura de M.

A la vista de las fórmulas 2.1 y 2.2, es natural plantearse las siguientes
cuestiones:

1. ¿Es posible eliminar la hipótesis de integrabilidad? Es decir, ¿qué
ocurre al considerar campos de planos en vez de foliaciones sobre la
variedad M?

2. ¿Es posible eliminar la hipótesis sobre la codimensión de la foliación?

3. ¿Qué ocurre al estudiar las fórmulas en el caso de variedades M con
curvatura seccional no necesariamente constante ?

El propósito de este capítulo es intentar dar respuesta a estas pregun-
tas. Como ejemplo de los resultados que se obtendrán tenemos la siguiente
fórmula integral



donde (cf. pág, 10) o^ y <r2iw son las segundas formas simétricas de cur-
vatura asociadas a campos de planos ortogonales J- y H , AT y AK los ten-
sores de integrabilidad y r'm la curvatura mixta. Obsérvese que no exigimos
ninguna de las tres hipótesis anteriormente citadas.

Para empezar el capítulo, introduciremos en primer lugar algunas de las
técnicas utilizadas en la demostración de este tipo de fórmulas, basadas fun-
damentalmente en los artículos de Albert [AL 83] y [AL 78].

2.1 G-£>G-álgebras

Recordemos que un álgebra A sobre R es un espacio vectorial real junto a
una aplicación bilineal A x A — > A denominada producto. Diremos que el
álgebra A es graduada si hay una descomposición A = YLP>o ̂  de manera
que los subespacios Ap cumplan que

Ap • Aq C

Una derivación en A es una aplicación lineal D : A — » A satisfaciendo que

D(xy) = D(x)y + xD(y).

y una aplicación lineal û : A — > A en un álgebra graduada será una an-
tiderivación si

a ( x y ) = a ( x ) y + (-l)pxa(y)

cuando x es un elemento de Ap e y un elemento cualquiera de A.

Un álgebra graduada A con una an t i derivación d : A — » A tal que

a) d(Ap)CAf+l b) d2 = 0

se denomina álgebra diferencial graduada.

Definición 2.1 Sea A un álgebra diferencial graduada y G un grupo de Lie
con álgebra de Lie Q . Se diet que A es una G-DG- álgebra si existe una
antiderivación

i(X) : .4' — * .4-1 A' G ö

y automorfismos
p(g):A—*A gZG

(nótese que i(X) reduce el grado una unidad) tales que:
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L i(xy = o VA e g.

2. p(gg') = p(g)p(g') Vg,g'zG.

3. p ( g ) i ( X ) p ( g - 1 ) = i ( A d ( g ) X ) ,XeQygeG.

4- LX — i ( X ) o d + d o z(A), A e g siendo LX la acción infinitesimal
asociada a p

4 r = 4 p(exp(tX)), VA eg.
dt t=o

OBSERVACIÓN: Más general es la noción de Q-DG-álgebra. Un álgebra
diferencial graduada A es una g-DG-álgebra si hay derivaciones

A-1

A

tales que

i(X) : A'

LX '• A

1. ¿(A)2 = O

2.

3.

4. LX = i ( X ) o d + d o i ( X ) ,

A e g

X e g

vx, r e g

Nótese que toda G-£)G'-álgebra es de forma natural una g-Z)G-álgebra;
en cambio el recíproco no es necesariamente cierto (lo es por ejemplo si
suponemos G simplemente conexo, pues en este caso nos es posible integrar
la acción Cx).

EJEMPLOS: Veamos dos ejemplos típicos de G-DG- álgebras.

1. El modelo geométrico para el concepto de G-DG- álgebra es el complejo
de las formas diferenciales A(P) de un fibrado principal P con grupo
estructural G. Para todo u: de A(P) consideramos

i(X)u = i(X')u 1
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donde X* es el campo fundamental asociado a X y Rg es la acción del
grupo estructural G sobre P (cf. pag. 12). En este caso la derivación

coincide con la habitual derivada de Lie Cx*<¿> en P.

Es fácil comprobar que con estas definiciones de i y p el complejo A(P)
posee una estructura de G-DG- álgebra.

2. Si 0 es un álgebra de Lie, el álgebra exterior A* 9* tiene estructura de
álgebra diferencial graduada. Para ello basta pensar en cada elemento
u de 0* como una forma invariante por la izquierda en G, el grupo
conexo y simplemente conexo asociado a g, y definir la diferencial en
A* 9* a partir de la diferencial en el complejo A¡(G) de las formas
invariantes por la izquierda en G.

Poniendo
i ( X ) a = a(X) }

} Q £ A fl"
p(g)a = M(g-l)'a J

tenemos que
Cxa = -(adX)'a

con lo cual A* fl* tiene estructura de G-DG- álgebra.

Definición 2.2 Sean A\ y AI G-DG -álgebras. Diremos que una aplicación
(p : AI — > A-2 es un morfismo de G-DG-álgebras si

1. Es morfismo de álgebras diferenciales graduadas.

3. v(

Definición 2.3 Sea E un espacio vectorial real, G un grupo y

a: G — > Gl(£)

una representación de G en el grupo de automorfismos de E. Entonces dire-
mos que el par (E, a) es un G-módulo.
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Si G es un grupo de Liée, la aplicación diferencial de la representación a la
denotaremos por

EJEMPLO: Dado un gnippo de Lie G, su álgebra de Lie g admite una estruc-
tura canónica de G-móduulo coo las aplicaciones

a = Ad : <7/ — - Gl(g) y ä = ad : g — > gl(g).

Definición 2.4 Si (E. en) y (E'^o') son G-módulos, diremos que una apli-
cación lineal f : E — > E' es un morfismo de G-módulos st

para cualesquiera g de G - y v dt. E.

Supongamos E, E' y E" G-módulos y el morfismo de G-módulos

E c E1 ̂  E".

Si A es una G-DG-álgebrra se define el producto exterior entre A® E y A® E'
relativo al morfismo < -. > como

(u '_ - e ) A f r £ e') = u A u© < e,e' >

donde la A en la parte derecha de la igualdad es el producto de álgebra
definido en A.

EJEMPLOS: Posteriormecnte utilizaremos los siguientes casos particulares:

1. Si g es el álgebra dee Lie del grupo G y consideramos la estructura de
G- módulo dada en --el ejemplo anterior, la aplicación

BZ9 — » Q

j. l y , - > [x, y]

es un morfismo de < ¿»-módulos. Entonces, si A es una G-DG-álgebra,
en A ® g se tiene el producto exterior

>u> 1 f) ' ir Zy) = u A u® [a:, y] (2.3)
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2. Si (E, a) es un G-módulo y g es el álgebra de Lie de G, la aplicación

g ® £ — » E

x Ç) e i — > W(x)e,

con a : Q — + 0 !(.£?) la aplicación diferencial de cr, es un morfismo de
G-módulos. Entonces, si A es una G-DG-álgebra consideraremos el
producto exterior

(u® x) A (v® e) = u/\v®a(x)e (2.4)

Sean A una G-.DG-álgebra y E un G-módulo. Sobre el producto tensorial
A ® E consideraremos los operadores

ix : Ap ® E — > V4""1 <g> £

d : Ap ® E — > Ap+1 ® £

£f : Ap ® £ — > AP&E

definidos por

ix(ct ® e) = ixct S e, ¿(a ® e) = ¿a ® e

( a ® e ) =

Definición 2.5 5z G es un grupo de Lie conexo, E un G-módulo, A una
G-DG-álgebra y Ç un elemento de AP®E, diremos que

1. Ç es invariante en A® E si £f'£ = 0 para todo X de Q.

2. £ es semi-basico en A® E si i(X)^ = 0 para ¿00*0 X de Q.

3. Ç es básico en A ® E si es invariante y semi-básico.

El conjunto de los elementos invariantes, semi-básicos y básicos en A® E
los denotaremos por

r (A® E), SB"(A®E) y B' (A® E)
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respectivamente.

EJEMPLO: Sea SO(M) el fibrado principal de las referencias ortonormales
directas en una variedad riemanniana (M,g) orientada, O la forma funda-
mental de SO(M) y w y íí las formas de conexión y curvatura asociadas a
la métrica g, entonces, 0 es un elemento de SO(M) ® Rn mientras que u y
fi son elementos de SO(M) ® so((,R)n).

Las formas fundamental y de curvatura se anulan sobre los campos verti-
cales (i.e. campos tangentes a la fibra de SO(M)), y por tanto son elementos
semibasicos.

La forma de conexión satisface que

¿(A> = X

pues üj(X") — X donde X" es el campo fundamental asociado a X €
so(n,R).

Sabemos que son ciertas la relaciones

irg-0 = g-l8 R"g • u, = Ad(g-l)u R'g-ü

de las cuales que deduce que

¿x6 = £x^ = £xtt = 0.

Por tanto tenemos que

u;e/ J( / l (SO(A'/))®so(n,R))

2.2 El álgebra universal

Sea (E, a) un G-módulo con G grupo de Lie. Denotaremos por G el producto
semidirecto G xa E (extensión afín de G definida por la representación a)
cuya estructura de grupo de Lie viene dada por el producto
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Su álgdbraa de Lie la denotamos por 0 y es igual a 0 0 E con el paréntesis

El <%eeèra dt Weil de G se define como

® ST
donde A*S9* es el álgebra exterior de g* y S*Q' el álgebra simétrica. El
producto cde álgebra en VF(G) es el inducido por los productos A y V en A*fl*
y 5*0". Prioderoos poner

El álgeebra H*{G) es graduada, siendo los elementos de APfl* y A**-^* de
grado p y ' los de SrQ~ y 5r£" de grado 2r, entonces los elementos de grado
m de H"(GTr) son aquellos

a 3 è .1: c e d € AV 0 /\qE" 3> Srg- © S'E'.

tales que p/> -1- q — 2( r -p s) = m.

Proposicnión 2.1 (cf. [KA 75]) VF(G) admite una estructura de G-DG-
álgebra.

Veamo&s como son i'(-Y), p, LX y 1a diferencial d en W(G).

Si Q € , AJ0 y ò € S1Q, entonces

i (A ' ) (oe i ) = a ( X )

í ( .Y)( ie¿) = o

y la diferenncial de la acción p es

£ v (o01) =
X € g.

£.v(10Q) = 1®£A-0 }
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Teniendo en cuenta que a®6 = a ® l A l ® ¿ > , estas definiciones se extienden
para cualquier elemento de W(G).

La diferencial d en W(G) la definimos como la suma de diferenciales

d = d1 + d" : W(G') — > W(G"+l)

donde d' y d" están caracterizadas a través de las fórmulas

d'à = da

d"

y

d'à = da ] 1
\ para a e A g

"a = a J

i(X)d!à = Cxà } . -
> para ó e S1 Q y X € 0

d"a = O j

En 2.2, à es el mismo elemento que Q aunque pensado como elemento de
y la diferencial d en el lado derecho es el operador diferencial en G sobre

las formas invariantes a la izquierda.

Al restringir las acciones p a las definidas por los elementos de G y la
derivación i(X) únicamente a vectores A' del álgebra 9 , obtenemos en W(G)
una estructura de G-£>G-álgebra que denotaremos por W(G,E).

Para nuestros propósitos será útil pensar en la estructura de G-DG-
álgebra inducida sobre W(G, E] desde otro punto de vista. Consideremos
las aplicaciones identidad de g en g

u,'o = idg : g —>

QO = ¡dg : 9 —»•

donde u>o se pensará como un elemento de A1 0* ® 0 }' ^o como un elemento
de S*Q* ® g, y las aplicaciones identidad de E en E

pensando en OQ como un elemento de f\? E" © E y 0o como un elemento de
S1E'®E.
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Lema 2.4 La diferencial d en W(G, E) queda determinada por las relaciones
siguientes

dwü + u;0 A w0 = 00

/fio + woAfio = O

cfó>o +<^o A 00 = ©o

Q0 + (jjQ A 0o = fio A 0Q ,

(2.5)

A modo de ejemplo, veamos de qué manera la primera relación caracteriza
la diferencial sobre los elementos de A1 fl*- Si {ÊJ, . . . , en] es una base de g
y {e1, . . . , en} su base dual podemos poner

" j
w° = ¡d0 = H e' ® e> € A o* ® 0-

1=1

Entonces, según las relaciones 2.5

o = ^2 de' <8> e,,

-u;0 A

»•J
e' A

Por lo tanto

de donde

1=1

de1 ®e,=

con

é1

¿e, = - c^e* A e' + e'.
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(las Cy son las constantes de estructura del álgebra g respecto de la base
{e,})

De la misma manera se pueden calcular de', du1 y dû1 siendo {u1} base
del espacio dual E*.

De forma parecida tenemos que

Lema 2.5 Las derivaciones i(X) y £x de W(G, E) están caracterizadas por
las relaciones

¿(Ä>o = A' }

i(X)Ü0 = O

i(X)00 = O

i(X)Q0 = O J

= O

00 = O

o = O

0o = O

Una serie de largos pero sencillos cálculos demuestran que

-•o 6 Il(W(G, E) ® 0), QO e £2( W(G, E) <g fl)

Oo G B'( W(G, E) Q £), 0o e B\W(G, E) ® E)

Obsérvese que las ecuaciones 2.5 tienen cierta similitud con las ecuaciones
de estructura y de Bianchi (cf. página 16 y [KO 63]) en un fibrado principal.
El propósito de esta sección es el de proporcionar las definiciones y resulta-
dos necesarios para construir un morfismo de G-DG- álgebras cuya imagen
será el complejo de las formas diferenciales en cierto fibrado principal. Las
ecuaciones 2.5 las utilizaremos para establecer dicho morfismo.

Puesto que será particularmente interesante el caso con torsión nula (co-
nexiones riemannianas), vamos a construir a partir de W(G, E) una nueva
G-Z)G-álgebra que elimine los términos 00 y fio A 60 (i.e. <¿0o).

Sea J el ideal de W(G, E) generado por 00 y fio A OQ, en bases {e,} del
álgebra g y {u,} del G-módulo E; tenemos que
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y que
í)0 A ÔQ = 53 A^ê7 A u * ® u,

donde ff (e j) • u^. — A'-¿u,-. Con esta notación

J = /ùV... fi«, (£>$*? A «*)£, (2.6)

Lema 2.6 (cf. [AL 78]) El ideal J es estable por d, por la acción p de G y
por las antiderivaciones i ( X ) .

Entonces el cociente
W(G,E}=W(G,E)/J

tiene una estructura natural de G-DG-álgebra. Al conjunto de los elementos
básicos de W(G, E) lo denotaremos por BW(G, E) y está definido por

BW(G, E) = {a € W(G, E) : Cxa = O = i(X)a}

(obsérvese que dada una G-DG'-álgebra tenemos dos tipos de elementos
básicos, los de A y los de ,4 © E, siendo E un G-módulo).

2.3 Un morfismo básico

En esta sección M será una variedad riemanniana n-dimensional, orientada
y sin borde. Supondremos también que sobre M está dado un campo de
p-planos f orientado.

La existencia de una distribución de p-planos puede expresarse en térmi-
nos del fibrado principal de las referencias ortonormales directas SO(M] de
la variedad M.

Proposición 2.2 En la variedad M son equivalentes las siguientes propie-
dades:

1. Existe una distribución de p-planos ? '.
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2. El fibrado principal SO(M) de las referencias ortonormales directas
admite una reducción con grupo estructural SO(p, R) x SO(ç, R) con
q = n-p.

Esta reducción la denotaremos por SO(M,F).

Demostración: Recordemos que según la proposición 1.3, un fibrado prin-
cipal P con grupo estructural G es reducible a un grupo de Lie G' si y solo
si existe un atlas (t/Q, </><,) trivializador de P cuyas funciones de transición

ga& :UonU0—+G

toman valores en G'.

Primeramente supongamos que existe J-\ entonces podemos considerar un
recubrimiento por abiertos {t/,}t€/t de manera que en cada £7, hay secciones
de TM\Ui

¿A:Ui—*TM\Vi /! = !,..., p

tales que {e\(x)(x},. . . ,e'p(x), e'p+l(x), . . . . e'n(x)} es una base ortonormal adap-
tada al campo de planos JF (cf. pág. 26).

Puesto que M y F están orientadas, podemos elegir las secciones (e^, e'Q}
de forma que los cambios de base estén dados por matrices pertenecientes al
grupo SO(p,R) x SO(ç,R).

Consideremos las trivializaciones locales

en las que ir(z) es la proyección sobre M y -?i(z) nos ^a la expresión de la
referencia representada por c en la base {cj(;r). . . . , e'(x), e'+1(x), . . . , el

n(x)}.
Para esta trivialización tenemos las funciones de transición

í/,nt/, ^ SO(n.R)

x i — » <f>i(z) • f j ( z ) ~ l
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con TT(Z) = 2. La matriz </,¿(x) = V«(2) ' Vjí·2)"1 es de SO(p, R) x SO(g, R)
pues transforma referencias expresadas en la base {e^(z), e¿(x)} a referencias
expresadas en la base {e^(x),ej,(i)}, por tanto la existencia de ? implica
la posibilidad de reducir el fibrado principal SO(M) al grupo estructural
SO(p,R)xSO(9 ,R).

Recíprocamente, si existe una reducción de SO(M) a SO(p, R) x SO(g, R)
tenemos una trivialización

con gij(x) = <fi(z) • *f](z}~1 G SO(p, R) x SO(ç, R). Cada <pk(z) es 1a expre-
sión de la referencia representada por z en una determinada base ortonor-
mal {ci(x),. .. , e*(x)}; entonces del hecho de que g¿j(z) sea de SO(p, R) x
SO(g, R) se deduce que {e'j(x), . . . ,e|,(x)} y {e{(x),. . . e}

p(x)} determinan un
mismo subespacio en TXM . Por tanto queda definido un campo de p-planos
F por

Sean o; y Q las formas de conexión y curvatura asociadas a la conexión
de Levi- Ci vita de la variedad riemanniana ( M , g ) . Son formas del fibrado de
referencias SO(M) a valores el álgebra de Lie so(n,R) del grupo estructural
SO(n,R).

Tenemos que

so(n,R) = {A e 0I(n,R) : A1 = -A}.

S i p - f c = n y A e s una matriz de so(n, R). entonces

' a i m \
A =

—mf a2

con ai 6 so(p,R), a2 6 so(ç,R) y m € Hom(R9 ,Rp). Por tanto, so(n,R)
admite la descomposición

so(n,R) = 1) © m
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donde

m = Hom(R',Rp)

Los subespacios F) y m satisfacen las relaciones siguientes

[í), m] C m,
(2.7)

IM] C í), [m, m] c í)

Puesto que en M tenemos un campo de p-planos orientado J-, podemos
considerar la restricción de las formas de conexión, curvatura y fundamental
al fibrado de las referencias ortonormales directas y adaptadas a J-

i:SO(M,?) — >SO(M).

Haciendo un abuso de notación denotaremos a estas formas de la misma
manera que en SO(M], es decir, #, u? y í).

Consideremos las descomposiciones

u; = a + TT
(2.8)

n = s + n

donde a y E son elementos de A(SO(M,F)) ® m y TT y II elementos de

Nótese que al cumplirse R* -^ = Ad^"1) o u;, ?r es una forma de conexión
para SO(M^J:) y a es una forma tensorial.

Usando estas descomposiciones de u; y Q, las ecuaciones de estructura

du} -f -u A u = (I

do + u; A O = O

y la identidad de Bianchi
dfi = -u; A fi

resulta el lema siguiente
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Lema 2.7 Las formas O, a, E, TT y II satisfacen las ecuaciones

¿O + ir A O = -er A 0

da + ir A cr = E

1 _ 1
dx + —if A T = i l — - a Acr (2-9)

6/E + 7 T A E = -<7 Au

effl-fTrAlI = -a A E

Por otra parte, si G es el grupo SO(n,R) y (E, a) el G-módulo Rn con

cr :SO(n,R) — >Gl(n ,R)

a : s o ( n , R ) — > f l ! ( n . R ) ,

las inclusiones naturales, el producto semidirecto G = G x <, j£ es el grupo
afín

Hemos visto que W(ASO(n,R)) es un álgebra diferencial graduada cuya
diferencial quedaba determinada por las relaciones 2.5 entre formas 0o y ©o
de A*(Rn)* ® Rn y o,-0 y í)0 de A*so(n,R)* ® so(n,R). Consideramos la
descomposición

^o = ^o + ""o

n0 = EO + n0

con <TO, EO € f\* so(n. R)~ © f) y TTO, n0 e A* so(n, R)* © m.

Entonces, a partir de 2.5, tenemos

d00 -f TTO A 0Q = -cr0 A 00

d&o -f 7T0 A <TO = EO

¿?TO+ 7^0 A 7T0 = lio— -<T0Acr0

<f£0 -f TTO A EO = —CTO A no

¿lio + 7T0 A lio = — 00 A EO

(2.10)

(2.11)
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Recuérdese que en W(ASO(n,R)) teníamos una estructura de SO(n, R)-
D G- álgebra; entonces, restringiendo la acción

p(g) : W(ASO(n,R)) — * W(ASO(n,R))

y la derivación

: W(ASO(n,R}) —* W(ASO(n,R))

a elememtos g de SO(p, R) x SO(ç, R) y X de s o (p, R) 0 so(ç, R), tenemos
de forma evidente una estructura de SO(p, R) x SO(ç, R)-Z)G-álgebra sobre
W(ASO(n,R)) que denotaremos por W^.

Igual que antes, ahora consideramos el cociente W*/J, donde J es el
ideal de W^ que está generado por las componentes de 0o y d®0. Pondremos

W*q para esta nueva SO(p, R) x SO(ç, R)- D G- álgebra. Previo al resultado
principal establecemos el siguiente lema

Lema 2.8 Sea P un espacio fibrado con base M , fibra F y proyección

x:E -+ M.

a) Si u es una forma diferencial en M , entonces la forma en P TT'U; es
básica (i.e. i(X}-x~u3 = O = Cx^"^'}-

b) Si $ es una forma diferencial básica en P y la fibra F es conexa,
entonces $ proyecta sobre A(M), es decir, hay una ̂  Ç. A(M) tal que
TT'UJ = $.

Demostración: El apartado a) es trivial, veamos el apartado b). Si p 6 M
y vi, . . . , vn £ TpM definimos

con TT(Z) = p y K*WÍ = v¿. Veamos que w1 está bien definida.

Si 7r»tü¿ = Wi, entonces 7r»(tü¿ — w¡) = O y w\ = w¡ + e, con e¿ cierto vector
vertical. Entonces
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pues $ se emula sobre los vectores verticales.

Veamos ahora que no depende del z elegido. Para ello fijamos un z Ç. P,
vectores uj, . . . , vn en TZP y consideramos el conjunto

tiz = {z' e Fz : $(2'; tu!, . . . ,u)n) = $(2; v1? . . . ,ün) con TT.UJ,- = TT.V,-}

Í12 no es vacío pues z € flz y es claramente un conjunto cerrado. Veamos
que además es abierto.

Sea U un entorno trivializador alrededor de ir(z) = p con

y (x, j/) coordenadas locales de U y F respectivamente, entonces

$ = ^ijdx1 A dyj

pero, por ser la forma 4> básica, resulta que localmente es de la forma

A partir de esta expresión local es claro que í)z es abierto. Por tanto,
como que F es conexa, O, = F. y $ está bien definida. •

Entonces tenemos el resultado siguiente

Proposición 2.3 (cf. [AL 78]) Sea (M,</) i/na variedad riemanniana orien-
tada, compacta y sin borde sobre la cual se ha dado un campo de p-planos
J- orientado. Asociado a (M,F) hay un morßsmo de SO(p, R) x SO(ç, R)-
DG-álgebras

Y pasando a sus respectivos elementos básicos, da lugar a un morßsmo de
álgebras diferenciales graduadas

B^ : BW;q — » A(M).

Demostración: Para construir <¿>T- basta con poner

[fio] »— > Q
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Obviamente es morfismo de SO(p, R) x SO(g, R)-DG-álgebras pues con-
serva las relaciones diferenciales (2.9 y 2.11), la derivación i ( X ) , la acción p
y £x-

Los elementos básicos en una G-DG-álgebra son aquellos Q tales que

i(X)a = O = Cxa

por tanto todo morfismo de G-.DG-algebras preserva los elementos básicos.
Así pues tenemos

BVT : BW;q —> BA(SO(M,r))

pero al ser el grupo SO(p, R) x SO(ç, R) conexo, por el lema 2.8 el conjunto
de los elementos básicos de A(SO(M, f ) ) es igual a ,4(M) y el lema queda
demostrado. •

Consideremos ahora en M el campo de n-planos trivial. Repitiendo el
proceso anterior obtenemos la SO(n, R)-Z?G-álgebra WnQ y al hacer cociente
con J la SO(n,R)-.DG-álgebra W*0. Como álgebras diferenciales graduadas
W' y W*Q son el mismo conjunto, en cambio al considerar sus elementos
básicos tan solo podemos afirmar que hay una inyección

j : BW'n0 —> BW;q

pues los elementos básicos de W*0 son básicos en W*q pero no al revés.

Por tanto, asociado a (M, J-") y la métrica g de M tenemos el diagrama
conmutativo siguiente

\ / B^r (2.12)

A(M)

2.4 Fórmulas integrales

Igual que en la sección 2.3, aquí trataremos con variedades riemannianas
M, orientadas y sin borde, sobre las cuales se tiene un campo de p-planos
orientado f.
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Sea W*0 la SO(n,R)-DG-álgebra definida en la página 45. En so(n,R)
consideraremos la base {e'}, con i < j, compuesta por las matrices de
0I(n,R) de la forma

/ O O \

1

-1
\ o o ,

con el 1 en la fila ¿-columna j ' y el —1 en la fila j-columna i. En Rn la base
canónica la denotamos por {e¡,... ,e„}.

Con esta notación, las formas u>o, HO de Wno ® so(n, R) y 00 de Wn0 (g> Rn

se expresan como

Tenemos el siguiente resultado

Proposición 2.4 Si a es la forma de Wn0 definida por

)' . A o1 A A o' A A (P'A&n * * * ^ n * * • • • ' » "n * * * o *a =

entonces a es un elemento básico (a 6 BWno).

NOTA: OQ indica que el término 0'0 no está en la expresión.

Demostración: Hemos de comprobar que

Puesto que i(X)ClQ = O = i(X)00 (cf. lema 2.5) tenemos que i(X)a
por tanto bastará con demostar que CXQ = O, ahora bien

£xa = i(X)oda + doi(X)a

— i(X) o da

= 0y
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y entonces el problema se reduce a comprobar que i ( X ) o da es cero.

Durante el resto de la prueba y para evitar sobrecargar la notación pon-
dremos íí',01 y w! en vez de ÍÍJ,,-,^ y w¿ y escribiremos

driij = O1 A . . . A e1 A . . . A è3 A . . . A 9n .

De las propiedades de la diferencial <¿, la antiderivación i ( X ) y del hecho
que i(X)r]tJ = O = z(A")íl] tenemos las igualdades

i(X)oda = ¿(J
><j

= ¿(A'XB-1)1^1^; A rjtj + (-ij'+^rç A «AK,)
«<j

= E ((-i)1+J+1¿(-V)dnj A ̂  + rç A ¿(A-jd^) .

Por tanto nos dedicaremos a estudiar con detalle las expresiones i(X)díl'J e
i(X)drjtJ.

Las formas fi,u.- y o satisfacen las relaciones

¿n = -^Afi
¿O = -u; A 6».

Desarrollando la primera de ellas queda que

</fi; = -i4An* + f}iAa;*

mientras que al desarrollar la segunda

d0' = -4A0*, (2.13)

donde convenimos que ííf = — ííf y u;f = — wf (y por tanto fi¡ = u;,' = 0).

Aplicando estos desarrollos se tiene que

y como Uj(X) = X*3 (nótese que A',J = — A'j) queda
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Supóngannos, sin pérdida de generalidad, que X es un elemento e£ de la
base de so(n, R) que antes hemos considerado. Entonces Xl

k y X1- son nulos
excepto en los casos

XI = -1 y X> = 1.

Por tanto, al ser i < j, la única posibilidad es que i = p y j = ç pero en este
caso

- o.
ya que í)£ = üg

q = 0. Así pues, i (A') di) j = O para cualquier X € so(n,R).

Nos queda por estudiar

Tenemos que

1 A . . . A Ö ' A . . . AÖ J A . . . AÖ")

( - i r+ 'e , 1 A...dr A . . . A
r=l> 5ti ,j

donde

{ 1 si r < i o r > j

. .
— 1 si i < r < j

y usando la relación 2.13

r

dría = ¿ (-lYtijkP A ... A u;£ A 0* A ... A <r.

Estudiemos la acción de A' sobre un sumando típico

r

i(X)Ol A . . . A uT
k A 6k A . . . A 0" =

r

= (-I)r+1eijk0
l A ... A i(X)u¡ A ò* A ... A o".
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entonces
r

1 A ... A xTek A ... A en.k
r,k

Cuando consideramos X = eq (p < ç), solo hay dos valores posibles para
r y k que no hagan nulo XT

k. Por tanto

p

i(X)diHj = -O* A . . . ̂  A . . . A 0"

lo cual siempre es cero ya que para que no lo fuera debería ser i = p y
j = q cosa que es imposible pues estos lugares están ocupados por Bq y 6P

respectivamente.

Concluimos entonces que i(X)drjij = O para todo X y el lema queda
demostrado. •

Proposición 2.5 Sea BípM '• BW¿0 — * A(M) la aplicación definida en la
sección anterior, entonces

donde TM e$ la, curvatura escalar y u el elemento de volumen en M relativos
a la métrica g.

Demostración: Sean ahora 0 la forma fundamental en el fibrado principal
de las referencias ortonormales directas en M SO (M) y u: y fí las formas de
conexión y curvatura asociadas a g. Tenemos que

VAÍ : W¿> — -» A(SO(M))

induce aplicaciones

f 'M ® »dso(n, R) : ^n*o © 5°(n> R) — •* A(SO(M)) ® so(n, R)

y _
idR» : W7o © R" — » A(SO(M)) ® R"
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tales que

El hecho de que a sea básica en W¿0 implica que (¿MU define una forma
global en A(M). Como B^p^a. es una n-forma, se tiene que B(f>\iOt = jv ,
para una cierta función / a determinar.

Para ello consideremos la proyección habitual ir : SO(M) — » M y una
sección local a : U — » SO(M] es decir, u es una aplicación tal que

es una base ortonormal directa de TPM para cada p de £7. Tenemos entonces
que

B(f>M -o = <r'(9M • a)

sobre [/. En efecto, si p € [/ y Ui, . . . , vn G TpM tenemos que

cuando 7r(z) = p y 7r»(tü¿) = u¿ y que

Por tanto B(¿>M • a = a'(pM • a) sobre U.

Para determinar / bastará que evaluemos (<J*<¿>A/ • o)(p, ei(p), . . . , en(p)).
Aligerando la notación pondremos O', u>j y fij en vez de a*0', a*u^ y <r*0j.

Sabemos que

entonces

como queríamos demostrar. •
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Teorema 2.2 Sea el diagrama conmutativo 2.12:

BW;Q -U Bw;q

\

A(M]

entonces, si a es como antes

donde T? y T-^ son las curvaturéis escalares de los campos de planos f y
T^ = H, <72>* las funciones simétricas de curvatura de orden 2 y A+ los
tensores de integrabilidad (cf. capítulo 1).

Demostración: En A(SO(AI, F}) ® (í) ® tn) consideramos las descomposi-
ciones habituales

U,' = (7 + 7T

con S, o de A(SO(M,?)) ® f) y D, TT de A(SO(M,f)) ® m.

PASO 1. Si ponemos

A<B

«3 =

con A, B, C, .. . variando en {1 ---- ,p}, a, ß, 7, . . . en {p+1,.. . ,n} ei,j,k,.
en {1, . . . ,n} tenemos que

1 1
aj = -TJT • í/ y Q2 = -T-H • v.
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Para verlo basta darse cuenta de que localmente

*,/
A

A
*,/

y proceder como en la proposición anterior.

PASO 2. Usando la identidad

B ß

(que proviene de 0' = du;'. -f- £¿ uj'k A u;^") tenemos que

A,B,a

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Estos términos los denotaremos por $1, $2 y ^3 respectivamente.

Puesto que

el estudio de $3 pasa pues por considerar la expresión

Si

A,a

1 si k > j o k < i

— 1 si z < k < j
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podemos poner

drjAc, = E( - l ) r + 1 €, ia r0 1 A. . .Ad0 r A. . .A0 n

T, k

(en el producto 6l A ... A On faltan las formas BA , 9a y 0r) y si

1 si i < j

— 1 SÍ 2 : > j

tenemos que

Ahora el termino $ lo descomponemos en los dos sumandos <&i y
siguientes

A,a,r

Obsérvese que si r 6 {1, . . . ,p} UT
A es itT

A y uir
a es ar

a y si r € {p + 1, . . . , n}
A es a^ y u£ es ;r^. Con ésto y los índices adecuados

A,Q B

+ E E(~1)U f-Aaß^Aß^a A CTA A
A,a ß
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y como que

queda

= — AB, ¿Aaß = Ö aß Y ^Aß =

A,a,B

+
A,a,ß

Mediante un procedimiento análogo obtenemos la siguiente expresión cpara
la parte $2

A, a

-4,a,ß

Entonces, separando los casos según sea a<ßoa>ßyA<ßoA>B
en los términos de $1 y $2 en los que aparecen Saß y 6 AB, tenemos que <íí4> se
puede expresar como

=

+2
+ E (-

,4<B,a

+ E (-i
donde los dos últimos términos se cancelan con los dos primeros sumancdos
de la expresión de 03 en la página 52. De aquí concluimos que

Et-
A<B,Q

A o A + E (-i +/3+ A o A
a<ß,A

PASO 3. Ahora estudiamos los términos

w = E í-
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Si ponemos <TA =

*r = E (-l)x+fl+1 A¿*A^ A er A

í i\A+B+l/\A \B \A \B \ûA A aB
V"1) (Aa^AoS- X

aB*aAW A ö

(\A \B - \A \B \. ,,\AaAÁaB Ác,BAaA) v

A<B,a

y de forma análoga, para $^ tenemos la igualdad

a<ß,A

Recordemos que los tensores fundamental Sy y de integrabilidad Ay eva-
luados sobre campos tangentes a T nos daban

= -t'(Ve/1es + Vese.4)

= -v(VSAeB - Ve

(análogamente para T? y T-^). Entonces si ponemos

, eB] = ̂  Sa
AB • ea, Ajr(eA, eB) = E ÜAB '

o o

resulta que

pero

por tanto,

Sustituimos esta expresión de Af 4 en el término típico de $^- y teniendo
en cuenta que

o _ a ca _ r>a
aAB — ~aBA Y 3 AB — ¿BA
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obtenemos

AaAAaB
\A \B
AaBAaA

*%B) ~ (SAAB

Entonces

E (SAA^BB - SAB^BA) + zj (ÜAB}
A<B,a A<B,a

E (saAAsa
BB - (s«ABf) + E («ASf

A<B,a A<B,a

A<B,a

y de forma similar tenemos

Sustituyendo estos valores de «^ y $^ en a3 y usando las igualdades
deducidas en el paso 1 concluimos que

By? • j (a) =

que es lo que queríamos demostrar. •

Combinando los dos últimos resultados y el hecho de que el diagrama

BW.nO

\ /

A(M)

es conmutativo tenemos el
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Corolario 2.1 Sea (M, g) variedad n'emannioa« oorientada y sin borde. Si
f es una campo de p-planos en M y ri el campo oortogo-nal a f, entonces

TM -v = ¿(T? + m) + 2(<72^ + aw + \\A^ -~ ||AW]|2) v + dC (2.17)

donde

1. TM es la curvatura escalar en M

«

2. Tj: y T-H son las curvaturas escalares de T ]¡ 'H desde M (i.e. no in-
trínsecas a J- y "H )

A, B

3.

et

con (SF)AB — g(Syr(e^, e¿),ea) (idem para TII.-H cambiando îos indices
de sumacion).

4-
\\M\2= E(a^'"

A<B

con a°^B = g(Af(eA,eB),eQ) (idem para H.-i-^jj"*' cambiando los índices
de sumación)

En el capítulo 1 (cf. página 8) definíamos la cnrvsatura seccional inducida
por g en F la cual denotábamos por T'? (resp. Ti. y "^).

Para obtener nuevas fórmulas al estilo de 2.17 veamos que relaciones
existen entre estas curvaturas T+ y r,.
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Proposición 2.6 (Ecuación de Gauss para campos de planos). SiX,Y,Z, W
son campos vectoriales pertenecientes a J-, entonces:

g(R(X,Y)Z,W) = g(R'(X,Y)Z,W)

+g(a(X, Z), a(Y, W)) - g(a(Y, Z), a(X, W))

(siendo a(X,Y) = v(VxY), R'(X,Y)Z = V'YV^Z - V'yV^Z - V(xy]Z y

Demostración: Si T define una foliación, la proposición a demostrar es un
caso particular de la clásica ecuación de Gauss para subvariedades.

Usando la descomposición V^V = h(VxY) + v(VxY) resulta

= V'xVyZ + hVxvVyZ + vVx"VYZ

V[A',rjZ = VA.iV-jZ -f

entonces tenemos que

R(X,Y)Z = R'(X.Y)Z + h(V

+ "términos tangentes a Ti " .

Por lo tanto

g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

+g(h(VxvVYZ - VyvVxZ), W).

El segundo sumando a la derecha de la anterior igualdad es

yZ, W) - g(VyvVxZ. W)

y como

g(VxvVyZ,W) = X-g(vVYZ,W)

= -g(a(Y,Z),a(X,W))
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= -g(a(X,Z),a(Y,W))

la fórmula queda demostrada. •

Como consecuencia tenemos las relaciones siguientes

Proposición 2.7

rw = T;,-2.(<72 ,W+||AW | |2)

Demostración: Tenemos que

entonces, por la ecuación de Gauss antes probada, resulta que

k AB = k'AB + g(a(eA,eB),a(eB,eA))

+ g(a(eA,eA),a(eB,eg))

pero

entonces

9(a(tA,eB),a(eB,tA)) =

-/ AB)
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En definitiva tenemos las relackmess

*xfl = k>AB -

que al sumarlas para todo A y B daan lugar a la relación que buscábamos

Tr = T^-'L .(ff2jr+ \\Ar\\2).

Para la relación entre T-H y T^¿ proceedemos de forma similar. •

Corolario 2.2 Sea (M, </) variedad*! ritmanniana orientada y sin borde. Si
T es una campo de p-planos en M M/ Ti. ei campo ortogonal a F, entonces

TM-V= ~(r^ + r'H) + ffíjf -rar2M + IM^|2 + Px||2 " + ¿C (2-18)

Demostración: Basta sustituir en .Ja fórmula 2.17 las relaciones r? •=• T'^ —
2 • (tr-ZrF + II-A^H2) Y Tw = r'-H ~ - ' ' <°2.Ji + ll-^w!I2) demostradas en el lema
anterior. •

Una diferencia importante de essta fórmula con respecto a 2.17 es que
ahora en la parte derecha de la igual edad la curratura seccional de los campos
de planos J- y "H. es con respecto a la nniéirica propia inducida por g (pensemos
por ejemplo en T y H como fibrados vectoriales con estructura riemanniana).
Así pues, además del término exactou. tenemos tres tipos de términos: unos
relativos a la curvatura intrínseca (rr) . otros relacionados con la manera en
como están inmersos J- y Ti. en M dessde un punto de vista métrico (er proviene
de la segunda forma fundamental) y - por último los términos que determinan
la integrabilidad (\\Af}.

Antes de pasar a ver algunas de las fórmulas integrales que inducen las
relaciones hasta ahora obtenidas, anaalizaremos el término exacto dÇ de 2.17
sin lo cual nuestro análisis no estaría completo.

Para cada campo vectorial X de M la divergencia de .Y, denotada por
div(A'), es una función sobre AI defirmida por

di vi A" i • v = £.\·í/·
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Vamos a buscar un X G X(M} tal que

dC = div(X) - v

para lo cual pondremos X = £. ̂ X y C = Y^¡zi11i- siendo {e,} la base
ortonormal adaptada habitual y 77, = &l A . . . A 0' A . . . A On con {O1} base
dual de {e,}. Entonces

= x í/ = o

y al ser di> = O, imponiendo que i(X}v se igual a £, obtendremos relaciones
para determinar las componentes del vector X en la base {e,}.

[i(X)v](ei,...,et....,tn) = n • v(X, Cj, . . . „e, . . . . ,en)

= n •

n!

y al ser

podemos tomar x' = ( — l)'+lz, (aquí la ¿ no suma).

Recuérdese que

entonces si cr^ = A^öfc, tenemos que

y teniendo en cuenta que A^ = A¿4

A, a
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Por tanto

A

Puesto que X£a = g(Vfaea, eA) y A^ = g(V£AeA, ea)

y poniendo
eaeu) y

resulta que el campo que buscábamos es

A' = A> + X».

Si ademas tenemos en cuenta que, en general, cuando {e,} es ortonormal

y ponemos (cf. [RA 86])

div^(Z) =

despues de unos pequeños cálculos queda que

d( = ¡div^(AV) + divw(A'w) - (||A>||2 + IIA'wll2)] K

En definitiva, hemos demostrado

Proposición 2.8 Sea ( M , g ) una variedad riemanniana orientada y F un
campo de p-planos orientable de codimensión 1 en M. Si dÇ es la forma
exacta dada en 2.17 y 2.18 entonces

</C = div(A') • i/ (2.19)
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siendo X = MU* ̂ ea
ea) + v(Yï.A VCA^A)- Además, si ponemos Xy = h(X)

y XH — v ( X ) , tuteemos que

div(A'. = divriXr) -f divw(JTw) - (\\Xr\\2

con dxvf(Xr) = EJ j0(^exA>.d.4) y divw(Xw) = £a5(Ve<,XH, e0).

Cuando consiôenramos Jl/ compacta, la relaciones 2.17 y 2.18 dan lugar a
las siguientes fónrniíias integrales

Corolario 2.3 S*z i (M.g) cantdad riemanníana orientada, compacta y sin
borde. Si J- es irza. . campo dt pipíanos en Ai y Ti. el campo ortogonal a J-',
entonces se tienen ,ua fórmulas integrales siguientes

1.

2.

I / TM = 7 I ('f -r 'n - ' -¿ í (ais + ̂ ,w) + 2 / (||̂ ||2 + \\A-H\\2)
¿ J M — . '}•! J M J M

(2.20)

I
«/AAi

(2.21)

Otro tipo de fccnuuJas interesantes surgen al introducir la curvatura es-
calar mixta rm derruida en .\/ a través de la relación

2rm

es decir,
~- = $^£.4i = ^9(R(eA, eo)ea) GA)-

A^i .4,0

Corolario 2.4 5e-i ^M.g) raridad riemanniana orientada y sin borde. Si
T es un campo de r-=--?;/ano.> cr j _\/ y Ti. el campo ortogonal a T, entonces

L

' + ;UC (2-22)
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2. Si M es compacta, se tiene la fórmula integral

2 + ||Aw||2) (2-23)

El punto de vista que aquí hemos seguido para deducir fórmulas como
2.17, 2.18, 2.22 y sus correspondientes relaciones integrales unifica varios
resultados obtenidos, mediante técnicas diversas, por diferentes autores (cf.
[Bl 84], [B2 84], [RA 86] y [RO 88]). Por ejemplo, ciertas fórmulas obtenidas
por Ranjan y Rocamora pueden deducirse a partir de 2.22 y la expresión 2.19.
Nótese también que los métodos utilizados abren la posibilidad de encontrar
nuevas relaciones entre objetos métricos de la variedad y de los campos de
planos.

En los trabajos sobre variedades de curvatura seccional constante y fo-
liaciones de codimensión uno realizados por Brito-Langevin- Rosenberg hay
fórmulas integrales relativas a las funciones simétricas de curvatura de orden
superior. Queda como problema abierto (y actualmente objeto de nues-
tras investigaciones) la generalización de estas fórmulas con respecto a las
hipótesis de codimensión y curvatura. Para llevar a cabo esta propuesta de
generalización parece natural empezar con formas en W*0 análogas a a. Así
por el momento hemos empezado a trabajar con

donde p = 2¿, A' = (ki ---- , k p ) , | A'| = ki + • • • + kp, I = (¿i, . . . , ¿p),

/*! • • • kP\
$ = sign

çi1 = nj> A n:'3 A ... A o'"'1
•2 *4 «p

r¡K = 01 A ... èkl A .. . A 0*" A . . . ô"

Estas formas ap, al ser proyectadas sobre /4(M) a través de la aplicación
BifM, dan lugar a la función de p-curvatura escalar de M (cf. [TH 64]).
Obsérvese que a2 = 02,^-
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Dejemos de lado estas cuestiones para volver de nuevo a los casos que
estábamos tratando. Antes de aplicar las fórmulas a situaciones geométricas
más particulares veamos dos casos límite.

Si el tensor de Ricci (cf. 1.1) se define como

í=i
tenemos

Corolario 2.5 Si (M, g) es una variedad riemanniana compacta, orientada
y sin borde y T es una campo de planos orientable y de codimensión 1 en
M , entonces

\ í Ric(JV,JV)= / ai,r+ í \\Af\\2 (2.24)
2 JM JM JM

siendo N un campo unitario y normal a J- .

Demostración: En 2.23 tenemos

\ I rm = í (a-i,r + <72lW) + / (I IAHI 2 + \\Auf)¿ JM JM JM
pero H es un campo vectorial orientado y por tanto A-n es nulo ya que siempre
es integrable y c^.w = O por ser §w un escalar. Además

A,a

lo cual acaba de demostrar el corolario. •

Consideremos ahora el caso con curvatura seccional constante. Susti-
tuyendo en Tm el valor de las curvaturas seccionales tenemos demostrado
el

Corolario 2.6 Si (M,g) es una variedad riemanniana compacta, orientada,
sin borde y con curvatura seccional constante con valor k y si J- es un campo
de planos orientable y Ti. su ortogonal, tenemos la fórmula integral siguiente

\pqk • vol(M) = / (o*? + aa,w) + / (\\Af\\*
/ J M J M

donde dim J17 = p y dim Ti = q.
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2.5 Algunas aplicaciones directas

En estaa sección veremos algunas obstrucciones geométricas a la existencia de
determrñnados tipos de campos de planos.

En "primer lugar recordemos (cf. capítulo 1) que si el vector curvatura
media cde f es

Hr = - ¿ tr(S") - ea,
Pa=p+l

entoncees el campo de p-planos f es umbilical si S?(X, Y) = g(X,
Esto imnplica que S£ = XQ • I (I aplicación identidad) y por tanto

9
" a

9
" a

Entoncees, sustituyendo esta expresión en 2.23, tenemos

Propossición 2.9 Sea (M,g) variedad riemanniana orientada, compacta y
sin horade. S¡\ F y T-L son campos de planos totalmente umbilicales, ortogonales
y compitlementarios en M con dim^7 = p y dim Ti = q,

¡ Lr-=pl S•¿ JM ~ \ - J Ju " \ 2 ) JM

Corolanrio 2.7 Stan M, F y Ti. como en la proposición anterior.

1. Si • la curvatura escalar mixta rm es no positiva entonces, las distribu-
cioones F y Ti. deben ser minimales (i.e. H? = O = H-^) e integrables y
aademás. rm debe ser idénticamente nula.

2. Err.i particular, el enunciado 1 es cierto si M es una variedad con cur-
vactura encalar no positiva.

Con respecto a la curvatura intrínseca de f y "ri tenemos el siguiente
resultadoo
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Proposición 2.10 Sobre variedades riemannianas compactas con curvatura
escalar negativa no existen foliaciones cuyas hojas sean totalmente umbil-
icales, de codimensión uno y con curvatura escalar intrínseca no negativa

Demostración: Sustituyendo en la fórmula integral 2.21, tenemos

y en el caso que tratamos, el lado derecho de la igualdad es no negativo
mientras que el izquierdo es negativo, lo cual es imposible. •

NOTA: Las hipótesis que hacemos sobre las curvaturas se pueden cambiar
por las condiciones r'm > O y TM < O y el resultado sigue siendo válido. Si
Tm — O Y TM < O la situación descrita en la proposición es posible solo cuando
TM y Tm sean siempre nulas.

Consideremos ahora el caso totalmente geodésico. Si J- es un campo de
planos con esta propiedad, entonces (cf. pág. 10 y ss.) S? = O y por tanto

02,^ = 0.

Proposición 2.11 Sea (M,g) una variedad riemanniana orientada, com-
pacta y sin borde y T y ti campos de planos ortogonales y complementarios.

1. Si Tm es no positiva y es negativa en algún punto dt M , J- y Ti no
pueden ser campos totalmente geodésicos.

2. En particular, si M tiene curvatura seccional no positiva y es negativa
en algún punto, la afirmación 1 sigue siendo cierta.

3. Si Tm < O y los campos de planos son totalmente geodésicos éstos deben
ser integrables y rm idénticamente nula .

Demostración: Cuando F y Ti son totalemente geodésicos, de la fórmula
2.23 deducimos que
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lo cual no es posible en los casos 1 y 2. Sin embargo, cuando rm = O y !F y
"H son integrables, no hay contradicción. •

Un campo de planos J- es minimal si el vector curvatura media H"p es
nulo. En ese caso ti(Sa) = O y

2 Or

Usando esta propiedad de los campos de planos minimales recuperamos el
siguiente resultado de Oshikiri (cf. [OS 81]).

Proposición 2.12 Sea J- una foliación minimal de codimensión uno sobre
una variedad riemanniana M, orientada, compacta y sin borde cumpliendo
que Ric > 0. Entonces, J- es totalmente geodésica.

Demostración: Aplicando el corolario 2.24 a JF tenemos que

\ í Ric(A',Ar) = / ff^ + / \\Ar\\\
2 JM JM JM

y al ser f integrable

o < \ í Ric(N,N) = / <72 ,^<o.
2 J M J M

Por tanto, tr(Sa) = O para todo a y jF es totalmente geodésica. Nótese
que además, se cumplirá que Ric(N, N) = O . •

Volviendo a aplicar la fórmula 2.24 y las diferentes expresiones de a-i^
obtenemos el siguiente resultado

Proposición 2.13 Sea M una variedad riemanniana orientada, compacta
y sin borde.

1. Si la curvatura seccional es estrictamente positiva, M no admite folia-
ciones de codimensión uno minimales.

2. Si la curvatura seccional es estrictamente negativa, M no admite cam-
pos de planos de codimensión uno totalmente geodésicos.
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Las foliaciones riemannianas tienen la propiedad de tener el campo or-
togonal totalmente geodésico (cf. pág. 24); utilizando este hecho tenemos

Proposición 2.14 Sea M una variedad riemanniana, compacta y sin borde

1. Si J- es una foliación totalmente geodésica y riemanniana en M tal que
rm > O, entonces el campo ortogonal Ti. no puedt ser integrable.

2. Si M tiene curvatura escalar negativa, entonces no existen foliaciones
riemannianas totalmente geodésicas en M .

XOTA: En particular, la afirmación 1 es válida cambiando curvatura escalar
mixta por curvatura escalar o curvatura seccional.

Demostración: Aplicando 2.24 y que a-i^ = O = O^/H- tenemos

5 JLT- =
de donde deducimos 1. y 2. •

Para el caso particular de flujos tenemos que

Proposición 2.15 No existen flujos riemannianos sobre una variedad cuya
métrica tenga curvatura de Ricci negativa.

La demostración es idéntica a la anterior teniendo en cuenta que en este
caso, si N genera el flujo, rm = Ric(./V, N) en el caso uno dimensional.
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Capítulo 3

Foliaciones de Lie

En este capítulo se estudirán los flujos de Lie de codimensión 3. Más con-
cretamente, trataremos el siguiente problema de realización:

Sea Q un álgebra de Lie de dimensión 3 y un entero q entre O
y 3, ¿cuándo existe un flujo de Lie (M, T} con M compacta,
dim(M) = 4, álgebra transversa g y álgebra estructural de di-
mensión <??

3.1 Algebras de Lie de dimensión 3

En esta sección clasificaremos las álgebras de Lie de dimensión 3 de forma
que nos sea útil para resolver el problema de la realización de flujos de Lie
anteriormente citado.

Definición 3.1 El álgebra derivada g' de un álgebra de Lie Q es la subálgebra
de Q más pequeña que contiene todos ¡os productos [x,y] con x,y 6 Q.

Es decir, g' =< [x,y] : x,y 6 9 >, el álgebra generada por los productos
[*,</]•

Al ser 3 la dimensión de g, el álgebra derivada puede tener dimensiones
0,1,2 ó 3. Clasificaremos g en función de dicha dimensión.
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• Si dim g' = O, entonces g es el álgebra abeliana. Para cualquier base
{B!, e2, 63} de g se tiene que [e,, e}] = 0. Este álgebra la denotaremos por gx.

• Si dirng' = 1, entonces existe un a! e g tal que g' =< QI >.

Si g' es del centro de g (elementos que conmutan con cualquier elemento
de g) y {e1,e2,Qi} una base de g, se tiene que [ei,oi] = [e2, a2] = O y
[^i) e2J = Ac*! c°n A T¿ 0. Mediante un cambio de base adecuado podemos
pensar en g generada por elementos {ej, e2, e3) tales que

[ei,e2] = [ei,e3] =0

[e;, e3] = ei.

Esta es la llamada álgebra de Heisenberg y la denotaremos por g2.

En el caso de que g' no sea del centro de g, hay un a2 de g tal que
[c*i,a2] = Aai con A ̂  0. Ampliando hasta una base {01,0^,03} se tiene
que

[Q!,a2] = AÛI, [a1,Q3] = ^Q1, [a2, u3] = ¿u! .

Mediante el cambio de base e\ = Qi/A, e2 = Q2 y e3 = éaL — /m2 + Xa^ tene-
mos que este álgebra puede pensarse como generada por elementos {ei, e2, e3}
tales que

[ei,e2] = et

[ei,e3] = [e2,c3] = 0.

Esta será el álgebra afín y la denotaremos por g5,

NOTA: Este álgebra se denomina afín pues es el álgebra de Lie del grupo
producto AíF+(R) x R. Recordemos que el álgebra de Lie de AíFf(R) es de
dimensión 2 y satisface [ej, e3] = t\.

• Si dimg' = 2, podemos considerar una base {o^, 02.03} de g con g'
generada por Oj y o2 y satisfaciendo

[oi,a2] = xa, -\-ya2

[ai,a3} — aai + ba2. [o2, Q3] = caí + da,.
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De la identidad de Jacobi

[[ai, û2],a3] + [[Û3,ûi],a2] + [[o2,a3],ai] = 0

se obtiene que

Entonces podemos suponer que ad — be ^ O (en caso contrario no podría
cumplirse que dim 9' = 2), de donde se deduce que x e y son cero. Re-
sumiendo, si la dimensión de g' es dos, hay una base {01,02,03} de 0 tal
que

[ûi,Q2] = 0

[ûi,Q3] =

[02,03] = coi +dct2

con ad — bc / 0 y g' generada por ai y «2- Vamos a ver que esta familia de
álgebras puede reducirse a tres tipos fundamentales de álgebras no isomerías.

Supongamos que existe un a 6 Q' de manera que [a, 03] = Xa. Si a es
igual a xotí + ya?, entonces

[0,03] = Aa = Aaroi + Ayo2

= (ora + yc)ai + (xb +

y por tanto A es un valor propio de la matriz

siendo a = (x,y) un vector propio. Entonces A debe satisfacer la ecuación
característica siguiente

A2 - (a + d)\ + ad - bc = 0. (3.1)

Se pueden dar varios casos



1. Si la ecuación 3.1 tiene a A como única solución con multiplicidad dos,
existen vectores a y ß tales que Aa = Xa y Aß = a + Xß. Eligiendo
como nueva base e\ = a, e2 = Aa y e3 = a3/A tenemos generadores ea

y e2 de 0' tales que

[ei,ea] = O

[ei, e3] = ei, [e2, e3] = ei + e2.

El álgebra obtenida la denotaremos por 06.

2. Si la ecuación 3.1 tiene dos soluciones reales diferentes A y ¿í con vec-
tores propios a y ß, poniendo ej = a, e2 = ß y 63 = a3/A tenemos
generadores ej y e2 de 0' tales que

[ei,ca] = 0

[ej, e3] = ej, [e2, e3] = ke-2 k ^ 0.

El álgebra así obtenida la denotaremos por 07.

OBSERVACIÓN: En gr podemos considerar k € [— 1, 1] \ {0} ya que dos
álgebras de 07 con k • k' = 1 son isomorfas. Para verlo basta considerar
el cambio de base t\ = e2, e2 = e1? e3 = A;~1e3.

3. Si la ecuación 3.1 sólo admite soluciones complejas, tomamos la base

u-i = aa\ + ba-i

"3 = oc3

(podemos suponer 6 ^ 0 pues en caso contrario tomamos u2

da2).

Entonces

[u,,u2] = 0

[ui, u3] = -U2, [u2, w3] = — (ad — bc)ui + (a +

y mediante un nuevo cambio de base

el = itj , e2 = u2 y e3 = u3/(ad - be)
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tenemos

[ei, e3] = e2, [e2, e3] = -ej + he2

siendo h2 < 4 puesto que las raices del polinomio 3.1 son complejas.

• Si dimfl' = 3, dada una base {a^o^, a3} de g se tiene que

[QI, a2] = Vi

[u3, ai] = u2

[a2,0:3] = V3

donde los Ui,u2 y ^3 son linealmente independientes. Entonces, si escribimos
Vi = T\ A;;e,, la matriz

12

es no singular. Además, gracias a la identidad de Jacobi, C es una matriz
simétrica y en consecuencia define una cónica no degenerada en el plano
proyectivo.

En coordenadas homogéneas (j l l.r2, .ra) las formas canónicas de las posi-
bles cónicas se reducen a los dos tipos fundamentales siguientes

xl + x% + xl = O |

-x\ + xl + xl = O J

Entonces, salvo cambios de base, existen dos posibles álgebras de Lie con
dim 0' = 3:

La ortogonal so(3) tal que

[ei,e2] = e3

[e3, ex] = e2, [e2, e3] = ei
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y la especial /ínea/sí(2) con

[el5e2] = e3

[e3,ei] = e2, [e2, e3] = -e!.

Resumiendo, salvo isomorfismos, las álgebras de Lie tridimensionales quedan
reducidas a las ocho familias siguientes:

- flj (Abeliana):
[61,63] = k, 63] = [e2,e3] = 0

- 02 (Heisenberg):

[ei, e2] = [e!, e3] = O, [e2, e3] = ex

[ei, e2] = e3, [e2, e3] = e l5 [e3, e^ = e2

- 04 («K2)):

[e1} e2] = e3, [e2, e3] = -e1; [e3, ex] = e2

- g5 (Afin):
[61,621 = 6!, [ei,63] = [e2,e3] = O

- S¿
[e i ,e 2 ]=0, [ei,e3] = ei, [e2, e3] = el + e2

- 07:
[ei, e2] = O, [ei, e3] = ei, [e2, e3] = A;e2 ¿ ̂  O

- 88:

[ei,e2] = 0, [e1,e3] = e2, [e2,e3] = -61 + Ae2 h2 < 4

OBSERVACIÓN: Nótese que las álgebras g l5 g2, g3 y g4 son unimodulares, g5

y g6 no lo son, g7 es unimodular solo si k = — 1 y gs solo cuando h = 0.
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3.2 Grupos de Lie de dimensión 3

En esta sección daremos grupos de Lie tridimensionales que realicen las ál-
gebras de Lie obtenidas en la sección anterior.

Para 01? 02>03, 04 y 0s tenemos los grupos clásicos siguientes:

• El grupo abeliano (R3,-f ) tiene a 0j como álgebra de Lie.

• El grupo de Heisenberg

l a b\
O 1 c : a , 6 , c6R}
0 O 1)

es un grupo de matrices cuya álgebra de Lie es 02.

• El grupo ortogonal directo

SO(3,R) = {A e G1(3,R) : A- A1 = I y det(A) = 1}

tiene a 03 como álgebra de Lie.

También podemos considerar a S3 = SU(2) como grupo cuya álgebra de
Lie es g3 (de hecho S3 —> SO(3,R) es un recubrimiento de dos hojas).

• El grupo especial lineal

S1(2,R) = {A e G1(3,R) : det(A) = 1}

realiza a 04.

• Para el álgebra afín 05 consideraremos el grupo producto AíF+(2, R) x R
siendo AíFf(2,R) = {A : R -» R tal que A(x) = ax + 6, a > 0} y R el grupo
abeliano.

Para las familias 06, 0T y 08 construiremos grupos de Lie especiales que
las realicen como álgebras. Para ello utilizaremos el siguiente resultado:
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Teorema 3.1 (cf. [GU 77]) Toda álgebra de Lie de matrices I es el álgebra
de Lie del grupo multiplicativo de matrices de la forma eAi con A <E 1.

Demostración: Recuérdese que si a es un elemento de 0, entonces la apli-
cación adjunta viene definida por (ada)(/3) = [a, ß] para cualquier ß de 0.
La aplicación ad es un endomorfismo de 0.

Corno consecuencia del teorema 3.1 tenemos que si 0 es un álgebra de
Lie con centro trivial, el grupo de las matrices de la forma X = e(ador)'t con
a € 0 tiene a 0 por álgebra de Lie asociada. En efecto, por ser Z(0) = O, el
morfismo de álgebras

ad : 0 —> End(0)

es inyectivo y por tanto 0 es isomorfa al álgebra de matrices ad(0). Aplicando
ahora el teorema 3.1 la afirmación queda demostrada. •

Sea {ei, e2, e3} una base del álgebra de Lie 0 de forma que

[ei,c2] =

[ei,e3] =

[e2, «a] =

siendo ad — be ̂  0. El centro de g es trivial y por tanto también lo son los
centros de 06, 07 y 08. Usando que la exponenciación de matrices es

00 4"4 , v—> /I

¿?lú

y calculando las aplicaciones adjuntas de dichas álgebras obtenemos las rea-
lizaciones siguientes:

Para el álgebra 06

e~l -te-1 í
O e~l y | : x ,y ,< 6 R},
O O 1
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para el álgebra 07

e-í 0 x
O e'** y J : x,y,teR}
0 0 1

para el álgebra gs

C(t)cos(<p + t) -C(t)sint x
C(t)smt C(t)cos(v-t) y \ : x,y,í 6 R}

O O 1

donde C(t) = 2e0t/a siendo a = \/4 — h2 y ß = tan 9 = h/a (sin 9 = A/2,
cos<f> — a/2).

También podemos pensar en estos grupos como el espacio R2 x R dotado
de la ley de multiplicación

con la matriz A dependiendo del álgebra que consideremos:

A = I 1 para 06, A = I _ , j para Q7

y
A / O -1 \A = I , I para g8.

3.3 Realización de flujos de Lie de codimen-
sión 3

En esta sección se demostrarán —entre otros—los siguientes resultados rela-
tivos a la realización de flujos de Lie en variedades diferenciables compactas
de dimensión 4.
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Teorema 3.2 Si el álgebra estructural í) de f es cero, i.e. 3- es una foliación
con hojas compactas, entonces 01502, 03 Î/ 04 son álgebras realizables. 05 y
06 no son realizables. 07 es realizable si y solo si k = — 1 y g8 es realizable si
y solo si h = 0.

Teorema 3.3 Si el álgebra estructural í) de J- tiene dimensión 1, entonces
Qi> 02> 03> 04 V 05 son álgebras realizables. 06 y Q7 no son realizables y 08

con h — O es realizable.

No se conoce ninguna realización de 08 con h ^ O y álgebra estructural
I-dimensional.

En el siguiente resultado es remarcable el hecho de que la realización del
par (07,2) depende del valor de k. De hecho tenemos que

Teorema 3.4 Si el álgebra de Lie estructural 0 de 3- tiene dimensión 2
entonces 01; 05 y 08 con h = O son álgebras realizables mientras que 02, 03,
04} 06 y 07 con k £ Q no son realizables.

Daremos un ejemplo de realización de 07 con k irracional. El problema de
caracterizar los k para los cuales 07 es realizable y el caso del álgebra 08 están
todavía abiertos. La demostración de los teoremas pondrá de manifiesto que
en algunos casos la obstrucción a la realización radica en la compacidad de
la variedad M y no en razones puramente algebraicas.

Dividiremos esta sección en cuatro apartados, uno por cada posible di-
mensión del álgebra estructural 1).

El siguiente resultado (cf. [CA 84]) lo usaremos a lo largo de esta sección
pues implicará de forma directa la no realizabilidad de algunos pares (0,$).

Teorema 3.5 Sea G un grupo de Lie simplemente conexo de dimensión n,
M una variedad de dimensión (n + 1) y <£> un G-flujo de Lit sobre M. Si las
órbitas de $ son densas:

1. G = Rn (como grupo),

2. M * Tn+1 y
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3. la foliación definida por <& es diferenciablemente conjugada a una fo-
liación lineal sobre Tn+l.

Como consecuencia inmediata tenemos

Corolario 3.1 Sea (M, T ) un flujo de Lie sobre una variedad compacta M
y F una hoja de f ', (F, .F |̂ ) es un flujo de Lie cuya álgebra transversa "H
es abeliana. Por tanto el álgebra estructural de (M,? ) es abeliana.

NOTA: F es la variedad M del teorema 3.5 y f \-p es la foliación densa.

Sea jF un flujo de Lie de codimensión 3 sobre una variedad compacta M.
Puesto que las adherencias de las hojas de J- son las fibras de un fibrado (cf.
el teorema 1.7), se pueden presentar los cuatro casos siguientes.

Codimensión de f = 3

En este caso las hojas de J- son compactas luego el fibrado básico es M —*
M/J-. Por lo tanto la cohomología básica coincide con la cohomología de de
Rham de la variedad compacta MfF y H3(M, F] ^ 0. Por el teorema 1.9,
si un flujo de este tipo existe debe estar modelado sobre un álgebra de Lie
unimodular. En consecuencia, fl5 y g6 no son realizables pues no son álgebras
unimodulares, 07 es realizable (a priori) solo en el caso de que k ^ —1 y £)8

solo cuando h — 0.

Daremos ahora ejemplos de realizaciones para las restantes álgebras.

• Para Ql basta considerar el flujo obtenido a partir del fibrado trivial

T1 x T3 —> T3

siendo Tn el toro n-dimensional.
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• Para el álgebra de Heisenberg 02 consideraremos el fibrado trivial

T1 x M — » M

siendo M el espacio homogéneo Gj/F del grupo de Heisenberg G-¿ por el
subgrupo discreto uniforme

1 a è
r= {| O 1 c | : a , 6 , c < E Z}.

O O 1

• Si el álgebra de Lie es g3, álgebra de las matrices antisimétricas so(3, R),
bastará que tomemos de nuevo un fibrado trivial

T1 x S3 — •* S3.

• Para g4, álgebra de las matrices de traza nula sl(2.R), consideraremos
el fibrado trivial

Tl x3\W — >TiW

donde TI VF es el fibrado formado por los vectores tangentes unitarios al toro
bidimensional de dos agujeros. Puesto que T^W es la variedad homogénea
PSL(2, R)/íTi(W), tenemos el ejemplo que se buscaba.

• Sea el álgebra g7 con k = —1. Si una matriz A de Sl(2, Z) tiene valores
propios A y I/A con A positivo y diferente de 1, dotamos a R3 = R2 x R de
una estructura de grupo mediante la multiplicación

El álgebra de Lie de este grupo es fl7 con k = — 1 (cf. [GO 85]).

Los puntos de R3 cuyas coordenadas son enteras constituyen un subgrupo
discreto uniforme F de R3. El cociente R3/F es una variedad compacta que
se suele denotar por T¿ y se denomina toro hiperbólico. Entonces el fibrado
trivial

T1 x T3 — » Ti

da un ejemplo de realización del álgebra de Lie Q7 con k = — 1.
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• Consideremos ahora el caso gg con h = 0. Sea el flujo definido por
las fibras del fibrado trivial T1 x T3 -* T3 y denotemos por 0°,0l,Ö2,03 las
coordenadas canónicas en T1 x T3. El paralelismo dado por d/do1, d /dô2,
y d/dd3 hace de las fibras del fibrado un flujo de Lie abeliano, pero hay
suficiente cantidad de funciones básicas suficientes como para modificar este
paralelismo. Tomemos por ejemplo

_ d63 - ~

r\ f\

+ sinö1- —

- — + co8*'.A

para obtener un nuevo paralelismo que satisface [cj^] = O, [61,63] = e2 y
[c2j 63] = — 1. Es decir, el flujo admite también a g8 (con h — 0) como modelo
transverso.

Codimensión de JF = 2

En este caso la dimensión del álgebra estructural f) es 1. Daremos ejemplos
de realizaciones de las álgebras g l 5 g2, g3, g4, g5 y g8 (esta última con h = 0).
También demostraremos que las álgebras g6 y g7 no son realizables.

• Para Ql un posible ejemplo de realización viene dado por el flujo (X, 0)
en T2 x T2 donde X es un flujo lineal denso en el toro T2. Un tal flujo se
puede obtener pasando al cociente los flujos de R2 que consisten en rectas de
pendiente irracional.

• Caso g2. Sea M el espacio homogéneo del grupo de Heisenberg ya
considerado en el caso de cod\m(Jr) — 3 (véase la página 81). El flujo
definido en M x T1 cuyas curvas integrales están dadas por las curvas de
G2 x R 2

1 a b+l
1 c \,t + d)

O O 1
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donde
/ 1 a b \

y d e R \ Q

es transverso a M y la adherencia de cada hoja es isomorfa a T2. Por
tanto, tenemos un ejemplo de flujo de Lie modelado en el álgebra 02 y

 con

codimensión de f igual a 1.

• Puesto que S3 = 5í/(2), podemos construir un ejemplo de flujo con 03

como modelo transverso mediante la suspensión de la representación

h : TTjíS1) —» Diff(S3)

definida por

U e
\

siendo a un número irracional.

Más concretamente, consideremos M = S3 x R/ ~ con la relación de
equivalencia ~ dada por

(p, t) ~ (p', í') si y solo si t - t' = n € Z y p' = A(n) • p.

En 513 x R consideramos la foliación cuyas hojas son las lineas (p) x R. Estas
lineas son invariantes por la acción que define la relación de equivalencia y
por tanto inducen, por la proyección TT : S3 x R —> Af, un flujo de Lie 3-
sobre M. J- es una 03-foliación de Lie; nos falta ver que codim(^) = 2. Para
ello tomamos una hoja F de J- y estudiamos su intersección con la variedad
transversa 7r(53 x {to}) (que es difeomorfa a S3). Los puntos de intersección
son la proyección en x(S3 x {to}) del conjunto

{(e '™.a,e 'n a .6) , n e Z}

cuya adherencia es una curva cerrada en un toro de S3 x {t0}. Por lo tanto,
J- tiene codimensión 2.
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• Realización de 04. Primeramente construiremos un flujo de Lie transver-
salmente afín sobre una variedad de dimensión 3 (cf. [GO 85] o [CA 84]).

Para ello consideremos una matriz A de Sl(2, Z) con traza mayor que
2. Entonces los valores propios A y I/A son reales (e irracionales) y las
direcciones propias tienen pendiente irracional. Por Vi y v2 denotaremos los
vectores propios asociados a A y l/ A respectivamente.

La aplicación lineal A : R2 — > R2 induce un difeomorfismo del toro
T2 en si mismo. Denotaremos por T\ la variedad obtenida por suspensión
de este difeomorfismo, es decir, como en el caso anterior (ver página 81)
T\ = T2 x R/ ~, donde ~ es la relación de equivalencia siguiente

(P,0~(P'>O su t-t' = n y p' = Anp.

La dirección definida por Uj genera un flujo denso en T2 x R y, por ser
Vi vector propio, se proyecta sobre T¿ dando lugar a una foliación FQ de
dimensión uno cuyas hojas son densas sobre toros.

(T\,J-Q) es un flujo de Lie modelado en el álgebra afín dos dimensional.
Para comprobarlo construiremos de nuevo T¿ partiendo del grupo G que se
obtiene al considerar en R2 x R la siguiente ley de multiplicación

(nótese que G es el grupo G 7 con k = 1).

Si H es el subgrupo discreto uniforme de G definido por

es claro que el espacio homogéneo compacto G/H es precisamente T¿ (pién-
sese por ejemplo en T¿ definido por la acción de Z en T2 x R). El álgebra de
Lie de G está generada por los campos vectoriales

~
1 log A Oí' J " ' '

que satisfacen las relaciones

[ei, e2] = e2, [el5 e3] = -e3, [e2, e3] = 0.
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El subgrupo uniparamétrico at generado por e2 es normal en G puesto que
< e2 > es un ideal del álgebra de Lie de G (cf. [WA 71]). Entonces la
foliación que define at en G es un flujo de Lie modelado en AiF^R), pues
G/ < at > tiene por álgebra la generada por ei y 63 que es el álgebra de
AfF+(R) . Por tanto, la foliación obtenida en T¿ es transversalmente afín.

La 04-foliación de Lie que buscamos se construirá sobre la variedad pro-
ducto T| x S1 (cf. el trabajo de El-Kacimi-Nicolau [KA 88]).

A través del morfismo de grupos

Aff+(R) —» S1(2,R)

podemos considerar a AfT^R) como un subgrupo de S1(2,R). Consideremos
el recubrimiento universal Sl(2, R) de Sl(2, R). Dado que la variedad AíF+(R)
es simplemente conexa, la inmersión AíF+(R) — » Sl(2, R) dada anteriormente
puede ser elevada a SI (2, R). Consideraremos la elevación que envía la ma-
triz identidad de AíFf(R) al elemento neutro de Sl(2, R) y a la imagen la

denotaremos por Aff+(R).

Topológicamente el grupo SI(2,R) es D x R donde D es el disco unidad
en el plano complejo C y su estructura de grupo viene dada por el producto

x -f e2'sy
( j . * ) x ( y . ¿ ) = ( !,* + * + y)

e2ts -f xy

siendo

~ 2

Esta ley de multiplicación se obtiene al descomponer cada matriz de Sl(2, R)
como el producto de una rotación y una matriz de la forma

I M, a > 0 , ac-62 = l
6 c J

(cf. [PO 85]). Nótese que esta última matriz determina un punto z = a +
ib del semiplano superior del plano complejo y viceversa. Al aplicar por
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una nomografía el semiplano superior en el disco unidad resulta, oque dar
un elemento de S1(2,R) es equivalente a dar una pareja (u,0) (E LD x S1.
Finalmente, para obtener Sl(2, R) basta considerar la coordenada 6 cno como
un ángulo sino como un elemento de R.

Dado un (x,í) G S1(2,R), la proyección sobre S1(2,R) viene dadaa por

1 / cosí + |i|cos(t + a) \x\ sin(t + a) — sin í
|:r|sin(¿ + a) + sin í cosí — ¡o;|cos(í + a)

siendo a el argumento de x € D.

El centro de S1(2,R) está formado por los elementos (x,í) que saatisfacen
la relación

x + e2'*y _ y + e2'*j
e2" -f xy e2" -f yx

para cualquier («/,.$) perteneciente a S1(2,R). En particular, si y = O debe
cumplirse que a; — t~2lsx para todo s real y por tanto A- = 0. Eintonces
y = ye~2lí, lo cual implica que t = mr, siendo n G Z. Así pues, el ceentro de
SÍ(2, R) es

Sea <p : R — > Sl(2, R) el subgrupo uniparamétrico

eos ~2irt — si. _
^ ) = sin2írí COS27TÍ

Una elevación de (f en Sl(2, R) es ^>(t) = (0,2?r¿). Obsérvese que ^( t ) «.contiene
la parte del centro de Sl(2, R) que se proyecta sobre la matriz identi-idad.

Ahora ya estamos en condiciones de construir la foliación prcometida.
Para ello utilizaremos un desarrollo de (T^J-'o) dado por la subnmersión

DO : f I — > Âff+(R) y el morfismo A0 : ^i(Tj) — > Aff+(R).

Sea la submersion

D : f % x Sl — > SÍ(2, R)

(x,í) ^-» D0(x)
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y la aplicación __
A:*! (72 x S1) — •» S1(2,R)

(7,n) « — » Ao(7) '£(»»)

La aplicación k es morfismo de grupos pues satisface

)(7',n')) = A((77',n + n'))

= A0(77'X5(n + n')

= A(7,n)A(7 ' ,n')

y aquí hemos utilizado que if(n] es del centro de Sl(2, R).

Por último, comprobemos que D es equivariante:

Entonces en T| x R tenemos un flujo de Lie transversalmente Sl(2, R)
con codimensión de T igual a 2 que proyecta sobre T\ x S1 obteniendo así
la foliación que buscábamos.

• Para realizar el álgebra 05 = of f (2) t& R, sea X un campo que genera
el flujo transversalmente afín en T¿ descrito en el caso anterior. El campo
(X, 0) de T^ x S1 define una foliación de Lie T con codimensión de T igual
a 2 y modelada en el álgebra Q5.
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• Caso 06. Demostraremos el resultado siguiente.

Teorema 3.6 No existen flujos de Lie T sobre variedades compactas tales
que la codimensión de jF sea 2 y tenga como modelo transverso el álgebra de
Lie 06 .

Demostración: Supondremos que existe un flujo T en la variedad M con
estas propiedades. Fijemos un generador X de f (pasamos al recubrimiento
doble orientable en el caso de que f no sea orientable) y un paralelismo
transverso representado por los campos foliados Y-^. F2 e ¥3 tal que

siendo V¿ la clase del campo foliado Y, módulo los campos tangentes a f .

Consideremos en M una métrica de Riemann g. Ello da lugar a la des-
composición ortogonal

TM = TF ®T:FX.
Para cada Z 6 X ( M ) denotaremos por Z* su parte tangente y por Zn su
parte ortogonal respecto esa descomposición.

Primeramente demostraremos que el conjunto

T = {p e M : Y?(p) = 0}

es vacío y por tanto YI siempre tendrá componente transversa a F.

T es abierto. Si p € 7\ entonces Y\ es tangente a J- en p, por tanto K2
n e

Kj" deben ser independientes en p, pues si no lo fueran no podría ocurrir que
la codimensión de la foliación adhérente J- fuera 2. Entonces V2

n e Y£ son
independientes en un abierto U que contiene a p y podemos poner

Yf = A}''2
n + /íK," en U.

Las funciones A y fj, son básicas en U. En efecto, por ser los Y{ foliados, se
tiene que [Vi. A"] = f X , lo cual implica que [.Y, V^n] es tangente a T y como

= X(X)Y? + X(n)Yf + A[X, r2
n] + /í[A', Y3

n]
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resulta que X(X) = X(fi) = 0.

Desarrollando los corchetes [̂ "̂ "1 y [^"1^3"] en el abierto U llegamos
al sistema de ecuaciones diferenciales siguientes

^2 = O

r 3
n (A)-A 2 = O

+ = O

con las condiciones iniciales A(p) = O y /í(p) = 0.

Veamos por ejemplo como se obtienen las dos primeras ecuaciones. Dado
que si Z es un campo tangente a JF el paréntesis [K/1, Z] también lo es,
resulta que los corchetes [F,-n, Yj1] son tangentes a f. Entonces en el abierto
U tenemos que

= -V2
n(A)K2" - Y?(p)Yf - /íV;2 - /¿K," + "parte tangente"

= -(y2
n(A) + /íA + ¿í)y2

n - (F2
n(/í) + /z2)y3

n + "parte tangente"

de donde se obtienen las dos primeras ecuaciones. Para las otras procedemos
de forma análoga.

Sea if(t) una curva integral del campo V2" con la condición inicial </?(0) =
p. Las dos primeras ecuaciones dan lugar a las ecuaciones diferenciales ordi-
narias siguientes

d_

di
A

= O

y por tanto (teorema de existencia y unicidad de las soluciones) A y fj. se
anulan sobre if>(t). De hecho, al ser funciones básicas, se anulan en F n C/,
donde F es la hoja de la foliación adhérente F que pasa por p. Entonces A y
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/t son cero a lo largo de las curvas integrales de F2
n que parten de los puntos

de F n U. De forma similar, deducimos que las funciones A y /z son nulas
sobre las curvas integrales de Y£.

Si Y£t e Y£t representan los grupos uniparamétricos asociados a los cam-
pos Y£ e Kj", la aplicación

$ : 7 x R 2 — > M

es un difeomorfismo local en (p, 0,0). En efecto, basta comprobar que
s\ s\

Por tanto podemos tomar un entorno V de p contenido en U de manera que
todo q € V sea de la forma (Y£toY£3)(x) para ciertos t y s y algún x € FnU.
Entonces A(c) = p(q) — O en un entorno abierto de p, lo cual demuestra que
el conjunto T es abierto.

Como claramente es cerrado, T es el vacío o T es igual a M . Pero si T
fuera todo M, llegamos a una contradicción. En efecto, siendo 0°, ó1, ó2, o3

la base dual de X, Vi, F2, Y3, se tiene que d6>2 = -02 A o3, debido a que Y2 e
i 3 son siempre transversos a J- se cumple que para todo campo Z tangente
a !F &1(Z} = P(Z) = d9'l(Z, •) = d03(Z, •) = O, entonces las 1-formas O2 y O3

son proyectables sobre la variedad básica W = M/ T. De esta forma hemos
obtenido una forma de volumen en W que es exacta, cosa que es del todo
imposible pues W es compacta. Por tanto T = M.

Consideremos ahora el conjunto Q = UaepQa) siendo

Q es abierto. Si p € Ç, hay un a G R tal que Y£(p) — aY"(p). Por ser
codim (J-) = 2, los vectores Vj" e i 3

n deben ser independientes en p. Entonces
existen funciones A y \í definidas en un entorno abierto U de p tales que
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con A(p) = a y /z(p) = 0.

Como [Yi,Y2] = [Yi,Y¿] + [YI,YI] es tangente a F, la parte normal del
corchete [yí,V"2

n] es cero. Pero

y por tanto tenemos las ecuaciones diferenciales

Vi(A) + /i = O }
} en U.

YM = o j
Análogamente, desarrollando la parte normal del corchete [V-s,!^"] obte-

nemos las ecuaciones diferenciales
F3(A) + 1 = 0 1

} en U.YM + fi = o j
Como se da la condición inicial //(p) = O, por el teorema de existencia y

unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, resulta que ¡JL es
cero a lo largo de las curvas integrales de Y\ e Y3 y, por argumentos idénticos
a los utilizados al demostrar que el conjunto T era abierto, resulta que ¿í = O
en todo U.

Asi pues, Y£ = \YI en el abierto U y cada x € U es de Q\(x) C Q- Por
lo tanto, Q es abierto en M.

Q es cerrado. Si p no es de Qa para cada a Ç R tenemos que Y£(p) ^
aYf(p). En particular Y£(p) es no nulo. Como Kjn no se anula nunca,
los vectores Y\ e Y? son linealmente independientes en p y por tanto son
independientes en un entorno abierto U de p, lo cual demuestra que Q es
cerrado.

Como que la variedad M es conexa debe ser Q = 0 o Q = M. La
demostración del teorema habrá acabado cuando veamos que cada una de
estas suposiciones nos llevan a un absurdo.

1. Si Q = 0, los campos Y" e Y£ son linealmente independientes en todo
punto de M. Entonces existen funciones diferenciables f y g global-
mente definidas en Ai tales que
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Calculando otra vez la parte normal del paréntesis [Vi, Yf] obtenemos
la ecuación, ahora global, YI(\) — 1. Pero al ser M compacta, esta
relación es imposible.

2. Si Q = Af, para cada p de M hay un a(p) € R tal que

Y2
n(p) = a(p)Yl

n(p).

La función a es básica y Y-z — aY\ es un campo tangente a J- en todo
punto. Entonces el corchete [l^V^ — aY-\\ es de T y esto implica,
desarrollando el paréntesis, que Ys(a) — — 1 lo cual es de nuevo una
contradicción por ser M variedad compacta.

Por tanto, hemos demostrado que no pueden existir foliaciones transver-
salmente modeladas en el álgebra g6 con codim(.F) = 2 lo cual acaba el
teorema. •

• Caso 07. Demostraremos que

Teorema 3.7 No existen flujos de Lie F sobre variedades compactas tales
que la codimensión de T sea 2 y tenga como modelo transverso el álgebra de
Lie fl7.

Demostración: Al igual que en el caso anterior, demostraremos que el
conjunto T = {p € M : Y" (p) = 0} es abierto y cerrado y por tanto, al ser
la variedad M conexa, T — 0 o T — M.

Para demostrar que es abierto ponemos Y™ = AF2
n + f*Y£ en un entorno

abierto U de p. Como antes, desarrollando los corchetes de Lie [V^n, F2
n] y

[K/1, Kjn] obtenemos las ecuaciones diferenciales

}'2
n(A) + k¡i = O

i?(/0 = o
i '3"(A)-f(l-¿-)A2 = O

con las condiciones iniciales X(p) = O y n(p) = 0.
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Entonces À y /í han de ser nulas en C7, de donde se deduce que T es un
conjunto abierto.

T no puede ser todo M pues, como ocurre en el caso g6, tendríamos un
elemento de volumen exacto —dd2 = —ko2 A O3 (k ^ 0)— en la variedad
básica W = MI f que es compacta. Por tanto T = 0.

Consideramos el conjunto Q — {Ja€ftQa con Qa = {p 6 M : Y£(p) =

Q es abierto. Si p € Q, hay un a real tal que V2
n(p) = aY"(p) por tanto

los campos V^n e Y" son independientes en p. Entonces se tiene la relación
K2

n = AKjn -f /¿Kjn en un entorno abierto U que contiene a p.

Considerando las partes normales de los paréntesis [Fi,!^™] e [^3; ^2™])
obtenemos las ecuaciones diferenciales

= O

en U.
O

O ,

con las condiciones iniciales A(p) = a y n(p) = 0. Por tanto /z es cero sobre
las curvas integrales de Y\ e YI con lo cual resulta ser nula en todo el abierto
U. Así pues, Y£ = AFj" en un entorno abierto de p y entonces el conjunto Q
es abierto.

La demostración de que Q es cerrado es idéntica a la del teorema anterior.

Finalmente veremos que Q no puede ser ni M ni el vacío, lo cual acaba
la demostración.

1. Si Q fuera vacío Vjn e Yf serían linealmerite independientes en todo
punto y por tanto tendríamos funciones globales f y g en M de manera
que

Y3
n = /y," + gY?.

Al calcular el paréntesis [}'í, K)"] y considerar su parte normal llegamos
a la ecuación Fi(A) = 1, pero M es compacta y esta relación no es
posible.
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2. Si Q fuera todo M tendríamos una función básica a en M tal que Y£ =
aY". Entonces Y2 — aYi sería tangente a, F y como que [V-j, Y2 — aYi]
ha de ser también tangente (pues Y3 es foliado) tenemos que a satisface
la ecuación diferencial global

Y3(a) = (1 - k)a.

Si k T¿ 1 la única solución posible es a = O, de otra forma a sería no
acotada en M compacta. Como antes (teorema 3.6), esto nos conduce
a una contradicción, pues se cumpliría que dQl — — O1 A O3 siendo o1 y
o3 formas proyectables sobre la variedad básica W = M¡J-.

Cuando k = 1, al calcular [Vi,^ — aY\\ deducimos que la función
a es constante. Sea u.'0,^'1,^'2,^3 la base dual de la base de campos
X, Y-2 — aVi,Vi, Va. Se obtiene que du2 = —w2 A oA siendo u;2 y u;3

1-formas proyectables sobre la variedad básica W ', lo cual es de nuevo
una contradicción.

Por tanto no pueden existir gr-foliaciones de Lie sobre M compacta y con
codim (F] = 2. •

• Caso 08 (con h = 0). Si Oü,6l,d2,d3 son las coordenadas canónicas de
la variedad T2 x T2, el campo vectorial dado por

.. d d

con a irracional define un flujo de Lie transversalmente abeliano con re-
specto al paralelismo transverso dado por d/dO1 , d/802, d/063 y cumple que
codim (F] = 2. Ahora, modificamos este paralelismo tomando los campos

e, =

d
«3 = -

Entonces el campo vectorial A' también define (además de un flj-flujo) un
Jj8-flujo de Lie.
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Codimensión de T = l

En esta situación, el álgebra de Lie estructural tiene dimensión dos. Como
ya hemos visto anteriormente (cf. página 79) dicha álgebra es abeliana,
por tanto la álgebras 03 y 04 no son realizables, pues no tienen subálgebras
abelianas de dimensión dos (si i>j y t>2 generaran una subálgebra abeliana de
03 o 04, entonces serían linealmente dependientes).

Daremos ejemplos de realizaciones de las álgebras Ql, 02, Qs y 08 siendo
en este último caso h = 0. Demostraremos que en el caso 07 las únicas
realizaciones posibles se dan cuando k es irracional y se construirá un ejemplo
de este tipo. Finalmente probaremos que el álgebra 06 no es realizable.

• Caso gl. Considérese por ejemplo el flujo (X, 0) sobre T3 x S1 donde el
campo X define un flujo lineal denso en el toro T3.

• Caso 02 . Este álgebra no es realizable y para demostrarlo utilizaremos
el siguiente resultado de Molino sobre flujos riemannianos.

Teorema 3.8 (cf. [MO 85]) Para un flujo riemanniano F en una variedad
compacta conexa orientada Ai , las propiedades siguientes son equivalentes:

1. T es isométrico,

2, El haz transverso central C admite una trivialización global y

3. El espacio de cohomología en grado máximo H^~l(M^J-') no es nulo
(es decir, J- es unimodular).

Por flujo riemanniano se entiende una foliación riemanniana de dimensión
uno, y el haz transverso central es el haz sobre M de los gérmenes de campos
transversos centrales locales, esto es, las clases de campos X £ C(U,J-)IXj:
tales que [X,Y] = O para cualquier Y de C,(M,T}¡Xj: .

También nos valdremos del siguiente resultado debido a Llabrés y Reven-
ios :
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Teorema 3.9 (cf. [LR 88]) Sea J- una Q-foliación de Lie tal que la codi-
mensión de J- es igual a uno. Entonces J- es unimodular si y solo si 0 es
unimodular y el álgebra de Lie estructural 1) también es unimodular.

Como consecuencia tenemos que, al ser g2 unimodular y ser el álgebra
estructural abeliana, la foliación J- es unimodular. Utilizando el teorema
3.8 resulta que el haz transverso central C admite una trivialización global,
por tanto existen v y w campos foliados independientes y tangentes a la
adherencia de J- que conmutan, como clases de campos transversos, con
todo campo foliado global. En particular [v, e¿] = [w, e,], siendo los vectores
ei, 62 y e3 generadores de 02- Si ponemos

y = Xei + /ze2 + 763 ï

w = aei + ße-i + 8e3 )

obtenemos que v = \e\ y w = acj lo cual está en contradicción con el hecho
de que la dimensión del álgebra estructural sea 2.

• En el caso del álgebra 05, sea X el generador del flujo transversalmente
afín en T¿ considerado cuando la codimensión de F era 2 (véase pag. 84).
El campo vectorial (X, ad/do) sobre T¿ x S1, con a irracional y o la función
coordenada en 51, tiene a Q5 = a f f + (2) ® R como álgebra transversa y la
codimensión de la adherencia de las hojas que define es uno.

• Caso gs cuando h = 0. Igual que en construcciones anteriores, tomamos
las coordenadas canónicas 0°, O1, o2 y O3 de T3 x S1. Entonces el campo
vectorial definido por

x = 30° + aW + ̂ W
con a y ß racionalmente independientes admite a

. „-, d „o d62 = sm

63 -
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como paralelismo transverso y e l5 e2,e3 es precisamente una base del álgebra
gg con el parámetro h = 0.

• Estudiaremos ahora las restantes álgebras g6, g7 y g8 cuando h ̂  0.

Ya hemos visto (confróntese la página 77 y siguientes) que los grupos
conexos y simplemente conexos asociados a estas álgebras pueden pensarse
como el espacio R2 x R con el producto

siendo
*-< -te~l

O e~'

e~l O
O e~kt

para g6,

07

.-Ai = C(t) cos(<¿> -f /) — sin í
para g8,sin í cos(<¿> — í) /

donde C(t) = aeßt/2 con a = >/4 - h2 y ß = tan v? = V2 (sin <j> = A/2,
COS(,5 = /í/2).

Las bases que utilizaremos para definir las álgebras que se consideran
vienen dadas por los campos invariantes a la izquierda siguientes:

- para el álgebra g6

e-' —dx

Ó
63 = di

t d t d
''— + e-' —

dx oy
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- para el álgebra 07

el =

e2 =

e3 =

e"' —
dx

e~ktÍy
d
di

- para el álgebra Q8

e2 = -

O /3 /í

-e-0t(coa(v 4- Oa- + sin f -r-)
Q OX ¿

O /3
e-ßt(- sin <

a o
ad_

2 dt

^~oy

Supongamos que sobre una variedad compacta tenemos una realización
J~ con codim (J - ) = 1 de alguna de estas álgebras. Denotaremos el
álgebra de Lie transversa por Q y el grupo correspondiente por G.

Las adherencias de las hojas de J- son toros T3 (cf. página 79) y
tenemos por tanto la floración básica

M S1

y, como TT^T3) = Z3, ^(Sl) = Z y
sucesión exacta de homotopía queda

O r3 U

= O, la correspondiente

0.

Esta sucesión es una extensión del grupo fundamental 7T1(M) de M.
Puesto que Z3 es abeliano, la acción

Z x Z3

n - p
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dada por n • p = ñpñ l con ñ (E p« 1(n) está bien definida (obsérvese
que n • p £ Z3 pues p»(ñpñ"1) = ññ"1 = 1 y, al ser la sucesión exacta,
n • p es de la imagen de »«). En efecto, si ñ es otro elemento de pJ1(n),
existe un h G Z3 tal que ñ = ñh debido a que Ki(M)/Z3 = 2.

Nótese también que cualquier sección s : Z —> TTi(M) da lugar a una
acción de Z en Z3

n*p = s(n)ps(n)~l.

Como la acción primeramente definida no dependía del ñ 6 P»1^)
elegido, resulta que n • p = n * p.

En [HI 82] se demuestra el resultado siguiente

Teorema 3.10 Si

I —> H JL+G-^ K —>1

es una extensión de G que admite una sección s : K —* G (denominada
escisión por la derecha), entonces

G £ H xs K

donde H xs K es el grupo H x A' con la ley de multiplicación

(h^k^h^kt) = (A,(*i**2) , fc ,fc2) .

(Se dice que G es el producto semidirecto de H y G).

Utilizaremos este teorema para calcular el grupo 7Ti(Af).

Podemos pensar que el fibrado T3 —> M —* S1 se obtiene a partir de
un difeomorfismo ^ de T3 en T3. Más precisamente, consideremos

M = T3x [0, l]/ ~

donde

p = q y t = s

(PI o

9 = AP) y í = 0,5 =
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es decir, identificamos T3 x {0} con T3 x {1} via el difeomorfismo <p.

Tenemos pues que ;r1(M) es el producto semidirecto de los grupos
abelianos 7Ti(T3) = Z3 y ^\(S1} = Z. Estudiaremos la acción de Z
sobre Z3 para determinar con precisión cual es el producto en Z x Z.

Sea 7 : / — > S1 un camino cerrado en Sl representando la clase del
elemento neutro, es decir [7] = 1 G TTi(S1) = 7. y 7 : / — > M una
elevación de 7 en M de manera que

con XQ G T3, entonces

= [(*o,0)]

Sea r : / —» T3 un camino cerrado en T3 con r(0) = -p ax0 = T(!).
Pensaremos en T dentro de M como el camino [(r(í),0)j. Entonces la
acción de Z en Z3 viene definida por

1 • T = 7 • T • 7-1

Lema 3.1 El camino 7 • r • -y"1 es homotopo al camino (f>r.

Demostración: Bastará construir una homotopía

H : I x I —> A/

con f f (0 , f ) = <fT y H(\,t) = 7- T • i~l. Ponemos

H(s, t) = [(.t'o, àt)] • [(^T. $)] • [(a-o, 5í)]~

entonces

//(O, t) = [(x0,0)]-[(vT,Q)].[(i0,0)]-l=fT

y el lema queda demostrado. •
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Por tanto xi(M) = Z3 xv Z, siendo Z3 xv Z el grupo Z3 x Z con el
producto

(p, n) • (g, m) = (p + <¿>?c, n + m)

donde <¿>, : ^i(T3) — > 7Ti(T3) es el morfismo a nivel de homotopía
inducido por el difeomorfismo (f : T3 — » T3.

Como f es una foliación de Lie, tenemos el desarrollo (cf. la proposición
1.5)

M -2+ G

i

M

con la representación de holpnomía h : K\(M} — » h(iri(M}) = F C G y
D (y • x) = %) • Dx, x € M y 7 e *,(M).

Se tiene que la variedad básica M ¡f es difeomorfa a G/ F (cf. por
ejemplo [LR 88]), entonces F es un subgrupo dos dimensional de G.
El álgebra de Lie Ji de la componente conexa de F que contiene al
elemento neutro, Fc, es precisamente el álgebra estructural de J- y ya
sabemos que en el caso que estamos tratando dicha álgebra es abeliana.

Como Q está generada por vectores e l5 e2, e3 que satisfacen

[e!,e2] = O

[e2, e3] = cei + de2

con ad — be ^ O, la única subálgebra abeliana con dimensión dos de 0
es Ji =< ei, e2 >. Fijándonos en las expresiones de los campos e\ y e2

para fl6, fl7 y flg (ver página 97) resulta que Ji está generada por d/dx
y d/dx y por tanto

F S R 2 x Z e

para cierto número real positivo t. Además tenemos que Fc = R2 x {0}
es abeliano.

Lema 3.2 Sea A un subgrupo abeliano de F = h(7Ti(M)). Entonces A
está contenido en R x {0} o existe un elemento a = (uj,a2 , 03) de R
con as T¿ O tal que A = {an : n 6 Z}.
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Demostración: Si A no está en R2 x {0} entonces AH (R2 x {0}) = O
pues en el caso contrario tendríamos dos elementos (p, 0) € A con p / O
y (ç, t) € A con t jí O, y como el grupo A es abeliano

de donde resulta que
q + e-

Aíp = q + p.

Esto implica que t = O salvo en el caso fl8 (con h=0) pero este caso no
lo consideramos aquí. Por tanto, A D (R2 x {0}) = 0.

En particular deducimos que A tiene como mucho un elemento en cada
nivel R2 x {me}, m 6 Z, ya que si 0^03 son de R2 x {me} entonces
OiO^1 6 A D (R2 x {0}) = O, de donde concluimos que a\ = a-¿.

Sea ahora a = (cj , a2, ne) el elemento de A que está en el nivel más bajo.
Para cada 6 = (6a, 62, me) escribimos m = nd + r, entonces 6a~d G A y
está en el nivel re con r < n, por tanto r tiene que ser O y 6 = a .

Así pues tanto A =< a > y el lema queda demostrado. •

Sigamos estudiando la estructura del grupo F = /i(-j(M)).

Proposición 3.1 Siguiendo la notación anterior tenemos que

Demostración: Por ser R2 x {0} abeliano, (R2 x {0}) n F es un sub-
grupo abeliano de F. Los grupos h(23) y h(l) son abelianos en F y
por tanto, aplicando el lema anterior, no tenemos más que las cuatro
posibilidades siguientes:

a) Tanto h(23) como /i(Z) están contenidos en R2 x {0}. Entonces

F, generado por h(2) y A(Z3) , está contenido en R2 x {0} lo cual
contradice que R3/F = Sl.

b) h(Z3) está contenido en R2 x {0} y h(L) = {an : n € Z) con
a £ R2 x {0}. Está claro que /i(Z3) C (R2 x {0}) n F; veamos la

otra inclusión. Si a € (R2 x {0}) n F, entonces hay un elemento
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(p, n) € TI (M) talque/i((p, n)) = a pero como (p, n) = (p, 0)(0, n)
tenemos que

con 6 € R2 x {0} y a £ R2 x {0}. Como que a ha de estar en
R2 x {0}, entonces k = O ya que si 6 = (¿»1,625 0) y a = (ai,a2,a3)
con a3 T¿ O tendríamos que 6 • ak — (c\, c?, ka3) Ç R2 x {0}.
Por tanto en este caso se da la igualdad (R2 x {0}) n F = h(Z3).

c) h(l) está contenido en R2 x {0} y h(ï3) = {an : n 6 Z} con
a ^ R2 x {0}. Procedemos como en el caso anterior. Si a €
(R2 x {0}) n F, entonces hay un (p, n) tal que

a = h((p, n)) = h((p, 0)) - /»((O, n)) = ak • b

con 6 € R2 x {0}. Entonces k = O y (R2 x {0}) n T = h(2). Pero
esto no es posible, pues h(2) no puede ser denso en R2 x {0} y
Fe T¿ R2 x {0} lo cual es una contradicción.

d) h(l3) = {an : n <E 2} y h ( I ) = {bn : n <E Z} con a e R2 x {fcl£}
y b (E R2 x {k-¿t}. Cualquier elemento a de F será de la forma

a = a" • bm.

Si ademas a ha de ser de R2 x {0}, debe de cumplirse que

nki + mki = 0.

Entonces F n (R2 x {0}) está generado por un elemento de la
forma ap • 67 con p, ç G Z. Contradicción, pues de esta manera
F H (R2 x {0}) no puede ser denso en R2 x {0}.

Portante, el único caso posible es el b), que hace que sea (R2x{0})nF =

OBSERVACIÓN: Tres elementos u, v y w de R3 pueden generar un sub-
grupo denso de R3. De hecho, basta con tomar u = Xv + ¡JLW con A, ¡JL
y A//I irracionales. Entonces, a priori, es posible tener

= R 2 x{0} .

Con estos preliminares ya podemos pasar a los resultados fundamen-
tales de este apartado.
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Proposición 3.2 No existen flujos de Lie con codim(^) = 1 y transver-
salmente modelados en el álgebra 06.

Demostración: Supongamos que existe una tal realización.

Consideremos

A(Z) = < (p, í) > con t > O J

El subgrupo h(23) es normal en F pues Z3 lo es en Z3 xv Z. Entonces

lo cual da lugar a las relaciones

3

„-A«,,. _ V^ \Jn » — 1 9 3 C\ 9^
P* '— / ir3 ' "— -̂  1 ̂ 5 ^ \"*^/

j=l

Veremos que la matriz A = ( A ¿ ) es precisamente la matriz de la apli-
cación y?, : Z3 —> Z . En efecto, supongamos elementos ç, de Z tales
que h((qi, 0)) = (p¿,0). Se tiene que

,!)(<?„0)(0, IP1)

pues el producto en Z3xvZ era (p, m)(c, n) = (p+^^c. m+n). Entonces

lo cual prueba que A = ( A ¿ ) es la matriz de 9» (en la base {p¿}3
=1).

En el caso de g6 se tiene que

fe-' -<e-'\
A =

\ 0 e-' /
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Para simplificar notación pondremos a = e '. Nótese que al ser t
estrictamente positivo tenemos que O < a < 1.

Si ponemos pi = (a^c^), p2 = (^1^2) y í>3 = (Ciic2) V definimos los
vectores vi = (ai,¿i, ci) y uj = (a25^2,^2)5 de la relación 3.2 se deduce
que

¥>*Vi = av\ -f a log au2

(¿?»u2 = ai>2.

Completando los vectores independientes v\ y v2 (pues Pi,p?,p3 tienen
rango 2) a una base {i>j, u2,t>3}, resulta que

A =

a O a \

a log a a ß

O a a-2

La matriz A es la transformada, mediante un cambio de base, de una
matriz invertible de Z3 en Z3. Entonces sus invariantes son enteros y en
particular su determinante es 1, puesto que la ecuación característica
de A es

a:3 -

tenemos que

+ qx - 1 = O

l

? = P

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Entonces a es irracional pues al ser valor propio de A satisface la
ecuación 3.3 y si a fuera un número racional r/s con r y s enteros
primos entre si r y s deberían de ser divisores de 1. Esto implica que
a = ±1, cosa imposible por ser a £ (0,1).

105



Multiplicando la ecuación 3.5 por o2 y la 3.4 por a obtenemos

a2p = 2a3+ 1 |

aq = a3 + 1 J

y simplificando el término cúbico resulta que a debe de ser raíz de la
ecuación de segundo grado

pa2 -2qa + 3 = 0. (3.6)

Entonces

y sustituyendo los dos posibles valores de o en la ecuación 3.4, tenemos
que p y q satisfacen

(3.8)

-4í?
3. (3.9)

Restando 3.8 y 3.9 obtenemos la relación

4p3 - 2pV - ISpq + 8q3 = 0. (3.10)

Por otra parte, elevando al cuadrado los dos términos de la igualdad
3.8 y simplificando, se deduce que

4p3 - pV - ISpq + 4c3 + 27 = 0. (3.11)

Finalmente, restando 3.10 y 3.11, tenemos que si a = (q±\/q2 — 3p)/p,
entonces

Pero al ser p y ç enteros positivos, q2 debe de ser 9 y por tanto p = 3 = q.
Ello implicaría a = 1 en contra de a 6 (0, 1).
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Por tanto, hemos demostrado que no pueden existir flujos de LL¿e f en
variedades compactas con codimensión de f igual a 1 y con;.nmodelo
transverso 06. •

La demostración de un resultado análogo para el álgebra gr poasa por
el establecimiento del siguiente lema

Lema 3.3 Sea p(x) = x3 — px2 + qx — l un polinomio con p y q t enteros.
Si existen k 6 R \ {0} y un Ç (E (0, 1) de manera que ¡as raíces tídf. p(x)
sean £,£ fc y £~(k+1\ entonces k es irracional.

Demostración: Ya hemos visto que las únicas raíces racionaláes posi-
bles de p(x) son —1 y 1.

Si el 1 fuera raíz, como f 6 (0, 1), tendríamos que k = O lo cuaiií queda
excluido en las hipótesis. Si —1 fuera raíz, entonces — 1/f tamnbién lo
sería, pero esto no es posible pues todas las raíces son positivas^.

Por tanto p(x) es un polinomio irreducible en Q. Su grupo de- Galois
sobre Q es Z$ o el grupo simétrico 63 y en cualquiera de los does casos
existe un automorfismo a del cuerpo extensión K, que es de oorden 3.
permuta las raíces y es la identidad sobre Q. Es decir, a salisfaace

o

Si k fuera un número racional p/<?, usando que tr(x1/9)
cuando xílq 6 A^ obtenemos que

en el primer caso, y que

en el segundo. Esto implica que k2 + k + 1 = O lo cual no es poosible
pues k G R \ {0}.

Entonces k g Q y el lema queda demostrado. •
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Proposición 3.3 No existen foliaciones de Lie con codim(^) = 1 y
transversalmente modeladas en el álgebra Q7 con k G Q.

Demostración: Igual que en la proposición anterior, supongamos que
una tal foliación existe. Entonces F se realiza en un fibrado en toros
T3 sobre S1 definido por un difeomorfismo <¿> : T3 —> T3. La aplicación
< > » : Z3 —» Z3 se escribe en cierta base de la forma

/ a 0

A = O ak ß

V O O a-<fc+1> )

con a = e~\ y por tanto a 6 (0,1).

Las raíces del polinomio característico de A son a,a y a~^ +1'. Apli-
cando el lema anterior tenemos que k es irracional. Por tanto no existen
realizaciones con A: 6 Q y la proposición queda demostrada. •

Este último resultado no quedaría completo si no comprobáramos la
existencia de foliaciones transversalmente Q7 con k 6 R \ Q.

EJEMPLO: Consideremos la matriz

de Sl(3, R). Su polinomio característico es

x3 - 6z2 -f 9x - l

y los valores propios son

A, = 2(1 +eos ^TT).
y

Tenemos que O < A3 < 1 < A2 < A!. Pongamos £ = A3, hay un k < O
tal que £* = A2. Este k es

log(2( l+cosf) )
log(2(l + cosf))
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y según el lema 3.3 este número es irracional.

Los vectores propios de A son de la forma

«¿ = (l, 1 1

3 """ 3

La razón entre las componentes de estos vectores es irracional. En
efecto, si Vj = (a, 6, c), entonces

£ = A j - 2 e R \ Q

Por lo tanto cada vector v j genera un flujo denso en el toro T3.

Consideremos la variedad compacta M = T3 x R/ ~ siendo "~" la
relación (x, í) ~ (Ax,t + 1). La dirección dada por el vector propio Vi
es invariante por A, por tanto induce un flujo global en M que es denso
sobre toros T3.

Este flujo tiene a Q7 con k = log A2/ log X$ como álgebra transversa.
Para verificar esta última afirmación obsérvese que un paralelismo trans-
verso invariante por A en T3 x R viene dado por

e2 = ç v3

i_d_
63 ~ log f oí

campos que satisfacen

[e l5e2] = O,

[ei,e3] = ei, [e2, e3]

Con lo cual tenemos el ejemplo deseado.
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Codimensión de ? — O

Este es un caso trivial pues el álgebra transversas coincide con el álgebra
estructural. Por tanto solo son realizables los ffiujos transversalmente
abelianos, es decir, solo el álgebra Ql es realizábale y la realización con-
siste en flujos lineales densos en T4.
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