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Introduccion

Esta memoria esta dividida en dos partes en principio independientes. La
primera de ellas trata de las llamadas férmulas integrales de curvatura y la
segunda de las foliaciones de Lie.

Formulas integrales de curvatura

El origen lejano de este tipo de férmulas se encuentra en el teorema de Gauss—
Bonnet, en el que se ve como la integral de la “curvatura” de la variedad es
un invariante topoldgico.

Cuando sobre una variedad tenemos una foliacién, ademas de poder con-
siderar las diferentes curvaturas sobre la misma, podemos considerar también
las curvaturas de las hojas y preguntarnos si sus integrales dan lugar o no a
algin tipo de invariantes asociados a la variedad. En esta linea, uno de los
primeros resultados que aparece en la literatura es el de Asimov (cf. [AS 78]).
Si M es una variedad riemanniana compacta, conexa, sin borde y de dimen-
sién n + 1 sobre la cual se tiene una foliacion F transversalmente orientable
y de codimensién 1, Asimov demostré que, si ademas M tiene curvatura
seccional constante ¢, entonces

0 si n es impar
1

K = 0.1
vol(M) /M /2 ( n7}2 ) si n es par @1

donde la funcién K : M — R denota la curvatura de Lipschitz-Killing (de
Gauss sin = 2, cf. [TH 64]) de la hoja F, de F que pasa por z con respecto
de la métrica de Riemann inducida por su inclusién en M.



Posteriormente, Brito, Langevin y Rosenberg (cf. [B1 84]) generalizaron
este resultado dando formulas integrales, no sélo para la curvatura K, sino
también para las funciones simétricas elementales de curvatura, aunque tra-
bajando todavia con foliaciones de codimension 1 y variedades de curvatura
seccional constante. Mas concretamente, sea V la conexién de Levi-Civita
asociada a la métrica en M. Consideramos en cada punto z de la variedad

el endomorfismo
.M 25 T.M

y — (VyN)(z),

donde N es un campo vectorial unitario y normal a la foliaciéon F. Para
cada k entre 0 y n, la k-ésima funcidon simétrica de curvatura oy se define
mediante la expresion

det(] +tA;) = Y out*.
k=0

Cuando M es compacta, orientable, sin borde y con curvatura seccional cons-
tante ¢, se tiene la formula integral siguiente:

VOIIM)/ o = c* ( k)2 ) si n y k son pares (0.2)
( M 0 en los otros casos

A la vista de las anteriores relaciones, 0.1 y 0.2, hemos considerado natural
el planteamiento de las siguientes cuestiones:

1. ;Es posible eliminar la hipdtesis de integrabilidad? Es decir, jqué
ocurre si se consideran campos de planos en vez de foliaciones en la

variedad M?

2. ;Es posible eliminar la hipdtesis sobre la codimension de la foliacion y
tratar el caso de codimension arbitraria?

3. ;Qué ocurre al estudiar las formulas en el supuesto de variedades M
con curvatura seccional no necesariamente constante ?
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En esta memoria hemos contestado a estas tres preguntas obteniendo
férmulas integrales de curvatura, al estilo de 0.1 y 0.2, para distribuciones
no necesariamente integrables, de codimensién arbitraria y sobre variedades.
cuya métrica no tenga por que ser de curvatura seccional constante.

Concretamente, hemos obtenido los siguientes resultados:

Teorema 0.1 Sea (M, g) variedad riemanniana orientada, compacta y sin
borde. Si F es un campo de p-planos en M y H el campo ortogonal a F,
entonces se tienen la férmulas integrales siguientes

1.

1 1
3 =5 [ m 2 [ Garton) +2 [ (4 + nA(uu;;
0.

% /M ™ = % /M(T'f“v'fH /M(Uz,f+az,n)+ /M(NAfIIZHIAHH’) (0.4)

donde 7y es la curvatura escalar de la variedad, 7 y 74 las curvaturas es-
calares extrinsecas de los campos de planos y 7 y 74, la curvaturas escalares
intrinsecas (i.e. las obtenidas al restringir la métrica de M a F y H respec-
tivamente).

Otra féormula interesante surge al introducir la curvatura escalar mixta
Tm, definida en M a través de la relacién

™ = TF + 2T + T
entonces deducimos que

Teorema 0.2 Sea (M,g) variedad riemanniane orientada compacta y sin
borde. Si F es un campo de p-planos en M y H el campo ortogonal a F,
entonces se tiene la formula integral

3 [m= [(@rtoun+ [UAP+14d?)  (05)
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Hay que hacer notar que las férmulas 0.3, 0.4 y 0.5 provienen de integrar
ciertas relaciones entre formas diferenciales de M (cf. 2.17, 2.18 y 2.22) en las
cuales aparece un término exacto que desaparece al integrar sobre variedades
compactas sin borde.

De entre las consecuencias derivadas de las férmulas destacamos, en
primer lugar, dos situaciones geométricas limite, cuando F es de codimen-
sién 1 — corolario 0.1 — y cuando M tiene curvatura seccional constante —
corolario 0.2 — :

Corolario 0.1 Si (M, g) es una variedad riemanniana compacta, orientada
y sin borde y F es un campo de planos orientable y de codimension 1 en M,
entonces

| )
5 [ RieV.N) = [ oo+ [ 145 (0.6)

stendo N un campo unitario y normal a F.

Corolario 0.2 Si (M, g) es una variedad riemanniana compacta, orientada,
stn borde y con curvatura seccional constante k y F es un campo de planos
orientable y H su ortogonal, tenemos la formula integral siguiente

1
spekvol(M) = [ (@rr 4020+ [ (AP + 147 (07)
donde dimF =p ydimH =gq.

Notese que, cuando F es integrable y de codimension 1, recuperamos la
férmula de Brito-Langevin-Rosenberg para os.

Entre otras consecuencias (cf. pag. 66) destacamos las siguientes.

o Respecto a campos totalmente geodésicos:

Proposicion 0.1 Sea (M, g) una variedad riemanniana orientada, compacta
y sin borde y F y H campos de planos ortogonales y complementarios.

1. Si 7, es no positiva y es negativa en algin punto de M, F y H no
pueden ser campos totalmente geodésicos.
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2. En particular, si M tiene curvatura seccional no positiva y es negativa
en algin punto, la afirmacion 1 sigue siendo cierta.

3. Si 1, <0 ylos campos de planos son totalmente geodésicos, éstos deben
ser integrables y T,, idénticamente nula .

e Respecto a foliaciones minimales:

Proposicién 0.2 Sea F una foliacion minimal de codimension uno sobre
una variedad riemanniana M, orientada, compacta y sin borde cumpliendo
que Ric > 0. Entonces, F es totalmente geodésica.

e Respecto a foliaciones riemannianas:
Proposicién 0.3 Sea M una variedad riemanniana, compacta y sin borde

1. Si F es una foliacion totalmente geodésica y riemanniana en M tal que
Tm > 0, entonces el campo ortogonal H no puede ser integrable.

2. Si M tiene curvatura escalar negativa, entonces no ezisten foliaciones
riemannianas totalmente geodésicas en M.

Proposicion 0.4 No ezisten flujos riemannianos sobre una variedad cuya
métrica tenga curvatura de Ricci negativa.

No olvidemos sin embargo, que, a pesar de la generalizacién conseguida,
no hemos obtenido informacidn sobre otras funciones simétricas de curvatura
diferentes de ;. Es este un problema abierto por el momento.

Para llegar a los resultados que se acaban de enunciar hemos utilizado la
teoria introducida por Albert en [AL 83] y [AL 78]. Esta consiste en asociar
a cada distribucidon de p-planos F un algebra de Weil truncada W;‘q (cf. pags.
38 y 43) y un morfismo basico (cf. prop. 2.3) entre los elementos basicos de
dicha dlgebra y el complejo de formas diferenciales sobre M.
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Al considerar el algebra trivial an tenemos el diagrama conmutativo
BW:, - BW
Bom ™\  Ber (0.8)
A(M)

y tomando el elemento de W;o

a= Y (1)U AGA L AGA AR A

i<y
deducimos que (cf. las proposiciones 2.5 y 2.4 y el teorema 2.2)

Teorema 0.3 La forma a es bdsica y se tiene que

1
Boy-a= 70 v

Bior-§(a) = [5(7r + 1) + 20nr + ouac+ A1 + |4l v + ¢

A partir de aqui, y por la conmutatividad del diagrama 0.8 aplicada a la
forma a, se obtienen los resultados anteriores.

Foliaciones de Lie

La segunda parte de la memoria, desarrollada en el capitulo 3, aborda un
tema independiente al anterior, que se enmarca en el ambito de las foliaciones
con estructura transversa.

Entre la clase de foliaciones con estructura transversa destacan las folia-
ciones de Lie. Este tipo de foliaciones han sido estudiadas por varios autores,
principalmente por Fedida (cf. [FE 71]). Ademads del interés que tienen por
si mismas, la importancia de su estudio ha aumentado por el hecho de que
aparecen de forma natural en la clasificacion de las foha.c10nes riemannianas
desarrollada por Molino (cf. [MO 82]) .

Cada foliacién de Lie tiene asociadas dos algebras de Lie, el adlgebra de
Lie g del grupo sobre el cual la foliacion esta modelada y el dlgebra de Lie



estructural b . Esta dltima es el algebra de Lie transversa de la foliacion de
Lie que se obtiene al restringir F a la adherencia de cualquiera de sus hojas.
En particular, ) es una subalgebra de g. Hay que resaltar el hecho de que,
mientras ) es un dlgebra asociada a F de forma canonica, el algebra de Lie
g no lo esta.

Asi pues, una cuestién interesante es la de conocer qué pares de alge-
bras de Lie, (g,}), con b subalgebra de g, pueden aparecer como algebras
transversa y estructural respectivamente de una foliacion de Lie F en una
variedad compacta M.

Parece natural pensar que la estructura de las algebras consideradas
(nilpotentes, resolubles, etc.) tendrd un papel importante en este problema.
Una manera de empezar a vislumbrar dicho papel es estudiar el problema en
dimensiones bajas. )

En este trabajo estudiamos el siguiente caso particular: dada un algebra
de Lie g de dimensién 3 y un entero q entre 0 y 3, ;existe alguna variedad
compacta dotada de un flujo de Lie F con algebra transversa g y algebra es-
tructural de dimensidn ¢7 Para simplificar, y segin sea la respuesta, diremos
que el par (g, q) es o no realizable.

Usando la clasificacion de las dlgebras de Lie de dimensién 3 y el hecho de
que el dlgebra estructural de un flujo de Lie es abeliana (cf. [CA 84]) vemos
directamente que algunos pares no son realizables. Por ejemplo, (5!(2),2)
y (56(3),2) no son realizables pues las algebras s{(2) y s0(3) no admiten
subalgebras abelianas de dimensién 2. Sin embargo, en algunos casos, la
obstruccion a la realizacion de determinados pares radica en la compacidad
de la variedad y no solo en razones puramente algebraicas. Por ejemplo, el
caso (Afin,0) no es realizable (cf. pig. 80).

En la seccion 3.1 damos una clasificacién de las algebras de Lie de dimen-
sién 3 en 6 familias g,,..., g5 y en dos familias, g, (parametrizada por k € R
con k # 0) y gs (parametrizada por un & € R con A% < 4). En funcién de
esta clasificacién obtenemos los siguientes resultados (cf. seccién 3.3):

Teorema 0.4 Si el dlgebra estructural b de F es cero, i.e. F es una foliacion
con hojas compactas, entonces g,, 9,, 93 ¥ 94 son dlgebras realizables mientras
que 95 Y g no son realizables. El dlgebra g, es realizable si y solo si k = —1
Y gg st y solo si h = 0.
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Teorema 0.5 Si el dlgebra estructural §) de F tiene dimension 1, entonces
9y, 92, 03, 84 Y 05 son dlgebras realizables. gg y g; no son realizables y el
dlgebra gg con h =0 es realizable.

De momento no se conoce ninguna realizacién del dlgebra gg cuando A # 0
y el algebra estructural es de dimension 1.

En el siguiente resultado es remarcable el hecho de que la realizacién del
par (8s,2) depende del valor que toma el pardmetro k. De hecho tenemos
que

Teorema 0.6 Si el dlgebra de Lie estructural ) de F tiene dimension 2
entonces @, 95 y 9g cuando h = 0 son dlgebras realizables mientras que g,,
93, 94, 06 ¥ 87 con k € Q no son realizables.

Como complemento a este teorema daremos un ejemplo de realizacion de g,
con k irracional (cf. pag. 108).

Por 1ltimo, ndtese que el problema de caracterizar los valores de & para
los cuales g, es realizable y el caso del algebra gz son problemas todavia
abiertos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducirdn la mayor parte de las definiciones y la no-
tacion utilizadas a lo largo de esta memoria. También se repasaran algunos
resultados “clasicos” en Geometria Diferencial y Teoria de Foliaciones.

Mientras no se especifique lo contrario, todos los objetos tratados en este
capitulo se consideraran de clase C*°.

1.1 Generalidades

Foliaciones

Una foliacién de dimension p en una variedad diferenciable M de dimension
n es, a grosso modo una particiéon de M en subvariedades de dimensién p
llamadas hojas (pues localmente se apilan como las hojas de un libro). Un
primer ejemplo simple de foliacién se obtiene al considerar R* = R? x R*™?
como la reunion de los p-planos de la forma R? x {c} con ¢ € R"77.

Daremos definiciones mas rigurosas de lo que es una foliacién. La primera
de ellas se basa en la existencia de un determinado tipo de atlas en la variedad

M.

Definicién 1.1 Sea M una variedad de dimension n. Una foliacion de clase



CT de dimension p en M es un atlas mazimal F de clase C" con las propie-
dades siguientes:

1. Si (U,p) € F, entonces p(U) = Uy x U, C R? x R*7?, siendo U, y U,

discos abiertos en R? y R""?P respectivamente.

2. 5i(U,¢) y(V,%) son de F y tales que UNV # @, entonces los cambios
de coordenadas son de la forma

o Hz,y) = (fz,v),9(v))

Diremos que n — p es la codimensién de la foliacion F y lo denotaremos por
codim F =n —p.

De ahora en adelante consideraremos unicamente foliaciones de clase C*.
Las cartas (U, ) € F se denominaran cartas foliadas o cartas adaptadas a
la foliacién F. Los conjuntos de la forma ¢~ '(U; x {c}) con ¢ € U, son
las placas de U o simplemente placas de F. Un camino de placas de F es
una sucesion de ay,...,q, placas de F tales que a; N a4 # @ para todo
7 € {1,...,¢ — 1}. Definimos en M la siguiente relacién de equivalencia:
“p ~ g si existe un camino de placas ay,...,a, con p € oy y ¢ € a,”. Las
clases de equivalencia para esta relacion son las hojas de F.

Toda hoja F de la foliacion F admite una estructura de variedad diferen-
ciable inducida por las cartas foliadas. Un atlas para esta estructura viene
dado por los pares {a, @) siendo a C F una placa de U y @ = g¢|,. Esta
estructura se denomina estructura diferenciable intrinseca de F. Podemos
resumir algunas de las propiedades de las hojas en el siguiente teorema.

Teorema 1.1 Sea M una variedad foliada por una foliacion F de dimension
p. Cada hoja F de F admite una estructura de variedad diferenciable de di-
mension p, denominada estructura intrinseca, de tal forma que los dominios
de las cartas locales son las placas de F . La aplicaciéni: F — M definida
por i(z) = x es una inmersion inyectiva y diferenciable considerando en F
la estructura de variedad intrinseca. F es subvariedad de M si y solo si la
aplicacion t es un “imbedding”.

NOTA: Una aplicacion es una inmersidn si su aplicacion tangente es inyectiva
en todo punto. Diremos que una inmersién f : N — M es un imbedding
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si f: N — f(N) C M es un homeomorfismo considerando en f(N) la
topologia inducida por M. Un subconjunto N C M es una subvariedad de
dimensién p si para todo £ € N hay una carta local (U, ) tal que p(U) =
VxWdonde0e VCRP,0e6 W CR"?yV, W son bolas euclidianas tales
que (NNU) =V x {0}.

La estructura transversa juega un papel importante en la teoria de fo-
liaciones. La siguiente definicién de variedad foliada pone mayor énfasis en
dicha estructura.

Definicién 1.2 Una foliacion F de codimension ¢ de M viene definida por
una coleccion mazimal de pares (U,, fo), a € A, donde U, son abiertos de
M y las f, son submersiones fo : Uy — T sobre una cierta variedad T de
dimension q que satisfacen:

1. YUs=M,
aE€A

2. siU,NUs # B, existe un difeomorfismo local g,5 de T tal que en U,NUp
se cumple f, = gop o f5-

Las f, se llaman aplicaciones distinguidas de F .

Campos de planos

Ciertas propiedades de las variedades foliadas son susceptibles de generali-
zacion sustituyendo la foliacion por un campo de p-planos. Algunos de los
resultados que se expondran en capitulos posteriores hacen referencia a este
tipo de estructura geométrica.

Definicién 1.3 Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Dado un
entero p < n, una distribucién p-dimesional o campo de p-planos P consiste
en asociar a cada x € M un subespacio p-dimensional P, de T, M, espacio
tangente de M en z.

Usando el lenguaje de fibrados, P es un subfibrado del fibrado tangente
TM de M. Un campo de planos P es diferenciable si para cada z € M
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existe un entorno abierto U de r y p campos vectoriales X;,...,X, en U
cuyos valores en cada punto y € U generan P,.

Diremos que un campo X de M es tangentea P sisu valoren cadaz € M,
X(z), pertenece a P,. El conjunto Xp de los campos vectoriales tangentes
a P es un submddulo del médulo X(A) de los campos vectoriales sobre el
anillo C*°(M) de funciones diferenciables.

Sea F una foliacién en M. Para cada ¢ € M consideremos una carta
foliada (U, ¢) cuyo dominio contenga a = y sean ¢ = (Z1,...,Zp,Y1,-+-,Yq)
las funciones coordenadas. Sea P, el subespacio de T,M generado por los
campos coordenados d/dz,|;, . ..,0/0z,|,. Debido a la forma de los cambios
de coordenadas en los atlas foliados, este subespacio no depende de la carta
foliada elegida. Diremos que P es el campo de planos asociado a la foliacién

F.

Definicion 1.4 Un campo de p-planos es completamente integrable si y solo
st es el campo de planos asociado a una foliacidn.

El Teorema de Frobenius caracteriza las distribuciones completamente
integrables en términos del paréntesis de Lie para campos de vectores.

Teorema 1.2 See P un campo de planos en la variedad M. Entonces P
es completamente integrable si y solo si el submddulo asociado Xp es una

subdlgebra de Lie de X (M), es decir, si [X,Y] € Xp para todo X,Y € Xp.

Por lo tanto, toda foliacion tiene asociado un campo de planos pero no
todo campo de planos define una foliacion. Témese como ejemplo la dis-
tribucién en R® dada por los campos 8/dz y £8/dy + 0/0-.

Obsérvese que todo campo P de 1-planos es completamente integrable y
que un tal campo no viene dado necesariamente por un campo vectorial de
M; esto solo sera asi cuando P sea orientable.

Orientacién

Definicién 1.5 Diremos que el campo de p-planos es orientable st hay un
recubrimiento por abiertos {U,} de M de manera que la restriccion de P a
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cada U, esté definida por campos X7, -+, X5 y que, si z € UyNUp, la matriz
que cambia de X7,---, X7 a X,ﬂ, e ,Xf tiene determinante positivo.

NOTA: Si pensamos en los campos de planos como subfibrados vectoriales
de TM la orientabilidad es equivalente a la existencia de representaciones
coordenadas (Uy, ¢,) cuyas funciones de transicién gog = 935 0 @p,- tienen
determinante positivo.

Puesto que todo espacio vectorial admite dos orientaciones, un campo de
p-planos admite también dos orientaciones (segun la orientacion que se tome
en P.). El recubrimiento doble orientable de M asociado a P se define como

M ={(z,0):z € M y O es una de las dos orientaciones de P,}.

Entonces 7 : M — M es un recubrimiento de dos hojas. Si 7*(P) es el
campo de planos elevado a M por 7, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3 Supongamos M coneza y P un campo de p-planos en M. Sea
(M, r) el recubrimiento doble orientable de P. Entonces

1. 7 (P) es orientable,

2. M es coneza si y solo st P es no orientable.

Como consecuencia se tiene que

Corolario 1.1 Si M es simplemente coneza, entonces todo campo de p-
planos es orientable (1 < p < dimM ). En particular M es orientable.

Un campo de (n — p)-planos @) es complementario o transverso al campo
P si en cualquier z € M se tiene que P, + @, = T, M. Por ejemplo, si en
M tenemos una métrica riemanniana, el campo de planos ortogonal definido
por Pl ={ve T.M :< v,w >=0Vw € P.} es complementario a P.

Definicién 1.6 El campo de planos P es transversalmente orientable si
eriste un campo complementario a P y orientable.



Obsérvese que si P es transversalmente orientable, todo campo de planos
complementario es orientable.

El siguiente teorema resume las relaciones entre la orientabilidad de P,
su orientabilidad transversa y la orientabilidad de la variedad ambiente M.

Teorema 1.4 Sea P un campo de p-planos en M. Son ciertas las propieda-
des siguientes:

1. St P es orientable y transversalmente orientable, entonces M es orien-
table.

2. §i M es orientable, entonces P es transversalmente orientable si y solo
st es ortentable.

Hasta ahora hemos tratado la orientacién unicamente para campos de
planos; veamos el caso de las foliaciones.

Definicién 1.7 Una foliacion F es orientable si lo es el campo de planos
asoctado. Andlogamente,una foliacion F es transversalmente orientable si lo
es el campo de planos asociado.

Si F es no orientable (resp. transversalmente orientable), en el doble
recubrimiento orientable M podemos obtener una foliacion orientable (resp.
transversalmente orientable) mediante la elevacion del campo de planos T'F
asociado a F .

Cuando el campo de planos P define una foliacion F, la orientabilidad
transversa se puede considerar en términos de las aplicaciones distinguidas
fo : Uy — R"™ (como las f, son locales siempre podemos tomar como
variedad transversa T = R").

Teorema 1.5 Sea F una foliacion. Entonces F es transversalmente orien-
table si y solo si existe (U,, fo) de manera que funciones de transicion gag
tales que f, = gap o fs conservan la orientacién candnica de R™ (es decir,
det(T:g45) > 0, Vz).



1.2 Curvatura y campos de planos

Variedades riemannianas

En este apartado (M, g) serda una variedad riemanniana de dimensién n, F
un campo de p-planos y H = F* el campo de (n — p)-planos ortogonal a F.

Si {e1,...,e,} s una base ortonormal local en M, {6',...,6"} denotard
su base dual. Las formas de conexion y de curvatura asociadas a la conexion
de Levi-Civita de ¢ las denotaremos por wj y {1 respectivamente. Si la base
{e1,...,en} esta definida en un abierto U, X € X(U) y V es la derivacién
covariante asociada a g, tenemos que:

wi(X) = g(Vxe,,e)

Q; = EZR;klgk/\Gl
2 kl

siendo R}, las componentes en la base ortonormal local {ey, ... e,} del tensor
de Riemann

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ - Vixy)Z.

Las formas 6, w] y Q! satisfacen las ecuaciones de estructura

do' = -3 wi AG*
k:ln
Q) =dw} + ) wi /\w;‘

k=1

Las aplicaciones
h:TM — F
v:TM —H

denotan las proyecciones ortogonales de T M en los campos de planos F y H
(pensados como subfibrados de TM).

Diremos que la base local {ey,...,e,} es adaptada a F y H si e4 pertenece
aFparal < A< pye, pertenece a H para p+1 < a < n. Con respecto a



los indices, seguiremos la norma de que las letras latinas mindsculas varian
de 1 a n = dim M, las latinas mayuisculas de 1 a p = dimF y las griegas
minisculas de p+ 1 a n.

Si X,Y, Z son campos vectoriales pertenecientes a F, definimos:

V%Y = h(VxY)
R(X,Y)Z = V4V Z = Vy Vs Z - Vixy 2
a(X,Y) =v(VxY)

Sean v, w € T M, si ||v,w|| = g(v,v)g(w,w) — g(v, w)?, entonces

es la curvatura seccional del plano generado porvywenz € M ysivy w
son vectores pertenecientes al campo de planos F,

_ 9(R'(v, w)w,v)

o) =Tl

es la curvatura seccional inducida por g en F. Sean v v w de nuevo vectores
de T M, entonces

n

Ric(v,w) = Y _ g(R(ei, v)w, €;) (1.1)

=1
es el tensor de Ricci.
Si kij = k(ei,e;) y klyp = K'(ea,ep), definimos las siguientes curvaturas
escalares:

n
™ = Z kij

1,j=1
P P
— ! 1
Tr= Y, kas r= Y kip
A,Bz=1 A,B=1

Si 7 y 74, se definen de forma andloga, se tiene que
™ =Tr+2Tm + 7x

siendo 7m = Y4 4 kaa la curvatura escalar mizta.
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Diremos que la variedad riemanniana M tiene curvatura constante si para
cualquier X e Y vectores unitarios, el valor de k(X, Y) es constante. En este
caso el tensor de Riemann satisface la relacion

R(X,Y)Z = k(g(Z,Y)X — ¢(Z, X)Y)

con k € R constante. Siguiendo [RE 83, definimos los tensores de integra-
bilidad y fundamental asociados al campo de planos F.

Definicién 1.8 Si X e Y son campos vectoriales de F, y V y W campos
vectoriales de H , el tensor fundamental Sr del campo de planos F viene
definido por las relaciones:

3

SFX,Y) = Zu(Vx¥ +VyX)

Sr(V,:) = 0
9(Sr(X,V),W) = 0
9(S(X,V),Y) = g(Sx(X,Y),V) |

NOTA: Si F es integrable y X e Y son tangentes a la foliacion definida por
F para cualquier campo normal N, se cumple

g(S}'(X-Is YJ—')» N) = "'g(vX,Na YJ:),

que es la segunda forma fundamental (salvo quiza el signo) respecto a N de
la hoja de F que pasa por z.

Definicion 1.9 Si X e Y son campos vectoriales de F, y V y W campos
vectoriales de ‘H, el tensor de integrabilidad Ax del campo de planos F viene
definido por las relaciones:

N

Ar(X,Y) = %v(VXY——VYX)
‘ Ar(V,) = 0
g(Ar(X, V), W) = 0
9(Ar(X,V),Y) = g(Ax(X,Y), V) |




Para el campo normal H, los tensores Sy y Ay se definen de forma analoga.

Si Ar(es,eB) = Lacpr1 84p - €a Y SHv,w) = g(Sx(v, w),e,) para vy w
tangentes a F, definimos ||A#||? y 027 como

A" = 3 (a%p)”

A<B

015 = 3 TASEY — x(55)%)

Obsérvese que ||Ax||? = 0 si y solo si F define una foliacién. En ese caso
02,7 es la seqgunda funcion simétrica de curvatura. Nétese también que estas
definiciones no dependen de la base ortonormal adaptada elegida.

Campos de planos especiales

Definicién 1.10 Un campo de planos F en una variedad riemanniana (M, g)
es totalmente geodésico si toda geodésica tangente a F en un punto se man-
tiene tangente a lo largo de su recorrido.

Diremos que una foliacién F es totalmente geodésica si lo es el campo de
planos asociado.

En el caso de subvariedades, esta propiedad es equivalente a la anulacién
de la segunda forma fundamental sin embargo; para campos de planos la
situacion es diferente.

Definicion 1.11 Diremos que un campo vectorial X de M es foliado o ba-
sico respecto el campo de planos F si, para todo Y € Xr, el paréntesis de
Lie [X,Y] también pertenece a Xr.

Si L(M, F) es el conjunto de campos foliados, L(M, F) es una subalgebra de
Lie de X' (M).

La siguiente proposicion resume algunas de las caracteristicas de los cam-
pos foliados

Proposicién 1.1 Sea X € X(M). Las siguientes propiedades son equiva-
lentes
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1. X es foliado respecto F.

2. El grupo uniparamétrico local asociado a X deja F invariante (es decir,

si ¢y es dicho grupo, ¢,.F = F).

3. Si F es integrable y (z,y) = (z1,...,Zp, Y1,-.-,Yq) Son las funciones
coordenadas en una cierta carta foliada, entonces

P 0 a 0
X = 9 9
i;f(:r,y)(9 + Zg(y)ayj

Ti =1
Entre geodesibilidad y tensor fundamental tenemos la siguiente relacion.

Proposicién 1.2 Sea F un campo de planos en una variedad riemanniana

(M,g).

1. St F es totalmente geod€sico, su tensor fundamental es nulo en todo
punto.

2. Si el tensor fundamental es siempre nulo, entonces para X eY campos
tangentes a F y foliados con respecto a H y Z, campo tangente a H,
se cumple que

Z-g(X,Y)=0

Si ademds H es integrable, entonces F es totalmente geodésico.

Otro tipo de campos de planos que serd objeto de nuestro interés son los
campos minimales y umbilicales.

Definicién 1.12 El vector curvatura media asoctado a F es

Hr=1 3 te(5%)- e,

P o=pt1

El vector curvatura media asociado a H, Hy, se define de forma similar.

Definicién 1.13
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1. El campo de planos F es minimal si Hx = 0 (es decir, tr(S*) = 0 para
todo a).

2. F es umbilical si para X e Y vectores cualesquiera de F, se tiene que
Sr(X,Y)=¢(X,Y)-H

(es decir, S* = Al para cierta constante real )).

1.3 Fibrados principales y conexiones

Fibrados principales

Definicién 1.14 Un fibrado principal diferenciable P sobre una variedad
diferenciable M con grupo estructural G es un espacio fibrado localmente
trivial p : P — M con fibra el grupo de Lie G y definido por un atlas
(Uas 9a) para €l cual los cambios de coordenadas @3 o g son de la forma

(‘rvg) — (x’gaﬁ(z) 'g)>

siendo gop : Uy N Up — G una aplicacion diferenciable.

Las operaciones de G por la derecha en los productos U, X G son compati-
bles con los cambios de cartas, por tanto determinan una accién diferenciable
y libre R, de G sobre P cuyas drbitas son las fibras de P. El grupo G se
denomina grupo estructural del fibrado principal y las aplicaciones g,5 fun-
ctones de transicion asociadas al atlas (U, ¢4 ).

NoTA: Una accién R, es libre si el hecho de que R, (z) = z para algin r
implica g = e.

Diremos que un X € T, P es un vector vertical si p.(X) = 0. Entonces el
espacio verticalen z € P es el espacio tangente a la 6rbita de la accion R de
G sobre P que pasa por z.

Definicion 1.15 Sea X un vector del dlgebra de Lie g de G. El campo
inducido por la accion de grupo uniparamético exp(tX) se denomina campo
fundamental asociado a X y se denotard por X*.
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Seanp: P— Myyp : PP — M fibrados principales con grupos
estructurales G y G’ respectivamente. Un morfismo f de P’ en P consiste
en una aplicacién f' : P — P y un morfismo de grupos f* : G' — G
tales que f'(2'¢") = f'(2')f"(¢') para todo 2’ € P’y ¢’ € G'. Utilizaremos
la letra f para cada una de las tres aplicaciones involucradas en esta ultima
definicién. Todo morfismo de fibrados envia fibras a fibras y por tanto induce
una aplicacién de M’ en M que también denotaremos por f.

Diremos que f es una inmersion si f : P/ — P es un “imbedding” y
f : G — G es inyectiva. Si f es una inmersién entonces la aplicacion
asociada f : M' — M es un “imbedding”. Identificando P’ con f(P'), G’
con f(G') y M' con f(M’), diremos que P’ es un subfibrado de P. En el caso
de que M’ = M, la aplicacién f : M’ — M es la identidad; entonces diremos
que f es una reduccidn del grupo estructural G de P al grupo G’ y que P’
es el fibrado reducido. Dado un fibrado principal P con grupo estructural G
y G’ un subgrupo de G diremos que P es reducible a G’ si existe un fibrado
reducido P’ con grupo estructural G'.

El siguiente resultado relaciona la reducibilidad de un fibrado principal
con sus funciones de transicion gog.

Proposicién 1.3 El grupo estructural G de un fibrado principal P es re-
ducible al subgrupo de Lie G’ si y solo si existe un atlas (Uy, pa) trivializador
de P cuyas funciones de transicion g, toman valores en G'.

En el siguiente apartado veremos algunos ejemplos de reducciones del
grupo estructural de un fibrado.
Fibrados de referencias

Sea p: E — M un fibrado vectorial de rango n (es decir, la dimesidn de las
fibras p~'(z) es n).

Definicién 1.16 Una referencia z de E en z € M consiste en dar una base

{X1,...,X,} de E, = p~(z).

Pensaremos la referencia = como un isomorfismo lineal

z2:RP — E,
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tal que si {e;,...,e,} es la base candnica de R?, z(e;) = X;.

El grupo de Lie Gl(n,R) de las matrices reales n X n no singulares opera
por traslaciones a la derecha sobre el conjunto de las referencias de E. Con-
cretamente, si z es una referencia y g es un elemento del grupo, la composi-
cién z o g, denotada por R,(z) = zg, define una accién de Gl(p,R) sobre el
conjunto de referencias.

El conjunto de referencias de E, que denotaremos por L(E), tiene estruc-
tura de fibrado principal sobre M con grupo estructural Gl(p,R). L(E) se
denominara fibrado de las referencias lineales de E.

Obsérvese que el grupo estructural de L(E) se puede reducir a O(p,R),
grupo de las matrices ortogonales n x n. Para ello bastard tomar una métrica
de Riemann en el fibrado vectorial F y considerar las referencias ortonormales
con respecto a esa métrica.

A lo largo de esta introduccidn nos centraremos en dos fibrados de refe-
rencias particulares:

e Si E = TM, cada elemento de L(F) es una base del espacio tangente
T.M. Este fibrado lo denotaremos por L(M) y se llamara fibrado de las
referencias lineales tangentes de la variedad M. La reduccién de L(M)
al grupo ortogonal la denotaremos por O(M) y se llamara fibrado de
las referencias ortonormales tangentes de M.

e Sea (M,F) una variedad foliada de codim(F) = ¢y @ = TM/F
(pensando F como el fibrado tangente a la foliacion) el fibrado de los
vectores transversos a F o fibrado transverso a F. Entonces, cada ele-
mento de L(Q) es una base {X;,---,X,} del espacio vectorial cociente
T.M/F.. Este fibrado lo denotaremos por L(M,F) y se llamarad fibrado

de las referencias transversas de F.

Conexiones lineales

Sea M una variedad diferenciable de dimension n'y p : L(M) — M el
fibrado de las referencias tangentes de M.
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Definicién 1.17 La forma fundamental de L(M) es la 1-forma § con valores
en R" definida por
8(X.) = 27 (p.(X:))

siendo z € L(M) y X, € T,L(M).
La forma 8 es tensorial, lo cual significa que se anula sobre los vectores

verticales y que es equivariante por la accion del grupo Gl(n, R) sobre R™ en
el sentido siguiente

foR, = g lob Vge Gl(n,R).

Consideremos una seccioén local de L(M) dada por la aplicacién

c:U — L(M)
z — (e(x),...,eq(2))

Si {e1,...,en} es la base candnica de R® v ponemos § = ¥ ;6 - ¢;, en-
tonces las 1-formas o*(6'),...,0"(6") son la base dual de la base local que
la aplicacion o define en U.

Definicion 1.18 Una conexion lineal en L(M) es una distribucion H su-
plementaria a la distribucion vertical e invariante por las traslaciones a la

derecha R,.

Los vectores de H se denominan vectores horizontales. Dar una conexién
lineal es equivalente a dar una 1-forma w a valores en gl(n,R), dlgebra de
Lie del grupo Gl(n,R), cumpliendo que

a) w(z,X*) = X paratodo 2 € L(M) y X* campo fundamental,
b) w es equivariante por la accion de Gl(n, R) sobre gl(n,R) en el sentido
siguiente

woR; = Ad(g™')ow Vg € Gl(n,R")

Entonces tenemos que X, € H, si y solo si w(X,) = 0.
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Definicién 1.19 La curvatura de la conezion w es la 2-forma Q con valores
en gl(n,R) definida por

Q=dw+ —12-[w,w]
y siendo [w,w](X,Y) = [w(X),w(Y)].

La curvatura es nula cuando uno de sus argumentos es vertical y, de la misma
forma que w, es equivariante por la accién de Gl(n, R) sobre gl(n,R), es decir

QoR;=Ad(g7") o) Vg€ Gl(n,R")
Ademads, Q) es nula si y solo si la distribucion H que define la conexién es
completamente integrable, esto es, si H define una foliacién horizontal.

Definicién 1.20 La torsion de la conezién w es la 2-forma © con valores
en R" y definida por:
O=di+wAb
donde .
(WA B)X,Y) = S{w(X)0(Y) - w(Y)O(X)}

La torsion se anula si uno de sus argumentos es vertical y es equivariante en
el mismo sentido que lo es la forma fundamental

OoR;=g"100 Vge Gl(n,R).

Ademas de las ecuaciones utilizadas para definirlas, la formas de cur-
vatura y torsion satisfacen las denominadas ecuaciones de Bianchi. Si Dy =
dy o h, siendo h la proyeccion sobre el espacio anulado por w (espacio hori-
zontal), entonces

DQ = 0
Do = QA4

Sea P un subfibrado del fibrado de las referencias L{(M) con grupo estruc-
tural G C Gl(n,R) de dlgebra de Lie g y Hp una conexién en P. Mediante
traslaciones a la izquierda en L(M), es posible definir una conexién H en
L(M) de manera que si w es la 1-forma que define H y wp la que define Hp,
w coincide con wp al restringirla al fibrado principal P.

Reciprocamente
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Definicién 1.21 Diremos que una conerién H en L(M) es adaptada a la
reduccion P C L(M) si en cada z € P se tiene que H, C T, P.

Por tanto, si w es la forma que define la conexion H, al restringirla a P toma
valores en el dlgebra de Lie g de G.

De entre las conexiones en L(M) son particularmente interesantes las
conexiones métricas.

Definicién 1.22 Una conezidn en L(M) es métrica si viene determinada
por una conezion en el fibrado reducido de las referencias ortonormales O(M).

Ya hemos dicho que dar una reduccién de L(M) a O(M) es equivalente a dar
una métrica riemanniana en M. Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Toda variedad Riemanniana admite en L(M) una unica cone-
zidn métrica con torsion no nula. Esta conexidn es la denominada conexién
riemanniana o de Levi-Civita de (M, g).

NoTA 1: Por lo tanto, el fibrado O(M) admite una tnica conexién con
torsién nula.

NOTA 2: Seanw = ¥, ,w} - E] y Q@ =3, ) - E] las formas de conexidn y
curvatura relativas a la conexion de Levi-Civita en la variedad riemanniana
(M, g) siendo E} la base canénica del algebra de Lie o(n,R). Si &}y Q;
son las formas locales definidas en una variedad riemanniana a partir de la
derivada covariante y el tensor de Riemann asociados a la métrica (ver pagina
7y o:U — O(M) la seccién local que en cada = € M nos da la base
{es(2), ..., eq(z)} utilizada para definir dichas formas, entonces o*(w}) = &
y o* (%) = fl;

G—estructuras transversas

Sea (M, F) una variedad foliada con F de codimension ¢ y L(M, F) el fibrado
de las referencias transversas. Recordemos que una referencia transversa en
r € M es una base {X;,---X,} que se considerard como un isomorfismo

lineal
z2:RT — Q..
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tal que si {e1,...,e,} es la base canénica de R?, z(e;) = X,.

Las nociones de campo fundamental, conezion y curvatura se definen como
en L(M), asi como la nocién de conerion adaptada a un subfibrado principal.

Definicién 1.23 La forma fundamental de L(M,F) es la 1-forma Or con
valores en R? definida por

07(X:) = 271 (p.o(Xz))
siendo p la proyeccion de L(M,F) en M, =€ L(M,F) y X, € T,L(M,F).
Al igual que 8 en L(M). 07 se anula sobre los vectores verticales de

L(M,F) y es una forma equivariante respecto la accion de Gl(g, R) sobre

R".

Definicién 1.24 La torsién Or de una conerion wr sobre L(M,F) es la
2-forma con valores en R? definida por:

Or =dlr +wr Abr

stendo

(wr AOTYX,Y) = = {wr(X)0r(Y) — wT(Y)GT(.X)}.

0

(SR

La siguiente proposicion define de forma natural una foliacién asociada a

F en L(M, F).

Proposicién 1.4 Sea (M,F) una variedad foliada con dim(F) = p; el
campo de planos p-dimensional definido en L(M,F) por

Pr. = {.X: € T;L(‘M,]:) : i/\'ng = Z'deeT = 0}

es completamente integrable. La foliacion definida por esta distribucidn se
denomina foliacion elevada Fr y es invariante por traslaciones a la derecha.
La proyeccién p : L(M,F) — M envia hojas de F1 a hojas de F. Ademds,
si Fr es una hoja de la foliacion elevada y F una hoja de F, la proyeccion
p: Fr — F es una aplicacion de recubrimiento.
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Sea G un subgrupo de Lie de Gl(g,R) con algebra de Lie g y Er un
subfibrado principal de L(M, F) con grupo estructural G.

Definiciéon 1.25 Diremos que Ep define una G-estructura transversa en la
variedad foliada (M,F) si para cada z € Et el espacio tangente T,Er con-
tiene a Pr,, espacio tangente de la hoja de la foliacion elevada Fr que pasa
por z.

Obsérvese que en una G-estructura transversa Er, la distribucion Py define
de nuevo una foliacién denominada foliacion elevada en Er.

EJEMPLOS:

1. Si G = GlI*(q,R) es el grupo de las matrices ¢ x ¢ con determinante
positivo, entonces una (G-estructura transversa en (M,F) es una orien-
tacion transversa de la foliacion F.

2. Si G = {e}, una G-estructura transversa se denomina paralelismo
transverso y una foliacidon que admita una {e}-estructura transversa
foliacion transversalmente paralelizable. Un paralelismo transverso en
(M, F) viene dado por ¢ campos bdsicos y globales {X,..., X,} tales
que {X4,...,X,} son linealmente independientes en cada punto.

3. Si G = O(q,R). entonces una G-estructura transversa se denomina es-
tructura Riemanniana transversa y una foliacion que admita una tal
G-estructura se denomina foliacion Riemanniana. Este tipo de folia-
ciones seran tratadas mas extensamente en el apartado siguiente.

1.4 Estructuras transversas

En esta seccion trataremos algunos aspectos relativos a dos tipos de folia-
ciones con estructura transversa: foliaciones de Lie y foliaciones riemanni-
anas.
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Foliaciones de Lie

Definicion 1.26 Sea G un grupo de Lie coaerzo y simplemente conezo. Di-
remos que una foliacion F en la variedad difsreenciable M es una G-foliacién
de Lie F st existe una coleccion mazimal de zarres (L,. f,), a € A, donde U,
son abiertos de M y f, : Uy — G aplicacione«~ distinguidas tales que

1. UQGAUG - M,

2. siU,NUs # 0, existen aplicaciones lmaummente constantes
gag:Uo,ﬂ[._-'—-—PG

de manera que fo = L, ;0 f3, siendo L. la traslacion a la izquierda en
el grupo G.

NOTA 1: Puesto que G es conexo y simplezeente conexo, si g es el dlgebra
de Lie de G, hablaremos indistintamente ce G-foliaciones de Lie o de g-
foliaciones de Lie.

NoTA 2: Consideremos en M una métrica ~ermanniana g y sea F* = H el
fibrado normal a la foliacion F con respecto & ziucha métrica. Las aplicaciones
distinguidas f, definen isomorfismos

. 1 o
Jou 1 FE — Ty, .. .G

Si {e1,...,€,} es una base del algebra de L:= ;3 C .X’(M ) de G. los campos

.Y,(JJ) = (fc;:l)fa-: &

estan bien definidos y dan lugar a un paraleZszmo transverso en (M, F). Por
tanto, toda foliacién de Lie es transversalmenze paralelizable.

De hecho, (M, F) admite una estructurz ..de g-foliacién de Lie si existe
una {e}-estructura transversa en el fibrado e - las referencias transversas a
F, L(M, F), de manera que el paralelismo tranasverso asociado {X1, ... ,Yq}
admita una estructura de algebra de Lie iso=aorfa a g.

Proposicion 1.5 51 G es un grupo de Liz ..conezxo y simplemente conezo

y M una variedad diferenciable. tener unc 5--foliacion de Lie F en M es
equivalente a tener

20



a) un recubrimiento 7 : M— M,
b) un morfismo de grupos h: my(M) — G y

¢) una submersién ¢: M — G
con las siguientes propiedades:

1. ¢ es equivariante por h, es decir, st a € Aut(x) entonces ¢(a(z)) =

h(a) ' ¢(:L‘)’

2. la foliacién elevada F = 7™ (F) estd definida por la submersion ¢ (o
sea, las hojas de F son las componentes conexas de las subvariedades

¢~} (z)).

La terna (MLh,q&) se denomina desarrollo de la foliacion de Lie F. Dos
desarrollos (M, h;, 9;), 1 = 1,2, definen la misma G-foliacion de Lie si y solo
st existe un g € G tal que hy = ghyg™! y ¢y = gé1.

Corolario 1.2 Sea F una g-foliacién de Lie sobre la variedad M. Entonces
eziste una 1-forma w con valores en g satisfaciendo

1. ker(w)=F

2. dw+ ;li[w,w] =0

Si a es la forma de Maurer-Cartan del grupo conexo v simplemente conexo
asociado a g, la 1-forma w se obtiene proyectando mediante la aplicacién
recubridora 7 la 1-forma ¢*(a).

La siguiente proposicion es el reciproco del corolario anterior

Proposicién 1.6 Sea w una 1-forma sobre la variedad M con valores en el
dlgebra de Lie g y que satisface las propiedades siguientes:

1. w,:T:M — g es exhaustiva.

1
1'2. dw‘ + S[W,W] = 0
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Entonces w determina una g-foliacién de Lie F tal que F, = ker(w,).

Ademds, dos 1-formas w; y we con las propiedades anteriores definen la
misma g-foliacidn de Lie si y solo si existe un g € G tal que wp = adyw,.

NOTA: Al ser w exhaustiva, podemos obtener un paralelismo transverso en
(M,F) considerando campos que se proyectan mediante « sobre una base
del algebra g.

Teorema 1.7 (de estructura de las foliaciones de Lie, cf. [FE 71}) Conside-
rese una g-foliacion de Lie F sobre una variedad compacta M, (M, h,¢) un
desarrollo de F y G el grupo conezo y simplemente conexo con dlgebra de
Lie g, entonces:

a) ¢: M — G es una fibracién con fibras conezas,

b) si H = h(w;(M), las adherencias de las hojas de F son las fibras de un
fibrado localmente trivialp : M — G/H. Ademds, si F es una hoja de
F, la foliacién inducida por F en F es una K-foliacion de Lie donde
K es la componente conera de H que contiene el elemento neutro de

G.

El grupo H se denomina grupo de holonomia global de F.

En particular tenemos que si M es conexa y F tiene una hoja compacta,
todas las hojas de F son compactas y, de la misma manera. si F tiene una
hoja densa, todas sus hojas son densas.

Como consecuencia resulta el siguiente teorema de estructura para las
foliaciones transversalmente paralelizables.

Teorema 1.8 (cf. [MO 82]) Sea F una foliacion transversalmente paraleliz-
able sobre una variedad compacta y coneza M. Entonces las adherencias de
las hojas de F son las fibras de un fibrado localmente trivialm : M — W.
En cada fibra de'w, la foliacion inducida por F es una Y-foliacion de Lie con
hojas densas, donde h) es un invariante algebraico de la foliacion F denomi-
nado algebra de Lie estructural.

Q)
[I]




La variedad W se depominina rariedad bdsica y la proyeccion w fibracion
bdsica. La foliacion dada por: las fibras de = la denotaremos por F.

Utilizaremos también zigrunas propiedades cohomoldgicas de las folia-
ciones de Lie.

Definicion 1.27 Sea (M..=- una variedad foliada. Diremos que una forma
diferencial o de M es basi:a con respecto a F st ixa =0 = 1xda para todo
campo X perteneciente a .

La cohomologia de este copuiejo se denomina cohomologia bdsica de (M, F)
y la denotamos por H*( M..7~ ..

Definicién 1.28 Si H*(M..77) # 0 diremos que la foliacion F es homolégi- -
camente orientable o unimsauular.

Recuérdese que un dlg=oraa de Lie g es unimodular si tr(ad(h)) = 0 para
cualquier h € g. Entonces zerremos

Teorema 1.9 (cf. [LR 33 ->ea F una g-foliacion de Lie unimodular en una
variedad compacta M. Exiincces el dlgebra de Lie g es unimodular.

Foliaciones riemannizanas

Definicion 1.29 Sea (M.~ una variedad foliada de codimension q. Di-
remos que F es una folice:on  riemanniana si eziste una coleccion mazimal
de pares (U,, fo), @ € A iwonde U, son abiertos de M y f, aplicaciones
distinguidas de U, sobre 1z4 rvariedad riemanniana N de dimension q tales
que:

1. UO,GA[/Q = AI,

2. las funciones de trazs:ciion g, 3 tales que f, = g,p 0 fg son isometrias

locales de N.

En las condiciones de = definicion. la métrica riemanniana en N y la
descomposicion de T'M er. =:nina directa de los fibrados tangente, F, y trans-
verso, H, a la foliacion nos zer-miten construir una métrica riemanniana g en
M con las propiedades sigzerpntes:



a) F y 'H son ortogonales

b) faxlpy, : He — Tro(o)/V es una isometria.

Entonces, si X e Y son campos foliados en una abierto U C M y normales
a F, la funcidn local g(X,Y') es basica.

Esta propiedad justifica la siguiente definicion:

Definicién 1.30 Sea (M,F) una variedad foliada de codimension q. Una
mélrica riemanniana ¢ en M diremos que es casi—fibrada o “bundle-like”
con respecto a F si, para cualesquiera X,Y € X(U) bdsicos y normales a

FlU, la funcién g(X,Y) es bdsica en U.

Si(z1,-..,Zp,¥1,-..,Y,) son coordenadas locales adaptadas a la foliacién
F en un abierto U de M y las formas w; = dz; — ¥ «;;dy, definen el fibrado
normal H, entonces la métrica g se puede escribir de la forma

Zaij(1'~y)~’-‘—'i @wj + Zbij(y)dyi ® dy;.
] 1,7

El siguiente resultado hace referencia a una propiedad importante del
campo de planos normal a una foliacion riemanniana.

Proposicién 1.7 Si F es una foliacion riemanniana en la variedad M, en-
tonces el campo de planos normal F* = H es totalmente geodésico.



Capitulo 2

Férmulas integrales de
curvatura

Sea M una variedad riemanniana compacta, conexa, sin borde y de dimensién
n + 1 sobre la cual se ha dado una foliaciéon F transversalmente orientable
de codimensién 1. Asimov demostré (cf. [AS 78]) que si M tiene curvatura
seccional constante ¢, entonces:

0 sl n es impar

(2.1)

1 K=
vol(M) /M tT
n/2
donde la funcién K : M — R denota la curvatura de Lipschitz—Killing (de
Gauss si n=2, cf. [TH 64]) de la hoja F, de F que pasa por el punto z de
M y sobre la cual se ha considerado la métrica de Riemann inducida por la
inclusion en M.

Posteriomente, en [B1 84], Brito, Langevin y Rosenberg generalizaron
este resultado dando férmulas integrales no solo para la curvatura de Gauss,
sino también para las funciones simétricas elementales de curvatura. En
concreto, sea V la conexion riemanniana en M inducida por la métrica; en

n .
2”c"/2/( ) si n es par



un punto r € M/ podemos considerar el endomorfismo
.M 25 T,M
y — (VyN)(z)

donde N es un ccampo vectorial unitario y normal a la foliacién F. La k-ésima
funcién simétricca de curvatura o con k = 0,1,...,n se define mediante la
expresion
n
det(] +1A4;) = 3 oxtk.
k=0

Entonces. ci.. [B1 84]. si la variedad M es compacta, orientable, sin borde

y con curvatura . seccional constante ¢, se cumple la férmula integral

f)
1 / o = Ck/Z( 255) si n y k son pares (2.2)
voli M) Jas
0 en los otros casos

Veamos. aunuque solo sea de pasada, los métodos utilizados para la de-
mostracién de eestas formulas integrales. En primer lugar se considera una

referencia ortoncormal local {e;.¢€s,...,€,,€,11} adaptada a la foliacién F,
esto quiere decir~ que los vectores €;,...,e, son tangentes a F mientras que
€n+1 €S un vector: normal unitario. Sea {#!,...,0"*!} la base dual asociada a

esa referencia v .} las formas de conexién relativas a la conexién riemanniana
en M (cf. 7).

Si definimos . ias n-formas n; mediante la relacién

n
(0F —tn ) A A (O twng) = Zr];t'.
1=0

se tienen los siguuientes resultados

Lema 2.1 Lc: r.i-formas n; no dependen de la referencia adaptada elegida y
por tanto son forrmes globales sobre M.

Lema 2.2 Se cuumple que

B A O™ = g0V A A G
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Lema 2.3 Sila variedad riemanniana M tiene curvatura seccional constante
c entonces

dni = (=1)" (i + 1)nig1 — e(n — i + 1)nig] A 6™
stendo -1 = 0 = 1,4,.
Como consecuencia de estos lemas se obtiene el teorema siguiente

Teorema 2.1 Si: es impar, la forma n; A 0™ es exacta y si i es par, la
forma

' A AP

— Ny — 349
N ,-/271(11 2)---(n—1+42)
ni A0 ¢ 92.41-..1
es ezacla.

Como corolario inmediato del teorema resultan las formulas integrales 2.2
antes citadas.

Obsérvese que en el esquema de la demostracion que aqui hemos expuesto
es fundamental la hipdtesis relativa a la curvatura de M.

A la vista de las férmulas 2.1 y 2.2, es natural plantearse las siguientes
cuestiones:

1. ;Es posible eliminar la hipdtesis de integrabilidad? Es decir, jqué
ocurre al considerar campos de planos en vez de foliaciones sobre la

variedad M?
2. ;Es posible eliminar la hipdtesis sobre la codimension de la foliacion?

3. ;Qué ocurre al estudiar las formulas en el caso de variedades M con
curvatura seccional no necesariamente constante ?

El propdsito de este capitulo es intentar dar respuesta a estas pregun-
tas. Como ejemplo de los resultados que se obtendran tenemos la siguiente
féormula integral

1 1
- = A 2 / A 2
2 ./M Tm M 27+ -/M T2m + ./M 147"+ M 14|

[EV]
-1



donde (cf. pdg. 10) 037 y 025 son las segundas formas simétricas de cur-
vatura asociadas a campos de planos ortogonales ¥ y H , Ar y Ay los ten-
sores de integrabilidad y 7/, la curvatura mixta. Obsérvese que no exigimos
ninguna de las tres hipdtesis anteriormente citadas.

Para empezar el capitulo, introduciremos en primer lugar algunas de las
técnicas utilizadas en la demostracion de este tipo de férmulas, basadas fun-
damentalmente en los articulos de Albert [AL 83] y [AL 78].

2.1 G-DG-algebras

Recordemos que un dlgebra A sobre R es un espacio vectorial real junto a
una aplicacién bilineal- A X A — A denominada producto. Diremos que el
algebra A es graduada si hay una descomposicion A = 3 5o AP de manera
que los subespacios A? cumplan que

AP - AT C AP,
Una derivacion en A es una aplicacion lineal D : A — A satisfaciendo que
D(zy) = D(z)y + 2D(y)-

y una aplicacién lineal a : A — A en un &algebra graduada sera una an-
tiderivacion si

a(xy) = a(x)y +(—=1)Pza(y)
cuando z es un elemento de A? e y un elemento cualquiera de A.

Un édlgebra graduada A con una antiderivacién d : A — A tal que
a) d(AP)c AP b) d*=0

se denomina dlgebra diferencial graduada.
Definicidén 2.1 Sea A un dlgebra diferencial graduada y G un grupo de Lie
con dlgebra de Lie g . Se dice que A es una G-DG-algebra si eziste una
antiderivacion

(X): A"— A" Xeg

y automorfismos

plg):A— A g€l

(ndtese que i(X) reduce el grado una unidad) tales que:
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1. iX) =0 VXeg.
plgg’) = p(9)r(9') V9.9’ €G.
p(9)i(X)p(g™!) = i(Ad(9)X) ,X€gygeQR.

Lx =#(X)od+doi(X), X € g siendo Lx la accion infinitesimal
asociada a p

>~ o

d
Lx = 4| pleap(tX)), VX ey

t=0

OBSERVACION: Mas general es la nocion de g-DG-dlgebra. Un algebra
diferencial graduada A es una g-DG-algebra si hay derivaciones

(X): A~ — A! Xeg
Lx:A — A Xeg

tales que
1. {(X)?2=0 )

2. [:[x,y] =[Lx,Ly]
3. [Lx,i(X)] = ([X,Y])
4. Lx=i(X)od+doi(X) |

f VX,Y€eg

Nétese que toda G-DG-algebra es de forma natural una g-DG-algebra;
en cambio el reciproco no es necesariamente cierto (lo es por ejemplo si
suponemos G simplemente conexo, pues en este caso nos es posible integrar
la accién Lyx).

EJEMPLOS: Veamos dos ejemplos tipicos de G-DG-algebras.

1. El modelo geométrico para el concepto de G-DG-algebra es el complejo
de las formas diferenciales A(P) de un fibrado principal P con grupo
estructural G. Para todo « de A(P) consideramos

(X = i(X*)w}

plglw = Ry-w
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donde X* es el campo fundamental asociado a X y R, es la accion del
grupo estructural G sobre P (cf. pag. 12). En este caso la derivacion
L xw coincide con la habitual derivada de Lie Lx-w en P.

Es facil comprobar que con estas definiciones de ¢ y p el complejo A(P)
posee una estructura de G-DG-algebra.

2. Si g es un algebra de Lie, el algebra exterior A™ g~ tiene estructura de
algebra diferencial graduada. Para ello basta pensar en cada elemento
w de g* como una forma invariante por la izquierda en G, el grupo
conexo y simplemente conexo asociado a g, y definir la diferencial en
A" g™ a partir de la diferencial en el complejo A;(G) de las formas
invariantes por la izquierda en G.

Poniendo
X))o = alX)
plg)a = Ad(g™')a

} aE/\lg'

tenemos que

Lxa=—(adX)«a

con lo cual A™ g” tiene estructura de G-DG-algebra.

Definicién 2.2 Sean A, y A; G-DG-dlgebras. Diremos que una aplicacion
w: Ay — Ay es un morfismo de G-DG-dlgebras st

1. Es morfismo de dlgebras diferenciales graduadas.

2. o(p1(9) - a) = p2(9) - v(a).
3. p(1(X) - a) = ix(X) - p(a).
Definicién 2.3 Sea E un espacio vectorial real, G un grupo y
o:G— GI(F)

una representacion de G en el grupo de automorfismos de E. Entonces dire-
mos que el par (E,0) es un G-moddulo.
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Si G es un grupo de Liec. la aplicacion diferencial de la representacién o la
denotaremos por
c:g — gl(E).

EJEMPLO: Dado un grunpo de Lie G, su édlgebra de Lie g admite una estruc-

tura canénica de G-moduulo com las aplicaciones

c=Ad:G/— Gl(g) v o=ad:g— gl(g).

Definicién 2.4 Si (E.cv) y (E’.d’) son G-mddulos, diremos que una apli-
cacion lineal f : E — E' es un morfismo de G-médulos si

fleig)r) = d'(g)f(v)
para cualesquiera g de G. y v de E.

Supongamos E. E' v E” G-médulos y el morfismo de G-mddulos
Ez E' 3B

Si A es una G-DG-algebrra se cefine el producto exteriorentre AQE y AQE’
relativo al morfismo < -. - > como

(u>-ejAlrZe)=uAug@ <e e >

donde la A en la parte derecta de la igualdad es el producto de élgebra
definido en A.

EJEMPLOS: Posteriormernte utilizaremos los siguientes casos particulares:

1. Si g es el dlgebra dee Lie cel grupo G y consideramos la estructura de
G-médulo dada en ~¢l ejermplo anterior, la aplicacién

azg — g
Ty — [,y

es un morfismo de ¢ {;-moculos. Entonces, si A es una G-DG-élgebra,
en A ® g se tiene el producto exterior

w2 ) {rTy) = uhAv®|[z,y) (2.3)
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2. Si (E,0) es un G-moédulo y g es el dlgebra de Lie de G, la aplicacion
g§®F — FE
z®e —— d(z)e,

con 7 : g — gI(E) la aplicacion diferencial de o, es un morfismo de
G-médulos. Entonces, st A es una G-DG-algebra consideraremos el
producto exterior

(uz)A(v®e) = uAvQd(z)e (2.4)
Sean A una G-DG-algebra y E un G-médulo. Sobre el producto tensorial
A ® E consideraremos los operadores
ix : APQFE — AFIQE
d: AP F — APYIQE
LY :APQF — APQE
definidos por
ix(a®e)=ixale, dla®e)=da®e
LE(a®e)=Lxa®e+a®T(X)e

Definicidn 2.5 Si G es un grupo de Lie conezo, E un G-médulo, A una
G-DG-dlgebra y £ un elemento de AP @ E, diremos que

1. € es invariante en A® E si L€ = 0 para todo X de g.
2. € es semi-bdsico en AQ® E st i(X)€ = 0 para todo X de g.

3. £ es basico en A® F st es invariante y semi-bdsico.

El conjunto de los elementos invariantes, semi-basicos y basicosen AJE
los denotaremos por

I'A®E), SBY(AQEFE) y B(AGQE)
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respectivamente.

EIEMPLO: Sea SO(M) el fibrado principal de las referencias ortonormales
directas en una variedad riemanniana (M, g) orientada, 6 la forma funda-
mental de SO(M) y w y 2 las formas de conexién y curvatura asociadas a
la métrica g, entonces, § es un elemento de SO(M) ® R" mientras que w y
() son elementos de SO(M) @ so((,R)n).

Las formas fundamental y de curvatura se anulan sobre los campos verti-
cales (i.e. campos tangentes a la fibra de SO(M)), y por tanto son elementos
semibdsicos.

La forma de conexion satisface que
(X jw=X

pues w(X*) = X donde X~ es el campo fundamental asociado a X €
so(n,R).

Sabemos que son ciertas la relaciones
R;-0=g¢g70 R -w=Ad(g™")w R;-Q = Ad(g™")Q
de las cuales que deduce que
Lx0=Lxyw=LxQ=0.
Por tanto tenemos que
0 € BY(A(SO(M))®R")
w € I'(A(SO(M)) ® so(n,R))
Q€ BX(A(SO(M)) ©@so(n,R))

2.2 El algebra universal

Sea (E, ) un G-mddulo con G grupo de Lie. Denotaremos por G el producto
semidirecto G X, E (extensidn afin de G definida por la representacién o)
cuya estructura de grupo de Lie viene dada por el producto

(9.€)- (¢, €') = (g-9',0(g9)e' +¢).
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Su algebraa de Lie la denotamos por § y es igual a g @ E con el paréntesis

{(53 e), (v, f)] = ([x,y],?(x)e —o(y)f)-

El dlgeecbra de Weil de G se define como
WG =N os§

donde A*Gg™ es el algebra exterior de g~ y S™g~ el algebra simétrica. El

producto cvde dlgebra en W(G) es el inducido por los productos A y V en A*g°
y S*8". Pcodemos poner

WG = P NTONE ©Sg ®SE.

p.g.r.s

El dlgeebra W(G) es graduada, siendo los elementos de APg* y APE* de
grado p v * los de 57@" y S"E™ de grado 2r, entonces los elementos de grado
m de W{((G7) son aquellos

azbiczde /\pg" ONE 259 cSE.
tales que pp+ q — 2(r + s) = m.

Proposictién 2.1 (cf. [KA 75]) W(G) admite una estructura de G-DG-
dlgebra.

Veamoss como son i(X), p, Lx y la diferencial d en W(G).

Siac, A8 v a € S'§, entonces
H(X)azl) = ofX)
X €3,
HX)l1ea) = 0
plghal) = AdlgV)a®l } B
pigrylza) = 1®@Ad(g')a
y la diferenncial de la accion p es
C_\‘(O@l} = L:_xa@)l
Xeg
Lx(1Za) = 19 Lxa
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Teniendo en cuenta que a® b= a®1A1Q®b, estas definiciones se extienden
para cualquier elemento de W(G).

La diferencial d en W(G) la definimos como la suma de diferenciales
d=d +d": W(G") — W(G)
donde d' y d” estan caracterizadas a través de las férmulas

da = da

} para aE/\lﬁ

d'a = @&

i(X)da = Ly
para a€S'g y Xeg
d'a = 0

En 2.2, & es el mismo elemento que a aunque pensado como elemento de
S'3 y la diferencial d en el lado derecho es el operador diferencial en G sobre
las formas invariantes a la izquierda.

Al restringir las acciones p a las definidas por los elementos de G y la
derivacion (X ) Gnicamente a vectores X del dlgebra g , obtenemos en W(G)
una estructura de G-DG-algebra que denotaremos por W(G, E).

Para nuestros propdsitos sera itil pensar en la estructura de G-DG-
algebra inducida sobre W(G, E') desde otro punto de vista. Consideremos
las aplicaciones identidad de g en g

wo=1dg:g — g}
Qp=idg:9 — 9

donde wy se pensara como un elemento de A’ g" ® g y Q6 como un elemento
de §'g* ® g, y las aplicaciones identidad de E en E

Op=1dg: E — E}
OozidEZE — F

pensando en §y como un elemento de A'E* 2 E y ©p como un elemento de
S'E"Q E.

35



Lema 2.4 La diferencial d en W(G, E) queda determinada por las relaciones

stguientes
dwo+%w0/\wo = Qo )

on+woAQQ =0
d00+w0/\00 = 60

d®0+w0/\60 = Qo/\00 )

A modo de ejemplo, veamos de qué manera la primera relacion caracteriza
la diferencial sobre los elementos de A'g”. Si {e},...,e,} es una base de g

y {€',...,e"} su base dual podemos poner

wo=idg=Ze‘®e,€/\lg'®9'

1=1

Entonces, segun las relaciones 2.5

dwy = Zde' ® e,

=1
1 . ;
—woAwg = 32(6 ®e)A(e? Qe,)

)
1
= EZe‘AeJ S [es )]

z’]
= Z cf}e'/\eJ@)ek
1<,k

Qo:—Zé'@el con &€S'g"®g.

=1

Por lo tanto

de donde

de, = — ch;ek Ne 4 &
k<!
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(las ¢; son las constantes de estructura del dlgebra g respecto de la base
{e:})

De la misma manera se pueden calcular d&*, du' y di' siendo {u'} base
del espacio dual E*.

De forma parecida tenemos que

Lema 2.5 Las derivaciones i(X) y Lx de W(G, E) estan caracterizadas por
las relaciones

i(X)wo = X ) L% = 0)
(X)) = 0 £20, = o0

i(X)0 = 0 > " LEG, = 0 >
(X)© = 0 | £560, = 0

Una serie de largos pero sencillos calculos demuestran que
wo € INW(G,E)®8), Qe BYW(G,E)Gg)
0o € BAW(G,E)YQ E), ©¢€ BYW(G,E)S E)

Obsérvese que las ecuaciones 2.5 tienen cierta similitud con las ecuaciones
de estructura y de Bianchi (cf. pdgina 16 y [KO 63]) en un fibrado principal.
El propésito de esta seccién es el de proporcionar las definiciones y resulta-
dos necesarios para construir un morfismo de G-DG-algebras cuya imagen
sera el complejo de las formas diferenciales en cierto fibrado principal. Las
ecuaciones 2.5 las utilizaremos para establecer dicho morfismo.

Puesto que sera particularmente interesante el caso con torsion nula (co-
nexiones riemannianas), vamos a construir a partir de W(G, £') una nueva
G-DG-algebra que elimine los términos Og y Qg A 8 (i.e. dOg).

Sea J el ideal de W(G, E) generado por Oy y Qo A 8o, en bases {e;} del
algebra g v {u;} del G-mddulo E; tenemos que

O = Zﬂ‘@)ui
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Y que o
Qo/\00=2/\;ké-'/\uk®u,~

donde o(e;) - ux = Aj,u;. Con esta notacién
J = <a1, Y (DD NLE A u");?;1> (2.6)
ik

Lema 2.6 (cf. [AL 78]) El ideal J es estable por d, por la accidn p de G y
por las antiderivaciones 1(X).

Entonces el cociente

W(G.E)=WI(G,E)]J

tiene una estructura natural de G-DG-algebra. Al conjunto de los elementos

basicos de W (G, E) lo denotaremos por BW (G, E) y esté definido por
BW(G,E)={a € W(G,E): Lxa=0=i(X)a}

(obsérvese que dada una G-DG-algebra tenemos dos tipos de elementos
basicos, los de A y los de A ® E, siendo E un G-mddulo).

2.3 Un morfismo basico

En esta seccién M sera una variedad riemanniana n-dimensional, orientada
y sin borde. Supondremos también que sobre M estd dado un campo de
p-planos F orientado.

La existencia de una distribucion de p-planos puede expresarse en térmi-
nos del fibrado principal de las referencias ortonormales directas SO(M) de
la variedad M.

Proposicién 2.2 En la variedad M son equivalentes las siguientes propie-
dades: ‘

1. FEziste una distribucion de p-planos F.



2. El fibrado principal SO(M) de las referencias ortonormales directas
admite una reduccion con grupo estructural SO(p,R) x SO(q,R) con

g=n-—p.
FEsta reduccion la denotaremos por SO(M,F).
Demostracién: Recordemos que segun la proposicién 1.3, un fibrado prin-

cipal P con grupo estructural G es reducible a un grupo de Lie G’ si y solo
si existe un atlas (Uq, @, ) trivializador de P cuyas funciones de transicién

9o : Uas NUg — G

toman valores en G'.

Primeramente supongamos que existe F: entonces podemos considerar un
recubrimiento por abiertos {U;};c4+ de manera que en cada U; hay secciones

de TM|U;
ey U, — TMIU; A=1,...,p
et Ui — TMIU; a=p+1,....p+qg=n

tales que {€j(z)(z),...,e,(z), €51 (2), ..., €h(z)} es una base ortonormal adap-
tada al campo de planos F (cf. pdg. 26).

Puesto que M y F estan orientadas, podemos elegir las secciones {e’,, €', }
de forma que los cambios de base estén dados por matrices pertenecientes al

grupo SO(p,R) x SO(¢, R).

Consideremos las trivializaciones locales
Y U;) — U xG
2 (7(2) pil2)

en las que 7(2) es la proyeccion sobre M v »;(z) nos da la expresion de la
referencia representada por = en la base {ej(z)....,e}(x),e,,,(2),...,e.(2)}).
Para esta trivializacion tenemos las funciones de transicion

UinU, %5 SO(n.R)
z — pi(2)p;(2)7!
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con 7(z) = z. La matriz g;;(z) = ¢i(z) - ¢j(2)™" es de SO(p,R) x SO(g,R)
pues transforma referencias expresadas en la base {¢,(z), € (z)} a referencias
expresadas en la base {e!(z),e! ()}, por tanto la existencia de F implica
la posibilidad de reducir el fibrado principal SO(M) al grupo estructural
SO(p,R) x SO(q,R) .

Reciprocamente, si existe una reduccién de SO(M) a SO(p, R)xSO(q,R)
tenemos una trivializacién

TF_l(U,‘) — UgXG
2 (72 i2)

con gij(z) = ¢i(z) - p,(z)”! € SO(p,R) x SO(¢,R). Cada pi(z) es la expre-
sion de la referencia representada por z en una determinada base ortonor-
mal {ef(z),...,e5(z)}; entonces del hecho de que g;;(z) sea de SO(p,R) x
SO(¢,R) se deduce que {ei(z),....e,(z)} y {el(z),...€e)(z)} determinan un
mismo subespacio en T, M. Por tanto queda definido un campo de p-planos
F por _ _
Flo, = (ei(2),- -, e5(2))
n

Sean w y € las formas de conexién y curvatura asociadas a la conexién
de Levi-Civita de la variedad riemanniana (M, ¢g). Son formas del fibrado de
referencias SO(M) a valores el algebra de Lie so(n,R) del grupo estructural
SO(n,R).

Tenemos que
so(n,R) = {A € gl(n,R) : A'= —A}.

Sip+¢g=ny Aes una matriz de so(n, R), entonces

ay m
A=
-mt ay

con a; € so(p,R), a; € so(¢q,R) y m € Hom(R?,R?). Por tanto, s6(n,R)
admite la descomposicién

so(n,Rj=hPpm
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donde
h=so(p,R) ®so(q,R) }

m = Hom(R’,RP)
Los subespacios h y m satisfacen las relaciones siguientes
(h,m] C m,
[, b] C b, [m,m] C b

(2.7)

Puesto que en M tenemos un campo de p-planos orientado F, podemos
considerar la restriccion de las formas de conexién, curvatura y fundamental
al fibrado de las referencias ortonormales directas y adaptadas a F

t: SO(M,F) — SO(M).

Haciendo un abuso de notacion denotaremos a estas formas de la misma
manera que en SO(M), es decir, 8, w y Q.

Consideremos las descomposiciones
w=0c+T7

(2.8)
Q=S+1

donde o y ¥ son elementos de A(SO(M,F))®@ m y = v II elementos de
A(SO(M,F))®h.

Nétese que al cumplirse R; -w = Ad(g™")ow, 7 es una forma de conexién
para SO(M,F) y ¢ es una forma tensorial.

Usando estas descomposiciones de w y Q, las ecuaciones de estructura

dw+_%w/\w = }

dd +w N 0

y la identidad de Bianchi
dQZ—u}/\Q

resulta el lema siguiente
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Lema 2.7 Las formas 8, o, £, n y Il satisfacen las ecuaciones

dd+7NANE = —oNE )

do+ntAho = %
d7r+%7r/\7r = H—-%a/\a L (2.9)
d+7AY = —aoAll

dil+7All = —ocAE )

Por otra parte, st G es el grupo SO(n,R) y (E, o) el G-mddulo R™ con
o : SO(n,R) — Gl(n,R)

7 :s50(n,R) — gl(n.R),

las inclusiones naturales, el producto semidirecto G = G x, E es el grupo
afin ASO(n,R).

Hemos visto que W(ASO(n,R)) es un algebra diferencial graduada cuya
diferencial quedaba determinada por las relaciones 2.5 entre formas 6y y ©p
de A"(R")* @ R™ y wo y Qo de A’so(n,R)” @ so(n,R). Consideramos la
descomposicion

wg = 0g + T

(2.10)
Qo = So + HQ
con g, Lo € A*50(n.R)" ® by mo,llp € A"s0o(n,R)" @ m.
Entonces, a partir de 2.5, tenemos
d00+7?0/\00 = —G'o/\90 )
d<70+7r0/\<70 = 20
1 L 2.11

d770+371'0/\71'0 = Hg-;O’OI\GQ r ( )
d20+7{'0/\$0 = —Uo/\ng
dllg+ 7o ATly = —ooA Sg J



Recuérdese que en W(ASO(n,R)) teniamos una estructura de SO(n,R)-
DG@G-3lgebra; entonces, restringiendo la accién

p(g) : W(ASO(n,R)) — W(ASO(n,R))
y la derivacién
i(X): W(ASO(n,R)) — W(ASO(n,R))

a elememtos g de SO(p,R) x SO(¢,R) ¥y X de so(p,R) & 50(q,R), tenemos
de forma evidente una estructura de SO(p, R) x SO(¢q, R})-DG-élgebra sobre
W(ASO(n,R)) que denotaremos por W,.

Igual que antes, ahora consideramos el cociente W, /J, donde J es el

ideal de Wy, que estd generado por las componentes de ©p y d©o. Pondremos

W, para esta nueva SO(p,R) x SO(q.R)-DG-algebra. Previo al resultado

principal establecemos el siguiente lema

Lema 2.8 Sea P un espacio fibrado con base M, fibra F y proyeccion

r:FE - M.

a) St w es una forma diferencial en M, entonces la forma en P 7*w es
bdsica (i.e. ((X)7m"w =0= Lx7"w).

b) Si ® es una forma diferencial bdsica en P y la fibra F es coneza,
entonces ® proyecta sobre A(M), es decir, hay una w € A(M) tal que
™w=0.

Demostracién: El apartado a) es trivial, veamos el apartado b). Sipe M
Y V1,..-,9n € T,M definimos

(P V1, - - 0a) = D51, ..., wr)

con m(z) = py m.w; = v;. Veamos que « esta bien definida.
Si m.w! = w;, entonces 7. (w; —w;) = 0y w} = w; + ¢, con e; cierto vector
vertical. Entonces

O(z,wy,...,wn) = B(z,wy,...,w))
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pues ® se anula sobre los vectores verticales.

Veamos ahora que no depende del z elegido. Para ello fijamos un z € P,
vectores vy,...,v, en T, P y consideramos el conjunto

Q,={z€F,:ow,...,w,) =¥(z;v1,...,v,) con m,w; = m.v;}

(1, no es vacio pues z € {1, y es claramente un conjunto cerrado. Veamos
que ademas es abierto.

Sea U un entorno trivializador alrededor de #(z) = p con
N U)2UXF
y (z,y) coordenadas locales de U y F respectivamente, entonces
& =d,,dz! A dyJ
pero, por ser la forma @ basica, resulta que localmente es de la forma

® = ¢,dz’.

A partir de esta expresion local es claro que (), es abierto. Por tanto,
como que F es conexa, §), = F. y ® esta bien definida. m

Entonces tenemos el resultado siguiente

Proposicion 2.3 (cf. [AL 78]) Sea (M, g) una variedad riemanniana orien-
tada, compacta y sin borde sobre la cual se ha dado un campo de p-planos
F orientado. Asociado a (M,F) hay un morfismo de SO(p,R) x SO(q, R)-
DG-dlgebras _

pF: W, — A(SO(M,F)).

Y pasando a sus respectivos elementos bdsicos, da lugar a un morfismo de
dlgebras diferenciales graduadas

Box : BiV;, — A(M).
Demostracion: Para construir o r basta con poner
pr: Wy — ASO(M,F))
(o] — o
[wo] =

[Qo] b Q
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Obviamente es morfismo de SO(p, R) x SO(g, R)-DG-algebras pues con-
serva las relaciones diferenciales (2.9 y 2.11), la derivacién i(X), la accién p

Yy L X.
Los elementos basicos en una G-DG-algebra son aquellos a tales que

i(X)a=0=Lxa

por tanto todo morfismo de G-DG-algebras preserva los elementos basicos.
Asli pues tenemos

Byy : BW;, — BA(SO(M,F))

pero al ser el grupo SO(p, R) x SO(q, R) conexo, por el lema 2.8 el conjunto
de los elementos basicos de A(SO(M,F)) es igual a A(M) y el lema queda
demostrado. m

Consideremos ahora en M el campo de n-planos trivial. Repitiendo el
proceso anterior obtenemos la SO(n, R)-DG-algebra Wy y al hacer cociente
con J la SO(n,R)-DG-dlgebra Wy,. Como algebras diferenciales graduadas

W, y W}, son el mismo conjunto, en cambio al considerar sus elementos

bésicos tan solo podemos afirmar que hay una inyeccion
j: BW}, — BW,,
pues los elementos basicos de W, son basicos en 1}, pero no al revés.

Por tanto, asociado a (M, F) y la métrica g de M tenemos el diagrama
conmutativo siguiente

BW;, - BW
Bear \ / Ber (2.12)
A(M)
2.4 Foérmulas integrales
Igual que en la seccién 2.3, aqui trataremos con variedades riemannianas
M, orientadas y sin borde, sobre las cuales se tiene un campo de p-planos

orientado F.
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Sea W7, la SO(n,R)-DG-4lgebra definida en la pagina 45. En so(n,R)
consideraremos la base {e!}, con ¢ < j, compuesta por las matrices de
gl(n,R) de la forma

0 -+ --- 0

- '

: =1 "o

0 --- --- 0
con el 1 en la fila i-columna j y el ~1 en la fila j-columna :. En R" la base
canénica la denotamos por {e;,...,€e,}.

Con esta notacion, las formas wy, (o de Wno ®so(n,R) y b de Wno Q@ R"
se expresan como

90=Z¢96®6.'
Q0=ZQéj®ef~ wp = Z..::;]-Q@e{

i<y <y
Tenemos el siguiente resultado

Proposicion 2.4 Si o es la forma de Woo definida por

a=S(=1)FHQUAGA . AGA L ABA L AG
i<j

entonces a es un elemento bdsico (a € BWy).

NoOTA: 8 indica que el término  no estd en la expresion.

Demostracion: Hemos de comprobar que
Lya=0=X)a VX € so(n,R).

Puesto que ¢(X)p = 0 = 2(.X ) (cf. lema 2.5) tenemos que :(X)a =0y
por tanto bastara con demostar que Lya = 0, ahora bien

Lyxa = (X)oda+doi(X)a
= i(X)oda
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y entonces el problema se reduce a comprobar que (X)) o da es cero.

Durante el resto de la prueba y para evitar sobrecargar la notacion pon-
dremos (¥}, 6" y w} en vez de ;, 0 y wp, y escribiremos

dny, =0 AL APA AP A AB
De las propiedades de la diferencial d, la antiderivacion i(X) y del hecho

que (X)n,, = 0 = (X)) tenemos las igualdades

i(X)oda = i(X)d(T(~1)*+*Q An,,)

1<y
= i(X)(g(—l yHHAQ Any, + (=1)PTQ Ady,)
1<)
= 3 (=144 X)d Ay, + QA i(X)dn,,) .

1<

Por tanto nos dedicaremos a estudiar con detalle las expresiones i(X)d{2; e
(X)dn,,-

Las formas ),w y 8 satisfacen las relaciones

dQ) = —wAQ
dd = —-wA»~.

Desarrollando la primera de ellas queda que
: 1 1 k
d = —wp A+ Q) Aw!
mientras que al desarrollar la segunda

do' = —up A OF, (2.13)

donde convenimos que )] = -0} y w] = —w] (y por tanto Q! = w! = 0).

Aplicando estos desarrollos se tiene que
(X)) = —wp (X)QF + Q) (X)
y como w}(X) = X} (nétese que X] = —X}) queda

i(X)dQ = —X;0QF + Qi X5,
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X es un elemento e de la
base de s0(n,R) que antes hemos considerado. Entonces X} y X Jk son nulos
excepto en los casos

Xi=-1 y XP=1.

q

Por tanto, al ser ¢ < j, la tinica posibilidad es que ¢ = p y j = ¢ pero en este
€aso
I X)d = - XPQ8 + X7 = 0.

ya que QF = QI = 0. Asi pues, {(X)dQ} = 0 para cualquier X € so(n,R).
Nos queda por estudiar

i(X) o da = S (=1)™108 Ai(X)dn;;.

i<y

Tenemos que

Il

dO'A...AFAN AP A A

= Z (~l>r+16,'jk01/\...dgr/\.../\en

r=1,£1,)

d’h‘j

donde
1 si r<it o r>j
Cijk = i ]
-1 s 1<r<j
y usando la relacién 2.13

r
n

———
dn;; = Z (=) €0 A ... Ay AN AE.
r=1;k

Estudiemos la accion de X sobre un sumando tipico
* —
XY A ANGANON.. A=

——
= (=1 entd A AIX)WE A AL A G
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entonces ,

—
(X)dm; ==Y A AXOEA NG
r.k

Cuando consideramos X = € (p < ¢), solo hay dos valores posibles para
r y k que no hagan nulo X}. Por tanto

p
N

i(X)dni; = =0 A 0T AL AO

q
PabeS

+OPAN PP AL NG

lo cual siempre es cero ya que para que no lo fuera deberia ser 1 = p y
J = ¢ cosa que es imposible pues estos lugares estan ocupados por §7 y 6P
respectivamente.

Concluimos entonces que #(X)dn;; = 0 para todo X y el lema queda
demostrado. m

Proposicion 2.5 Sea By : BW;O — A(M) la aplicacion definida en la
seccion anterior, entonces

1
Boy -a = ;TM‘V

donde Trr es la curvatura escalar y v el elemento de volumen en M relativos
a la métrica g.

Demostracién: Sean ahora 6 la forma fundamental en el fibrado principal
de las referencias ortonormales directas en M SO(M) y w v Q las formas de
conexion y curvatura asociadas a g. Tenemos que

om - Wi, — A(SO(M))
induce aplicaciones

oM ®idgyy Ry : W2, ® so(n,R) — A(SO(M)) & so(n,R)

or @ tdgn Wi, ®R" — A(SO(M)) ®R"
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tales que
om @ idg~(6o) =0

oM ® idso(n,R)(wO) =w oM & idso(n, R)(Qo) = Q.

El hecho de que a sea basica en W,’,‘o implica que ¢y a define una forma
global en A(M). Como Bypsa es una n-forma, se tiene que Boya = fv,
para una cierta funcién f a determinar.

Para ello consideremos la proyeccién habitual = : SO(M) — M y una
seccién local 0 : U — SO(M) es decir, o es una aplicacion tal que

a(p) = (e1(p)s-- -, ea(p))

es una base ortonormal directa de T,M para cada p de U. Tenemos entonces
que

Boym -a=0"(pa - )
sobre U. En efecto,sip€ U y vy,...,v, € T,M tenemos que

(Boam - a)(p,v1s---sUn) = op - alz,wy,. .., wh)
cuando 7(z) = p y m.(w;) = v; y que
(67¢rr - @)(z,01, ...y 0n) = (0ar - @)(0(p), 0uV1, . .. .OUR).

Por tanto By - a = o™(@p - @) sobre U.

Para determinar f bastara que evaluemos (0™ pas - @)(p, €1(p); - . -, en(p))-
Aligerando la notacién pondremos ', w} y 1} en vez de 0*&. o"w; y o"(2].

Sabemos que

' 1 ] k !
sz §§R]k10 /\0,

entonces
* ) 1 1 i 1 1 i
o (pm-a) = Z(—l) ta+l [5Rj,~j9 NG+ SRJ-J;()J /‘\6’] A i
1<y = =~
; 1
= ZRj,-ju = 5TMV
1<J =

como queriamos demostrar. m
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Teorema 2.2 Sea el diagrama conmutativo 2.12:
BW:,, - BW
Boum \ / Bor
A(M)

entonces, st a es como antes

. 1
Beor - j(a) = [5(7; + 1) + 2025 + o2 + || AF|* + ||AH||2)] v+d(

donde 7x y 7y son las curvaturas escalares de los campos de planos F y
Ft = H, 0y, las funciones simétricas de curvatura de orden 2 y A, los
tensores de integrabilidad (cf. capitulo 1).

Demostracién: En A(SO(M,F))© (h & m) consideramos las descomposi-
ciones habituales
Q=YX+1 }

w=0c+7r

con I, o de A(SO(M,F))® by II, = de A(SO(M, F))® m.

PAso 1. Si ponemos

a; = Z (_I)A+B+1Hg A NAB
A<B

oy = P (=1)*PHIG A nap
a<f

Qg = Z(—I)A+a+12‘2 A NAa
Ao

con A, B,C,...variandoen {1....,p}, 0, 8,7,...en {p+1,...,n} e, j,k,...
en {1,...,n} tenemos que

alstf'l/ y QQZ;TH'V.

¢
< -~
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Para verlo basta darse cuenta de que localmente
1 A pk A gl
; kd
o o k !
y proceder como en la proposicién anterior.
PASQ 2. Usando la identidad
4 = do? +Zw§/\af+20ﬁ AP
B B

(que proviene de Q; = du,; + T wh A w;‘) tenemos que

az = Z(_l)A-i-cx-Hdo.:/\nAa

Ao
+ Z (_1)A+a+l7rg /\O'f A’?Aa
A,B,a

+ 3 (~1)MHGA A 7 A,
A,B,a

Estos términos los denotaremos por ®,, ®, y ®3 respectivamente.

Puesto que

@3 = Z(—I)A+a+ld0': A NAa

A.a

=y (1)t {d(a: Afaa) + o3 A dr),;o,}

A
= Y (=)Mol Adnas + dC
Ao

el estudio de ®3 pasa pues por considerar la expresién

o = S(=1)4*oHgA A dy .
Ao

1 si k>jok<:
€k =

-1 si i<k<j
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podemos poner

e = I (1) eaarl A A AL A"

= Y (~1)eaarwp AT AP A AG
.k
= S (~1) sy NG AO AL AG"

+ 3 (=) €anrwi AN AG AL NG

(en el producto §' A ... A 0" faltan las formas 4,6> y 67) y si
1 s 1<
6,’j =
-1 si 1>
tenemos que
d”-‘w’ = Z(—-—l)‘4+r+1€Aar6Arwr; A Nar
+ Z (—=1)°M € garbarwl A 7 ar

Ahora el término @ lo descomponemos en los dos sumandos ®; y @,
siguientes

(I’l = Z (—1)a+r€Aar5A,-0’2 /\wg A Nar
A,a,r
(1)2 = Z (—I)A+r+1 6‘40,,.(50,,-0’:;t A w; N nar.
A,a,r
Obsérvese quesir € {1,...,p}whesnywlesol ysir € {p+1,...,n}

wh es oy y wl es m,. Con ésto y los indices adecuados

> Z(—l)"’LBe,;aB&ABU;‘ ATE Anep
A,a B
+}36Aa[?5,4ﬁ0': A G'ﬁ A Na3

Ao B
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y como que
€aaB = —6aB, €aap=0bap ¥ bag=1

queda
‘1’1 — Z (_1)a+3+10,;1 A 7{,5 /\naB
A,a,B
+ 3 (—1) P800l A 0y Anap
A,a,B

Mediante un procedimiento analogo obtenemos la siguiente expresion rpara
la parte &,
O = X (1A Ay
A0,

+ Z (—1)A+B+15ABO’: A 0’5 ATnap
Aa,B

Entonces, separando los casos seginseaa < foa>fyA< BoA:>B
en los términos de @, y ®, en los que aparecen 6,5 v 648, tenemos que P se
puede expresar como

@ = 2 3 (1)l Aol Anup
A<B,x
+() Z ( 1 a+8+1 a o_ﬁ /\naﬂ
a<lfB,A
+ Z (___ 4+O A/\O' A’]Aa
A<B o
+ Z (—-1)"+40 /\ﬂ'ﬂ/\n,;a
a<3,4

donde los dos tltimos términos se cancelan con los dos primeros sumancdos
de la expresion de a3 en la pagina 52. De aqui concluimos que

a3 =2 Z (~1)“§l“"‘8+1(7&1 A Uf Anapg + Z (~-—1)°’+‘3+101‘,”1 A aﬁ A naz|—dC.
A<B,x a<B,A

PAso 3. Ahora estudiamos los términos

q)f' = Z ( l)A+B+I A/\o, An-lB
A<B.a

‘DH = Z ( 1)a+ﬁ+l an Uﬁ A a3
a<3,A
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Si ponemos o2 = ¥, A4, 6%

@}' = Z (—I)AJ’B“/\gk/\QB,O" NI A NaB
A<B,«x
= 3 (=D)MBHO0AE - MipAia)0t AP Anap
A<B,a
= Z (/\2.4)‘55 - /\ﬁs)\fA) i
A<B,a

y de forma andloga, para ® tenemos la igualdad

Oy = Z ( (:ia/\ﬁﬁ = 3,@Xfw) L

a<fB,A

Recordemos que los tensores fundamental Sr v de integrabilidad Ax eva-
luados sobre campos tangentes a F nos daban

| —

Sr(es.ep) = =v(V.,eg+ Vezeq)

| =

44}‘(6_4,68) = U(VCAGB - VCBCA),

N

t

(andlogamente para 7x y 7x). Entonces si ponemos
Sr(ea,en) = 2535 -eqy, Ar(eas,ep) = Zaf‘,B ‘€q
o a
resulta que
Sip+aip = g(v(Ve,ep) €a)
= g(Ve, €B,¢€a)

pero
X4 =9(Veseoren) = =9(Ve,ep, €a)
por tanto,
Aoa =—(Sip +a3p).
Sustituimos esta expresién de A2, en el término tipico de &5 y teniendo
en cuenta que
aip=—apy Y Sip=Spa
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obtenemos
’\éA/\aBB - )‘QBAaBA =
= (5%a +a34)(5Bp +aBp) — (Sip + aip)(SBa + af4)
= (544588 — SiBS84) + (aiB)".
Entonces

®r = | > (S5.585 — SipSha) + D (ai’;a)?} v

_A<B,a A<B,x

= ( Y (SiaSBe —(Sa8))+ X (433)2} v

| A<B,« A<B,&

= Z{(tlsa)z — tl‘(SQ)2} + Z (QZB)Z} 4
| & A<B,x
= (oo7 + |A=|*) - v
y de forma similar tenemos

By = (o2 + || An]?) - v.

Sustituyendo estos valores de ®x y ®3 en a3 y usando las igualdades
deducidas en el paso 1 concluimos que

. 1
Bor - j(a) = §(Tf + ™) + 2(02, 5 + o2 + || AF|)* + HAH||2)] v+d¢

que es lo que queriamos demostrar. m

Combinando los dos ltimos resultados y el hecho de que el diagrama
BW;, - BW
B N\ . Bor
A(M)

es conmutativo tenemos el
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Corolario 2.1 Sea (M, g) variedad riemanniana oorientada y sin borde. St
F es una campo de p-planos en M y H el campo oortogonal a F, entonces

1 1 )
S v =[50+ 70 + 2Aon7 + o+ | Azl — 4wl v + & (217)

donde

1. 7pr es la curvatura escalar en M

™ = Zg(R(e,—, €, )€ .cz;)
‘.’j

2. 75 y ™y son las curvaturas escalares de F y “H desde M (i.e. no in-
trinsecas a F yH )

7r =) g(Rlea,ep)en,ea), ™= __g(Rles, ea)es,€4)
AB

)

1 . ) .
oar = 5 Y{(trS3)? — ir £55)°)

con (Sr)ap = 9(Srl{ea.€B),€eq) (idem pare 7153 cambiando los indices
de sumacidn).

A=) = Y (aipr

A<B
con aSg = g(Ar(es,en),eq) (idem para || A=|** camdiando los indices
de sumacion)

En el capitulo 1 (cf. pagina 8) definiamos la carvaatura seccional inducida
por g en F la cual denotabamos por 7% (resp. H ¥ —vy)-

Para obtener nuevas férmulas al estilo de 2.7 veamos que relaciones
existen entre estas curvaturas T: Y Tu
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Proposicién 2.6 (Ecuacién de Gauss para campos de planos). Si X,Y,Z, W
son campos vectoriales pertenecientes a J, entonces:

y(R(X,Y)Z,W) = ¢(R(X,Y)Z,W)
+g(a(X’ Z)’ O(Y, W)) - g(Q(Y3 Z),CZ(X, W))
(siendo a(X,Y) = v(VxY), R(X,Y)Z = V5xVyZ -V V5 Z - Vixy1Z y
ViY = h(VxY) )

Demostracién: Si F define una foliacion, la proposicién a demostrar es un
caso particular de la clasica ecuacion de Gauss para subvariedades.

Usando la descomposiciéon VxY = A(VxY) + v(VxY) resulta

VxVyZ =V5%VyZ + hVxvVyZ + vVxVyZ

V[X,y}Z = fo,};}Z + ’UV[X‘y}Z
entonces tenemos que
R(X,Y)Z = R(X.Y)Z+hVxvVyZ—-VyvVxZ7)
+“términos tangentes a H .

Por lo tanto
J(R(X,Y)Z,W) = g(R(X.,Y)Z,W)
+g9(h{(VxvVy Z — VoV Z), W).

El segundo sumando a la derecha de la anterior igualdad es
g(h(VxvVyZ - VyvVxZ), W) =
= g(VyoVyZ, W) — g(VyvVx Z. W)
y como
g(VxoVyZ, W) = X.g(wVyZ W) —g(vVyZ,VxW)
= —g(aY, 2),a(X,W))
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g(VyvVxZ, W) = Y- g(vVxZ, W)~ g(vVxZ, VyW)

= —g(a(X, Z),a(Y, W))

la férmula queda demostrada. =
Como consecuencia tenemos las relaciones siguientes

Proposicién 2.7
Tr = Ty =2 (o2r + [ AF|?)
™o o= Ty =2 (0o + | Ax|?) }
Demostracién: Tenemos que
kss = g(R(ea,eBlen,e4)
entonces, por la ecuacién de Gauss antes probada, resulta que
kap = kip + glalea.ep) ales, e4))

+ g(ales,eq),ales,ep))

pero
ales,ep) = v(Ve,ep)
= (Ar + Sr)(ea,ep) = Za:(s.‘fis + a3p)eq
entonces
glalea,ep).alep,eq)) = ;(533 +a3p)(Spa + aBa)
= T [15%6)° - (@3)’]
y

glalea, ea),alen, e)) = 3 S54SEp-
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En definitiva tenemos las relacioness

kap = Kap — 3 [S2.5588 — (S35)] — Ll(aun)’

o

que al sumarlas para todo A y B daan lugar a la relacién que buscabamos
TF = T;’,,--—' 2 o xr+ ”.’1;‘"2)

Para la relacién entre 73 y 74, proceedemos de forma similar. m

Corolario 2.2 Sea (M, g) variedad/ riemanniana orientada y sin borde. Si
F es una campo de p-planos en M 1y H el campo ortogonal a F, entonces

1 1 ,
-2'TM sy = [*2-(7';- + T’H) + Coxr +CU2 3 + HA;'“2 + ”A'an] v+ dC (218)

Demostracién: Basta sustituir en .Ja formula 2.17 las relaciones 7x = 77 —
2-(o2r +|AF|D) y ™ = 75 — 2 1 102.n + || An||?) demostradas en el lema
anterior. m

Una diferencia importante de essta formula con respecto a 2.17 es que
ahora en la parte derecha de la iguaicdad la curvatura seccional de los campos
de planos F y H es con respecto a la rmeétrica propia inducida por g (pensemos
por ejemplo en F y ‘H como fibrados vectoriales con estructura riemanniana).
Asi pues, ademds del término exactou. tenemos tres tipos de términos: unos
relativos a la curvatura intrinseca { ). otros relacionados con la manera en
cémo estan inmersos F y H en M dessde un punto de vista métrico (¢ proviene
de la segunda forma fundamental) v - por Gltimo los términos que determinan
la integrabilidad (||A[|?).

Antes de pasar a ver algunas de las formulas integrales que inducen las
relaciones hasta ahora obtenidas. anaalizaremos el término exacto d¢ de 2.17
sin lo cual nuestro analisis no estaria completo.

Para cada campo vectorial X' de .M la divergencia de X, denotada por
div(X), es una funcion sobre M defiruida por

diviX. v=Lyxv.
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Vamos a buscar un X € X (M) tal que
d¢ =div(X)-v

para lo cual pondremos X = Y ,z'e, y ( = ¥, z,7,. siendo {e,} la base
ortonormal adaptada habitual y 5, = * A... A6 A... A 8" con {6'} base
dual de {e,}. Entonces

d¢ = Lxv = doi(X)v+i(X)ody

y al ser dv = 0, imponiendo que i(X)v se igual a (, obtendremos relaciones
para determinar las componentes del vector X en la base {e,}.

E(X)v)(ere..  éineiyen) = n-v(X,e1,....6....,€,)

= n-V(Zxkek,cl,...,é,,...,en)
k
nZ T
= 1) — = (-1¥
n(-1) n! ( (n—1)!

y al ser

-~
~1

(n — 1)

podemos tomar z* = (—1)"*!z, (aqui la z no suma).
q

C(el....é,,...,en)-::

Recuérdese que

=S (- tod Ay,
Ao

entonces si 04 = A4, 6%, tenemos que
aﬁ/\n,qo, = Z,\A 65 A 7 ga

= )\ﬁAGA A Taa + \A 0% Ana,
= (- )A+l’\AA7]a + (= ) ’\oa’H

: a . 1A
y teniendo en cuenta que A%, = AJ,

(=) (-1 "“Mma+Z Aol

A,

61



Por tanto

24 = Z(_I)A+l Aga

a

o = D (=1,
A

Puesto que M2 = g(V. ea,e4) ¥ A%54 = 9(Ve €4, €a)
24 = g(Ve.ear €a) }
¢ = g(veAeA)ea)

y poniendo
X5 = h(z Ve€a) v Xy = U(Z V.,e4)
o A ]

resulta que el campo que buscabamos es
X =Xr+ Xyu.

Si ademas tenemos en cuenta que, en general, cuando {e;} es ortonormal

n

div(Z) = )_9(Ve,Z, &)

=1

y ponemos (cf. [RA 86])
dive(Z) = Y 9(Ve Z,ea)
divy(Z) = i!](veazy €a)
despues de unos pequeiios calculos queda que
d¢ = [dive(XF) + diva Xn) = (1X7]? + | Xnll)] v
En definitiva, hemos demostrado

Proposicién 2.8 Sea (M, g) una variedad riemanniana orientada y F un
campo de p-planos orientable de codimension 1 en M. Si d( es la forma
ezacta dada en 2.17 y 2.18 entonces

d¢ = div(X) - v (2.19)
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siendo X = h(3_, V,.€a) + v(3°4 V., e4). Ademds, si ponemos Xr = h(X)
y Xy = v(X), temermos que

diV(.Y» == di\'f(_Xf) -+ diV‘H(X-H) - (II)(}'“2 + ”XH”2)

con dive(Xz) =5 .1 9(Ve, Xr.€e4) ydiv(Xn) = o 9(Ve, X5 €0)-

Cuando considerramos M compacta, la relaciones 2.17 y 2.18 dan lugar a
las siguientes férrmuias integrales

Corolario 2.3 S:z(M.g) ranedad riemanniana orienteda, compacta y sin
borde. Si F es una . carnpo de p-planos en M y H el campo ortogonal a F,
entonces se tienen .au formulas integrales siguientes

1 P
-2~ ./M ™ = ‘: .f,,\l(‘—f + The =2 A{(Uz»,f +o2m) +2 ,A,(“A}'nz + “?271“)‘2))
.20

[
£~
ﬂ
I
Pttt
=~
A
W~
{
e

Lo [ (oar+oan) + [ (AP + 1 Anll)
(2.21)

Otro tipo de formmnulas interesantes surgen al introducir la curvatura es-
calar mixta 7,, det~:dda en M a través de la relacion
Ty =7+ QTm + ™

es decir,

~ = ks, =Y g(R(ea ea)easea)-
Az 4,0

Corolario 2.4 Ser-'M.g) rariedad riemanniana orientada y sin borde. Si
F es un campo de =-=ulanos en M y H el campo ortogonal a F, entonces

1.
T = 035 = oo+ | AS|E 4 AR v + ;;-a’( (2.22)

BN |
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2. Si M es compacta, se tiene la formula integral
1
=] @rtom+ [ 4+l (228)

El punto de vista que aqui hemos seguido para deducir férmulas como
2.17, 2.18, 2.22 y sus correspondientes relaciones integrales unifica varios
resultados obtenidos, mediante técnicas diversas, por diferentes autores (cf.
[B1 84], [B2 84], [RA 86] y [RO 88]). Por ejemplo, ciertas férmulas obtenidas
por Ranjan y Rocamora pueden deducirse a partir de 2.22 y la expresién 2.19.
Nétese también que los métodos utilizados abren la posibilidad de encontrar
nuevas relaciones entre objetos métricos de la variedad y de los campos de
planos.

En los trabajos sobre variedades de curvatura seccional constante y fo-
liaciones de codimensién uno realizados por Brito-Langevin-Rosenberg hay
férmulas integrales relativas a las funciones simétricas de curvatura de orden
superior. Queda como problema abierto (y actualmente objeto de nues-
tras investigaciones) la generalizacion de estas férmulas con respecto a las
hipétesis de codimensién y curvatura. Para llevar a cabo esta propuesta de

generalizacién parece natural empezar con formas en W}, anédlogas a a. Asi
por el momento hemos empezado a trabajar con

a, = (—1)*n! Z (=)W A gy
LK

donde p =2k, N = (ky....,kp), [N|=ki 4+ -+ kpy I = (41,...,1p),
_ ky -k,
el = sign
o g

Q= QEAQEA..AQPT
e = AN AGEAL G

Estas formas a,, al ser provectadas sobre A(M) a través de la aplicaciéon
By, dan lugar a la funcion de p-curvatura escalar de M (cf. [TH 64]).
Obsérvese que a; = aj r.
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Dejemos de lado estas cuestiones para volver de nuevo a los casos que
estabamos tratando. Antes de aplicar las férmulas a situaciones geométricas
mads particulares veamos dos casos limite.

Si el tensor de Ricci (cf. 1.1) se define como
Ric(v, w) = Zg(R (ei,v)w, €;)

tenemos

Corolario 2.5 Si (M, g) es una variedad riemanniana compacta, orientada
y sin borde y F es una campo de planos orientable y de codimensién 1 en
M, entonces

1

2 [ Ric(N,N) = / / 2 2.24

s [ RieV, M) = [ or+ [ f1as] (2.24)
stendo N un campo unitario y normel a F.

Demostracién: En 2.23 tenemos

1
3 J = [ (orr+oan) + [ (1A + | 4n?)

pero H es un campo vectorial orientado y por tanto A es nulo ya que siempre
es integrable y 0,3 = 0 por ser §;, un escalar. Ademds

Tm = Zg(eA’ea)eayeA)
Ao

Zg(e.‘h N)IV, eA)
A
= Ric(N, N)
lo cual acaba de demostrar el corolario. m

Consideremos ahora el caso con curvatura seccional constante. Susti-
tuyendo en 7,, el valor de las curvaturas seccionales tenemos demostrado
el

Corolario 2.6 Si(M,g) es una variedad riemanniana compacta, orientada,
stn borde y con curvatura seccional constante con valor k y si F es un campo
de planos orientable y H su ortogonal, tenemos la formula integral siguiente

1
Spak vol(M) = [ (o0r + 00 + [ (1A + 14wl
donde dmF =p ydimH =gq.
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2.5 Algunas aplicaciones directas

En estaa seccidn veremos algunas obstrucciones geométricas a la existencia de
determninados tipos de campos de planos.

En -primer lugar recordemos (cf. capitulo 1) que si el vector curvatura

media .de F es
Z tr(S%) - eq,

p a=p+1

entoncees el campo de p-planos F es umbilical si S¢(X,Y) = ¢(X,Y)Hr.
Esto imnplica que §% = A, - I (] aplicacién identidad) y por tanto

P lzj{(trsc'f—tr(sa)"’}
= —Z ,\2—-p/\
= ———_2———2;:/\2.

Entoncees, sustituvendo esta expresion en 2.23, tenemos

Propossicion 2.9 Sea (M, g) variedad riemanniana orientada, compacta y
sin borede. Si F y H son campos de planos totalmente umbilicales, ortogonales
y compulementarios en M condimF =p ydimH =gq,

s fomo=r () f e () [ v + f sl + s

Corolarrio 2.7 Sean M, F y H como en la proposicion anterior.

1. St la curvatura escalar mirta 1, es no positiva entonces, las distribu-
ctaones F y H deben ser minimales (i.e. Hr = 0 = Hy) € integrables y
aademds. T, debe ser idénticamente nula.

2. E=x particular. el enunciado 1 es cierto si M es una variedad con cur-
ractura escalar no positiva.

Con respecto a la curvatura intrinseca de F y ‘H tenemos el siguiente
resultadao

66



Proposicién 2.10 Sobre variedades riemannianas compactas con curvatura
escalar negativa no existen foliaciones cuyas hojas sean totalmente umbil-
icales, de codimension uno y con curvatura escalar intrinseca no negativa

Demostracion: Sustituyendo en la formula integral 2.21, tenemos

;ARMNJQ:%Af}Hn—W(nEI)Aﬂﬂﬁ2

y en el caso que tratamos, el lado derecho de la igualdad es no negativo
mientras que el izquierdo es negativo, lo cual es imposible. m

NoTA: Las hipdtesis que hacemos sobre las curvaturas se pueden cambiar
por las condiciones 7}, > 0 y 7a < 0 y el resultado sigue siendo valido. Si
7,, = 0y Tas <0 lasituacion descrita en la proposicion es posible solo cuando
TMm Y T Sean siempre nulas.

Consideremos ahora el caso totalmente geodésico. Si F es un campo de
planos con esta propiedad, entonces (cf. pag. 10 y ss.) Sy =0 y por tanto
O F = 0.

Proposicién 2.11 Sea (M,g) una variedad riemanniana orientada, com-
pacta y sin borde y F y H campos de planos ortogonales y complementarios.

1. 8t 1, es no positiva y es negativa en algin punto de M, F y H no
pueden ser campos totalmente geodésicos.

2. En particular, st M tiene curvatura seccional no positiva y es negativa
en algin punto, la afirmacion 1 sigue siendo cierta.

3. Sitym <0 ylos campos de planos son totalmente geod€sicos €stos deben
ser integrables y 7,, tdénticamente nula .
Demostracién: Cuando F y H son totalemente geodésicos. de la férmula
2.23 deducimos que

1
5 [orm= [ A+ [ fAx]? 2 0
3 [orm= [ a5+ [ an]® 2
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lo cual no es posible en los casos 1 y 2. Sin embargo, cuando 7, =0y F y
‘H son integrables, no hay contradiccion. m

Un campo de planos F es minimal si el vector curvatura media Hr es
nulo. En ese caso tr(S*) =0y

1
O F = -—-5 Ztr(5°)2 S 0.

~ o

Usando esta propiedad de los campos de planos minimales recuperamos el
siguiente resultado de Oshikiri (cf. [0S 81)).

Proposicién 2.12 Sea F una foliacién minimal de codimension uno sobre
una vartedad riemanniana M, orientada, compacta y sin borde cumpliendo
que Ric > 0. Entonces, F es totalmente geodésica.

Demostracién: Aplicando el corolario 2.24 a F tenemos que

1 .
5 [ RieVN) = [ et [ Az,
< JM M M

v al ser F integrable

0 <1 [ Ric(N,N) =/ oar < 0.
)Y M

Por tanto, tr(S®) = 0 para todo a@ y F es totalmente geodésica. Nétese
que ademas, se cumplira que Ric(N,N)=0. =»

Volviendo a aplicar la férmula 2.24 y las diferentes expresiones de o3
obtenemos el siguiente resultado

Proposicion 2.13 Sea M una variedad riemanniana orientada, compacta
y sin borde.

1. Sila curvatura seccional es estrictamente positiva, M no admite folia-
ciones de codimension uno minimales.

2. Sila curvatura seccional es estrictamente negativa, M no admite cam-
pos de planos de codimension uno totalmente geodésicos.
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Las foliaciones riemannianas tienen la propiedad de tener el campo or-
togonal totalmente geodésico (cf. pag. 24); utilizando este hecho tenemos

Proposicién 2.14 Sea M una variedad riemanniana, compacta y sin borde

1. Si F es una foliacion totalmente geodésica y riemanniana en M tal que
Tm > 0, entonces el campo ortogonal H no puede ser integrable.

2. Si M tiene curvatura escalar negativa, entonces no ezisten foliaciones
riemannianas totalmente geodésicas en M.

NoTA: En particular, la afirmacidn 1 es valida cambiando curvatura escalar
mixta por curvatura escalar o curvatura seccional.

Demostracion: Aplicando 2.24 y que g9 5 = 0 = 0, 3. tenemos

1
et = A ll?
3 Jy7n =y

de donde deducimos 1. y 2. m

Para el caso particular de flujos tenemos que

Proposicion 2.15 No ezisten flujos riemannianos sobre una variedad cuya
métrica tenga curvatura de Ricci negativa.

La demostracion es idéntica a la anterior teniendo en cuenta que en este
caso, si N genera el flujo, 7, = Ric(N, N) en el caso uno dimensional.
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Capitulo 3

Foliaciones de Lie

En este capitulo se estudiran los flujos de Lie de codimensién 3. Mas con-
cretamente, trataremos el siguiente problema de realizacién:

Sea g un algebra de Lie de dimensién 3 y un entero q entre 0
y 3, icudndo existe un flujo de Lie (M,F) con M compacta,
dim (M) = 4, algebra transversa g v algebra estructural de di-
mension q?

3.1 Algebras de Lie de dimension 3

En esta seccion clasificaremos las algebras de Lie de dimensién 3 de forma
que nos sea util para resolver el problema de la realizacién de flujos de Lie
anteriormente citado.

Definicién 3.1 FEl&lgebra derivada g’ de un dlgebra de Lie g es la subdlgebra
de g mds pequenia que contiene todos los productos [z,y] con z,y € g.

Es decir, 9’ =< [z,y] : =,y € g >, el dlgebra generada por los productos

[z, y].
Al ser 3 la dimension de g, el algebra derivada puede tener dimensiones
0,1,2 6 3. Clasificaremos g en funcion de dicha dimension.
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e Sidimg’ = 0, entonces g es el dlgebra abeliana. Para cualquier base
{e1, €3, €3} de g se tiene que [e,, e,] = 0. Este algebra la denotaremos por g,.

o Sidimg' =1, entonces existe un a; € g tal que g’ =< ay >.

Si g’ es del centro de g (elementos que conmutan con cualquier elemento
de g) y {e1,€2,1} una base de g, se tiene que [e1,a1] = [e2,a2) = 0y
[e1,€2] = Ay con A # 0. Mediante un cambio de base adecuado podemos
pensar en g generada por elementos {e;, €3, €3} tales que

[e1, e2) = [e1,€3) =0
(€2, €3] = €1.

Esta es la llamada dlgebra de Heisenberg y la denotaremos por g,.

En el caso de que g’ no sea del centro de g, hay un a; de g tal que
[a1, 2] = Aay con A # 0. Ampliando hasta una base {a;, a2, a3} se tiene
que

[a1, 0] = Aen,  [o1.03] = pay,  [ag, a3) = éay.

Mediante el cambio de base e¢; = a;/A, €3 = ay y €3 = ba; — pay + Aas tene-
mos que este algebra puede pensarse como generada por elementos {e;, ez, €3}
tales que
[er,€2] = &
[61, 63] = [82, 63] = 0.
Esta sera el dlgebra afin y la denotaremos por g;.

NoTa: Este algebra se denomina afin pues es el algebra de Lie del grupo
producto Aff(R) x R. Recordemos que el dlgebra de Lie de AffT(R) es de

dimensién 2 y satisface [e;, €3] = €.
e Sidimg' = 2, podemos considerar una base {a;,0:.23} de g con g
generada por a; y &, y satisfaciendo

[a1, a2] = za; + ya,

[a1, @3] = @y + bay.  [ag, @3] = ca; + das.



De la identidad de Jacobi
Hal? a2]3 03] + [[Q;;, 01], 02] + [[023 03], al] =0

se obtiene que

zb-—ya:O}

zd—yc=10

Entonces podemos suponer que ad — bc # 0 (en caso contrario no podria
cumplirse que dimg’ = 2), de donde se deduce que z e y son cero. Re-
sumiendo, si la dimensién de g’ es dos, hay una base {a,ay, a3} de g tal

que
[O; . 0’2] = 0

(a1, a3] = aa; + bay

[az, 3] = cay + daz

con ad — bc # 0 y g’ generada por a; y az. Vamos a ver que esta familia de
algebras puede reducirse a tres tipos fundamentales de dlgebras no isomorfas.

Supongamos que existe un a € g’ de manera que [a,a3] = Aa. Si a es
igual a ze; + yay, entonces

[a,a3] = Aa=Aza; + Ay,
= (ra+yclay + (xb + yd)ag

y por tanto A es un valor propio de la matriz

(3 2)

siendo a = (z,y) un vector propio. Entonces A debe satisfacer la ecuacion
caracteristica siguiente

M —(a+d)\+ad—bc = 0. (3.1)

Se pueden dar varios casos
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1. Sila ecuacidn 3.1 tiene a A como unica solucién con multiplicidad dos,
existen vectores a y f§ tales que Aa = Aa y Af = a + Aj. Eligiendo
como nueva base e; = @, e2 = Aa y e3 = a3/ A tenemos generadores e,
y ez de g’ tales que

[611 62] =0
ler, e3] = eq, [e2, €3] = e1 + €.
El dlgebra obtenida la denotaremos por gg.

2. Si la ecuacidn 3.1 tiene dos soluciones reales diferentes A y u con vec-
tores propios a y 3, poniendo e; = a, €3 = B y e3 = a3/ tenemos
generadores €; y €; de g’ tales que

[ela 62] =0
[e1, €3] = €3, (€2, €3] = key Kk #0.

El algebra asi obtenida la denotaremos por g,.

OBSERVACION: En g- podemos considerar k € [—1,1]\ {0} ya que dos
algebras de g, con k- &' = 1 son isomorfas. Para verlo basta considerar
el cambio de base €} = e, €}, = ¢;, €5 = k7 les.

3. Si la ecuacion 3.1 sélo admite soluciones complejas, tomamos la base

u = o
u; = ao + bay
Uz = Qg

(podemos suponer b # 0 pues en caso contrario tomamos u; = ca; +

day).
Entonces
[ur,up) =0
[ur, us) = w2, [ug,us) = —(ad = be)uy + (a + d)u,
y mediante un nuevo cambio de base

&g =u;, € =u; y e3=uz/(ad— bc)
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tenemos
[61, 62] = 0

[613 63} = €2, [62’ 63] =—e; + he2

siendo h? < 4 puesto que las raices del polinomio 3.1 son complejas.

e Sidimg’' = 3, dada una base {a;, a2, a3} de g se tiene que
(a1, a2) = v
[as, 1] = vy

[012, ?13] = V3

donde los vy, v y v3 son linealmente independientes. Entonces, si escribimos
v; = 3, Aije;, la matriz

A A2 A
C=1 da A Az
Aa1 Azz Ass

es no singular. Ademads, gracias a la identidad de Jacobi, C' es una matriz
simétrica y en consecuencia define una conica no degenerada en el plano
proyectivo.

En coordenadas homogéneas (zy, 2. r3) las formas canodnicas de las posi-
bles cdnicas se reducen a los dos tipos fundamentales siguientes

2?+ 22422 = 0}
0

—z} + 7% + 22

Entonces, salvo cambios de base, existen dos posibles dlgebras de Lie con
dim g’ = 3:
La ortogonal s0(3) tal que

[61, 62] = €3

[‘33, 61] = €2, [62, 63] =€
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y la especial lineal s1(2) con
le1, e2] = e3
[633 81] = €2, [62’ 63] = —€;.

Resumiendo, salvo isomorfismos, las dlgebras de Lie tridimensionales quedan
reducidas a las ocho familias siguientes:

g; (Abeliana):

[e1, €2) = [e1, €3] = e, €3] = 0

g, (Heisenberg):

[61, 62] = [61, 63] =0, [62, 63] =€

- 83 (50(3)):
ler,e2] = €3, [ez,e3] = €1, [es, 1) =€

- 8, (s1(2)):

[61, 62] = €3, [62,63] = —€, [63, 61] = €2
~ g; (Afin):

[61,62] = €y, [61, 63] = [62,6’3] =0

- B!

[e1,e2) =0, [er,e3) =€, [es,e3] =€1+e
- 87

[61,6’2] =0, [61, 63] = €y, [e2a 63] = ke, k 7‘5 0
- Pg:

le1,€2) =0, [e),e3] =€, [ea, €3] = —e1 + hey h? <4

OBSERVACION: Notese que las algebras gy, 94, 85 ¥ 84 son unimodulares, g
Y 8¢ no lo son, g, es unimodular solo si k = —1 y gg solo cuando h = 0.
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3.2 Grupos de Lie de dimension 3

En esta seccién daremos grupos de Lie tridimensionales que realicen las al-
gebras de Lie obtenidas en la seccion anterior.

Para g,, 82,83, 94 ¥ 85 tenemos los grupos clasicos siguientes:
e El grupo abeliano (R®,+) tiene a g, como algebra de Lie.

o El grupo de Heisenberg
1 a b
Go={| 0 1 ¢ |:abceR}
0 01

es un grupo de matrices cuya algebra de Lie es g,.

o El grupo ortogonal directo
SO(B,R)={A€GI(3,R): A- A' =y det(A) =1}

tiene a g, como algebra de Lie.

También podemos considerar a $* = SU(2) como grupo cuya algebra de
Lie es g; (de hecho S — SO(3,R) es un recubrimiento de dos hojas).
o El grupo especial lineal
SI(2,R) = {A € GI(3,R) : det(A) =1}
realiza a g,.
o Para el algebra afin gy consideraremos el grupo producto Aff*(2,R) x R

siendo Aff*(2,R) = {A: R — R tal que A(z) = az + b, a > 0} y R el grupo
abeliano.

Para las familias g4, §; y g5 construiremos grupos de Lie especiales que
las realicen como algebras. Para ello utilizaremos el siguiente resultado:
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Teorema 3.1 (cf. (GU 77]) Toda dlgebra de Lie de matrices [ es el dlgebra
de Lie del grupo multiplicativo de matrices de la forma e#* con A € L.

Demostracién: Recuérdese que si a es un elemento de g, entonces la apli-
cacidn adjunta viene definida por (ada)(B) = [a, B] para cualquier 8 de g.
La aplicacién ad es un endomorfismo de g.

Como consecuencia del teorema 3.1 tenemos que si g es un algebra de
Lie con centro trivial, el grupo de las matrices de la forma X = e(ada)t
a € g tiene a g por algebra de Lie asociada. En efecto, por ser Z(g) = 0, el
morfismo de algebras

con

ad : g — End(g)

es inyectivo y por tanto g es isomorfa al dlgebra de matrices ad(g). Aplicando
ahora el teorema 3.1 la afirmacidn queda demostrada. m

Sea {ey, €2, €3} una base del algebra de Lie g de forma que
[e1, €3] =0
[e1, €3] = ae; + bey
[e2, €3] = ce; + dey

siendo ad — bc # 0. El centro de g es trivial y por tanto también lo son los
centros de g¢, 8; ¥ 9g. Usando que la exponenciacién de matrices es

oo An
€'4==I+;;!~

y calculando las aplicaciones adjuntas de dichas algebras obtenemos las rea-
lizaciones siguientes:

e  Para el algebra g,

z
G6={ 0 et Y ZI,y,iER},
1
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e para el algebra g,

et 0 =z
Gr={] 0 e* y |:z,9teR}

s  para €] algebra gg

C(t)cos(p+t) —C(t)sint =z
ngz{( C(t)sint C(t)cos(p —t) y ) : 7,y,t € R}
0 0 1

donde C(t) = 2¢”/a siendo @ = V4 — h? y B = tanp = h/a (sing = h/2,
cos p = af2).

También podemos pensar en estos grupos como el espacio R? x R dotado
de la ley de multiplicacién

(p,t)- (P, t) = (p+eMp,t+1)

con la matriz A dependiendo del algebra que consideremos:

11 10
A—(O O) para g A_<O k) para @,

0 -1
A:--(1 h) para @g.

3.3 Realizacién de flujos de Lie de codimen-
sion 3
En esta seccién se demostraran —entre otros—los siguientes resultados rela-

tivos a la realizacion de flujos de Lie en variedades diferenciables compactas
de dimensién 4.
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Teorema 3.2 Si el digebra estructural ) de F es cero, i.e. F es una foliacion
con hojas compactas, entonces g,,8,, 93 ¥ 94 son dlgebras realizables. g5 y
g no son realizables. g, es realizable si y solo si k = —1 y g es realizable si
y solo si h = 0.

Teorema 3.3 Si el dlgebra estructural §) de F tiene dimensién 1, entonces
81, 92, 03, B4 ¥ §s son dlgebras realizables. gg y 8, no son realizables y gg
con h =0 es realizable.

No se conoce ninguna realizacion de gg con h # 0 y algebra estructural
1-dimensional.

En el siguiente resultado es remarcable el hecho de que la realizacion del
par (87, 2) depende del valor de k. De hecho tenemos que

Teorema 3.4 Si el dlgebra de Lie estructural g de F tiene dimension 2
entonces g, 85 ¥ 9s con h = 0 son dlgebras realizables mientras que g,, 95,
94, 06 Y 87 con k € Q no son realizables.

Daremos un ejemplo de realizacién de g, con k irracional. El problema de
caracterizar los k para los cuales g, es realizable y el caso del dlgebra gg estan
todavia abiertos. La demostracion de los teoremas pondréa de manifiesto que
en algunos casos la obstruccién a la realizacion radica en la compacidad de
la variedad M y no en razones puramente algebraicas.

Dividiremos esta seccion en cuatro apartados, uno por cada posible di-
mension del dlgebra estructural b.

El siguiente resultado (cf. [CA 84]) lo usaremos a lo largo de esta seccién
pues implicaréd de forma directa la no realizabilidad de algunos pares (g, g).

Teorema 3.5 Sea G un grupo de Lie simplemente conezo de dimension n,
M una variedad de dimension (n+1) y ® un G-flujo de Lie sobre M. St las
orbitas de ® son densas:

1. G =R" (como grupo),
2. M =Ty
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3. la foliacién definida por ® es diferenciablemente conjugada a una fo-
liacién lineal sobre T™*!.

Como consecuencia inmediata tenemos

Corolario 3.1 Sea (M, F ) un flujo de Lie sobre una variedad compacta M
y F una hoja de F. (F,F |z) es un flujo de Lie cuya dlgebra transversa H
es abeliana. Por tanto el dlgebra estructural de (M,F ) es abeliana.

NOTA: F es la variedad M del teorema 3.5 y F |5 es la foliacion densa.

Sea F un flujo de Lie de codimension 3 sobre una variedad compacta M.
Puesto que las adherencias de las hojas de F son las fibras de un fibrado (cf.
el teorema 1.7), se pueden presentar los cuatro casos siguientes.

Codimensién de F = 3

En este caso las hojas de F son compactas luego el fibrado basico es M —
M/F. Por lo tanto la cohomologia bésica coincide con la cohomologia de de
Rham de la variedad compacta M/F y H3(M,F) # 0. Por el teorema 1.9,
si un flujo de este tipo existe debe estar modelado sobre un algebra de Lie
unimodular. En consecuencia, g5 y g¢ no son realizables pues no son algebras
unimodulares, g, es realizable (a priori) solo en el caso de que k # —1y gg
solo cuando h = 0.

Daremos ahora ejemplos de realizaciones para las restantes algebras.

e Para g, basta considerar el flujo obtenido a partir del fibrado trivial
T'x T3 — T3

siendo T™ el toro n-dimensional.



e Para el algebra de Heisenberg g, consideraremos el fibrado trivial
T"xM — M

siendo M el espacio homogéneo G,/I" del grupo de Heisenberg G, por el
subgrupo discreto uniforme

1 a b
'={| 01 ¢c]:abcel}
0 01

e Siel dlgebra de Lie es gs, algebra de las matrices antisimétricas so(3, R),
bastard que tomemos de nuevo un fibrado trivial

T' x §* — $2,

o Para g,, dlgebra de las matrices de traza nula sI(2.R), consideraremos
el fibrado trivial
T' x W — TT'W

donde T1W es el fibrado formado por los vectores tangentes unitarios al toro
bidimensional de dos agujeros. Puesto que T W es la variedad homogénea
PSL(2,R)/=, (W), tenemos el ejemplo que se buscaba.

e  Sea el algebra g, con k£ = —1. Si una matriz A de S1(2,Z) tiene valores
propios A y 1/X con A positivo y diferente de 1, dotamos a R® = R? x R de
una estructura de grupo mediante la multiplicacion

(u,t) - (v,8) = (A v+ u,t+s).

El dlgebra de Lie de este grupo es g; con & = —1 (cf. [GO 85]).

Los puntos de R® cuyas coordenadas son enteras constituyen un subgrupo
discreto uniforme I' de R®. El cociente R*/T" es una variedad compacta que
se suele denotar por T3 y se denomina toro hiperbdlico. Entonces el fibrado

trivial
T'xT3 — T3

da un ejemplo de realizacion del dlgebra de Lie g, con k = —1.
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e  Consideremos ahora el caso gg con h = 0. Sea el flujo definido por
las fibras del fibrado trivial 7' x T3 — T y denotemos por 8°,6',6?,0° las
coordenadas canénicas en T! x T3. El paralelismo dado por /86!, 3/86?,
y 0/06° hace de las fibras del fibrado un flujo de Lie abeliano, pero hay
suficiente cantidad de funciones basicas suficientes como para modificar este
paralelismo. Tomemos por ejemplo

3} .
e1 = cosf' - — +sinf - —

06? o6
€ = —-sin01 . 5‘52' -f-COSH1 . 67'5
d
e3 = ——-
° 96!
para obtener un nuevo paralelismo que satisface [e;, e2] = 0, [ey, e3] = €2y
[e2, €3] = —1. Es decir, el flujo admite también a gg (con & = 0) como modelo

transverso.

Codimensién de F = 2

En este caso la dimension del algebra estructural ) es 1. Daremos ejemplos
de realizaciones de las élgebras g,, 85, 93, 84, 85 ¥ 85 (esta ultima con k = 0).
También demostraremos que las algebras g4 y 8, no son realizables.

¢  Para g; un posible ejemplo de realizacién viene dado por el flujo (X, 0)
en T? x T? donde X es un flujo lineal denso en el toro 72%. Un tal flujo se
puede obtener pasando al cociente los flujos de R? que consisten en rectas de
pendiente irracional.

o Caso g, Sea M el espacio homogéneo del grupo de Heisenberg ya

considerado en el caso de codim(F) = 3 (véase la pagina 81). El flujo
definido en M x T cuyas curvas integrales estan dadas por las curvas de

GQXR2
1 a b+t
‘Pt(p)=( 01 c 7t+d)

00 1

o0
o



donde
l a b

p=(| 0 1 c},d y deR\Q
00 1

es transverso a M y la adherencia de cada hoja es isomorfa a T2. Por
tanto, tenemos un ejemplo de flujo de Lie modelado en el dlgebra g; y con
codimensién de F igual a 1.

o  Puesto que S = SU(2), podemos construir un ejemplo de flujo con g,
como modelo transverso mediante la suspensién de la representacién

h :m(S') — Diff(5°)

definida por

siendo & un ndmero irracional.

Maés concretamente, consideremos M = S% x R/ ~ con la relacién de
equivalencia ~ dada por

(p,t) ~ (p',t')  siy solosi t—t'=nel y p =hn)p

En S3 x R consideramos la foliacion cuyas hojas son las lineas {p} x R. Estas
lineas son invariantes por la accién que define la relacidn de equivalencia y
por tanto inducen, por la proyecciéon 7 : S x R — M, un flujo de Lie F
sobre M. F es una g,-foliacién de Lie; nos falta ver que codim(F) = 2. Para
ello tomamos una hoja F' de F y estudiamos su interseccion con la variedad
transversa 7(S5° X {to}) (que es difeomorfa a $3). Los puntos de interseccién
son la proyeccién en w(S3 x {to}) del conjunto

{(ema . a’ema . b)’ n E Z}

cuya adherencia es una curva cerrada en un toro de S® x {to}. Por lo tanto,
F tiene codimension 2.



e Realizacidn de g,. Primeramente construiremos un flujo de Lie transver-
salmente afin sobre una variedad de dimensién 3 (cf. [GO 85] o [CA 84]).

Para ello consideremos una matriz A de SI(2,Z) con traza mayor que
2. Entonces los valores propios A y 1/X son reales (e irracionales) y las
direcciones propias tienen pendiente irracional. Por v; y v, denotaremos los
vectores propios asociados a A y 1/A respectivamente.

La aplicacién lineal A : R*> — R? induce un difeomorfismo del toro
T? en si mismo. Denotaremos por T3 la variedad obtenida por suspensién
de este difeomorfismo, es decir, como en el caso anterior (ver pagina 81)
T3 = T? x R/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia siguiente

(p,t) ~ (P, t") sii t—t'=n y p=A"D.

La direccién definida por v; genera un flujo denso en T? x R y, por ser
v; vector propio, se proyecta sobre T35 dando lugar a una foliacién Fo de
dimension uno cuyas hojas son densas sobre toros.

(T3, F0) es un flujo de Lie modelado en el dlgebra afin dos dimensional.
Para comprobarlo construiremos de nuevo T3 partiendo del grupo G que se
obtiene al considerar en R? x R la siguiente ley de multiplicacién

(p,t)- (P, ) =(p+ APt + 1)

(ndtese que G es el grupo G7 con k =1).

Si H es el subgrupo discreto uniforme de G definido por
H={(p,t)eR:pecZ?tecl}

es claro que el espacio homogeneo compacto G/ H es precisamente T (pién-
sese por ejemplo en T3 definido por la accién de Z en T? x R). El dlgebra de
Lie de G esta generada por los campos vectoriales

R
a= logA ot

e3 = Avy. ea = AT

que satisfacen las relaciones

[81,62] = €2, [51, 63] = —€g, [62, 63] = 0.
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El subgrupo uniparamétrico o, generado por e, es normal en G puesto que
< e; > es un ideal del dlgebra de Lie de G (cf. [WA 71]). Entonces la
foliacién que define o, en G es un flujo de Lie modelado en Aff*(R), pues
G/ < o, > tiene por algebra la generada por e; y e3 que es el algebra de
Aff*(R) . Por tanto, la foliacién obtenida en T3 es transversalmente afin.

La g,-foliacion de Lie que buscamos se construira sobre la variedad pro-

ducto T4 x S (cf. el trabajo de El-Kacimi-Nicolau [KA 88]).

A través del morfismo de grupos

Aff(R) —  SI(2,R)

( a b ) L ( a b )

01 Val 0 1

podemos considerar a Afff (R) como un subgrupo de S1(2,R). Consideremos
el recubrimiento universal SI(2. R) de S1(2,R). Dado que la variedad Afft(R)
es simplemente conexa, la inmersién Aff*(R) — SI(2,R) dada anteriormente
puede ser elevada a §i(2, R). Consideraremos la elevacion que envia la ma-
triz identidad de /}iﬁ (R) al elemento neutro de SI(2,R) y a la imagen la
denotaremos por Aff(R).

Topologicamente el grupo §i(2, R) es D x R donde D es el disco unidad
en el plano complejo C y su estructura de grupo viene dada por el producto

,t ) =7t 5
(z,1) x (y.5) (62,5_“_? ts+¢)
siendo ‘
B _}_10 1+6_2w$y
Y=g % 1+ e?szy

Esta ley de multiplicacion se obtiene al descomponer cada matriz de S1(2,R)
como el producto de una rotacién y una matriz de la forma

(Z IZ), ‘a>0, ac=0b=1

(cf. [PO 85]). Nétese que esta ltima matriz determina un punto z = a +
tb del semiplano superior del plano complejo y viceversa. Al aplicar por
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una homografia el semiplano superior en el disco unidad resulta cque dar
un elemento de S1(2,R) es equivalente a dar una pareja (u,0) € [D x S
Finalmente, para obtener §i(2, R) basta considerar la coordenada 6 rno como
un angulo sino como un elemento de R.

Dado un (z,t) € SI(2, R), la proyeccién sobre SI(2,R) viene dadaa por

1 [ cost+]z]cos(t+ @) |z|sin(t+a)—sint
V1-lz|? |z|sin(t + @) +sint  cost — |z|cos(t + a)

siendo « el argumento de z € D.

El centro de §i(2, R) estd formado por los elementos (z,t) que saatisfacen
la relacion . :
z+efy  y4et
e2is + mg - e2it + y'f

para cualquier (y, s) perteneciente a §l('2,R). En particular, si y = 0 debe
cumplirse que z = ¢~ %*x para todo s real y por tanto r = 0. E-ntonces
y= ye~ % lo cual implica que t = nr, siendo n € Z. Asi pues, el ceentro de
S1(2,R) es _

Z(SI(2,R)) = {(0,n7) :nel} =1

Sea ¢ : R — SI(2,R) el subgrupo uniparamétrico

(t) = cos2nt ~sin 27t
PEI=\ sin2rt cos2rt )

Una elevacién de ¢ en é:!(?, R)es 2(t) = (0,2xt). Obsérvese que (t) ccontiene
la parte del centro de SI(2,R) que se proyecta sobre la matriz identiidad.
Ahora ya estamos en condiciones de construir la foliaciéon prcometida.
Para ello utilizaremos un desarrollo de (T3, F,) dado por la subomersion
Dy:T3 —s Kff+(R) y €l morfismo hg : m (T3) — m+(R).
Sea la submersion

D:T3xS" —  SI2,R)

(e.) +— Do(x)- 3(1)



y la aplicacion

h:m(T3xS) —  SI(2,R)
(7,m) — ho(7) - G(n).
La aplicacion h es morfismo de grupos pues satisface
h((7,n)(7'sn')) = R((y¥',n +n"))
= ho(yy')P(n + n')
= ho(7)ho(7")@(n)(n’)
= ho(7)@(n)ho(v)P(n')
= h(y,n)h(v,n’)

y aqui hemos utilizado que 3(n) es del centro de S1(2,R).

Por tltimo, comprobemos que D es equivariante:
D((q,n)-(x,1)) = D((rz,n+1))
= Do(y2)3(n +1)
= ho(7)Do(z)5(n)&(2)
= ho(7)3(n)D(x,t)
= h((v,n))D(x,t).
Entonces en 73 x R tenemos un flujo de Lie transversalmente SI1(2,R)

con codimensién de F igual a 2 que proyecta sobre T3 x S! obteniendo asi
la foliacién que buscdbamos.

o  Para realizar el dlgebra g, = aff(2) & R, sea X un campo que genera
el flujo transversalmente afin en 73 descrito en el caso anterior. El campo
(X,0) de T3 x S! define una foliacién de Lie F con codimensién de F igual
a 2 y modelada en el algebra g;.
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e Caso gs. Demostraremos el resultado siguiente.

Teorema 3.6 No ezisten flujos de Lie F sobre variedades compactas tales
que la codimension de F sea 2 y tenga como modelo transverso el dlgebra de
Lie gg.

Demostracién: Supondremos que existe un flujo F en la variedad M con
estas propiedades. Fijemos un generador X de F (pasamos al recubrimiento
doble orientable en el caso de que F no sea orientable) y un paralelismo
transverso representado por los campos foliados Y;. Y, e Y; tal que

[¥1,Y2] = 0
Y, =% Ve,Yo) =V + Y,
siendo Y; la clase del campo foliado Y, médulo los campos tangentes a F.

Consideremos en M una métrica de Riemann ¢. Ello da lugar a la des-
composicién ortogonal

TM =TF @ TFL.

Para cada Z € X(M) denotaremos por Z' su parte tangente y por Z" su
parte ortogonal respecto esa descomposicion.

Primeramente demostraremos que el conjunto
T={peM:Y(p)=0}

es vacio y por tanto Y; siempre tendra componente transversa a F.

T es abierto. Si p € T, entonces Y] es tangente a F en p, por tanto Y;* e
Y deben ser independientes en p, pues si no lo fueran no podria ocurrir que
la codimensién de la foliacion adherente F fuera 2. Entonces Y;* e Y3* son
independientes en un abierto U/ que contiene a p y podemos poner

Y? =AY +pY?  en U

Las funciones A y g son basicas en U. En efecto, por ser los Y; foliados, se
tiene que [Y;. X] = fX, lo cual implica que [X, ¥;"] es tangente a F y como

XY7] = [XAY7]+ (X, u¥7)
= XU+ X (W)Y + AX, Y]+ ulX, Y9
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resulta que X(A) = X(g) =0.

Desarrollando los corchetes [Y*, Y5'] y [Y{*,Y3] en el abierto U llegamos
al sistema de ecuaciones diferenciales siguientes

YA +prtp = 0)
Y )+ =0
YP(A) =N = 0

Y ) —wr+p = 0

con las condiciones iniciales A(p) =0y u(p) = 0.

Veamos por ejemplo como se obtienen las dos primeras ecuaciones. Dado
que si Z es un campo tangente a F el paréntesis [Y*, Z] también lo es,
resulta que los corchetes [¥;*,Y"] son tangentes a F. Entonces en el abierto
U tenemos que

¥, Y7l YT Y]+ [uY5, 17

I

= =Y ()Y = Y3 (u)Y3 + p(Ys, Y7
= —YPW)YP - Y (u)YT — pY? — uYJ + -parte tangente”
= —(Y7(N) + ud + )Y = (Y7 (1) + p°)Y5 + “parte tangente”

de donde se obtienen las dos primeras ecuaciones. Para las otras procedemos
de forma analoga.

Sea (t) una curva integral del campo Y7* con la condicidn inicial ¢(0) =
p. Las dos primeras ecuaciones dan lugar a las ecuaciones diferenciales ordi-
narias siguientes

gdz (2(t) + u(e(t))* = 0
d

T A@O) + u(pE)M(1) + u(p(t) = 0

y por tanto (teorema de existencia y unicidad de las soluciones) A y u se
anulan sobre ¢(t). De hecho, al ser funciones basicas, se anulan en F N U,
donde F es la hoja de la foliacién adherente F que pasa por p. Entonces A y
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g son cero a lo largo de las curvas integrales de YJ' que parten de los puntos
de FNU. De forma similar, deducimos que las funciones A y p son nulas
sobre las curvas integrales de Y.

Si Y7, e Y7}, representan los grupos uniparamétricos asociados a los cam-
pos Y e Y7', la aplicacion

®: FxR* — M
(CL’,t,.S) — (Y2’:t° 37,:)(1:)

es un difeomorfismo local en (p,0,0). En efecto, basta comprobar que

9 . ) .
‘I’:(gt‘l(p,om) = Y7'(p), ‘I’.(a—s'l(p,om) = Y3'(p),

Por tanto podemos tomar un entorno V de p contenido en U de manera que
todo q € V sea de la forma (¥;,0Y7",)(z) para ciertos ¢ y s v algiin z € FNU.
Entonces A(g) = u(q) = 0 en un entorno abierto de p, lo cual demuestra que
el conjunto T es abierto.

Como claramente es cerrado, T es el vacio o T es igual a M. Pero si T
fuera todo M, llegamos a una contradiccién. En efecto, siendo 6°, 81, 6%, 6°
la base dual de X, Y}, Y5, Y3, se tiene que df? = —6? A 63, debido a que Y, e
Y3 son siempre transversos a F se cumple que para todo campo Z tangente
aF 6*(2)=6%(Z)=db*(Z,-) = d93(Z,-) = 0, entonces las 1-formas §° y §°
son proyectables sobre la variedad basica W = M/F. De esta forma hemos
obtenido una forma de voliimen en W que es exacta, cosa que es del todo
imposible pues W es compacta. Por tanto T = M.

Consideremos ahora el conjunto @ = U, g@., siendo
Qo = {p€ M : Y7 (p) = a}\"(p)}.

() es abierto. Si p € @, hay un a € R tal que Y*(p) = aY¥[*(p). Por ser
codim (F) = 2, los vectores Y;* e Y;* deben ser independientes en p. Entonces
existen funciones A y p definidas en un entorno abierto U de p tales que

YR =AY 4 Yy
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con A(p) =ay u(p) =0.
Como [11,Y;] = [, Y}] + [Y1, Y] es tangente a F, la parte normal del
corchete [Y;,Y7] es cero. Pero
Y, Y71" = Yi(Q)Y! + Ya(e)Ys' + AN, YT° + et V3T
= (M) + 17" + 1 (w)Ys
y por tanto tenemos las ecuaciones diferenciales
YiA)+p = 0
' en U.
Yip) = 0

Analogamente, desarrollando la parte normal del corchete [Y3, Y;*] obte-
nemos las ecuaciones diferenciales

Ys(A\)+1 = 0 '
en U.
(p)+p = 0

Como se da la condicion inicial g(p) = 0, por el teorema de existencia y
unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. resulta que u es
cero a lo largo de las curvas integrales de Y] e Y3 y, por argumentos idénticos
a los utilizados al demostrar que el conjunto T era abierto, resulta que u = 0
en todo U.

Asi pues, Y' = AY[" en el abierto U y cada z € U es de Q) C Q. Por
lo tanto, @) es abierto en M.

(@ es cerrado. Si p no es de @, para cada a € R tenemos que Y}*(p) #
aY*(p). En particular Y;*(p) es no nulo. Como Y;* no se anula nunca,
los vectores Y; e Y, son linealmente independientes en p y por tanto son
independientes en un entorno abierto U de p, lo cual demuestra que Q es
cerrado.

Como que la variedad M es conexa debe ser Q = @ 0o Q@ = M. La
demostracion del teorema habra acabado cuando veamos que cada una de
estas suposiciones nos llevan a un absurdo.

1. Si Q@ =0, los campos ¥* e Y;* son linealmente independientes en todo
punto de M. Entonces existen funciones diferenciables f y ¢ global-
mente definidas en M tales que

)E«)n — fyln +gY2n.
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Calculando otra vez la parte normal del paréntesis [Y;, Y3'] obtenemos
la ecuacién, ahora global, Y;(A) = 1. Pero al ser M compacta, esta
relacién es imposible.

2. §Si Q = M, para cada p de M hay un a(p) € R tal que

Y;'(p) = a(p)Y1"(p)-

La funcién a es basica y Y — aY; es un campo tangente a F en todo
punto. Entonces el corchete [Y3,Y; — aYi] es de F y esto implica,
desarrollando el paréntesis, que Y3(a) = —1 lo cual es de nuevo una
contradiccion por ser M variedad compacta.

/

Por tanto, hemos demostrado que no pueden existir foliaciones transver-
salmente modeladas en el dlgebra gg con codim(F) = 2 lo cual acaba el
teorema. m

e Caso g;. Demostraremos que

Teorema 3.7 No existen flujos de Lie F sobre variedades compactas tales
que la codimension de F sea 2 y tenga como modelo transverso el dlgebra de

Lie g,.

Demostracion: Al igual que en el caso anterior, demostraremos que el
conjunto T = {p € M : Y*(p) = 0} es abierto y cerrado y por tanto, al ser
la variedad M conexa, T =0 o T =M.

Para demostrar que es abierto ponemos ¥7" = AY;' 4+ £Y3' en un entorno
abierto U de p. Como antes, desarrollando los corchetes de Lie [Y{*,Y}'] y
[YT*, Y7*] obtenemos las ecuaciones diferenciales

YP(A) + ke = 0)
Y () = 0
YPA) +(1—k)A? = 0

Ve +u = 0 )

con las condiciones iniciales A(p) = 0y u(p) = 0.
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Entonces A y p han de ser nulas en U, de donde se deduce que T es un
conjunto abierto.

T no puede ser todo M pues, como ocurre en €l caso gq, tendriamos un
elemento de volumen exacto —d§? = —k6? A 6 (k # 0)— en la variedad
bisica W = M/F que es compacta. Por tanto T = 0.

Consideramos el conjunto @ = U gQa con @, = {peM:Y'(p) =
a¥y'(p)}-

Q es abierto. Si p € @, hay un a real tal que Y;*(p) = aY*(p) por tanto
los campos Y3' e Y]" son independientes en p. Entonces se tiene la relacién
Y = AY" + Y3 en un entorno abierto U que contiene a p.

Considerando las partes normales de los paréntesis [Y3,Y;'] e (Y3, Y3,
obtenemos las ecuaciones diferenciales

AN +p = 0)
Yi(w) = 0
Vs(M)+(k=1)A = 0
Yau) + kp = 0 )

con las condiciones iniciales A(p) = a y u(p) = 0. Por tanto u es cero sobre
las curvas integrales de Y; e Y, con lo cual resulta ser nula en todo el abierto
U. Asi pues, Y* = AY[" en un entorno abierto de p y entonces el conjunto @
es abierto.

La demostracion de que @ es cerrado es idéntica a la del teorema anterior.

Finalmente veremos que @ no puede ser ni M ni el vacio, lo cual acaba
la demostracién.

1. Si Q fuera vacio ¥* e Y* serfan linealmente independientes en todo
punto y por tanto tendriamos funciones globales f y ¢ en M de manera
que

' = fY + g}
Al calcular el paréntesis [¥i, Y3'] y considerar su parte normal llegamos
a la ecuacién Yi(A) = 1, pero M es compacta y esta relacién no es
posible.
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2. Si @) fuera todo M tendriamos una funcién basica a en M tal que Y =
aY. Entonces Y; — aY seria tangente a F y como que [Y3,Y; — aYj]
ha de ser también tangente (pues Y3 es foliado) tenemos que a satisface
la ecuacion diferencial global

Ys(a) = (1 - k)a.

Si k # 1 la unica solucién posible es a = 0, de otra forma a seria no
acotada en M compacta. Como antes (teorema 3.6), esto nos conduce
a una contradiccién, pues se cumpliria que df! = —@' A & siendo 6 y
¢® formas proyectables sobre la variedad béasica W = M/F.

Cuando k¥ = 1, al calcular [}},Y2 — aY;] deducimos que la funcién
a es constante. Sea w® w!,w? w3 la base dual de la base de campos
X,Y; — aY;,Y;, Y3, Se obtiene que dw? = —w? A W3, siendo w? y B

1-formas proyectables sobre la variedad basica W, lo cual es de nuevo
una contradiccion.

Por tanto no pueden existir g.-foliaciones de Lie sobre M compacta y con
codim(F)=2. m

e Caso gg (con h = 0). Si 6°.6',6%, 6% son las coordenadas candnicas de
la variedad T? x T2, el campo vectorial dado por
.0 d
x=2 1.2
PP
con «a irracional define un flujo de Lie transversalmente abeliano con re-
specto al paralelismo transverso dado por 9/96", 0/96%, 9/06° y cumple que

codim (F) = 2. Ahora, modificamos este paralelismo tomando los campos

d d )
— 2 .2
e = cosf a?—}-smG%
, 0 d
— o 2 <02 _2_
¢2 = sind 0—0—1+c050 205
_ _9
“ T T J

Entonces el campo vectorial X también define (ademds de un g,-flujo) un
gs-flujo de Lie.
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Codimensién de F =1

En esta situacidn, el algebra de Lie estructural tiene dimensién dos. Como
ya hemos visto anteriormente (cf. pdgina 79) dicha algebra es abeliana,
por tanto la dlgebras g, y g, no son realizables, pues no tienen subalgebras
abelianas de dimension dos (si v; y v, generaran una subdlgebra abeliana de
g3 0 g4, entonces serian linealmente dependientes).

Daremos ejemplos de realizaciones de las dlgebras g,, g,, 85 ¥ 85 siendo
en este ultimo caso A = 0. Demostraremos que en el caso g, las unicas
realizaciones posibles se dan cuando k es irracional y se construira un ejemplo
de este tipo. Finalmente probaremos que el dlgebra gg no es realizable.

e Caso g,. Considérese por ejemplo el flujo (X, 0) sobre 72 x S! donde el
campo X define un flujo lineal denso en el toro T°.

e Caso g,. Este dlgebra no es realizable y para demostrarlo utilizaremos
el siguiente resultado de Molino sobre flujos riemannianos.

Teorema 3.8 (cf. [MO 85]) Para un flujo riemanniano F en una variedad
compacta coneza orientada M, las propiedades siguientes son equivalentes:

1. F es tsométrico,

o

. El haz transverso central C admite una trivializacion global y

. El espacio de cohomologia en grado mdzimo H} '(M,F) no es nulo
(es decir, F es unimodular).

Lo

Por flujo riemanniano se entiende una foliacién riemanniana de dimension
uno, y el haz transverso central es el haz sobre M de los gérmenes de campos
transversos centrales locales. esto es, las clases de campos X € L(U,F)/Xr
tales que [X, Y] = 0 para cualquier Y de L(M,F)/Xr .

También nos valdremos del siguiente resultado debido a Llabrés y Reven-
tos :
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Teorema 3.9 (cf. [LR 88]) Sea F una g-foliacidn de Lie tal que la codi-
mension de F es tgual a uno. Entonces F es unimodular si y solo si g es
untmodular y el dlgebra de Lie estructural §) también es unimodular.

Como consecuencia tenemos que, al ser g, unimodular y ser el algebra
estructural abeliana, la foliacion F es unimodular. Utilizando el teorema
3.8 resulta que el haz transverso central C admite una trivializacién global,
por tanto existen v y w campos foliados independientes y tangentes a la
adherencia de F que conmutan, como clases de campos transversos, con
todo campo foliado global. En particular [v, e;] = [w, e;], siendo los vectores
e1, €2 ¥ e3 generadores de g,. Si ponemos

v = Aey+ pey+ yes }

w = ae+ Pes+ bes

obtenemos que v = Ae; y w = ae; lo cual estd en contradiccidn con el hecho
de que la dimension del algebra estructural sea 2.

e  En el caso del dlgebra g;, sea X el generador del flujo transversalmente
afin en T3 considerado cuando la codimensién de F era 2 (véase pag. 84).
El campo vectorial (X, ad/38) sobre T3 x S', con a irracional y 4 la funcién
coordenada en S, tiene a g5 = afft(2) ® R como algebra transversa y la
codimensién de la adherencia de las hojas que define es uno.

o  (Caso gg cuando h = 0. Igual que en construcciones anteriores, tomamos
las coordenadas canénicas 6°, 8!, 6% y 63 de T3 x S'. Entonces el campo
vectorial definido por

, 3} 0 0
X=5p %0 P op
con a y @ racionalmente independientes admite a
13} J )
3 .
ey = cosf EY + s1n031(ﬁ-
5 .
— il 3
€y = SIDB % +COS§ Bﬁ
_ 9
T )
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como paralelismo transverso y e, e;, e3 es precisamente una base del dlgebra
gs con el parametro h = 0.

e  Estudiaremos ahora las restantes algebras g¢, g7 y 85 cuando h # 0.

Ya hemos visto (confréntese la pagina 77 y siguientes) que los grupos
conexos y simplemente conexos asociados a estas algebras pueden pensarse
como el espacio R® x R con el producto

(p:t)-(g,8) = (p+ e Mg, t +s)

siendo
—At e_t —te-t
€ = 0 et para 8,
- et 0

y

cos(p+%t)  —sint

sint cos(p — t) ) para  8s,

e = C(t) (

donde C(t) = aeft/2 con a = V4 —h2y B = tanp = h/2 (sinp = h/2,
cosp = h/2).

Las bases que utilizaremos para definir las dlgebras que se consideran
vienen dadas por los campos invariantes a la izquierda siguientes:

- para el algebra gg

€ ”‘i ]
S
g
— — -t —t_
e, = —le 0x+e oy ¢
_ 2
e ot Y
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- para e] algebra g;

ey = e“—a- ‘
v Oz
g
~ k9
€9 € ay
0
€3 = a )
y
— para el adlgebra g,
9 3
ey = -;e'ﬁ‘(cos(cp + t)(—%— + sint%)
2 _. d 0
= - =8t o _— —1)— >
er e ( smtax + cos(p t)ay)
. ad
“ T Tam J

Supongamos que sobre una variedad compacta tenemos una realizacién
F con codim (F) = 1 de alguna de estas algebras. Denotaremos el
algebra de Lie transversa por g y el grupo correspondiente por G.

Las adherencias de las hojas de F son toros T° (cf. pagina 79) y
tenemos por tanto la fibracién basica

T3 M -2 §1

y, como m(T3%) = Z°, 71(S') = Z y m5(S') = 0, la correspondiente
sucesién exacta de homotopia queda

0— 25 mM) 257 —o0.

Esta sucesién es una eztensidn del grupo fundamental =;(A) de M.
Puesto que Z° es abeliano, la accién

I1x722 — 73

(n,p) — n-p
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dada por n - p = fApii~! con 7 € p;!(n) estd bien definida (obsérvese
que n - p € 7° pues p,(Apn~!) = an~! =1 y, al ser la sucesién exacta,
n - p es de la imagen de i.). En efecto, si 7t es otro elemento de p;!(n),
existe un A € Z° tal que 7@ = 7k debido a que m(M)/Z% = Z.

Ndtese también que cualquier seccion s : Z — m(M) da lugar a una
accién de Z en 7°
nxp=s(n)ps(n)'.

Como la accién primeramente definida no dependia del 7 € p;(n)
elegido, resulta que n-p=n*p.

En [HI 82] se demuestra el resultado siguiente

Teorema 3.10 S:
1—w HS G K —1

es una extension de G que admite una seccion s : K — G (denominada
escision por la derecha). entonces

G=ZHx,K
donde H x, I es el grupo H x I\ con la ley de multiplicacion
(hy, ky)(ho, ky) = (he(ky x ko), Ky ky).
(Se dice que G es el producto semidirecto de H y G).

Utilizaremos este teorema para calcular el grupo =;(M).

Podemos pensar que el fibrado T° — M — S! se obtiene a partir de
un difeomorfismo o de I en T3. Mas precisamente, consideremos

M=T*x[0,1]/ ~

donde
p=q Y t=s

(p,t) ~ (g,8) siy solosi 6
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es decir, identificamos T° x {0} con T3 x {1} via el difeomorfismo ¢.

Tenemos pues que my (M) es el producto semidirecto de los grupos
abelianos m(T%) = Z° y 7,(S') & Z. Estudiaremos la accién de Z
sobre 72 para determinar con precisién cual es el producto en Z° x Z.

Sea v : I — S! un camino cerrado en S! representando la clase del
elemento neutro, es decir [y] = 1 € m(S') =Zy3:1 - M una
elevacion de 4 en M de manera que

Y(t) = ((zo. t)]
con zo € T°, entonces
’7(0) = [(m070)] y 5’(1) [ $07 )] - [((,D Zo, )]

Sea 7 : I — T? un camino cerrado en T3 con 7(0) = p~lzg = 7(1).
Pensaremos en 7 dentro de M como el camino [(7(t).0)]. Entonces la
accién de Z en 23 viene definida por

1.7-_—::7.7-.»3/—1

-1

Lema 3.1 El camino -1 -5~ es homotopo al camino 7.

Demostracién: Bastara construir una homotopia
H:IxI—M
con H(0,t) = o7y H(1,t) =% -7-7"'. Ponemos
Hs,t) = [(xo,31)] - [(7- )] - (20, st)]
entonces
H(0,t) = [( ] ) [(‘PTvO)] [ (zo, 0)] 7
H(1,t) = [(z0,¢) ] [(er. )] - [(z0, )]
[(zo t] [(7,0)] - [(zo, )] 7"

y el lema queda demostrado. m
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Por tanto m(M) = Z* x,, Z, siendo Z* x,, Z el grupo Z° x Z con el
producto

(p,n)-(g;m) = (P + plg,n +m)
donde ¢, : m(T3) — m(T3) es el morfismo a nivel de homotopia
inducido por el difeomorfismo ¢ : T3 —s T3,

Como F es una foliacion de Lie, tenemos el desarrollo (cf. la proposicion
1.5)

M2 G
!
M

con la representacién de holonomia h : 7y(M) — h(m(M))=T C Gy
D(y-2)=h(y)-DE, s € M y~vy€m(M).

Se tiene que la variedad basica M/F es difeomorfa a G/T (cf. por
ejemplo [LR 88]), entonces T es un subgrupo dos dimensional de G.
El algebra de Lie H de la componente conexa de I' que contiene al
elemento neutro, T,, es precisamente el algebra estructural de F y ya
sabemos que en el caso que estamos tratando dicha algebra es abeliana.

Como g esta generada por vectores e, e, €3 que satisfacen

ler,e2] = 0
ley,e3] = aey + be;
le, €3] = cer + de

con ad — bc # 0, la unica subalgebra abeliana con dimension dos de g
es H =< ey, €2 >. Fijandonos en las expresiones de los campos e; y e
para 94, 87 ¥ 8g (ver pagina 97) resulta que H esta generada por 0/0x
y 0/0z y por tanto

I =R?x Ze¢
para cierto niimero real positivo e. Ademds tenemos que T, = R* x {0}
es abeliano.

Lema 3.2 Sea A un subgrupo abeliano de I' = h(m(M)). Entonces A
estd contenido en R® x {0} o existe un elemento a = (a;,as,a3) de R®
con a3 # 0 tal que A= {a" : n € Z}.
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Demostracién: Si A no estd en R? x {0} entonces AN(R? x {0}) =0
pues en el caso contrario tendriamos dos elementos (p,0) € Aconp # 0
y (¢,t) € A con t # 0, y como el grupo A es abeliano

(p,0)(g,t) = (¢,t)(p, 0)

de donde resulta que

g+eMp=q+p
Esto implica que ¢t = 0 salvo en el caso gg (con h=0) pero este caso no
lo consideramos aqui. Por tanto, A N (R?* x {0}) = 0.

En particular deducimos que A tiene como mucho un elemento en cada
nivel R? x {me}, m € Z, ya que si a;,a, son de R* x {me} entonces
a1a;' € AN(R? x {0}) = 0, de donde concluimos que a; = a,.

Sea ahora a = (a;, ay, ne) el elemento de A que estd en el nivel mas bajo.

Para cada b = (b;, by, me) escribimos m = nd + r, entonces ba= € A y

est4 en el nivel re con r < n, por tanto r tiene que ser 0 y b = a®.

Asi pues tanto A =< a > y el lema queda demostrado. m

Sigamos estudiando la estructura del grupo I' = k(= (M)).

Proposicion 3.1 Siguiendo la notacion anterior tenemos que

(R2 x {0})NT = h(Z°%)

Demostracién: Por ser R? x {0} abeliano, (R? x {0}) N T es un sub-
grupo abeliano de I'. Los grupos 4(Z%) y h(Z) son abelianos en I' y
por tanto, aplicando el lema anterior, no tenemos mas que las cuatro
posibilidades siguientes:

a) Tanto A(Z®) como h(Z) estdn contenidos en R? x {0}. Entonces
I, generado por A(Z) y h(Z®), esta contenido en R? x {0} lo cual
contradice que R*/T = §'.

b) h(Z%) estd contenido en R* x {0} y h(Z) = {a® : n € Z} con
a ¢ R? x {0}. Esta claro que h(Z%) C (R? x {0}) N T; veamos la

otra inclusién. Si o € (R? x {0}) N T, entonces hay un elemento
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(p,n) € T(M) tal que h((p,n)) = & pero como (p, ) = (p,0)(0, )
tenemos que

o = h((5,0)) - h((0,n)) = b- a*
con b € R* x {0} y a € R* x {0}. Como que ¢ ha de estar en
R? x {0}, entonces k = 0 ya que si b = (b1,8,,0) y a = (a1,0az,a3)
con aj # 0 tendriamos que b - a* = (¢, ¢z, kas) € R? x {0}.
Por tanto en este caso se da la igualdad (R* x {0}) N T = ~(Z3).
h(Z) estd contenido en R* x {0} y R(Z®) = {a" : n € Z} con
a ¢ R? x {0}. Procedemos como en el caso anterior. Si o €
(R? x {0}) N T, entonces hay un (p,n) tal que

o = h((p,n)) = h((p,0)) - h((0,n)) = a* - b

con b€ R? x {0}. Entonces & = 0y (R® x {0}) N T = A(Z). Pero
esto no es posible, pues A(Z) no puede ser denso en R?x {0} y
T, # R? x {0} lo cual es una contradiccién.

(2% ={a" : n€Z} y h(Z) = {b" : n € Z} con a € R? x {k;¢}
y b € R? x {kse}. Cualquier elemento o de I' sera de la forma

o=a"-b".
Si ademas o ha de ser de R* x {0}, debe de cumplirse que
nkl -+ mk; = 0.

Entonces T' N (R? x {0}) estd generado por un elemento de la
forma a® - b7 con p,q € Z. Contradiccion, pues de esta manera
' N (R? x {0}) no puede ser denso en R? x {0}.

Por tanto, el dnico caso posible es el b), que hace que sea (R*x {0})NI' =
h(Z°). m
OBSERVACION: Tres elementos u,v y w de R® pueden generar un sub-

grupo denso de R®. De hecho. basta con tomar u = Av 4 pw con A, g
y A/p irracionales. Entonces, a priori, es posible tener

h(Z) = R? x {0}.

Con estos preliminares ya podemos pasar a los resultados fundamen-
tales de este apartado.
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Proposicién 3.2 No ezisten flujos de Lie con codim (F) = 1 y transver-
salmente modelados en el dlgebra gg.

Demostracién: Supongamos que existe una tal realizacion.

Consideremos
KMZ%) = < (p1,0),(p2,0), (ps,0) >
h(Z) = < (pt)> con t>0}
El subgrupo h(Z>) es normal en T pues Z° lo es en Z° x,, Z. Entonces

(2, £)(Pi, 0)(p, )™ € R(Z°)

lo cual da lugar a las relaciones

3
eMp; = > Ap; i =1,2,3 (3.2)

=1

Veremos que la matriz 4 = (,\{) es precisamente la matriz de la apli-
cacién ¢. : Z® — Z°. En efecto, supongamos elementos ¢; de Z° tales
que h((¢;,0)) = (p:,0). Se tiene que
(P, )P 0)(p, )™ = A((0,1)(4:,0)(0,1)7")
h((o, 1)(Q17 °—'1))
= h{(¢.:,0))
pues el producto en Z°x ,Z era (p, m)(g,n) = (p+¥™g.m+n). Entonces

3

(P, )P 0)(p, ) = 3 Xh((g;,0))

1=1
= (P1,0)" (p2,0)™ (ps- O™
lo cual prueba que A = (,\{) es la matriz de . (en la base {p;}3_)).

En el caso de g4 se tiene que

e”t —te”!
A= .
0 et

104



Para simplificar notacién pondremos a = e~‘. Nétese que al ser ¢
estrictamente positivo tenemos que 0 < a < 1.

Si ponemos p; = (aj,az), p2 = (b,02) y p3 = (¢1,¢2) y definimos los
vectores v; = (a1,b1,¢1) y v2 = (a2, b2,¢2), de la relacién 3.2 se deduce

que

P11 = avy+ alogav,

YU = av,.

Completando los vectores independientes v, y v, (pues p1, p2, ps tienen
rango 2) a una base {v;, vz, v3}, resulta que

a 0 «
A= | aloga a p

0 a a2

La matriz A es la transformada, mediante un cambio de base, de una
matriz invertible de Z° en Z*. Entonces sus invariantes son enteros y en
particular su determinante es 1, puesto que la ecuacion caracteristica

de A es

2> —prt4qgr-1 = 0 (3.3)
tenermos que
‘) 1
2a + ; = p ‘ (34)
y
2
a2 + - = q. (35)
a

Entonces a es irracional pues al ser valor propio de A satisface la
ecuacién 3.3 y si a fuera un numero racional r/s con r y s enteros
primos entre si r y s deberian de ser divisores de 1. Esto implica que
a = %1, cosa imposible por ser a € (0,1).
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Multiplicando la ecuacién 3.5 por a? y la 3.4 por a obtenemos
a’p = 2a3+1
ag = a*+1

y simplificando el término cibico resulta que a debe de ser raiz de la
ecuacién de segundo grado

pa®—2ga+3 = 0. (3.6)

Entonces

V-
e = q_:t__g___iig’ (3.7)

p

y sustituyendo los dos posibles valores de a en la ecuacion 3.4, tenemos
que p y q satisfacen

VvP: —3p(P’a+3p—4¢*) = 20°—p’¢° —9pg+4g° (3.8)

VPR =3p(p®q+3p—4¢°) = —2p°+p’¢* +9pg —4¢°. (3.9)
Restando 3.8 y 3.9 obtenemos la relacion
4p® — 2p*¢* — 18pg + 8¢> = 0. (3.10)

Por otra parte, elevando al cuadrado los dos términos de la igualdad
3.8 y simplificando, se deduce que

4p® — p*¢®* — 18pg +4¢* +27 = 0. (3.11)

Finalmente, restando 3.10 y 3.11, tenemos que si a = (¢£ v/¢* — 3p)/p,
entonces 7

2=4q——3.

Pero al ser p y q enteros positivos, g2 debe de ser 9 y por tantop = 3 = gq.
Ello implicaria a = 1 en contra de a € (0,1).
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Por tanto, hemos demostrado que no pueden existir flujos de Lidze F en
variedades compactas con codimensiéon de F igual a 1 y con.rmodelo
transverso gg. m '

La demostracién de un resultado analogo para el algebra g- poasa por
el establecimiento del siguiente lema

Lema 3.3 Sea p(z) = 2~ pz?+g¢z—1 un polinomio con p y q eenteros.
Si existen k € R\ {0} y un £ € (0,1) de manera que las raices de p(z)
sean £, &% y €~ entonces k es irracional.

Demostracion: Ya hemos visto que las unicas raices racionalées posi-
bles de p(z) son —1 y 1.

Si el 1 fuera raiz, como € € (0,1), tendriamos que k¥ = 0 lo cuaki queda
excluido en las hipotesis. Si —1 fuera raiz, entonces —1/¢ tamnbién lo
seria, pero esto no es posible pues todas las raices son positivas-.

Por tanto p(z) es un polinomio irreducible en Q. Su grupo de-- Galois
sobre Q es Z3 o el grupo simétrico S3 y en cualquiera de los does casos
existe un automorfismo o del cuerpo extension X que es de oorden 3.
permuta las raices y es la identidad sobre Q. Es decir. o satisfaace

o) =€ o) =™ o(e™) =¢

i o) =€, o) =¢ o) =t
Si k fuera un numero racional p/q, usando que o(r'/?) = +ro(z)'/?
cuando z'/% € K obtenemos que
= a(gh) = a(l9)
= o((¢")V7) = (a(€)P)/e
= ¥

en el primer caso, y que
£ = olgh) = gt

en el segundo. Esto implica que k% + k + 1 = 0 lo cual no es poosible
pues k € R\ {0}.
Entonces £ ¢ Q y el lema queda demostrado. =
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Proposicién 3.3 No ezisten foliaciones de Lie con codim(F) =1 y
transversalmente modeladas en el dlgebra g, con k € Q.

Demostracidon: Igual que en la proposicion anterior, supongamos que
una tal foliacidn existe. Entonces F se realiza en un fibrado en toros
T3 sobre S! definido por un difeomorfismo ¢ : T3 — T2, La aplicacién
Pu 73 — 73 se escribe en cierta base de la forma

a 0 «a
A=| 0 & B

0 0 a—(k+1)

t

con a = e~%, y por tanto a € (0,1).

Las raices del polinomio caracteristico de A son a,a* y a=*+1)_ Apli-
cando el lema anterior tenemos que k es irracional. Por tanto no existen
realizaciones con k € Q y la proposiciéon queda demostrada. m

Este dltimo resultado no quedaria completo si no comprobaramos la
existencia de foliaciones transversalmente g, con k € R\ Q.

EJEMPLO: Consideremos la matriz

111
A=1{(1 2 0
1 03

de S1(3,R). Su polinomio caracteristico es
x® — 622 + 9z ~ 1

y los valores propios son

27
A= 2(1+cos§7r).

Tenemos que 0 < A3 < 1 < Ay < A;. Pongamos £ = A3, hay un £ < 0
tal que £ = X,. Este k es

log(2(1 + cos %))
log(2(1 + cos 873’5))
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y segun el lema 3.3 este nimero es irracional.

Los vectores propios de A son de la forma

1 1
(]" AJ _27 AJ _3)'

]

La razon entre las componentes de estos vectores es irracional. En
efecto, si v; = (a, b, ¢), entonces

%: A;—2€R\Q
%: A —3€R\Q >
b 1

= 1- R

c y oz cR\e

Por lo tanto cada vector v; genera un flujo denso en el toro T°.

Consideremos la variedad compacta M = T3 x R/ ~ siendo “~” la

relacion (z,t) ~ (Az,t + 1). La direcciéon dada por el vector propio v,
es invariante por A, por tanto induce un flujo global en M que es denso
sobre toros T°.

Este flujo tiene a g; con k£ = log A;/log A3 como algebra transversa.
Para verificar esta ultima afirmacion obsérvese que un paralelismo trans-
verso invariante por A en T3 x R viene dado por

€ = ftvz
€2 = fktvs
1 0
€3 = - -
log ¢ Ot
campos que satisfacen
le1,e2] =0,
[61, 83] = €1, [62, 63] = ke,.

Con lo cual tenemos el ejemplo deseado.
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Codimensién de F =0

Este es un caso trivial pues el dlgebra transversaa coincide con el algebra
estructural. Por tanto solo son realizables los fflujos transversalmente
abelianos, es decir, solo el algebra g, es realizabole v la realizacion con-
siste en flujos lineales densos en 1.
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