3.2. Escales en anells i C*-algebres 99

Un ingredient d’importancia en el que segueix és Pescala de 'anell que estem
considerant. Introduim a continuacié les nocions d’escales continua, finita i fitada.
Encara que algunes d’elles foren préviament considerades (vegeu per exemple [56]),
desenvolupem algunes variacions que ens permetran treballar en un context més am-
pli.

La nostra aproximacié al problema es beneficia de manera considerable de la
interacci6 amb el llenguatge de monoides i per tant alguns dels arguments usats
estan relacionats amb técniques de monoides. Aquest procediment produira, a més,
demostracions més simples. La caracteritzacié donada a la Secci6 anterior dels anells
elementals ens permet treballar integrament amb anells no elementals. .

Comencem provant un resultat que involucrara un ideal especial que apareixera
repetidament en el que segueix. L’existéncia d’aquest ideal fou observada per primera
vegada per Lin a [566, Lemma 2| per algebres AF, i posteriorment a [57, Remark 2.9]
per C*-algebres simples i separables (vegeu també [63, Theorem 2.7]).

Proposicid 3.2.1 Sigui R un anell regular simple amb o-unitat (i sense unitat).
Suposem que R és no elemental, amb rang estable 1 i que V(R) és estrictament no
perforat. Fizem u € V(R)*. Aleshores existeiz un tnic ideal L(R) de M(R) que
conté propiament R 1 tal que és contingut en qualsevol ideal que conté propiament R.
A més, V(L(R)) 2 V(R) U Aff(S,)*".

DEMOSTRACIO: Com que R és no elemental, obtenim de la Proposicié 3.1.4 que
V(R) no és atomic. Posem D = D(R) i d = sup ¢,(D). Sigui L = V(R)LUASE(S,)*,
que és un ideal d’ordre de V(R) U W¥(S,). Provarem la segiient afirmacié: L conté
propiament V(R) i és contingut en tot ideal d’ordre de V(R) U W2(S,) que conté
propiament V(R). Per tant, el resultat es deduird dels Teoremes 2.2.9 i 2.3.16. |

Notem que V(R) és cancellatiu, ates que sr(R) = 11 que V(R) # 0. Per tant
Ko(R) és un grup parcialment ordenat i no nul (ja que Ko(R)t = V(R)). Aixi
Sy = St(Ko(R),u) és no buit. Es dedueix aleshores que L conté propiament V(R).

Sigui I un ideal d’ordre que conté propiament V(R). Sigui f € I\V(R)ig €
Aff(S,)*t. Pel Lema 2.3.12, existeixen n € Ni g’ € LAff,(S,)* tals que g+¢' = nf.
Com que I és un ideal d’ordre de V(R) LI W2(S,), obtenim que g € I. O .

Encara que per C*-algebres separables aquest resultat ja és conegut, com hem
comentat anteriorment, n’incloem una versié que sota les nostres hipotesis habituals
no necessita separabilitat, i que admet la mateixa demostracié que hem donat pel cas
d’anells.

PROPOSICIO 3.2.2 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat (sense unitat). Suposem
que A és simple, amb rang real zero, rang estable 1 1 que V(A) és estrictament no
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perforat. Suposem també que A és no elemental. Sigui u € V(A)*. FExisteiz un inic
ideal tancat L(A) de M(A) que conté propiament A i tal que és contingut en qualsevol
ideal que conté propiament A. A més, V(L(A)) =2 V(A) U Aff(S,)*tT. O

Es un resultat ben conegut (vegeu [1, Theorem 2.7], [72, 3.12.12]) que si A és
una C*-algebra amb o-unitat (sense unitat), llavors M(A) i M(A)/A no sén mai
separables. En el nostre context de treball, aquest és encara el cas fins i tot quan ens
restringim al minim ideal tancat no zero de M(A4)/A.

Proprosicid 3.2.3 Sigui A una C*-algebra separable (sense unitat) simple © no ele-
mental. Suposem que A té rang real zero, rang estable 1 ¢ que V(A) és estrictament
no perforat. Llavors L(A)/A no és separable.

DEMOSTRACIO: Es suficient demostrar que V(L(A4)/A) conté un subconjunt no nu-
merable. Atés que RR(A) = 0, el morfisme natural de monoides V(L(A))/V(4) —
V(L(A)/A) és injectiu (vegeu, per exemple [5, Lemma 3.1]). Fixem u € V(A4)* i
d = sup ¢, (D(A)). Definim una relacié d’equivaléncia en Aff(S,)™ posant f ~ g
si i només si existeixen z,y € V(A) tals que f + ¢,(z) = g + ¢u(y). Denotem per
AfF(S,) T /du(V(A)) el quocient de Aff(S,)*T per aquesta relacié d’equivaléncia, i
per f les classes d’equivaléncia. Observem que cada classe conté tan sols una col-
leccié numerable de funcions. Aleshores és clar pel Teorema 2.3.17 i per la Propo-
sicié 3.2.2 que V(L(A))/V(A) = {0} LI (Aff(Sy)*tt/¢u(V(A))). Com que Aff(S,)**
és no numerable, V(L(A))/V(A) també ho és, i aixi V(L(A)/A) conté un conjunt no
numerable. O :

DEFINICIO 3.2.4 Sigui M un monoide amb unitat d’ordre u. Suposem que M té
un interval generador D. Diem que (M,D) té escala continua si la funcid afi
d = sup ¢y (D) és continua. Si R és un anell regular simple (resp. A és una C*-dlgebra
simple amb rang real zero) i u € V(R) és un element no zero (resp. 0 # u € V(A)),
diem que R (resp. A) té escala continua si (V(R), D(R)) (resp. (V(A), D(A))) té
escala continua.

Es convenient notar en aquest punt que la definicié d’escala continua no depén
de V’eleccié que haguem fet de la unitat d’ordre v € M. Si hi ha una altra unitat
d’ordre v € M, llavors [39, Proposition 6.17] mostra que els espais d’estats S, i 5,
sén homeomorfs (en general perd, 'homeomorfisme no és afi: vegeu [39, Example
6.18]), a través de « : S, — S, donat per a(s) = s/s(v). Per tant, si denotem
dy = sup ¢u(D), dy = sup ¢,(D) i B, : Sy — Rt és l'avaluacié §,(s) = s(v), tenim
el segiient diagrama commutatiu:
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(04

dy

Rt U {oo0}

Deduim aixi que d, és continua si i només si d, ho és. Pel cas de C*-algebres
simples, aquesta definicié és clarament equivalent a les donades a [56], [57] i [59].
Notem el segiient fet, que necessitarem més endavant: ’homeomorfisme « : S, — S,
donat per un canvi d’unitat d’ordre porta punts extrems a punts extrems. En efecte,
sigui s € 8,5, i suposem que existeixen \ € (0,1), t1,ts € S, tals que a(s) = s/s(v) =
A1+ (1—X)ts. Aleshores s = As(v)ty(u)(t1/t1(u)) + (1= X)s(v)te(u)(te/t2(u)), i tenim
As(v)t1(u) + (1 — A)s(v)te(u) = 1. Per tant A =0 o bé A = 1, que és impossible.

Podem derivar ara la caracteritzaci6 d’anells regulars simples amb escala continua,
en termes del reticle d’ideals dels anells de multiplicadors.

Su Sy

COROLLARI 3.2.5 Sigui R un anell reqular simple amb o-unitat (sense unitat), rang
estable 1 ¢ amb V(R) estrictament no perforat. Aleshores M(R)/R és simple si, i
només si, R és elemental o bé R té escala continua.

DEMOSTRACIO: Si R és elemental, aleshores M(R)/R és simple pel Teorema 3.1.5.
Suposem doncs que R és no elemental. Sigui M = V(R) i v € M*. Posem
d = sup ¢,(D(R)). Si d és continua, llavors totes les funcions de WZ(S,) sén
continues, d’on WZ(S,) = Aff(S,)*™, i per la Proposicié 3.2.1 M(R)/R és simple.
Reciprocament, si M(R)/R és simple i R no és elemental, aleshores V(M (R)) =
V(R) L W2(S,), pel Teorema 2.3.16, i pel Teorema 2.2.9 tenim que els ideals de
M(R) es corresponen als de V(M(R)). Ara observem que per la Proposicié 3.2.1
V(M(R)) = V(R) UAf(S,)™, i per tant la funcié d és continua. O

El resultat per C*-algebres és valid en un grau de generalitat més gran ([57,
Theorem 2.10]). Com a mostra d’aplicacié de les técniques que hem desenvolupat,
incloem la versié corresponent a la classe amb que estem treballant. '

COROLLARI 3.2.6 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat (sense unitat), simple, amb
rang real zero, rang estable 1 i amb V(A) estrictament no perforat. Llavors M(A)/A
és simple si i només si A és elemental o bé A té escala continua.

DEMOSTRACIO: Si A és elemental, aleshores és ben conegut que M(A)/A és simple
([68, Theorem 4.1.16]). Suposem que A és no elemental. Posem u € V(A)*id ="
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sup ¢, (D(A)). Llavors V(M(A)) = V(A4) U WE(S,) (pel Teorema 2.3.17). Si d
és continua, aleshores W4(S,) = Aff(S,)*" i concloem per la Proposicié 3.2.2 que
M(A)/A és simple. El reciproc es prova de manera similar al Corollari 3.2.5, fent
servir els resultats analegs per C*-algebres. O

El segiient punt que centrara la nostra atencio fa referéncia al cas en que 'escala
és fitada, o bé finita, pero no continua. Per donar les definicions adequades, notem
en primer lloc:

LEMA 3.2.7 Sigui M un monoide conic simple i de refinament, amb unitat d’ordre
u € M, i sigui D un interval numerablement generat i flexible. - Sigui d = sup ¢, (D).
Llavors d és finita si © només si d és fitada.

DEMOSTRACIO: Suposem que d no és fitada. Llavors, per a cada k existeix s, € S,
que satisfa d(s;) > 22%. Notem que d = sup ¢, (z,), per a una successié estrictament

n
creixent d’elements {z,} en M*. Per tant, podem triar una successié parcial {zy, } tal

que si(zn, ) > 2%. Aixi, sense perdua de generalitat, podem assumir que sy (zx) > 92k
o0

per tot k. Definim s = Y (1/2%)s,. Llavors d(s) = co. O
k=1
Podem fer servir, doncs, el Lema anterior com a motivacid, i seguidament in-

troduim les nocions corresponents d’escala fitada i finita. Si K és un conjunt com-
pacte i convex, denotarem per 9. K el conjunt de punts extrems.

DEFINICIO 3.2.8 Sigui M un monoide amb unitat d’ordre u i sigui D un interval
generador. Diem que (M, D) té escala finita (resp. escala fitada) si la restriccid
de d = sup ¢(D) a 8,S, és finita (resp. -fitada). Si R és un anell regular simple
(resp. A és una C*-dlgebra simple amb rang real zero) i si u € V(R) és un element
no zero (resp. u € V(A)*), diem que R (resp. A) té escala finita (resp. escala
fitada) si (V(R), D(R)) (resp. (V(A), D(A))) t€ escala finita (resp. escala fitada).

Observem novament que aquesta definicié és independent de I’eleccié de la unitat
d’ordre u que haguem fet. Aix0 és conseqiiéncia directa del fet que si v és una altra
unitat d’ordre, aleshores I’homeomorfisme « : S, — S, porta punts extrems a punts
extrems, com hem observat abans. En aquest punt és important notar també que
la nocié d’escala finita difereix de la definicié donada a [56] en que la condici6 sobre
d que estem requerint afecta tnicament els punts de la frontera extrema de ’espai
d’estats, mentre que a [56] es demana la finitud de d a tot l'espai d’estats. D’altra
banda, si f és una funcié afi semicontinua inferior, definida en un conjunt compacte i
convex K, isi f és fitada a 0. K, aleshores f és fitada globalment. En efecte, si f < ¢
a 0. K, llavors a causa de I'afinitat de f tenim que f < ¢ a I’embolcall convex K’ de
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0.K. Per semicontinuitat (inferior), f < ¢ a la clausura de K’, que és igual a K pel
Teorema de Krein-Mil’'man (1.3.4). D’aquesta manera, la nostra nocié d’escala fitada
coincideix amb la definicié d’escala finita donada inicialment a [56].

Per remarcar que els conceptes d’escala finita i fitada sén en efecte diferents,
presentem un primer metode de generacié d’exemples, la idea del qual es basa en
técniques de grups parcialment ordenats i en resultats de realitzabilitat de certs grups
com a grups de Grothendieck d’anells adequats. Es, en conseqiiencia, un metode
indirecte, i interessant al mateix temps, especialment a '’hora de fabricar exemples
amb patologies predeterminades. Si X és un espai topologic compacte, denotarem
per L(X) el monoide additiu de funcions semicontinues inferiors sobre X.

EXEMPLE 3.2.9 Ezisteiz una dlgebra ultramatricial (resp. una dlgebra AF') simple,
Pescala de la qual €s finita pero no és fitada.

DEMOSTRACIO: La linia d’atac es basa en provar primer que existeix un monoide
M simple, conic i de refinament, que és cancellatiu, no perforat i no atomic. També
trobarem un interval D numerablement generat i flexible tal que Pescala respecte D
_ és finita pero no fitada.

Sigui X = [0, 1], un espai compacte Hausdorff. Sigui C(X,R) I’anell de funcions
continues amb valors reals sobre X, que és separable, atés que X és metritzable. Sigui
G un subgrup numerable i dens de C(X, R) que conté la funci6 constant 1, i equipem
G amb Dordre estricte; aixi Gt = {f € G | f > 0} U {0}. Com que G és dens en
C(X,R), tenim que G és un grup d’interpolacié. En efecte, és suficient interpolar
la desigualtat fi, fo < ¢1,92, on fi,g; € G per i = 1,2. Per [39, Corollary 11.20 i
Theorem 11.4], veiem que (C(X,R), <) és un grup d’interpolacié. Sigui b’ € C(X, R)
tal que f; K b/ < g; per a tot 4,7. Trieme > 0tal que f; K W —e <K W +e K g
per a tot ¢, j; aleshores existeix per densitat una funcié h € G tal que ||h — /|| < ¢,
d’on obtenim facilment que f; < h < g;.

Deduim doncs que M = G és un monoide de refinament (vegeu [39, Proposition
2.1]). També M és un monoide simple, conic, cancellatiu, no perforat i no atomic.
El fet que M no conté atoms pot ésser provat directament, perd també es dedueix de
la hipotesi que G és dens en C(X,R), i per tant no és ciclic, de manera que per [39,
Proposition 14.3], G no conté atoms, i aixi tampoc en conté M. Fixem u = 1 com
unitat d’ordre, i posem S; = St(M,1) = St(G,1). Observem que V'anell C(X,R)
és, amb la topologia de la convergencia uniforme, un espai de Banach real. Per [39,
Proposition 7.18], els estats sobre C(X,R) sén fitats, i també s6n lineals, per [39,
Lemma 6.7], de manera que sén aplicacions continues de C(X,R) a R. Es dedueix
d’aix0 i del fet que G és dens que aplicacié restriccié St(C(X,R),1) — St(G, 1) és
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injectiva. D’altra banda, com que G és un subgrup de C(X,R) que conté la unitat
d’ordre 1, tenim que per [39, Theorem 4.3] els estats sobre G normalitzats en 1
estenen a estats sobre C(X,R). Amb tot aixo concloem que I'aplicacié restriccié és
un homeomorfisme afi. Notem ara que St(C(X,R)) = M; (X), el conjunt de totes
les mesures de probabilitat sobre X, per [39, Proposition 6.8], d’on veiem que 9,5,
és afinament homeomorf a 9, M7 (X), i aquest darrer és homeomorf a X, per 39,
Proposition 5.24]. Sigui dy € L(X)**, definida a través de do(z) = 1/z per z # 0 i
do(0) = 2. Sigui d € L(0.51)*™", definida composant dy amb ’homeomorfisme entre
0,51 1 X. Usant [42, Lemma 7.2], podem estendre d a una funcié afi semicontinua
inferior definida sobre Si, i que és també estrictament positiva; denotarem aquesta
funcié novament per d. Sigui D = {f € M | f < d}. Llavors D és un interval
flexible i numerablement generat, i p(D) = d. Tenim també que d, restringida a 9.5
és finita pero no fitada.

El Teorema 2.3.18 ens permet assegurar que existeix una algebra A° complexa,
simple, ultramatricial i involutiva tal que (K(A%), D(A%)) és isomorf a (G, D), i en
particular V(4% 22 M. Sigui u € D(A?) la unitat d’ordre que correspon a 1 € D, i
obtenim de I’argument anterior que A° té escala finita perd no fitada. La completacié
de A° déna lloc a una algebra AF simple A tal que (Ko(A), D(A)) és isomorf a (G, D).
En particular V(A) 2 V(A% = M, i analogament A té escala finita perd no fitada. O

Arribem aixi al resultat principal de la seccid, on analitzem els anells regulars
simples i les C*-algebres simples amb escala finita. Resultara en casos especials
que podem donar una caracteritzacié en termes d’una condicid sobre el rang estable
d'un quocient de I’anell corona, responent aixi a una pregunta de Goodearl a [42].
Recordem que si J C I sén ideals d’un anell regular R (resp. ideals tancats d'una
C*-algebra A amb rang real zero), llavors V'aplicacié natural V(I)/V(J) — V(I/J)
(donada per [p] — [r(p)], on 7 : T — I/J és el morfisme quocient) indueix un
isomorfisme de monoides, per 7, Proposition 1.4].

TEOREMA 3.2.10 Sigui R un anell regular simple amb oc-unitat i rang estable 1.
Suposem que R és no elemental, amb V(R) estrictament no perforat, i que S, és un
espai metritzable, on u € V(R)*. Llavors R té escala finita si, i només si, el monoide
V(M(R))/V(L(R)) és cancellatiu.

Les bases on descansa la demostracié del Teorema 3.2.10 estan constituides, es-
sencialment, per la traduccié del problema al llenguatge proveit per la teoria de
monoides. De fet, aquesta aproximacio a la solucié ha estat I'inica via que hem estat
capacos de trobar. Es per aquest motiu que abans de demostrar el Teorema establim
en primer lloc el resultat corresponent per monoides de Riesz.
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Per tal de tractar adequadament amb les restriccions a la frontera extrema de
funcions afins i semicontinues inferiors definides en un conjunt convex i compacte,
precisarem d’un fet simple, que es pot trobar a [2, Lemma I1.7.1].

LEMA 3.2.11 Sigui K un conjunt convez i compacte, 1 siguin f,g : K — R dues
funcions afins i semicontinues inferiors. Si fla,x = gjs,x, aleshores f =g. O

PropPOSICIO 3.2.12 Sigui M un monoide simple i cancellatiu, 1 sigui v € M un
element no zero. Suposem que M té un interval no nul D amb un subconjunt cofinal
numerable, i sigui d = sup ¢ (D). Suposem que (M, D) té escala finita. Si I és
un ideal de M L WE(S,) que conté propiament M, aleshores (M L WE(S,))/I és
cancellatiu.

DEMOSTRACIO: En primer lloc, notem que com que M és no zero i cancellatiu,
Iespai d’estats 5, és no buit. Per tant, la demostracié de la Proposicié 3.2.1 mostra
que L = M L Aff(S,)** és un ideal d’ordre de M LI W¥(S,) que conté propiament
M, i que és contingut en tot ideal d’ordre de M LI W%(S,,) tal que conté propiament
M. _ _

Suposem que I és un ideal d’ordre de M U W4(S,) que conté propiament M.
Llavors existeix ) # E C W4(S,) tal que I = M Ul E. Denotem per ~ la relacié
d’equivalencia modul I. Si f+g ~ f+h, per f,g,h € W3(S,), aleshores f+g+1z; =
f+h-+xzy, per alguns 21,20 € MUE. Siz; € E per i = 1,2, llavors com que Vescala
és finita (¢ +1)ja,5, = (h+2)a,.5,, 1 aixi g+ 21, = h+ 3 pel Lema 3.2.11. Per tant
g~h. Sizi € Eizy,= reM , aleshores fent servir un argument similar obtenim
g+x1 = h+ ¢, (), perd per minimalitat de L veiem que ¢,(z) € Aff(S,)* C E, de
manera que també g ~ h. Clarament, les altres possibilitats es tracten d’una forma
similar. O ‘

Quan Pespai d’estats S, és metritzable i M és un monoide de Riesz cancellatiu i
simple, el reciproc de 1'anterior Proposicié també és cert, és a dir, si (M UWZ(S,))/L
és cancellatiu, llavors (M, D) té escala finita. Per a provar aquest fet, necessitarem
una tecnica que consisteix a “fer caure” valors infinits de determinades funcions. Aixo
requerira treballar amb simplers de Choquet i per aquest motiu ens caldran algunes
de les seves propietats fonamentals, que resumirem breument tot seguit. Remarquem
que les definicions de simplex i de simplexs de Choquet han estat introduides al
capitol de preliminars (seccié 3). '

Prorosicid 3.2.13 [89, Proposition 11.8] Sigui K un subconjunt convez i compacte
d’un espai E localment conver ¢ Hausdorff, 1 sigui g : K — R una funcid conveza i
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semicontinua inferior. Llavors:

g(z) =sup{f(z) | f € Al(K) i f < g}
peratotz € K. O

Una caracteritzacié dels simplexs de Choquet és donada a [39, Theorem 11.4]:
Un subconjunt compacte i convex K d’un espai localment convex i Hausdorff és un
simplex de Choquet si, i només si, el grup (Aff(K), <) és d’interpolacié (aixod és també
equivalent a dir que el grup (Aff(K), <) és d’interpolacié). Per tant, moltes de les
propietats dels simplexs de Choquet s’expressaran a través de com siguin les funcions
afins (amb alguna nocié de continuitat) que hi sén definides. El primer ingredient
que necessitarem és la versid estricta del Teorema d’Edwards:

TEOREMA 3.2.14 [39, Theorem 11.12] Sigui K un stmplez de Choquet, sigui f :
K — {—00}UR una funcid conveza semicontinua superior, i sigui b : K — RU{oo}
una funcid concava semicontinua inferior. Si f < h, aleshores existeiz g € Aff(K)
tal que f K g h. O

Per a un s futur, és convenient observar que LAfI(K) = LAff,(K), per a un
simplex de Choquet compacte i metritzable. Encara que aix0o és probablement
estandard, incloem demostracions per completitud.

LEMA 3.2.15 Sigui K un espai compacte i metritzable, sigui g una funcido semi-
continua inferior -sobre K, i sigui § una familia de funcions continues sobre K, el
suprem puntual de les quals és g. Aleshores existeiz una gquantitat numerable de
funcions de § que també tenen g com a suprem. '

DEMOSTRACIO: Per a qualsevol funcié h : K — (~o00,00], denotem per X el
“subgraf estricte” de h, és a dir, X = {(z, @) € K X (~00,00] | @ < h(z)}. A causa
de la semicontinuitat inferior, X, és obert; de manera semblant, X; és obert per a
tota f € §. Com que g és el suprem de les funcions f € §, veiem que la uni6 dels
conjunts Xy per f € § és precisament X,.

Ara, K x (—00,00] és un espai separable i metritzable, d¢ manera que satisfa el
segon axioma de numerabilitat (és a dir, admet una base d’oberts numerable). El
mateix fet és cert pel seu subconjunt obert X,. Perd aquests espais satisfan també
la propietat de Lindel6f, és a dir, tot recobriment obert admet un subrecobriment
numerable. Per tant X és la unié d’una quantitat numerable de conjunts de {X;} P2
diguem Xy, Xy,,.... I aix0 implica que g és el suprem de fi, fa,..., com voliem. O
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LEMA 3.2.16 Sigui K un simplex de Choquet metritzable i sigui g € LAff(K). Lla-
vors g és el suprem puntual d’'una successid creizent {f,} amb f, € Afl(K) per a tot
n. Per tant LAff(K) = LAff, (K).

DEMOSTRACIO: Sigui § el conjunt de totes les funcions afins i continues f sobre
K tals que f < g. Com que g és convexa, la Proposici6 3.2.13 assegura que g és
el suprem puntual dels elements de §. Afirmem que de fet § és un conjunt dirigit
superior. En efecte, si fi, fo € T, aleshores sigui f el suprem puntual de fi i fo, i
tenim que f és convexa, continua i f < g. Atés que g és també concava, pel Teorema,
d’Edwards (3.2.14) existeix una funcié afi i continua f3 tal que f < f3 < g, establint
aixi I’afirmacié. Per acabar, sols ens cal aplicar el Lema 3.2.15. O

DEFINICIO 3.2.17 Sigui K un conjunt convez, 1 sigui (K;)ier una familia no buida de
subconjunts convezros de K. Diem que K és la suma directa convexa dels conjunts
K; si: (1) K és l'emboleall conver de Uier K;; i (2) Sitq,... 4, s6n indexs diferents
de I i

a1$1+~~-+anxn:/61y1+---+ﬁnyn

s0n combinacions converes amb Ty, Ym € K;,, per tot m, aleshores a; = B; per a tot
J 1x; =y; sempre que a; > 0.

La importancia d’aquest concepte rau en el segiient fet:

TEOREMA 3.2.18 [89, Theorem 11.28] Si F' és una cara tancada d’un simplez de
Choquet K, aleshores K és la suma directa convexa de F i la seva cara comple-
mentaria. O

ProprosICIO 3.2.19 Sigui K un sémplex de Choquet, sigui s € 8. K i f € Aff(K)**
amb f(s) > 1. Denotem per {s}' la cara complementaria de {s}. Llavors existeix
g € LAff(K)* tal que és igual a f sobre {s} i f(s)=1.

DEMOSTRACIO: Si f(s) = 1, aleshores agafem g = f. Per tant, podem assumir
que f(s) > 1. Pel Teorema 3.2.18 (i havent notat que {s} és efectivament una cara
tancada), K és la suma directa convexa de {s} i {s}/, de forma que existeix una tnica
funcié afi g sobre K tal que g1 = fis3 1 g9(s) = 1. Notem que g < f.

Hem de comprovar que g és semicontinua inferior. Observem que h = f — g val 0
sobre {s}' i és iguala a = f(s) —1 > 0 en el punt s. Si h fos semicontinua superior,
aleshores g = f — h seria semicontinua inferior. Sigui A € [0, 00). Prenem un element
z € K qualsevol. Llavors existeix o € [0,1] tal que z = as + (1 — «)t, per algun -



108 3. Ideals a 'anell corona

t € {s}, i per tant h(z) = ca. Aixi, si A > a, tenim h™'[), 00) = 0, que és tancat.
Si, en cas contrari, 0 < )\ < a, considerem 1’aplicaci6:

@ [N a] x TS?—) R, 00),

definida a través de o(7,%) = (7/a)s + (1 — (y/a))t. Per veure que ¢ és ben definida
cal comprovar que h(p(7,7)) > A, per A < y < ai? € {s}. Tenim que h((y/a)s+ (1~
(v/a))t) = y+(1—=(v/a))h(t). Arat = Bs+(1—p)t, per algun B € [0,1] it € {s}', de
manera que h(f) = Ba. Llavors h((v/a)s+(1—(v/a))t) = v+ (a—7)B > A, iper tant
@ és ben definida. També, ¢ és continua i exhaustiva: si z € h™'[), 00), aleshores
T = as+ (1 — )t per cert « € [0,1], ¢t € {s}/,1 aa > A, Aixi p(aa,t) = z. Com que

[\, a] x {s} és compacte, veiem que h~[},00) = ([}, a] x {s}') és tancat. O

COROLLARI 3.2.20 Sigui K un simplex de Chogquet metritzable. Suposem que f €
LAff(K)** satisfa f(s) = oo per algun s € 0.K. Llavors eristeiz g € LAfF(K)*" tal

que g(s) =114 f+g=2f.
DEMOSTRACIO: Escrivim f = sup fn, on {fn} és una successié creixent amb cada
n

fn € Aff(K)*+. Com que f(s) = oo, podem suposar que fi(s) > 1 per a tot i.
Denotem per {s}’ la cara complementaria de {s} i usem la Proposicié 3.2.19 per
construir funcions g, € LAff(K)** tals que gnjrsp = fajqsy 1 a(s) = L. Es facil veure
que g, < gny1. Sigui g = sup gn, que clarament pertany a LAff(K)*t*. Observem

també que (g4 f)|sjusy = 2}|{S}U{S}:, i ates que K és I’embolcall convex de {s}U{s},
obtenim que g + f =2f. 0O ‘

Aplicant I'anterior corollari repétidament, podem “fer caure” els valors de f a un
quantitat finita de punts extrems on f és infinita.

COROLLARI 3.2.21 Sigui K un simplez de Choquet metritzable. Sigui f una funcid
tal que f € LA(K)* ¢ erxisteizen s1,...,8, € 0. K amb f(s;) = oo per a tot i.
Llavors ezisteiz g € LAfE(K)*T tal que g(s;) =1 peratotiig+ f=2f.

DEMOSTRACIO: Sense perdua de generalitat, podem assumir que s1,... , s, s6n tots
diferents. Fent caure f(s;) a 1 obtenim g; € LAff(K)*™ tal que sy = Sifsay 1
g1(s1) = 1. Com que sy € {s1}, tenim que g;(s2) = oo. Per tant, podem fer caure
91(s2) a 1 i obtenir go € LAF(K)** tal que go(s,p = 91,y 1 92(52) = 1. A causa de
que s1 € {s2}', veiem que go(s1) = g1(s1) = 1. També, {s1, 52} C {1}, {s2}’ implica
QUE G2|(s;,55) = Jf{s1,5,)- En particular go(s3) = oo.

Continuant d’aquesta manera obtenim g, € LAff(K)** tal que g,(s;) = 1 per
a tot 11 gn|(s,,.. 5.y = Ji{s1,,8n)- Prenem g = g,. Com que K és la suma directa
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convexa de I’embolcall convex de {s1,...,s,} 1 de {s1,...,5,}, 1 ates que

(g + f)l{sl,...,sn}U{sl,...sn}’ = 2f]{sl,...,sn}u{sl,... S}

concloem que g + f = 2f, com voliem. O
El mateix tipus de demostracié ens permet donar una lleugera extensié de I’ante-
rior resultat.

COROLLARI 3.2.22 Sigut K un simplex de Choquet metritzable. Sigui f una funcid
tal que f € LAR(K)*t i existeizen punts diferents sy,... ,8, € 0. K amb f(s;) = o0.
Llavors, si ay,...,a, > 0 sén nombres reals fizats, ezisteiz g € LAF(K)TF tal que
g9(s;)) =a; peratotiig+ f=2f. 0O

TEOREMA 3.2.23 Sigui M un monoide Riesz, simple, cancellativ i sigui u € M un
element no nul. Suposem que M té un interval generador D amb un subconjunt cofinal
numerable, 1 sigui d = sup ¢, (D). Assumim que S, és metritzable. Llavors (M, D) té
escala finita si, i només si, (M UWE(S,))/L és cancellativ (on L = MUA(S,)T).

DEMOSTRACIO: Que la condicié és necessaria es demostra a la Proposicié 3.2.12.
Pel reciproc, observem primer que per ser M cancellatiu, Riesz i simple, aleshores
Sy €és un simplex de Choquet, a causa del Teorema 1.3.13. Assumim doncs que
(M U WZ(S.))/L és cancellatiu i que djg,s, no és finita. Llavors d(s) = oo per
algun s € 9,5,. Apliquem el Corollari 3.2.20 per construir d’ € LAfF(S,)* tal que
d'(s) =1id+d = 2d. En particular d' € W4(S,), i en el quocient mddul L, tenim
[d] + [d'] = 2[d]. Per hipdtesi, (M LI W¥(S,))/L és cancellatiu, i en conseqiiéncia
[d] = [d]. Per tant existeixen funcions afins i continues f; i fo sobre S, tals que
d+ fi =d + fa, la.qual cosa déna lloc a una contradiccié avaluant al punt s. O
DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 3.2.10. El resultat es dedueix del Teorema 2.3.16 i
del Teorema 3.2.23, prenent M = V(R). O

Observem seguidament un fet que és ben conegut, i que utilitzarem d’ara endavant
sempre que convingui:

REMARCA 3.2.24 Sigui A una C*-dlgebra separable. Sigui u € V(A)* una unitat
d’ordre, i posem S, = St((V(A),u). Aleshores S, és metritzable.

DEMOSTRACIO: Com que A és separable, tenim que V' (A) és numerable (vegeu, per
exemple, [91, Exercise 6.D]). Per tant, el grup de Grothendieck Ko(A) és numerable
i aixi St(Ko(A),u) té una sub-base numerable d’oberts (per [39, Proposition 6.1]).
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En aquest cas, tenint en compte que a més St(Ko(A),u) és compacte i per un re-
sultat estandard de topologia general (per exemple, [74, Proposition 1.6.14]), P’espai
St(Ky(A),u) és homeomorf a un subconjunt de [0, 1]V, i per tant és metritzable. O

La caracteritzacié de les C*-algebres A amb rang real zero i escala finita es pot
descriure en casos importants en termes d’una condicié sobre el rang estable d'un
quocient de M(A). Aixod és conseqiiéncia del Teorema de Lin, que ja hem enunciat
anteriorment (vegeu 2.1.12), i que permet assegurar que RR(M(A)) = 0 per una
classe amplia de C*-algebres A amb rang real zero i rang estable 1.

TEOREMA 3.2.25 Sigui A una C*-dlgebra sense unitat, simple, amb rang real zero
i rang estable 1. Assumim que V(A) és estrictament no perforat i que A és no
elemental. Suposem que A és separable o, més en general, que A té o-unitat i que S,
és metritzable, on u € V(A)*. Llavors A té escala finita si, i només si, el monoide
V(M(A))/V(L(A)) és cancellativ. Si, a més, el rang real de M(A) és zero, llavors
A té escala finita si i només si st(M(A)/L(A)) = 1.

DEMOSTRACIO: La demostraci6 de la primera part del resultat és analoga a la del
Teorema 3.2.10, emprant en aquest cas els Teoremes 2.3.17 i 3.2.23.
Si ara RR(M(A)) = 0, llavors

V(M(A))/V(L(4)) = V(M(A)/L(4)),

de manera que A té escala finita si, i només si V(M(A)/L(A)) és cancellatiu, i per
[15, Proposition II1.2.4] aix0 és equivalent a dir que sr(M(A)/L(4)) =1. O

REMARCA 3.2.26 Es interessant preguntar-se si per anells reqgulars R amb o-unitat,
simples, amb rang estable 1 1 V(R) estrictament no perforat, la condicid aconseguida ‘
al Teorema 3.2.25 per caracteritzar les C*-algebres amb escala finita admet una versio
parallela. Es o dir, té R escala finita si i només si st(M(R)/L(R)) = 1?7 Seguint
les linies de la demostracid del Teorema 8.2.25, la resposta a aquesta pregunia seria
afirmativa en cas que Uanell M(R) fos d’intercanvi (vegeu [7, Proposition 1.4, Section
3, Theorem 7.2] i també [92, Theorem 9]), en el sentit de [90]. No es coneizen, pero,
condicions que poguem tmposar a 'anell R que permetin assegurar que M(R) sigui
d’intercanvi; ni tan sols no es sap si B(F') és d’intercanvi, per a un cos F.

Recordem que un ideal I en un anell R és establement cofinit si R/I és.esta-
blement finit. El Teorema 3.2.25 permet donar una resposta afirmativa al segiient
problema: '
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QUESTIO: 3.2.27 ([42, Section 16]) Sigui A una C*-dlgebra simple amb o-unitat
(sense unitat), no elemental. Suposem que A té rang real zero, rang estable 1, que
V(A) és estrictament no perforat i que A té escala fitada. Assumim a més que
RR(M(A)) = 0. Sigut I lideal tancat i establement coﬁmt més petit de M(A) que
conté A. Es I = L(A)? '

Resoldrem tot seguit aquest problema treballant en un context encara més ampli,
com és el de les C*-algebres amb escala finita.

TEOREMA 3.2.28 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat (sense unitat), simple, amb
rang real zero, rang estable 1 1 amb V (A) estrictament no perforat. Suposem que A
és no elemental. Si A té escala finita 1 RR(M(A)) =0, llavors per a qualsevol ideal
tancat I de M(A) que conté propiament A tenim que st(M(A)/I) = 1. En particular,
aquests ideals son establement cofinits i aizi L(A) és l'ideal tancat i establement cofinit
més petit que conté A.

DEMOSTRACIO: Si I és un ideal tancat de M(A) que conté propiament A, aleshores
L(A) C I (per la Proposicié 3.2.2). Com que el rang real de M(A) és zero i A té escala
finita, tenim que sr(M(A)/L(A)) = 1 pel Teorema 3.2.25 (notem que la demostraci6
d’aquesta implicacid a 3.2.25 no necessita la hipdtesi que A és separable). Per tant
M(A)/I, essent un quocient de M(A)/L(A), té rang estable 1, per {79, Theorem
4.3]. O ‘

Es natural preguntar-se si el resultat establert al Teorema 3.2.28 és, en algun
sentit, el millor possible. Concretament, ens plantegem la segiient preguntas:

QUESTIO: 3.2.29 Suposem que es satisfan les hipotesis del Teorema 3.2.28, excepte
que escala de A no és finita. Podem assegurar que M(A)/L(A) és, almenys, esta-
blement finita?

La resposta és negativa, almenys en el cas que ’escala d és infinita en algun punt
s € 8.5, tal que pertany a la clausura de {s}’. Per la Proposicié 3.2.19 (aplicada a
la funci6 constant 2), existeix una funcié g € LAff(S,)™ tal que g(s) =11ig = 2
als punts de {s}'. Llavors d + g = d + 2 (atés que aix0 ja es satisfa a {s} U {s}'), de
manera que a (V(A4) UWZ2(S,))/(V(A) U AfF(S,)*), tenim [d] + [g] = [d]. A més,
la funcié g no és continua perque s € T{s_}’, d’on [g] # 0. Usant el Teorema 2.3.17,
deduim que V(M(A)/L(A)) no és establement finit, i per tant M(A)/L(A) no és
establement finita. :
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3.3 Funcions de pseudo-rang i quasitraces

En la seccié anterior hem comprovat com l'espai d’estats S, associat a un anell
regular o a una C*-algebra de rang real zero intervé en la determinacié dels anells amb
escala finita. El nostre proposit actual consisteix en establir la relacié exacta entre
aquest espai d’estats i un tipus d’aplicacions definides sobre I’anell, que d’alguna
manera mesuraran la grandaria dels seus elements. Usarem aixo en el futur per
expressar condicions relatives a anells, 1’escala dels quals no sera finita, en termes de
condicions topologiques sobre els espais d’aquestes aplicacions.

DEFINICIO 3.3.1 [8, Section 2] Sigui R un anell regular. Una funcié de pseudo-
rang sobre R és una funcid N : R — RY tal que N(zy) < N(z), N(y), per az,y € R
qualssevol, i N(e + f) = N(e) + N(f), per a idempotents ortogonals e, f € R. Si
sup N(R) = 1, aleshores diem que N és normalitzada.

Denotarem per P(R); el conjunt de funcions de pseudo-rang normalitzades, i
observem que en cas que R tingui una unitat 1 € R, la condicié de normalitzacio
equival a dir que N(1) = 1. D’aquesta manera es pot recuperar la definicié original
de funcié de pseudo-rang sobre un anell regular R amb unitat (vegeu [37, Chapter
16]). Notem que P(R); és, com a subconjunt de R, convex i Hausdorff, pero en
general no és compacte.

La relaci6 entre funcions de pseudo-rang i estats per anells amb unitat fou es-
tablerta per Bergman, i també per Goodear! i Handelman (vegeu [44] i també [37,
Chapter 17. Notes]).

PROPOSICIO 3.3.2 [87, Proposition 17.12] §i R és un anell regular amb unitat, ales-
hores hi ha un homeomorfisme afi 6 : P(R)y — St(V(R), [1gr]) tal que 6(N)([f]) =
N(f) per a tota N € P(R); i tot idempotent f € My, (R). O

Volem estendre aquest tipus de relacié al cas en que I'anell no tingui unitat. Notem
en primer lloc una propietat fonamental de les funcions de pseudo-rang;:

LeMA 3.3.3 Sigui R un anell regular (no necessariament amb unitat), 1 sigui N €
P(R). Sigui e € R un idempotent, i posem S = eRe S :z:l, Ty Yly e er ,Ym €S 4

18D .. ®1,S SYSD... D ynS, aleshores ZN( i) < Z N (y;)-
j=1

DEMOSTRACIO: Suposem primer que N(e) = 0. Aleshores N(z;) = N(y;) = 0 per a
tot 7,7, d’on la conclusié és clara. Si N(e) # 0, definim N, : S.— Rt per N(z) =
N(z)/N(e), on z € S. Aleshores es comprova facilment que N, € P(S);. Per [37,
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[ m
Proposition 16.1(a)] tenim que ) Ne(z;) < Y Ne(y;). Usant que N(e)N,(z) = N(z)
v =1 =1

en I'anterior desigualtat obtenim la conclusié volguda. O

ProposiciO 3.3.4 Sigui R un anell regular (no necessariament amb unitat), i sigui
N € P(R). Aleshores, per a tot k € N, hi ha una dnica extensid de N a una funcié
de pseudo-rang N, sobre My(R) tal que N, ( 0 8 > N(z), per z € R.

DEMOSTRACIO: Denotem S = M(R). Sigui ¢ € S. Aleshores existeix un idem-
potent e € S tal que 25 = eS. Com que V(R) satisfa la descomposicié de Ri-
esz, existeixen idempotents e;,...,e;, € R tals que [61] + ...+ [ex] = [e]. Sihi
ha uns altres idempotents fi,..., f,, € R tals que Z[ez] = Z[fj] aleshores exis-

]_
teix un idempotent h € R tal que si T = hRAh, tenlm ei, f; € T per a tot 4,7 i

eT®d.. 0T 2 HTS...8 f,T. Pel Lema 3.3.3 tenim que Y N(e;) = X" N(f;).
i j

Definim Ny(z) = Z N{(e;), on e; € R s6n idempotents tals que Z[eﬁ] =le]ieés

un idempotent tal que eS = 1S. Les observacions anteriors asseguren que IV és ben
definida.
Siguin z,y € S. Aleshores (zy)S C zS. Escrivim (zy)S = eS per a un cert
idempotent e € S. Per [67, Lemma 1(i)], existeix un idempotent f € S tal que
= fSie < f. Com que V(R) és un monoide Riesz, existeixen idempotents
err- e iy fi tals que [ = e < S = [f], 1 per a un cmer T de R
- A

j
adequat tenim ;7@ ... & e, T S fiT @ ... fi,T, d’on pel Lema 3.3.3 concloem que
Ni(zy) = EN(ez) < ZN(fz) = Nj(z). D’altra banda, S(zy) C Sy. Observem que

per ser S regular ex15te1x z € S tal que y = yzy. Per tant, si e = yz i f = 2y, tenim
que Sy = Sfie~ f, de forma que N;(y) = Ny(f). Com abans, doncs, deduim que
Ni(oy) < Nu(y). < -

Sie, f € S soén idempotents ortogonals, aleshores una linia d’argumentacié similar
a I'anterior mostra que Ni(e + f) = Ni(e) + Ni(f).

Finalment, sigui N, una altra extensié de N a S. Si e € S és un idempotent,
podem escriure [¢] = Z[ei], per a certs idempotents e; € R. Aleshores Ni(e) =

ZN’(ez) EN(ez)-— i(e). Per tant Ny, = N,. O

En el que segueix, si N és una funcié de pseudo-rang sobre un anell regular R,

usarem aquesta mateixa lletra per denotar les extensions de N a totes les matrius
sobre R.
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Sigui R un anell regular, i sigui z € R un element no zero. Denotem P(R), =
{N € P(R) | N(z) = 1}. Notem que si R és simple aleshores Ry P(R), = P(R). En
efecte, si N € P(R) i N # 0, aleshores N(z) # 0. En cas contrari, si y € R, aleshores
existeixen un cérner S de Rin € N tals que yS S nzS, de manera que N(y) = 0, pel
Lema 3.3.3, que és impossible. Posant doncs N, = N/N(z), tenim que N(z)N, = N.

Recordem que si e € R és un idempotent no nul, aleshores es defineix S, =
St(V(R),u), on u = [e] € V(R). Provarem ara que en aquestes condicions, els espais
P(R). i S, sén afinament homeomorfs. L’argument que donarem es basa en el resultat
per anells amb unitat.

Prorosicid 3.3.5 Sigui R un anell reqular simple 1 sigui e € R un idempotent no
nul. Posem u = [e] € V(R). Llavors ezisteiz un homeomorfisme aff

a:P(R), — Sy,

tal que a(N)([f]) = N(f), per a tota N € P(R), 1 tot idempotent f € Mo (R).

DEMOSTRACIO: En primer lloc, afirmem que P(R). = P(eRe);. En efecte, si N &

P(R)., llavors la restriccié de N a eRe déna lloc a una funcié de pseudo-rang sobre

eRe. Reciprocament, sigui N, € P(eRe);. Volem estendre N, a tot R. Prenem z € R.

Existeix un idempotent f € R tal que zR = fR. Com que R és simple, existeix n € N

tal que [f] < nle] a V(R), i usant la descomposicié de Riesz obtenim idempotents
n

fiseoo s fo € R tals que [f] = Y [fi), i [fi] < [e] per a tot i. Podem suposar que

i=1
n

fi: € eRe per a tot . Definim doncs N(z) = Y, Ne(fi). Com a la demostracié de la
=1

Proposicié 3.3.4, ’aplicacié IV és ben deﬁnid;,_i és una funcié de pseudo-rang sobre
R. Clarament N(e) = 1, i també Nicge = N,. Tenim doncs que P(R), = P(eRe), i
en particular P(R). és un espai compacte.

Usant ara que eRe és un anell regular amb unitat, la Propesici6 3.3.2 assegura que
existeix un homeomorfisme affi 6, entre P(eRe), 1 St(V (eRe), [e]). D’altra banda, hi ha
un isomorfisme v entre els monoides V(R) i V(eRe). En efecte, si f € Mo (R) és un
idempotent, aleshores per simplicitat existeix un nombre natural n tal 'que [f] < n[e]
a V(R), d’on per la descomposicié de Riesz trobem idempotents fi,..., f, € eRe
tals que [f] = il[fz] a V(R). Definim ¥([f]) = i[fi], que és clarament una aplicacié

1= 1=
ben definida. Es facil veure que 4 és un isomorfisme de monoides i que vle] = w.
Deduim que St(V(eRe),[e]) és afinament homeomorf a S, via I'aplicacié 3 definida

per B(s)[f] = sp([f]), on s € St(V(eRe),[€]) i f € Mu(R) és un idempotent. Definim
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finalment « := [ o 6§, o res, on res denota la restriccié de R a eRe, 1 que és un
homeomorfisme afi. Si ara f € My (R) és un idempotent i N € P(R),, aleshores

a(N)([f]) = B(Oe(Niere))([f]) = Oc(Niere) W([f])) = Niere(¥([f])) = N([f]). O

Ens ocuparem tot seguit d’obtenir un resultat en la linia de la Proposicié 3.3.5
per C*-algebres simples i amb rang real zero, que sera la versié semifinita del resultat
conegut de Blackadar i Handelman per C*-algebres amb unitat (vegeu [15]). Amb
aquest objectiu ens cal introduir la nocié de quasitraga no necessariament finita, que
serd una modificacié natural de la definicié de traga (donada, per exemple, a [72,
5.2.1]). El concepte de quasitraca finita ha estat estudiat extensivament els darrers
anys (vegeu [15], [47]). Podriem esperar, doncs, que alguns dels resultats ja establerts
pel cas finit s’estenguessin al cas infinit, perd com veurem aixd dependra d’altres
factors; fins i tot, certs fets provats al cas finit hauran de ser assumits com a hipotesi
en la nostra situacio.

DEFINICIO 3.3.6 Sigui A una C*-dlgebra. Una 1-quasitraga sobre A és una apli-
cacid T : Ay — [0,00] tal que T(az) = ar(z) six € Ay Tt o € Ry, tal que
Tz +y) = 7(z) +7(y), sempre que x 1y son elements de Ay que commuten, ¢ tal
que T(zz*) = 7(z*z) per a tot x € A. Una quasitraca sobre A és una 1-quasitraca
T que es pot estendre a una 1-quasitraga 7, sobre My(A) per a cada n € N.

Usem la convenci6 aqui que 0-co = 0, de manera que 7(0) = 0. Veient A com una
subalgebra de M,(A) (és a dir, com a cérner superior esquerra), 'extensié 7, de 7 a
la Definici6 3.3.6 vol dir que per z € A, tenim 7(z) = 7,(ze11), on ey; és la matriu
elemental de M, (A) que té un 1 a I'entrada (1,1) i zeros a la resta.

Si 7 és una 1-quasitraga finita sobre una C*-algebra A, aleshores 7 estén de manera
natural i inica a una aplicacié que també anomenarem 7 definida sobre A i amb valors
a C, tal que és lineal en *-subalgebres commutatives de A4, tal que 7(z*z) = 7(zz*) >
0 per a tot z € A, i tal que 7(a + bi) = 7(a) + i7(b) per a tot a,b € A,,. En aquest
context, una quasitraca finita sobre A és una 1-quasitraga finita que estén a una
1-quasitraga finita sobre My(A), és a dir, existeix una 1-quasitraga finita 7/ sobre

M (A) tal que 7/ ( ) = 7(z). Aquesta €s la nocié classica de quasitraga (vegeu

T
00
[15] i [42]), que es recupera, doncs, a partir de la nostra definicié.

Es desprén de [15, Propositions 11.4.1 i I1.4.2] que tota quasitraga finita 7 estén
de manera tnica a totes les algebres M,,(A), aixi com que totes aquestes extensions
son determinades per 7. En particular, veiem que una quasitraga finita no és altra

cosa que una quasitraca que pren valors a [0,00). En aquest cas usarem la mateixa
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lletra, 7, per denotar les extensions a les algebres de matrius. Tota quasitraca finita 7
sobre una C*-algebra A preserva l'ordre de la C*-algebra i és uniformement continua.
Aquest fet, completament no trivial, és provat a [15, Corollary 11.2.5]. Es defineix
la norma de 7 com el suprem dels valors que pren sobre la part positiva de la bola
unitat de A, i es té que ||7|| < oo ([15, Corollary I1.2.3]). Observem que ||7|| = 7(1)
si A té unitat. Denotem per QT'(A) el conjunt de quasitraces finites i normalitzades
sobre A, és a dir, les quasitraces finites amb norma 1. Es una pregunta oberta si
tota quasitraga finita és una traga, és a dir, si és lineal. Per la classe de les C*-
algebres exactes (que inclou les algebres AF), la resposta és afirmativa, com prova
Haagerup a [47]. D’ara endavant, quan parlem de quasitraces ho farem en. el sentit
de la Definicié 3.3.6, especificant en cada cas si assumim alguna condici6 de finitud
0 no.

Si 7 és una quasitraga, posem F, = {z € A} | 7(z) < oo}, que és un conjunt no
buit atés que 0 € F,.. Diem que 7 és densament definida si F, és dens en A, i
denotem el conjunt de quasitraces densament definides per QTy(A). Usarem LQT(A)
per denotar el conjunt de quasitraces semicontinues inferiors. Finalment la notacié
LQTy(A) es referird al conjunt de quasitraces semicontinues inferiors i densament
definides. Notem que tots els conjunts considerats sén convexos.

Es natural considerar quasitraces que compleixin certes condicions de finitud.
Algunes d’aquestes condicions estan fortament relacionades amb la propietat que les
quasitraces preservin 1’ordre, la qual cosa no sembla trivial a partir de les definicions.

LEMA 3.3.7 Sigui T una quasitraca sobre una C*-dalgebra A. Suposem que T preserva
Vordre. Llavors el conjunt F! = {z € A | z*z € F,} és un ideal de A.

DEMOSTRACIO: Com que 7(0) = 0, tenim que F és no buit. Siguin z € Fl iy € A.
Aleshores 7((zy)*(zy)) = (zyy*z*) < ||y|[*7(xz*), ja que T preserva l'ordre. Tenint
en compte que 7(zxz*) < oo, obtenim que zy € F!. De manera semblant yz € F/.
Per tant F) és tancat pel producte per elements de A. Siguin a,b € A;. Com a [15,

al’? 0
Corollary I1.1.11], posem z = ( 2 ) Llavors:
R a+b 0\ . a at/?p/2
' = o o) 1T =1 e b .
o at? 0 e 2a 0 , ,
Sigui z = < _52 g ) Aleshores zz* +22* = ( 0 % ) D’altra banda, si posem

w—<0b1/2>tenim ue ww* = b0 mentre o= 00 . P
=lo o ) q =00 ) queww_Ob.er
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tant
at+b 0

T(a+b):T( 0 O>:T($*$)=’r(xa:*)§2¢(g 2)

= 2(7(a) + T(w*w)) = 2(r(a) + 7(b)).

Ara, donats z,y € F/, tenim que (z + y)*(z + y) < 2(z*z + y*y), d’on deduim que
(0 +y)* (@ +)) < 4(r(a"s) +7(y"y)) < 0. O

Recordem que per a una C*-algebra A qualsevol, K(A4) denota I'ideal de Pedersen
de A (vegeu la Seccié 1 d’aquest mateix capitol). Una propietat important d’aquest
ideal, i que farem servir repetidament, és que si {zx} és un conjunt finit d’elements
de K(A), llavors la C*-subalgebra hereditaria generada per {z;} és continguda a
K(A) ([72, Proposition 5.6.2]). En particular doncs, si z € K(A)+ i o > 0, aleshores
z* € K(A),. També és convenient remarcar que, tal com es veu a la demostracié de
[72, Theorem 5.6.1], si z € A, llavors existeix una successié creixent (z,) d’elements
de K(A)+ que commuten entre ells i també amb =, i tal que lirxbn Ty = T.

COROLLARI 3.3.8 Sigui A una C*-dlgebra 1 sigui 7 € QT4(A). Suposem que T pre-
serva lordre. Llavors Tiga), €5 finita. En particular, 7(p) < oo per a tota projeccid
p € A.

DEMOSTRACIO: F! és un ideal de A pel Lema 3.3.7. Sigui z € F;. Notem que
1% = z'2zz'/? < ||z||z, d’on usant que T preserva I'ordre obtenim que 7(z?) <
|z||7(z) < oco. Per tant z € (F))y, i aix0 prova que F, C (F!);. Com que 7 és
densament definida, veiem que F! és dens i aixi conté K(A). Sigui z € K(A),.
Llavors z'/2 € K(A)4 ([72, 5.6.2]) i per tant 7(z) = 7(x'/22'/?) < 0o, de manera que
K(A)4+ C F;. Deduim d’aquesta forma la primera part del resultat. Si ara p € A és
una projecci6, aleshores p € K(A) per [72, 5.6.3], 1 aixi 7(p) < oo. O

Observem que si 7 és una quasitraga sobre una C*-algebra A i si a,b € A, sén
elements que commuten i a < b, llavors 7(a) < 7(b). Aix0 és clar si 7(b) = oo, mentre
que en el cas que 7(b) < 0o, notem que b — a i a s6n elements de A, que commuten,
i per tant 7(b) = 7(b — a) + 7(a) > 7(a).

Adoptem la terminologia de [26], i diem que una quasitraga 7 : A, — [0, 00| sobre
una C*-algebra A és semifinita si tot element no zero de A, majora (en 'ordre de
A) un element no zero, en el qual 7 pren un valor finit. Per a € > 0, denotem per f,
la funci6 continua de R a R que val 0 a (—o0,¢], és lineal a [g, 2¢] i val 1 a [2¢, 00).
Observem que per definicié de K(A4), siz € Ay ie > 0, aleshores f.(z) € K(A).

ProposicIO 3.3.9 Sigui A una C*-dlgebra i sigui 7 € LQTy(A). Cadascuna de les
condicions segients implica la que té a continuacio: :
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(1) 7 preserva lordre;
(2) T|K(4)4 €8 finita;
(3) 7 és semifinita.

A més, (1) i (2) sdn sempre equivalents; 1 si A és simple aleshores totes son equiva-
lents.

DEMOSTRACIO: (1) = (2) es desprén del Corollari 3.3.8.
(2) = (1). Suposem que a,b € A sén elements tals que 0 < a < b. Aleshores

existeix una successié (t,) d’elements a la bola unitat de A tal que a'/? = lim ¢,b%/2
: n—=00

(vegeu, per exemple, [48, Lemma A-1]). Llavors a = li_)m bY/%tx4,b'/%. Com que T és
n—o0

semicontinua inferior tenim que 7(a) < lim inf 7(b'/2¢:¢,b'/2). Clarament, doncs, n’hi
ha prou amb veure que 7(b'/2c*cb'/?) < T(b;l, sempre que ||c|| < 1. Escrivim b = liTIZn b,
on (b,) és una successi6 creixent d’elements de K (A), que commuten, i que també
commuten amb b ([72, 5.6.1]). Aleshores cbc* = lirgn chyc*, 1 atés que B, = b, Ab, C

K(A) ([72, 5.6.2]), tenim que 7yp,), és una quasitraca finita, i per tant preserva

Pordre, per [15, Corollary 11.2.5]. Aixi 7(b*/2c*cb'/?) = 7(cbc*) < liminf7(ch,c*) <

. . n

liminf 7(b,) = sup 7(b,) = 7(b), tenint en compte que b, < b per a tot n i commuten
n

amb b, i conside?ant també que 7 és semicontinua inferior.

(2) = (3) és clar.

Ara suposem que A és simple i provem (3) = (2). En primer lloc, provem que
7(fe(x)) és finit, sempre que € > 01z € K(4),.

Sigui z € K(A)+ un element no nul, i triem 0 # y € K(A)+ amb 7(y) < oo.
Llavors, a causa de la simplicitat, K(4) = K(A)yK(A), i per tant (z) < n(y) a
S(A) per algun n > 1. Per [84, Proposition 2.4], existeixen §' > 01 r € M,(A) tals
que diag(f.(z),0,...,0) = rdiag(fs(z), ..., fy(z))r*. D’aquesta manera, si posem
v = rdiag(fs (z),... , fy(x))'/?, tenim que diag(f.(z),0,...,0) = vo* i

v'v = diag(fy(v)72, .., fo () 2)r°rding(fo (1), J (1)"/2).

Denotant 0 = ¢'/2 obtenim que (v*v)t = t(v*v) = v*v amb ¢t = diag(fs(v), ..., f5(y)).
Notem que |[v*v|| = ||fe(z)|| < 11 aixi v*v < 1. Per tant v*v < ¢. En conseqiiéncia,
T(fe(z)) = T(vv*) = 7(v*v) < 7(t) = n7(f5(y)) < (n/d)T(y) < oco. (La desigualtat
nt(fs(y) < (n/8)7(y) es deu al fet que 6 f5(y) < y.) ,

Ara triem 0 # z € K(A); i sigui € > 0 tal que f.(z) # 0. Llavors K(A) =
K(A)f(z)K(A) i aixi (z) < n(fc(z)) a S(A) per algun n > 1. Per a cada m €
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N existeix com abans &, > 0 satisfent 7(fi/m(z)) < n7(fs, (fe(z))). Tenint en
compte que f5, (fe(z)) < fes2(z) obtenim 7(f1/m(z)) < n7(fej2(z)). Atés que 7 és
semicontinua inferior, veiem que 7(z) < liminf7(z fi/m(2)) < nllz||T(fe/2(z)) < oo,
com voliem. O "

LEMA 3.3.10 [26, Lemma 5.6] Sigui A una C*-dlgebra simple. Llavors tota C*-
subdlgebra hereditaria B de A continguda a K(A) és algebraicament simple. O

COROLLARI 3.3.11 Sigui A una C*-algebra simple i sigui 7 € LQT(A). Si Tk(a),
és finita llavors Ty k(m, (), € finita per a tot n. En particular, les extensions 1, son
determinades de manera univoca per T.

DEMOSTRACIO: Es suficient comprovar que Ta|g(a,(4)), < 0O. Prenem un element
a € K(My(A))y = My(K(A))4, i sigui B la C*-subalgebra hereditaria de A generada
per les entrades de a. Com que B C K(A) ([72, 5.6.2]) tenim a € My(B),. Pel
Lema 3.3.10, B és algebraicament simple, i per tant My(B) també ho és. Per tant, si
0 # z € By, tenim My(B) = Ma(B)zey; Ma(B). Fixem e > 0. Un argument semblant
al que hem usat a la demostracié de la Proposicié 3.3.9 mostra que 7»(fe(a)) <
nt(fs(z)) per algun § > 0 i algun n € N, i per hipotesi 7(fs5(z)) < oco. Ara bé,
com que ef.(a) < a, veiem que 7, és semifinita i aixi Tox a4y, < 00, per la
Proposicié 3.3.9. '

Suposem ara que 7 i 7' sén 1-quasitraces semicontinues inferiors sobre A tals que
TIK(A)+ = T |K(A)4 Sigui z € Ay. Atés que existeix una successié creixent (z,)
d’elements de K (A), que commuten entre ells i també amb z, i el limit dels quals és
z ([72, 5.6.1]), obtenim que 7(z) = sup7(z,) = sup7'(z,) = T (x).

Finalment, si 7, és una altra extensié de 7 a My(A)4, aleshores 73,7 5, és
una l-quasitraga finita que estén 7)5., per a qualsevol C*-subalgebra hereditaria
B C K(A) finitament generada. Usant [15, Propositions 11.4.1 i I1.4.2] obtenim que
TéIK(M2(A))+ = To|K (Ma(A))4> 4’00 Ty = Ty i per tant 7, és determinada per 7. O

Sigui A una C*-algebra i sigui x € K(A);. Posem Q = {17 € LQT,(A) |
Tik(A); 68 finita}, i Qz = {7 € Q@ | 7(z) = 1}. Notem que si-z # 01i A és sim-
ple, lavors R, @), = Q. Per veure aix0, prenem 7 € Q. Si 7 = 0, aleshores és clar
que 7 € Ry Q,. Si, d’altra banda, 7 # 0, llavors com que 7 és determinada pels
valors que pren sobre K (A), (per la demostracié del Corollari 3.3.11) deduim que
Tik(a), 7 0, 1 en conseqiiencia 7(x) > 0. En cas contrari, tindriem 7(f.(z)) = 0
per a tot € > 0. Sigui y € K(A),. Llavors, com a la demostracié de la Propo-
sicio 3.3.9, existeix n € N tal que per a tot € > 0, hi ha un § > 0 i un nombre positiu
cn, satisfent 7(f-(y)) < en7(fs(x)). Aleshores 7(fc(y)) = 0 per a tot € > 0. Comi
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que 7 és semicontinua inferior i y = lim f; ()2 f1/n(y)/?, obtenim finalment que
7(y) < liminf, ||y||7(fi/n(y)) = 0. Aixd Tik(4); = 0, que és una contradiccid.

D’altra banda, es dedueix de la demostracié del Corollari 3.3.11 que els elements
de @ que coincideixen sobre K(A),; son de fet iguals. Per aquesta rad (Q,+) és
cancellatiu. Sigui X = Q —Q = {7~ 7' | 7,7 € @}, que és un espai vectorial
real. Equipem X amb la topologia localment convexa generada per les seminormes
Pyt X 2 R, ¢~ |o(y)], on y € K(A), anomenada la topologia débil sobre X.
Ateés que la igualtat d’elements de ) és determinada per la igualtat sobre K(A),4,
les seminormes (p,) formen una familia separant, de manera que X esdevé un espai
Hausdorfl. Si A és simple, analitzarem amb més detall I'estructura de Pespai Q.
Ens cal primer un resultat previ d’extensié de “quasitraces” definides sobre 'ideal de

Pedersen a tota la C*-algebra.

LEMA 3.3.12 Sigui A una C*-dlgebra, i sigui 7 - K(A)y — [0,00) una aplicacid
tal que T(az) = at(z) siz € K(A)+ 1« € Ry, tal que 7(z + y) = 7(z) + 7(y),
si z,y € K(A)y sdn elements que commuten, i tal que 7(zz*) = 7(x*x) per a tot
z € K(A). Suposem que T admet extensions 1, a M,(K(A))+, per a tot n amb
les mateizes propietats que 7. Aleshores T estén de manera Unica o una quasitraca
'€ LQT4(A).

DEMOSTRACIO: En primer lloc, observem que les extensions 7, sén univocament
determinades per 7, i que per tant si B C K(A) és una C*-subalgebra hereditaria, la
restriccié de 7 a B, és una quasitraca sobre B.

Siz € Ay, definim

7'(x) = sup7(a*2 f1ju(2)"?) = sup 7(fiyn(2) P frpu(2)').
n n )
Comprovem que 7'(zz*) = 7'(z*z). Siguin n,m € N amb m > 2n. Aleshores
T(Fiyn(@*2)V?5" fi i (32%) 2 frn (27 2)V2) =

7((f1/m (m*)l/za?fun($*$)1/2f1/m($*37)1/2)(fl/m'(ﬂT*fU)1/2f1/n(m*x)l/zﬂi*fl/m(ﬂfx*)m))
= 7(fi/m(@2") 2z fijn (2 2) 3" frjm(22*) )
< T(frym(@a*)Paz” fijm(@2®)?) < 7'(227).

Per tant 7(f1/n(x*z) 22z f1/n (z*2)1/?)

= Tim 7(fin(a"0) %" frjm (222 foja(e"0) ) < ' (w2")
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per 'anterior, d’on tenim que 7/(z*z) < 7/(zz*). Amb un argument simeétric concloem
que 7'(zz*) = 7' (z*x).

Observem ara que 7/|g4), = T, ja que TiAz 68 continua i per tant 7’ (z) =
sup 7(z'/2 fi1 ) (2)2Y/?) = 7(z). També, ates que K(A)4 C {z € A4 | 7(z) < oo},
tgnim que 7' és una aplicacié densament definida.

Comprovem que 7' és creixent. Suposem que z,y € A satisfan 0 < z < y.
Observem que en particular = € yAy i per tant z = lim f1/,(y)?2 f1/n(y) /2. Per a
cada n € N| tenim "

T(f1/n($)1/23?f1/n(ﬂ?)1/2) = h,fln T(fl/n(w)l/zfl/m(y)1/233f1/m(y)l/2f1/n(37)1/2)
= 7 (27 fiym(9)* fryn(@) frjm () P2 ?) < sup (2™ fiym(y)2™?)

= sup 7(f1/m(¥) %2 frym (y)/?) < sup T(frym @)Y 2y frym ()2 = 7' ().

Per tant, prenent el suprem sobre n deduim que 0 < 7/(z) < 7'(y).
Usant aquest fet, provem ara que 7' és semicontinua inferior. Sigui (z)) una
successié en A, tal que convergeix a z € A,. Llavors, per a cada n € N, tenim

T(fl/n(x)l/zxfl/n (37)1/2) - hlgn T(fl/n(x)lﬂmkfl/n(w)l/z)

= lilgn T(xz/zfl/n(x):c,lg/z) < limkinfT’(cck).
(aquesta tltima desigualtat es desprén dels fets que 7/ és creixent, i Tl’K( Ay = 7).
Com abans, concloem que 7/(z) < limkinfT’(a:k).

Finalment, siguin z,y € A; dos elements que commuten. Hem de veure que
'(x+y) = 7'(z) +7'(y). Observem en primer lloc que les successions (f1/,(x +y)z) i
(fi/n(z +1y)y) convergeixen a x i y respectivament, i cadascuna d’elles commuta amb
i amb y. Notem que a més 7/'(z) = sup 7(z'/2 fi/n(z + y)x'/?). En efecte, atés que

n ,

7' és semicontinua inferior i 7/x(4), =7 , tenim que
' (z) < liII}linfT’(.’El/zfl/n (z +y)z'?) = sup7(z? fiulz + y)z/?).
n

Fent servir que, a més, 7' és creixent, es dedueix amb un argument similar que
sup 7(z/2 f1/(z + y)z'/?) < 7'(z). Una expressié semblant s’'obté intercanviant els
n

papers de z i de y. Per tant:

(@) + 7'(y) = sup 7(x2 fiyu (@ + y)z'?) + sup T(y2 fr/nlz + y)yH?)
m n
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= Slrllp T(fl/n(fE + y)l/zxfl/n(fﬂ + y)1/2) + T(fl/n(x + y)1/2yf1/n($ + y)lﬂ))

= sup 7(fim(z + 9)2(x + y) fiyn(z +y)?) = T'(z + ).

Per tant, 7' es una 1-quasitraga semicontinua inferior i densament definida que estén
7. Seguint una argumentacié similar, les extensions 7,, donen lloc a 1-quasitraces 7;,
sobre M,(A)4+, que també sén semicontinues inferiors i densament definides, 1 que
dbviament estenen /. Per tant 7/ € LQT,(A). O

Introduim seguidament una série de nocions amb les quals es pot caracteritzar la
compacitat des d'un punt de vista de convergéncia, per espais en general no metrit-
zables (vegeu [74, 1.3, 1.6]).

DEFINICIO 3.3.13 Sigui X un espai topoldgic i sigui (Zx)rea una zarza. Una sub-
xarxa és una zarza (Y,)uem, conjuntament amb una aplicacid h : M — A tal que
Th(p) = Yu 1§ tal que per a tot X € A, existeiz pu(A) € M amb A < h(p) per a tot

p> p(A).

DEFINICIO 3.3.14 Si (z)) és una zarza en un espai topologic X, 1Y C X, diem que
(z)) és eventualment a Y si existeiz Ao = Xo(Y) tal que zy € Y si A > Xo. En
aquest context, una Tarza (z)) convergeix a un punt z € X si (x)) és eventualment
a U, per a tot entorn U de xz. Una zarza (x)) en un espai topologic X s’anomena

universal si per a tot Y C X, la zarza és eventualment a Y, o bé és eventualment
a X\Y.

L’existencia de xarxes universals no trivials, és a dir, no constants a partir d’una
determinat lloc, és un fet que requereix 'axioma de V'eleccié i que es recull a [74,
1.3.8): Tota xarxa en un espai topologic té una subxarxa universal.

TEOREMA 3.3.15 [74, Theorem 1.6.2] Un espai topologic X és compacte si, 1 només
si, tota zarza universal és convergent. O

La demostracié del segiient resultat es basa en el conegut Teorema d’Alaoglu, una
versi6 del qual es troba a [74, Theorem 2.5.2].

ProprosIciO 3.3.16 Sigui A una C*-dlgebra simple, 1 sigui x € K(A), un element
diferent de zero. Aleshores l’espai Q és (débilment) compacte.

DEMOSTRACIO: Sigui (7)) una xarxa universal a ¢;. Pel Teorema 3.3.15, hem de
veure que (7)) és convergent. Sigui y € K(A);. Aleshores(7y(y))s és una xarxa
universal de R. En efecte, si H C R, prenem F = {7 € Q, | 7(y) € H}. Com que
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(7») és universal, tenim que (7)) és eventualment a F', o bé eventualment a Q, \ F.
Sense perdre generalitat, podem suposar que (7)) és eventualment a F, i aix{ existeix
Ao tal que 7y, € F'si A > A, és a dir, \(y) € H si A > Ag. Per tant (7\(y)) és
eventualment a H, i concloem que (75(y)) és universal.

Vegem que a més 7(y) és inclosa dins un compacte de R. Aix0 és clar si y = 0.
En cas contrari, per la simplicitat de A tenim que K(A4) = K(A)z'/2K(A), i per

tant ex1ste1xen elements a;,b; € K(A) amb i =1,...,n (i on n depén de y) tals que
yt/? Zaz 1/2p, En consequenma, si prenem
=1
a ... Qap b1 ... 0
C=|[ i =~ i |,iD=| 1 . i | aM(A),
0 ... 0 by ... O
tenim

1/2

y 0 = Cdiag(z'/%, ... ,2**)D,
0 0

1 aixi

< ||ID|*Cdiag(z, ... ,z)C*.

Per tant, per a tot ), tenim 0 < 7\ (y) < ||D|?||C||?nma(z) = || D|*|C||*n. Posant,
dones T, = [0, ||C|?||D|I*n], veiem que la xarxa 7a(y) és inclosa a T,. Com que
T, és compacte i (7\(y)) és universal, tenim que 7\(y) és convergent. Sigui 7(y) =
hm 7\ (y), per y € K(A);. Aleshores és facil comprovar que estem en les condicions

del Lema 3.3.12 i per tant 7 es pot estendre (com a una quasitraga) a tot A,. Per
construccié, T € @ i és el limit en la topologia debil de la xarxa (7). O

El nostre objectiu ara és provar que si A és una C*-algebra simple amb o-unitat,
amb rang real zero, i si p € A és una projeccié no nulla, aleshores els espais Qp i Sy,
on u = [p] € V(A), s6n afinament homeomorfs. Com ja hem comentat abans, aquesta
és la versié semifinita del Teorema de Blackadar i Handelman, donada a {15, Theorem
I11.1.3], i el parallelisme amb el cas de C*-algebres sense unitat fou observat a [59,
Section 2], perod sense demostracié i per C*-algebres que, a més, tenen rang estable
1. Donarem doncs una demostracié d’aquest resultat que no necessita cancellacio, i
que es basa parcialment en les tecniques usades a [42, Theorem 12.3].
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TEOREMA 3.3.17 Sigui A una C*-dlgebra simple, amb o-unitat i amb rang real zero.
Sigui p € A una projeccié no nulla, i posem u = [p] € V(A). Llavors hi ha un
homeomorfisme afif

a:@Qp— Sy,

tal que a(7)([q]) = 7(q) per a tota T € Qp 1 tota projeccid ¢ € M (A).

DEMOSTRACIO: Es clar que 1'aplicacié « és aff i continua. Ateés que els espais @ i
S, s6n compactes, sols cal veure que « és bijectiva.

Suposem que «(7) = a(7') per 7, 7" € Q,. Llavors 7 i 7' prenen els mateixos valors
sobre totes les projeccions de A. Sigui z € K(A),. Aleshores B = Az C K(A4),
de forma que 7, i Tl’B+ sén quasitraces finites sobre B. Notem que B té rang
real zero, i com que 7 i 7’ coincideixen sobre les projeccions de B, aleshores han
de coincidir sobre B, per continuitat uniforme (vegeu, per exemple [15, Corollary
I1.2.5]). En particular, 7(z) = 7'(z). En conseqiiéncia 7x(a), = Tjg(a),- Pels
arguments desenvolupats a la demostracié del Corollari 3.3.11, deduim que 7 = 7'.
Aix0 prova que « és injectiva.

Sigui s € S,, i fixem una unitat aproximada (creixent) (p,) de A formada per
projeccions. Atés que A té rang real zero 1 s # 0 tenim que 7, = s[p,] > 0 si
n és prou gran. Per tant podem assumir sense pérdua de generalitat que vy, > 0
per a tot n € N. Denotem per j, : p,Ap, — A les aplicacions inclusié, que al
seu torn indueixen morfismes de monoides V (j,,) : V(prAp,) — V(A). Notem que
Y 1V (jn) € St(V(pnApy), [pn]). Per [15, Theorem III.1.3] (o també pel més recent
[16, Theorem 3.5]), existeix una quasitraga (finita) 7, € QT (p Apn) tal que 7,(g) =
7. ts[q] per a totes les projeccions ¢ € My (pnApy), és a dir, 1,7,(¢) = s[g] per a totes
les projeccions ¢ € Mo, (pnApy)-

Com que, per a tot n € N, les C*-algebres p, Ap, tenen rang real zero i p, Ap, C
Prnt1ADp+1, veiem que les aplicacions 4,7, i Yp+17n+1 coincideixen sobre p, Ap,. Ales-
hores les aplicacions 7,7, indueixen una aplicacié 7 : Upp,Ap, — [0,00), que és
una l-quasitraca. Ens queda estendre 7 a A;. Aix0 no es pot fer usant arguments
de continuitat uniforme, ja que la successi6 (7y,) no és necessariament fitada. Sigui
T(x) = SUpT(Pp&py), 1 aixi definim una aplicacié 7 : Ay — [0,00]. Provem ara
que 7'(11756*73 = 7(z*x) per a tot £ € A. Fixem n < m. Aleshores T(p,2*ppmzp,) =
T(PmTIPnT Pm) < T(PmTT*Pm) < T(xz*). Com que Ty, 4p, = ¥nTs és continua obtenim
T(pnx*Tpn) = Jim T(PnT*pmapn) < 7(zz*), d’on segueix que 7(z*z) < 7(zz*), i per
simetria 7(zz*) = 7(z*z).
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Es clar que si o > 01z € Ay, llavors 7(az) = ar(z). Suposem que z,y € AL s6n
elements que commuten. Sigui 6 > 0. Llavors existeix ny € N tal que si n > ng

1Pn2PnyPr — PryPrapnl| < l|zpay — ypnz|| < 6.

Sigui k € N. Per [15, Corollary I1.2.6], existeix § = 6(k) tal que si ||zpay — ypnz|| <
aleshores [F(p, (2 +¥)Pn) — T (PnTpn) — T(Puypn)| < 1/2F. Per tant, existeix ng tal que
[7(Pn(@ + Y)Pn) — T(PnZPr) — T(PnyPa)| < 1/2, sempre que n > ny. Concloem que
T(z+y) < (1/2%) +7(z) + 7(y), don 7(z +y) < 7(z) + 7(y). La desigualtat inversa
es prova de manera semblant. Aix{ 7(z +y) = 7(z) + 7(y).

Comprovem ara la semicontinuitat inferior de 7. Sigui () una successié en A4
qué convergeix a £ € A,. Per a cada n € N tenim 7T(p,zp,) = lign'f(pnxkpn) <
limkinf T(21), ja que T(pparpn) < 7(xk). Per tant 7(z) < limkinfT(a;k), de manera que
7 és semicontinua inferior.

Sigui z € A;. Per a qualsevol n € N, tenim 2/2p,z*/? < z, i 7(z'/2p,z'/?) =
T(Pnzpr) < ||z||7(pn) = ||z]j7n < 00. Deduim que 7 és semifinita. També, atés que
p ~ p' per alguna projecci6 p' € p,Ap, i algun n € N, tenim que 7(p) = 7(p') =
Ta(p) = slp] = slp] = 1.

Notem ara que U,p,Ap, C F;. Per tant 7 és densament definida. Les extensions
de v, 7, & My(p,Ap,), indueixen una 1-quasitraca sobre My (A), per a cada k, que
és una extensié de 7. Per tant 7 € Q,. Finalment, si ¢ € My (A) és una projeccio,
llavors ¢ és equivalent a una projeccié ¢ € Moo (pnAdp,) (per algun n). Per tant
7(q) = 7(¢') = v7a(¢") = s[¢'] = sg], 1 aixi « és exhaustiva. O

Una primera conseqiiéncia del Teorema anterior és una caracteritzacié de les C*-
algebres simples amb escala fitada. Blackadar va provar a [11, Theorem 4.8] que una
C*-algebra AF simple i separable té escala fitada si i només si és algebraicament
simple. Lin va demostrar posteriorment que si A és una C*-3lgebra simple, amb
o-unitat i escala continua, aleshores' A és algebraicament simple [57, Theorem 3.3].
En el segiient resultat estendrem la caracteritzacié donada per Blackadar a la classe
de C*-algebres simples, amb o-unitat, rang real zero i rang estable 1.

TEOREMA 3.3.18 Sigui A una C*-dlgebra simple, amb o-unitat, rang real zero i rang
estable 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat. Aleshores les segiients
condicions son equivalents:

(1) A és algebraicament simple;

(2) Tota quasitraca semifinita de LQTy(A) és finita;
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(3) A té escala fitada.

DEMOSTRACIO: Sigui p € A una projeccié no nulla; posem u = [p] € V(4) i
d = sup ¢,(D(A)). Si (e,) és una unitat aproximada formada per projeccions, llavors
d = sup ¢y ([en])-

(1) = (2). Sigui 7 € LQTy(A) una quasitraga semifinita. Com que A és algebrai-
cament simple, tenim que K(A4) = A, i per la Proposicié 3.3.9, 7jx(4), < 0o, d’on 7
és finita. '

(2) = (3). A causa del Lema 3.2.7, si d no és fitada, aleshores existeix s € S,
tal que d(s) = 400, és a dir, sup s[e,] = +00. Com que Ry @, = Q i Q és igual

al conjunt de quasitraces de LgQTd(A) semifinites, per hipotesi, tenim que @), és
format per les quasitraces finites 7 sobre A tals que 7(p) = 1. Sigui 7 € @, la
quasitraga que correspon a s via I’homeomorfisme « del Teorema 3.3.17. Per [15,
Corollary 11.2.3], la norma de 7 ha de ser fitada, pero aixd contradiu el fet que
sup 7(en) = sup s[e,] = +o0.

(3) = (1). Assumim que d < k. Per a tot s € S, tenim d(s) = sups[e,| < k =
ks[p], d’on concloem sle,] < ks[p] per a tot n € N. Com que V(A) és estrictament
no perforat i cancellatiu, tenim que [e,] < k[p] a V(A) per a tot n € N. Sigui

x
z =Y. (1/2"e, € A. Es dedueix de [78, Proposition 2.3] que (z) < k(p) a S(A).
n=1

Sigui B C My (A) la C*-subalgebra hereditaria generada per diag(p, ... ,p) € My(A).
Notem que B és simple, amb unitat, rang real zero i rang estable 1; en particular, B
és algebraicament simple.

Observem ara que per a cada n € N, existeix una projeccié e}, € M(A) tal que
en ~ € < diag(p,...,p). Obtenim per tant una successié de projeccions (e],) de B
tal que e;, < e, per a tot n. Gracies a la cancellacié de projeccions és possible
construir una successié creixent de projeccions (¢q,) a B amb ¢, ~ €, ~ e, per a
tot n € N (vegeu, per exemple, la demostracié de [78, Proposition 2.7]). Sigui y =

> (1/2™)g, € B. Llavors (z) = (y) a S(A) per [78, Proposition 2.3] i per tant = ~; y
n=1

([78, Corollary 2.4]), és a dir, existeix a € My(A) tal que yBy = a* My (A)a, mentre
que aMy(A)a* = diag(z, ... ,0)My(A)diag(z,... ,0) = zAz. Ara bé, zAx = A ates
que z és un element estrictament positiu ([72],[68]). Pel Lema 3.3.10, yBy C B és
algebraicament simple, i tenint en compte que a*My(A)a i aM(A)a* sén isomorfes
(per exemple, estenent per continuitat 'isomorfisme donat a [24, 1.4]), concloem que
A és algebraicament simple. O

En el cas que I'escala, a més de ser fitada, no és continua, podem dir alguna cosa
més sobre l'estructura de V(M(A)/L(A)) (recordem que de fet M(A)/L(A) = 0
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exactament quan P'escala és continua).

TEOREMA 3.3.19 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat (sense unitat), simple, amb
rang real zero, rang estable 1 i amb V (A) estrictament no perforat. Assumim que A
és no elemental. Suposem que A té escala fitada pero no continua i que el rang real
de M(A) és zero. Sigui F' = {7 € QT'(M(A)) | 14 = 0}. Llavors F' és una cara
tancada de QT (M(A)) i V(M(A)/L(A)) = (ARF'Y*. En particular, M(A)/L(A)
no és separable.

DEMOSTRACIO: Notem que pel Teorema 3.2.28, V(M(A)/L(A)) és cancellatiu. Per
tant
V(M(A)/L(A)) = Ko(M(A)/L(A))".

Ara, [42, Theorem 16.4] diu que
Ko(M(A)/L(A))*T = (AFF')*.

Com que ’escala no és continua, obtenim que M(A)/L(A) # 0. Per tant M(A)/L(A)
és establement finita i aixi admet una funci6 de dimensié (normalitzada) i semi-
continua inferior (vegeu [48, Proposition 1.1]), és a dir, admet una quasitraga (nor-
malitzada), per [15, Theorem I1.2.2]. Per tant F” # 0 i es dedueix que V(M (A)/L(4))
no és numerable, de manera que M(A)/L(A) no és separable. O

3.4 El reticle d’ideals de ’anell corona

L’objectiu principal d’aquesta seccié és aplicar les tecniques desenvolupades an-
teriorment per descriure el reticle d’ideals de 1'anell corona. Analitzarem en con-
seqiiéncia 1’escala d de ’anell “base” per, a través del seu comportament a la frontera
extrema, extreure informaci6 sobre els ideals de Panell de multiplicadors, i veurem
com en determinades situacions aquests es distribueixen d’una forma molt carac-
teristica. La seccid es divideix en dues parts diferenciades, la primera de les quals es
centra en els anells regulars, mentre que en la segona recollim els resultats analegs
per C*-algebres. '

Una hipotesi que serd present en tota aquesta primera part de la seccié és que
Pespai P(R), associat a un idempotent e # 0 de 'anell, és metritzable. Aix0 és el
mateix que demanar que I’espai de funcions de pseudo-rang P(eRe); és metritzable,
i és convenient remarcar en aquest punt que hi ha molts exemples d’anells regulars
simples R amb unitat i rang estable 1, tals que P(R); és metritzable. Concretament,
donat un simplex de Choquet metritzable qualsevol A, existeix una algebra complexa
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ultramatricial amb unitat R tal que P(R); és afinament homeomorf a A ([37, Theorem
17.23)).

ProprosiciO 3.4.1 Sigui R un anell regular simple amb o-unitat (sense unitat) 4
amb sr(R) = 1. Suposem que V(R) és estrictament no perforat, i que R no és
elemental. Fizem un idempotent e € R no nul, 1 suposem que [’espai P(R), és me-
tritzable. Aleshores existeiz un inic ideal Is,(R) de M(R) d’entre els ideals que
contenen propiament R, tal que és maximal respecte la propietat gue el monoide
V(Isin(R))/V(L(R)) és cancellativ.

DEMOSTRACIO: Posem u = [e] € V(R). Sigui D = D(R) i sigui d = sup ¢,(D).
Posem Ify, = V(R) U Efin, on Epy, = {f € WE(S,) | fia.s, 6s finita }. Llavors
Itin és un ideal d’ordre de V(R) Ll W2(S,). Establirem el segiient fet: If;, és I'ideal
d’ordre de V(R) U W¥(S,) més gran respecte la propietat que I4;,/L és cancellatiu,
on L = V(R) U Aff(S,)*t*. Aleshores el resultat es deduira dels Teoremes 2.2.9 i
2.3.16, prenent I, (R) com l'ideal de M(R) tal que V (Jfin(R)) = Ifin. Provem en
primer lloc que I, /L és cancellatiu. Suposem que [f] + [g] = [f] + [h] & Iy /L, per
f,9,h € Ipy. Llavors existeixen ly,l, € L tals que f +g-+1; = f +h + . Podem
assumir que l; i l, s6n funcions continues i afins. Si ens restringim a la frontera,
extrema obtenim (g +l1)5,5, = (R +12)5.5,- Llavors g+ = h+ 1l pel Lema 3.2.11,
i en conseqiiéncia [g] = [h] a Itin/L.

Ara suposem que V(R) U E és un altre ideal d’ordre de V(R) LI W2(S,,) tal que
(V(R)U E)/L és cancellatiu. Afirmem que E C Eyy.

En cas contrari, existeix f € E tal que f(s) = oo per algun estat s € 0,5,. Pel
Corollari 3.2.20 podem construir g € LAff(S,)™t amb g(s) = 1 i tal que g+ f = 2f.
Atés que f € Eitambé g < 2f algebraicament, concloem que g € E. Per tant tenim
gl + [f/1=1[f]+[f] a (V(R)U E)/L. Usant la cancellacié [g] = [f], de manera que
existeixen funcions continues i afins 1 i I, que satisfan g + I, = f + I, la qual cosa
déna una contradiccié avaluant al punt s. O :

Anomenarem Iy;,(R) Iideal finit de M(R). Observem que R té escala finita
precisament quan Iz, (R) = M(R).

DEFINICIO 3.4.2 Sigui R un anell regular. Diem que una funcidé de pseudo-rang N
sobre R és infinita si sup N(uy) = +o00, per alguna unitat aprozimada (up)xea de R.
A

Notem que aquesta definicié no depen de la unitat aproximada que agafem. Ob-
servem també que si N és infinita, aleshores sup N(e) = oo, on el suprem es pren
sobre el conjunt d’idempotents e € R.
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TEOREMA 3.4.3 Sigui R un anell regular simple, amb o-unitat (sense unitat) i amb
sr(R) = 1. Suposem que V(R) és estrictament no perforat, 1 que R no és elemental.
Sigui e € R un idempotent no nul. Assumim que R té eractament n funcions de
pseudo-rang extremes a P(R), que son infinites, i que aquest darrer espai és metrit-
zable. Aleshores hi ha precisament 2" ideals entre If;,,(R) ¢ M(R).

DEMOSTRACIO: Posem u = [e] € V(R) i sigui d = sup ¢,(D(R)). Notem en primer
loc que R té exactament n funcions de pseudo-rang extremes a P(R), que sén infinites
si, i només si, el conjunt

Ty:={s € 0,5, ] d(s) = +o0}

té cardinal n, en virtut de la Proposicié 3.3.5.
Per a cada subconjunt o C I'y, definim

Eo = {f € WX(S,) | fio.s. ¢s finita fora de o},

i sigui I, I'ideal de M(R) tal que o(V(I,)) = V(R) U E,, on ¢ és l'isomorfisme
. construit al Teorema 2.3.16. Pel Corollari 3.2.21 els ideals V(I,) formen un conjunt
de 2" ideals d’ordre diferents de V(R) U W2(S,). Observem que @(V(Ip)) = Ifimn i
que p(V(Ir,)) = V(R) U W2(S,). Suposem que V(R) U E és un ideal d’ordre de
V(R) UWZ(S,), per algun E C W%(S,) que conté Ej;,. Llavors, prenem o C T'y el
subconjunt més gran de I'y tal que fjs,s, és finita fora de o per a tota funcié f € E.
A causa de la finitud de T'y, un conjunt « satisfent aquesta propietat existeix. Per
construccié, E C E, i afirmem que de fet F = E,.

Clarament podem assumir que E;, GFE. Sigui &’ € LAff(S,)** una funcié cons-
truida d’acord amb el Corollari 3.2.21, i que satisfa dirg = djr, i d'(s) = 1 per a tot
s € T'y, on aqui denotem per I'; la cara complementaria de la cara tancada (de S,)
generada per I'y (que, al seu torn, és I’embolcall convex de I'y, atés que I'q és un
conjunt finit, per hipotesi). Notem que d + d = 2d. Per tant d' € V(R) U WZ(S,)
idefetd € Iy, C V(R)U E. També, per construccié de a, existeix una funcié
f € E tal que, restringida a 0.5, és infinita precisament a «. (Considerariem, si
o = {s1,...,58}, funcions fi,...,f; € E tals que fi(s;) = oo, i agafariem llavors
f=fi+...+ fi.) Sigui dy la funcié que “porta” els valors sobre els punts de fora
de o a 1. Es a dir, si (T'y \ @)’ denota la cara complementaria de la cara (tancada)
generada per I'y \ o, llavors d, es construeix de manera que dajrp\ay = |Ta\e) 1
do(s) =1 peratot sely\ a.

Com qhe Ty\a C Ty, tenim que I'; C (Ty\ «)’, d’on obtenim dam = dll“iz' Notem
també que da(s) = 0o per a tot s € a. Per tant (da + f)r,ur, = (@ + f)jraury,, i com
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que S, és igual a la suma directa convexa de la cara (tancada) generada per I'; i la
seva cara complementaria I, (vegeu el Teorema 3.2.18), obtenim que dy+ f = d'+ f.
Aixid, + f € E, i en conseqiiencia d, € E.

L’inica cosa que ens cal comprovar per acabar la demostracié és que E, = F,, on

F,:={f e W¥S,) | f +g=md, per algun m € Ni g € W¥(S,)}.

Com que d, € E1 E C E, tenim que d, € E,, i per tant 1'ideal d’ordre generat
per d, és contingut a V(R) U E,, de manera que F, C E,. Reciprocament, sigui
g € E,. En particular, com que E, C W4(S,), podem trobar una funcié h € W4(S,)
i un nombre natural m tals que ¢ + h = md. Sabem que g|5egu és infinita com a
molt sobre els punts de a. Afegint copies de d (si fos necessari), podem suposar que
g(t) < mperatotteTyn{s € d.Sy | g(s) < oo}. Ara usem el Corollari 3.2.22
per obtenir una funcié ' € W4(S,) tal que h'(t) = m — g(t) per t € Ty \ « i tal que
hI(Fd\ oy = M@a\ay. Tenim també que h + h' = 2h. Finalment, a causa de la igualtat
(9 + M) ra\ura\e) = Mda|r\aur,\ays concloem que g + h' = md,, com voliem. O

Investigarem tot seguit els quocients M(R)/J, per a qualsevol ideal J de M(R)
que conté If;,(R), provant que tenen una estructura particular.

Sigui M un monoide. Diem que M és purament infinit si sempre que tenim un
element © € M no nul, aleshores existeix y € M diferent de zero tal que z +y = .
Si R és un anell qualsevol, i e € R és un idempotent no nul, diem que e és infinit
si existeix un idempotent f € R tal que f < eie ~ f. Suposem ara que R és un
anell no degenerat (o bé semiprimer). Aleshores diem que R és purament infinit
si tot ideal dreta I de R no nul conté idempotents infinits. Es facil veure que aixd
és equivalent a demanar que tot ideal principal dreta conté idempotents infinits, i
també és senzill veure que la condicié de purament infinit és de fet simétrica.

Notem que si R és un anell purament infinit, llavors tots els idempotents no nuls
de R so6n infinits. En efecte, sigui ¢ € R un idempotent no zero. Aleshores existeix
un idempotent infinit f € R tal que fR C eR. Per [67, Lemma 1.1 (i)], existeix un
idempotent g € R tal que f < gie ~ g. Deduim doncs que e és infinit. Observem
que si R és un anell regular, llavors R és purament infinit si, i només si, tots els
idempotents de R sén infinits, si i només si V(R) és un monoide purament infinit
(per la darrera equivaléncia es necessita la descomposicié de Riesz en el monoide
V(R), que val perqué I'anell és regular). Ens caldra fer un parell d’observacions,
conseqiiéncies directes del Teorema 2.2.8:

LEMA 3.4.4 Sigui R un anell regular amb o-unitat. Sigui I un ideal de M(R). Si
V(M(R))/V(I) és un monoide purament infinit, aleshores M(R)/I és, com a anell,
purament infinit.
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DEMOSTRACIO: Denotem per m : M(R) — M(R)/I V'aplicaci6 natural de pas al
quocient. Sigui ¢ € M(R)/I un element diferent de zero. Prenem una antiimatge
y € M(R)\ I de z qualsevol. Pel Teorema 2.2.8, existeixen idempotents p,p; €
M(R) i elements y1, 92, 2,w € M(R) tals que y = p1y1 + poyo 1 tals que p; = yz
1 pp = yw. Com que y ¢ I, podem suposar que p; ¢ I. Per tant, posant f = p,
tenim que 7(f) # 0, i també que 7(f)(M(R)/I) C z(M(R)/I). Denotem ara per
Y VIM(R)) = V(M(R))/V(I) el morfisme de monoides de pas al quocient. Com
que V(M(R))/V(I) és un monoide purament infinit i f ¢ I, existeix un idempotent
q € M (M(R)) tal que [q] ¢ V(I) i ¢[f] = ¥[f] + ¥[g]. Per tant podem trobar
idempotents g, h € My, (I) tals que [f]+[g] = [f] +[¢] + [h]. Finalment, com que 7 és
un morfisme d’anells, tenim 7(f) ~ 7(f) ® 7(q) a Mo(M(R)/I) , 1 7(g) # 0 ja que
q ¢ My (I), d’on veiem que 7(f) és un idempotent infinit. Per tant (M (R)/I) conté
idempotents infinits, i concloem aixi que M(R)/I és un anell purament infinit. O

LEMA 3.4.5 Sigui R un anell reqular amb o-unitat. Siguin IGJ ideals de M(R). Si
e € J/I és un idempotent no nul, aleshores ezisteiz un idempotent f € J\ I tal que
w(f) Se, onm:J— J/I és laplicacid natural.

DEMOSTRACIO: Raonant com al Lema anterior, obtenim un idempotent f € J\ I
tal que 7w(f)(J/I) C e(J/I). Ara, per [67, Lemma 1.1 (i)], existeix un idempotent
g € J/I tal que g > n(f) i g(J/I) = e(J/I), d’on clarament e ~ g i obtenim la
conclusié. O ‘ :

PROPOSICIO 3.4.6 Sigui R un anell reqular simple amb o-unitat (i sense unitat),
amb st(R) = 1 i amb V(R) estrictament no perforat. Suposem que R no és ele-
mental. Sigui e € R un idempotent no nul. Suposem que R té un nombre finit de
funcions de pseudo-rang extremes a P(R), que son infinites, i que aquest darrer espai
és metritzable. Sigui J un ideal de M(R) que conté Iin(R). Llavors M(R)/J és un
anell purament infinit. ‘

DEMOSTRACIO: Pel Lema 3.4.4, per demostrar que M(R)/J és purament infinit, és
suficient provar que V(M(R))/V(J) és un monoide purament infinit.

Com en el Teorema 3.4.3, posem u = [e] a V(R) i sigui d = sup ¢(D(R)). Si
R té exactament n funcions de pseudo-rang extremes a P(R),., llavors el conjunt T'y
introduit al Teorema 3.4.3 té cardinalitat n. Recordem que si ¢ és l'isomorfisme
construit al Teorema 2.3.16, llavors o(V (11, (R))) = V(R) U Egipn, on

Efin ={f € W(S.) | fio.s. < +00},
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com a la Proposicié 3.4.1. Escrivim o(V(J)) = V(R)UE, on Ep, € E C WES,).
Sigui f € W2(S,)\E. Llavors existeix s € T'q tal que f(s) = co. Com que f € WZ(S,)
i 'y és un conjunt finit, tenim que fis,5, €s infinita, com a molt, en n punts. Pel
Corollari 3.2.21, existeix g € LAfE(S,)™ tal que g(s) = 1 sempre que f(s) = oo, per
s €0,Sy,ig+ f=2f. Notem que g € V(R) U E, € V(R)UE, ien el quocient
modul V(R)UE, tenim [f] = 2[f]. Per tant V(M(R))/V(J) és un monoide purament
infinit, com voliem. O

Notem que, sota les hipotesis de la Proposicié 3.4.6, i en el cas particular que
R té exactament una funcié de pseudo-rang extrema infinita, tenim que el monoide
V(M(R))/V (Ifin(R)) és isomorf a {0,00}. (Observem que si tenim f,g € WZ(S,)
amb f(s) = g(s) = o0, on s és Iinic estat de S, tal que d(s) = oo, aleshores
f+¢ =g+ f,on f,g es construeixen com al Corollari 3.2.20. Aixi, [f] = [g] en
el quocient modul I4;,.) Per tant, si e € M(R)/Ip;(R) és un idempotent no nul,
el Lema 3.4.5 assegura l'existéncia d’un idempotent f € M(R) tal que #(f) # 0 i
7(f) < e. L’isomorfisme anterior implica que de fet 7(f) ~ 1, i per tant 1 S e < 1.

Ens ocupem ara del cas en que ’anell pugui tenir una quantitat infinita de funcions
de pseudo-rang extremes que son infinites. Alguns dels arguments que hem fet servir
anteriorment es podran adaptar a la situacidé actual.

TEOREMA 3.4.7 Sigui R un anell regular simple amb o-unitat (i sense unitat), amb
st(R) = 1 i amb V(R) estrictament no perforat. Suposem que R no és elemental.
Sigui e € R un idempotent no nul i sigui ¢ el cardinal de funcions de pseudo-rang
extremes de P(R), que sdn infinites. Assumim que l’espai P(R). és metritzable i que ¢
és infinit. Llavors M(R) té com a minim c ideals mazimals que contenen propiament
Itin(R), 1 el quocient de M(R) per qualsevol d’aquests ideals és un anell purament
infinit 1 simple. A més, M(R) conté una successid infinita i estrictament decreizent
d’ideals que contenen s (R).

DEMOSTRACIO: Sigui u = [e] € V(R) i sigui d = sup ¢,(D(R)). Notem que per la
Proposici6 3.3.5, la cardinalitat de T'4, el conjunt introduit al Teorema 3.4.3, és exacta-
ment ¢. Per a qualsevol s € T'y, sigui I, 'ideal de M(R) tal que o(V (1)) = V(R)UE;,
on E; := {f € W¥(S,) | f(s) < 00} i ¢ és l'isomorfisme construit al Teorema 2.3.16.
Notem que Ifing‘/(ls), on Itin = @(V(Ipin(R))) com a la Proposicié 3.4.1, atés que
és possible construir d, € W¥(S,) tal que d,(s) = 1 i tal que ds(sy = d|(sy’, usant el
Corolari 3.2.20. Llavors d;, € V(R) U E; i d; ¢ Ifin.

Siguin t,s € T'y punts diferents. Per construccié d,(t) = oo, i per tant I, # I, de
manera que tots els ideals que estem considerant sén diferents.

Suposem que hi ha un ideal d’ordre V(R)UE de V(R)UWZ(S,) tal que V(R) L E,
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estd propiament contingut a V(R) U E. Llavors podem trobar una funcié f tal que
f e (V(R)UE)\ (V(R)UE,), de manera que f(s) = co. Com que f € WZ(S,),
existeixen n € Ni g € W4(S,) tals que f + g = nd. Si g(s) < oo aleshores f i g
pertanyen a E, i per tant nd € E d’on també d € E. Si, d’altra banda, ¢(s) = oo,
sigui g’ € W4(S,) la funcié definida per ¢'(s) = 11 9igsy = 9isy» pel Corollari 3.2.20.
Aleshores g’ € E i també (f + ¢')jtqusy = (f + 9 sjugsys d’on f + ¢ = f+ g = nd,
i novament es dedueix que d € E. Aixo implica que E = W4(S,). Per tant I, és un
ideal maximal. ‘

Per veure que M(R) /I, és purament infinit simple, és suficient comprovar, segons
el Lema 3.4.4, que el monoide (V(R) U W4(S,))/(V(R) U E,) és purament infinit.
Sigui f € (V(R)UWE(S,))\ (V(R)UE;). Llavors f(s) = oo, de manera que existeix
Fl e W4(S,) tal que f'(s) =11 tal que f+ f' = 2f (pel Corollari 3.2.20). Per tant
[f]=2[f] a (V(R)UWZ(S.)/(V(R)U Ey), ja que f' € V(R) U E,

Finalment, per construir una successié infinita i estrictament decreixent d’ideals
que contenen Iy;,(R), prenem {s,} una successié d’elements diferents a Iy i sigui I,
I'ideal de M(R) tal que o(V(I,)) = V(R) LU {f € W&(S.) | f(si) < oo per a tot 1 <
n}. Aleshores (V(I,)) és una successié d’ideals d’ordre de V/(M(R)), tots diferents,
que contenen V (Ifin(R)), i tals que V(I1) 2 V(1) 2 V(I3) 2 ... En conseqiiéncia
L2L 2132 ...,iI, 2 Ii(R) per atot n. O

Sigui ara M un monoide simple, conic i purament infinit. Llavors és ben conegut
que M = {0} UG, on (G,+) és un grup. En particular, existeix un unic element
ee G:=M\{0}talquez =z+eperatotz € G. Si M = V(M(R)/I;) com
al Teorema anterior, llavors e = [7(f)], on 7 : M(R) — M(R)/I, és la projecci6
canonica i f ¢ I,. Aixo és clar perque [7(f)] + [7(f)] = [7(f)]-

Considerarem seguidament el cas en que 9.(P(R),) és un espai compacte de Haus-
dorff, ja que en aquesta situacid la informacié es pot traslladar d'una forma fidel a
la frontera extrema usant resultats coneguts, i en conseqiiéncia s’emmagatzema en la
continuitat, més que no pas en I’afinitat, de les funcions involucrades. Aquest pro-
cediment ens permetra també fer noves construccions. Si X és un espai compacte,
aleshores L,(X) denotara el submonoide de L(X) que té per elements les funcions
que sén suprems puntuals de successions creixents de funcions continues sobre X.

LEMA 3.4.8 [39, Corollary 11.20] [42, Lemma 7.2] Sigui K un simplex de Choquet.
Si 0. K és compacta, aleshores Uaplicacid restriccid r : LAf(K) — L(0.K) és un
isomorfisme de monoides. La mateiza aplicacid restringeix a un isomorfisme de mo-
noides r : Aff(K) — C(0.K). O

Sigui M un monoide tal que l'ordre algebraic és parcial, i sigui v € M una unitat
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d’ordre. Sigui D un interval generador sobre M amb un subconjunt cofinal numerable,
i posem d = sup ¢,(D). Suposem que 0.5, és un espai compacte de Hausdorff. Pel
Lema 3.4.8, hi ha un isomorfisme de monoides LAff(S,)™ = L(8,5,)*t donat per
restriccié. Denotem per dy € L(8,5,)*™ la restriccié de la funcié d a 8,5, i definim

WE(Sy) = {f € Lo(8eSu)T | f + g =ndo per algun n € Ni g € L,(8,5,)7F}.

El conjunt M UWg(S,) és un monoide amb operacié (additiva) donada per z + f =
r(du(z))+f,onz € Mif e WE(S,),1onr denota I’aplicacié restriccié de Aff(S,)++
a C(0.5,)*", que és un isomorfisme de monoides (també pel Lema 3.4.8). Amb
arguments analegs als del Lema 2.3.12 es prova que aquesta operaci6 és ben definida
i que dota el conjunt MUWE(S,) d’estructura de monoide conic i parcialment ordenat,
amb unitat d’ordre dy. Aleshores tenim la segiient observacié:

REMARCA 3.4.9 En les condicions anteriors, laplicacid v : M U WE(S,) — M U
WE(S,) donada per y(z) = z, siz € M, i v(f) = r(f) st f € WIS,) és un
isomorfisme de monoides.

ProprosIciO 3.4.10 Sigui R un anell regular simple amb o-unitat (i sense unitat),
ambsr(R) =1 i amb V(R) estrictament no perforat. Suposem que R no és elemental.
Sigui e € R un idempotent no nul, i suposem que 0.(P(R).) és un espai compacte de
Hausdorff metritzable. Sigui ¢ el cardinal de les funcions de pseudo-rang de 0.(P(R)e)
que son infinites, i suposem que ¢ és infinit. Llavors M(R)/Iin(R) té ezactament ¢
ideals minimals. A més, el quocient M(R)/Iin(R) és purament infinit.

DEMOSTRACIO: Sigui u = [e] € V(R) i sigui d = sup ¢,(D(R)). Per la Proposici6
3.3.5, tenim que 9,5, és un espai compacte de Hausdorff, i pels Teoremes 2.2.9 i
2.3.16 obtenim V(M(R)) = V(R) U WZ(S,). La remarca 3.4.9 ens assegura que hi
ha un isomorfisme ¥ de V(M(R)) a V(R) U W¢(S,). Notem que en aquest context,
el conjunt I'y introduit al Teorema 3.4.3 es correspon a {s € 8,5, | do(s) = +o0}, on
do = dja,s,, 1 que per tant la cardinalitat de I'y és exactament c¢. En el que segueix, i
per conveniéncia, escriurem d en comptes de dp.

En primer lloc provem que per a qualsevol s € Ty, existeix una funcié h € W(S,)
tal que h(z) = oo si i només si z = s. ’

Com que 8,5, és metritzable, la topologia sobre 9,5, és induida per alguna métrica
0. Sigui s € I'q. Per t € 8,5, definim g¢(t) = 1/6(¢, s), i notem que g és continua
sobre el conjunt Y := 9.5, \ {s} i semicontinua inferior sobre 8,5,. Considerem
h = inf{g,d}. Llavors h és semicontinua inferior, positivai h < g. Per t € Y,
sigui f(t) = d(t) — h(t) = sup{d(t) — ¢(t),0}, i posem f(s) = 0. Per demostrar que
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- h € W¥(S,), ens cal comprovar que f és semicontinua inferior. Sigui k € R,, i sigui
t, € Uy, == {z € 9.5, | f(z) < k} una successié que convergeix a algun punt ¢ € 8,9,,.
En primer lloc, suposem que ¢ = s. Llavors f(s) = 0 < k, i per tant s € U;. En
segon lloc, si t € I'y \ {s} aleshores existeix ng tal que ¢, # s si n > ng. Com que
g és continua sobre 8.5, \ {s} 1 com que d(f) = oo tenim que existeix un nombre
my > ng tal que (d — g)(t,) > 0sin > myp i tal que JLTO(d — 9)(ty) = +o00. Ara,
atés que f(t,) és fitada, arribem a contradiccié (per la manera en qué hem definit f).
Aixi, si t # s, necessariament ¢t ¢ T'y. Assumim per tant que ¢ ¢ Ty. Si d(¢) < ¢(¢),
llavors f(t) = 0 i aixi t € Uy. Suposem que g(t) < d(t). Com abans, existeix ng
tal que t, # s si n > my. Com que g és continua sobre 9,5, \ {s} podem suposar
també que g(t.) < g(t) + en, On €, és alguna successié que convergeix a zero. Per
tant h(ty) < g(t) + €,, 1 aixi d(tp) = h(tn) + f(tn) < k + g(t) + en. Ateés que d
és semicontinua, aixd implica que d(t) < limninf d(t,) < k+ g(t), de manera que
f(t) =d(t) — g(t) < k. Per tant h € W(S,) i h(z) = oo precisament quan z = s.

Per construir ¢ ideals minimals no nuls a M(R)/I;,(R), procedim de la segiient
manera. Sigui s € T'y. Sigui I* 'ideal de M(R) tal que ¥(V(I°)) = V(R) U E”, on
E¢ = {f € W&Su) | fragsy < co}. Com que, pel que acabem de provar, existeix
una funcié a W¢(S,) que val infinit precisament en un punt prefixat de I'y, obtenim
que I* = I' (per s,t € Tg) si i només si s = ¢, i també que I;;(R)GI?, per a cada
s €Ty

Per veure que I® és minimal contenint Iy, (R), suposem que existeix un ideal
J C M(A) tal que Ifin(R) C JGI?, i notem que ¢(V(J)) = V(R) U E, per algun
E C W§(Su). Com que V(J)GV(I°), existeix una funcié f € (V(R)UE®*)\(V(R)UE),
i aixi f(s) = co. Definim f': 8.5, — (0,00] per f'(s) =11 fj5 5, = fle.s,. Llavors
1€ L(0:.S,) 1 f'+ f = 2f, de manera que f' € WZ(S,). De fet, f' € Iy,
on aquesta vegada I, = Y(V(Iin(R))) = V(R) U Efin, i Epin = {f € WE(Su) |
[ és finita }. Sigui g € E. Si g(s) = oo, aleshores f + g = f' + g, d’'on concloem
que f € V(R)U E, i arribem a contradiccié. Per tant g(s) < oo i en conseqiiéncia
g € Iy, Aixi J = Iy, (R), i provem d’aquesta manera que I° és minimal contenint
Itin(R). Per tant, {I°/Iin(R)}ser, és una familia de ¢ ideals minimals.no nuls de
M(R)/Iin(R).

Sigui I un ideal d’ordre de V(R) UWE(S,) minimal contenint I;,. Per veure que
I = I per algun s € Ty, n’hi ha prou amb veure que si f € I\ Iy, aleshores f val
infinit en un sol punt extrem. Suposem doncs que existeixen punts s,s’ € Ty, amb
s # s'itals que f(s) = f(s') = co. Aleshores podem definir funcions f/, f” € W¢(S,)
per f'(s") =11 fly g0y = [ iper f'(s) = 11i fibsa\(sy = f- Per tant fl+ " =2f,
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de manera que f', f" e I. Siguin I(f), I(f) i I(f") els ideals d’ordre generats,
respectivament, per f, f'i f”. Aleshores, tenim:

T5inGIpin + I(f') C Isin + I(f) C I.

Per tant I = Ip, + I(f'). Analogament, I = Ipy, + I(f"). Aixi f' = g + h, amb
g€ lfinihelI(f"). Sih=zeV(R), lavors f' = g+ ¢u(z), la qual cosa ens porta
a contradiccié avaluant al punt s, ja que f'(s) = f(s) = oo. Per tant, h ¢ V(R),
de forma que existeix h; € W(S,) i existeix n € N tals que h + hy = nf”. Aixi
f'+hi=g+h+h =g+nf". Avaluant novament al punt s i tenint en compte que
g(s) < oo, obtenim que f"(s) = 0o, la qual cosa és impossible.

Comprovem finalment que el monoide V(M(R))/V (Ifin(R)) és purament infinit.
Escrivim V(M(R)) com V(R)UWE(S,). Si f € (V(R)UWE(Su))\] fin, llavors existeix
5 € 8,5, tal que f(s) = oo. Construim una funcié h € WE(S,) tal que h(t) = oo
precisament al punt ¢ = s. Definim A'(¢) = h(t) si ¢t # s i posem h/(s) = 1; aleshores
R' + h = 2h, i aixi K € WE(S,), i de fet h' € If;. Observem que f+h = f + h'.
Per tant [f] + [h] = [f] & (V(R) U W(S4))/Itin, amb [h] # 0. Pel Lema 3.4.4, aixd
implica que M(R)/I,(R) és purament infinit. O

Tanquem ’estudi del cas regular, investigant la presencia d'una quantitat no nu-
merable d’ideals a M(R). Veurem més endavant que també és possible fer construc-
cions similars per algebres d’operadors.

TEOREMA 3.4.11 Sigui R un anell regular simple amb o-unitat (i sense unitat), amb
st(R) = 1 i amb V(R) estrictament no perforat. Suposem que R no és elemental.
Sigui e € R un idempotent no nul, i suposem que lespai O.(P(R).) €és compacte
de Hausdorff metritzable, 1 que conté una funcid de pseudo-rang infinita no aillada.
Llavors ezisteiz una quantitat no numerable d’ideals (propis) entre L(R) 1 M(R) que
formen una cadena respecte la inclusid. La mateiza afirmacid val si totes les funcions
de pseudo-rang extremes i infinites de P(R), son aillades, pero n’hi ha una quantitat
infinita. ‘

DEMOSTRACIO: Sigui u = [e] € V(R) i sigui d = sup ¢, (D(R)). Com a la Proposicié
3.4.10 (usant la Remarca 3.4.9) tenim un isomorfisme V(M(R)) & V(R)UWE(S,), i
podem pensar que I'y = {5 € 0,5, | do(s) = oo}, on dy = djs,s,. En la resta de la de-
mostracid, escriurem d en comptes de dp. La hipotesi que 9,(P(R),) conté una funcié
de pseudo-rang infinita i no aillada significa exactament que hi ha un punt s € I'; no
aillat. Sit € 9.5, posem g(t) = inf{(1/4(t, s)),d(t)}. Amb arguments semblants als
de la Proposicié 3.4.10, tenim que g € W(S,). Atés que g és semicontinua inferior i
0e Sy €s compacte, existeix un nombre € > 0 tal que g > €. Definim h : 8,5, — (0, o0]
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a través de h(s) = co i h(t) = e sit # s. Bs clar que h és semicontinua superior i que
h < g < d. Pel Teorema de I'Entrepa (Sandwich Theorem, e.g., [34, 1.7.15]), existeix
una funcié continua f : 8.5, — [0,00] tal que h < f < g. Notem que f és infinita
precisament al punt s. Posem Y = {¢t € 3.5, | f(t) < 1}. Sigui 0 < & < 1, i definim
go(t) = f(t)* sit € 8.5, \ Y, mentre que g,(t) = f(t) sit € Y. Aqui, usarem la
convencié que co® = 00, de forma que g,(s) = oo. Notem que g, < fisi a < f,
llavors go < gp. _

Sit € 0.5, \{s}, posem w(t) = d(t)— f(¢) i sigui w(s) = 0. Afirmem que la funcié
w és semicontinua inferior. Per veure aixd, sigui k € Ry i Uy, = {t € 8.5, | w(t) < k}.
Si ¢, € Up és una successié que convergeix a algun punt ¢ € 38,5, llavors hem de
comprovar que w(t) < k. Sit = s aleshores t € Uy, ja que w(s) = 0. Es dedueix de la
definicié de w, i d’'una manera similar als arguments emprats a la Proposicié 3.4.10
que si t # s lavors ¢t ¢ T'y. Com que f és continua sobre 0,5y, hi ha una successié de
nombres €, que convergeix a zero, i tal que f(¢,) < f(t)+e, si n és prou gran. Llavors
d(ty) = w(t,) + f(t,) < k+ f(t) + €y, 1 atés que d és semicontinua inferior obtenim
que d(t) < k + f(t), de forma que w(t) < k. Per tant w és semicontinua inferior,
iaixi f € W(S,). Si 0 < o < 1, un argument semblant mostra que existeixen
g, € L(8.5,)*" i n € N tals que g, + g, = nf, d’on concloem que g, € WE(S,) per
a tot .

Observem també que si 0 < o < § < 1 la funcié g, pot ésser completada a gg,
és a dir, existeix una funcié heg € L(9.S,)* tal que go + hap = gg. Per provar aixo,
procedim com abans, posant hag 1= g — gg sobre 8.5y \ {s} i heg(s) = 0. Llavors,
si k € Ry it, és una successio a 9,5, que convergeix a algun punt ¢ € 0,5, diferent
de s, i hep(tn) < k per a tot n, comprovem que hog(t) < k. Sit € Y, aleshores
hap(t) = 0 < k. Si, en canvi, t ¢ Y aleshores h,5(t) = f(t)? — f(t)*. Com que f és
continua sobre 0.5, existeix un nombre natural ng tal que t, ¢ Y i t, # s si n > ny.
Aixi hag(tn) = f(tn)? — f(tn)® convergeix a hqg(t) i tenint en compte que hqp(tn) < k
per a tot n, deduim que hqp(t) < k.

Per « € (0,1), sigui

Eq :={h € W¥(Su) | h + I = ngq per algun &' € L(8,5,)*" i n € N},

i sigui I, l'ideal de M(R) tal que ¥(V(l,)) = V(R) U Ey, on 9 és l'isomorfisme
establert a la demostraci6 de la Proposicié 3.4.10. Hem provat que I, C Is sempre
que o < (. De fet, aquesta inclusié és propia. En efecte, considerem la diferéncia
(nga — 98)j6.5.\v, Per n € N. Sigui ¢; € 0,5, una successié que convergeix a s, amb
ty # s per a tot k. Com que Y és un conjunt tancat, existeix ko tal que ¢ ¢ Y si
k > ko. Aixi, tenint en compte que (ngy — gs)(tx) = f{tx)*(n — f(te)P~2) si k > kq,
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concloem que lign(nga — gp)(tr) = —oo. Aixo prova que gg ¢ V(R) U E,, i per tant
la inclusié I, C Ig és propia. En conseqﬁéncia {Ia}ae(o,l) és una familia d’ideals
diferents situats entre L(R) i M(R) que formen una cadena respecte la inclusié.

Suposem ara que totes les funcions de pseudo-rang infinites de 0.(P(R).) son
punts aillats, i que a més n’hi ha una quantitat infinita. Llavors I'; esta format per
infinits punts aillats. Com que 8.5, és compacte i tots els punts de I'y sén aillats,
existeix una successié t,, € T'y, €l limit de la qual és un punt s € 8,5, \ T'q. Ara, ates
que d € L(8.5,)** 1 que 8.5, és compacte, existeix un nombre 1 > ¢ > 0 tal que
e < d(t) per a tot t € 8,5,. Per 0 < a < 1, definim funcions g, : 6.5, — (0,00) a
través de go(tn) = n® 1 go(t) = € per ¢ # t,. Sigui A € Ry, i suposem que A > &.
Notem que si n és prou gran, aleshores g,(t,) > A. Per tant go~'(~o00, )] és igual
al conjunt complementari (a 0.S,) d’una cua de la successié {¢,}. Com que tots
els punts de {¢,} son aillats, concloem que g;'(—o0, A] és tancat. Si, d’altra banda,
A <, Navors g1 (—o0, ] = 0. Aixi g, € L{0.S,)™". Notem que (d — go)(tn) = +o0
ique (d—gq)(t) =d(t) —esit#ty, don d— gy € L(8.5,)*. Per tant g, € WE(S,)
per a tot a. A més, es satisfa g, < g sempre que 0 < o < # < 1. Notem també
que (gg — ga)(tn) = n*(nP~* — 1) i que (gs — ga)(t) = 0 si t # t,, aixi com que
1i711n(gﬁ — ga)(tn) = +oo, de manera que gz — g, € L(0.S,)*. En conseqiiencia,
definim E, = {h € W{(S,) | h + h' = ng, per algun 1’ € L(8.5,)Tt i n € N} i sigui
I, Videal de M(R) tal que ¥(V(I,)) = V(R) U Eq, com abans. Hem provat doncs
que I, Clgsia<f.

Finalment, si k € Ni0 < o < # < 1, veiem que lim(kg, — 98)(tn) = —oo0, de
manera que la inclusi6 I, C I és propia, i obtenim aixi gna cadena {I, |0 < a < 1}
no numerable. O |

L’espai restant d’aquesta seccié serd destinat a estudiar les aplicacions de les
tecniques desenvolupades anteriorment a les C*-algebres simples, separables i amb
rang real zero. Les proves dels resultats estan basades en els mateixos principis
que les fetes pel cas d’anells regulars, és a dir, en la sistematica aplicacié dels calculs
efectuats per a V(M (R)) i la seva traducci6 a I’estructura de M(R). En conseqiiéncia

ometrem molta part dels detalls, no sense precisar, en cada cas, les variants de les
proves que s’escaiguin.

Lin va provar que si A és una C*-algebra AF sense unitat, separable, simple i
no elemental, amb un nombre finit de traces extremes semifinites, de les quals n sén
infinites, aleshores M(A)/A té exactament 2" ideals tancats no nuls ([56, Theorem
2]). Una extensié d’aquest resultat fou establerta per Rgrdam a [83, Theorem 4.4]
per C*-algebres de la forma A ® K, on A és un C*-algebra amb unitat simp‘le, de
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dimensié infinita i amb una certa propietat de comparabilitat i K és la C*-algebra
dels operadors compactes sobre un espai de Hilbert separable i de dimensié6 infinita.

QUESTIO: 3.4.12 Es realment necessari tenir una quantitat finita de traces extremes
semifinites? Es possible “exportar” el model de Lin a la nostra situacio? I en quina
mesura?

Provarem que, efectivament, un model similar es pot adoptar en la nostra situacid,
incloent per tant el resultat de Lin. En particular, no ens caldra tampoc la hipotesi de
tenir una quantitat finita de traces extremes semifinites. Es convenient remarcar que
hi ha molts exemples de C*-algebres que satisfan les hipotesis basiques dels enunciats
que seguiran, com es veu, per exemple, a [59] o a [40], i que no sén algebres AF. Per
tant, els nostres resultats tenen un ventall d’aplicacié molt més ampli.

Sigui A una C*-algebra. A [82, Propositions 4.1-4.3] es demostra que A sempre
t¢ un ideal tancat maximal I;1(A) amb rang estable 1, que pot ésser descrit per

Im(A)={acAla+ (A7) =41},

~on A~! denota el conjunt d’elements invertibles de A. Donem tot seguit una des-
cripeié equivalent d’aquest ideal, per 1'algebra M(A)/L(A) 1 sota certes restriccions
addicionals sobre A, on recordem que L(A) és l'ideal tancat minimal de M(A) que
conté propiament A. :

ProprosiciO 3.4.13 Sigui A una C*-dlgebra sense unitat, separable, simple, amb
rang real zero i sr(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat, i que A no
és elemental. Ezisteir un inic ideal tancat 15, (A) de M(A) d’entre els ideals que con-
tenen propiament A, i que és mazimal respecte la propietat que V(Iin(A))/V(L(A))
és cancellativ. Si, a més, RR(M(A)) = 0, aleshores es té que Ifin(A)/L(A) =
Iy (M(A)/L(A)).

DEMOSTRACIO: Fixem u € V(A)*. Sigui D = D(A) i posem d = sup ¢,(D).
Sigui Iy == V(A) U Efin, on Epi = {f € WZ(Su) | fla.s, s finita}. Aleshores la
mateixa demostracié que hem fet servir a la Proposicié 3.4.1, usant aquesta vegada
els Teoremes 2.2.4 1 2.3.17, en comptes dels Teoremes 2.2.9 i 2.3.16, prova la primera
part de P’enunciat. :

Suposem ara que el rang real de M(A) és zero. Llavors V(Ipn(A)/L(A)) =
V(I1in(A))/V(L(A)) & Ifin/L, i per tant If;,(A) és I'ideal tancat més gran de M(A)
respecte la propietat que V(I (A)/L(A)) és cancellatiu, la qual cosa és equivalent
a dir que sr(Ifin(A)/L(A)) = 1, per [15, Proposition I11.2.4]. Aixi I, (A)/L(A) =
Isr1(M(A)/L(A)). B
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Anomenarem Iy;,(A) I'ideal finit de M(A). Observem que, com al cas regular,
A té escala finita precisament quan Ip;,(A) = M(A).

DEFINICIO 3.4.14 Sigui A una C*-dlgebra. Diem que una quasitraca T semicontinua
inferior i que preserva l'ordre és infinita st sup 7(uy) = +oo, per alguna unitat
A

aprozimada {uy}rea de A.

Notem que aquesta definicié no depén de la unitat aproximada concreta que triem.
Notem també que si A té rang real zero i 7 és infinita, llavors sup 7(p) = oo, on el
suprem es pren sobre les projeccions p € A.

TEOREMA 3.4.15 Sigui A una C*-dlgebra sense unitat, separable, simple, amb rang
real zero 1 st(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat i que A no
és elemental. Sigui p € A una projeccid no nulla. Suposem que A té exactament n
quasttraces extremes infinites a Qp. Llavors hi ha precisament 2" ideals tancats entre

Itin(A) ¢ M(A).

DEMOSTRACIO: Posem u = [p] € V(A) i sigui d = sup ¢,(D(A4)). Notem en pri-
mer lloc que A té exactament n quasitraces extremes infinites a (), si i només si la
- cardinalitat del conjunt

Ty:={s € 8.5, | d(s) = +oo}

és n, a causa del Teorema 3.3.17.

A partir d’aquest punt, la demostracié és analoga a la del Teorema 3.4.3, fent
servir el Teorema 2.3.17, en comptes del Teorema 2.3.16. O

Investigarem ara els quocients M(A)/J, per a qualsevol ideal tancat J de M(A)
que conté If;,(A), i provarem que tenen una estructura particular. En analogia al cas
d’anells, recordem que una C*-algebra A és purament infinita si per a tot z € Ay
no nul, la C*-subalgebra hereditaria generada per z conté projeccions infinites. Equi-
valentment, si tot ideal dreta (esquerra) tancat, principal i no nul conté projeccions
infinites; és a dir, A és, com a anell, purament infinit. Per veure aquesta darrera
afirmacid, suposem que tot ideal dreta tancat i no nul conté projeccions infinites, i
sigui I # 0 un ideal dreta qualsevol. Aleshores existeix una projecci6 infinita p € T.
Donat £ < 1, existeix z € I, tal que ||p — z|| < ¢, i per tant p = f.(p) S = ([84,
Proposition 2.2]). Aixd implica, per [84, Proposition 2.4], que existeixen § > 0 i un
element 7 € A tals que p = rfs(x)r* = vv*, on v = 7 f5(z)/2. Per tant, ¢ :=v*v € |
és una projecci6é tal que ¢ ~ p, i per tant és infinita. Reciprocament, si tot ideal
dreta no nul conté una projeccié infinita, llavors és clar que tot ideal dreta tancat i
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- no nul conté una projeccié infinita. Observem que en el cas que A és una C*-algebra,
amb rang real zero, llavors A és purament infinita si, i només si, V(A) és un monoide
purament infinit. La segiient observaci6 és similar al Lema 3.4.5, i es pot trobar a [93,
Theorem 1.1, Theorem 1.3]. Per conveniéncia, perd, I'enunciem en format separat
com a Lema. '

LEMA 3.4.16 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat i rang real zero. Siguin IgJ
ideals tancats de M(A). Llavors, tota C*-subdlgebra hereditiria de J/I és la clausura
d’un espai vectorial generat per imatges de projeccions via ’aplicacio natural 7 : J —
J/I. En particular, tota projeccid no nulla de J/I conté una subprojeccid no nulla
que és la 1matge d’una projeccid de J. '

DEMOSTRACIO: Si B és una C*-subalgebra hereditaria de J/I, llavors 7~ (B) és
hereditaria a J C M(A). Per tant, seguint [93, Theorem 1.1], tenim que 7~ '(B) és la
clausura de espai vectorial generat per les seves projeccions, d’on deduim la primera
afirmacié.

Si ara p € J/I és una projeccié no nulla, llavors sols cal aplicar la primera part
del resultat a la C*-subalgebra hereditaria B = p(J/I)p C J/I. O

ProPosICIO 3.4.17 Sigui A una C*-algebra sense unitat, separable, simple, amb
rang real zero i st(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat, i que A
no és elemental. Sigui p € A una projeccid no nulla, 1 suposem que A té exactament
n quasitraces extremes infinites a Qp. Sigui J un ideal tancat de M(A) que conté
Itin(A). Llavors M(A)/J és una C*-dlgebra purament infinita. Si assumim a més
que RR(M(A)) = 0, aleshores tenim que V(M(A)/I;in(A)) €s isomorf a {27, U}, on
2™ és l’algebra de Boole de subconjunts d’un conjunt de n elements.

DEMOSTRACIO: Pel Lema 3.4.16, i per demostrar que M(A)/J és una C*-algebra
purament infinita, n’hi ha prou amb veure que tota projeccié w(q) € M(A)/J és infi-
nita, on 7 : M(A) — M(A)/J és Paplicacié natural i ¢ € M(A) és una projeccié no
zero. Amb aquesta finalitat, és suficient provar que V(M(A))/V(J) és un monoide
purament infinit. Les linies d’argumentacié sén les del Teorema 3.4.3 i la Propo-
sicié 3.4.1, usant aquest cop l'isomorfisme construit al Teorema 2.3.17 (én comptes
del Teorema 2.3.16).

Suposem ara que RR(M(A)) = 0. Per demostrar la segona part de ’enunciat,
sigui ¥ el monoide de tots els subconjunts de I'y (definit al Teorema 3.4.15), on la
unio de conjunts és 'operacié del monoide. Per a cada o € %, construim d, €
WE(Sy) com a la demostracié del Teorema 3.4.3 (és a dir, do(s) = 1 per a tot
s € Ty \ aidarpey = dira\ey), 1 sigui d = dy. Notem que dy +d' = 2d, i
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en general per induccié md, = do + (m — 1)d’ per a tot m. Per tant tenim una
aplicacié © — (V(A) UW2(S,))/Ifin, definida per « = [dy]. Es facil comprovar
que (dy + dg)ia,s, = (daug + d')jo.s, Per o, € ¥ qualssevol. Es dedueix llavors
que dy + dg = daug + d' i per tant en el monoide (V(A4) U WZ(S,))/Ifin tenim que
[da) + [dg] = [daug]. Aixi I'aplicacié tot just definida és un morfisme de monoides,
clarament injectiu. Per veure que és de fet exhaustiu, i per tant un isomorfisme
de monoides, prenem [f] € (V(A) U W¥(S,))/Ifin. Llavors existeix un subconjunt
a C Ty tal que f € E,, on E, es construeix com al Teorema 3.4.3. De fet, « és unic
si el triem com el més petit possible (és a dir, f|s,s, €s infinita precisament sobre «).

Existeixen m € Ni g € W¥JS,) tals que f + ¢ = md,. Sigui ¢’ 'element
de W4(S,) obtingut “abaixant” a fins a 1 els valors on gjs,s, és infinita (segons el
Corollari 3.2.20). Atés que gjg,s, 6s infinita, com a molt, sobre «, obtenim facilment
f+g=f+4g. Aixi f+¢ = f+g=mdy =dy+ (m—1)d, d’on concloem que
/] = [da] & (V(4) UWE(S,)/Tjin: O

Observem que, sota les hipotesis de la Proposici6 3.4.17 (incloent que el rang real
de M(A) és zero), i en el cas particular que A té exactament una quasitraga extrema
infinita, tenim que V(M (A)/Izin(A)) = {0,00}, i aix0 implica que tota parella de
projeccions no nutes de M(A)/Ifin(A) sén equivalents.

Considerem ara el cas en que la C*-algebra pot tenir una quantitat infinita de
quasitraces extremes que sén infinites. La primera, observacié que cal fer és que els
arguments emprats abans poden ésser adaptats amb facilitat a la nostra situacio
actual. El segiient resultat generalitza [56, Theorem 3] i [55, Lemma 4.16].

TEOREMA 3.4.18 Sigui A una C*-dlgebra sense unitat, simple, separable, amb rang
real zero i st(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat, i que A no
és elemental. Sigui p € A una projeccio no zero, i sigui ¢ el cardinal del conjunt
de quasitraces infinites i extremes de Q,. Assumim que ¢ és infinit. Llavors M(A)
té, almenys, ¢ ideals mazimals que contenen propiament Isn(A), i el quocient de
M(A) per qualsevol d’aquests ideals és una C*-dlgebra purament infinita © simple. A
més, M(A) conté una successid infinita i estrictament decreizent d’ideals tancats que
contenen Isin(A).

DEMOSTRACIO: Sigui v = [p] € V(A) i sigui d = sup ¢, (D(A)). Notem que pel
Teorema 3.3.17, la cardinalitat del conjunt I'; definit al Teorema 3.4.15 és exactament
¢. La linia d’argumentacié usada al Teorema 3.4.7 ens déna ara la prova per aquest
resultat, fent servir el Teorema 2.3.17, en comptes del 2.3.16. Obtenim d’aquesta
forma una familia de ¢ ideals tancats maximals (I;)ser,, cadascun dels quals conté
propiament Iy;,(A). Per veure que cada quocient M(A)/I; és purament infinit i
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simple, és suficient comprovar, com a la Proposicié 3.4.17, que el monoide (V(A) LI
We(S,))/(V(A) U E,) és purament infinit. Novament, la demostracié és analoga a la
que es fa al Teorema 3.4.7.

Finalment, la successié infinita i estrictament decreixent d’ideals tancats que
contenen Iy;,(A) es construeix de forma analoga al Teorema 3.4.7 (emprant també
2.3.17). O

Tractarem seguidament el cas en que I’espai 0.(), és compacte de Hausdorff. Els
resultats que obtindrem seran els analegs als dels anells regulars. Serd convenient en

aquest punt recordar la definicié del semigrup de funcions W¢(S,,) associat a ’espai
d’estats S, d’'un monoide M quan la frontera extrema 0,5, és compacta.

PROPOSICIO 3.4.19 Sigui A una C*-algebrd sense unitat, separable, simple, amb
rang real zero, i amb sr(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat, i que
A no és elemental. Sigui p € A una projeccid no nulla, i suposem que 0.Q)p €s un
espai compacte de Hausdorff. Sigui ¢ el cardinal del conjunt de quasitraces infinites
de 0.Qp, 1 assumim que ¢ és infinit. Llavors M(A)/Iin(A) té, ezactament ¢ ideals
minimals tancats. A més, M(A)/Izn(A) és una C*-dlgebra purament infinita.

DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(4) i sigui d = sup ¢,,(D(A)). Pel Teorema 3.3.17,
tenim que 8.5, és un espai compacte de Hausdorff, i pels Teoremes 2.2.4 i 2.3.17
obtenim V(M (A)) & V(A) LU WE(S,). La Remarca 3.4.9 ens assegura que tenim un
isomorfisme ¢ de V(M (A4)) a V(A) LU WE(S,). Notem que el conjunt I'y (introduit
al Teorema 3.4.15) es correspon en aquesta situacié a {s € 8.5, | do(s) = oo}, on
do = dja,s,, i que la cardinalitat de T'y és exactament ¢. La demostraci6 s’acaba ara
de manera idéntica a la Proposicié 3.4.10. O

Observem que la conclusié que M(A)/Iin(A) és purament infinita, quan M (A)
té rang real zero, d’acord amb la Proposicié 3.4.17 prové d’una condicié més forta,
en el sentit que de fet provem que p ~ p @ p per a tota projeccié p € M(A)/I1in(A).
Seria interessant saber si sota les condicions de la Proposicié 3.4.19, també podem
atényer aquesta conclusid. La resposta serd, en general, negativa. De fet, en alguns
casos podrem aconseguir una projeccié ¢ € M(A)/I1n(A) tal que [g] + [q] # [q]
a V(M(A)/In(A)). En efecte, si A és una C*-algebra dins les hipotesis de la
Proposicié 3.4.19, amb 0.Q, = [0,1] i amb RR(M(A)) = 0, aleshores és suficient
construir una funcié f : [0,1] — [0, oo] semicontinua inferior tal que no existeix cap
g : [0,1] — [0, co) semicontinua inferior amb f = g al conjunt {z € [0,1] | f(z) < oo}.
Aleshores, prenem la projeccié ¢ € M(A) que representa aquesta funcié f, i tenim
que ¢ = 7(g1) satisfa la condicié requerida (on 7 : M(A) = M(A) /I (A) és apli-
cacié natural). Per construir la funcié esmentada anteriorment, prenem f(z) = oo si-
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z=00béz ¢ Qi f(r)=gsiz#0itélaformaz = p/gamb pi g coprimers.
Aleshores f~1[0, o] és finit per a tot o < oo i per tant f és semicontinua inferior. Si
existis g : [0,1] — [0, c0) tal que f(z) = g(z) si f(x) és finit, llavors per algun n € N,
tenim que g~*[0, n] conté un obert no buit (pel Teorema de Baire). Per tant, obtenim
contradiccid. ' '

Conclourem aquesta seccié investigant la presencia de families no numerables
d’ideals tancats a M(A). Per C*-algebres amb escala fitada, aquest fenomen ja ha
estat observat a [42, Corollary 16.7].

TEOREMA 3.4.20 Sigui A una C*-dlgebra sense unitat, separable, simple, amb rang
real zero, i amb sr(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat, i que
A no és elemental. Sigui p € A una projeccid no nulla, 1 suposem que 0,Q), és
un espai compacte de Hausdorff (metritzable) que conté una quasitraca infinita no
aillada. Llavors ezisteiz una quantitat no numerable d’ideals tancats (propis) entre
L(A) i M(A) que formen una cadena respecte la inclusid. La mateiza afirmacid val si
totes les quasitraces infinites i extremes de @)y son aillades, pero n’hi ha una quantitat
infinita.

DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(A) i sigui d = sup ¢, (D(A)). Com a la Proposici6
3.4.19 tenim un isomorfisme V(M (A)) & V(A) LU WE(S,), i el conjunt T'y (introduit
al Teorema 3.4.15) es correspon a {s € 3.5, | do(s) = oo}, on dy = djs,5,. La
resta de la demostracié es dedueix de les tecniques emprades al Teorema 3.4.11 1 la
Proposicié 3.4.10. O ’

3.5 Els ideals establement cofinits

La Qiiestié 3.2.27 preguntava si el minim ideal establement cofinit de M(A) que
conté A coincideix amb L(A), en cas que 'escala de A és fitada. Laresposta afirmativa
a aquesta pregunta permet, usant el Teorema 3.3.19 i segons les linies de [42], descriure
els ideals de M(A) en termes de Aff(F'), on F' és la cara tancada de QT (M(A))
formada per les quasitraces que s’anullen sobre A, i ens mostra com el pas d’escala
continua a escala finita produeix un canvi significatiu en el reticle d’ideals de M(A).
D’altra banda, i com a resposta a la Qiiestié 3.2.29, véiem que si 'escala en una
C*-algebra no és finita, aleshores I'ideal L(A) no és en general establement cofinit.
_ Aixd motiva la recerca del quocient establement finit més gran de M(A)/A, és a
dir, busquem I'ideal més petit, no nul, i establement cofinit de M(A). Com veurem,
el tipus d’elements que el formen manté una estreta relacié amb la topologia de les
quasitraces extremes de 1’algebra.
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Notem perd en primer lloc que si 'escala de A no és idénticament infinita, aleshores
I’algebra de multiplicadors és establement finita. Novament, aixd es desprén de la
nocié corresponent per monoides. Amb aquest fi, observem el segiient, que es troba
de manera implicita a [3, Proposition 2.1].

LEMA 3.5.1 Sigui M un monoide amb unitat d’ordre w € M, i sigui [ = {z € M |
z 4+ nu < nu per algun n € N}, Llavors I és l'ideal d’ordre establement cofinit més
petit de M.

DEMOSTRACIO: Es facil veure que T és un ideal d’ordre. Suposem que [z] + [y] = [4]
a M/I. Llavors existeixen elements z,w € I tals que z +y + 2 = y + w. Escrivim
y + h = mu per algun h € M i algun m € N. Llavors £ +mu + z = mu + w. També,
existeix un element 2’ € M 1 existeix un nombre £ € N tals que z + 2’ = ku i com
que w € I, trobem un nombre n € N que satisfa w + nu < nu. Ara bé:

c+(m+k+nu=w+2+(m+nu< (m+nju+z <(m+n+ku,

- d’on deduim que z € I, i per tant I és un ideal establement cofinit.

Suposem finalment que J és un altre ideal d’ordre establement cofinit i que I £ J.
Prenem z € I amb z ¢ J. Llavors [z] # 0 a M/J, mentre que [z] + n[u] < n[u] per
algun n € N, que és una contradiccid. O '

COROLLARI 3.5.2 Sigui A una C*-adlgebra simple, amb o-unitat, rang real zero i amb
st(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat, que A no és elemental i
que lescala no és idénticament infinita. Llavors M(A) és establement finita.

‘DEMOSTRACIO: N’hi ha prou amb veure que el monoide V(M (A)) és establement
finit. Fixem u € V(A)* i posem d = sup ¢,(D(A)). Pel Teorema 2.3.17, tenim
que V(M(A)) = V(A4) U WE(S,). Sigui I I'ideal minimal establement cofinit de
V(A) uWES,) i sigui s € 9.5, tal que d(s) < co. Suposem que I # 0, i prenem
z € I diferent de zero. Llavors = + nd < nd per algun n € N, pel Lema 3.5.1. Si
z € V(A)*, aleshores ¢, (z) > 0,1 com que ¢u($)'+nd < nd, obtenim una contradiccié
avaluant al punt s. El cas en que z € W4(S,) es tracta de manera semblant. O

La resposta a la Qiiestié 3.2.29 plantejada a la Seccié 2 pot ésser afinada encara
una mica més, com veurem seguidament. Observem primer el segiient fet general:

LEMA 3.5.3 Sigui R un anell amb unitat, i sigui I un ideal (bilateral) de R no nul.
Si V(R)/V(I) no és establement finit, aleshores R/I tampoc.
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DEMOSTRACIO: Denotem per 7 : R — R/I aplicacié natural de pas al quocient.
Suposem que R/I és establement finit, i volem veure que V(R)/V(I) també ho és.
Suposem doncs que existeix n € N tal que n[1] + [e] = n[1] a V(R)/V(I). Aleshores
existeixen idempotents f1, fo € M (I) tals que n[1]+ [e] + [fi] = n[1] + [f2] a V(R).

Per tant n[r(1)] + [7(e)] = n[n(1)] a V(R/I), i ateés que R/ és establement finit,

concloem que e € My (I), d’on [e] =0, com voliem. O

ProprosiciO 3.5.4 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i st(A) = 1. Suposem a més que A no és elemental i que V(A) és
estrictament no perforat. Si A no té escala finita, aleshores l’ideal L(A) no és mai
establement cofinit.

DEMOSTRACIO: Sigui u € V(A)*, sigui S, = St(V(A),u), i posem d = sup ¢,(D),
on D = D(A) i ¢, és l'aplicacié natural. Pel Teorema 2.3.17, els monoides V (M(A4))
i V(A)UWE(S,) sén isomorfs. Aleshores, que 'escala de A no sigui finita vol dir que
la funcié d es fa infinita en algun punt s € 9,S,,.

Denotem per {s}' la cara complementaria (a S,) de {s}. Suposem primer que la
cara {s}’ és tancada. En aquest cas tenim (per [39, Corollary 11.27]) un isomorfisme

AR(S,) = Aff({s}) x AR ({s}),

de manera que podem construir, per a cada n € N, una funcié f, € Aff(S,)*"
tal que fn(s) = n i tal que fn|{s}/ = 1. Sigui ¢ = sup f,. Notem que g €
n

LAfE(S,)* i que g(s) = 400 1 per tant no és continua. D’altra banda, de la igual-
tat (9 + d)jsjugsy = (14 d)j(sjugsy s desprén que g +d = 1 + d, de manera que
g € WH(S,). Aixi, a V(M(A))/V(L(A)) tenim que [g] + [d] = [d], amb [g] # 0. Per
tant, V(M(A))/V(L(A)) no és establement finit.

Suposem ara que {s}’ no és tancada. Distingim aqui dos casos: assumim primer
que s € Zs? En aquest cas, les observacions fetes a continuacié de la Qiiestié 3.2.29
proven que existeix una funcié f € W2(S,) no continua, i tal que f +d = 2+d, d’on
igual que abans concloem facilment que V(M(A4))/V(L(A)) no és establement finit.
En segon lloc, assumim que s ¢ _{?? Per la Proposicié 3.2.19, existeix una funcié
f € W&(S,) tal que f(s) = 1ital que fi(sp = 2. Clarament es satisfy que f+d = 2+d.
Per concloure que V(M(A))/V(L(A)) no és establement finit, és suficient comprovar
que f no és continua. En efecte, suposem que ho és. Sigui z € {s}' \ {s}’ (aquest
punt existeix perqué {s}' no és tancada). Aleshores z = liTILn Tn, amb z, € {s}, i
per tant f(z) = 2. D’altra banda, i atés que S, és la suma directa convexa de {s}
i de {s}', existeix o € (0,1] i existeix t € {s}’ tals que z = as + (1 — @)t. Per tant.
f(z) =2 — a # 2, la qual cosa és una contradiccié.
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Finalment, pel Lema 3.5.3 concloem que M(A)/L(A) no és mai establement co-
finit, com voliem. O

Necessitarem ara uns lemes de caire més aviat técnic, que ens seran d’utilitat a
I’hora d’avaluar propietats de determinades funcions afins definides sobre I’espai .

LEMA 3.5.5 Sigui K un simplex de Choquet, 1 F' una cara tancada de K. Sigui F'
la cara complementaria de F. Aleshores F' = conv (G, K \ 0.F).

DEMOSTRACIO: Suposem primer que F” és una cara tancada. Aleshores, per ser K
compacte, veiem que F’' és un compacte i convex. Pel Teorema de Krein-Mil’'man
(1.3.4), tenim que F' = conv(0.F"). D’altra banda 0.F' = F' NG, K, ja que F' és una
cara de K i per definicié de cara complementaria, veiem que 8.F' = 9.K \ 0. F.

Si F' no és tancada, posem X := conv(9.K \ 8.F). Per construccié, X és un
subconjunt compacte i convex de K, i conté tots els extrems de K, excepte potser els
de F'. Ara, 'embolcall convex de X ide F' és un tancat (per [39, Proposition 5.2], i
usant que tant X com F s6n compactes i convexos), i conté tots els punts extrems de
K. Pel Teorema de Krein-Mil’'man, concloem que K = conv(X U F'). Sigui a € F".
Aleshores existeixen o € [0,1], f € Fiz € X tals que a = af + (1 — a)z. Com que
f ¢ F’1tenint en compte que F’ és una cara, necessariament o = 0, i per tant a = z.
Tenim doncs que F' C X. D’altra banda, és clar que X C F', i per tant F' = X. O

Donem ara una petita extensié del Lema 3.2.11 al cas en que les funcions que
estem comparant prenguin valors possiblement infinits.

LEMA 3.5.6 Sigui K un conjunt compacte i convez. Siguin f,g € LAfl,(K)™ tals
que fla,x = gja, k- Aleshores f = g.

DEMOSTRACIO: Per ser K compacte i f semicontinua inferior, tenim que f ateny
el seu valor minim dins K. Afirmem que si @ = min(f), aleshores existeix € 9, K
tal que f(z) = « (aquest tipus d’argument és estandard i es troba, per exemple, a
[39, Corollary 5.19]). En efecte, sigui F = f~!({a}). Com que K és compacte i
[ és semicontinua inferior, tenim que F = f~!((—o0, ¢]) és un subconjunt no buit i
tancat. D’altra banda, siz,y € Kia € (0,1) sén tals que az+ (1 —a)y € F, aleshores
és facil veure que z,y € F, de manera que F' és una cara tancada i no buida de K.
Pel Teorema de Krein-Mil'man F' = conv(9.F), d’on veiem que 8.F # @, i com que
F és una cara de K, tenim que de fet 9. F = F N J, K, establint aixi I’afirmacid.
Escrivim g = sup g,, on g, € Aff(K)** per a cada n € N i a més (g,) és una

n
successio creixent. Tenim que g, < g, i notem que f — g, = g — g, > 0 sobre 0.K.
Tenint en compte que f — g, és afi i semicontinua inferior, concloem de ’anterior



148 3. Ideals a I’'anell corona

paragraf que f — g, > 0 globalment. Per tant f > g. Amb un argument similar
provem que f < g, 1 per tant f =g. O

Sigui M un monoide parcialment ordenat, simple, conic, i sigui v € M un element
diferent de zero. Prenem un interval no nul D sobre M (i que per tant sera generador)
amb un subconjunt cofinal numerable, i sigui d = sup ¢,(D), on ¢, és 'aplicacié
natural. Suposem que d no és identicament infinita. Per la demostracié del Corol-
lari 3.5.2, el monoide M LIW(S,) és establement finit. Ens interessa trobar el minim
ideal establement cofinit i no nul d’aquest monoide. Notem primer que M no és
establement cofinit. En efecte, si z € M*, aleshores d + z = d + ¢, (), i per tant a
(M UWZE(S,))/M tenim [d] = [d] + [¢ ()], amb [¢.(x)] # 0. Aixi, aquest ideal conté
estrictament M i per tant conté I'ideal d’ordre L = M UAff(S,)**. Considerem, en el
quocient (M UWZ(S,))/L, el minim ideal establement cofinit (que sabem determinar,
gracies al Lema 3.5.1). Per [70, Proposicié 4.1.3 (a)], tenim que aquest ideal té la
forma I,./L, on I, és un ideal d’ordre de M U W2(S,) que conté L. Aleshores I,
és el minim ideal establement cofinit i no nul de M LI W2(S,). En efecte, sols cal
comprovar que I, és establement cofinit, perd aquest fet es dedueix de I'isomorfisme
seglient (vegeu també la Proposici6 1.1.4 (b)):

(M UWF(Su) /Lo = (M UW](S)))/L)/(Lee/ L).

Si denotem per [f] les classes d’equivaléncia dels elements de W(S,) modul L, i
usant la descripcié de I'ideal establement cofinit més petit d'un monoide qualsevol
donada al Lema 3.5.1, tenim que I,./L = {[f] € (M LUWZ(S,))/L | [f] +nld] <
n[d] per algun n € N}. Per tant, si denotem per I'q = {s € 0.5, | d(s) = oo}, i usant
el Lema 3.5.6, tenim que ' |

Ie = M U{f € WISu) | (f + 9)ja.5.\r, = 1 per alguna g € W4(S,) i algun n € N}.

Amb aquesta descripcié general feta per monoides podem donar una expressio de
quin serd, en alguns casos, el monoide corresponent al minim ideal tancat no nul 1
establement cofinit per I’algebra de multiplicadors d’una C*-algebra.

ProposICIO 3.5.7 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i sr(A) = 1. Suposem que A no és elemental, que V(A) és estric-
tament no perforat i que M(A) té rang real zero. Sigui p € A una projeccid no
zero. Suposem que A té exactament n quasitraces estremes infinites {r,... , 7} a
Qp. Sigui I,.(A) el minim ideal tancat no nul de M(A) establement cofinit. Ales-
hores existeizen ideals tancats Io(A) 1 Io(A) de M(A), que sén generats per sengles
projeccions, tals que I;(A) = Ip(A) + I (A).
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DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(4), i sigui d = sup ¢,(D(A)). Notem que pel
Teorema 3.3.17, A té exactament n quasitraces extremes infinites si, i només si,
existeixen exactament n punts diferents sq,... , s, € 0,5, tals que d(s;) = co. Posem
Fd={81,...,5n}. ’
Per a cada 1 < ¢ < n, construim (d’acord amb les técniques de la Propo-
sicié 3.2.19) una funcié f; € LAfF(S,)* de forma que f;(s;) = 01 tal que fil{si}' =1
K

(on {s;}' denota la cara complementaria de {s;}). Prenem f' = Y f;, i sigui
&

wy = f'— (n — 2). Aleshores wg(s;) = 1 per a tot ¢, i w0|{3'1,__.,5n}/Z = 2 (tenint
en compte que {s1,...,5:} = {51} N... N {sx}). Es clar que wy € W4(S,). Sigui
Iy = V(AU {f € Wi(S,) | f + g = mwo per alguna g € W2(S,) i m € N}, que és
clarament un ideal d’ordre de V(4) LU WZ(S,), i sigui Ip(A) I'ideal tancat de M(A)
tal que (V(Iy(A))) = Iy, on ¢ és I'isomorfisme construit al Teorema 2.3.17.

Sigui k& el nombre maxim d’elements de I'; tal que la cara complementaria de
la cara (tancada) que generen a .S, és tancada. Sense pérdua de generalitat, podem
suposar que {si, ..., s} éstancada (entenent que si £ = 0 no hi ha cap subconjunt no
buit de T'y amb cara complementaria tancada). Definim la funcié wl, per wl (s;) = oo
peri=1,...,k,i wéol{ﬂ’__.’sk}, =1, que és una funcié afi, semicontinua inferior, i tal
que pertany a W4(S,). Sigui I, 1'ideal d’ordre de V(A4) LIWZ(S,) generat per wl, i
sigui I, (A) I'ideal tancat de M(A) tal que p(V (Ic(A4))) = Io. Notem que si k = 0,
aleshores I,(A) = L(A), i que si k = n, aleshores Iy(A4) C I(4).

Sigui I, el minim ideal d’ordre no nul i establement cofinit de V (A)LUWZ(S,). Ates
que M(A) té rang real zero, U'ideal tancat I;.(A) de M(A) tal que p(V(I;(A4))) = I,
és el minim ideal tancat no nul i establement cofinit de M(A4). Volem veure que
I,, = Iy + I,. Usarem a la resta de la prova la descripcié de I;, que hem donat
préviament, és a dir

Ie = V(A)U{f € W2(Su) | (f+9)ja.5.\r, = 7 per alguna g € W2(S,) i algun n € N}.

Es facil comprovar que Iy + I, C I;.. Reciprocament, sigui z € I,.. Podem

assumir que = ¢ V(A), i per tant existeixen funcions f,g € W¥(S,) i m € N tals que
z = [ 1 tals que (f + g)jo.5,\r, = M. Notem que aleshores

(f + g + wéo)laesu\{sk+1>---ysn} = (m + wéo)laesu\{sk+l’---75n} = (m + 1)'wi0|335u\{sk+1,...,sn}'

Si k = n, llavors de la igualtat anterior i del Lema 3.5.6 concloem que f + g+ wl, =
(m + 1)wl,. Podem suposar, doncs, que k < n. Per hipotesi, la cara {s1,...,8,}
no és tancada, de manera que si denotem per F, = {s1,...,s,}, aleshores existeix
un element z € F, \ {s1,...,5,}. Pel Lema 3.5.5, tenim que F,, = Cy, on C, =
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conv(8eSy \ {81,...,8,}). Per tant, existeix una successié (x;) amb z; € C, per
a tot i, tal que z = limz;. Com que wl (z;) = 1, veiem que de fe;ct wi(z) < 1.
D’altra banda, escrivim z = i ajs; + fw, on B, € [0,1] satisfan Zlozj +6=1,
j=1 i=

amb algun a; # 0, i w € {s1,.:.,8,}. Com que per 1 <j < k tenim wg,(s;) = oo,
necessariament ha de passar que o;; = O per 1 < 7 < &, i podem assumir que ag41 # 0.
Observem també que (f+g)(x;) = m, i per tant (f+g)(z) < m. Concloem doncs que
(f+9)(sg+1) < co. Raonant de manera similar amb la cara {s1,... , 8, Sg42, .-+ 5 8n )
que tampoc és tancada per hipotesi, veuriem que sense perdre generalitat, podem
assumir també que (f + g)(sg+2) < co. Argumentant d’aquesta manera un nombre
finit de vegades concloem que (f + g)(s;) és finit per k+1 < j < n. Sigui m' € R
tal que m' > max{m, (f + ¢)(s;) per k +1 < j < n}. Per la Proposicié 3.2.19,
existeix una funcié g’ € W¥(S,) tal que gis s\ rsp01, o0} = (9T =1)0,8,\ {511,050 1
mentre que ¢'(s;) = m' — f(s;) per atot k+1 < j < ntal que f(s;) + g(s;) > m, i
g'(s5) = g(s;) + m' ~m per atot k+1 < j <ntal que f(s;) + g(sj) < m. Llavors
(f + 9 joesirs = M, 1 (f+4')(s;) < m' peratot k+1< 35 < n. A més, és facil
veure que f + ¢’ +wl =m' + wl sobre 8,5, \ {sk41,---,Sn}

Construim, per acabar la demostraci6, una funcié h € W¥(S,) de la segiient
manera. Denotem per a; = (f + ¢')(s;), per k+1 < j < n. Sigui p € N tal que
m' —a; < ppera tot 4. Construim, d’acord amb la Proposicié 3.2.19, funcions afins
i semicontinues inferiors h; de manera que hj| Gy = 2p, 1 hi(s;) =psil <j <k,

. n
mentre que hi(s;) = p+ (m' —a;) sik+1 < j < n. Posem h' = > h; i definim
=

h =h'—2p(n—1). Notem ara que h(s;) =psil <j <k, ique h(Sj)JZ p+(m' —a;)
si k+1<j < n,aixi com hy,,..s,y = 2p. Aleshores es comprova facilment, usant
el Lema 3.5.6, que f+ ¢’ +wl, +h = (m' + 1)wl, + pwy, de manera que f € I + I,
com voliem. O

En analogia a la secci6 anterior, ens ocuparem ara del cas en que ’espai 8.0, és
compacte de Hausdorff. Veurem que la topologia del conjunt de quasitraces extremes
serd determinant per al calcul del minim ideal tancat establement cofinit (no nul).

PRrROPOSICIO 3.5.8 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i sr(A) = 1. Suposem que A no és elemental, que V(A) és estric-
tament no perforat i que M(A) té rang real zero. Sigui p € A una projeccid no zero,
i suposem que l'espai 0,Qp és compacte Hausdorff. Denotem per Qo el conjunt de
quasitraces extremes infinites, dotat amb la topologia induida per aer. Aleshores
ezisteiren ideals tancats Iy(A), I,(A) i I(A) de M(A) tals que

(a) Si Qoo €s obert, aleshores I;(A) = Io(A).



3.5. Els ideals establement cofinits 151

(b) Si Qoo €s tancat, lavors Io(A) = I,(A) N I.(A) + I(A).

DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(A)*, i sigui d = sup ¢, (D(A)). Aleshores
pel Teorema 3.3.17, tenim que 35S, és un espai compacte Hausdorff i si denotem
Ty = {s € 0.5, | d(s) = +o0}, aleshores I'y és obert o tancat segons si ho és Q.
També, pel Teorema 2.3.17 i la Remarca 3.4.9, tenim un isomorfisme de monoides
¥ VIM(A)) = V(A)UWE(Sy,), on dy és la restricci6 de d a 8,5,. Per conveniéncia,
escriurem d en comptes de d; en el que segueix. Notem també que en aquest context,
I'ideal I,.(A) té com a ideal d’ordre associat ¥(V (I;.(A))) = V(A) U {f € WE(S.) |
(f + 9)s.s.\r, = 1 per alguna g € W§(S,) i n € N}, que anomenarem .

Sigui I, = V(A) U {f € WE(S.) | f és fitada}, que és clarament un ideal d’ordre
de V(A) U WE(S,). Denotem per F = 9,5, \ I'y. Posem també I, = V(4A) U{f €
WE(Syu) | fir és continua}, que també és un ideal d’ordre. Siguin I (A) i I,(A) els
ideals tancats de M(A) tals que Y(V(I[,(4))) = Iy i Y(V(I(4))) = L.

o]

Denotem ara U = T'y, Uinterior de Ty, i definim la funcié wl, € L(8.S,)* per
(W& )iy = 400 mentre que (We))a,s,\v = 1, que és clarament semicontinua inferior i
pertany a W(S,). Posem

Io =V(A)U{f e WHS,) | f+g=nuwl, peralguna g € WZ(S,) i algun n € N},

i sigui Io(A) I'ideal tancat de M(A) tal que %(V (Iso(4))) = Io. Es clar que wl, €
I,..

Per provar (a), hem de veure que si I'y és obert, aleshores I;, = I,,. Suposem
doncs que I'y és obert. En aquest cas U = T'y. Sigui € I;. Clarament, podem
assumir que z = f, amb f ¢ V(A). Aleshores existeix una funcié g € L(8.5,)*,
i existeix un nombre natural n tals que (f 4 g)js,5,\r, = n. Llavors, és clar que
f+g+wl, =n+wl =(n+1)wl, de manera que f € I.

Suposem ara que Qo és tancat i provem (b). Veurem que si I és un ideal esta-
blement cofinit no nul de V (A) U WE(S,), aleshores I, N I, C I. En efecte, suposem
que 1o, i aleshores existeix un element z € I N I, tal que = ¢ I Es clar que podem
assumir que z ¢ V(A), i escrivim aixi z = f € WE(S,). Prenem a € R** tal que

, . . 4 e 4o _
[ < a, i definim la funcié w$ sobre 8,5, com Wi, = fi Wi 500 = % Observem

que si A € R, aleshores (w;)_l(—oo, Al = 8.5y si A > a, mentre que si A < g, tenim
(w})—l(—oo, Al =TyN{s €035, ]| f(s) <A}. En ambdés casos obtenim un tancat, i
per tant w$ € L(0.5,)™". A més, notem que w$ +d = a +d, d’on tenim que de fet
wh € W(Su).

Sigui ara ¢’ = w} — f. Tenim que gllaesu\l—‘d = (0 — f)1g.5\Te> 1 gIII‘d = 0. Ateés que
f € I, tenim que fig,s,\r, és continua. Per tant, si A € R, tenim (g')~*(—o0, A\] =
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{s € 05, \Ty | a <A+ f(s)} UTq, que és un tancat, ja que fig,s,\r, és continua
i I'y és tancat. Aixi ¢’ € L(0,S,)". Sigui ara g = ¢’ + 1 € L(8.5,)t". Observem
quef+g=f+g’+1:w?+1. Per tant, f+g+d=a+1+d, on a+1 és una
funcié constant i per tant continua, de manera que a+1 € L C I. Denotem per [-] les
classes d’equivaléncia modul I. La igualtat anterior diu, dones, que [f]+[g]+[d] = [d].
Com que T és establement cofinit, concloem que [f] + [g] = 0, i atés que el quocient
(V(A) U WE(S,))/I és conic, obtenim que [f] = 0, la qual cosa contradiu f ¢ I.

Es dedueix, doncs, d’aquest fet que I; NI, C L. Es clar també que I C Iy, i per
tant I, N I, + I, € I,. Reciprocament, sigui f € ;.. Aleshores és clar que fja,s,\r,
és una funcié continua i fitada. Tenint en compte que 3,5, \ U = 8,5, \ Ty, 1 que f
és una funcié semicontinua inferior, deduim que f és de fet fitada a 9,5, \ U. Definim
ara una nova funcié f' per f'\5 5. \v = flo.s.\vs 1 Per flly =k, on k > fla.s,\v- Es
clar que f' € L(8.S,)*T, i atés que f' +d = f + d, veiem que f' € I, N I.. D’altra
banda, f +wl, = f' +wl, de manera que f € NI, + I,. O

Estudiarem seguidament 'ideal I,(A), que anomenarem l'ideal fitat de M(A).
Si I’algebra té una quantitat finita de quasitraces extremes infinites, o bé si I’espai de
quasitraces extremes és compacte, podem dir en termes topologics quan aquest ideal
és establement cofinit.

ProposiciO 3.5.9 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i st(A) = 1. Suposem que A no és elemental, que V(A) és estric-
tament no perforat, i que M(A) t€ rang real zero. Sigui p € A una projeccid no
zero. Denotem per Q. el conjunt de quasitraces extremes infinites. 51 Qoo €s finit,
aleshores Uideal I(A) és establement cofinit si, 1 només si, per a cada subconjunt no
buit X C Qwo, la cara complementdaria de conv(X) no és tancada.

DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(A), i sigui d = sup ¢,(D(A)). El fet que Qoo és
finit vol dir que el conjunt T'y = {8 € 8.5, | d(s) = oo} és finit, i amb el mateix
cardinal que @, gracies al Teorema 3.3.17. Posem 'y = {s1,...,8,}.

Suposem que I;(A) és establement cofinit. Aleshores 'ideal d’ordre

I = o(V(I,(4)))

de V(A)UWZ(S,) és establement cofinit, on ¢ és I'isomorfisme de monoides establert

al Teorema 2.3.17. Suposem que existeix un subconjunt no buit X C I'y tal que F =

(conv(X))’ és tancada. Llavors, tenim que Aff(S,) = Aff(conv(X)) @ Aff(F) ([39,

Corollary 11.27]). Podem definir dones funcions f, € Aff(S,)** tals que frjoom(x) =

n i tals que f,r = 1. Llavors, si f = sup f,, tenim que f € LAf(S,)™, que
n
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fix = o0 ique fir =1, de forma que f+d = 1+d. Per tant f € WZ(S,) i al quocient
(V(A)UWE(S,))/I, tenim que [f]+ [d] = [d], amb [f] # 0, i aix0 contradiu el fet que
I, és establement cofinit.

Reciprocament, suposem que per a cada subconjunt no buit X C I'y, la cara
complementaria de conv(X) o és tancada. Suposem que existeixen funcions fitades
l,ly € W4(S,), un nombre n € Niuna funcié g € W2(S,) tals que nd+l; = nd+g+Iy.
Aleshores g és fitada a 0,5, \ T'y, per una certa cota M. Sigui F' = (conv(I'y))’. Com
que F no és tancada, existeix z € F \ F. Pel Lema 3.5.5, existeix una successi6 ()
amb ¢, € conv(9,.5, \T'y) per a tot k, tal que convergeix a z. Com que g és afi, és clar
que g(tx) < M per a tot k, de manera que g(z) < M, ja que g és semicontinua inferior.
D’altra banda, tenint en compte que S, és la suma directa convexa de conv(Ty) i de
F| trobem nombres posmus o; peri=1,...,n, no tots nuls, un nombre § > 0 i un

element ¢ € F, tals que Z a;+ B =11itals quez = Z a;s; + (t. Per tant, existeix
=1 i=1
1 <7< namb g(s;) < oo. Sense pérdua de generalitat, tenim que g{s;) < co. Amb

un argument recurrent concloem que g(sz), ..., g(sp) < co de manera que g és fitada,
i per tant I, és establement cofinit. O

Proprosicid 3.5.10 Sigui A una C*-algebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i sr(A) = 1. Suposem que A no és elemental, que V(A) és estrictament
no perforat, i que M(A) té rang real zero. Sigui p € A una projeccid no zero.
Suposem que l'espat 0,Q), de quasitraces extremes és compacte Hausdorff. Aleshores,
les segiients condicions son equivalents: '

(a) I,(A) és establement cofinit;
(b) Qoo té interior buit;
(¢) Ii(A) NI, (A) és establement cofinit.

DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(A), i sigui d = sup ¢,(D(A)). Aleshores pel
Teorema 3.3.17, tenim que 0.5, és un espai compacte Hausdorff i si denotem I'y=
{s € 8.Sy | d(s) = 400}, aleshores 'interior de T'y es correspon al de Q. També,
pel Teorema 2.3.17 i la Remarca 3.4.9, tenim un isomorfisme de monoides

P V(M(A) = V(A) U WE(Sy),

~ on dy és la restriccié de d a 0,.5,. Com a la Proposici6 3.5.8, escriurem d en comptes
de dy en el que segueix.

(a) = (b). Suposem que I(A) és establement cofinit. Aleshores l'ideal I, =
Y(V(Iy(A))) és establement cofinit. Hem de veure que I'y té interior buit. En cas
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contrari, existeix un obert no buit U C T'y. Podem definir, doncs, una funcié f €
L(0eSy)*T com fiy = oo i tal que fis,5,\v = 1. Clarament f +d =1+ d, d’on veiem
que f € WE(S,). A més, al quocient (V(A) UWE(S,))/ I, tenim [d] = [f]+[d], i amb
[f] # 0. Aix0 contradiu que Ij és establement cofinit.

(b) = (c). Suposem que per f € W(S,), tenim que [d] = [d] + [f] al monoide
(V(A) U WE(S.))/(Iy N I.). Hem de veure que f € I, NI, Existeixen funcions
li,ly € I, NI, tals que d+ Iy = d + f + l. Obtenim doncs que f < N a 9,5, \ I'y,
per una certa constant NN, aixi com que fs,s,\r, €s continua. Ara bé, com que f €s
semicontinua inferior, tenim que f~*(—o0, N] és un tancat de 8,5, i pel que acabem
de veure 0.5, \ Ty C f~!(—o0, N]. Atés que Iy té interior buit, tenim que 8,5, \ 'y
és dens a 0,S,. Per tant, deduim que 9,5, = f~'(—o0o, N}, i aixi f € Iy N I.. Per
tant, Iy(A) N I,(A) és establement cofinit.

(¢) = (b). Suposem que I, N I, és establement cofinit. Si I'y té interior no buit,
construim com a (a) = (b) una funcié f € L(0.S.)™" tal que fly = oo i tal que
fio.sa\v = 1, on U C T'y és un obert no buit. Aleshores f+d =1+d, i per tant, a
(V(A)UWE(S,))/(IyN1,), tenim [f]+[d] = [d], amb [f] # 0, que és una contradiccié.

(b) = (a). Es prova de la mateixa manera que (b) = (c), amb alguna petita
modificacié. Omitim, doncs, els detalls. O

Altres aspectes estructurals interessants de ideal I;(A) es donen en estudiar el
quocient Iy(A)/L(A). Per al resultat que donarem, que pretén ésser un analeg al
Teorema 3.3.19 per C*-dlgebres amb escala no fitada, ens caldra assumir que 1'i-
deal d’ordre V(I;(A)) de V(M(A)) tingui unitat d’ordre. Discutirem més endavant
exemples on es déna aquesta situacio.

TEOREMA 3.5.11 Sigui A una C*-dlgebra simple, amb o-unitat (sense unitat), amb
rang real zero 1 sr(A) = 1. Suposem que A no és elemental, que V (A) és estrictament
no perforat i que M(A) té rang real zero. Sigui p € I(A) \ L(A) una projeccid,
i denotem per I,(A) = M(A)pM(A), lideal tancat de M(A) generat per p. Ales-

hores el conjunt F, = {t € St(V(I,(A)),[p]) | tjvay = 0} és una cara tancada de
St(V(I,(A)), [p]), i ezisteiz un isomorfisme V(I,(A)/L(A)) — (AR F,)*.

DEMOSTRACIO: Denotem per v = [p] € V(M(A)). Atés que A és simple, tenim
que V(pAp) és isomorf a V(A), a través de [¢] — [e]. Observem també que la C*-
algebra hereditaria pAp satisfa les mateixes hipotesis que A. Com que p ¢ A (ja que
p & L(A)), tenim que I'interval generador D(pAp) és flexible (per exemple, a causa
del Lema 2.3.5).

Sigui u = [q] € V(A)*, amb ¢ € pAp, i posem d = sup ¢,(D(A)). Aleshores
existeix un isomorfisme de monoides ¢ : V(M(A)) — V(4) L WE(S,), pel Teo-
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rema 2.3.17. Posem I, = ¢(V(I,(A))), i notem que w = ¢(v) € WI(S,) és una
funcié fitada, unitat d’ordre per I'ideal d’ordre I,,. De fet, w = sup ¢,,(D(pAp)), 1 per
tant pAp és una C*-algebra amb escala fitada, i no continua ja que p € I;(A) \ L(A).

Denotem per F, = {7 € QT(M(pAp)) | Tpap = 0}. Es clar que F, és una
cara tancada de QT(M(pAp)), i pel Teorema 3.3.19 tenim V(M (pAp)/L(pAp)) =
Aff(F))*.

Considerem ara el morfisme de reticles exhaustiu L,(M(A)) — L.(pM(A)p),
donat per I — plp. Aquesta aplicaci6 restringeix a un isomorfisme de reticles entre
Vinterval [0, I,(A)] dins L,(M(A)) i L.(pM(A)p), de manera que pL(A)p és el minim
ideal tancat de pM(A)p que conté pAp. Ara, tenint en compte que M(pAp) =
pM(A)p, concloem que pL(A)p = L(pAp).

Notem també que L(A)pL(A) = L(A). Tenim un isomorfisme

P V(M(A)pM(A)) = V(I(4)) = V(pM(A)p),
que porta [p] a [p], i restringeix a un isomorfisme
V(L(A)) = V(L(A)pL(A)) = V(pL(A)p) = V(L(pAp)).

De fet, podem explicitar ¥ de la segiient forma: si e € M (I,(A)), aleshores e < np
per algun 7, i per tant podem trobar projeccions qi, ... ,qn € Moo (pM(A)p) tals que
e~q®...0 g, de manera que P([e]) = > o, [g)

Tenim doncs un homeomorfisme afi

¢ : StV (pM(A)p), [p]) = StV (1x(4)), [p])

donat per ¢(s){[e]) = s(+([e])). D’altra banda, el Teorema de Blackadar-Handelman
([15, Theorem II1.1.3]) ens déna un homeomorfisme afi

¢: QT (pM(A)p) — St(V(pM(A)p), [p]),

a través de ((7)([e]) = 7(e). Per tant, la composicié ¢o ens déna un homeomorfisme
afi entre QT (pM(A)p) i St(V(I,(A)),[p]). Observem que (s o ()(F,) = F. Per tant,
usant que M(A) té rang real zero, tenim:

V(I,(4)/L(A4)) 2 V(I,(A))/V (L(4)) = V(M(pAp))/V (L(pAp))

= V(M(pAp) /L(pAp)) = AR(Fp)* 2 AR(F,)",

com voliem. O
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COROLLARI 3.5.12 (cf. Teorema 8.8.19, [42, Theorem 6.1]) Sigui A una C*-dlgebra
simple, amb o-unitat (sense unitat), rang real zero i st(A) = 1. Suposem que A no
és elemental, que V(A) és estrictament no perforat ¢ que M(A) té rang real zero.
Suposem també que L(A)GIy(A), i que el monoide V(I,(A)) té una unital d’ordre uy.
Sigui Sy = St(V(Iy(A)), up). Aleshores el conjunt F' = {t € Sy | tjy4) = 0} és una
cara tancada de Sy, 1 existeir un isomorfisme V(I,(A)/L(A)) = (AffF')*.

DEMOSTRACIO: Sigui p € M, (I;(A)) una projeccié tal que u, = [p]. Per comoditat,
suposem que n = 1. Aleshores tenim I,(4) = M(A)pM(A), de manera que podem
raonar com al Teorema anterior. O

Dedicarem la resta d’aquesta seccié a donar alguns exemples illustratius relaci-
onats amb les hipotesis del Corollari 3.5.12 i amb I’estructura d’ideals del monoide
V(I;(A)/L(A)). En resposta a una pregunta de K.R. Goodearl, veurem que hi ha
exemples on V(I(A)) no té unitat d’ordre, de manera que la hipotesi que hem impo-
sat no és superflua. Tanmateix, també hi ha casos on V(I;(A4)) si té unitat d’ordre,
de manera que la hipotesi imposada no és buida. Remarquem per comengar una
extensid a espais compactes d’un resultat ben conegut per funcions reals de variable
real (vegeu [81, Exercise 10.Z]).

DEFINICIO 3.5.13 [69] Sigui X un espai topologic. Un subconjunt F' de X es diu
rar si linterior de la clausura de F' és buit. Diem que un subconjunt de X és de
primera categoria si es pot escriure com o unié numerable de subconjunts rars.
Si un subconjunt de X no és de primera categoria, aleshores diem que €s de sego-
na categoria. L’espai X és un espai de Baire si tot obert no buit de X és de
segona categoria (equivalentment, el complement de qualsevol subconjunt de primera
categoria €s dens).

TEOREMA 3.5.14 [69, Theorem 9.1] Sigui X un espai métric complet. Aleshores X
és un espai de Baire. O

REMARCA 3.5.15 Sigui X un espai métric complet. Sigui f € L(X)*t 1 suposem
que f €s fitada. Aleshores el conjunt de punts de discontinuitat de [ és de primera
categoria. En particular, el conjunt de punts de continuitat de f és dens.

DEMOSTRACIO: Sit € X, denotem per B,(t) la bola tancada amb centre ¢ i radi 1/n.
Definim w,(t) = sup fi,) — inf fip, . Aleshores w,(t) és una successié decreixent
positiva i fitada que defineix un limit w(t), anomenat l'oscillacié de f al punt t.
Es facil veure que f és continua al punt ¢ si, i només si, w(t) = 0. Denotem per
Dy el conjunt de discontinuitats de f. Aleshores és clar del que acabem de dir que
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Dj = UpenAy, on A, = {z € X | w(z) > 1/n}. Per demostrar 'enunciat, és
suficient provar que cada conjunt A, té interior buit. Fixem n € N, i suposem que
existeix 7 > 0 i un punt ¢ € X tals que B,(t) C A,. Sigui ¢ € B,(t) tal que
f(c) > sup fig, ) —1/2n. Com que f és semicontinua inferior, existeix un obert U tal
que ¢ € U C By(t) i tal que fiy > sup fig, @ — 1/2n. D’aquest fet concloem facilment
que w(c) < 1/2n, la qual cosa contradiu que ¢ € A,

Per tant el conjunt Dy és de primera categoria, i com que X és un espai de Baire,
veiem que X \ Dy és un conjunt dens. O

EXEMPLE 3.5.16 Emisteiz una C*-algebra AF simple, separable (sense unitat), tal
que el monoide V (I,(A)) no té unitat d’ordre.

DEMOSTRACIO: Argumentem com a I'exemple 3.2.9. Sigui X = [—1,1], un espai
compacte Hausdorff. Sigui C(X,R) I'anell de funcions continues amb valors reals
sobre X, que és separable, atés que X és metritzable. Sigui G un subgrup numerable
i dens de C(X,R) que conté la funci6 constant 1, i equipem G amb 'ordre estricte;
aixi Gt = {f € G| f > 0}U{0}. Com a l'exemple 3.2.9, G és un grup d’interpolacié.

Per tant M = Gt és un monoide de refinament, que també és simple, conic,
cancellatiu, no perforat i no atomic. Fixem u = 1 com unitat d’ordre, i posem
Sy = St(M,1) = St(G,1). A causa de la densitat de G, D’aplicacié restriccio
St(C(X,R),1) — St(G, 1) és un homeomorfisme afi. Com a 3.2.9, tenim que l'espai
d’estats St(C'(X,R)) és igual a Mt (X), el conjunt de totes les mesures de probabilitat
sobre X i per tant 0,5, és afinament homeomorf a 8,M; (X). Per [39, Proposition
5.24], aquest darrer és homeomorf a X. Sigui dy € L(X)*™, definida a través de
do(z) = 1/z per z € (0,1] i do(z) = o0, si z € [—1,0]. Sigui d € L(8,51)*", de-
finida composant do amb ’homeomorfisme entre 8,5y i X. Usant [42, Lemma 7.2],
podem estendre d a una funcié afi semicontinua inferior definida sobre S, i que
és també estrictament positiva; denotarem aquesta funcié novament per d. Sigui
D= {f e M| f<d} Llavors D és un interval flexible i numerablement generat, i
sup ¢1(D) = d.

Pel Teorema 2.3.18, existeix una algebra AF complexa, simple, separable (sense
unitat), tal que (K(A),D(A)) és isomorf a (G,D). En particular V(A4) = M. Si-
gui u € D(A) la unitat d’ordre que correspon a 1 € D. L’argument anterior ens
mostra que A no té escala finita. Pel Teorema 2.3.17 i la Remarca 3.4.9, veiem que
V(M(A)) 2 V(A)UWE(S,). A través d’aquest isomorfisme de monoides, tenim que
V(I,(A)) 2 I, on I, = V(A) U {f € W{(Su) | fla.s. és fitada}. Suposem que I
té una unitat d’ordre wy € W(S,). Aleshores wy)j_10) és una funcié semicontinua
inferior, i per la Remarca 3.5.15 existeix un punt ¢ € (—1,0) on w; és continua. Sigui
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[ € L(X)** definida com fix\(} = 2 i tal que f(c) = 1. Aleshores, si n € N, tenim
que (nd— f)jp1 =nd—21i (nd— f)ji-1,0 = oo. Per tant, si n € N és prou gran tenim
que nd — f € L(X)**, de manera que f € W&(S,). Per construccié, la funcié f és
fitada i no és continua al punt c. D’altra banda, existeix k € N i existeix h € W(S,)
tals que f + h = kwy, 1 atés que w, és continua al punt ¢, arribem a contradiccié ja
que f també ho hauria de ser. Per tant I, no té unitat d’ordre. O

De I’argumentacié usada a l'exemple anterior deduim que si V(I,(A4)) té unitat
d’ordre, aleshores el conjunt Qn no pot tenir interior, almenys en el cas que 9,5, és
un espai compacte metritzable. Si afegim altres hipotesis de continuitat, que d’altra
banda sén perfectament raonables, a 'escala de A, obtenim altres tipus d’exemples
on V(I,(A)) si té unitat d’ordre.

LEMA 3.5.17 Sigui A una C*-algebra simple, separable (sense unitat), amb rang
real zero i st(A) = 1. Suposem que A no és elemental i que V(A) és estrictament no
perforat. Sigui p € A una projeccid no zero. Denotem per Qoo el subconjunt de 0.0,
format per les quasitraces infinites. Suposem que 0.Q)p €s un espai compacte 1 que
Qoo €s finit. Si, a més, la restriccid de Uescala de A (definida sobre 0,Q)p) als punts
on és finita és una funcid continua, aleshores el monoide V (I,(A)) té unitat d’ordre.

DEMOSTRACIO: Siguiu = [p] € V(4), isiguid = sup ¢,(D(A)). Pel Teorema 2.3.171i
la Remarca 3.4.9, tenim un isomorfisme de monoides ¢ : V(M(A)) = V(A)LUWE(S,),
on dy és la restriccié de d a 6,.5,. Com abans, escriurem d en comptes de dy en el
que segueix. També, el conjunt T'y = {s € 8,5, | d(s) = +o0} es correspon, a través
de ’homeomorfisme del Teorema 3.3.17, a Qo. Posem T'y = {s1,..., s, }. Observem
que per hipotesi ’escala d és continua a 05y, \ Ty

Sigui I, = V(A) U {f € WE(S,) | f és fitada}, i recordem que l'ideal I,(A) es
defineix de manera que ¥ (V (l;(4))) = Iy. Definim la funcié wy per wyp,s,\r, = 2
i per wy(s;) = 1 per a tot . Es facil comprovar que wj, és una funcié semicontinua
inferior, i clarament md — w, = md — 2, de forma que si m € N és prou gran tenim
md —wy € L(8,5,)t+. Aixi wy € WE(S,). Afirmem que wy és una unitat d’ordre per
Iy. En efecte, és obvi que wy € I,. Sigui ara f € I,. Triem k € N tal que f < k.
Definim una funcié g tal que gja,s,\r, = (2k — f)ja.s.\ry 1 tal que g(s;) =k — f(s:).
Si veiem que g és semicontinua inferior, llavors f + g = kw, 1 Vafirmacié quedara
provada. Suposem que tenim una successié (z,,) a 0,5, que convergeix a T € 0,5,.
Aleshores, si z ¢ I'q, podem assumir que cap terme de la successié pertany a Iy,
de manera que g(zn,) convergeix a g(z) (ja que fjs,s,\r, és continua). Suposem que
x = s; per algun 7. Aleshores, podem assumir que z,, ¢ T'y per a tot m, i tenim
lgr_ljgfg(xm) = 2k —limsup f(zy) > k > k— f(s;) = g(s;), per les hipdtesis que hem

m—ro0
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imposat. Per tant, g és semicontinua inferior, com voliem. O

La descripcié donada al Corollari 3.5.12 del quocient I,(A)/L(A) mostra no-
vament l’existéncia d’una estructura especialment rica d’ideals entre L(A) i I,(A).
Aquest és també el cas quan I,(A) = M(A) (és a dir, per C*-algebres amb escala
fitada), tal com va ser provat a [42, Corollary 16.7], on es construeixen exemples amb
una quantitat no numerable d’ideals maximals establement cofinits. 'Si I’escala no
és fitada, provarem seguidament que un model semblant es pot adaptar al quocient
Iy(A)/L(A). En el segiient exemple el monoide V' (I;(A)) té unitat d’ordre, i per tant,
el resultat es pot derivar del Teorema 3.5.11, juntament amb resultats de [42]. Els
calculs que donarem no necessiten, pero, el coneixement d’aquesta unitat d’ordre i en
conseqiiencia donen una descripcid dels ideals més clara. Usarem un fet conegut sobre
la compactificacié de Stone-Cech d’un espai topologic X localment compacte, i que
denotem per 3X. Si f € Cy(X,R), aleshores f admet una extensié f? € C(BX,R),
per [36, Theorem 6.5]. Aquesta extensié és unica i de fet defineix un isomorfisme
d’anells entre Cy(X,R) i C(6X,R), per [36, 6.6 (b)].

EXEMPLE 3.5.18 Eristeiz una AF algebra A simple, separable (sense unitat), tal que
la seva algebra de multiplicadors conté una quantitat no numerable d’ideals tancats
mazimals entre L(A) i Uideal fitat I,(A), 1 una quantitat no numerable d’ideals tancats

entre In(A) i M(A) tals que formen una cadena respecte la inclusid. A més, en aquest
cas Iy(A) = I.(A). o

DEMOSTRACIO: El métode que usarem estd basat parcialment en el de [42, Example
7.3, Corollary 7.4]. Seguim la notaci6 dels exemples 3.2.9 i 3.5.16. Considerem en
aquest cas l'espai X = [0, 1] i un subgrup G de C(X, R) numerable i dens que conté la
funcio 1, el qual equipem amb ordre estricte. Prenem M = G*. Aleshores M és un
monoide simple, conic, cancellatiu, que satisfa la propietat de refinament, no perforat
i no atomic. Fixem u =1 com a unitat d’ordre, i posem S; = St(M,1). Aleshores
0eS1 és homeomorf a X. Prenem la funcid semicontinua inferior d : X — R**U{+o0}
definida per d(z) = 1/z per a tot z € X. Com que 8,5; és compacte, podem estendre
d a una funcié afi i semicontinua inferior, definida sobre S; (per [42, Lemma 7.2]),
i que anomenarem d novament. Posem D = {f € M | f < d}. Aleshores D és no
nul i flexible, i també sup ¢1(D) = d. Pel Teorema 2.3.18, existeix una AF algebra A
que és simple, separable (sense unitat), i tal que (Ko(A), D(A)) = (G, D). Per tant
V(A) = Koy(A)T & M 1 aixi, pel Teorema 2.3.17 existeix un isomorfisme de monoides

: V(M(A)) = V(4) uW(Sy),



160 3. Ideals a I’anell corona

i'com que 8,5, és compacte, podem identificar W&(S1) amb
WE(S,) = {f € L|0,1]** | f + g = nd per alguna g € L[0,1]77 i algun n € N},
on ara d denota la restriccié de d a [0,1]. Amb aquesta notacid, tenim que
o(V(Izin(A))) = Irin = M U{f € W§(S1) | £(0) < o0},
aixi com @(V(I,(A))) = I, = MU {f € W§(S1) | f és fitada} i finalment
go(V(L(A))) =L=MuC[0,1]*.

En primer lloc, observem que Lg]bglﬁngMUW(?(Sl). En efecte, sigui f/ € C[0,1]t*
una funcié continua qualsevol tal que f’' < d. Posem f(z) = f'(z) si ¢ # 0 i definim
f(0) = e < f(0). Llavors la funci6 g = d — f és semicontinua inferior, estrictament
positiva, i tenim f + g = d. Per tant f € W¢(S1) idefet f € I\ L.

Prenem ara d'(z) = d(z) si z # 0 i definim d(0) = 1. Llavors d' € L[0, 1]*,
satisfa d + d' = 2d i per tant d' € I, \ I,

En segon lloc, descrivim el quocient /L. Escrivim I, = M U Ey, on Ey = {f €
WE(S1) | f és fitada}. Denotem per ¢ : {0} U Ey — I la inclusi6é natural, i notem
que ({0} L C[0,1]**) C L. Per tant, podem definir un morfisme de monoides

7: ({0} u Ey)/({oyuClo,1]*) = L/L,

en la manera natural. Es facil veure que 7 és de fet un isomorfisme.
Denotem per B = Cy((0,1],R) 'espai vectorial ordenat de totes les funcions
fitades, continues, i a valors reals definides a (0, 1]. Posem C = {f € B | %ir% f(t) =0},
—).

un subgrup convex de B. Definim:
¢: ({0} U By)/({0} L Cl0,1]"F) — B/C

per ¢(0) = 01 ¢([f]) = [fj0,y — f(0)]. Aleshores, ¢ és ben definida i és un morfisme de
monoides. Es facil veure que ¢(xz) = 0si, i només si = 0. Suposem que per funcions
f, 9 € Ey, existeixen funcions hy, hy € C tals que fio1)— f(0)+h1 = g0, — 9(0) + he.
Aleshores, ates que (f—f(0)—g+9(0))|01) = he—h1ique P_l;%(ha—hl)(t) = 0, obtenim
que f—g és de fet continua a [0, 1], de manera que existeixen funcions Iy, l; € C[0,1]*+
tals que f — g = ly — [;. Per tant [f] = [g] al quocient ({0} L ,)/({0} u C[0,1]7).
Aix0 prova que ¢ és injectiu. :
Sigui f € E,. Afirmem que fjo,1) — f(0) € BT + C. Definim una funcié g
semicontinua superior sobre [0, 1] per g(0) = f(0) i per g(z) = 0 si z # 0. Aleshores
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g < f, d’on pel Teorema del Sandwich (vegeu, per exemple, [34, 1.7.15]) existeix una
funcié h € C([0,1],R) tal que g < h < f. Observem que f(0) = h(0). Ara bé, si
prenem k := hy,1)—h(0), tenim que k € C'i que (fio,1—f(0))—k = fio,3= P, = 0,
de manera que (fjo1] — f(0)) — k¥ € BT, provant l'afirmacié. Per tant

S(({0}y L By)/({0} L C[0,1]™)) € (BT + C)/C.

Per veure que de fet tenim igualtat, prenem h € B*. Llavors existeix f € L[0, 1]+
tal que fo,) = h+1italque f(0) = 1. Atés que h <m peralgunm € Niqued > 1,
existeix un nombre n € N tal que f <« nd. Prenem g(z) =-(nd — f)(z) siz # 0, i
posem g(0) = oo. Llavors g € L[0,1]T" i tenim f + g = nd. Per tant f € WZ(S)),
aleshores és clar que f € Ey i de fet ¢([f]) = [fj0,y — 1] = [A].

Per tant hem provat que els monoides I,/L i (B* + C)/C = (B/C)* s6n iso-
morfs. Per les observacions anteriors a aquest exemple, tenim que B és isomorf a
C(B8(0,1],R). Per a qualsevol z € §(0,1], definim I, = {f € B | ff(z) = 0}, on
recordem que f# denota I'inica extensié continua de f a $(0,1]. Aleshores, per [36,
Theorem 7.2], els subconjunts (I;)zep(0,1) 56n ideals maximals diferents de B. A més,
per a cada z € 4(0,1]\ (0,1], resulta que C C I,. Notem ara que 5(0, 1]\ (0,1] és no
numerable. En efecte, atés que (0,1] & Rt = R™, tenim que

#(0,1]\ (0,1] = SR \R* = fR™ \R",

i per [36, 6.10],
FR\R = (AR \R*)U (6K \RK").

Finalment, a causa de [89, 4.45] tenim que SR \ R és no numerable.

Per tant, el grup B/C té una quantitat no numerable d’ideals maximals (dife-
rents), que sén I;/C, amb z € 3(0,1]\ (0, 1], i en conseqiiéncia (I,/C) N (B/C)* sén
ideals maximals diferents del monoide (B/C)*. Per I'isomorfisme donat anteriorment,
es dedueix la primera conclusié. .

Que MUW(S1) conté una familia no numerable d’ideals que contenen propiament
I i que formen una cadena respecte la inclusi6 es dedueix del Teorema 3.4.20.

Per la Proposicié 3.5.8, concloem per acabar que I;(A) = I, (A). O



Capitol 4
Riquesa d’extrems i rang estable

Les C*-algebres amb riquesa d’extrems van ser introduides a [21], com un analeg
infinit de les C*-algebres amb rang estable 1, i amb l'objectiu d’estendre la teoria ja
existent per aquestes algebres. En aquest capitol considerarem el problema d’esbrinar
si I’algebra de multiplicadors o 1’algebra corona d’una C*-algebra A satisfa alguna
condicio de finitud. Més precisament, en calcularem el rang estable i establirem quan
tenen riquesa d’extrems.

Les tecniques emprades sén les dels capitols anteriors, excepte per 'analisi de
la riquesa d’extrems, on ens caldra en alguns casos estudiar I’aplicacié index. En
el sentit classic, si H és un espai de Hilbert separable de dimensié infinita, I'index
mesura la diferéncia de “mida” entre el nucli i el conucli d'un operador T' € B(H).
Més precisament, es defineix:

Index(T') := dim(Ker(T")) — dim(Ker(T™)),

que té sentit si Ker(T) i Ker(7T*) tenen dimensi6 finita. Un operador T' € B(H) es diu
Fredholm si, a més, T(H) és tancat (équivalentment, pel Teorema d’Atkinson, si la
imatge de 7' a B(H)/K(H) és invertible). Si denotem per F el conjunt dels operadors
Fredholm, aleshores Index|r : F — Z és un morfisme exhaustiu i localment constant.
Nosaltres utilitzarem una extensié a Teoria K d’aquesta aplicacid.

Aquest capitol estd dividit en dues seccions. A la primera combinem les técniques
desenvolupades al segon capitol amb els resultats de [7], per a calcular el rang es-
table de certes C*-algebres de multiplicadors, un calcul que novament depén de la
informacié que proporciona l'escala, essent els possibles valors 2 o 0o, sempre que
P'algebra “base” no tingui unitat. (Una hipotesi necessaria aqui, encara que possible-
ment superflua, és que RR(M(A)) =0.)

En la segona estudiem si les C*-algebres de multiplicadors i algebres corona tenen

163




164 4. Riquesa d’extrems i rang estable

riquesa d’extrems, per C*-algebres dins la classe que hem vingut considerant al llarg
dels capitols anteriors. (Per algebres AF' i les seves estabilitzacions, aquest problema
ja ha estat considerat parcialment a [55].)Aix0 es pot dur a terme a través de I’analisi
de la topologia de les quasitraces extremes infinites de la C*-algebra, resultant en la
majoria de casos que ni M(A) ni M(A)/A tenen riquesa d’extrems. Més precisament,
si A és una C*-algebra simple, separable (sense unitat), amb rang real zero, sr(A4) = 1
i amb V(A) estrictament no perforat, tenim:

(a) Si A és elemental, aleshores M(A)/A no té riquesa d’extrems.

(b) Si A no és elemental, té escala finita i M(A) té rang real zero, aleshores M(A)/A
té riquesa d’extrems.

(¢) Si A no és elemental i té almenys dues quasitraces extremes infinites, aleshores
M(A)/A no té riquesa d’extrems.

(d) Si A no és elemental, té exactament una quasitraca extrema infinita 7 i el rang
real de M(A) és zero, llavors M(A)/A té riquesa d’extrems si, i només si, la
cara complementaria de {7} (dins espai de quasitraces) és tancada.

(e) Si RR(M(A)) = 0, aleshores M(A) no té en cap cas riquesa d’extrems.

4.1 Separativitat i rang estable

Rieffel va provar a [79, Proposition 6.5] que si B és un C*-algebra amb unitat que
conté dues isometries amb rangs ortogonals, llavors sr(B) = co. Aquest és el cas,
per exemple, per B(H), on H és un espai de Hilbert separable de dimensié infinita.
Sembla que aquest fet hauria de fer desapareixer qualsevol condicié de finitud sobre
el rang estable de ’dlgebra de multiplicadors M(A) d’una C*-algebra simple A. En
el mateix article, Rieffel pregunta el segiient: '

QUESTIO: 4.1.1 ([79, Question 4.16]) Es poden tmposar algunes condicions de fini-
tud sobre M(A) (o sobre la mateiza A) per assequrar que st(M(A)) = sr(A)?

En aquesta seccié proporcionarem una forma directa per calcular el rang estable
dels anells de multiplicadors M(A) en termes de l'escala de A. Assumirem encara
que A és una C*-algebra simple, no elemental, separable, amb rang real zero, rang
estable 1 i no perforaci estricta en el monoide V(A4); també suposarem que el rang
real de M(A) és zero. Obtindrem llavors que els inics valors possibles per sr(M(A4))
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sén 2 o co. Fins i tot quan M(A) és establement finita, aquests valors no coincideixen
amb sr(A). Aquest fet déna una resposta negativa parcial a 1'anterior pregunta.

DEFINICIO 4.1.2 Sigui M un monoide abelia. Diem que M és separatiu si la igual-
tata+a=a+b=>b+bimplica a =0, per a a,b € M qualssevol. Una C*-algebra A
és separativa si el monoide associat V(A) és separatiu.

Com es veu a [7], la separativitat és la clau per atacar una bona part de problemes
relacionats amb la cancellacié de moduls projectius finitament generats sobre anells
regulars i C*-algebres amb rang real zero. La importancia d’aquest concepte en la
nostra situacié actual es recull en el segiient Lema.

LEMA 4.1.3 Sigui A una C*-dlgebra simple, amb o-unitat (sense unitat), amb rang
real zero, st(A) = 1, i tal que V(A) és estrictament no perforat. Llavors M(A) és
separativa.

DEMOSTRACIO: Només cal que provem que el monoide V(M(A)) és separatiu. Si
A =2 K(#H), per algun espai de Hilbert separable i de dimensié infinita #, llavors
M(A) =2 B(H). Com que V(B(H)) = Z* U {c0} amb oo +z = 5+ 00 = 00
per a tot x, és clar que M(A) és separatiu. Per tant, podem assumir que A no
és elemental. Prenem un element u € V(A) no nul, i posem d = sup ¢,(D(A)).
Aleshores V(M(A)) = V(A) U WE(S,), pel Teorema 2.3.17. Siguin a,b € V(A4) U
W4(S,), i suposem que a+a = a+b=>b+b. En primer lloc, notem que a € V(A) si

i només si b € V(A). Per tant, si a € V(A), llavors a = b ja que V(A) és cancellatiu.

En segon lloc, suposem que ni a, ni b, pertanyen a V(A). Escrivima= fib=g¢g
per a funcions f,g € W%(S,). La igualtat 2f = 2g implica que f és infinita als
mateixos punts que g. En particular obtenim f = ¢g. Per tant a = b. O

A [7] es va provar que una nocié adequada de rang estable per elements del mo-
noide V(R) de classes d’isomorfisme de moduls (dreta) projectius finitament generats
sobre un anell R déna informacié sobre el rang estable per una amplia classe d’anells.
Farem s d’aquests fets per calcular el rang estable dels anells de multiplicadors.

DEFINICIO 4.1.4 [7] Sigui M un monoide, siguina € M in € N. Diem que a satisfa
la condici6 de n-rang estable si es compleiz el segiient: Sempre que na+h = a+y
per alguns h,y € M, llavors ezisteiz e € M tal que y = h+e i tal que na =a+e. FEl
rang estable de [’element a, que denotarem per sr(a) és U'enter positiu n més petit
tal que a satisfa la condicid de n-rang estable (si aquest n ezisteiz), o bé 0o (si aquest
n no ezisteiz).

La segiient Proposicié és coneguda. Una versié per ane.lls‘ es pot trobar a [7,
Section 3].
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ProprosiciO 4.1.5 Sigui M un monoide, 1 sigui a € M.

(1) Suposem que M és conic. Llavors sr(a) = 1 si, i només si, a cancella de les
sumes a M.

(2) Suposem que M és separatiu. Llavors sr(a) €s 1, 2 0 bé co.

DEMOSTRACIO: (1). Suposem que M és conic. Si a cancella de les sumes a M, llavors
clarament sr(a) = 1. Reciprocament, assumim que sr(a) = 1ique a+y =a+h
per alguns y, h € M. Llavors, existeix un element e € M tal que y = h + ¢ i tal que
a = a+e. Aplicant novament el fet que sr(a) =1 a la igualtat a +e = a + 0 obtenim
un element ¢’ € M tal que a = a+ €' i tal que 0 = e+ €'. Atés que M és conic, aix0d
implica que e = 0 i per tant y = h, com voliem.

(2). Ara suposem que M és separatiu i que sr(a) < n per algun n € N. Si
2a + h = a + y per elements h,y € M, aleshores afegint (n — 1)y a aquesta igualtat
obtenim na+(a+nh) = a+ny. Com que sr(a) < n, existeix e € M tal que na = a+e
i tal que ny = (a + nh) + e, d’on deduim que a < ny. Apliquem ara [7, Lemma 2.1
(iv)] a 'equacié a+ (a+ h) = a +y, i concloem que a + h = y. Per tant sr(a) < 2. O

TEOREMA 4.1.6 Sigui A una C*-dlgebra simple (sense unitat), separable, amb rang
real zero i amb sr(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat, i que
M(A) té rang real zero. Llavors st(M(A)) =2 si i només si A té escala finita pero
no continua; i st(M(A)) = oo si i només si A té escala continua o bé si 'escala no
és finita. '

DEMOSTRACIO: Si A és elemental, aleshores és ben conegut que sr(M(A)) = oo
(vegeu [79, Proposition 6.5], aixi com el comentari fet a I'inici de la seccié). D’altra
banda, I'escala en aquest cas és infinita. Podem suposar doncs que A no és elemental.

Pel Lema 4.1.3, 'algebra M(A) és separativa. Per tant els tinics possibles valors
pel rang estable dels elements del monoide V(M(A)) sén 1, 2 o bé oo, d’acord amb
la. Proposicié 4.1.5 (2). Notem que M(A) és un anell d’intercanvi, en el sentit de
[90], perqué té rang real zero (vegeu [7, Theorem 7.2]). Per tant, el rang estable de
M(A) és igual al rang estable de I'element [144)) € V(M(A)), per [7, Theorem
3.2]. Fixem u € V(A)* i posem d = sup ¢,(D(A)). Pel Teorema 2.3.17, existeix un
isomorfisme de monoides ¢ entre V(M(A)) i V(A) UWE(S,) tal que o([Lra)]) = d.
Per tant sr{l )] = sr(d).

Observem que sr(d) > 2. Per veure aix0, caracteritzem els elements de V(A4) U
WE(S,) amb rang estable 1 com els elements de V(A). Com que V(A4) LU W4(S,)
és un monoide conic, un element té rang estable 1 si, i només si, cancella de les
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sumes a V(A) UWE(S,), per la Proposicié 4.1.5 (1). Sigui € V(A) i suposem que
Z 4+ f = z + ¢ per algunes funcions f, g € W4(S,). Llavors f és infinita exactament
g ho és, isi f(s) < oo per algun s € S, aleshores s(z) + f(s) = s(z) + g(s), d’on
tenim que f(s) = g(s). Per tant f = g. Suposem, reciprocament, que sr(z) = 11 que
x ¢ V(A). Llavors z € W4(S,). Prenem un element z € V(A)* qualsevol, i observem
que z + z = ¢,(2) + z, la qual cosa contradiu el fet que z cancella de les sumes a
V(A) LU WES,). Com que d ¢ V(A), concloem que sr(d) > 2.

Suposem ara que A té escala finita pero no continua. Llavors djs,s, és finita i
d no és continua. Per veure que sr(d) = 2, és suficient comprovar que d satisfa la
condicié de 2-rang estable. Suposem que per alguns y,h € V(A) LU W4(S,), tenim
que 2d+ h =d+y. Siy € V(A), llavors la igualtat 2d + h = d + ¢, (y) ens diu que
d+h = ¢u(y), 1 aixo implica que d és continua, una contradiccié. Per tant y ¢ V(A),
i en aquest cas (d + h)jg,s, = Yjo.5,, d’on deduim que d 4- h = y i per tant acabem
si escollim e = d. En conseqiiencia sr(d) < 2 i com que, pel que hem provat abans,
sr(d) > 2, tenim que sr(d) = 2. Per tant sr(M(A4)) = 2.

Reciprocament, suposem que sr(M(A)) = 2. Llavors sr(d) = 2. Si d és una funcié
afi 1 continua, aleshores d és fitada, de manera que d < (m+1)¢,(u) per algun m € N.
Sigui z = mu i notem que 0 K d K @y(z) +1 = ¢y(x +u). Sigui y = z+u i escollim
h € Aff(S,)*" tal que d + h = ¢,(y). Llavors 2d + h = d+ ¢,(y) = d+y, i
com que h ¢ V(A), no hi ha cap e € V(A) UWZ(S,) satisfent y = h + e. Per
tant d no satisfa la condicié de 2-rang estable, la qual cosa és una contradiccié. Si,
d’altra banda, existeix s € 0.5, tal que d(s) = oo, distingim dues possibilitats: en
primer lloc, si djs,g, és idénticament infinita, llavors és facil veure que sr(d) = oo
(ja que en aquest cas W4(S,) = LAff(S,)*t), i per tant d no satisfa la condicié
de 2-rang estable, contradient la nostra hipotesi; en segon lloc, si djs,s, és finita en
- algun punt per6 d(s) = oo, llavors usant les técniques del Corollari 3.2.22 existeix
y € W¥(Sy) amb y(s) = 1/2 i tal que yjrsp = (d + 1)jsy, on {s}' denota la cara
complementaria de {s} dins S,. Per tant 2d + h = d+ y, amb h = 1. Si existis un
element e € V(A)UWE(S,) tal que y = h+e, llavors en particular 1 < y, la qual cosa
és impossible ja que y(s) = 1/2. Per tant d no satisfa la condicié de 2-rang estable, i
aixo contradiu la nostra hipotesi que sr(d) = 2. ‘

Es clar que les condicions complementaries caracteritzen les algebres de multipli-
cadors amb rang estable infinit. O

Zhang va provar a [93, Corollary 1.6] que, si A és una C*-algebra simple amb o-
unitat, rang real zero i amb escala continua (és a dir, el quocient M(A)/A és simple),
llavors M(A)/A conté dues isometries amb rangs ortogonals, i per tant en particular
st(M(A)/A) = oo, per [79, Proposition 6.5]. El segiient Corollari tracta el cas en
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que M(A)/A no és simple.

COROLLARI 4.1.7 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable i no elemental. Suposem
que A té rang real zero, st(A) =1, i que V(A) és estrictament no perforat. Assumim

que RR(M(A)) = 0. Llavors st(M(A)/A) = 2 si, i només si, st(M(A)) = 2.

DEMOSTRACIO: Suposem que sr(M(A)) = 2. Llavors st(M(A)/A) < st(M(A)) =
2, per [79, Theorem 4.3]. Com que tota projeccié de M(A)/A és infinita ([93, The-
orem 1.3 (a)]) tenim que V(M(A)/A) no és cancellatiu, i per tant concloem que
st(M(A)/A) = 2.

Reciprocament, suposem que sr(M(A)/A) = 2. Com que sr(4) = 1, tenim que

st(M(A)) < max{sr(4), st(M(A)/4)+ 1} =3,

usant [79, Corollary 4.12]. Atés que el rang estable de M(A) és finit, concloem a
partir del Teorema 4.1.6 que st(M(A)) = 2. O

QUESTIO: 4.1.8 Es possible suprimir la hipotesi que RR(M(A)) = 0 al Teorema |
4.1.62

A banda de millorar el resultat en si, una resposta afirmativa a aquesta pregunta
permetria, possiblement, establir un fet similar per anells de multiplicadors d’anells
regulars. A més, i seguint [19, Proposition 1.2] (vegeu també la seccié 2 del capitol
de preliminars), obtindriem fites per al rang real de M(A): en cas que 'escala fos
finita i no continua, tindriem que RR(M(A)) < 3.

La prova del Teorema 4.1.6 estableix, de fet, el segiient: si fixem un element u €
V(A)* i definim d = sup ¢,(D(A)), aleshores fent servir que hi ha un isomorfisme de
monoides ¢ : V(M(A)) — V(A)UWE(S,) tal que p([Lrea)]) = d, pel Teorema 2.3.17,
veiem que sr(d) = 2 si, i només si, d és finita i no continua, i sr(d) = oo en altre cas.
Ara bé, tenint en compte que sempre sr(M(A)) > sr([1a(a)]) (vegeu, per exemple
[7]), concloem que de fet si I’escala de A és infinita, aleshores sr(M(A)) = oo, mentre
que si st(M(A)) = 2, llavors sr(d) = 2 i per tant I'escala de A és finita i no continua.
Per tant, respondre afirmativament la Qiiesti6 4.1.8 equival a provar, sota les hipotesis
del Teorema 4.1.6, i sense suposar que RR(M(A)) = 0, que si I’escala de A és finita
i no continua, aleshores sr(M(A4)) = 2.
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4.2 Riquesa d’extrems de ’algebra de multiplica-
dors i de la corona

En aquesta secci6 introduirem la nocié de riquesa d’extrems i en donarem algunes
caracteritzacions, segons [21]. També ressaltarem el comportament de la riquesa d’ex-
trems a través d’extensions, d’acord amb els resultats de [21] i [55]. Posteriorment,
usarem aquests fets per a examinar la riquesa d’extrems de 1’algebra de multiplica-
dors i de la corona, en termes de les quasitraces extremes infinites. Els resultats
que obtindrem, que en determinades situacions generalitzen resultats coneguts per
algebres AF (vegeu [55, Section 4]), permeten analitzar la riquesa d’extrems en un
gran nombre de casos que no havien estat considerats previament.

Si A és una C*-algebra, denotarem per A, la bola unitat tancada de A. Clarament,
A és un subconjunt convex de A. Denotarem per €(A) el conjunt dels punts extrems
de A;. Parlarem, fent abis de llenguatge, dels extrems de A, referint-nos als extrems

de Al.

Proposicid 4.2.1 [72, Proposition 1.4.7] Sigui A una C*-dlgebra. Aleshores E(A)
és el conjunt d’elements x € A tals que (1 — zz*)A(l — z*z) = 0. En particular, zz*
1 2*1 son projeccions. O

DEFINICIO 4.2.2 [21, Section 1] Sigui A una C*-dlgebra amb unitat. Un element
1z € A es diu quasi-invertible si £ € A7'E(A)A™ (equivalentment, i per [21,
Theorem 1.1], si existeizen dos ideals tancats ortogonals I,J de A tals que x + I és
invertible per l'esquerra a A/I i x + J és invertible per la dreta a A/J). Denotem
per Aq‘1 el conjunt dels elements quasi-invertibles.

DEFINICIO 4.2.3 [21, Section 3] Diem que una C*-dlgebra A amb unitat té riquesa
d’extrems si A;l és dens en A. Si A no té unitat, aleshores diem que A té riquesa
d’extrems si, i només si, A t€ riquesa d’extrems.

Una nocié equivalent es pot trobar a:

TEOREMA 4.2.4 ([20, Section 6], [21, Section 3]) Sigui A una C*-dlgebra. Aleshores
A té riquesa d’extrems si, i només si, Ay = conv(E(A)). O

Es convenient contrastar aquest resultat amb [72, Proposition 1.1.12}, on es prova
que en una C*-algebra A qualsevol amb unitat, A; és la clausura de ’embolcall convex
dels unitaris de A (i, clarament, els unitaris s6n extrems).

D’entre els exemples de C*-algebres que tenen riquesa d’extrems destaquem en

primer lloc les algebres de von Neumann i les AW*-algebres ([21, Section 3]).
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REMARCA 4.2.5 ([18], [21]) Sigui A una C*-dlgebra. Aleshores:

(a) sr(A) =1 si, : només si, A té riquesa d’extrems 1 QE(Z) = M(ﬁ)
(b) Si A és simple, aleshores A té riquesa d’extrems si, i només si, és o bé purament
infinita o bé té rang estable 1.

DEMOSTRACIO: (a). Clarament, podem suposar que A té unitat. Si A té riquesa
d’extrems i €(A4) = U(A), aleshores 4,1 = ATU(A)A™" = A™" és dens en A, de
manera que sr(A) = 1. Reciprocament, si sr(A) = 1, aleshores A té riquesa d’extrems
ja que A C A1 D’altra banda, [20, Proposition 10.2] implica que €(A4) = U(4).

(b). Si A és purament infinita i simple, aleshores A té riquesa d’extrems, per [55,
Lemma 3.3] (vegeu també [75], [82]), i per I'apartat anterior, A té riquesa d’extrems
si sr(A) = 1. El reciproc és [20, Corollary 10.5]. O

Si A és una C*-algebra commutativa, és a dir, si existeix un espai topologic com-
pacte de Hausdorff X tal que A = C(X), aleshores, atés que tot extrem és clarament
unitari concloem per la Remarca 4.2.5 (a) que A té riquesa d’extrems si, i només si,
dim X < 1. |

Les construccions naturals fetes a partir de C*-algebres amb riquesa d’extrems
formen noves C*-algebres amb riquesa d’extrems. Aixi, com es veu a [21, Theorem
3.5], tot quocient, tota suma directa, tot producte directe i tota C*-subalgebra he-
reditaria d’una C*-algebra amb riquesa d’extrems també té riquesa d’extrems. Aixi
mateix, i per [21, Theorem 4.5], si A té riquesa d’extrems, aleshores M, (A) té riquesa
d’extrems per a tot n € N.

Com al cas de les C*-3lgebres amb rang real zero (vegeu [19, Theorem 3.14], i
també [98, 3.2]), el comportament de la riquesa d’extrems en extensions depén de
poder “pujar” certs elements dels quocients de 1’algebra; en aquest cas, cal pujar
isometries parcials extremes dels quocients a isometries parcials extremes. Enunciem
tot seguit aquest resultat i algunes de les seves conseqiiencies:

TEOREMA 4.2.6 ([21, Theorem 6.1 (i) & (iv)]) Sigui A una C*-dlgebra amb unitat,
i J un ideal tancat de A. Aleshores A té riquesa d’extrems si, i només si, J i AJJ
tenen riguesa d’extrems, €(A/J) = (€(A) + J)/J i a més €(A)+J C (A;})~. O

COROLLARI 4.2.7 ([21, Corollary 6.3]) Sigui J un ideal de rang estable 1 d’una C*-
algebra A. Aleshores A té riquesa d’extrems si, i només si, A/J té riquesa d’extrems

i €(A)J) = (€(4) + J)/J. O

TEOREMA 4.2.8 ([55, Theorem 8.6]) Sigui A una C*-dlgebra, i sigui J un ideal
essencial 1 tancat de A que és purament infinit i simple. Aleshores A té riquesa
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d’extrems si, 1 només si, A/ J t€ riquesa d’extrems i €(A/J) és format per isometries
1 co-1sometries. O

QUESTIO: 4.2.9 Si A és una C*-dlgebra, sota quines condicions té l’dlgebra de mul-
tiplicadors M(A) riquesa d’extrems? I M(A)/A?

Aquest problema ha estat abordat recentment i amb cert &xit a [55], per C*-
algebres purament infinites i simples 1 per certes classes d’algebres AF. En el que
segueix estendrem aquests resultats a la classe amb que hem estat treballant al llarg
dels capitols anteriors, eliminant en molts casos hipotesis supérflues que s’assumeixen
a [55].

Amb P'objectiu de clarificar I'exposicié, enunciem explicitament un fet que és usat
a [55], per provar un dels resultats principals ([55, Theorem 4.9}).

LEMA 4.2.10 Sigut A una C*-adlgebra amb unitat. Suposem que A €s un anell primer
1 que existeizen ideals mazimals diferents J;, per i = 1,2, tals que cada projeccio de
A/ J; és infinita. Aleshores A no té riquesa d’extrems.

DEMOSTRACIO: Considerem la segiient C*-successi6 exacta:
0—)<J10J2)—)A'—>A/(J10J2)—)0,

i notem que A/(J1NJy) = Ji/(JiN)®Jo/(JiNJs), aixi com que J; /(J1NJe) =2 A/ J,
iJo/(JinJp) & A/J;. Com que cada quocient A/J; és simple, els extrems respectius
sén isometries o co-isometries. A més, atés que tota projeccié de J;/(J1 N J2) és
infinita, veiem que J;/(J1 N Jy) conté isometries (i per tant co-isometries) no trivials,
per a ¢ = 1,2. Finalment, com que els extrems d’una suma directa sén exactament
la suma directa dels extrems de cada un dels sumands, veiem que A/(J; N Jp) conté
un extrem que no és ni una isometria ni una co-isometria, de manera que no es pot
pujar a un extrem de A, ja que A és prlmer Pel Teorema 4.2.6, A no té riquesa
d’extrems. O ,

Estudiem ara la riquesa d’extrems del cas elemental. Suposem que A =2 K(H)
per un espai de Hilbert H separable i de dimensié infinita. Aleshores M(A)/A =
B(H)/K(H) és purament infinita i simple, d’on per la Remarca 4.2.5, M(A)/A té
riquesa d’extrems. D’altra banda, per [55, Theorem 2.3], hi ha una isometria de
B(H)/K(H) que no es pot pujar ni a una isometria, ni a una coisometria, de B(#).
Ates que B(H) és primer i pel Teorema 4.2.6, tenim que M(A) no té riquesa d’ex-
trems.

A [55, Theorem 4.9], es prova que si A és una algebra AF simple, separable i tal que
A®K(H) té almenys dues traces extremes semifinites, aleshores M(AQK)/(A®K)
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no té riquesa d’extrems. D’altra banda, a [65, Proposition 4.13] s’estableix que si
A és una algebra AF' simple, separable (sense unitat), amb un nombre finit de tra-
ces extremes semifinites, de les quals almenys dues sén infinites, aleshores M(A)/A
no té riquesa d’extrems. Ambdues classes d’algebres poden ésser estudiades amb
els metodes que hem desenvolupat. El segiient Teorema amplia, en gran mesura, el
nombre de casos en que la riquesa d’extrems de I’anell corona pot ésser examinada,
sense haver de distingir si 1'Algebra, és estable o no, i generalitzant doncs de manera
important els resultats citats anteriorment. A la vegada, donem una resposta afirma-
tiva a la pregunta implicita plantejada a [55, Remark 4.19]: Si A té un nombre infinit
de quasitraces extremes, té la corona riquesa d’extrems? En cas que cap d’elles sigui
infinita, la resposta sera afirmativa (completant en certa forma [55, Theorem 4.1],
on es tracten alguns casos estables fora de la nostra classe), mentre que si almenys
dues s6n infinites, aleshores la resposta és negativa. El cas en que tan sols hi ha una
quasitraga extrema infinita sera tractat més endavant. ‘

TEOREMA 4.2.11 Sigui A una C*-dlgebra siMple, separable (sense unitat), amb rang
real zero i sr(A) = 1. Suposem que A no és elemental i que V (A) és estrictament no
perforat. Sigui p € A una projeccid no zero. Aleshores:

(a) Si A té escala finita i M(A) té rang real zero, llavors M(A)/A té riquesa
d’extrems.

(b) Si A té almenys dues quasitraces extremes infinites a Qp, aleshores M(A)/A
no t€ riquesa d’extrems.

DEMOSTRACIO: (a). Considerem l'ideal L(A), introduit a la Proposicié 3.2.2, i
recordem que és el minim ideal tancat no zero de M(A) tal que conté propiament
A. Notem que L(A)/A és un ideal tancat essencial de M(A)/A, i que és purament
infinit i simple. Si A té escala finita, tenim pel Teorema 3.2.25 que M(A)/L(A) té
rang estable 1. Per la Remarca 4.2.5 (a), aixd implica que M(A)/L(A) té riquesa
d’extrems i que E(M(A)/L(A)) = U(M(A)/L(A)). Pel Teorema 4.2.8, concloem
que M(A)/A té riquesa d’extrems.

(b). Sigui ¢ el cardinal de quasitraces extremes infinites a 'espai @,. Per hipotesi
¢ > 2. Apliquem els Teoremes 3.4.15 i 3.4.18 per obtenir almenys ¢ ideals tancats ma-
ximals i diferents a M(A)/A. A més, el quocient de M(A) per qualsevol d’aquests ide-

_als és una C*-lgebra purament infinita i simple (vegeu, a més, la Proposicié 3.4.17).

D’altra banda, I'ideal L(A)/A és el minim ideal tancat i no nul de M(A4)/A, de mane-
ra que la corona és un anell primer. Per tant, estem en les hipotesis del Lema, 4.2.10,
d’on concloem que M(A)/A no té riquesa d’extrems. O
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REMARCA 4.2.12 A la demostracid del Teorema anterior, hem utilitzat el fet que
Palgebra corona M(A)/A és un anell primer. Val a dir que aizo no és cert en gene-
ral, en el cas que l’algebra de la qual partim sigui un anell primer. En efecte, sigui
A una C*-dlgebra simple i sense unitat tal que M(A) conté almenys dos ideals ma-
zimals tancats diferents Iy, I (exzemples d’aquest tipus existeizen seguint les linies de
VEzemple 8.2.9). Sigui J = I 1,. Aleshores J és un anell primer i M(J) = M(A).
Per tant M(J)/J conté dos ideals no trivials, que son I;/J peri = 1,2, el producte
dels quals és zero.

Hem deixat pendent al Teorema 4.2.11 el cas en que la C*-algebra té exacta-
ment una quasitracga extrema infinita. A [55, Proposition 4.18], es prova que si A
és una algebra AF simple, separable (sense unitat), amb un nombre finit de tra-
ces extremes de les quals exactament una és infinita, aleshores M(A)/A té riquesa
d’extrems. L’objectiu de la resta de la seccié és establir extensié d’aquest fet al
cas en que A és simple, separable, amb rang real zero i rang estable 1, i amb V(4)
estrictament no perforat. Eliminarem a més la hipotesi que A tingui un nombre fi-
nit de (quasi)traces extremes. Contrariament al que podria semblar, perd, aquesta
~ extensié no és directa, siné que la riquesa d’extrems de M(A)/A quan A té exacta-
ment una quasitraga extrema infinita dependra de la naturalesa d’aquesta quasitraca.
Necessitarem primer uns resultats que ens permetin “pujar” isometries d’'un quoci-
ent de forma satisfactoria, i amb aquest objectiu I'aplicacié index de Teoria K ens
sera d’utilitat, per la qual cosa en recordem la definicié i alguna propietat basica.
Si A és una C*-algebra amb unitat qualsevol i n € N, denotem per p, la projeccié
diag(1,...,1,0,...), que és una projeccié a My(A) per a k > nia My (A). Notem

n

que de fet p, = > e;.
=1

'DEFINICIO 4.2.13 ([91, Definition 8.1.1]) Sigui A una C*-algebra amb unitat, sigui
J un ideal tancat de A i prenem un element x € K1(A/J). Siguiu € Up(A/J) tal que
T = [u], 1 sigui v € Up(A/J) tal que diag(u,v) és homotop-a 1 € Uy, (A/JT) (es pot
agafar, per exemple, v = u* i utilitzar [91, Theorem 4.2.9]). Sigui w € Upyx(A) tal
que m(w) = diag(u,v), on 7 és aplicacid natural de pas al quocient (aquest element
ezisteiz en virtut de [91, Corollary 4.3.3]). Definim aplicacié index

§: Ky(A/J) — Kp(J)
per 6(z) = [wp,w*] — [pa].

Es demostra a [91, Proposition 8.1.3, Theorem 8.2.1] que I'index és un morfisme
de grups ben definit i que a més, si J és un ideal de A, la segiient successié és exacta
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a tot arreu:
Ki(J) = Ki(A) = K1(A)J) > Ko(J) = Ko(A) = Ko(A/J),
on les aplicacions diferents de I'index sén les naturalment induides per Ky i K;.

REMARCA 4.2.14 [91, Ezercise 8.C] Si l'unitari u € M, (A/J) puja, almenys, a una
isometria parcial v € M, (A) aleshores 'index es pot calcular com 6([u]) = [1 —v*v] —
[1—vo*].

v 1—vv*

*

1—v* v

DEMOSTRACIO: Definim en aquest cas 'unitari w = ( ) Notem

que w € My, (A). Es clar que m(w) = diag(u,u*). Un simple calcul mostra que

wpw* = vv* 0
P =0 1—0t )

d’on per la definicié d’index obtenim la conclusi6. O

LEMA 4.2.15 Sigui B una C*-algebra amb unitat, 1 sigut I un ideal tancat de B.
Sigui u una isometria de B/I, 1 denotem per w : B — B/I laplicacid natural.
~ Aleshores u es pot pujar a una isometria z € B si, ¢ només si, existeir una isometria
parcial v € B tal que 1 —v*v S 1 — vv* 4 tal que 7(v) = u.

DEMOSTRACIO: Si u es pot pujar a una isometria z € B, aleshores sols cal prendre
v = 2. Reciprocament, suposem que u = 7(v) per alguna isometria parcial v € B tal
que 1 —v*v <1 —vv*. Siguin p = v*v i ¢ = vv*. Aleshores existeix w € B tal que
1—p=w*wital que ww* < 1 — ¢. Clarament, podem suposar que v € ¢B i que
w € (1 —q)B. Ateés que 7m(v) = u, velem que m(w*w) = 0, és a dir, w € I. Sigui ara
z =v+w. Llavors 2*z = v*v + v*w + w*v + w*w = p+ (1 — p) = 1, de forma que 2
és una isometria, i tenim 7 (2) = 7(v) ='u, com voliem. O
Necessitarem el segiient: '

LEMA 4.2.16 Sigui B una C*-dlgebra amb rang real zero. Aleshores
Ky(B) = G(V(B)).

DEMOSTRACIO: Clarament, podem suposar que B no té unitat. Observem en primer
lloc que V(B) = lim V (pBp), variant p en el conjunt de projeccions de B. (En general,
el conjunt de projeccions de B no té per que ser dirigit, perd donades projeccions
p,q € B, existeix una projeccié 7 € B tal que |[p — pr||,|lg — ¢r|| < 1; deduim doncs
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que p,q S r, de manera que V(pBp) C V(rBr) i també V(¢Bq) C V(rBr).) Tenint
en compte ara que G és un functor continu de la categoria de monoides a la categoria
de grups, obtenim que G(V(B)) = imG(V(pBp)). D’altra banda, G(V(pBp)) =
Ky(pBp), atés que pBp si té unitat. Resta provar, doncs, que Ky(B) = lim Ko(pBp).

Observem ara que si p € M,(B™T) és una projeccid, aleshores existeix r < n i
existeixen projeccions g,h € My (B) amb g < 1,, tals que p ~ (1, — g) ® h. (Aqui
1, denota la unitat de M,(C).) Aix0 es desprén de [42, Lemma 10.3] (vegeu també
la demostracié [5, Lemma 3.4]). Aplicant la propietat de refinament a la igualtat
(1, — g) + g = 1,, obtenim projeccions muituament ortogonals pi,...,p, € B i
projeccions ¢i,...,q, € B tals que 1 = p; + ¢; per a tot ¢, i tals que g ~ iqi,

=1

i~ (l—q)+...+
1

T 7
mentre que 1, — g ~ Y. p;. Aixi, obtenim que 1, — g ~
=1 .

(1-gq,) ~ 1, — 3 ¢. Utilitzant aquest fet i que V(B) = limV(pBp), com hem
=1 :

observat abans, concloem que V (BT) = limV((pBp)*). D’altra banda, si denotem
per 7 : Bt — C i per m, : (pBp)t — C, amb p € B, les projeccions naturals,
aleshores tenim V (m,) = V(1) oV (3), on 4 : (pBp)T — BT és la inclusié natural.

Usant novament la continuitat de G, obtenim que Ko(B*) = lim Ko((pBp)*), i
també que G(m,) = G(m) o G(i). D’aixd concloem que Ko(B) = lim Ko(pBp), com
voliem. O

PRoOPOSICIO 4.2.17 Sigui B una C*-dlgebra amb unitat, ¢ sigui I un ideal tancat
bilateral de B. Siguin v € U(B/I), i denotem per w : B — B/I Uaplicacid de pas al
quocient. Si RR(I) = 0 1 el monoide V(I) és cancellatiu, aleshores lunitari u es pot
pujar a un unitari de B (respectivament, a una isometria propia, a una co-isometria
propia) si, 1 només si, 0[u] = 0 (respectivament, 6[u] < 0, 6[u] > 0).

DEMOSTRACIO: Si u es pot pujar a una isometria parcial v € B a través de T,
aleshores per la Remarca 4.2.14 I'index es pot calcular com §([u]) = [l—v*v]—[1—vo*].
Suposem que 'unitari u es pot pujar a un unitari (respectivament, a una isometria
propia, a una co-isometria propia) v € B. Aleshores, es desprén immediatament del
paragraf anterior que §[u] = 0 (respectivament, 6[u] < 0, d[u] > 0).
Reciprocament, notem primer que de fet podem pujar « a una isometria parcial
v € B, atées que RR(I) = 0 (vegeu, per exemple, la demostracié de [28, Lemma 2.6],
o també [5, Lemma 2.1]). Si 6[u] = 0, aleshores [1 —v*v] = [1 —vv*] a. Ko(I). Usant el
Lema 4.2.16, i ates que V(I) és un monoide cancellatiu, obtenim que 1—v*v ~ 1 —vv*
a I. Per tant, existeix un element w € I tal que 1 — p = w*w i tal que 1 — ¢ = ww*,
x

on p = v*'viqg=ovv* Sigui z = v+ w. Aleshores, per un calcul similar al del
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Lema 4.2.15, tenim 2*z = 2z2* = 1 i també 7(z) = w(v) = u, d’on veiem que u es pot
pujar a un unitari.

Si ara d[u] < 0, aleshores 1 — v*v < 1 — vv*, de manera que pel Lema 4.2.15, u es
pot pujar a una isometria z € B, que és propia ateés que u no és un unitari. Procedim
de manera similar si 6{u] > 0, per a obtenir una co-isometria. O

El segiient Lema és una conseqiiéncia dels métodes que hem desenvolupat al
capitol anterior:

LEMA 4.2.18 Sigui K un simplex de Choquet metritzable, i siguin f, g, h,d € LAfF(K)
funcions estrictament positives tals que f + g = f+ h = d. Suposem que existeir
8 € 0K tal que d(z) = oo (per a z € 8.K) si, i només si, x = 5. Suposem que gjs,x
és una funcid finita.

(a) Si hjg,x és també una funcid finita i g(s) < h(s), aleshores emisteiz w €
LAff(K)* 4 existeiz un nombre k € N tals que g +k = h + w 1 tals que
w+d=k+d. ’

(b) Sih(s)=o001i{sY, la cara complementiria de s, €s una cara tancada, aleshores
eristeiz w € LAf(K)™ i existeiz un nombre k € N tals que g+ w = h+k ¢
tals que w+d =k + d.

DEMOSTRACIO: Ates que gjs,x és finita, obtenim immediatament que f(s) = oo i
que 9)a,x\{s} = Mo, kx\{s}-

(a). Sigui a = h(s)—g(s) i prenem k € N tal que k > a. Per un argument semblant
al que hem usat a la Proposicié 3.2.19 (vegeu també la Proposicié 3.5.7), existeix una
funcié w afi i semicontinua inferior tal que w(s) = k — a i tal que wy{;y = k. Notem
que (g+k)jo.x = (h+w)ja.x 1 que (w+d)ja,x = (k+d)js,x. Pertant g+k=h+w
i també w +d =k + d (pel Lema 3.5.6).

(b). Ates que {s}' és tancada, existeix w € LAff(K)** tal que w(s) = oo i tal
que wyg,y = k per algun enter positiu k (vegeu la demostracié de la Proposici6 3.5.4).
Aleshores (g +w)jg,x = (h+ k)ja.x 1 també (w +d)js,x = (k + d)}s,x, d’on concloem
que g +w = h + k, aixi com w +d =k + d (també pel Lema 3.5.6). O

ProrosICIO 4.2.19 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i sr(A) = 1. Suposem que A no és elemental i que V(A) és estrictament
no perforat. Sigui p € A una projeccidé no zero, i suposem que A té exactament una
quasitraga extrema infinita a Qp. Suposem també que el rang real de M(A) és zero.
Sigut I un ideal tancat qualsevol de M(A) tal que AGI C Ifin(A). Aleshores 6[u]
s 0 bé zero, o bé positiu, o bé negatiu, per a qualsevol unitari u € M(A)/I, on
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§: Ki(M(A)/I) = Ko(I/L(A)) és laplicacid indez. Per tant u es pot pujar sempre
a una isometria o a una co-isometria de M(A)/L(A).

DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(A), i posem d = sup ¢,,(D(A)). Denotem B =
M(A). Pel Teorema 2.3.17, existeix un isomorfisme de monoides ¢ : V(B) = V(A) L
WE(S,), tal que p([15]) = d. D’altra banda, com que l'espai @), té exactament una
quasitraga extrema infinita, concloem pel Teorema 3.3.17 que el conjunt 'y = {t €
0eSy | d(t) = oo} té un sol element, que denotem per s.

Siguin ¢ : B - B/Iim : B — B/L(A) les aplicacions naturals de pas al
quocient. Per la demostracié de [28, Lemma 2.6] (o també [5, Lemma 2.1]), existeix
una isometria parcial v € B tal que ¢(v) = u. Aleshores, tant 1 — v*v com 1 — vv*
pertanyen a I. Ates que u no és zero, observem en primer lloc que v ¢ A. Suposem
ara que 1 — v*v € A. Aleshores 6([u]) = —[7(1 — vv*)] <0, i una conclusié semblant
obtindriem si 1 — v*v € A. Per tant, podem assumir que 1 — v*v,1 — vv* ¢ A.
Siguin f = p([v*v]), g = ¢([1 — v*v]) i h = ¢([1 — vv*]), que per les reduccions que
hem fet sén funcions a W4(S,). Notem que f +g = f+ h = d, i que ambdues
funcions hjg,s, i gja.s, sOn finites, perqué g, h € I = ©(V(Iin(4))). Si g(s) = h(s),
aleshores ¢ = h i per tant 1 — v*v ~ 1 — vv* a I, de manera que §([u]) = 0.
Suposem que, en cas contrari, g(s) < h(s). Aleshores, pel Lema 4.2.18 (a) existeix
w € LAfF(S,)*" i existeix un nombre k € N tals que ¢+ %k = h+ w i tals que
w+d = k + d. Per tant, podem trobar projeccions no nulles p € My (L(A)) i
q € My (I) tals que p([p]) = k i tals que ¢([g]) = w, i a més (1—v*v)®p ~ (1—vv*)Dq.
Llavors, tenim que 7(1 — v*v) ~ 7(1 — vv*) @ 7(q) al quocient I/L(A), i deduim que
§([u]) = [r(1—=v*v)] = [7(1—vv*)] > 0. L’argument és similar en cas que h(s) < g(s).

Per la Proposici6 4.2.17, concloem que u es pot pujar sempre a una isometria o a
una co-isometria de M(A4)/L(A4). O :

PROPOSICIO 4.2.20 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i st(A) = 1. Suposem que A no és elemental i que V(A) és estrictament
no perforat. Sigui p € A una projeccié no zero, i suposem que A té exactament una
quasitraca ertrema infinita o Q,, que anomenem 7. Si RR(M(A)) = 0, aleshores
totes les isometries propies de M(A)/I;in(A) es poden pujar a isometries propies de
M(A)/L(A) si, i només si, la cara complementaria de {7} dins Q, és tancada.

DEMOSTRACIO: Sigui u = [p] € V(A), i posem d = sup ¢,(D(A4)). Denotem B =
M(A). Pel Teorema 2.3.17, tenim un isomorfisme de monoides ¢ : V(B) — V(4) U
W4(S,), tal que ¢([1p]) = d. Com abans, la quasitraga 7 es correspon, a través de
’homeomorfisme del Teorema 3.3.17 a I’inic punt s € 9,5, tal que d(s) = oco.
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Suposem en primer lloc que {s}, la cara complementaria de {s} al sfmplex S, no
és tancada i que totes les isometries propies de B/If;,(A) es poden pujar a isometries
propies de B/L(A). Ateés que totes les projeccions de B /I, (A) s6n infinites (vegeu
Proposicié 3.4.17), existeix una isometria propia u € B/Izn(A). Per hipotesi, podem
pujar u a una isometria propia v € B/L(A). D’altra banda, existeix una isometria
parcial z € B tal que m(z) = v, on 7 : B — B/L(A) és 'aplicacié natural (una
altra vegada per la demostracié de [28, Lemma 2.6], o bé (5, Lemma 2.1]). Per tant
1—2*2 € L(A) i també 1 — zz* ¢ Ifin(A). Com a la Proposicié 4.2.19, tenim que
z ¢ A, iamés en aquest cas 1 — zz* ¢ A. Podem suposar també que 1 — z*z ¢ A,
ates que la prova seria similar en cas contrari. Siguin f = ([z*2]), g = ¢([1 — 2*2])
i h = p([1 — 22*]). Aleshores f + g = f+ h =d. Com que d(s) = co i g és continua,
obtenim que f(s) = 0o. A més, ga,5.\(s} = Pja.s.\(s}- Notem també que F := E?
és la clausura de I’embolcall convex de 8.5, \ {s}, pel Lema 3.5.5, i que F és un
subconjunt compacte i convex de S, (vegeu [39, Proposition 5.1]).

Si s ¢ F, aleshores 9,F = 0,5, \ {s}, 1 atés que g i h sén funcions afins i
semicontinues inferiors obtenim que gr = hjr (pel Lema 3.5.6). D’altra banda, com
que {s}' no és tancada, existeix un punt z € F'\ {s}'. Notem que g(z) = h(z). Perd
z ¢ {s}, de manera que existeix « € (0, 1] 1 existeix ¢ € {s}' tals que z = as+(1—a)t,
i aix0 implica que h(z) = oo, la qual cosa és una contradiccié ja que g és continua.

Per tant s € F, i aixi tenim s = limy,, on (Ym) és una successio, els elements
de la qual pertanyen a l’embolcall con":/ex de 9,5, \ {s}. Per tant g(y) = h(ym)
per a tot m € N, i deduim que g(s) = lim g(ym) = li%n h(ym) > h(s), novament una
contradiccio. ' "

Reciprocament, assumim que {s}' és una cara tancada, i prenem una isometria
propia v € B/Ifin(A). Com abans, existeix una isometria parcial z € B \ A tal
que ¢(z) = u, on ¢ : B — B/Isn(A) és l'aplicacié natural. Per tant tenim que
1—2*z € Ifin(A) 1 també que 1—22* ¢ Ifin(A). Sil—z*z € A, aleshores 1 = 7(2)*n(z)
i1# 7(z)m(2)* ja que 1 — z2* ¢ I, (A). A més tenim que u = ¢(2) = 7(z), on el
darrer denota la classe de 7(z) modul If;,(A)/L(A). Veiem aixi que u es pot pujar
a una isometria (propia) de M(A)/L(A). Per tant podem suposar que 1 — 2"z ¢ A.
Siguin f = ¢([2*2]), g = ¢([1 — 2*2]) i h = ¢([1 — 22*]). Aleshores tenim que
f+9=f+h =ditambé que h(s) = co. Pel Lema 4.2.18 (b), existeix una
funci6 w € LAff(S,)*" i existeix un nombre k € N tals que g + w = h + k, aixi
- com w+d = k +d. Per tant, existeixen projeccions p € M (L(A)) i ¢ € My (B)
tals que k = o([p]) i w = ¢([q]), i a més (1 — 2*2) B g ~ (1 — 22*) ® p. Per tant
1 —m(2)*n(2) < 1—7(2)7w(2)*, i com abans u = ¢(z) = 7(2); concloem doncs pel
Lema 4.2.15 que u es pot pujar a una isometria (propia). O
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Ens concentrem ara en els punts extrems de M(A)/L(A), que sén, en la nostra
situacio, isometries i co-isometries.

LeMA 4.2.21 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb rang
real zero i st(A) = 1. Suposem que A no és elemental i que V(A) és estrictament
no perforat. Sigui p € A una projeccid no zero, 1 suposem que A té exactament una
quasitraga extrema infinita a Q. Si L(A) té rang real zero, aleshores €(M(A)/L(A))
és format unicament per isometries o co-isometries.

DEMOSTRACIO: Posem u = [p] € V(A), i escrivim d = sup ¢,(D(A)). Com abans, si
posem B = M(A), tenim un isomorfisme de monoides ¢ : V(B) — V(A)UWI(S,) tal
que ¢([15]) = d (Teorema 2.3.17), i existeix un tnic punt s € 3,5, tal que d(s) = oco.

Siguiv € €(B/L(A)). Aleshores (1—v*v)(B/L(A))(1—vv*) = 0, per la Proposicié
4.2.1, i v és una isometria parcial. Suposem que v no és ni una isometria, ni una co-
isometria. Triem una isometria parcial z € B \ A tal que 7(2) = v, on 7 : B —
B/L(A) és I'aplicaci6 natural. Llavors (1 — 2*2) B(1 — zz*) C L(4). Denotem per I i
J els ideals tancats de B generats respectivament per 1 — z*z i per 1 — z2*. Aleshores
1J C L(A). D’altra banda, tenim que AGT,J atés que v no és ni una isometria, ni
una co-isometria. Per tant L(A) C I,.J i concloem que L{(A) =1J =1nJ.

Clarament, tant 1 — z*z com 1 — zz* no pertanyen a A. Siguin f = ¢([z*2]),
g=@([1—2*2]) 1 h = p([1 — 22*]). Novament tenim f+ g = f+h = d, d’on deduim
que g = h sobre 8.5, \ {s}. D'altra banda, posem :

L=VAU{LeWHS) | fi+fo= ng per alguna f; € W(S,) i algun n € N},

P'ideal d’ordre de V(A)LIWY(S,) generat per la funcié g. Analogament definim I'ideal
d’ordre I,. Notem que o(V(I)) = I, i que o(V(J)) = I.
Com que I N J = L(A), tenim que

I, N I = o(V(I) AV () = 9(V(L(4))) = V(4) L AF(S,)*.

Notem que g,h ¢ Aff(S,)*", perqué v no és ni isometria, ni co-isometria. Per tant
g # h. En cas contrari, tindriem I, = I, N I;, = V(A4) U Aff(S,)*™, i per tant g
seria continua. Suposem que g(s) = oo i1 que h(s) < oo. Aleshores g + h = 2g,
d’on concloem que I, C I,, de manera que h seria continua, la qual cosa és una
contradiccio.

Aixo implica que g(s), h(s) < co. Suposem doncs que h(s) < g(s). Sigui n > 2
tal que nh(s) > g(s). Per un argument semblant al de la Proposicié 3.2.19 (vegeu
també la demostracié de la Proposicié 3.5.7), existeix una funci6 f' € LAff(S,)* tal
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que f'(s) = nh(s) — g(s) i tal que f'i,;y = (n — 1)gysy. Llavors f'+ g = nh, i per
tant I, C I, i obtenim novament contradiccié ja que g no és continua.

Concloem doncs que qualsevol punt v € €(B/L(A)) és necessariament una iso-
metria o una co-isometria. O

REMARCA 4.2.22 El resultat anterior seria tmmediat si M(A)/L(A) fos un anell
primer. Destaquem que, en general, aizo no és cert.

DEMOSTRACIO: Sigui A una C*-algebra AF simple, separable, i sigui p € A una
projeccié no zero tal que si u = [p] € V(A), aleshores 0.5, = [—1,1]. A més prenem
A tal que la seva escala d val 2 a l'interval [—1,0) i tal que d(z) = 1/(1—xz) siz € [0, 1].
(L’existéncia d’aquest exemple estd garantida seguint les linies de I’Exemple 3.2.9.)
Aleshores A té tan sols una quasitraca extrema infinita. Definim f € W¥(S,) com 1
a [~1,1) i posem f(1) = 1/2. Definim també g € W¢(S,) com 1 a linterval [—1,0)
i com 1/2 a linterval [0,1]. Aleshores, si denotem per Iy i per I, els ideals d’ordre
generats per f i per g respectivament, és clar que I;NI, = V(A)UC[—1,1]*", mentre
que Iy # V(A)UC[-1,1]* i també I, # V(A) U C[-1,1]**+. O

Arribem aixi al punt en que podem examinar amb precisi6 la riquesa d’extrems
de I’dlgebra corona d’una C*-algebra simple amb exactament una quasitraca extrema
infinita.

TEOREMA 4.2.23 Sigui A una C*-adlgebra simple, separable (sense unitat), amb rang
real zero 1 st(A) = 1. Suposem que A no és elemental © que V(A) és estrictament
no perforat. Sigui p € A una projeccid no zero, i suposem que A té exactament una
quasitraga extrema infinita a Q,, que denotem per 7. Si RR(M(A)) = 0, aleshores
les segiients condicions son equivalents: '

(a) M(A)/A té riquesa d’extrems;.
(b) La cara complementaria de {7} és tancada a Qp;

(¢) L’ideal I,(A) no és establement cofinit.

DEMOSTRACIO: Posem B = M(A). Observem primer que L(A)/A és un ideal tancat
i essencial de B/A, que a més és purament infinit i simple. Llavors, pel Teorema 4.2.8,
B/A té riquesa d’extrems si, i només si, B/L(A) té riquesa d’extrems i &(B/L(A))
és format tinicament per isometries i co-isometries. L iltima condicié és automatica,
gracies al Lema 4.2.21. Per tant B/A té riquesa d’extrems si, i només si, B/L(A) té
riquesa d’extrems.
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Com que I, (A)/L(A) té rang estable 1 (vegeu la Proposicié 3.4.13), deduim del
Corollari 4.2.7 que B/L(A) té riquesa d’extrems si, i només si, B/I;,(A) té riquesa
d’extrems i les isometries parcials extremes de B/Iy;,(A) es poden pujar a les de
B/L(A). Notem que B/If;,(A) és purament infinita i simple, i per tant té riquesa
d’extrems, per la Remarca 4.2.5 (b). Per tant B/A té riquesa d’extrems si, i només
si, les isometries parcials extremes de B/I;;,(A) es poden pujar a les de B/L(A), i
aquesta tltima condicié val si, i només si, la cara complementaria {7} de 7 a Q,
és una cara tancada, per les Proposicions 4.2.19 1 4.2.20. Hem provat doncs que
(a) & (b).

L’equivaléncia entre (b) i (¢) és una conseqiiéncia directa de la Proposicié 3.5.9. O

COROLLARI 4.2.24 Sigut A una C*-dlgebra separable (sense unitat), simple, amb
rang real zero i st(A) = 1. Suposem que A no és elemental i que V(A) és estrictament
no perforat. Sigui p € A una projeccid no zero, i suposem que A té exactament una
quasitraca extrema infinita T a Qp. Si RR(M(A)) = 0 i 0.0, és un espai compacte,
aleshores M(A)/A té riquesa d’extrems si, © només si, 7 és un punt aillat a 0.Q)p.

DEMOSTRACIO: Pel Teorema 4.2.23, sols hem de veure que {7} és aillat a 8,Q),, si, i
només si, la cara complementaria de {7} a @, és tancada.

Sigui w = [p] € V(A), i sigui d = sup ¢,(D(A)). Pel Teorema 3.3.17 existeix un
homeomorfisme afi « : @, — Sy, 1 si s = a(r), aleshores s € 0,5, és I'inic punt
extrem on la funcié d es fa infinita. Hem de veure, doncs, que {s} és aillat a 8,5, si, i
només si, {s}' és una cara tancada. Notem que {s} és aillat si, i només si, 9.5, \ {s}
és tancat. : v

Per [39, Corollary 11.20}, hi ha un homeomorfisme afi 3 entre S, i M (8.S,) tal
que B(t) =g, per t € 8,5, 1 on &; € M (8,S,) és la mesura concentrada en el punt
t.

Suposem que {&,} és una cara tancada a M;'(8.S5,). Per [39, Proposition 5.25],
existeix un tancat X C 0,5, tal que

{es} = o(X) = {p € M{"(0:Su) | p(X) =1}.

De fet, a la demostracié d’aquest resultat, es veu que X = {t € 8.5, | &: € {es}'},
d’on és clar que X = 8.5, \ {s}. Per tant, 3.5, \ {s} és tancat.

Reciprocament, si 0,5, \ {s} és tancat, escrivim com abans X = 3,5, \ {s} =
{t €8.5, | & € {&,}'}, 1 tenim per [39, Proposition 5.25] que F = o(X) és una cara
tancada. Ates que g, ¢ o(X), tenim que o(X) C {&;}. Si ara u € {e,}, aleshores
p#(X) # 0 (en cas contrari tindriem p = &, que és impossible). Sigui o = p({s}).
Notem que 1 — a = p(X). Considerem la mesura v = (u — ag,)/(1 — ¢). Clarament
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v(X)=11pertant v € 0(X) C {e;}. Aixi p = ae; + (1 — a)v, d’on concloem que
a =0 ja que o(X) és una cara, i per tant 4 € o(X). En conseqiiéncia, la cara {e,}’
és tancada. O

COROLLARI 4.2.25 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero i st(A) = 1. Suposem que A no és elemental i que V (A) és estrictament
no perforat. Sigui p € A una projeccid no zero, i suposem que A té exactament
una quasitraga extrema infinita a Qp, aizi com que lespai 0.Qp, és compacte. Si
RR(M(A)) = 0 i lescala és continua alla on és finita, llavors M(A)/A té riquesa
d’extrems si, i només si, Iy, (A) = L(A).

DEMOSTRACIO: Siguiu = [p] € V(A), isigui d = sup ¢,(D(A)). Pel Teorema 2.3.171
la Remarca 3.4.9, tenim un isomorfisme de monoides ) : V(M (4)) — V(A)UWE(S,),
on '

WE(Sy) = {f € L(BeSu) ™" | f + g = ndp per alguna g € L(8,5,)** i algun n € N},

i on dy és la restricci6 de d a 8,S,. Anomenarem d a dy d’ara endavant, per con-
veniéncia. Pel Teorema 3.3.17, hi ha un homeomorfisme aff & : Qp — Sy, isi s = a(7),
llavors s € 8,5, és I'inic punt extrem on la funcié d es fa infinita. Hem de veure, pel
Corollari 4.2.24, que {s} és aillat si, i només si, Ifn(A) = L(A).

Siguin Ipin = Y(V(Iin(A))) i L = $(V(L(A))), i suposem que {s} és un punt
aillat a 8,5,. Sigui &' € L(0,S,)™" definida per djs g.\(;; = d i d'(s) = 1. Aleshores
d' 4+ d = 2d, de manera que d' € W(S,), i de fet d’ és continua, atées que {s} és
aillat. Si f € Ifi,, aleshores existeix una funcié g € W§(S,,) i existeix n € N tals que
f+g=nd. Es clar que podem modificar g convenientment per obtenir f+ ¢’ = md/,
per a m € N adequat, d’on veiem que f € L. Reciprocament, si Iy;, = L, construim
d' € L(0.S,)*" com abans, i atés que d' € I, tenim que d’' és continua, de manera
que {s} ha de ser un punt aillat. O

REMARCA 4.2.26 Si A compleiz les hipotesis del Corollari anterior, llavors M(A)
té ezactament 4 ideals tancats: 0 C A C L(A) C M(A).

La segiient qiiestié que ens ocupa €s, clarament, quan M(A) tindra riquesa d’ex-
trems. Certs casos han estat estudiats a [55, Theorem 3.1]; en la mateixa secci6
es comenta que M(A) no té riquesa d’extrems, quan A és una algebra AF simple,
separable (sense unitat) i no elemental. En la prova del segiient resultat, ens basem
fortament (en un dels casos) en la demostracié de [55, Theorem 2.3], i reproduim, per
conveniencia, ’argument.
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ProposiciO 4.2.27 Sigui A una C*-dlgebra simple, separable (sense unitat), amb
rang real zero ¢ st(A) = 1. Suposem que V(A) és estrictament no perforat. Aleshores
M(A) no té riquesa d’extrems.

DEMOSTRACIO: Clarament, podem assumir que A no és elemental. Suposem en
primer lloc que 'escala de A no és idénticament infinita. En aquest cas, el Corollari
3.5.2 afirma que M(A) és establement finit. D’altra banda, notem que M(A) és un
anell primer i per tant €(M(A)) és format per isometries i co-isometries. Deduim
doncs que E(M(A)) = U(M(A)). Per tant, i d’acord amb la Remarca 4.2.5 (a), tenim
que M(A) té riquesa d’extrems si, i només si, st(M(A4)) = 1. Com que V(M(A4))
no és cancellatiu (per exemple, pel Teorema 2.3.17), concloem que sr(M(A)) # 1, de
manera que M(A) no té riquesa d’extrems (vegeu també la Seccié 1 d’aquest capitol).

Suposem ara que l’escala de A és idénticament infinita. Si A té almenys dues
quasitraces extremes (que per forca seran infinites), aleshores, pel Teorema 4.2.11 (b),
tenim que M (A)/A no té riquesa d’extrems, i per [21, Theorem 3.5], M(A) tampoc.
Ens reduim doncs a considerar el cas en que A té exactament una quasitraca 7, i que
aquesta és infinita. Aixd vol dir que si (e,) és una unitat aproximada per A formada
per una successié creixent de projeccions, aleshores sup7(e,) = co. Denotem per
L(A) el minim ideal tancat de M(A) que conté A, i sigui 7 : M(A) — M(A)/A
'aplicacié de pas al quocient. Prenem una projeccié ¢ € L(A) \ A. Aleshores 7(q)
és infinita (vegeu [93, Theorem 1.3(a)]) i per tant, existeix v € L(A)/A tal que
v*v = 7(q), mentre que vv* < 7(q).

Sigui w = v+ 1 — 7(q). Aleshores w és una isometria propia de M(A)/A. Per la
demostracié de [28, Lemma 2.6] (i ates que A té rang real zero), existeix una isometria,
parcial u € M(A), i existeix una projeccié p € A tals que 7(u) = w i v*u=1—p.
Per tant (1 —uu*) = 1 —ww* = n(q) —vv* € n(L(A)). Aixi 1 —uu* € L(A), isi (fa)
és una unitat aproximada (formada per projeccions) per la C*-subalgebra hereditaria
(1 — wu*)A(1 — wu*), tenim que sup 7(f,) < oco. '

Prenem p’ € A una projeccié tal que 7(p') > sup7(f,). Com que 1 —p,1 —p' ¢
L(A), iates que A té una sola quasitraga extrema (que és infinita), tenim 1—p ~ 1—p/
a M(A). Per tant, existeix r € M(A) tal que 1 — p’ = r*r, mentre que 1 — p = rr*.
Sigui t = ur. Aleshores t*t = 1 — p' i tt* = wu*, de manera que 7(t) és isometria a
M(A)/A.

Denotem per ¢ : M(A) — M(A)/L(A) Paplicacié de pas al quocient, i observem
que ¢(t) és un unitari a M(A)/L(A). Afirmem ara que 7(t) no puja a cap isometria
de M(A). En cas contrari, existiria s € M(A) isometria tal que 7(s) = w(t). Perd
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Havors ¢(s) = ¢(t). Per la Remarca 4.2.14, tenim que
S([pM)) =1 —s"s] = [1 = s = [1 = 17¢] = [1 =&},

on § : K1(M(A)/L(A)) — Ky(L(A)) és V'aplicacié index. Aleshores, atés que s és
una isometria, tenim [1—tt*] = [l —¢*¢]+[1—ss*]. Com que RR(M(A)) = 0, obtenim
pel Lema 4.2.16 una projeccié f € My (L(A)) tal que (1 —tt*) @ f ~ (1 —-t*t)d (1 —
ss YD f =9 @ (1 — ss*) ® f. Per simplicitat, assumim que f € L(A). Sigui (¢,)
(respectivament, (g,)) una unitat aproximada (formada per projeccions) per la C*-
algebra (1 — ss*)A(1 — ss*) (respectivament, per fAf). Llavors, per [42, Proposition
1.7], per a tot n € N, existeix m € N tal que p' ®t, D gn S fin © gm. Per tant, si
n € N, existeix m € N tal que 7(p/) +7(tn) +7(9n) < 7(fin) +7(gm) < 7(") +7(9m),
d’on deduim, prenent suprems, que sup 7(¢,,) < 0. Per tant, 1 —#¢* = 0. Aixo implica
que 1 — uu* = 0 1 per tant ww* = 1, i aix0 contradiu el fet que w és una isometria
propia. ’

Observem també que 7(f) no puja a cap coisometria. En cas contrari, existiria
s1 € M(A) tal que 7(s1) = 7(t) i s18f = 1. Per tant, ww* = n(uv*) = w(tt*) =
7(s187) = 1, la qual cosa és impossible, ja que w és una isometria propia.

Pel Teorema 4.2.6, concloem que M (A) no té riquesa d’extrems. O

Concloem aquesta Seccié presentant la classe de C*-algebres amb la propietat
(WS), i discutint la seva relacié amb el que hem estat considerant.

DEFINICIO 4.2.28 ([18, Definition 4.3.8], [61, Definition 4.1]) Sigui A una C*-
dalgebra. Diem que un element z € A té bon suport si existeiz una projeccié p € A
tal que x = xp 1 tal que x*x és invertible a pAp.

L’equivaléncia (a) < (b) en el segiient Lema és ben coneguda. Donem, pero,
alguns detalls.

LEMA 4.2.29 Sigui A una C*-dlgebra amb unitat. Per a-un element x € A, les
seglients condicions son equivalents:

(a) z té bon suport;
(b) z*z és invertible, o bé el zero és un punt aillat de Spec(z*z),
(c) x és regular (i.e., emisteiz y € A tal que z = zyz).

DEMOSTRACIO: (a) = (b). Suposem que z té bon suport. Aleshores existeix una
projeccié p € A tal que x = xp i z*z és invertible a pAp. Si z*z no és invertiblei el zero
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no és un punt aillat de Spec(z*z) aleshores existeix una successié (,) C Spec(z*z),
amb &, > 0 per a tot n € N i tal que tendeix a zero. Per tant &, — 2*x no és invertible
a A. Ara bé, com que z*z és invertible a pAp, P'espectre de z*z a pAp no conté
el zero, i atés que l'espectre és compacte, existeix ng tal que e, ¢ Spec,,,(z*z), si
n > ng. Aixi, si n és prou gran, ,p — z*z és invertible a pAp, i en conseqiiéncia
en — 2*x = £,(1 — p) + €,p — ¥z és invertible a A4, i aix0 és impossible.

(b) = (a). Si z*z és invertible, és clar que x té bon suport. Si, d’altra banda,
el zero és un punt aillat de Spec(z*x), aleshores existeix € > 0 tal que Spec(z*z) C
{0}U[e, 00). Siguip = fe(z*z). Es clar que p = fes2(x*x), i per tant p és una projeccio.
Per calcul funcional, z*z és invertible a la C*-algebra (commutativa) generada per
z*z (i que té unitat p); a més, z*rp = pr*z = z*z. Deduim doncs que zp = z i que
x*x és invertible a pAp.

(a) = (c). Suposem que z té bon suport. Aleshores existeix una projeccié p € A
tal que £ = zp i z*z és invertible a pAp. Sigui y € pAp linvers de z*z. Llavors
z = zp = zyz*z = z(yz*)z. Per tant, z és regular.

(¢) = (a). Suposem que z és regular. Aleshores existeix y € A tal que z = zyz.
Sigui e = yz. Aleshores e és un idempotent de A4, i ze = z. Per [12, Proposition 4.6.2]
(vegeu també [52, Theorem 26], o [38, Proposition 19.1]) existeix una projeccié p € A
tal que Ap = Ae. De fet, si prenem z = 1+ (e* — e)(e — €*), aleshores e és invertible
a Aies pot prendre p = e*ez™!. Com que e = ep, tenim que T = e = Tep = zp.
D’altra banda, i com que z és regular, tenim Az = A(yz) = Ae = Ap, de manera
que z*Az = pAp, i per tant p < k(z*z), per cert k£ € N. Veiem doncs que z*z és
invertible a pAp, com voliem. O

DEFINICIO 4.2.30 [51, Definition 4.2/ Diem que una C*-dlgebra A amb unitat satisfa
la propietat (W S) si els elements amb bon suport sén densos en A.

L’interes d’aqﬁesta classe rau en el fet que conté tant les C*-algebres de rang real
zero com les que tenen riquesa d’extrems (en particular les de rang estable 1), per
[61, Proposition 4.3, Proposition 4.4]. En canvi, la propietat (W.S) és estrictament
més debil que les propietats de rang real zero, riquesa d’extrems i rang estable 1.
Aixi, per exemple, considerem la C*-algebra C[0,1], que té rang real RR(CJ0,1]) =
dim[0,1] = 1 i també rang estable sr(C[0,1]) = [dim[0,1]/2] + 1 = 1. Per tant,
C10,1] satisfa la propietat (W.S) perd no té rang real zero. Si, d’altra banda, A és
una C*-algebra simple, separable (sense unitat), tal que RR(A) = 0isr(4) =1, i
si V(A) és estrictament no perforat, aleshores M(A) no té riquesa d’extrems, per
la Proposicié 4.2.27. Si, a més, RR(M(A)) = 0, llavors M(A) satisfa la propietat
(WS). Altres exemples es poden trobar a [51].
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QUESTIO: 4.2.31 Sigui A una C*-adlgebra simple, separable (éense unitat), amb rang
real zero. Satisfa llavors M(A) la propietat (WS)?

Si A és purament infinita, aleshores la resposta és afirmativa, ja que per [55,
Corollary 3.8], en aquest cas M(A) té riquesa d’extrems. Novament, una resposta
afirmativa donaria cotes sobre el rang real d’aquestes algebres de multiplicadors, ates
que si una C*-algebra B amb unitat satisfa la propietat (W.S), aleshores RR(B) < 1,
per [61, Proposition 4.7].

Si A és una C*-algebra simple, separable, amb rang real zero, rang estable 1 i tal
que V(A) és estrictament no perforat, una possible linia d’atac es podria basar en
analitzar el comportament de la propietat (W.S) a través d’extensions, atés que tots
els quocients de M(A) tenen rang real zero, i per tant satisfan la propietat (W.S).
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unitari, 30
unitat
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o-unitat, 32, 52
unitats locals, 51
unitificacio, 6, 29
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maxima, 6
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