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Introduccio

A les acaballes del segle dinou, molts experiments de la Fisica es van encami-
nar cap a ’analisi de l'espectre dels atoms que constituien la materia. Per exem-
ple, la llum emesa per una lampara Geissler plena d’hidrogen es pot analitzar es-
pectrograficament, emprant un prisma, i s’obtenen una série de linies indexades
per les respectives longituds d’ona. Aquest procediment permet recollir informacié
de I'estructura atomica de l'element en qilestié (en aquest cas, de 1'hidrogen), tot
caracteritzant-lo.

Diversos processos experimentals van portar a considerar les freqliéncies v, en
comptes de les longituds d’ona A, com un parametre més adequat per indexar l'es-
pectre dels atoms estudiats; de fet, existeix un conjunt de freqiiencies I tal que
I'espectre es pot descriure com v;; = v; — v;, per parelles v;,v; € I. Es dedueix el
seglient principi: vy, = v;; + v, anomenat el principi de Ritz-Rydberg, que estableix
una llei de composicié parcialment definida sobre ’espectre.

La Fisica Teorica de I’época, encara basada en la mecanica de Newton i en les lleis
de Maxwell, no oferia una explicacié satisfactoria per aquesta fenomenologia. De fet,
els intents d’aplicar el punt de vista classic portaven a resultats tedrics que després
contradeien I’experimentacid, com ara que el conjunt de freqiiéncies de les radiacions
emeses per un Atom forrﬁen un subgrup de R. Es va fer necessari, doncs, giiestionar
la mecanica classica, i aix0 és el que va fer Heisenberg. En el sentit classic, I'algebra
de les quantitats fisiques observables es pot llegir del grup de freqiiéncies emeses, i
és 'anomenada algebra de convolucié del sistema, que és commutativa. Heisenberg
va cenyir-se al grupoide de freqiiéncies que en realitat s’observava; formalment, la
fabricacié d’una algebra de convolucié té encara sentit, perd ja no és commutativa,
sind isomorfa a 1’algebra de matrius complexes. Aquest és un dels primers exemples
del que s’ha anat anomenant topologia no commutativa: la substitucié de ’algebra
de funcions sobre 1’espai de fases per “’espai no commutatiu” format per 'algebra
de matrius.

Posteriors desenvolupaments de la Fisica van posar de manifest la seva profunda
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4 Introduccid

interconnexi6 amb aspectes de la matematica pura, dins el marc de les algebres d’ope-
radors. Aixi, 'assignacié d’una C*-algebra que és un limit inductiu de C*-algebres de
dimensio finita a un sistema macroscopic permet descriure’n els observables a través
dels elements de 'algebra. Les traces definides en aquesta algebra expressen condi-
cions d’equilibri en el sistema i permeten analitzar-ne 'evoluci6. (Per un tractament
més complet i exhaustiu sobre aquest tema, vegeu [23].)

° Algebres d’operadors i anells regulars. La necessitat fonamental d’en-
tendre fendomens relacionats amb la Mecanica Quantica va provocar Paparici6 dels
anells d’operadors sobre un espai.de Hilbert, i I'estudi dels seus reticles de projecci-
ons. Cap als anys vint, Murray i von Neumann van axiomatitzar aspectes d’aquesta
mecanica, definint d’aquesta forma les algebres de von Neumann (o W*-dlgebres),
que so6n subalgebres autoadjuntes de ’algebra d’operadors lineals i fitats sobre un
espai de Hilbert H, denotada B(H), i tancades en la topologia débil d’operadors.

En una W*-algebra, les projeccions formen un reticle complet i {orto)complemen-
tat, amb unes propietats d’incidéncia similars a les del reticle de subespais vectorials
d’'una Geometria Projectiva de dimensié finita, perd en un context que en general
involucra infinites dimensions. Von Neumann va establir un sistema d’axiomes que,
en el cas directament finit, caracteritzaven aquesta nova estructura, introduint el
concepte de Geometria Continua l’any trenta-cinc: reticle modular complet i comple-
mentat tal que I'infim i el suprem satisfan certes propietats de continuitat (reflectides
en lleis de distribuci6 feble).

En analogia al resultat classic que el reticle de subespais d'una Geometria Projec-
tiva de dimensié finita sota certes hipdtesis es pot coordenar per un anell de divisié D
(en el sentit que aquest reticle és isomorf al reticle d’ideals dreta d'un anell de matrius
sobre D), von Neumann va provar que tot reticle modular complementat L - també
sota certes restriccions - es pot coordenar per un anell regular R (breument, un anell
R és regular si per a tot z € R, existeix y € R tal que z = 2yz, o, equivalentment,
si tot ideal dreta principal és generat per un idempotent), és a dir, L és isomorf al
reticle d’ideals principals dreta de R. A partir d’aquest moment, els anells regulars
es van constituir com una eina per estudiar reticles i geometries continues, fins que
van adquirir 'estatus de teoria independent, especialment a través dels textos de
Kaplansky ([52]), Skornjakov ([85]), 1 més recentment, de Goodearl ([37]).

L’abundancia de projeccions en una W*-algebra A (si t € A, llavors les projeccions
sobre Ker ¢ i sobre Im ¢ pertanyen a A; 'anullador de qualsevol subconjunt de A és
generat per una projeccid) i la riquesa d’estructura d’aquests anells va suggerir un
procés d’axiomatitzacié (de parts de la teoria) amb la idea de fons d’incidir en aspectes
més algebraics de les algebres de von Neumann. Aquest procés fou dut a terme, entre
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d’altres, per Steen, Gel’fand, Naimark, Rickart, von Neumann, i es va aconseguir una
culminacié amb la introduccié de les AW*-algebres (que contenen les W*-algebres)
de la ma de Kaplansky als anys cinquanta, com un marc algebraic més general on
tractar nocions intrinseques d’algebres de von Neumann (i.e., “ no espacials”, sense
fer referéncia a ’accié dels elements de 1’anell sobre els vectors d’un espai de Hilbert).

Com a part d’aquesta evolucié cap a I’axiomatica de la teoria, apareix cap als anys
quaranta el concepte de C*-algebra, basat en. considerar subalgebres autoadjuntes
de l'algebra d’operadors lineals i fitats sobre un espai de Hilbert, aquesta vegada
tancades per la topologia uniforme. Des del punt de vista abstracte, una C*-algebra
és una algebra complexa de Banach, involutiva, tal que compleix I'elegant condici6
llzz*|| = ||z||*. Les AW*-algebres sén de fet casos particulars de C*-algebres, amb
la propietat addicional que I'anullador dreta de tot subconjunt és generat per una
projeccid.

L’aveng de la teoria, bé coordenant el reticle de projeccions de W*-algebres, bé
aillant aspectes algebraics de les algebres d’operadors ha presentat de bon comen-
cament una profunda interconnexié. Aixi, Berberian prova que tota AW*-algebra
directament finita A admet una immersi6 canonica en un anell regular amb involucié
R que coordena el reticle de projeccions de A (i.e., R i A tenen el mateix reticle
de projeccions). Extensions d’aquest fet foren establertes per Handelman, per la
classe més general de C*-algebres de Rickart (finites), és a dir, C*-algebres on ’anul-
lador de cada element és generat per una projeccié. Més precisament, Handelman
va demostrar que tota C*-algebra de Rickart finita A es pot immergir canonicament
dins un anell regular, que també coordena el reticle de projeccions de A. Un aspecte
compartit per totes aquestes algebres és I’abundancia de projeccions (idempotents
autoadjunts), fins al punt que la seva estructura aporta informacié significativa sobre
Pestructura de 1'algebra. Aquesta filosofia ha estat estesa posteriorment a la classe
de C*-algebres amb rang real zero, introduida per Brown i Pedersen el 1991 ([19]), i
que constitueixen un marc de treball molt més ampli i, com veurem posteriorment,
més convenient.

e Anells de multiplicadors. En el sentit classic, el terme anell sempre s’ha
referit a anells que contenen la unitat. En molts aspectes (sovint sota la influéncia
de la Teoria K), el punt de vista actual es centra en els anells que no necessariament
tenen unitat. Una forma classica d’adjuntar una unitat a R és construint ’anomenada
extensid de Dorroh, que consisteix en considerar By 1= R X Z, amb la suma definida
component a component, i el producte donat a través de (z,n)(y, m) = (xy + mz +
ny,nm). La unitat de R; és (0,1), i aplicacié ¢ : R — R, definida per p(z) = (z,0)
és un morfisme d’anells injectiu tal que @(R) és un ideal bilateral de R;. Aquest
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canvi d’actitud (cap als anells sense unitat) posa de manifest el problema universal
d’adjuntar una unitat a un anell R, que suposarem semiprimer. Hi ha dos objectes
caracteristics que resolen aquest problema, i que podem introduir des del punt de
vista del llenguatge de categories; ambdues construccions son universals. Sigui C
la categoria que té per objectes les parelles (T, @r) on T és un anell amb unitat i
wr : R — T és un morfisme d’anells injectin tal que ¢r(R) és un ideal essencial
de T. Els objectes de C s’anomenaran unitificacions de R. Els morfismes de C sén
morfismes d’anells amb unitat f : 7' — T, tals que foyr = @g. Definim aleshores R
com un objecte inicial d’aquesta categoria i M(R) com un objecte final (tinics llevat
d’isomorfisme). Aleshores R és la minima unitificacié de R i M(R) és la mixima
unitificacié de R. Dins M(R), podem descriure R com el subanell de M(R) generat
per R i per 1ryr).

Historicament, I’algebra de multiplicadors d’una K-algebra associativa A apareix
per primera vegada a I'article de Hochschild ([50]) 'any quaranta-set, on s’anomena
anell de “multiplicacions”, i la seva definicié coincideix, en el cas d’'una C*-algebra,
amb la de dobles centralitzadors que va donar posteriorment Johnson 'any seixanta-
quatre. Aquest concepte va ésser introduit com a eina per estudiar les possibles
extensions d’una algebra A per una altra algebra C. Més concretament, si A, B i

- C s6n algebres associatives, diem que B és una extensio de A per C si existeix una
successié exacta curta: ‘

0—-A—-B—=C-—0.

Es un problema classic determinar, fixades A4 i C, totes les extensions possibles, llevat
d’una possible identificacié modul una relacié d’equivalencia. Hochschild va estudiar
aquest problema i el va resoldre essencialment, usant técniques relatives a l’anell de
multiplicadors.

Uns anys més tard (el 1968), Busby va desenvolupar una Teoria d’Extensions
analoga per C*-algebres ([22]). En particular, va provar que si A és una C*-algebra,
aleshores M(A) també (i va introduir la topologia estricta a M(A), provant que
M(A) és estrictament tancada, i que de fet és la completacié estricta de 4). En el
seu treball, i d’'una manera analoga al que va fer Hochschild, Busby assigna a cada
extensio

0—-A—-B—-=>C—=0

de C*-algebres un invariant (conegut actualment com 'invariant de Busby), que és
un *-morfisme 7 : C — M(A)/A, construit usant la universalitat de M(A). A més,
va provar que si By i By sén extensions de A per C' amb invariants associats 71 1 73,
reépectivament, aleshores 73 = 7 si i només si existeix un isomorfisme ¥ : By — By
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que fa el segiient diagrama commutatiu:
A

B,

C
id (" id

A By o
Si denotem per Ext(A, C) el conjunt d’extensions de A per C, modul la relacié
d’equivaléncia natural donada per I'invariant de Busby, aleshores es desprén que hi
ha una bijeccid

Ext(A, C) +— Hom(C, M(4)/A).

Veiem doncs que el coneixement de estructura de M(A) o de M(A)/A és fonamental
per classificar les extensions de A per C.

e Teoria K. Es una técnica classica de Teoria d’Anells estudiar les propietats
d’un determinat anell a través de les propietats dels seus moduls. Uns moduls es-
pecialment significatius sén els moduls projectius finitament generats. Per analitzar
aquest tipus especial de moduls o, equivalentment, els idempotents de matrius so-
bre I’anell, una de les eines més fructiferes ha estat la Teoria K (algebraica). En
esséncia, la Teoria K tracta aspectes d’algebra lineal sobre un anell R. Aquesta te-
oria consisteix en assignar a un anell R una colleccié de grups abelians K;(R), per
a © > 0, connectats a través d’una successié exacta, els quals, sén invariants de R i
permeten entendre millor aspectes estructurals de 'anell. L’as de la Teoria K afecta
arees de les matematiques com ara la topologia, I’algebra o I'analisi funcional. El
seu desenvolupament inicial es va fer els anys cinquanta de la ma de Grothendieck
i Serre com una eina per estudiar problemes relatius a la geometria algebraica. La
construccié de Grothendieck va ser usada a principis dels anys seixanta per tractar
qliestions relacionades amb la topologia. Més endavant, Grothendieck, Bass i altres
van adaptar aquesta teoria per analitzar 'estructura d’anells i algebres. En el context
d’anells, els grups més estudiats sén Ky i K7, que de fet sén els grups on incidirem
al llarg del treball. L’objectiu del grup Ky(R) és estudiar les classes d’equivaléncia
d’idempotents sobre M, (R) (per a tot.n), modul una relacié d’equivaléncia estable.
El grup K;(R) analitza el comportament dels grups lineals GL, (R) sobre R. En el
context d’algebres d’operadors, és un fet conegut que la successié de grups associats a
una C*-algebra es redueix, llevat isomorfisme, als grups Ky i K; (prenent aqui el K
topologic), interconnectats a través d’una successié exacta, anomenada la successié
exacta ciclica de 6 termes (associada a un ideal tancat I d’'una C*-algebra A).

Una elaboracié de la Teoria K, combinada amb la Teoria d’Extensions ens porta
a la Teoria K de Kasparov (també anomenada Teoria K'K), que per a una parella
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de C'*-algebres Ai B,on A és separable i B té o-unitat produeix una série de grups
KKm™(A,B), per n > 0, amb la particularitat que KK"(C,B) = K,(B), per a
n = 0,1. En la construccié d’aquesta teoria, els anells de multiplicadors hi juguen
un paper fonamental. La Teoria K de Kasparov ha esdevingut un element clau per
entendre els K-grups de C*-algebres no commutatives, i ha mostrat la seva utilitat
en diverses aplicacions a la geometria i la topologia (vegeu [23)).

Un aspecte relacionat amb la Teoria K és el rang estable. Aquest concepte va
ser introduit per Bass ([9]), amb Pobjectiu de donar una estimacié sobre 'enter més
petit n pel qual GL,(R) “genera” el grup K (R) (on R és un anell arbitrari). Les
propietats basiques del rang estable van ser establertes per Vaserstein I’any setanta-u
([86]). La relacié d’aquest concepte amb la teoria de moduls sobre un anell va aflorar
al treball d’Evans ([35]) I’any setanta-tres, on es prova que si I’anell d’endomorfismes
d’un modul M té rang estable 1, aleshores donats moduls qualssevol A i B, la relacié
M@A = M®B implica A 2 B. Diverses extensions d’aquest fet, degudes a Warfield,
van ser establertes posteriorment, per a valors del rang estable superiors a 1.

Pel que fa a algebres de Banach, una nocié de rang estable topologic fou introduida
per Rieffel el 1983 ([79]). Hi ha exemples mostrant que aquest nou concepte difereix
del rang estable algebraic; Rieffel va preguntar si per C*-algebres ambdues nocions
coincidien ([79, Question 2.7]). La resposta afirmativa a aquesta pregunta va arribar
de la ma de Herman i Vaserstein, a [49].

El rang estable ha estat considerat, en aquest context, un bon analeg no com-
mutatiu de la dimensié d’un espai topologic. Una rad per aix0 és que si X és un
espai compacte de Hausdorff i A = C(X) és I'anell de funcions continues (a valors
complexes) sobre X, aleshores sr(4) = [dimX/2] + 1, on dimX és una nocié de di-
mensié per espais topologics, anomenada “covering” o de recobriment (i que ha estat
ampliament estudiada; vegeu, per exemple, [33]). Aquest no és, perd, un invariant
completament satisfactori en el sentit que espais topologics de dimensions diferents
donen lloc a algebres amb el mateix rang estable. Per aquest motiu, i modificant
la. definicié de rang estable topologic, Brown i Pedersen van definir a [19] el rang
real d'una C*-3lgebra A, denotat RR(A); en particular, van provar que si A és com-
mutativa, i per tant de la forma C(X) per-a un cert espai compacte Hausdorff X,
aleshores RR(A) = dimX. A partir d’aquest moment s’adopta el punt de vista que el
rang real expressa la dimensié no commutativa d'una forma més adient que no pas el
rang estable. Ambdds invariants tenen importancia i estan relacionats per P’expressid
RR(A) < 2sr(A) — 1.

Un cas important (de fet, el primer cas a ser tractat) és el de rang real zero.
Més precisament, una C*-algebra A té rang real zero si donat un element z € A tal
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- que z = z*, existeix una successié de projeccions p, € A (que commuten) tals que

z = lim p,z (d’alguna manera, es pot pensar que A és aproximadament regular).
N—+00

Aquesta és una caracteritzacié equivalent de la definicié original, deguda a Menal

([66]).

La classe de C*-algebres amb rang real zero és molt amplia i inclou gran quantitat
d’exemples, d’entre els que destaquem les algebres de von Neumann, les AW *-algebres
i les C*-algebres de Rickart. També ho sén les algebres AF, que apareixen com la
generalitzacié dels operadors compactes sobre un espai de Hilbert, i que sén clausu-
res d’unions de successions creixents de subilgebres semisimples. D’altres exemples
inclouen les algebres de rotacié irracional, les purament infinites simples (i en parti-
cular les algebres de Cuntz), etc. Les C*-algebres amb rang real zero constitueixen
una classe molt estudiada, i ara per ara és la més entesa. De fet, una de les vies de
desenvolupament de la teoria es basa, actualment, en 'anomenat Programa d’Elliott,
és a dir, I'estudi d’invariants de Teoria K que permetin classificar alguna subclasse
de les C*-algebres amb rang real zero. L’origen d’aquesta técnica es pot situar en la
classificaci6 de les algebres AF. Elliott va establir a [29] que el grup Kj, juntament
amb una estructura ordenada natural classifica les algebres AF' llevat isomorfisme.
Es a dir, si Ai B sén AF, aleshores A4 2 B si i només si Ky(A4) = Ko(B) com a grups
parcialment ordenats. Aquest és un dels exemples on l'estructura ordenada del grup
Ky juga un paper fonamental. Arran d’aquest resultat, I'atencié cap a I'estructura
ordenada dels K-grups es va intensificar (vegeu, per exemple, [39]).

Els segiients exemples que es van examinar plantejaven la qiiestié d’esbrinar la
naturalesa intrinseca d’una algebra AF. Breument: si una algebra no és AF', per que
no? En diverses construccions apareix de manera natural (per la mateixa esséncia de
la, construccié) que 'inica obstruccié per ésser AF és que el grup K4 no és trivial
(mentre que per algebres AF' és un fet conegut que K; = 0), i que el grup Ky pot
presentar torsié. A partir d’aquest punt, els esforgos es van centrar en estudiar un
invariant que involucrés Ky, K; i, en alguns casos, ’espai de traces de 1’algebra.
Aquesta linia d’atac estava dirigida a les algebres separables, simples, nuclears i
amb rang real zero. I ha resultat ésser exitosa, almenys per classes que generalitzen
raonablement la classe AF. Algunes d’aquestes algebres estan incloses dins la classe
de C*-algebres anomenades AH, i.e., aquelles que sén limits inductius (en la categoria
de C*-algebres) de successions d’algebres de la forma M, (C(X1))®...®M,, (C(Xy)),
per a espais compactes Hausdorff X, ..., X} (notem que el cas X; = ... = X = {*}
és exactament el cas AF). Si tots els espais que apareixen sén iguals a cercles, grafs
o esferes, i el limit té rang real zero, aleshores el grup K, := Ky ® K1, equipat amb
un cert ordre (que en el cas simple reverteix inicament en la primera compoﬁent), és
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un invariant que classifica (aquest és un resultat degut a Elliott, Gong, Lin, Pasnicu i
Su). Hi ha encara, perd, dues preguntes obertes fonamentals. En primer lloc, decidir
si la Teoria K és un invariant complet per les algebres AH amb rang real zero (vegeu
[14, Problem 7.3.3]); en segon lloc, determinar si tota C*-algebra establement finita,
separable, nuclear i amb rang real zero és de fet AH (vegeu [14]).

Malgrat aquests bons resultats, podria ser que la Teoria K no fos un invariant
prou potent per classificar totes les C*-algebres simples, separables, amb rang real
zero, establement finites i nuclears. Per exemple, Goodearl va construir a [43] una
C*-algebra separable amb unitat, establement finita, nuclear, amb rang real zero,
rang estable 2 i amb els mateixos K-grups que una algebra AF, pero sense ser-ho.
Aquesta C*-algebra no és tampoc AH. Aixo fa pensar que una hipotesi més forta que
la finitud estable hauria de ser considerada, com ara el rang estable 1. En els casos de
C*-algebres amb rang real zero, i també en el cas d’anells regulars, la condicié de rang
estable 1 té una traduccié exacta al nivell de Ko(R), dient que el monoide K (R)
(és a dir, el conjunt d’elements positius per T’ordre), és precisament el monoide de
classes d’equivaléncia d’idempotents V(R).

Aquest fet motiva que, en 'estudi d’anells B que no tinguin rang estable 1, es
dirigeixi més I'atencid cap al monoide V(R), més que no pas al grup Ko(R), ja que en
~ la construcci6 d’aquest darrer hi ha involucrada una nocié d’estabilitat que “disfressa”
les relacions entre idempotents. Aquesta és la base del que anomenem Teoria K no
estable, que ha estat usada per Blackadar, Rgrdam, Ara, Goodearl, O’'Meara i Pardo
(entre altres) els anys 80-90. La Teoria K no estable emfatitza doncs les relacions
d’equivaléncia i ordre entre idempotents, i aquest fet posa de manifest la necessitat
de determinar amb exactitud quines propietats satisfd aquest ordre. Aixi, en tots
els exemples estudiats el grup K, és debilment no perforaf. De fet, no es coneix
cap exémple de C*-algebra amb rang real zero (respectivament, d’anell regular), amb
rang estable 1, i tal que K no sigui débilment no perforat. Aquesta condicié técnica
és, doncs, natural i en el cas simple es pot llegir en la segiient propietat del monoide
V(R): si per algun n € N tenim nz + z = ny en el monoide, amb z # 0, aleshores
z +w = y amb algun w # 0. Diem en aquest cas que V(R) és estrictament no .
perforat. '

Una estreta relacié amb aquest tema la guarden les qiiestions de comparabilitat.
Sobre una C*-algebra A amb unitat, una quasitraga és una funcié 7 de M, (4), a
[0, 00) tal que 7(z*z) = 7(zz*) per a tot z, tal que 7(z +y) = 7(z) +7(y)siz iy
commuten, i tal que 7(1) = 1. Una qiiestié important pel que fa a lestructura de les
C*-algebres simples és la Qiiestié Fonamental de Comparabilitat (FCQ), establerta
per Blackadar a [13]): Si A és una C*-dlgebra simple i p,q € A sén projeccions tals
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que T(p) < 7(q) per a tota quasitraca T, podem assegurar que p < q? Aquesta
pregunta ha estat resposta afirmativament per algunes classes de C*-algebres, que
inclouen les algebres AF' simples, i admet una extensi6é natural al conjunt de classes
d’equivaléncia d’elements positius de Mo (A) (denotat per S(A) i equipat amb una
estructura ordenada i additiva), 'anomenada (FCQ+). En particular, si A és simple
i té rang real zero, a [78] es demostra que la resposta a la (FCQ) és afirmativa si, i
nomsés si, la resposta a la (FCQ+) és afirmativa, si i només si, V(A4) és estrictament
no perforat; aixo posa de manifest la importancia de la no perforacié estricta, aixi
com la necessitat d’aprofundir en 'estudi del monoide S(A).

e Les conjectures de Brown i Pedersen. Els problemes d’extensions plantegen
diverses qiiestions sobre les “dimensions” dels anells que hi apareixen. Es a dir,
donada 0 — A — B — C — 0,0n A, BiC sén C*-algebres, és interessant relacionar
els rangs reals de A, B i C. Concretament, es sap que RR(B) = 0 si, i només si,
RR(A) = RR(C) = 0 1 les projeccions de C es poden “pujar” a.projeccions de B.
Fins i tot, pero, és un problema obert determinar, o fitar, els rangs reals de B i de C'
sabent que RR(A) = 0. Aquesta qiiesti6 es va tractar, en primer lloc, per la successié
basica segiient:

0— A— M(4) - M(A)/A — 0,

i motivats per alguns resultats experimentals, Brown i Pedersen van establir I’any 91
les segiients conjectures:

(1) Si A és una algebra AF, aleshores RR(M(A)) = 0.

(2) RR(M(A)) = 0 per a tota C*-algebra A amb o-unitat, tal que RR(A) =0
K,(A4) = 0.

(3) Si A és una C*-algebra amb o-unitat i RR(A) = 0, llavors RR(M(A)/A) = 0.

Desde la seva formulacié a [19], s’ha progressat molt en la resolucié d’aquests
problemes. En particular, Lin va provar a [60] que si sr(A) = 1, aleshores la conjec-
tura (2) (i per tant la (1)) és valida (remarquem aqui que Lin va establir (1) amb
anterioritat, a [58]). En el mateix article, es prova que si A és simple i sr(4) = 1,
aleshores la conjectura (3) és valida. El cas general contempla una amplia varietat de
situacions. Per exemple, si A és purament infinita i simple i si K1(A) # 0, aleshores
RR(A) = 0, RR(M(A)) # 0, i en canvi RR(M(A)/A) = 0 . D’altres exemples
satisfan RR(A) # 0, pero en canvi RR(M(A)/A) = 0. En aquests casos, I’existéncia
d’un ideal tancat minimal a M(A)/A esdevé fonamental per a l'estudi de les projec-
cions de M(A)/A. Es convenient remarcar en aquest punt i de cara a ’atac general
de les conjectures que és un problema obert determinar si un anell regular (o una
C*-algebra amb rang real zero) simple és o bé purament infinit, o bé té rang estable
1 (progressos recents s’han aconseguit a [7]).
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e Objectius. L’estudi dels anells de multiplicadors de C*-algebres ha estat un
objectiu perseguit per diversos autors, d’entre els que destaquem Elliott, Goodearl,
Lin i Zhang. A [28] i a [30], Elliott estudia propietats dels multiplicadors per matroi--
des i per algebres AF'. Els resultats obtinguts per Goodearl a [42] fan un s extensiu
de Teoria K; concretament, es déna una descripcié del grup Ko(M(A)) (i en parti-
cular de la seva estructura additiva i ordenada) per una amplia classe de C*-algebres
amb g-unitat i no necessariament simples (i que conté alguns dels resultats de Lin a
[59]) . El cas simple és abordat per Lin en diversos treballs, on prova que el reticle
d’ideals de M(A) per una algebra A dins la classe AF és finit, sota unes hipoOtesis
restrictives - un nombre finit d’estats extrems (vegeu [56]). També prova ’existéncia
de l'ideal tancat minimal L(A)/A a M(A)/A, per C*-algebres simples i separables,
i caracteritza aquelles A dins aquesta classe tals que M(A)/A és simple, en termes
d’una condicié de I’Algebra base - escala continua (vegeu [57]). En la série d’articles
(98], [99], [94], [100], Zhang fa un estudi exhaustiu de les C*-algebres amb rang real
zero i els seus anells de multiplicadors, fent émfasi en el cas purament infinit simple,
en estabilitzacions de certes C*-algebres, i en algunes propietats del reticle d’ideals
de M(A)/A quan A és simple, amb o-unitat i RR(A) = 0. La Teoria K dels anells
de multiplicadors, referent al grup K, també ha estat investigada (vegeu [59], [61],

[97)). 4

En cap cas, perd, no s’ofereix un metode que descrigui el reticle d’ideals dels
multiplicadors d’anells dins classes significatives i que permeti examinar les patologies
d’aquests objectes, d’altra banda forga exotics. Aquest objectiu sera la linia general
en la qual ens basarem: establir unes hipotesis de treball adequades que contemplin
la gran similitud entre els anells regulars i les C*-algebres amb rang real zero, i
determinar un invariant (fent émfasi en la Teoria K no estable) que proporcioni,
simultaniament, informacid sobre el reticle d'ideals dels anells de multiplicadors en
ambdés casos. Considerarem els anells regulars (respectivament, C*-algebres amb
rang real zero) simples, amb o-unitat, rang estable 1, tals que el monoide de classes
d’equivaléncia d’'idempotents sigui estrictament no perforat. Pels proposits d’aquesta
introducci6, ens referirem a aquestes classes per N i N'* respectivament. Les qliestions
que considerarem sén les segiients:

(1) Reticle d’ideals. Els resultats de Zhang a ([96]) impliquen que la informacié
sobre el reticle d’ideals tancats de M(A), on A té rang real zero i o-unitat es pot
llegir al monoide V (M(A)). Hi ha dos fets fonamentals que permeten establir aquest
resultat: la descomposicié de Riesz a V(M(A)) i el fet que els ideals de M(A) sén
“generats” per projeccions, en un sentit topologic. Partint d’una nocié adequada
d’unitat aproximada per anells semiprimers, el primer objectiu es basa en esbrinar
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si aquestes propietats es mantenen per anells de multiplicadors d’anells regulars. En
segon lloc, ens proposem dur a terme una analisi exhaustiva del monoide V(M (R)),
per a les classes A i A*. La linia d’atac segueix dos passos fonamentals. Primer
donem una representacié adequada d’aquest monoide, a través dels intervals sobre
V(A), per una C*-algebra A amb o-unitat, rang real zero i rang estable 1 (seguint
basicament els passos de la representacié del grup Ko(M(A)) donada a [42]). Se-
guidament tindrem en compte P'estreta relacié entre els intervals flexibles i certes
funcions semicontinues inferiors (vegeu [45]).

(2) Escales en anells i C*-algebres. Breument, donat un anell R dins N o
N*, 'escala és una funcié afi a valors reals positius (i possiblement infinita), definida
sobre V(R). Les propietats de 1’escala reverteixen directament a propietats de R o bé
de M(R) (i dels seus ideals). Per exemple, hom prova a [56] que si A és una algebra
AF simple i sense unitat, aleshores, si A 2 K(H), la continuitat de ’escala sobre
A significa que M(A)/A és simple. Sota les mateixes hipotesis, Blackadar prova a
[11] que A és algebraicament simple precisament quan l'escala és fitada. Finalment,
si assumim a més que el nombre d’estats extrems sobre V(A) és finit, aleshores el

coneixement del valor de I’escala en aquests punts determina el coneixement global de
la funcié, i la finitud /infinitud d’aquests valors caracteritza completament el reticle
d’ideals de M(A)/A, que en aquesta situaci6 és finit ([56]).

A [42] es prova que els ideals establement cofinits de M(A) es corresponen (quan
M(A) té rang real zero) als ideals de Ky(M(A)) - ambdds reticles sén isomorfs.
Aquest fet és usat posteriorment per estudiar el grup K, del quocient establement
finit més gran de M(A)/A quan A € N'* (no necessariament simple) i té escala fitada:
més precisament, si I és I'ideal establement cofinit més petit de M(A) que conté A,
aleshores Ko(M(A)/I) és isomorf a un cert grup de funcions afins i continues. Arran
-d’aquest resultat, Goodear] pregunta.a [42, Section 16]: S7 una C*-dlgebra A dins
la classe N* té escala fitada, i RR(M(A)) = 0, és L(A) l’ideal tancat establement
cofinit més petit de M(A)? En la recerca de la resposta a aquesta pregunta, és
natural considerar la segiient qiiestié: i A € N*, té A escala fitada si i només si A
és algebraicament simple? Una resposta afirmativa a aquesta pregunta donaria una
generalitzacié del resultat de Blackadar ([11]). .

Una linia de treball parallela s’enceta a 1'hora de considerar anells R dins N.
Aixi, les segiients qiiestions queden obertes i mereixen consideracié:

(i) Es M(R)/R simple si, i només si, Uescala és continua, o bé R és algun tipus
d’anell elemental?

(i) T¢ M(R) un tdeal minim contenint R, tal que esta contingut a qualsevol altre
ideal que conté R?
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En darrer lloc, ens ocuparem de les qliestions que fan referéncia als anells dins M
o N* amb escala no acotada. En aquesta direccid, la qiiesti6 clau és la segiient:

(iii) S7 coneizem els punts on l'escala pren valors infinits, és possible determinar
el reticle d’ideals de M(R)/R?

(3) Rang estable i condicions de finitud. Si A és una C*-dlgebra, es poden
imposar algunes condicions de finitud sobre M(A), o sobre la mateiza A, per as-
sequrar que sr(M(A)) = sr(A)? Aquesta pregunta fou formulada per Rieffel a [79,
Question 4.16] i ha estat considerada, per exemple, a [18]. El mateix Rieffel va provar
que si B és una C*-algebra que conté dues isometries amb rangs ortogonals, aleshores
sr(B) = o00; aix0 passa en el cas B = B(H), on H és un espai de Hilbert separable i
de dimensié infinita. Sembla dificil per tant que existeixi un exemple pel qual la res-
posta a I’anterior pregunta sigui afirmativa. Aixd motiva, perd, la segiient qiiestié: Es
possible calcular st(M(A)), almenys per les algebres dins la classe N*? Els exemples
amb rang estable finit donarien, en cas d’existir, fites sobre el rang real d’aquestes
algebres, d’acord amb la féormula RR(B) < 2sr(B) — 1, que ja hem esmentat abans.
La recerca d’altres condicions de finitud es pot centrar en les segiients preguntes:
Si R és un anell dins la classe N' o N*, és almenys M(R) establement finit? Per
C*-algebres, s’han considerat recentment d’altres nocions properes a rang estable 1.
Una C*-algebra A té riquesa d’extrems si ’embolcall convex dels extrems de la bola
unitat A; de A és precisament A;. Es prova a [21] que la classe de C*-algebres amb
riquesa d’extrems inclou propiament la classe de C*-algebres amb rang estable 1, tot
compartint algunes agradables propietats. A [55] s’estudia el problema de si M(4) o
bé M(A)/A tenen riquesa d’extrems si A és una algebra AF, o bé si A és purament
infinita simple, i s’estableix la segiient qiiesti6 ([55, Remark 4.19]): Si A és separable,
AF, simple, sense unitat, i té un nombre infinit de quasitraces extremes, podem dir
que M(A)/A té riquesa d’extrems?

El contingut de la memoria

D’acord amb les directrius tracades anteriorment, en aquest treball provem que
la informaci6é continguda en el reticle d’ideals de M(R), per a un anell R en la
classe AV es pot llegir en el monoide V(M(R)), i relacionem aquest monoide amb un
semigrup de funcions definides sobre P'espai d’estats de V(R), facilitant aixi I’analisi
de l'estructura d’ideals. Aixo respon a la filosofia de 'apartat (1). A conseqiiéncia
d’aquesta representacié, provem que la continuitat de l'escala es tradueix en una
condicié de simplicitat del quocient M(R)/R, per R € N, i provem Pexisténcia d’un
ideal L(R) de M(R) que és minim contenint R. Si 'escala és fitada, el resultat
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~ establert per Blackadar pot ésser estés als anells de la classe M*. Aixi mateix, és
possible caracteritzar les C*-algebres A dins N* amb RR(M(A)) = 0 i escala finita
en termes d’una condicié sobre M(A)/L(A). Com a corollari d’aquest fet, responem
a una pregunta de [42, Section 16]. Un resultat similar es pot establir pels anells R
en NV, en termes d’una condici6 de cancellacié d’un quocient del monoide V(M (R)).
Quan D’escala no és finita, apareix una nova riquesa estructural que generalitza en
gran mesura observacions efectuades per algebres AF (per exemple, a [56]). Per les
C*-algebres A en la classe N*, i suposant a més que RR(M(A)) = 0, donem un calcul
explicit del rang estable de M(A) en termes de la continuitat i finitud de I'escala,
donant aix{ una resposta negativa parcial a [79, Question 4.16]. També examinem la
finitud estable de M(A), per A dins A'*| veient que és establement finita, llevat del
cas en que l’escala és idénticament infinita (per exemple, si A =2 A ® K), i analitzem
la riquesa d’extrems de M(A)/A, responent una pregunta implicita a [55, Remark
4.19] i tractant casos que no sén presents a [55].

Aquesta memoria estad estructurada en quatre capitols, el primer dels quals es
dedica a la recopilacié de conceptes i resultats basics per a la posterior comprensié del
treball. Cada capitol ve encapcalat per una introducci6 del seu contingut, ressaltant
els resultats principals, de manera que en aquest espai ens limitarem a ressenyar-ne
el contingut, remetent el lector a cada capitol per ampliar detalls.

En el segon capitol donem la definicié de ’anell de multiplicadors M(R) d’un anell
semiprimer R i estudiem algunes caracteristiques basiques. Propietats fonamentals
com ara la descomposicié de Riesz a V(M(R)) i el fet que els ideals de M(R) estan
generats per idempotents, sén establertes per anells regulars amb o-unitat, en ana-
logia als resultats coneguts per C*-algebres amb rang real zero. En la tercera seccié
aprofitem aquests resultats per donar una representacié de V(M(R)), per R dins N/
o N*, en termes de V(R) i un semigrup de funcions afins i semicontinues inferiors
definides sobre V'espai d’estats de V(R). En la quarta secci6, donem aplicacions de
les técniques anteriors per obtenir una representacié del monoide S(A), per A dins
N |

En el tercer capitol utilitzem els resultats del capitol 2 per iniciar un estudi sis-
tematic del reticle d’ideals de M(R), per R dins N o bé A*. Concretarnent, en la
segona seccié caracteritzem els anells R que tenen escala finita, i donem resposta
afirmativa, en un context més ampli, a una pregunta de [42]. A conseqiiéncia de
les técniques de la tercera seccié generalitzem el resultat de Blackadar de [11] sobre
algebres AF amb escala fitada. En la quarta seccié provem que un model semblant a
I'obtingut per Lin a [56] es pot adoptar en el nostre context: la consideraci6 de I'ideal
Itin(R) “divideix” ’anell M(R) en dues parts amb comportaments sorprenentment



16 : Introduccié

diferents. L'ideal If;,(R) és el maxim ideal amb la propietat que V(I (R))/V (L(R))
és cancellatiu, i al mateix temps, és el minim ideal tal que M(R)/I;,(R) és purament
infinit. Posteriorment, descrivim el reticle d’ideals de M(R)/Is,(R) amb exactitud:
si I’escala es fa infinita precisament a n punts extrems, aleshores M(R)/Is;n(R) conté
exactament 2" ideals no nuls (dels quals exactament n sén minimals, i n maximals).
Sota -algunes restriccions addicionals assumides a ’espai d’estats, certs aspectes d’a-
questa distribucidé d’ideals es traslladen al cas que l'escala es fa infinita a ¢ punts, amb
¢ un cardinal infinit: aleshores M(R)/Itin(R) conté exactament ¢ ideals minimals i
almenys ¢ maximals. La preséncia de quantitats no numerables d’ideals, ja observada
per algebres amb escala fitada, es veu enriquida en el cas no fitat per la preséncia
de cadenes no numerables d’ideals. La cinquena seccid tracta la recerca del quocient
establement finit més gran de M(A)/A, per A dins N*. Aixi, denotant per I;.(A)
I'ideal establement cofinit més petit i no nul de M(A), veiem que en determinats ca-
s0s I;,(A) és finitament generat. La forma especial de I'ideal I,,(A) fa parar atencié
a l'ideal I,(A), que reflexa la presencia de cérners de A amb escala fitada. En con-
seqiiéncia, generalitzant un resultat de Goodearl a [42] (en el cas simple), descrivim
V(Is(A)/L(A)) en termes d’un espai de funcions afins 1 continues.

El darrer capitol esta dedicat a examinar el rang estable i la riquesa d’extrems de
M(A) per A dins N*. En la primera secci6 establim la separativitat de V(M (4)),
element clau per estudiar-ne el rang estable, d’acord amb resultats de [7]. Provem
aixi que si RR(M(A)) = 0 i A no té unitat, aleshores el rang estable de M(A) és 2
si, 1 nomsés si, I'escala és finita i no continua, i val infinit en cas contrari. En la segona
secci6 estudiem la riquesa d’extrems de M(A) i M(A)/A; concretament, provem que
M(A) no té mai riquesa d’extrems. Pel que fa a M(A)/A, el resultat varia segons
les quasitraces extremes infinites de A; en la majoria de casos, perd, M(A4)/A no té
riquesa d’extrems. Els resultats d’aquesta seccié responen a una pregunta de [55], i
amplien de manera important el nombre de casos en que la riquesa d’extrems es pot
analitzar.

Per acabar, remarquem que en tot el treball hem tingut present la necessitat de
fer una exposicié el més autocontinguda possible. Per aquesta rad, resultats d’altres
autors (tots ells amb la corresponent referéncia) han estat inclosos, aix{ com totes les
definicions necessaries per a la comprensié del text.

Agraiments

Vull expressar el meu agraiment a totes les persones que indirectament o directa
m’han ajudat en la realitzaci6 d’aquest treball. En primer lloc, al Pere Ara, que
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durant els anys en que la memoria ha pres forma ha sabut trobar els errors en els
arguments i m’ha previngut de cometre’'n de nous, m’ha indicat camins alternatius
a seguir per provar resultats, convertint en un plaer la tasca de fer recerca en Ma-
tematiques. I que, sortosament, ha dedicat moltes hores a la correccié de les versions
preliminars del manuscrit. També vull manifestar el meu agraiment als professors
Ken Goodearl i Fred Wehrung, per destinar una bona part del seu temps a atendre
preguntes i fer comentaris, en sengles estades de recerca que vaig fer a la Universitat
de California (Santa Barbara) i la Universitat de Caen. A 1'Enric Pardo, per moltes
discussions al voltant de les coses que no sortien, i també de les que sortien. Al grup
de Teoria d’Anells de la UAB per moltes converses profitoses i a molts membres del
Departament de Matematiques de la UAB, pel seu recolzament i companyonia.

En darrer lloc, vull agrair a la Montserrat, als pares, sogres, germans i amics tot el
suport demostrat, per saber compartir els moments d’ensopiment, els d’engrescament,
i per mostrar en tot moment una confianga incondicional, sovint immerescuda. Es
per aquesta rad que aquest treball els és dedicat.



Capitol 1
Preliminars

Aquest capitol esta dedicat a donar una serie de definicions i resultats basics, amb
un doble objectiu: facilitar la comprensio en la lectura posterior de la memoria, i
establir un marc de treball en el que ens mourem en la resta de capitols. D’altres
definicions més especifiques seran donades més endavant, en el moment en que haguem
d’emprar-les. Hem estructurat aquest capitol en tres seccions: Monoides, ideals 1
- monoides d’intervals, Anells, C*-algebres i Teoria K, i finalment Conjunts compactes
1 convezos. Simplexs, que soén els tres pilars fonamentals que dénen cos a aquest
treball.

1.1 Monoides, ideals i monoides d’intervals

En aquesta seccié6 donarem les nocions estandard referents a monoides ordenats
i monoides d’intervals. Al llarg del treball, tots els monoides seran abelians. La
" notacié que emprarem per les operacions sera la notacié additiva, i en conseqiiéncia
denotarem per 0 I’element neutre. Tot monoide abelid admet un pre-ordre natural,
que definim tot seguit.

DEFINICIO 1.1.1 Sigui M un monoide. Per a z,y € M diem que z < y s 1 només
st existeir un element z € M tal que © + 2z = y. La relacid bznama < satisfa les
propietats reflexiva i transitiva, essent al mateiz temps invariant per ‘translacions. Es
per tant un pre-ordre, que anomenem pre-ordre algebraic. Diem també que M és
algebraicament ordenat. Si la relacid < és a més antisimétrica, aleshores diem
que el pre-ordre algebraic a M és un ordre parcial.

D’ara endavant, i si no es diu el contrari, assumirem que els monoides sén al-
gebraicament ordenats. Obviament, un monoide M pot admetre altres pre-ordres
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diferents de l'algebraic. En tots els casos, entendrem que aquests pre-ordres seran
invariants per translacions, i per tant compatibles amb I'estructura additiva de M.

DEFINICIO 1.1.2 Sigui M un monoide. Diem que un element u € M és una unitat
d’ordre si u # 0 ¢ st per a tot x € M, existeiz un nombre n € N tal que z < nu.
Quan convingui, escriurem un monoide M amb unitat d’ordre u € M com (M, u).

DEFINICIO 1.1.3 Un monoide M és conic si sempre que £ +y = 0 per a elements
z,y € M, tentm que x =y = 0.

DEFINICIO 1.1.4 Sigui M un monoide i sigui u € M una unitat d’ordre. Diem que
M és directament finit si la igualtat x+y =z, per axz,y € M amb =,y < u implica
y = 0. De forma semblant, M es diu establement finit si la igualtat z+y = =, per
ax,y € M qualssevol, implica y = 0.

Es clar que la condici6 de directament finit (d’establement finit), tan sols depén
de verificar la corresponent condicié sobre la unitat d’ordre (o sobre els miltiples
de la unitat d’ordre). Observem que si M és conic i establement finit, aleshores el
pre-ordre algebraic és un ordre (parcial).

DEeFINICIO 1.1.5 Siguin (M,u) 1 (N,v) monoides amb unitats d’ordre, i sigui
f:M—N
un morfisme de monoides. Diem que f és normalitzat si f(u) = v.

D’altres nocions interessants, i que ens convindran per treballar amb monoides

’

son:

DEFINICIO 1.1.6 Sigui (M, <) un monoide pre-ordenat (i on lordre no és necessaria-
ment [’algebraic). Diem que M és cancellatiu per 'ordre si, donats x,y,2 € M
tals que T+ z < y + 2z, aleshores x < y. Diem que M és cancellatiu si, donats
z,Y,2 € M tals que © + 2 = y + 2, aleshores z = y.

Observem que si 'ordre en M és algebraic i parcial, aleshores les nocions de
cancellatiu per 'ordre i cancellatiu coincideixen.

DEFINICIO 1.1.7 Sigui M un monoide. Diem que M és un monoide de refina-
ment si, sempre que T1,To, Y1, Yo € M satzsfan 1+ Ty = Y1 + Yo, llavors existeizen

elements z;; € M (per i,j = 1,2) tals que Ezw = x; i tals que Ezm = y; per a
i=1
1,7 =1,2.
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DEFINICIO 1.1.8 Sigui M un monoide. Diem que M és un monoide de Riesz
st M satisfa la Propietat de Descomposicié de Riesz, és a dir, sempre que
x,Y1,Ys € M satisfan © < yy + Yo, aleshores ezisteizen elements x1,20 € M tals que
L=+ To 1 tals que z; < y; perai=1,2.

’ Es clar que un monoide de refinament és sempre de Riesz, mentre que el reciproc és
fals. Un exemple senzill s’obté considerant el monoide M = {0, u, 00} amb 2u = oo.

DEeFINICIO 1.1.9 Sigui M un monoide. Diem que M satisfa la Propietat d’Inter-
polacié de Riesz si sempre que x1, %2, y1,y2 € M satisfan x; < y; per a i,j =1,2,
aleshores existeiz un element z € M tal que x; < z <y, peri,j =1,2.

Si el monoide M amb qué treballem és cancellatiu, aleshores les diferents pro-
pietats de descomposicié que hem introduit sén equivalents, tal com es veu a [39,
Proposition 2.1]. '

DEeFINICIO 1.1.10 Sigui G un grup abelia. Com hem fet per monoides, una relacid
binaria < definida sobre G tal que és reflexiva, transitiva 1 invariant per translacions
s’anomena un pre-ordre, que diem parcial si a més < és antisimétric. Diem que G
és un grup abelia (parcialment) ordenat. Un.con de G és un subconjunt C C G
tal que 0 € C' i tal que és un submonoide de G. Un con es diu estricte si 0 és ["inic
element x € G tal que x € C i també —z € C.

Els elements positius seran de manera natural aquells x € G tals que z >
0. Denotarem el conjunt d’elements positius per GT, i Panomenarem con positiu.
Observem que un con C en un grup abelia G sempre indueix un pre-ordre, que
s’escriu <¢, de la segiient manera: diem que z <¢ ¥, per z,y € C si i només si
y —x € C. Aquest pre-ordre és invariant per translacions, i constitueix un ordre
parcial exactament quan C' és estricte. Aixi, si G és un grup parcialment ordenat, el
con G és estricte i 'ordre a G coincideix amb <g+.

DEFINICIO 1.1.11 Una unitat d’ordre de G és un element u > 0 de G tal que per
a tot x € G, ezisteizn > 1 tal que x < nu. Com al cas de monoides, escriurem
(G, <,u) o simplement G.

Veurem seguidament una relacié natural entre els monoides i els grups abelians.
Sigui M un monoide. Definim una relaci6 d’equivaléncia sobre M per x ~ y si i només
si existeix un element z € M tal que z + z = y + 2. Posem M, = M/ ~, i denotem
les classes d’equivaléncia dels elements de M per [z]. Definim una operacié a M, per
[z] + [y] = [z + 9], si &,y € M. Es facil veure que aquesta operacié. és ben definida.
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Notem que amb aquesta estructura, M, és cancellatiu i també cancellatiu per 'ordre
(respecte Pordre algebraic). Anomenem M, el monoide cancellatiu associat a M.

Si u és una unitat d’ordre per M, llavors [u] també és una unitat d’ordre per M,
que denotarem novament per u. Observem que si I'ordre algebraic a M és parcial
ordenat, aleshores a M, també ho és.

Afegint doncs inversos formals als elements de M, podem definir un grup abelia,
denotat per G(M). Es clar que G(M) = {z —y | z,y € M,}. Definim un ordre a
G(M) prenent com a con positiu:

G(M)* = M..

DEFINICIO 1.1.12 El grup (G(M), G(M)*) s’anomena el grup de Grothendieck
de M (i és parcialment ordenat si M ho és).

Un aspecte important del grup de Grothendieck és que pot ésser caracteritzat
per la segiient propietat universal: (1) Existeix un morfisme de monoides 7 : M —
G(M)* tal que m(m) = [m], i (2) sempre que H és un grup abeliy pre-ordenat amb
con positiu H* i ¢ : M — H* és un morfisme de monoides, aleshores existeix un
unic morfisme de grups ¢ : G(M) — H tal que el diagrama

M T G(M)

¥

H

és commutatiu.
Les propietats de descomposicié que hem formulat per monoides tenen versions
paralleles per grups abelians: ‘

DEFINICIO 1.1.13 Sigui G un grup parcialment ordenat. Diem que G és un grup
de Riesz (0 també que G és un grup d’interpolacid) si el con positiu Gt és un
monoide Riesz.

Notem que si M és un monoide cancellatiu, aleshores G(M) és un grup de Riesz
si, i només si, M és un monoide Riesz. Una noci6é d’extrema importancia al llarg del
treball és la d’ideal en un monoide.
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DEFINICIO 1.1.14 Sigui M un monoide. Un ideal d’ordre de M és un subconjunt
no buit I de M que és un submonoide, i tal que és hereditari per lordre, és a dir, si
r<yiyel, aleshoresz € I.

Si M és un monoide i a € M, aleshores el conjunt I, = {z € M | z <
na per algun n € N} és el minim ideal d’ordre de M que conté I’element q, i I’ano-
menem per tant 'ideal de M generat per a. Observem que @ és una unitat d’ordre
per I,. Ens referirem als ideals generats per un element com els ideals principals de

M.

DEFINICIO 1.1.15 Diem que un monoide M és simple si té exactament dos ideals,
lideal generat pel zero i M.

Observem que si M és conic, aleshores M és simple si i només si és no zero i
tot element diferent de zero de M és una unitat d’ordre. En efecte, si M és conic i
simple i £ € M és no zero, aleshores tenim que I, # 0, de manera que I, = M, i per
tant = és unitat d’ordre. Reciprocament, notem primer que 1’ideal generat pel zero
és exactament {0}, ja que M és conic. Suposem ara que [ és un ideal no zero de M.
Aleshores I conté un element z € M no zero, que per hipotesi és unitat d’ordre. Per
tant I = M, com voliem.

DErINICIO 1.1.16 Sigui G un grup pre-ordenat amb unitat d’ordre uw € G. Un estat
sobre (G,u) és un morfisme de grups s : G — R tal que s(GT) C R is(u) =1 (és
a dir, s és normalitzat). Denotem per St(G,u) el conjunt d’estats sobre (G, u).

Si tenim un monoide M amb unitat d’ordre u € M, aleshores definim els estats
sobre (M,u) com St(M,u) := St(G(M), u), on G(M) és el grup de Grothendieck de
M amb el pre-ordre natural. Per la propietat de G(M), tenim que un estat sobre
(M, u) és un morfisme de monoides normalitzat s : M — Rt. Un estat sobre (M, u)
es diu discret si s(G(M)) és un subgrup ciclic de R. '

Sigui M un monoide algebraicament ordenat amb unitat d’ordre v € M. Si M
és establement finit i conic, llavors St(M, u) és no buit (vegeu, per exemple, [39,
Corollary 4.4]). Reciprocament, si M és simple i St(M,u) és no buit, llavors M és
establement finit i conic.

Sigui M un monoide, i sigui I un ideal d’ordre de M. Definim una relacié d’e-
quivalencia a M de la manera segiient: si z,y € M, escrivim & ~ y si i només si
existeixen elements z,w € I tals que z + z = y + w. Denotem per M/I el conjunt
quocient de M modul aquesta relaci6é d’equivaléencia, i denotem per [z] la classe d’e-
quivaléncia d’un element € M. Definim una addicié a M/I de manera natural per’
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[2]+[y] = [z+y]. Es facil comprovar que aquesta operaci6 és ben definida, i que dota
M/I d’estructura de monoide abelid, que anomenarem el quocient de M per I
(vegeu també [70, Proposicié 4.1.2]). Observem que si v € M és una unitat d’ordre,
aleshores [u] € M/I també és una unitat d’ordre. La relacié basica entre ideals i
quocients es recull en:

ProposIciO 1.1.17 ([70, Proposicid 4.1.3]) Sigui M un monoide. Aleshores:

(a) S§i I < M és un ideal, llavors ezisteir una relacid bijectiva entre els ideals de
M/I i els ideals de M que contenen I.

(b) Si J C T s6n dos ideals de M, llavors (M/J)/(I/J) = (M/I).

(c) Si M és de refinament, aleshores la classe L(M) d’ideals de M forma un reticle
amb la suma 1 la interseccid d’ideals.

(d) Si M és de refinament i I, J son dos ideals de M aleshores

(I+J)/J2I/InJ). O

DEFINICIO 1.1.18 Sigui M un monoide en el qual el pre-ordre algebraic és parcial.
Un interval sobre M és un subconjunt no buit I C M tal que és dirigit © hereditar:
per Uordre (és a dir, siz <y itenimy € I, aleshores x € I). Denotem per A(M) el
conjunt de tots els intervals sobre M. '

Podem equipar A(M) amb una estructura natural de monoide abelia, de la manera
segiient: '
Si I,J € A(M), aleshores definim

I+J={zeM|z<z+yperalgunzel,yecJ}
Deduim doncs que si M és un monoide Riesz, llavors I + J = {z+ylzel,ye J}.

DEFINICIO 1.1.19 Sigui M un monoide, i sigui I € A(M). Diem que I és nume-
rablement generat si ezisteiz un subconjunt cofinal numerable X C I (és a dir,
existeir una successid (T )nen tal que per a tot x € I, tenim z < x,, per algunn € N).
Denotarem el conjunt d’intervals numerablement generats sobre M per A, (M).

Notem que si I és un interval sobre M numerablement generat, aleshores podem
escriure I = {y € M |y < z, per algun n € N}, per alguna successi6 (z,) en M.
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Sigui D un interval (fixat) sobre M. Escriurem A, p(M) per denotar el sub-
monoide de A, (M), els elements del qual sén els intervals numerablement generats
sobre M que sén continguts en un multiple de D, és a dir, I € A, p(M) si i només
si I € Ay(M) i existeix n € N tal que I C nD. Denotem per WP(M) el submo-
noide de A, p(M) format pels intervals numerablement generats I sobre M tals que
I+ J =nD per algun J € A (M) i algun n € N.

1.2 Anells, C*-algebres i Teoria K

Introduirem seguidament alguns conceptes basics per anells, centrant-nos en les
classes que estudiarem posteriorment. Al llarg de tot el treball, suposarem que els
anells sén assoéiatius, perd no necessariament amb unitat.

Sigui R un anell. Definim M (R) = U2, M,(R) a través de les aplicacions
M, (R) — M, ,(R) definides per z +— diag(z,0). D’aquesta manera, M, (R) és un
anell.

DEFINICIO 1.2.1 Si R és un anell, i e, f € My (R) sdn idempotents, diem que e 1
[ sdn equivalents, i escrivim e ~ f, si existeizen elements x,y € My (R) tals que
e = Ty, mentre que f = yx.

Es ficil comprovar que la relacié ~ definida sobre el conjunt d’idempotents de
My (R) és d’equivaléncia. Denotem per [e] la classe d’equivaléncia respecte d’a-
questa relacid, i definim V(R) = {[e] | e és un idempotent de M (R)}. Equipem
V(R) amb una estructura additiva de la segiient manera: si [e],[f] € V(R), posem

a+1=1(¢ ]

(algebraicament) ordenat.

)] D’aquesta manera V(R) esdevé un monoide abelid conic i

En el cas particular que R tingui unitat, podem donar una descripcié alternativa
i equivalent de V(R) com el conjunt de classes d’isomorfia de R-moduls projectius
(dreta) finitament generats. 1’addicié és en aquest cas [P]+[Q] = [P®Q)]. El fet que
aquesta descripcio sigui equivalent a Panterior implica en particular que la definici6
prenent moduls és simetrica.

DEFINICIO 1.2.2 Sigui R un anell amb unitat. Diem que R és directament finit
st sempre que xy = 1, per a z,y € R qualssevol, tenim que yr = 1. En cas contrari
direm que R és directament infinit. 5i M, (R) és directament finit per a totn € N
aleshores diem que R és establement finit.
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Observem que R és directament finit (respectivament, establement finit) si i només
si el monoide V(R) és directament finit (respectivament, establement finit), en el
sentit de la Definici¢ 1.1.4. Veiem doncs que, atés que V(R) és sempre cOnic, si R és
establement finit aleshores I’ordre algebraic a V(R) és parcial.

En el que segueix, R serd un anell que pensarem inclos, com a ideal bilateral,
dins un anell amb unitat S. La forma estandard d’aconseguir aixo és incloent R de
manera natural dins S = Ry = R & Z, amb la suma component a component i el
producte donat per (z,n)(y,m) = (zy + ny +mz,nm). La unitat per S és (0,1). La
definicié que donarem no dependrd, perd, d’aquest anell concret S.

DEFINICIO 1.2.3 Siguin R C S anells, tals que S té unitat 1 R és un ideal de S.

Una n-pla (ay, ... ,a,) d’elements de S es div R~unimodular sia; —1 € R, a; € R

per a tot i > 1 i existeizen elements by,... b, € S, amb by —1,b; € R peri > 1
n

tals que > bia; = 1. Diem que una n-pla R-unimodular (ai,... ,a,) és reduible si
=1

ezisteiz una (n — 1)-pla (by,... ,bp—1) d’elements de R tal que la (n — 1)-pla (a1 +
biGn, ... ,0,_1+ byp_1a,) és R-unimodular.

DEFINICIO 1.2.4 Siguin R C S anells tals que S té unitat i R és un ideal bilateral de
S. Definim el rang estable de R, i ho denotem per sr(R), com el nombre natural n
més petit tal que tota (n+ 1)-pla R-unimodular és reduible. Escriurem sr(R) =n. Si
aquest enter n no existeiz, diem aleshores que R té rang estable infinit, i ho denotem
sr(R) = o0.

El cas en que estarem interessats és quan el rang estable és 1. A partir de la
definicié anterior, un anell R té rang estable 1 si sempre que Ria + R1b = Ry, per
a,b € R, amb a — 1,b € R, aleshores existeix ¢t € R tal que R;(a + th) = R;. Per
[87, Theorem 3.6] (vegeu també [86)), aquesta condicié és equivalent a demanar que
M, (R) tingui rang estable 1 per a tot n € N, o bé que tot factor de R tingui rang
estable 1. Per [87, Theorem 3.9], si ¢ és un idempotent en un anell R amb rang
estable 1, aleshores eRe també té rang estable 1. L’aspecte interessant dels anells
amb rang estable 1 és que permeten cancellar els elements del monoide de classes
d’equivaléncia d’idempotents. Enunciem-ho explicitament:

TEOREMA 1.2.5 Sigui R un anell amb sr(R) = 1. Aleshores el monoide V(R) és
cancellatiu.

DEMOSTRACIO: Si R té unitat, aix0 ja és conegut (vegeu [35, Theorem 4.13]). Pel
cas en que R no té unitat, suposem que e, f,g € My (R) sén idempotents tals que
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le] +[9] = [f] + [9). Ens podem reduir al cas que I'anell té unitat passant a 'anell
(e® f®g)Mo(R)(e® f @ g). Obtenim aixi que [e] = [f], i per tant V(R) és
cancellatiu. O

Detallem tot seguit les classes d’anells que tractarem al llarg de la memoria.

DEFINICIO 1.2.6 Diem que un anell R és semiprimer si per a tot x € R, la condicid
xRz =0 implica que z = 0.

De manera equivalent, un anell R amb unitat és semiprimer si i només si per a
tot ideal bilateral I de R, la condicié I? = 0 implica que I = 0 (com veurem més
endavant, aquesta equivaléncia es manté per classes d’anells més generals que els
anells amb unitat).

DEFINICIO 1.2.7 Sigui R un anell. Diem que R és regular de von Neumann st
per a tot x € R, existeix y € R tal que x = xyz.

Equivalentment, un anell R és regular de von Neumann si i només si tot ideal dreta
(esquerra) finitament generat és generat per un idempotent, si i només si tot ideal
principal és generat per un idempotent (vegeu [37, Proposition 1.1]). D’ara endavant
abreujarem la terminologia parlant simplement d’anells regulars. Les construccions
elementals fetes a partir d’anells regulars produeixen novament anells regulars: aixi,
les imatges homomorfiques, els corners, els anells de matrius i els limits directes
d’anells regulars sén regulars (vegeu [37, Chapter 1]).

Un tipus d’anell regular especialment important és el segiient:

DEFINICIO 1.2.8 Sigui R un anell regular amb unitat. Diem que R és regular per
unitats si per a tot ¢ € R, existeiz una unitat u € R tal que © = zux.

La prova del segiient resultat es pot trobar a [37, Theorem 4.5, Proposition 4.12],
excepte la part (¢) & (d), que és una conseqiiencia directa d'una de les possibles
definicions de V(R) per anells amb unitat. '

TEOREMA 1.2.9 (Fuchs, Handelman, Kaplansky ) Sigui R un anell regular amb uni-
tat. Les segiients condicions son equivalents:

(a) R és regular per unitats;
(b) R té rang estable 1;

(¢) Tot R-modul projectiu (dreta) finitament generat cancella de les sumes directes
de R-moduls projectius (dreta) finitament generats;
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(d) V(R) és cancellativ. O

El cas en que R no té unitat també pot ésser tractat de manera semblant, pero
referint-nos als cérners de R. Aix0 es pot fer tenint en compte que, en un anell
regular, els idempotents formen un conjunt dirigit:

LEMA 1.2.10 [67, Lemma 1.1] Sigui R un anell regular, i sigui I un ideal de R.
Si e, f € R son idempotents, aleshores existeir un idempotent g € I tal que eRe +
fRf C gRg. En particular, si a € I aleshores existeiz un idempotent k € I tal que
a€kRk. O

Si S és un anell qualsevol, denotem per E(S) el conjunt format pels idempotents
de S. Equipat amb 'ordre natural d’idempotents, E(S) és un conjunt parcialment
ordenat. Pel Lema anterior, si R és regular, aleshores E(R) és a més un conjunt
dirigit.

TEOREMA 1.2.11 Sigui R un anell regular. Les segiients condicions son equivalents:
(a) R té rang estable 1;
(b) Tot cdrner de R té rang estable 1;
(c) Tot cdrner de R és reqular per unitats;
(d) V(R) és cancellatiu.

DEMOSTRACIO: La implicacié (a) = (b) és conseqiiencia de [87, Theorem 3.9]. El
Teorema 1.2.9 implica que (b) & (c). Suposem ara que tot cérner de R és regular per
unitats. Si per idempotents e, f, g € My (R) tenim [e] + [g] = [f] + [g] aleshores pel
Lema 1.2.10 existeix un cérner T de R adequat tal que e, f,g € Mo(T) i [e] + [9] =
[f] + [g] a V(T'), d’on clarament [e] = [f] a V(T'), i per tant [¢] = [f] a V(R). Veiem
doncs que (c) = (d). Pel reciproc, és facil veure que si V(R) és cancellatiu, aleshores
V(T és cancellatiu per a qualsevol cérner T' de R, i pel Teorema 1.2.9 tenim que T°
~ és regular per unitats.

Finalment, vegem (b) = (a). Siguin a = 1+d’, amb o’ € R, 1 b € R. Suposem
que Ria + Rib = Ry. Prenem e € R un idempotent tal que a',b € eRe (usant el
Lema 1.2.10). Notem que ae = ea = e+a’. Per [87, Lemma 3.5], tenim Ra+ Rb = R,
de manera que (eRe)ae + (eRe)b = eRe. Per hipotesi, el rang estable de eRe és 1, de
manera que existeix ¢’ € eRe amb (eRe)(ae +t'b) = eRe. Prenent t =1 — e+, és
facil comprovar que a + tb és invertible a R,. O ‘

Destaquem finalment una propietat dels anells regulars que ens sera d’utilitat:
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TEOREMA 1.2.12 (Goodearl-Handelman) Sigui R un anell reqular. Aleshores el mo-
noide V(R) és un monoide de refinament, i en particular de Riesz.

DEMOSTRACIO: Una demostracié pel cas en que R té unitat es pot trobar a [37,
Theorem 2.8]. Si R no té unitat, argumentant com al Teorema 1.2.11, ens reduim a
treballar en un cérner de R, que si té unitat. O

L’altra classe d’anells que jugara un paper fonamental és la de les C*-algebres.

DErFINICIO 1.2.13 Sigui A un anell. Diem que A és una C*-algebra si A és una
algebra de Banach compleza, amb una involucid, que denotem per *, tal que per a tot
T € A es satisfa

Jez*|| = [|=[.

Una algebra amb involucié s’anomenara sovint *-algebra. Com es veu a la defi-
nicié, una C*-algebra A no té necessariament unitat, perd sempre se n’hi pot adjuntar
una.

DEFINICIO 1.2.14 Sigui R un anell, 1 sigui I un ideal bilateral de R no zero. Diem
que I és un ideal essencial si per a tot ideal J de R no nul es té que INJ # 0.

Una unitificacié d’un anell semiprimer R és per definicié un anell S amb unitat
que conté R com a ideal essencial. El procés d’adjuncié d’una unitat a una K-algebra
R semiprimera que no en té, on K és un cos, es pot fer de manera “minimal” (en el
sentit que tota altra unitificacié la conté), de la segiient manera: Prenem R=RoK ,
amb les operacions habituals i unitat (0,1). Aleshores R és un ideal bilateral essencial
de R. '

En el cas d’'una C*-algebra A sense unitat aquest procés també es pot fer, pero
cal anar amb compte a I’hora d’escollir una norma a A. Es prova a [91, Proposition
2.1.3] (vegeu també [38, Exercise (1D)], entre d’altres) que existeix una Gnica norma
a A que estén la norma de A i amb la qual A és una C*-algebra.

Les aplicacions naturals entre C*-algebres sén aquelles que, a banda de ser morfis-
mes d’algebres, preserven la involucié i la topologia. Es un fet ben conegut que si un
morfisme preserva la involucié (en diem un *-morfisme), aleshores és automaticament
continu i té norma més petita que 1.

DEFINICIO 1.2.15 Un element z en una *-algebra compleza A es diu autoadjunt
st ¥ = z. Denotem el conjunt d’elements autoadjunts per As,. Una projeccid és
un idempotent autoadjunt. Diem que un element v € A és una isometria parcial si
v*v €s una projeccid. Si A té unitat i v*v = 1 (respectivament, vv* = 1), aleshores
diem que v és una isometria (respectivament, una co-isometria). Un element que
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és una isometria 1 una co-isometria al mateix temps es diu unitari. Denotem per
U(A) el grup dels unitaris de A.

DEFINICIO 1.2.16 Sigui A una algebra compleza 1 z € A. Definim l'espectre de «
com Spec(z) = {z € C | 214 — z no és invertible en A}, un subconjunt compacte de

C.

En el context de ’anterior definicié, un element z en una C*-algebra A es diu
positiu, i escrivim z > 0, si * = z i Spec(z) C R*. Denotem el conjunt d’elements
positius per A,. Equivalentment, si A és una C*-algebra iz € A, aleshores = € A,
si i només si z = yy*, per algun y € A (vegeu, per exemple, [38, Theorem 5.7}). Es
prova que el conjunt A, és un con estricte de A (per exemple, [38, Lemma 5.6]), i
per tant defineix un ordre parcial a I’algebra: si z,y € A diem que z < y si i només
si y — 2z > 0. En aquest mateix sentit, es pot veure que z € Ay, si i només si = és
normal (és a dir, zz* = z*z) i Spec(z) C R.

Sigui X un espai localment compacte Hausdorff. Denotem per Cy(X) l'anell de
funcions continues (a valors complexes) sobre X que “desapareixen” a l'infinit, és a
dir, les funcions continues f tals que, per a tot n € N, el conjunt {z € X | f(z) > 1/n}
és un compacte de X. Amb les operacions habituals de suma i producte, prenent
com a norma la norma del suprem i com a involucié la conjugacié complexa, I’anell
Co(X) és una C*-algebra commutativa, i té unitat si i només si X és compacte.
Introduim ara una técnica que juga un paper central en molts arguments de C*-
algebres. Aquesta técnica es coneix amb el nom de calcul funcional o espectral,
i ens permetrd treballar amb elements que siguin “funcions” d'un element donat.
Si A és una C*-algebra i a € A, denotem per C*(a) (respectivament C*(a,1)) la
minima C*-subalgebra que conté a (respectivament, que conté a, 1), i ’anomenem la
C*-subalgebra generada per a (respectivament, per a,1). En ambdds casos, obtenim
C*-algebres commutatives. El calcul funcional es basa en el segiient resultat, que pot
trobar-se a [68, Theorem 2.1.10]: ‘

TEOREMA 1.2.17 (Gel’fand) Sigui A una C*-dlgebra commutativa diferent de zero.
Aleshores existeiz un espai localment compacte Hausdorff X tal que A 'és isométrica-
ment x-isomorfa a Cy(X). O

TEOREMA 1.2.18 [68, Theorem 2.1.18] Sigui A una C*-dlgebra amb unitat, ¢ sigui
a € A un element normal. Denotem per z la inclusié de Spec(a) en C. Aleshores, hi
ha un dnic *-morfisme amb unitat ¢ : C(Spec(a)) — A tal que p(2) = a. A més, ¢
és una isometria i Im(p) = C*(a,1). O
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Si la nostra C*-algebra no té unitat, aleshores treient la funcié constant z — 1 de
C(Spec(a)) i la unitat 1 de C*(a, 1), obtenim un isomorfisme

¢ : Co(Spec(a) \ {0}) — C*(a).

El gran avantatge d’aquest fet és que podem treballar amb funcions d’un determinat
element d’'una C*-algebra A. Més precisament, si a € A és un element normal, i
[ € Co(Spec(a) \ {0}), aleshores definim f(a) = ¢(f). Usarem aquesta notacié en el
futur, sense parlar més d’aquest isomorfisme. Una funcié especial que ens interessara
aplicar a elements positius és la segiient:

DEFINICIO 1.2.19 Siguie > 0. Definim f, com la funcid real de variable real tal que
val zero a (—o00,€/2], és lineal a [e/2,¢] i val 1 a [g,+00).

Observem que, per a tot € > 0, es té que fe/ofe = fe.
Una classe important de C*-subalgebres d’una C*-algebra donada és la formada
per aquelles que hereten 1'ordre:

DEFINICIO 1.2.20 Una C*-subalgebra B d’una C*-dlgebra A es diu hereditaria si
la condicid 0 < a <bamba € A ibe B implica que a € B. '

Clarament, 0 i A sén C*-algebres hereditaries, i la interseccié de C*-subalgebres
hereditaries és altre cop hereditaria. La C*-subalgebra hereditaria generada per un
subconjunt S de A és per definici6 la C*-subalgebra hereditaria més petita que conté
S. Si I és un ideal tancat en una C*-algebra A, aleshores I és una C*-subalgebra
hereditaria de A. En efecte, si 0 < a < b, amb b € I, aleshores per [48, Lemma
A-1] existeix una successié d’elements (t,) en A tals que al/ 2= lim ¢, b'/2 i per tant

a € I. Diem que A és una C*-algebra simple si A no té ideals tancats no trivials. En
cas que A no tingui ideals no trivials, direm que A és algebralcament simple. (Si,
per exemple, A té unitat, aleshores els conceptes de simple i algebraicament simple
coincideixen.) |

Les C*-algebres hereditaries sén exemples clars de C*-algebres que no tenen uni-
tat. Si treballem dins una C*-algebra més gran, sembla clar que no sempre sera
convenient afegir una unitat a una hereditaria en la manera usual (és a dir, sumant
C). Aixo0 es pot evitar fent servir el concepte d’unitat aproximada, que es basa en la
nocié de xarxa. Aquesta dltima és una nocid que permet expressar la topologia d’un
espai en termes de convergencia, i és la que cal considerar quan l'espai que estem
tractant no és metritzable.

DEFINICIO 1.2.21 Sigui X un espai topologic. Una xarxa és una parella (A,<), o
A és un conjunt preordenat, dirigit superiorment, 1< : A — X és una aplicacid.
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Denotarem x = ¢()), i aixi la notacié d’una xarxa serd (z))xea. Les xarxes també
s’anomenen successions generalitzades. Aquesta terminologia queda justificada
pel fet que si (z))xea és una xarxa i A =N, aleshores (z,), és una successio.

DEFINICIO 1.2.22 Sigui A una C*-dlgebra. Una unitat aproximada és una zarza
(ur)aea creizent tal que uy € Ay i||unl| < 1 per a tot X € A, i tal que per a tot
z € A tenim z = li/{n zuy. (Bquivalentment x = li/{n upz.) Diem que A té o-unitat

st existeir una unitat aprorimada numerable.

Afortunadament, I'existéncia d’unitats aproximades esta assegurada en el nostre
context (vegeu, per exemple, [72, Theorem 1.4.2] o bé [68, Theorem 3.1.1}):

TEOREMA 1.2.23 Tota C*-dlgebra A té una unitat aprorimada. De fet, prenent
A ={a€ Ay | |all <1}, i posant uy = X per a tot A € A, aleshores (uy)x és una
unitat aprozimada per A. O

Sigui A una C*-algebra, i sigui a € A;. Aleshores la C*-subalgebra hereditaria
generada per {a} és B := aAa. En efecte, I'aspecte més significatiu és veure que
a € B. Sigui (uy) una unitat aproximada per A. Aleshores a® = limauya i per
tant a> € B. Ara, com que B és una C*-algebra, tenim que a = (a?)'/2 € B (per
calcul funcional). D’altra banda, és facil veure també que {f.(a)}es0 €s una unitat
aproximada per B, que de fet es pot prendre numerable agafant €, = 1/n, per n € N.

DEFINICIO 1.2.24 Sigui R un anell amb unitat, i sigui n > 1. Denotem per Lg,(R)
T

(respectivament Rg,(R)) el conjunt de n-ples (z1,... ,2,) a R™ tals que Y, Rz; = R
f==1

n
(respectivament, > x;R = R). Si A és una C*-dlgebra amb unitat, denotem per
i=1

—— —~

tsr(A) = inf{n | Lg,(A) = A"}. Si A no t€ unitat, posem tsr(A) = tsr(A). Anome-
nem tsr(A) el rang estable topologic de A.

Rieffel prova a {79, Proposition 1.6], que aquesta definicié de rang estable topologic
és simétrica (és a dir, coincident amb la definicié que obtindriem prenent Rg,(A4)).
D’altra banda, Herman i Vaserstein van provar a [49, Proposition 1.2] que per a una
C*-algebra amb unitat el rang estable topologic coincideix amb ’algebraic (d’acord
amb la definicié 1.2.4). Notem que aixd no introdueix cap ambigiiitat en el cas que
la C*-algebra no tingui unitat, en el sentit que sr(4) = sr(4) = tsr(4) = tsr(A).
Parlarem, doncs, de rang estable, tant per anells com per C*-algebres.

Com al cas dels anells regulars, ens interessard parlar de C*-algebres que tenen

rang estable 1 (és a dir, C*-algebres on els invertibles sén densos). Aixd, com abans,
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té una traduccié al monoide de classes d’equivaléncia d’idempotents. A causa de
la involucid, aquest monoide pot ésser descrit d’'una manera més convenient usant
projeccions.

DEFINICIO 1.2.25 Sigui A un anell amb involucid, 1 siguin p,q € A projeccions.
Diem que p i g son x-equivalents o bé Murray-von Neumann equivalents si
existeiz un element v € A tal que p = vv* 1 ¢ = v*v.

Fl segiient resultat, degut a Kaplansky, mostra que en una C*-algebra A la de-
finicié6 de V(A4) com a classes d’equivalencia d’idempotents o com a classes de x-
equivaléncia de projeccions és irrellevant (per a una referéncia, vegeu [52] o bé [38]).

ProposiciO 1.2.26 (Kaplansky) Sigui A una C*-dlgebra. Aleshores

(a) Sip,g € My(A) son projeccions, aleshores p ~ q si i només si p i q¢ son
*-equivalents. ‘

(b) Si e € A és un idempotent, aleshores exzisteir una projeccic p € A tal que
eA=pA. O

A conseqiiéncia del Teorema 1.2.5 i de les observacions que acabem de fer, tenim
que si A és una C*-algebra amb rang estable 1, aleshores V' (A) és cancellatiu.

La noci6 de rang estable topologic és una versié no commutativa de la dimensio,
en el sentit que si A = C(X), per a un espai compacte de Hausdorftf X, aleshores
sr(A) = [dim(X)/2] + 1, on dim(X) és la dimensi6é “covering” per espais topologics

(vegeu, per exemple, (79, Proposition 1.7]). En part per aquest motiu, Brown i
" Pedersen van introduir a [19] el concepte de rang real per a una C*-algebra, basat en
demanar a la definicié de rang estable que els elements siguin autoadjunts.

DEFINICIO 1.2.27 Sigui A una C*-dlgebra amb unitat. Sigui N el conjunt de nom-
bres naturals tals que sin € N, aleshores per a tot m > n+1, tot € > 0 1 tota m-pla
m
(@1,...,2p) € AT, existeiz una m-pla (Y1,... ,Ym) € A™ tal que Y y2 és invertible
k=1
m
i || S (zk — yi)?|| < e. Definim el rang real de A, i ho denotem per RR(A), com
k=1

—~

Pinfim del conjunt N. Si A no té unitat, definim RR(A) = RR(A).

En contrast amb el rang estable, el rang real és un analeg no commutatiu més
fidel per a la dimensié. Aixi, si A = C(X), amb X un espai compacte de Hausdorff,
tenim que RR(A) = dim(X) ([19, Proposition 1.1]). Hi ha, a més, una relacié entre
els dos conceptes, que és RR(A) < 2sr(A) — 1 (vegeu [19, Proposition 1.2]).
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El cas en que estarem interessats és quan el rang real és zero. Segons la definicid,
aixo0 és dir que tot element autoadjunt es pot aproximar per un element autoadjunt
i invertible. Es pot dir encara més ([19, Theorem 2.6]):

TEOREMA 1.2.28 (Brown-Pedersen) Per a una C*-dlgebra A, les segtients condici-
ons son equivalents:

(a) RR(A)=0;
(b) (FS) Els elements de Ay, amb espectre finit son densos a Asq;

(¢) (HP) Tota C*-subdlgebra hereditaria de A té una unitat aprozimada (no neces-
sariament creizent) formada per projeccions;

(d) Per a qualsevol parella d’elements z,y € A4 tals que xzy = 0, i per a qualsevol
e > 0, existeiz una projeccid p € A tal que ||(1 —p)z|| < e i tal que py =0. O

La classe de C*-algebres amb rang real zero és tancada per subalgebres hereditaries
(en particular, per ideals tancats i cérners), pel pas a matrius ([19, Corollary 2.8,
Theorem 2.10]), i per limits directes (és a dir, si (4;);cs és una familia de C*-algebres
amb rang real zero i A = lim A;, en la categoria de C*-algebres, aleshores A té
rang real zero). A més, si una C*-algebra amb o-unitat té rang real zero, aleshores
té una unitat aproximada formada per una successié creixent de projeccions ([19,
Proposition 2.9]). Com al cas regular, en preséncia de rang real zero, les C*-algebres
amb rang estable 1 tenen un interes especial:

Proprosicié 1.2.29 [15, Proposition II1.2.4] (Blackadar-Handelman) Sigui A una
C*-algebra amb rang real zero. Aleshores sr(A) =1 si, i només si, el monoide V(A)
és cancellatiu. O

Donarem tot seguit alguns exemples de C*-algebres amb rang real zero, que illustren
I’amplitud d’aquesta classe. Per més detalls sobre les algebres que apareixen, vegeu
per exemple [27] o bé [91].

(a) Sigui A una C*-algebra commutativa. Aleshores A = Cy(X) per a un cert espai
localment compacte Hausdorff. Pel que hem vist abans, RR(4) = RR(A) =
dim(aX), on aX és la compactificacié per un punt de X. Aixi RR(A) =0sii
només si dim(X) = 0.

(b) Sigui H un espai de Hilbert complex. Denotem per B(#) els operadors T' : H —

H que sén lineals i acotats. Si T € B(H) prenem ||T|| = sup ||T'z||, i definim
: flzll <1
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T* com I'tinic operador tal que (T'z,y) = (x, T*y), per a z,y € H qualssevol.
Aleshores B(#) és una C*-algebra amb rang real zero. En el cas particular que
H tingui dimensi6 finita n, es té que B(H) = M, (C).

Diem que una projeccidé p en una C*-algebra A és infinita si i només si existeix
una altra projeccié ¢ < p i tal que p ~ ¢q. Una C*-algebra A es diu purament
infinita si tota C*-subalgebra hereditaria no zero té una projeccié infinita (si
A és simple i amb dimensié almenys 2, aix0 és equivalent a dir que per a tot
element a € A no zero, existeixen elements z,y € A tals que zay = 1, per [27,
Theorem V.5.5]). Si A és una C*-algebra purament infinita i simple, aleshores
A té rang real zero (vegeu [95, Theorem 1]). Exemples classics de C*-algebres
purament infinites simples son les algebres de Cuntz. Breument, sin > 2, es

defineix I'algebra de Cuntz O, com la C*-algebra universal generada per iso-
I

metries sq,. .., 8, tals que Y s;sF = 1. Es pot veure que aquestes algebres sén
i=1
simples i purament infinites (vegeu, per exemple, [27, Corollary V.4.7, Corollary

V.5.6]), i per tant tenen rang real zero.

Es clar quesi Ay, ..., A, sén C*-algebres amb rang real zero, aleshores A;®...®
A,, amb la norma del maxim, és una C*-algebra amb rang real zero. D’altra
banda, és ben sabut que les C*-algebres finitament dimensionals sén les semi-
simples (vegeu, per exemple [38]), i per tant de la forma M, (C)&®... & M,, (C)
per a certs enters ny,...,ng. Per tant, les algebres finitament dimensionals
tenen rang real zero. Més en general, una C*-algebra es diu aproximadament
finit-dimensional o AF si A és un limit directe, en la categoria de C*-algebres
d’algebres finitament dimensionals. Equivalentment, A és una C*-algebra AF'
si, 1 només si, A és la clausura d’una *-algebra ultramatricial complexa, és a
dir, A és la clausura d’una unié creixent de C*-algebres amb dimensié finita
(vegeu [38]). Per tant, si A és una algebra AF, aleshores A té rang real zero.
També, per [79, Proposition 3.5], tota lgebra AF té rang estable 1.

Dins aquesta classe, tenim les algebres UH F' (Uniformement Hiper-finites), que
consisteixen en limits directes de successions A, = My, (C) on ky|knt1, 1 que
sén simples (vegeu [27], [68]).

Sigui # un nombre irracional. Denotem per Ay la C*-algebra universal generada
per dos unitaris u i v que satisfan la relacié uwv = e*®vu. Anomenem Ag
I'algebra de rotacié irracional. Aquestes algebres sén simples ([27, Theorem
VI1.1.4]). Rieffel va provar a [80] que les algebres de rotacid irracional tenen rang
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estable 1, i més recentment Elliott i Evans van veure que de fet tenen rang real
zero ([32]). Es despren de [80] que V(Ag) = (Z + 6Z)* (pensats com a positius
dins R).

Per aconseguir un exemple sense unitat pero amb o-unitat i les mateixes carac-
teristiques, podem prendre Ay ® K(H) per a un espai de Hilbert H separable i
de dimensié infinita.

Una C*-algebra simple A té creixement de dimensié lent (slow dimension
growth) si es pot escriure com A =lim Ay, on A, = @M, )(C(Xnx)), per a
uns certs espais topologics compactes de Hausdorff, i es satisfa

lim max { SRt} _
no ok [n, k]

Observem que en el cas particular que X, = {*} per a tots n, k, aleshores
aquesta és exactament la definicié d’una algebra AF.

Es prova a [17] que si A és una C*-algebra amb creixement de dimensié lent,
aleshores A té rang estable 1, i A té rang real zero si, i només si, les projeccions
de A separen certes aplicacions definides sobre A (que s’anomenen quasitraces,
i de les quals en parlarem més endavant).

La segiient classe d’exemples és construida a [40]. Sigui X un espai topologic
compacte Hausdorff, separable i no buit. Triem una successié (z,) d’elements
de X tal que {Zp, Tpn41,...} és dens a X per a tot n. Per an,k € N posem §y :
My (C(X)) = M(C) € Mi(C(X)) el morfisme donat per avaluaci6 a z,. Siguin
(v(k))ren enters positius tals que v(n)lv(n + 1), 1 posem A, = M, (C(X)).
Triem aplicacions ¢, : A, — Ap41 donades per

bn(a) = diag(a, ... ,q,d,(a),... ’5”.(0“))'

Si s > n, posem @sp = Ps_1¢s—2...Pn : Ay — A, Sigui A el limit inductiu de
la successié (Ap, ¢n). Si ay, és el nombre d’identitats que apareixen a la definicié
de ¢, suposem que 0 < a, < ﬂ,%l, és a dir, almenys apareixen una identitat
iuna é,.

Per [40, Lemma 1, Theorem 3], 4 és una C*-algebra simple amb unitat i rang

estable 1. Si s > n, posem w;, = anonyr - . as_li’y—%)l. Aleshores A té rang real
zero si i només si tl_i)m w1 = 0 0 bé X és totalment desconnectat ([40, Theorem
e8]

9]).
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En la mateixa linia d’abans, un exemple sense unitat perd amb o-unitat i les
mateixes propietats es pot aconseguir considerant A ® K(#), per a un espai de
Hilbert H separable i de dimensi6 infinita, i per A dins la classe anterior.

Finalment, introduim les definicions de Ky i K;. Donada una C*-dlgebra A,
considerem la C*-algebra A' := A ® C (que és isomorfa a A si A no té unitat), i
considerem la projeccié m : At — C. Aleshores 7 indueix un morfisme de monoides
7.t V(AT) — V(C), i V(C) 2 NU{0}. Al seu torn, 7, indueix un morfisme entre
els corresponents grups de Grothendieck 7, : G(V(A'1)) — Z (seguint la notacié de
la secci6 anterior). Definim Ky(A) = Ker(r,). Cal notar que Ko(4) = G(V(4)) si A
té unitat (per exemple, [91, Proposition 6.2.2]).

Definim ara, per a n € N, el grup U,(AT) = {u € U(M,(AT))}. Aquests son
grups topologics, localment arc-connexos, perd en general no connexos. Denotem
per U,(AT)g la component connexa de la identitat i posem G, = U, (AT)/U,(AT)o.
Si m < n, definim ¢, : G, = Gy, per ¢pn([u]) = [diag(u, 1n—m)], on lp—m és la
identitat de grandaria n — m. Aleshores K;(A) es defineix com el limit directe del
sistema (G, ¢nm). Altres definicions equivalents poden trobar-se a [91, Chapter 7).

Tant Ky com K sén functors de la categoria de C*-algebres a la categoria de
grups abelians, que preserven limits directes (una consegiiéncia d’aixo és que si A és
una algebra AF, aleshores K1(A) = 0) i s6n invariants per estabilitzacions. Ambdés
functors sén mig exactes, en el segiient sentit: si A és una C*-algebra i J és un ideal
tancat de A, aleshores la successi6 exacta de C*-algebres 0 — J — A =+ A/J = 0
indueix una successié exacta de grups abelians K;(J) — K;(A) — K;(A/J), per i =
0,1. La falta d’exactitud en els extrems permet connectar aquestes dues successions
per formar la coneguda successi6 exacta de sis termes (que no necessitarem). Un dels
morfismes que calen per fer aixo és I’aplicacié index, de la qual en parlarem al capitol
4,

1.3 Conjunts compactes i convexos. Simplexs

L’objectiu d’aquesta seccié és resumir breument els conceptes basics de conjunts
compactes i convexos. Donada la naturalesa del treball, hem considerat convenient
presentar la nocié de simplex des d'un punt de vista algebraic. Atés que la definicid
en si no s’usara en els capitols segiients, aquest és potser el punt en el qual convé
parlar-ne per donar peu als exemples importants, i a les propietats que satisfan els
simplexs. Per un tractament més complet sobre la materia, vegeu [39, Chapter 5,
Chapter 10], i també [2)]. .
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Si E és un espai vectorial real i z1,...,z, € E, una combinacié lineal de la

1 n

forma Y oz, on Y oy = 1 s’anomena una combinacié afi. En cas que a; > 0
i=1 i=1

(respectivament o; > 0) per a tot ¢, la combinacié es diu convexa (respectivament

convexa positiva). Un conjunt convex K dins un espai vectorial real £ és un
subconjunt de F tancat per combinacions convexes. Si X C F, anomenem embolcall
convex de X al conjunt convex més petit de £ que conté X. Denotarem I’embocall
convex de X per conv(X).

DEeFINICIO 1.3.1 Si K 1 L sén subconjunts convezos de sengles espais vectorials reals
Ey i By, una aplicacid f : K — L que preserva combinacions convezes s’anomena
afi. Si f ésuna bz’je’ccz'o’, aleshores diem que f és un isomorfisme afi. (Notem que
la inversa de f ja és, en aquest cas, aff.)

Treballarem d’ara endavant amb subconjunts convexos d’espais vectorials topo-
logics. Més precisament, ens mourem en la categoria dels espais compactes i
convexos, els objectes de la qual son els subconjunts compactes i convexos d’espais
vectorials topologics Hausdorff. Els morfismes en aquesta categoria sén les aplicacions
continues i afins entre els objectes. Els isomorfismes seran, naturalment, isomorfismes
afins que a més sén homeomorfismes. Parlarem aixi d’homeomorfismes afins.

Un dels resultats destacables és el Teorema de Krein-Mil'man, que ens permet
“generar” els espails compactes i convexos a partir d'uns punts especials.

DEFINICIO 1.3.2 Sigui K un conjunt convez. Un punt extrem de K és un punt
z € K tal que no és a Uinterior de cap segment de K. Es o dir, si z = oy + (1-a)z
pery,z € K i a €]0,1], aleshores cal que a = 0,1 0 bé que y = z = z. Denotem el
conjunt de punts extrems de K per 0. K.

Una generalitzacié d’aquesta nocié és la segiient:

DEeFINICIO 1.3.3 Una cara en un conjunt convex K €s un subconjunt convex F de
K tal que conté tot segment (dins de K ) linterior del qual interseca F. Es a dir, si
az+(l—-a)y€eF, ambz,y € K i« € (0,1), aleshores z,y € F'.

En el cas particular que z € K, tenim que {z} és una cara si i només si z € 9.K.
Es facil veure que tota cara d’una cara F' és novament una cara. Deduim doncs que
si F' és una cara, llavors 0.F = FF N 0. K.

L’existéncia de punts extrems no és trivial i es deu al segiient fet, que pot trobar-se
a [54, Theorem), [53], o [39, Theorem 5.17].
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TEOREMA 1.3.4 (Krein-Mil’'man) Sigui K un subconjunt compacte i convezr d’un es-
pai vectorial topologic 1 localment convexr E. Aleshores K és la clausura de [’embolcall
conver de 0, K. O

Aquest Teorema permet, en ocasions, provar propietats referents a tot K mirant
tan sols el comportament dels punts extrems. Com a exemple, destaquem que si f
és una funcié afi i continua definida sobre K i amb valors reals, aleshores el maxim i
el minim de f es prenen en un punt extrem ([39, Corollary 5.19]). En conseqiiéncia,
si f i g soén funcions afins i continues definides sobre K i a valors reals, tenim que
f<g(obé f=g)ad.K implicaque f < g (resp. f = g) globalment ([39, Corollary
5.20]). Clarament, I"ds efectiu de totes aquestes aplicacions depén del que coneguem
de la frontera extrema del convex K. Detallem tot seguit un exemple concret.

Sigui X un espai compacte Hausdorfl. Recordem que una mesura de probabi-
litat sobre X és una mesura positiva, regular, de Borel y sobre X tal que pu(X) = 1.
El conjunt de mesures de probabilitat sobre X es denotara per M; (X). Els punts de
X defineixen unes mesures particulars sobre X, les que anomenem mesures puntuals,
o bé mesures concentrades en un punt. Més precisament, si z € X és un punt fixat,
definim e, € M (X) per e,(A4) = 1siz € Aiey(A) = 0 en cas contrari, per
a tots els borelians de X. A causa de la singularitat d’aquestes mesures, és facil
veure que sén punts extrems de M (X). El reciproc de I’anterior afirmacié és un
resultat classic que es pot trobar, per exemple, a [39, Proposition 5.24]: L’aplicaci6
§: X — 8,M;{(X) definida per 6(z) = &, és un homeomorfisme (J es coneix sovint
amb el nom d’aplicacid natural). Hi ha resultats que descriuen amb precisié les cares
tancades dels espais de mesures de probabilitat. Aquests, junt amb d’altres fets, es
poden trobar a [39, pp. 87-92].

Un tipus especial de conjunt convex que ens interessard és el simplex (i, més
concretament, el simplex de Choquet). La propietat de simplex prové de generalitzar
la nocié de simplex classic al cas de dimensié infinita (on recordem que un simplex
classic en un espai vectorial real F és un subconjunt convex de E que és I’embolcall
convex d'una quantitat finita de punts afinament independents de E).

DEFINICIO 1.3.5 Un con convex d’un espai vectorial real E és un subconjunt convex
C tal que és un con del grup abelia E (en el sentit de la Definicid 1.1.10). Un con
convex C és estricte si 0 és l'unic element x € C tal quexz € C 1 —z € C.

DEFINICIO 1.3.6 Sigui C' un con conver d’un espai vectorial real. Si C # 0, una
base de C és un conjunt convex K C C tal que tot punt no zero de C es pot escriure
de manera unica com axz, amb z € K i a € R, La base del con zero serd, per
definicid, el conjunt buit.
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Com es veu a [39, Chapter 10], tot conjunt convex es pot realitzar com una base
d’un con estricte en un espai vectorial real. Per tant, és d’esperar que investigant els
cons convexos obtinguem informacié de les seves bases. Un con convex C indueix de
manera natural un pre-ordre <¢ en el grup abelia F, com hem vist a la seccié 1. Ens
interessara un tipus d’ordre particular.

DEeFINICIO 1.3.7 Un con reticular en un espai vectorial real E és un con de E
estricte i conver, tal que (C,<¢) és un reticle.

DEFINICIO 1.3.8 Un simplex en un espai vectorial real E és un subconjunt convex
K de E tal que €s afinament homeomorf a la base d’algun con reticular.

Els exemples a destacar de simplexs son, en primer lloc, els simplexs classics.
Essent un simplex classic afinament homeomorf al simplex estandard n-dimensional
de R™*! (per algun n), sols cal notar que aquest és una base pel con positiu de R"+1,
que és un reticle. Ensegon lloc, si (G, u) és un grup d’interpolacié amb unitat d’ordre,
aleshores I'espai d’estats St(G,u) és un simplex (vegeu [39, Corollary 10.6]).

Si X és un espai compacte Hausdorff, aleshores [39, Proposition 6.8] prova que
M (X) = St(C(X,R),1) (on C(X,R) és I'anell de funcions continues sobre X amb

‘valors reals, i unitat d’ordre la funcié constant 1). En particular doncs, Mj (X) és
un simplex. (Observem que C'(X,R) és un reticle, i per tant un grup d’interpolacio.)

L’avantatge de treballar en aquesta classe es veu reflectit en el segiient fet (que es
pot trobar a [39, Proposition 10.9, Proposition 10.10]):

ProPoSICIO 1.3.9 En un simplex, tota cara és un stmplex, i l'embolcall convex de
qualsevol unid de cares és una cara. O

Sovint sera convenient, donada una cara en un conjunt convex, considerar el seu
complement. Per tal que aix0 concordi.amb les funcions afins que poguem definir
sobre la cara i el complement, aquest no pot ser qualsevol, sin6 que ens interessa
parlar d'un complement en el sentit “convex”. La noci6 de simplex és novament util
en aquest context. '

ProposiciO 1.3.10 (/89, Proposition 10.12]) Sigui F' una cara d’un simplex K, i
sigui F' la unid de les cares de K que sdn disjuntes de F. Aleshores F' és una cara
de K, i és la cara més gran de K que és disjunta de F'. O

DEFINICIO 1.3.11 Sigui F' una cara en un simplex K, 1 sigui F' la unid de les cares
de K que son disjuntes de F'. Anomenem F' la cara complementaria de F' ¢ K.
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L’#mfasi que hem posat en treballar amb simplexs es pot veure justificat pel fet
que F' no és una cara, si sols considerem conjunts convexos (i fins i tot compactes),
com es pot veure agafant un quadrat en el pla i F' = {v}, on v és un vertex del
quadrat. Aleshores F' és format per les dues arestes del quadrat que no contenen v, i
clarament no és una cara. Recollim també I'observacié feta a [39, Example 10.13], en
la direccié que hi ha simplexs compactes de la forma St(G,u) per a un grup (G, u)
d’interpolacid, tal que St(G,u) té una cara propia amb cara complementaria buida.

Tanquem aquesta seccio introduint el concepte de simplex de Choquet, que lliga
les propietats algebraiques agradables dels simplexs amb una de topologica forga
convenient.

DEFINICIO 1.3.12 Sigui E un espai vectorial topologic Hausdorff localment convez.
Si K C E és un simplex compacte, aleshores diem que K és un simplex de Cho-
quet.

Novament, la font d’exemples elementals de simplexs de Choquet és constituida
pels simplexs classics. D'altra banda, i per [39, Theorem 10.16], tots els simplexs de
- Choquet de dimensi6 finita sén classics. La classe de simplexs en la qual estarem de
fet més interessats és la segiient:

TEOREMA 1.3.13 [89, Theorem 10.17] Si (G, u) és un grup d’interpolacié amb unitat
d’ordre, aleshores St(G,u) és un simplexr de Chogquet. O

En particular, si X és un espai compacte Hausdorff, i tenint en compte que
M (X) = St(C(X,R),1), tenim que el simplex de les mesures de probabilitat és
de Choquet.



Capitol 2
Anells de multiplicadors

En aquest capitol introduirem els anells de multiplicadors, a la vegada que desen-
voluparem la técnica a través de la qual seran analitzats. Aquesta tecnica es basa en
estudiar, per a un monoide (M, u) conic, simple, de refinament, i per a un interval nu-
merablement generat D sobre M adequat, la representacié d'un cert submonoide de
A, p(M) dins el con de funcions afins i semicontinues inferiors sobre I'espai d’estats de
M normalitzats en u. A banda de tenir un interes independent, aquest procediment
ens proporciona un marc de treball prou ampli des d’on tractar eficagment problemes
que fan referencia de manera simultania a anells regulars i a C*-algebres dins una
extensa classe.

El capitol esta dividit en quatre seccions. A la primera construirem l'anell de
multiplicadors d’un anell semiprimer R i el dotarem d’'una topologia analoga a la to-
pologia estricta habitual per C*-algebres (vegeu [91, Chapter 2]). També analitzarem
alguns exemples i establirem propietats basiques d’aquests anells, algunes d’elles ja
conegudes en el cas de C*-Algebres. En la segona donem una relacié entre els ideals de
anell de multiplicadors i els ideals d’ordre del monoide de classes d’equivaléncia d'i-
dempotents. Aquesta relacié esdevindra un isomorfisme per classes amplies d’anells.
Més precisament, provem el segiient: |
TEOREMA Sigui R un anell amb sr(R) = 1. Suposem que:

(a) R és un anell reqular, i ezisteir una successid creizent d’idempotents (e,) tal
que R =U>2_ e, Re,, o bé

(b) R és una C*-dlgebra amb rang real zero, i existeiz una successid creizent de
projeccions (e,,) tal que R = UX e, Rey,.

Aleshores el reticle d’ideals de V(M(R)) és isomorf al reticle d’ideals de M(R)
(d’ideals tancats, si R és C*-algebra). A més, si D = {[e] € V(R) | e € R}, aleshores
el monoide V(M(R)) és isomorf al submonoide de Ay p(V(R)) format pels intervals
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I tals que existeizen n € N i un interval J amb I + J = nD.

L’essencia de la tercera seccid rau en aconseguir una representacié ttil del monoide

V(M(R)). La representacié adequada en el nostre context s’obté mitjangant un espai
de funcions continues inferiors:
TEOREMA Sigui R un anell com al Teorema anterior. Suposem que a més R és sim-
ple, que el monoide V(R) és estrictament no perforat i no atomic. Siguiu € V(R) un
element no zero. Posem S, = St(V(R),u) t sigui ¢y, : V(R) — Aff(S,)t laplicacid
natural (donada per avaluacid). Denotem per d = sup ¢, (D), i per WE(S,) = {f €
LAfE(S,)* | f + g = nd per alguna g € LAK(S,)TT ¢ algun n € N}. Aleshores hi
ha un isomorfisme de monoides entre V(M(R)) 1 V(R) LW WX(S,) tal que [Ipr)]
s’aplica sobre d. (L’estructura de monoide a V(R) U WZ(S,) estén les operacions de
V(R) i de WE(S,), i a mész+ f = ¢u(z) + f, per az € V(R) i f € WE(Sy).)

Aquest resultat (que per C*-algebres amplia les representacions obtingudes a [30]
i [59, Theorem 7]), relaciona els ideals de M (R) amb els ideals del semigrup W2(S,,),
permetent iniciar-ne una analisi més intuitiva i sistematica. Sera, doncs, 1’eina fona-
mental que utilitzarem en els capitols subsegiients.

Finalment, la quarta seccié clou el capitol amb algunes aplicacions de les técniques
anteriors que permeten estudiar d’altres monoides relacionats amb C*-algebres.

2.1 Construccio i propietats

L’objectiu d’aquesta primera secci6 és donar una construccié explicita de ’anell de
multiplicadors M(R) d’un anell semiprimer R. Veurem que si R és un anell topologic
aleshores és possible -definir una topologia a M(R), anomenada topologia estricta, de
forma que M(R) és estrictament complet. '

Aquesta topologia té una expressié en termes de convergéncia que déna lloc de
manera natural a la nocié d’unitat aproximada per anells semiprimers, en analogia al
concepte C'*-algebraic, alhora que ens permet establir un marc de treball adequat on
tractar simultaniament giiestions relatives a anells regulars i a C*-algebres de rang
real zero.

DEFINICIO 2.1.1 Sigui R un anell semiprimer. Un doble centralitzador sobre R
és una parella (f,g), on f : R — R és un morfisme de moduls dreta, g : R — R és un
morfisme de moduls esquerra, tals que satisfan la condicid d’equilibri zf(y) = g(z)y,
per a tot z,y € R. El conjunt de tots els dobles centralitzadors es denota per M(R),
i s’anomena anell de multiplicadors de R. Anomenem el qguocient M(R)/R anell
corona.
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Notem que M(R) és efectivament un anell, amb operacions definides per

(f1,01) + (f2r.92) = (f1 + fo, 91 + 92),

(f1,91) - (f2, 92) = (f1f2, 9291).

Si denotem per id : R — R el morfisme identitat, aleshores la parella (id,id) és la
identitat de M(R).

El prototipus de doble centralitzador ve donat pels elements de I'anell. Fixem
z € R, i definim els morfismes f, : R — R1i g, : R — R com multiplicacié per
Iesquerra i per la dreta per z respectivament. Degut a l'associativitat del producte
de R, tenim que (fs, g5) € M(R). Aix0 defineix una aplicacié

v: R —- M(R)
= (forba)

Es ficil comprovar que ¢ és un morfisme d’anells. Com que R és semiprimer, tenim
que ¢ és injectiu. En efecte, si p(z) = 0, aleshores zR = Rz = 0 i en conseqiiencia
zRx =0, don z = 0.

La injectivitat de ¢ es pot assegurar en contexts més amplis. Sigui R un anell.
Diem que R és no degenerat si sempre que z € R satisfa 2R = 0 o Rz = 0, aleshores
x = 0. Més en general, diem que R és debilment no degenerat sizR=01 Rz =0
impliquen que z = 0. Notem que els anells semiprimers sén no degenerats. De fet, si
R és un anell, aleshores R és semiprimer si i només si tot ideal dreta és (com a anell)
deébilment no degenerat, si i només si tot ideal esquerra és (com a anell) débilment
no degenerat. D’aquestes consideracions es despren la segiient

REMARCA 2.1.2 Si R és un anell no degenerat o débilment no degenerat, aleshores
el morfisme v : R — M(R) és injectiu.

Observem que si R és semiprimer, aleshores ¢(R) és un ideal essencial de M(R).
En efecte, si J <1 M(R) satisfa J N @(R) = 0, llavors Jp(R) = 0. Sigui (f,g) € J.
Aleshores (f, 9)(fz, 9:) = 0 per a tot € R, d’on es dedueix facilment que f =g =0
i per tant J = 0.

Aquesta construccié resol el problema universal d’adjuncié d’una unitat a R, de
la segiient manera: (1) Existeix un anell M(R) amb unitat i un morfisme injectiu
v : R — M(R) tal que ¢(R) < M(R), i (2) Si S és un altre anelli ¢; : R — S és
un morfisme injectiu tal que 1 (R) < S, aleshores existeix un dnic morfisme @ : S —
M(R) amb D1 = . A més, si S té unitat 1g, llavors B(1s) = Lamr), i P és injectiu
si i només si p;(R) és un ideal essencial de S. Per verificar la propietat universal de -

Il

?
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M(R), sols cal definit B(5) = (£, 6,), on £5(z) = 5" (591(2)) i 65(2) = w7 (1 (2)5)),
per s € S. Veiem doncs que 'anell M(R) és la maxima unitificacié de R. Llevat que
el context porti a confusid, obviarem el morfisme ¢ en el que segueix i pensarem que
R és un ideal de M(R). Amb aquest conveni, tenim que si z € M(R) s’escriu com
z = (f,g), lavors az = g(a) i za = f(a) per a tot a € R.

Abans d’esmentar els primers exemples, veurem com certes propietats estructurals
de 'anell es transporten a I’anell de multiplicadors.

En primer lloc, notem que si R és semiprimer o bé R és primer, aleshores M(R)
és semiprimer o primer (respectivament). En efecte, en el primer cas si I < M(R)
és tal que I? = 0, llavors (I N R)2 C I? = 0, don TN R = 0 i per tant I = 0,
ja que R és essencial en M(R). En el segon cas, si 0 # I,J < M(R), aleshores
INR,JN R s6n ideals de R no nuls, ja que R és essencial. Com que R és primer,
tenim 0 # (INR)(JNR) CIJ,iaixi IJ#0.

Suposem que R és una K-algebra, on K és un anell commutatiu. Sigui (f,g) un
doble centralitzador sobre R. Si z € K, aleshores (zf,zg9) = (fz,9z) és també un
doble centralitzador sobre R, que denotem per z(f,g) (equivalentment, per (f, g)z).
Per tant M(R) és també una K-algebra. A més és facil veure que f i g sén K-lineals i
que M(R) compleix la corresponent propietat universal a la categoria de K-algebres.

Suposem ara que R té una involucié, és a dir, una aplicaci6é * : R — R tal que
(z+y)*=2*+y*i(zy)* = y*z* per atot z,y € R. Si f: R — R és una aplicaci
qualsevol, definim f* : R — R per f*(z) = f(z*)*. Notem que si (f, g) és un doble
centralitzador, llavors (g*, f*) és també un doble centralitzador. Per tant, si posem
(f,9)* = (g%, f*), obtenim que M(R) és un anell involutiu. Altra vegada M(R)
compleix la propietat universal corresponent a la categoria de x-anells.

Finalment, tractem el cas en que 'anell té una topologia. Suposem que A és
una algebra complexa de Banach semiprimera. Sigui (f, g) un doble centralitzador
sobre A. Usant el Teorema de la Grafica Tancada (vegeu, per exemple, [74, Theorem
2.2.7)), és facil veure que f i g sén aplicacions lineals acotades sobre A, i que a més
171l = llgll- Posant ||(f,9)ll = ||f]| = |lgl|, obtenim doncs que M(A) és una algebra
complexa i normada. No és dificil veure directament que M(A) és completa respecte
la seva norma, i que si la norma de A és una C*-norma, aleshores també ho és la de
M(A), de forma que M(A) és una C*-algebra si A ho és (aix0 es pot trobar, per
exemple, a [91, Chapter 2]).

Es possible descriure també, per una C*-dlgebra A, la seva algebra de multi-
- plicadors M(A) en el marc d’una representacié com a operadors en un espai de
Hilbert. Sigui 7 : A — B(#) una representacié de A no degenerada en un es-
pai de Hilbert #. Denotem per Z(A) lidealitzador de A dins B(H), és a dir,
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la C*-subalgebra més gran de B(#H) que conté A com a ideal tancat. Clarament
Z(A) = {z € B(H) | zA c Ai Az C A}. El segiient resultat mostra que els ele-
ments que “multipliquen” A dins ella mateixa sén precisament els multiplicadors. Es
despren també que aquesta descripcié no depén de la representacié concreta de A
com operadors en un espai de Hilbert.

Proposicid 2.1.3 [72, Proposition 8.12.8] Ezxisteiz un *-isomorfisme entre Z(A) 1
M(A), donat per la correspondéncia z — (fz, 95). O

Presentem seguidament una colleccié d’exemples que ens donaran una idea de
quin tipus d’anell podem esperar com anell de multiplicadors. La grandaria de M(R),
comparat amb el de R, és molt gran si R no té unitat. Si A és una C*-algebra, aix0 és
patent en la no separabilitat de M(A) i de M(A)/A, tal com es veu a 72, 3.12.12] 1 [1,
Theorem 2.7]. Tot i aixo, és possible que en la construccié de I’anell de multiplicadors
no haguem afegit més ideals a banda de ’anell base. '

(a) Clarament M(R) = R si, i només si, R té unitat.

(b) Sigui D un anell de divisid, i siguin pV i Wp espais vectorials esquérra i dreta
(respectivament) sobre D. Un producte interior és una aplicaci6 bilineal:

(,):V x W — D.

La parella, V,W s’anomena un parell dual o bé un parell d’espais duals
si la forma (,) és a més no degenerada, és a dir, (v,W) = 0 forca v = 0, i
(V,w) = 0 implica que w = 0. Si V, W és un parell dual, una aplicacié D-lineal
f:V = V es diu adjuntable si existeix una aplicacié D-lineal f*: W — W
tal que (vf,w) = (v, f*w) per a tota parella de vectors v € Viw € W.

Si V,W és un parell dual, denotem per Ly (V) el conjunt d’elements f &€
End(pV) que sén adjuntables, i per Fy (V) el subconjunt d’elements de Ly (V)
que tenen rang finit. Es ficil veure que R := Fy (V) és un ideal de Ly (V).
Per [10, Theorem 4.3.8 (iv)], tenim que R = Soc(R), i per [10, Theorem
4.3.7 (vi)], Soc(R) és simple. Ara, usem [4, Proposition 2] per concloure que
M(R) = M(Soc(R)) = Ly (V). Veurem més endavant que Ly (V)/Fw (V) és
un anell simple, si la dimensié de V i W sobre D és numerable.

(c) Sigui F un cos. Sigui V = F(*®) P'espai vectorial sobre F' que és la suma directa
d’una quantitat numerable de copies de F. Si v = (v;)ien 1 W = (w;)ien s6m
elements de V, definim

: 0
(v,w) = Z VW
=1
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Es facil comprovar que {,) és una forma bilineal no degenerada, de forma que
V,V és un parell dual. Sigui e; el vector de V' que té un 1 a la component
i-sima i zeros a la resta. Aleshores (e;);en és una base de V. Representem
els elements f € End(rV) respecte aquesta base com matrius M(f) amb un
nombre infinit de files i de columnes, i on cada fila té un nombre finit d’entrades
no nulles. Observem que un element f € End(rV) és adjuntable si i només
si cada fila de M(f)* té un nombre finit d’entrades no nulles, és a dir, si cada
columna de M(f) té un nombre finit d’entrades no nulles. Definim 'adjunt
f* € End(VF) de forma que la seva matriu associada és M(f*) = M(f). Aixi,
els elements de 1'anell B(F') := Ly (V) sén matrius amb un nombre infinit de
files i de columnes, i on cada fila i cada columna té un nombre finit d’entrades
no nulles. Es clar que My (F) := Fy(V) consisteix en les matrius de B(F) amb
un nombre finit d’entrades no nulles. Per I'anterior, M(Mu(F)) = B(F). En
aquest cas també, resultard que B(F')/My (F) és un anell simple.

Podem estudiar 'analeg topologic de 1'exemple anterior. Sigui H un espai
de Hilbert separable i de dimensid infinita, i sigui A = K(#) la C*-algebra
dels operadors compactes sobre H. (Recordem que un operador T sobre H és
compacte si i només si T(B;) és relativament compacta, és a dir, si T(B)
és compacta, on B; és la bola unitat tancada de H.) Denotem per F(H) el
conjunt d’operadors amb rang finit (és a dir, amb imatge de dimensié finita).
Aleshores M, (C) C F(H) C M, (C). D’altra banda, els operadors compactes
s6n acotats i s’escriuen com a limit d’operadors de rang finit ([68, Theorem
2.4.5]), de manera que A = M (C), on cal entendre la completacié en la topo-
logia de la norma induida per B(H). Aleshores, M(A) = B(#H). En aquest cas
també, 'algebra de Calkin B(H)/K(H) és una C*-algebra simple (vegeu [68,
Theorem' 4.1:16]).

Sigui A una C*-algebra commutativa. Aleshores és clar que M(A) també ho és.
Pel Teorema de Gel'fand (1.2.17), podem assumir que A = Cy(X) per un cert
espai topologic localment compacte de Hausdorff. Com que M(A) té unitat,
existeix un espai compacte de Hausdorff 5X tal que M(A4) = C(6X,C). L’espai
X s'anomena la compactificacié de Stone-Cech de X. En general, si X
és un espai localment compacte de Hausdorff, un espai compacte de Hausdorff
Y és una compactificacié de X si existeix una aplicacié continua f: X — Y,
que és un homeomorfisme sobre la imatge i tal que f(X) és dens en Y. La
compactificacié de Stone -Cech es pot identificar, en aquest context, amb la
solucié del problema universal de compactificar un espai localment compacte de



2.1. Construccid i propietats 49

Hausdorff (d'una forma maximal), en els segiients termes: (1) Existeix un espai
compacte Hausdorff 5X i una aplicacié continua @ : X — X, tal que X és
una compactificacié de X (a través de @), i (2) Si Y és una altra compactificaci6

de X, a través de g : X — Y, aleshores existeix una unica aplicacioé continua
h:Y — X tal que hg = @. '

Es pot demostrar també que M(A) = Cy(X,C), la C*-algebra de funcions
continues i acotades sobre X (vegeu, per exemple, [91, 2.2.4]). En aquest cas
M(A)/A= C(X\ X,C), on fX \ X s'anomena espai corona (vegeu [46]), i
és un exemple del que s’anomena espai sub-stonia: tota parella de subconjunts
o-compactes oberts disjunts tenen clausures compactes disjuntes.

Introduirem ara una topologia a M(R), per a un anell semiprimer R, en la qual
M(R) sera un anell topologic complet i, en els casos d’interes tindrem que de fet
la completacié de R respecte aquesta topologia serd precisament M(R). Per C*-
algebres, aquesta és una tecnica ben coneguda que perfilarem seguidament, i que
ens servira com a motivacié per tractar el cas més general d’un anell semiprimer R
qualsevol.

Aquesta nova topologia és el resultat d'introduir la topologia débil induida per
una familia separant de seminormes en un espai vectorial (que és una técnica classica
d’espais vectorials topologics). Més precisament, sigui A un C*-algebra que actua
sobre un espai de Hilbert # de forma no degenerada. Per a cada conjunt finit
{g,a1,...,a,},one>01iay,...,a, € A, considerem

Ulg;ar,. .. ,a,) = {z € B(H) | ||zail], ||a;z|| < € per a tot ¢}.

Anomenem topologia estricta a B(#) induida per A a la topologia que té com
a sub-base d’oberts del zero la formada pels entorns Ule;ay,... ,a,), mentre que
la sub-base d’oberts de qualsevol altre punt z ve donada per z + U, on U és un
element de la sub-base d’oberts del zero. Equivalentment, aquesta topologia és la
més feble tal que totes les aplicacions de la forma z — az i z — za per z € B(H)
i a € A son continues. També es pot descriure com la topologia localment convexa,
a B(H) generada per les seminormes p,,q, : B(H) — R, on a € A, definides per
po(z) = |laz|| 1 ¢u(z) = ||za||. La topologia estricta a M(A) és llavors la induida
per la inclusié M(A4) C B(#H). Notem que, com que I’accié de A és no degenerada,
aquesta familia és separant, és a dir, si 0 # = € B(H), llavors existeix a € A tal que
Pa(z) # 0 (de fet, existeix a € A tal que p,(z) # 01 g,(z) # 0). En aquest cas, I'espai
resultant és Hausdorff ([74, 1.4.5]).

Si R és un anell semiprimer sen:ze cap topologia predefinida, hi considerem (per
defecte) la topologia discreta. La manera natural d’expressar aquesta topologia en
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termes matrics és definint una métrica d : Rx R — RY per d(z,y) = 1 —8,,. Es facil
veure que R és un anell topologic complet respecte aquesta topologia. En analogia
al cas de C*-algebres, definim per a € > 0 i elements ay,... ,a, € R, els conjunts

(1) Ue;aq,...,a,) = {z € M(R) | d(za;,0),d(a;z,0) < e per a tot ¢}.

Donat que la topologia és discreta, si € > 1 tenim que U(g;aq,...,a,) = M(R),
mentre que en el cas que € < 1, tenim

Ulg;a, ... an) = {z € M(R) | za; = a;z = 0 per a tot i}.

Per tant ens referirem a aquests darrers conjunts simplement com Uf(ay,... ,a,).
Definim la topologia estricta a M(R) induida per R com la que té base d’oberts al
voltant del zero els conjunts U(ay,... ,a,) per a ai,...,a, € R. En qualsevol altre
punt x € M(R), la base d’oberts al voltant de z es defineix com z + U, on U és un
element de la base d’oberts del zero. '

Expressem seguidament la topologia en termes de convergencia. Si A és una
C*-algebra i (zy)xea és una xarxa d’elements en M(A), diem que z, convergeix a
z € M(A) en la topologia estricta (o que convergeix estrictament) si, i només si, per
a tot a € A, les xarxes (z)a) i (az,) convergeixen en norma a za i az respectivament.
De manera semblant, si R és un anell semiprimer i (z,) és una xarxa de M(R), diem
que z) convergeix a z € M(R) en la topologia estricta (o que convergeix estrictament
a z), 1 escrivim z) — z si, i només si, per a tot conjunt d’elements ay,... ,a, € R,
existeix Ao tal que si A > Aq, aleshores (z) — z)a; = ai(zy — ) = 0 per a tot i.
Equivalentment, x) convergeix estrictament a z si, i només si, per a tot a € R,
existeix Ao tal que si A > Ay lavors (2, — z)a = a(z) — z) = 0 (aix0 és degut a que
(zx)x és una xarxa i per tant el conjunt d’'fndexos és dirigit).

REMARCA 2.1.4 Del que hem discutit es desprén que podem considerar de fet anells
semiprimers R amb una métrica d : R x R — RY. La topologia estricta a M(R)
induida per R es defineix donant com a sub-base d’oberts al voltant del zero els con-
junts de la forma (1). Aquest nivell de generalitat inclou tant el cas de C*-dlgebres (on
d(z,y) = ||z — yl||) com el cas discret (on d(z,y) =1~ b4y). En aquest context, una
zarza (z;);er de M(R) convergeiz a x € M(R) en la topologia estricta si, 1 només si,
per a tote > 0 i per a tot a € R, existeiz iy € I tal que d(z;a,xa) < € i d(azs, ax) < €
st © > to. Les aplicacions més immediates seran al camp dels anells requlars i de
C*-adlgebres, de forma que no treballurem amb aquestes classes més amplies d’anells.

En tots els casos, és clar que la suma és estrictament continua. En particular,
Zx — T 81 i només si ) — 2z — 0 (estrictament). Pel producte, tenim el segiient
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LEMA 2.1.5 Sigui R un anell semiprimer, 1 siguin (Zx)rer, (Yu)uer dues zarzes de
M(R) que convergeizen a x i y respectivament, en la topologia estricta induida per
R. Aleshores (x\yu)(aumeaxr convergeir, en la topologia estricta, a xy.

DEMOSTRACIO: Suposem que z) — z iy, — y. Prenem a € R. Existeix \p tal que
si A > Ao, aleshores a(zy — ) = 01 (x) — z)ya = 0. Existeix també pp tal que si
[ > o aleshores az(y, —y) =01 (y, — y)a = 0. Per tant, si (A, u) > (Ao, to), tenim
que

TYp — 2y = Tx(Yu — Y) + (T2 — 7)Y,

de forma que

a(z\y, — zy) = axx(y, — ¥) + alzy — )y = ax(y, —y) =0,

i també
(ayp —zy)a=2\(Yp — y)a+ (zy — z)ya=0. O

LeMma 2.1.6 [91, Lemma 2.3.3 and Proposition 2.8.4] Sigui A una C*-dlgebra. Lla-
vors la involucid * és estrictament continua. La multiplicacid a M(A) per un element
fizat de M(A), o bé per elements en un conjunt acotat de M(A), és estrictament
continua. En general, la topologia estricta és més deébil que la topologia de la norma
i coincideizen precisament quan A = M(A). O

La completaci6é d'un anell R respecte la topologia estricta produira en certs casos
d’interés tot I’anell de multiplicadors. Aquest haura de ser, en particular, estricta-
ment complet, és a dir, tota xarxa de Cauchy estricta sera convergent. Com veurem
seguidament, aquest és sempre el cas.

DEFINICIO 2.1.7 Sigui R un anell semiprimer. Diem que R té una unitat apro-
ximada si existeiz una zarza (a;);cr en R tal que convergeiz en la topologia estricta
induida per R a 1 € M(R). Diem que R és un anell amb unitats locals si per a
qualsevol conjunt finit a1, ... ,a, de R, ezisteir un idempotent e € R tal que a; € eRe
per a tot i.

Observem que aquesta és la versié algebraica de la nocié d’unitat aproximada per
C*-algebres (1.2.22). Es possible establir un concepte més general seguint les linies
de la Remarca 2.1.4.

Si R és un anell semiprimer amb unitat aproximada (a;);cr, aleshores diem que
aquesta és creixent si per 4,7 € I tals que i < j, es compleix que a; = a;a; = a;a;.

LEMA 2.1.8 Sigui R un anell semiprimer. Llavors R té una unitat aprozimada si, 1
només st, R té una unitat aprorimada creizent.
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DEMOSTRACIO: La condicié de suficiéncia és Obvia. Suposem doncs que (a;)ier és
una unitat aproximada per R. Sigui A = {a € R | a = a; per algun ¢ € I}. Definim
un ordre parcial a A. Si A\, pu € A, posem A < psi A = p o bé, en cas que A # p,
si A = Au = p). Notem que (A, <) és un conjunt dirigit superiorment. En efecte,
si A, p € A, llavors existeixen ¢,7 € I tals que A = a; i 4 = a;. Com que a; — 1
estrictament, existeix k € I tal que a;a; = aya; = a; 1 a;a; = aga; = a;. Posant
v = ay, veiem que \, u < v. Definim ay = A si A € A. Aleshores, la xarxa (ay)aea és
una unitat aproximada creixent per R. Sols cal comprovar que ay — 1 estrictament.
Sigui x € R. Existeix 7 € I tal que a;x = za; = . Posem Ay = a; € A. Llavors, si
A > Ag, tenim que Az = A(Agz) = (A \)z = Aoz =, i analogament z)\ = z. O

REMARCA 2.1.9 Notem que st A és una C*-dlgebra i (ai)ier €s una zarza en Ay tal
que ||a;|| < 1 per atoti € I, ia; = a;a; = aja; sempre que i < j, lavors (a;)er
. : c , 1/2 1/2 1/2
és una warza creizent en Ay. En efecte, si it < j, tenim que a;'" = a;'"a; = aja;"”,
. 1/2 1/2 2 : ;

i aleshores a; = a%a}* = o) a?a}/ = ajaa; < af < aj. Per tant, si (a;) és una
unitat aprozimada creizent per A (formada per elements positius © de norma acotada
per 1) en el sentit que li hem donat anteriorment, aleshores (a;) és també una unitat

aprozimada creizent en 'ordre de la C*-dlgebra.

En cas que el conjunt [ sigui numerable, aleshores R té una unitat aproximada
si, i només si, existeix una successié (an)nen €n R tal que apGn41 = Gy = Gpyi10y
i que convergeix estrictament a 1. En aquesta situacié direm que R té o-unitat
(vegeu [64, Definition 1.2.1]) i que la unitat aproximada (ap)sen és una o-unitat de
R. Observem també que si R és un anell amb unitats locals, aleshores R = UeRe,
on la unid es pren variant tots els idempotents de R; en particular, aquest conjunt
és dirigit 1 per tant formen una xarxa que obviament convergeix estrictament a 1, de
manera que R té una unitat aproximada.

ProprosiciO 2.1.10 Sigui R un anell semiprimer. Llavors M(R) és complet en la
topologia estricta induida per R. A més, R té una unitat aprozimada si, i només si,
M(R) és la completacid de R en la topologia estricta.

DEMOSTRACIO: Sigui (z,), una xarxa de Cauchy estricta a M(R). Aleshores, per a
tot a € R, les xarxes (z)a) i (az)) sén de Cauchy a R, i per tant convergents (és a dir,
constants a partir d’un lloc). Definim aplicacions f,g : R — R per f(a) = li/{n )0
igla) = liinam» Donats a,b € R, existeix Ay tal que si A > Xy lavors zya = z),a
i bry = bry,. Aleshores bf(a) = b(zxra) = g(b)a. Per tant, (f,g) és un doble
centralitzador. A més, tenim que li/{n zx = (f,9). Per veure-ho, prenem a € R.
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Aleshores zya — (f,9)a = zya — li;n:cua, que és igual a zero si A és prou gran.
Analogament, azy — lilan az, = 0 si A és prou gran.

Suposem ara que R té una unitat aproximada (a;);c;. Llavors, per a tot z €
M(R), tenim que a;z — 1 -2z = x en la topologia estricta, pel Lema 2.1.5, i per
tant M(R) és la completacié de R en la topologia estricta. El reciproc és obvi, un
cop observat que si M(R) és la completacié de R en la topologia estricta, llavors
1 € M(R) ha de ser el limit d’'una certa xarxa (a;);er de R. O

La demostracié de la segiient Proposicié és semblant, utilitzant el fet que tota
C*-algebra té una unitat aproximada.

Prorosicid 2.1.11 [91, Proposition 2.3.5] Sigui A una C*-dlgebra. Aleshores M(A)
és la completacid estricta de A. En particular, M(A) és estrictament complet. O

Fins ara hem estudiat algunes propietats estructurals (algebraiques, topologiques)
dels anells de multiplicadors M(R) d’anells semiprimers R. En general, pero, no totes
les caracteristiques estructurals de R es traslladaran a M(R). Per exemple, veurem
que si R és regular, aleshores M(R) no és necessariament regular. D’altra banda, és
conegut que si A és una C*-algebra amb rang real zero, aleshores M(A) pot no tenir
rang real zero. S’ha arribat a caracteritzar fins i tot quan M(A) té rang real zero.
Recordem que per a una C*-algebra B amb unitat, denotem per U(B) el grup unitari
de B i per U(B)y C U(B) la component connexa de 'element neutre 1 € B. El grup
abelia K1(B) es defineix com imU (M, (B))/U(M,(B))o (vegeu el capitol anterior, i
també [91]). Destaquem el segiient resultat de Huaxin Lin, que es troba parcialment
a [60, Theorem 10]. Una conseqiiéncia immediata és que si A és una algebra AF
(sense unitat) amb o-unitat, aleshores M(A) té rang real zero.

TEOREMA 2.1.12 (Lin) Sigui A una C*-dlgebra simple amb o-unitat, rang real zero
i rang estable 1. Aleshores M(A) té rang real zero si, © només si, K1(A) = 0.

DEMOSTRACIO: La condicié de suficiéncia fou demostrada a [60, Theorem 10].
Per [61, Lemma 3.3], tenim que U(M(A)) és connex, i donat que M,(M(A)) =
M(M,(A)) per a tota C*-algebra A (vegeu, per exemple [91, Exercise 2.R}), deduim
que U(Mp(M(A))) és connex per a tot n € N. Per tant K1(M(A)) = 0. Suposem
doncs que M(A) té rang real zero. Aleshores, la inclusié natural A — M(A) indueix
un morfisme de grups K;(4) — K;(M(A)), que és injectiu per {61, Lemma 2.3].
Com que K (M(A)) = 0, deduim que K;(A) =0. O

A partir d’aquest resultat, podem generar exemples de C*-algebres amb rang
real zero, els multiplicadors de les quals no tenen rang real zero. Sigui B una C*-
algebra dins la classe construida a [40]. Aleshores B és una C*-algebra simple amb
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unitat, rang real zero, rang estable 1 i amb K;(B) # 0. Sigui A = B® K, on
K és la C*-algebra d’operadors compactes sobre un espai de Hilbert separable de
dimensi6 infinita. Aleshores A és simple amb o-unitat, rang real zero, rang estable
1,1 K1(A) = K1(B) # 0. Pel Teorema 2.1.12, M(A) no té rang real zero.
Mostrarem seguidament una classe d’anells (alguns d’ells regulars) pels quals els
seus anells de multiplicadors no sén regulars. Sigui R un anell semiprimer, i sigui

{pi}ier un conjunt d’idempotents ortogonals de R. Definim la xarxa p; = . p;
d’idempotents, on J C I és un subconjunt finit de /. Aleshores (ps)s és una }zeen{xa
de Cauchy si, i només si, per a tot ¢ € R existeix un subconjunt finit Jy de I tal
que (p; — py)a = a(p;y — ps,) = 0, per a tot Jy € J amb J C T finit, si i només
si, per a tot a € R, existeix un subconjunt J, finit de I tal que p;a = ap; = 0
per a tot ¢ € I\ Jy. En aquest cas, i com que M(R) és estrictament complet per la

Proposicié 2.1.10, escrivim Y, p; € M(R) com el limit de (p;)s. Pel Lema 2.1.5, tenim
i€l
que Y p; és idempotent de M(R). Notem que si I = {in}n és numerable, aleshores
i€l

o<

> py, existeix si, i només si, per a tot a € R, existeix no tal que p;, z = xp;, = 0 si
n=1

n > ng. El segiient Lema, ens serd d’utilitat més endavant.

LEMA 2.1.13 Sigui R un anell semiprimer. Siguin (e:)ier i (fi)ier dues zarzes d’i-
dempotents ortogonals de R tals que e := > e; 1 f := Y fi existeizen. Siguin x; ele-

i€l iel
ments de R tals que z; € e;Rf; per a tot4. Llavors z =) x; ezisteiz iz € eM(R)[.
iel

DEMOSTRACIO: Prenem a € R. Aleshores existeixen Ji, Jo subconjunts finits de I
tals que e;a = ae; = O peratoti € I\ Ji i fia =af; =0 peratoti e I\ J, Prenem
Jo=JiUJy, C I, inotem que z;0 = z;f;a =01 az; = ae;z; = 0 per atot 1 € I\ J.
Aixi, la xarxa (Z ;) {Jchj <o} és de Cauchy, i per tant convergent. Sigui z = ) ;.

i€l
Aleshores és clar que z € eM(R)f. O

DEFINICIO 2.1.14 Sigui R un anell. Diem que R té ung unitat numerable si ezis-
teiz una successio (p,) creizent d’idempotents tal que R = U pp, Rp,. La successid
(pn) s’anomena la unitat numerable per R.

Notem que si R té una unitat numerable, aleshores R és un anell amb unitats
locals, i en particular (si a més R és semiprimer), R té una unitat aproximada.

En cas que R sigui regular, aleshores R té una unitat numerable si, 1 només si,
R té o-unitat. En efecte, suposem que R té o-unitat (an)neN Aleshores, per a cada
n i com que R és regular, existeixen idempotents e/, e’ € R tals que a, R = é;lR i
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Ra, = Re!!. Pel Lema 1.2.10, existeixen idempotents e, € R tals que e}, e < ey i
com que a, — 1 estrictament, deduim que R = U2 e, Re,,, de manera que R té una
unitat numerable. El reciproc és obvi. En el futur parlarem, doncs, d’anells regulars

amb o-unitat.

ProprosiciO 2.1.15 (P. Ara, no publicat) Sigui R un anell primer amb unitat nu-
merable, pero sense unitat. Llavors M(R) no és regular.

DEMOSTRACIO: Sigui (p,)nen Una unitat numerable per R. Escrivim e, = pp —pp-1,
amb py = 0. Com que R no té unitat, podem suposar que e, # 0 per a tot n € N.
Afirmem que existeix una successié (z,) d’elements de R tal que z,, € e,Rep4q 1
1Ty ...%, # 0 per a tot n > 1. La construccid es fa per induccié sobre n. Notem
primer que e;Res # 0 ja que e1,eo # 01 R és primer. Per tant podem triar un
element z; € e;Rey no zero. Suposem que x1,...ZT,_1 han estat construits satisfent
... Zp_1 #0112 € e;Rejqq. Sigul 2 =121 ...2,-1. Com que R és primer, tenim que

zRen.1 # 01 per tant existeix z,, € e, Re, 1 tal que zz,, # 0. Aixo prova I’afirmacio.
o0

Sigui z = Y z, € M(R), que existeix pel Lema 2.1.13. Aleshores I’element 1+
n=1

no és un element regular de von Neumann. Suposem que existeix y € M(R) tal que
1)  l4o=(1+ayl+a).

Posem ey = xg = 0. En primer lloc provem que e,ye, = 0 per a tot m > n i que
enyen = e, per a tot n. Procedim per inducci6é sobre n. Si n = 0 aix0 és clar.
Suposem que existeix un k > 0 tal que e,ye;, = 0 per a tot m > k i eyye, = e, per
a tot n < k. Multiplicant la relacié (1) per la dreta per egy1 obtenim

(2) (14 2)y(ert1 + zx) = egqr + T

Notem que existeix [ > k +1 tal que yegq € pyR. Per hipdtesi d’induccié (usant que
emyer, = 0 per a tot m > k), també tenim que yz; € piR. Per tant, multiplicant la
relacié (2) per 'esquerra per e; amb &k + 1 < ¢ obtenim que eyery1 = 0 si ¢ > I, que
eryerr1 + xyerr1 = 0sik+1 < t < [, mentre que ejy1Yer+1 + Tht1Yeht1 = €p41 Si
t = k + 1. Fent servir les dues primeres relacions obtingudes resulta mitjancant un
procés recurrent (comencant amb ¢ =1 —1) que e;yery; = 0 per atot k+1 < ¢. Per
tant zp41yepr1 = 01 aixi tenim que egr1yer1 = €p41.
Ara provarem que per a tot n > 11 tot 1 <1 < n tenim que

eyen = (—1)" 'z .. Tno.
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Novament procedim per induccié sobre n. Com abans aquesta igualtat és clara si
n = 0. Suposem doncs que la férmula val per algun n > 0. Llavors, usant que
oo

emyen =0sim>nielfet que l+z =) (e;+ ) obtenim
k=1

n

(1+z)yz, = (1+ a:)(Z(—l)"“izciarHl C )

1=1

n
= Z(*l)n_ixﬂiﬂ c Ty Z<_1)n_i£ﬁi_lxz‘mi+l ce Ty = T
i=1
Deduim que
ent1 +Tn = (L+T)en = (1 +2)y(ent1 + 2n) = (1 + T)yeps1 + Tn,

i per tant 11 = (1+2)yen41. Multiplicant aquesta equacié per I'esquerra per e; amb
1 <t < n obtenim que 0 = e;ye,nt1 + Ti(esr1yentr). Com que en+1yen+1 = €p+41, 168
relacions anteriors mostren de manera recurrent que e;ye, 1 = (=1)" Ptz 0 .. 2,
la qual cosa completa la induccié.

Finalment, notem que existeix &k > 1 tal que ejye;, = 0 1 per tant tenim 0 =
eryer, = (—=1)*lz129 ... 241 # 0, de manera que entrem en contradiccié amb Peleccid
feta de la successié {z,}. O

Clourem la seccié amb dos resultats que expressen propietats tecniques de l'anell
de multiplicadors i ens seran utils més endavant. Son resultats coneguts en el camp
de les C*-algebres, i davant la impossibilitat de trobar referéncies explicites a la
literatura d’anells semiprimers, donem demostracions.

LEMA 2.1.16 Sigui R un anell semiprimer amb unitat aprozimada, i siguip € M(R)
un idempotent. Aleshores pRp és un anell semiprimer i M(pRp) = pM(R)p.

DEMOSTRACIO: Es clar que pRp és un anell semiprimer si R ho és. Denotem per
M, el conjunt de parelles (f,g) tals que f: pR — pR i g : Rp — Rp sén morfismes
de moduls dreta i esquerra respectivament i z f(y) = g(z)y peratot x € Rpiy € pR.
Aleshores es comprova que M,, amb les operacions naturals de suma i producte,
és un anell amb unitat (id,id). Definim una aplicacié © : M, — M(pRp) per
O(f, 9) = (fiprp» Giprp). Observem que © és un morfisme d’anells amb unitat injectiu.
En efecte, suposem que ©(f, g) = 0. Aleshores fi,ry = gjpry = 0. Notem que f(pR) és
un ideal dreta de R. Siguin z,y € R, i calculem py f (px) = pypf(pz) = g(pyp)pz = 0.
Per tant pRf(pR) =0, i aixi

f(oR)? = f(PR)f(R) = f (PR (pR)) = 0.
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Com que R és semiprimer, tenim que f(pR) = 0, i per tant f = 0. Analogament
g =0, 1 per tant © és injectiu.

Afirmem que © és de fet exhaustiu. Prenem (f,g) € M(pRp). Aleshores f,g :
pRp — pRp sén morfismes de pRp-moduls dreta i esquerra, respectivament, i z f(y) =
g(z)y per a tota parella d'elements z,y € pRp. Volem estendre aquestes aplicacions
a (fo,90) € M,. Suposem que fo : pR — pR i gy : Rp — Rp existeixen. Llavors, si
Yy € R tenim que

(1) pyfolpr) = pypfo(pz) = go(pyp)pz = g(pyp)pT.

Sigui (a;);er la unitat aproximada de R. Aleshores la xarxa (pa;p); convergeix en la
topologia estricta (induida per pRp) a ’element p € M(pRp). En conseqiiéncia, les
xarxes (f(pa;p)); 1 (g(pa;p)); convergeixen en la topologia estricta induida per pRp
a elements w,t € M(pRp), respectivament. En efecte, és suficient comprovar que
ambdues xarxes sén de Cauchy i utilitzar el fet que M(pRp) és estrictament complet
(pel Lema 2.1.10). Sigui z € R. Com que (pa;p); és de Cauchy, existeix ¢y € I tal
que si 4,7 > i, aleshores (pa;p)(pzp) = (pa;p)(pzp) 1 g(pzp)(paip) = g(prp)(pa;p).
Per tant, si i, j > 49, tenim que ‘

f(pasp)(pzp) = f((paip)(pzp)) = f(pa;p)(pzp),

i també

(pzp) f (paip) = g(pzp)(pasp) = g(pzp)(pasp) = (pzp) f(pa;p):

Veiem aixi que (f(pa;p)); és una xarxa de Cauchy. Un argument similar prova que
(9(pa;p)); és de Cauchy.

Posem ara y = a; en la identitat (f), i prenem limits en la topologia estricta,
obtenint que fo(px) = tpz. Definim doncs fy d’aquesta manera. Similarment, posem
go(zp) = zpw. Per construccié, és clar que tant fy com go sén morfismes de R-moduls
(dreta i esquerra, respectivament). Cal comprovar, finalment, que (fo, 9) € M, i
que ©(fo, 90) = (f,9)-

Notem que (fo,90) € M, si, 1 només si, ypfo(pz) = go(yp)pz per z,y € R
qualssevol, si i només si yptpr = ypwpz per a tota parella d’elements z,y € R. Si
Jj € Iiz € R, tenim que g(pzp)pa;p = pzpf(pa;p), i per tant g(pzp) = pzpw, prenent
limits en la topologia estricta. Aixi doncs, sii € I i z,y € R tenim ypg(pa;p)pr =
ypa;pwpz, d’on prenent limits estrictes novament tenim yptpz = ypwpz. Per tant
(fo, 90) € M,.

Per veure que fo,p, = f, hem de comprovar que fo(pzp) = tpzp = f(pzp) per
z € R. Aix0 prové del fet que si ¢ € I, aleshores g(pa;p)pzp = pa;pf(pzp), d’on
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es conclou la igualtat p_renent limits estrictes. De la mateixa manera obtenim que
Jojprp = 9. Per tant, © és exhaustiu i 'afirmaci6 queda provada.

Clarament, pM(R)p C M(pRp). Reciprocament, sigui (f, g) € M(pRp) un doble
centralitzador. Sigui (fo, go) € M, Pantiimatge de (f,g) a través de ©, i definim
aplicacions f',¢' : R — R per f'(z) = fo(pz) i ¢'(z) = go(zp), on z € R. Aleshores
és clar que f’ i ¢’ sén morfismes de R-moduls dreta i esquerra (respectivament), i de
fet, si z,y € R, aleshores zf'(y) = z fo(py) = zpfo(py) = go(zp)py = ¢'(2)y. Per tant
(f',g") € M(R), i clarament p(f’,¢")p = (f,9). O

Les hipotesis que hem imposat a l'anell en el resultat anterior no sén superflues.
Aix0 es veu reflectit en el segiient

EXEMPLE 2.1.17 Emisteiz un anell primer R 1 un idempotent p € M(R) tal que
M(pRp) # pM(R)p.

DEMOSTRACIO: Sigui

27 27 2°Z
R=| 22 27 2°Z
227, 237, 217

Es facil comprovar que R és un anell amb les operacions induides de M3(Z). Vegem
que R és primer. Siguin a,b € R tals que aRRb = 0. Notem en primer lloc que, per
a qualsevol z € M;(Z), tenim que 2%z € R. Per tant, 2*(azb) = a(2*z)b = 0 per a
tot z € M3(Z), d'on aM3(Z)b = 0. Com que M3(Z) és primer, deduim que a = 0 o
b=0.

Comprovem que R no té unitat aproximada. Suposem que existeix una successié
(z;);en de R que convergeix en la topologia estricta a 1 € M(R). Aleshores, denotem
per a:(fl) € 2Z la component (1,1) de z;. Prenem a = 2ey; € R. Existeix iy tal que si
i > 19, aleshores z;a = a. Per tant, si i > i tenim ey (z;0)e1; = 21'%)611 = 2ey1, d’on
deduim que :E%) =1, la qual cosa contradiu que z; € R.

Sigui p = e11 + e € M(R). Aleshores

2Z. 27 0
pRp=1| 2Z 2Z -0
0 0 0
Sigui z = ey € M(pRp). Notem que pM(R)p C M(R), i que si a = 22e;3, llavors
za = 2%ey3 ¢ R, de manera que ¢ pM(R)p. O
El cas de I'exemple contrasta amb el fet que si R és un anell semiprimer qualsevol

ip*=pe Q= Qs R), aleshores pQp = Qs(pQp N R) (vegeu, per exemple, [10,
Proposition 2.3.14]). :
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LEMA 2.1.18 Sigui R un anell semiprimer, i sigut n > 1. Llavors existeit un iso-
morfisme d’anells amb unitat entre M, (M(R)) i M(M,(R)).

DEMOSTRACIO: Bs clar que M,(M(R)) € M(M,(R)). Per 1 < i,j < n, sigui
eij € Mp(M(R)) la matriu que té com a entrades 1 € M(R) en la posici6 (z,7) i
zeros a la resta. Denotem e; = e;.

Sigui m € M(M,(R)). Notem que per 1 < j < n, els elements de me; M,,(R)e;
sén matrius (sobre R) que tenen entrades possiblement no nulles a la columna j-sima,
i zeros a la resta. Denotem, doncs, per f;; : £ — R les aplicacions definides a través
de l'equacié f;;(z)e;; = e;m(we;), on z € R. Observem que f;; sén morfismes de
R-moduls per la dreta. L'additivitat de f;; és clara. D’altra banda, si z,r € R, tenim
que fi]‘(IET‘)eiJ‘ = eim(mrej) = €i(m$)6j7‘€j = fij(:c)eijrej = fij(:r)reij.

Podem fer un calcul similar multiplicant per I’esquerra de I’element m. Tenim
aixi que per 1 < ¢ < n, els elements de e; M, (R)e;m sén matrius (sobre R) que
tenen entrades possiblement no nulles a la fila i-sima i zeros a la resta. Com abans,
posem g;; : R — R les aplicacions definides a través de g;;(x)e;; = (esx)me;, on
z € R. De manera semblant a I’anterior paragraf, es comprova que g;; sén morfismes
de R-moduls per I'esquerra.

Observem que les parelles (fi;, gi;) s6n dobles centralitzadors. En efecte, només cal
comprovar que satisfan la condicié d’equilibri. Siguin z,y € R. Aleshores z f;;(y)e;; =
z(e;mye;) = (ejxme;)y = gij(w)eyy = gi5(x)yes;. Per tant, si denotem ¢(m) la
matriu que té per entrada (i, 7)-sima 'element (f;;, g;;) de M(R), tenim ¢(m) €
M,(M(R)). Observem que ¢ : M(M,(R)) — M,(M(R)) és una aplicacié ben
definida. Si m = 0, aleshores maz = zm = 0 per a tot € R. Per tant, f;j(z) =
gi;(x) = 0 per a tot 4,7 i tot z € R, de manera que ¢(m) = 0.

Provem que ¢ és de fet un isomorfisme d’anells. Siguin m,m' € M(M,(R)).
Es facil comprovar que @(m + m') = @(m) + @(m'). Denotem ara per (hij, si;)
entrada (i, j)-sima de @(mm'), i per (fij, gi;) i (f};,9i;) les corresponents entrades
de p(m) i de ¢(m'), respectivament. Observem que si 1 <k < n iz € R, aleshores
fin(fij(@))ewr = esmfl;(z)ex, i per tant

fik(f}lej(x))eij = fik(f};j(x))eikekj = eimf],aj(fc)ekj = eimekmlmej-
T
Aix{, com que ) ex = Lp(ar,(r)), obtenim que

k=1

n

n
Z fir(frj(z))ei; = Z e;mepm/ze; = e;mm/ze;.
k=1

k=1
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D’altra banda, hij(z)e;; = e;mm/ze;, d’on veiem que hi; = ) fiufi;- De manera
b

semblant es té que g;; = ) g;;gi- Per tant
k

(hig si5) = > (Fitr 9i8) (s i)

k

i aixi tenim que @(mm’) = p(m)p(m/').
Suposem ara que (m) = 0. Sigui z € My(R), i escrivim z = }_ z;e;;. Notem que
12

n

0= fji(a:)eji = €;MT;j€i, d’on tenim 0 = Z fji(iﬁ)eﬁ = MTij€4. Per tant mxije;; =
i=1

mz;;eie;; = 0, 1 concloem que mz = 0. Analogament es prova que zm = 0. Per tant

m = 0, i com a conseqiiéncia ¢ és un morfisme injectiu. Es facil comprovar, d’altra
banda, que si m € M, (M(R)), aleshores ¢(m) = m, provant aixi 'exhaustivitat de
n

¢. En particular tenim que o(Iam(ar(ry) = ©(D &) = Z er = la,(mr)- O
=1

En el cas que anell R tingui unitat aproximada, el lesultat anterior es pot deduir
de la Proposicié 2.1.10 d’una forma més directa calculant completacions en la topo-
logia estricta (de fet, aquest és I'argument utilitzat en el camp de les C*-algebres).
Molt breument, indiquem a continuacio la linia de raonament. Denotarem la com-
pletacié d’un anell semiprimer S en la topologia estricta per S”. Llavors tenim que

M(M(R)) = Mn(R). = Mo(B') = M, (M(R)).

2.2 Ideals d’anells de multiplicadors

Iniciarem seguidament la tasca d’analitzar 'estructura d’ideals de ’anell de multi-
plicadors M(R) d’un anell semiprimer R. A diferéncia de la seccié anterior, veurem
que algunes propietats de R donen lloc a propietats lleugerament més debils a M(R).
El primer pas consisteix en relacionar els ideals de M(R) amb els ideals d’ordre del
monoide associat V(M (R)) de classes d’equivaléncia (de Murray-von Neumann) d’i-
dempotents. Posteriorment donarem una representacié de V(M (R)) com a un cert
monoide d’intervals sobre V(R), quan el rang estable de R és 1. Treballarem amb
anells regulars de von Neumann R amb o-unitat, com per exemple les K-algebres re-
gulars de dimensié numerable (de fet, '’exemple universal és de la forma R = lim R,
on R, és una successié d’anells regulars amb unitat). Estarem interessats també en
les C*-algebres amb o-unitat i rang real zero. :

Si R és un anell, denotem per L(R) el reticle dels ideals (bilaterals) de R. En el cas
d’una C*-algebra A, denotarem per L.(A) el reticle dels ideals (bilaterals) tancats per
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la topologia de A. Finalment, si M és un monoide algebraicament ordenat, aleshores
L(M) denotara el reticle d’ideals d’ordre de M.

DEFINICIO 2.2.1 Sigui A una C*-dlgebra. Diem que A satisfa la propietat (LP)
si tot element de A s’aprozima en norma per una combinacid lineal (compleza) de
projeccions.

TEOREMA 2.2.2 [73] Sigui A una C*-algebra amb rang real zero. Aleshores A satisfa
la propietat (LP). O

Proposici6 2.2.3 »

(a) Sigui R un anell amb unitat tal que V(R) és un monoide Riesz i suposem que
tot ideal de R és gemerat per idempotents. Aleshores Uaplicacid ¢ : L(R) —
L(V(R)), donada per ¢(I) =V (I) és un isomorfisme de reticles.

(b) Sigui A una C*-dlgebra amb unitat tal que V(A) és un monoide Riesz i su-
posem que tot ideal tancat de A satisfd la propietat (LP). Llavors Uaplicacio
¢ : L(A) = L(V(A)) és un isomorfisme de reticles.

DEMOSTRACIO: (a) Observem en primer lloc que si n > 11 e € M,(R) és un
idempotent, aleshores existeixen eq, ... , e, idempotents de R talsquee ~ e1®...De,.
En efecte, com que e < nlg, a través de la descomposicié de Riesz de V(R) obtenim
idempotents €,... e, € M (R) tals que e < 1i per a tot i. Per tant existeixen
idempotents ey, ... ,e, de R tals que €] ~ e; < 1g, per a tot i.

Aleshores, per a qualsevol ideal I de R, tenim que V(I) és el submonoide de
V(R) generat pel conjunt {[e] | ¢ és un idempotent de I'}. Es clar que V(I)NV (J) =
V(I NnJ),itambé que V(I +J) 2 V(I)+V(J). Per demostrar la inclusié contraria,
suposem que [e] € V(I +J), on e és un idempotent de I+ J. Per hipotesi, existeixen
idempotentse; € [i f; € J(peri=1,...,nij=1,...,m),1ielements r;, s;,t;, w; €
R, amb r;,t; € eR, tals que e = T16181+. . .+Tnensn+t1f1w1+. ot frn W Definim
un morfisme de moduls (projectius) dreta per

etlR®.. de, RO iR®...® fR — ~eR
(61561,--- s €nTry [1Y1, - - . 7fmym> — }:TieiiﬂrFthijj )
i g

Per la relacié anterior, és clar que aquest morfisme és exhaustiu, i donat que eR és

projectiu, escindeix, de manera que eRHQ Z e 1 RP... Pe, RO fLR®...® [ R, per a

un cert R-modul dreta projectiu Q, i per tant a V(R) tenim que [e] < Y [ei] + D[]
: - 5
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Aixi, [e] € V(I) + V(J), fent servir que V(R) és un monoide de Riesz. Aixd prova
que ¢ és un morfisme de reticles.

Si V(I) = V(J), aleshores I i J tenen els mateixos idempotents, i en conseqiiencia
I = J. Suposem ara que S és un ideal d’ordre de V/(R). Sigui I(S) l'ideal de R
generat pel conjunt {e € R | e és idempotent i [¢] € S}. Afirmem que V(I(S)) = S.
En efecte, sigui e € I(S) un idempotent. Per hipotesi existeixen elements 75,5, € R
i idempotents e; € R amb [e;] € S, peri = 1,...,n, tals que e = irieisi. Un

=1
argument similar a I'usat en el paragraf anterior mostra que [e] < [e1] + ...+ [en] a

V(R). Com que [e;] € S per a tot 7, tenim [e] € S. Reciprocament, suposem que
[e] € S. Com que V(R) satisfa la propietat de descomposicié de Riesz, existeixen
idempotents e; € R tals que [e] = [e;] + ...+ [es]. Com que [¢] € S, tenim que
cada [e;] € S, 1 aixi e; € I(S) per a tot i. Per tant [e;] € V(I(S)), de manera que
[e] € V(I(S)), i 'afirmacié queda provada.

(b) Suposem ara que A és una C*-algebra amb unitat. Si I és un ideal tancat de
A, aleshores el mateix argument que hem utilitzat a I'apartat anterior prova que V(I)
és el submonoide de V(A) generat per {[p] € V(A) | p és una projeccié de I'}. També
és clar en aquest cas que V(INJ) =V({I)NnV(J)ique V(I+J) 2 V({I)+V(J).
Per establir la inclusi6 inversa, prenem [p] € V(I + J), on p és una projeccié de
I+ J. (Notem que I + J és un ideal tancat de A per [72, Corollary 1.5.8].) Llavors
p=z+y,ambz €liyeJ. Comque A satisfa la propietat (LP), tenim que tant
I com J sén les clausures dels espais vectorials generats per les seves projeccions,
i per tant existeixen n,m € N, nombres A;, y; € C i projeccions p; € I'ig; € J
tals que ||z — zn:)\ipiH <1/2i |y — iujqjﬂ < 1/2. Usant [42, 10.7] obtenim que

i=1 - =1
p=a:+y,§p1®...€BanBq1€B...G;qm,ipertant [p] € V(I)+ V(J).

Si V(I) = V(J) llavors I i J tenen les mateixes projeccions, i per tant I = J.
Assumim ara que S és un ideal d'ordre de V(A). Sigui I(S) l'ideal tancat de A
generat per {p € A | p és una projeccié i [p] € S}. Aleshores V(I(S)) = S. En
efecte, sigui p € I(S) una projeccid. Llavors existeix n € N, elements 7;,s; € A i

. V3
projeccions p; € A tals que [p;] € S amb |[p— Y ripisil| <1, donp Sp1 @ ... B py,
. j==1

una altra vegada per [42, 10.7], de manera que Ep] < [p1]+...+[pn]. Com que [p;] € S
per a tot 7, concloem que [p] € S. La inclusié reciproca es demostra com en I’apartat
anterior. O

L’esséncia del segiient resultat es troba a [96, Theorem 2.3]. Per completitud,
incloem una versid lleugerament modificada, més adaptada a la nostra notacié.



2.2. Ideals d’anells de multiplicadors 63

TEOREMA 2.2.4 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat © rang real zero. Aleshores el
reticle d’ideals tancats de M(A) és isomorf al reticle d’ideals d’ordre de V(M(A)),
a través de laplicacio I — V(I).

DEMOSTRACIO: Per [96, Theorem 1.1], si B = M(A), sabem que V(B) satisfa
la propietat de descomposicié de Riesz. D’altra banda, si I és un ideal tancat de
B, aleshores I és la clausura de l'expansié lineal de les seves projeccions, per [96,
Theorem 2.2]. Per tant B satisfa les hipotesis de la Proposicié 2.2.3 i aixi el reticle
d’ideals tancats de B és isomorf al reticle d’ideals d’ordre de V(B). O

El Teorema, anterior també és valid en el cas d’anells regulars, pero per establir-lo
necessitem una serie de resultats preliminars, versions algebraiques i paralleles del
que es coneix per C*-algebres.

LEMA 2.2.5 Sigui R un anell regular amb o-unitat (ey), @ sigui p € M(R) un idem-
potent. Aleshores pRp és regular i existeiz una successid d’idempotents (f,) a pRp
que és o-unitat per pRp. A més, si ¢ € R és un idempotent, aleshores ¢ < p si ¢
només si q S fn per algun n € N.

DEMOSTRACIO: Primer provem que pRp és un anell regular. Sigui z € pRp. En
particular z € R i per tant existeix y € R tal que z = zyz. D’altra banda z = pzp,
de manera que z = (pzp)(pyp)(pzp), amb pyp € pRp.

Recordem que pel Lema 1.2.10, el conjunt d’idempotents E(S) d’un anell regular
S és dirigit, i per tant, S = Ugep(s)eSe.

Escrivim R = U2 e Re,, i posem pRp = Uecgpprp)e(pRp)e. Tenim que peyp €
f1(pRp) f1 per algun idempotent f; € pRp, i també que pesp € fi(pRp)fs per cert
idempotent f) € pRp. Donat que el conjunt d’idempotents de pRp és dirigit, existeix
f2 € pRp tal que f1, f3 < fo, de forma que pesp € fo(pRp) fo. Inductivament, trobem
una successio fi < fo < f3 < ... d’idempotents a pRp tal que pe,p € fr.(pRp)fn per a
tot n. Obviament UnfrRfn € pRp. Pel reciproc, si z € pRp, aleshores existeix n € N
tal que =z = e,ze,, i també z = prp. Per tant z = prp = pe,zre,p = pe,prpe,p =
fn(penpzpenp) frn € fuRfr ‘

Notem que f, € pRp per a cada n € N, i per tant f, = f,p = pfn, de forma
que f, S p. Per tant, si ¢ € R és idempotent i ¢ < f, per algun n € N, aleshores
clarament ¢ < p. Reciprocament, si ¢ < p, llavors ¢ ~ ¢ < p per un cert idempotent
¢’ € R, que de fet pertany a pRp. Per tant existeix n € N tal que ¢’ € f,Rf,, d’on
¢ < fayiaixig~g < fro O

LEMA 2.2.6 Sigui R un anell regular, i siguin p,q € M(R) idempotents ortogonals
tals que pRyp i qRq tenen o-unitats {en} i { fr} respectivament. Aleshores gn := en+ fn
és una o-unitat per (p+ q)R(p + q).
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DEMOSTRACIO: Escrivim pRp = U e, Re, 1 ¢Rg = U, fuRfn. Notem que Rp
és ideal esquerra de R. Per tant Rp = (Rp)(Rp) = R(pRp) = U,R(e,Re,) =
Un(Re,)(Re,) = Uy Re,. Anadlogament Rqg = U, Rf,, pR = Uye,R i qR = U, f,R.

Sigui z € (p + ¢)R(p + ¢). Aleshores © = pxp + qrq + prq + qxp, i existeixen
indexs 4,7, k, 1, s,t € N tals que pzp € e;Re;, qzq € fiRf;, pxq € exRf; i qzp € fsRe;.
Sigui n = max{1, j, &, 1, s,t}. Es clar que pzp € e, Ren, quq € fuRfy, prq € enRfy i
qrp € foRe,, i per tant z € g, Rg,, provant que (p+ ¢)R(p+q) C UngmRgm. Donat
que la inclusié inversa és oObvia, tenim igualtat. O

Procedim ara a establir la descomposicié de Riesz a M(R) per un anell regular
R amb unitat numerable. La demostracid és analoga a la coneguda per C*-algebres
i demostrada per Zhang a [96, Theorem 1.1], amb algunes modificacions.

TEOREMA 2.2.7 Sigui R un anell regular amb o-unitat. Aleshores V{M(R)) és un
monoide Riesz. '

Observem en primer lloc que totes les matrius sobre R sén anells regulars (per [37,
Lemma 1.6]), i amb o-unitat. Per tant, a causa del Lema 2.1.18, podem suposar que
r,p,q s6n idempotents de M(R), amb pg = gp = 0, i també que r < p + ¢q. D’altra
banda, observem que (p + ¢)M(R)(p + q) = M((p + ¢)R(p + q)) pel Lema 2.1.16 i
per tant podem assumir que p+ ¢ = 1. .

Fixem o-unitats (p,) per pRp, (¢,) per ¢Rq, (r,) per rRr i (r},) per (1—-7)R(1—7).
Aleshores, pel Lema 2.2.6, els idempotents e, = p, + ¢, 1 fp, = 7, + 7}, formen o-
unitats per R. Com que R = Uye,Re, = Uy, fRf, 1 qualsevol successié parcial d'una
o-unitat segueix essent g-unitat, podem assumir canviant notacié que

DEMOSTRACIO: Siguin [r],[p], [¢] € V(M(R)) elements tals que [r] < [p] + [q].

e1rlfi<e< ol
k
Posem 7y = ¢y = fy = 0. Notem que ) (r, — r,—1) = r; convergeix en la topologia

n=1
o0
estricta a r, de forma que escrivim Y (rn, — rp—q) = 1.

n=
Com que R és regular, V(R) satisfa la descomposicié de Riesz (pel Lema 1.2.12 o
també per [39, Theorem 2.8]). Per tant, de la desigualtat

Ty — Tp—1 < fn - fn—l - (fn - en) + (en - fn—1>)

deduim que. existeixen elements

{E“ € (Tﬂ - Tn—1>R(fn - fn—l) 1 Un € (fn - fn—l)R(Tn - 'rn——l)
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- tals que 7, — rp_1 = T,Yn, mentre que Yo, = S, + s, per idempotents sy, s, que
satisfan s, < fn —epis) < en Ja—1-

o
Siguin z = Z Tpiy= E Yn elements de M(R). Aleshores 2y = > Tpyp = ¢ i
n=1

n=1 n=1
[ee]
yr = Y (sp + s,). Posem pg = qo = 5o =0, i notem ara que
n=1

Sp + S;L+1 < epy1— €y = Put1 + Gny1 — (pn + Qn) < (pn+l - pn) + (Qn+1 — Qn)~

Una nova aplicacié de Riesz dona elements w, € (sn + sy11)Rlent1 —€n) 1 2, €
(eng1 — €n)R(sn + si41) tals que wpzy = sp + 55,41 1 Zawp =t + t’ per 1dempotents

tn, t, que satisfan ¢, < ppp1 — Pn ity < @uy1 — qn. Posem w = Z w12z = E Zn,

n=0 n=0
[e¢] o
elements de M(R). Tenim que zw = ) (t, + 1), i que wz = Y (s + S 44)-
n=0 n=0

o (e}
Siguin p' = Y ¢, 1 ¢ = > t. Aleshores p' + ¢ = zw per construccié. També
n=0 n=>0

p < é(pnﬂ —pn) =p i també ¢’ < Té(qnﬂ — ) =4

Notem ara que
yz = (sy+8) +(sp+585) + (s3+85)+... = (so+51)+(s1+ )+ (s2+85) +... = wz.
Posem p; = zwp'zy i ¢¢ = zwq'zy. Aleshores, usant que p'zwp’ = p’, obtenim

P} = pip; = (zwp'zy)(zwp'zy) = zwp'zwzwp'zy = zwp'zwp'zy = Twp'zy = py, i per
tant p; és idempotent. Analogament ¢f = ¢;. Finalment py + ¢1 = zw(p' + ¢')2y =
Twzwzy = rxwzy = xyxry = ry = r, establint aixi el resultat. O

El segiient ingredient que ens cal per continuar I'estudi dels ideals de M(R), per
un anell regular R, a través dels ideals de V (M(R)) és substituir la falta de regularitat
de M(R) per I'existencia de “suficients” idempotents. Més precisament, veurem qué
tot ideal principal per la dreta de M(R) és generat per dos idempotents.

TEOREMA 2.2.8 Sigui R un anell regular, amb o-unitat. Siguixz € M(R). Aleshores
ezisteizen idempotents p; € tM(R) i elements z; € M(R), per i = 1,2 tals que
T = p1x1 + Pato. En conseqiéncia, els ideals de M(R) sén generats per idempotents.

DEMOSTRACIO: Sigui (e,) una o-unitat de R formada per idempotents. Primer
observem que per la continuitat del producte en la topologia estricta induida per R
(Lema 2.1.5), tenim limze, = lime,z = z.
n n
o0

Posem ey = 0. Es dedueix de 'anterior paragraf que z = > z(e, — e,-1), en la

n=0
00

topologia estricta, i també que z = Y (e, — e,—1)z. Considerem ze; € R. Existeix
n=0
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n > 2 tal que ze; € e, Re,, i per tant ze; = e zeie, = e ze;. Analogament, existeix
m > 2 tal que e;x = e;re,,. Renumerant, si cal, podem suposar que n = m = 2, i
per tant tenim ze; = eyzer + (€2 — e1)zer 1 e12 = eyze; + e1x(es — €).

Per induccié obtindrem que, per n > 2 (i llevat una renumeracié de la unitat
numerable): ' |

(1) 2len —ent) = (e — nz)(en = enmt)

(€n — €n—1)T(€n — €n—1) + (ent1 — €n)T(ey — €n_1),
(2) (€n — en—1)z = (en — en—1)T(ep—1 — €n_a)+

(en — en—1)z(€n — €n1) + (en — €n—1)T(Eny1 — €n).

D’aquesta manera, podrem representar I’element £ com una matriu tridiagonal que té
una quantitat numerable de files i de columnes: si posem a, = (en—€p—1)Z(€nt1—€n),
by = (ént1 — €n)z(€ns1 — €n) 1 ¢y = (€n+2 — €nt1)Z(ent1 — €n), Per n > 1, aleshores
tenim:

bl a9 0 0
ci by az 0O
0 ¢ by a4
=10 0 ¢ by
0 0 0 C4q

Provem que aquesta descomposicié és valida. Suposem que n = 2, i considerem els
elements z(ey — €1) i (e2 — e1)z. Com abans, existeix n > 3 tal que z(es — e1), (e2 —
e1)z € e, Re,. Renumerant, podem assumir novament que n = 3 i aix{ obtenim que

z(ey —e1) = e3x(es —e1) = (e — ez)x(e2 — €1)+

(e — e1)z(ex — €1) + e1x(eg — €q),

aixi com
(62 — 61)56 = (62 — 61)37(63 - 62) + (62 — 61)113(62 — 61) -+ (62 — 61)11261.

Suposem que per a un cert n > 2 les identitats (1) i (2) es satisfan. Considerem
doncs els elements z(e,41 — €,) 1 (én4+1 — €n)2. Podem assumir que ambdéds elements
pertanyen a e, oRe; 0. Per tant

n+2

zL'(en+1 - en) = z(ek - ek—1)$(6n+l - en)a
k=1
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n+2
(En+1 — en)T = Z(enﬂ —en)z(ey — ep-1).
k=1
Si k = 1, aleshores e1x(ent1 — €n) = e1zes(eny1 — €,) = 0, ja que n > 2. D’altra
banda, si 1 < k < n, aleshores per hipotesi d'induccié (e — €4—1)z(ent1 — €n) =

(er, — ep—1)z(epy1 — €p—2)(€nt1 — €n) = (e — ep—1)x(es11(1 — e,)) = 0. Aix0 prova
n+2

que z(epq1 —€n) = 3 (€ — ep—1)z(ent1 —€,), 1 estableix la identitat (1). De manera
k=n
analoga es prova la identitat (2), completant aixi la induccié.
Siguin z;, per ¢ = 1,2 els elements de M(R) definits de la segiient forma (i que
existeixen pel Lema 2.1.13):

s 00
Ty = Z(ﬂf(em—s — ean—a) + T(€an—2 — €4n-3)) = Zx(e‘;nmg — €dn—4),
n=1 n=1
- 00
Ty = Z(:I:(64n_1 — eqn—2) + T(€4n — €4n—1) Z z(e4r, — €ap—2)-
n=1 n=1

En la matriu anterior, aixo correspon a:

® o
o olie !
0 e io o§
o oife 0
E() oi o o
““““ e o|ie 0t
® io oi
o ol
UK

Es a dir, z; s’obté “sumant” les caixes emmarcades amb linies continues, mentre
que el mateix procés aplicat a les emmarcades amb linies discontinues ens déna zs.
Aleshores tenim que £ = z1 + 2. Posem vy, = z(e4n-2 — €4n—4) € R. Com que R és
regular, existeixen elements z, € R tals que y, = Ynza¥n. La relacié (1) aplicada a
Yy ens dona

Yn = (e4n—1”’64n—4)w(e4n—2"e4n—3)+(e4n—2_64n—5)$(e4n——3_e4n——4)’: (€4n—1—64n—5)yn,
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de manera que podem suposar que 2, € (€41 — €4n—5)R(€4n—1 — €4n—5). Per tant els
oo

elements f, := yp2, = 7z, sén idempotents. Sigui p; = Y f, € M(R). Aleshores
n=1

p} = p isi posem z = Zzn € M(R), llavors tenim p1 = 3 ypzp = D T2 =
n K
x Ezn = zz. D’altra banda T, = Zyn }: fr¥n = D171

De forma, similar construim un 1dempotent pa € M(R) tal que p, € zM(R)
i o = pexe. Llavors tenim z = 1 + 2o = p1T1 + peZe. Aixo prova que l'ideal
generat per z € M(R) és generat pels idempotents p; i py, establint d’aquesta manera
I’enunciat. O

TEOREMA 2.2.9 Sigui R un anell reqular amb o-unitat. Aleshores el reticle d’ideals
de M(R) és isomorf al reticle d’ideals d’ordre de V(M(R)), a través de laplicacid
I— V().

DEMOSTRACIO: Posem B = M(R). Pel Teorema 2.2.7, V(B) és un monoide Riesz,
i pel Teorema 2.2.8, els ideals de M(R) s6n generats per idempotents. Veiem doncs
que les hipotesis de la Proposicié 2.2.3 son satisfetes, d’on es dedueix el resultat. O
L’objectiu final d’aquesta seccié és representar el monoide V(M (R)) com un mo-
noide d’intervals sobre V(R), establint de passada la relacié exacta existent entre
aquests dos monoides. Aquest tipus de teécnica ja fou usat a [42] per estudiar el grup
de Grothendieck Ky(M(A)), per a una C*-dlgebra A amb o-unitat, rang real zero
i rang estable 1. Aprofitarem per tant alguns dels resultats obtinguts a [42], que es
tradueixen integrament al context actual de treball, un cop establert el Teorema 2.2.8.

DEFINICIO 2.2.10 Sigui R un anell. Definim el conjunt
D(R) = {[e] € V(R) | e és un idempotent a R}.

Si (en) €s una unitat numerable per R, llavors D(R) es pot descriure com un interval
numerablement generat que t€ {[en]} com a subconjunt cofinal numerable.

Sigui R un anell regular amb o-unitat i rang estable 1. Si e és un idempotent a
M, (M(R)), llavors eM,(R)e és un subanell regular de M,(R), i també té o-unitat,
pel Lema 2.2.5. Definim

(e) = {[p] € V(R) | p és un idempotent a eM(R)e}.
Llavors 6(e) és un interval sobre V(A). De fet,

6(e) = {[p] € V(R) | p és un idempotent a eM,(R)e} =
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={lp]eV(R)|pSe}=
={[p] € V(R) | p S e} per algun k},

on e; < ey < ... és una o-unitat per 'anell eM,(R)e (la segona igualtat es deu a la
segona part del Lema 2.2.5). D’altra banda, és clar que 6(e) C nD(R).

Necessitarem el segiient resultat, que és una traduccié gairebé exacta de [42,
Proposition 1.7, Proposition 1.8].

Prorosicid 2.2.11 Sigui R un anell reqular amb o-unitat i rang estable 1. Aleshores
(a) Sie, f sdn idempotents de M, (M(R)), llavorse ~ f si, i només si, 0(e) = 6(f).

(b) Sigui g un idempotent de Moo(M(R)), i siguin X 1Y intervals numerablement
generats sobre V(R) tals que X +Y = 6(g). Llavors g = e + f per certs
idempotents ortogonals e, f € My (M(R)) tals que (e) = X 1 0(f) =Y. O

TEOREMA 2.2.12 Sigui R un anell regular amb o-unitat i rang estable 1. Llavors
~ ewisteiz un isomorfisme de monoides normalitzat entre (V(M(R)), [Lmr)]) 4 el mo-
noide (WP(V(R)), D), els elements del qual sén aquells intervals numerablement ge-
nerats I sobre V(R) pels quals ezisteizen n € N i un interval numerablement generat
J sobre V(R) tals que I +J =nD, on D = D(R).

DEMOSTRACIO: En primer lloc observem que si e i f sén idempotents ortogonals a
M, (M(R)), aleshores f(e & f) = 6(e) + 6(f). En efecte, és clar que 6(e) + 6(f) C
8(e®f). D’altra banda, si [p] € 6(e@® f), aleshores [p] < [e]+[f], i per la descomposicié
de Riesz establerta al Teorema 2.2.7, tenim [p] = [p1] + [ps], amb p; i p, idempotents
tals que [p1] < [e] i [p2] < [f], de forma que [p] € 6(e) + 6(f). '

Notem també que donat un idempotent e € M, (M(R)), aleshores existeix un
altre idempotent ¢ € M,(M(R)) tal que 6(e) + 0(g9) = nD(R). En efecte, posem
9 = L, (m(r)) —e. Per l'observacié feta al paragraf anterior, tenim que 6(e) +6(g) =
9(6 + g) = ’I”LO(lM(R)) = nD(R) '

Definim una aplicacié v : V(M(R)) — WP (V(R)) per v(v) = 6(e), on v = [¢]
per algun idempotent e € Mo (M(R)). Per la Proposicié 2.2.11(a) i les observacions
anteriors, és clar que 7y és un morfisme de monoides injectiu. Notem que D és una uni-
tat d’ordre per WP (V(R)), aixi com que ([1ap(g)]) = D. Per tant v és normalitzat.
Per veure que « és bijectiva, prenem I € WP(V(R)). Llavors existeixen un interval
numerablement generat J i un enter positiu n tals que I + J = nD. Observem que
de fet D = 6(1q(r)), i per tant n.D = O(1p, (m(ry))- Aixi, per la Proposicié 2.2.11(b),
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existeixen idempotents ortogonals e, f € M,(M(R)) tals que f(e) = I i 6(f) = J.
Per tant I = «y([e]). O

Per C*-algebres, la linia d’argumentacié €s molt similar, substituint idempotents
per projeccions. Aixi, per a una C*-algebra A, definim el conjunt D(A) = {[p] €
V(A) | p és una projecci6é a A}. Suposem que A té o-unitat, rang real zero i rang es-
table 1. Si e € M, (M(A)) és una projeccid, aleshores eM,,(A)e és una C*-subalgebra
de M,(A) amb o-unitat, i que té una identitat aproximada que consisteix en una
successié creixent de projeccions, per [42, Lemma 1.3]. Definim

6(e) = {[p] € V(A) | p és una projeccié a eMy,(A)e}.
Aleshores 6(e) és un interval sobre V(A), i de fet

0e) ={lp]eV(A)|pSet=
{lr] € V(4) | p < ex per algun k},

on e; < ey < ... és una identitat aproximada de projeccions per eM,(A)e (vegeu
també [42, 1.4]). '

Com abans, una simple modificacié de [42, Proposition 1.8] ens proporciona la
seglient

ProprosiciO 2.2.13 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat, rang real zero i rang es-
table 1. Sigui g € My (M(A)) una projeccid ¢ siguin X ¢ Y intervals numerablement
generats sobre V(A) tals que X+Y = 6(g). Aleshores g = e+ f, per certes projeccions
ortogonals e, f € M (M(A)) tals que X =0(e) i Y =0(f). O

Aix{ obtenim per C*-algebres el resultat andleg al cas d’anells regulars.

TEOREMA 2.2.14 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat, rang real zero 1 rang estable
1. Aleshores existeiz un isomorfisme de monoides normalitzat entre V(M(A)) i el
monoide WP (V(A)), els elements del qual sén aquells intervals numerablement ge-
nerats I pels quals existeizen n € N 1 un interval numerablement generat J tals que
I+ J=nD, on D= D(A).

DEMOSTRACIO: A [42, Proposition 1.6], es prova que si e, f € My (A) sén projecci-
ons, aleshores f(e) +60(f) = 6(e® f); i també que si e € M, (M(A)) és una projeccid,
aleshores existeix una projeccié g € M, (M (A)) tal que 6(e) + 6(g) = nD. D’altra
banda, f(e) = (f) si, i només si e ~ f, per [42, Proposition 1.7].

Aix0 ens permet definir una aplicacié v : V(M(A)) — WP (V(4)), per v(v) =
0(e), on v = [e] per alguna projeccié e € My, (M(A)). Es clar usant les observacions
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anteriors que <y és un morfisme de monoides injectiu. Tenint en compte que D és
una unitat d’ordre per W2 (V(A)) i que y([1r(a)]) = D, veiem que +y és normalitzat.
Finalment, per veure que <y és exhaustiu, argumentem com a la segona part del
Teorema 2.2.12, usant la Proposicié 2.2.13. O

2.3 Els Teoremes de representacio

Hem tancat la seccié anterior establint un isomorfisme entre els monoides V (M(R))
per certs anells semiprimers R, i uns monoides d’intervals sobre V(R) que hem ano-
menat WP (V(R)). Aquest procés permet concentrar-nos en 'estudi dels monoides
d’intervals sobre un monoide donat. En aquesta seccié tractarem aquests monoides
des d’un punt de vista abstracte, per aconseguir-ne una representacié adequada, que
els relacionard amb un semigrup de funcions afins i semicontinues inferiors. Aquesta
serd la peca clau a usar en els capitols segiients per entendre I'estructura d’ideals
d’anells de multiplicadors.

DEFINICIO 2.3.1 Sigui M un monoide 1 sigui D un interval sobre M. Diem que D
és un interval generador si D genera M com a monoide. Suposem que D té un
subcongunt cofinal numerable. Definim WP (M) com el monoide que té per elements
els intervals numerablement generats I sobre M pels quals ezisteizen n € N 1 un
interval numerablement generat J sobre M tals que I + J = nD.

DEFINICIO 2.3.2 Sigui M un monoide. Siz,y € M, diem que © <* y si existeiz un
element 0 £ z € M tal que x + 2z =y. Un atom de M és un element a € M diferent
de zero pel qual no existeir cap element b € M satisfent 0 <* b <* a. Diem que M
és un monoide atomic si tot element de M es pot escriure com a suma d’dtoms.

Siz,y € M escriurem, com es fa usualment, z < y siinoméssiz < yizx #y.
Notem que si M és cancellatiu (o, més en general, si M és establement finit), llavors
les dues relacions < i <* coincideixen. El resultat segiient és un fet estandard:

LEMA 2.3.3 Sigui M un monoide simple ¢ sigui uw € M una unitat d’ordre. Si M no
té atoms, llavors St(M,u) no té estats discrets.

DEMOSTRACIO: Sigui s € St(M,u). Llavors s(z) > 0 per a tot element z € M
diferent de zero. En efecte, si s(y) = 0 per algun 0 # y € M, llavors donat 0 #-x € M
existeix n € N tal que z < ny, i per tant s(z) < ns(y) = 0, la qual cosa contradiu el
fet que s(u) = 1.
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Si s és un estat discret, aleshores existeix 0 # x € M tal que s(z) és el valor
minim de s(M). Llavors z és un atom. En cas contrari, si existis y € M satisfent
0 <* y <* z, Havors pel que hem observat en el paragraf anterior 0 < s(y) < s(z), i
entrem novament en contradiccid. O

DEFINICIO 2.3.4 ([45], [42]) Sigui M un monoide. Un interval I sobre M és flexi-
ble si, 1 només si, I és diferent de zero i per a tot x € I, ezisteizeny € I in € N
tals que (n + 1)z < ny.

Va ser observat a [42, Section 4] (vegeu també [45, Lemma 7.4, Proposition 7.5])
que si M és el con positiu d'un grup de Riesz G simple i débilment no-perforat, llavors
tot interval no nul sobre M és, o bé flexible, o bé de la forma [0, z], per algun z € M
diferent de zero. Aquest fet pot ésser estés al cas en que M no és cancellatiu, en el
cas que els intervals s6n numerablement generats.

LEMA 2.3.5 Sigui M un monoide conic, simple i de refinament. Llavors tot element
de Ay (M) és, o bé flexible, o bé de la forma [0,z] per algun © € M, pero no totes
dues coses alhora.

DEMOSTRACIO: Suposem en primer lloc que M no té atoms. Provem que tot interval

I generat per una successié estrictament creixent 0 < z7 < x2 < ... és flexible.

Existeix ¢t € M* tal.que 1+t = z,. Afirmem que existeix y € M* tal que y <* {¢,z1}.

En efecte, donat que M és simple i 2; # 0, existeix k € N tal que ¢ < kz;. Apliquem
k

la propietat de refinament per trobar elements ¢;,...,t; € M tals que > ¢; = t1i

=1
t; < xy per a tot i. Com que t # 0, existeix ¢ de manera que t; # 0. Podem suposar

que t, # 0. Per tant ¢; < {¢t,21}. Com que M no té atoms, existeix y € M tal que
0 <* y <* t;. Per tant, usem que M és conic per concloure que y <* {¢,z1}.

Notem a més que, essent M simple, y és una unitat d’ordre, de forma que z; < ny
per algun n € N. Ara observem que

(n+ 1)z =nz1 + 21 < nzy +ny =0z +y) <" nlz +1t) = na,.

De manera semblant, per a cada i, existeix n amb (n + 1)z; < nz;y;. Per tant T és
flexible. Notem finalment que tot interval numerablement generat és, o bé generat
per una successio estrictament creixent, o bé de la forma [0, z], per algun z € M.

Suposem ara que M té un atom i per tant és atomic, car és simple i de refinament.
Per [6, Lemma 1.6], M és el monoide ciclic infinit, essent el resultat clar en aquest
cas. U
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DEFINICIO 2.3.6 Sigui M un monoide. Diem que M és estrictament no perforat
st sempre que nx <* ny per algun n € N, es té que x <* y.

En cas que M sigui cancellatiu, tenim que M és estrictament no perforat si, i
només si, per a z,y € M, la condicié nz < ny amb n € N implica que z < y. Aixo és
conseqiiencia directa del fet que en aquesta situacio les relacions <* i < coincideixen,
com ja hem observat abans. Remarquem aqui que si A és una C*-algebra dins les
classes (b), (d), (e), (f) o (g) considerades al capitol anterior (seccié 2), aleshores
V(A) és estrictament no perforat. » |

Ens ocuparem seguidament d’establir una relacié entre els intervals numerable-
ment generats sobre un monoide i certes funcions definides sobre els seus espais d’es-
tats. Recordem primer algunes definicions i propietats basiques.

DEFINICIO 2.3.7 Sigui X un espai topoldgic, 1 siguin
f:X—=RU{cc}ig: X - {—oc0}UR

dues funcions amb valors reals estesos. Diem que f és semicontinua inferior si ¢
només si f~1(—oc0, a] és tancat en X (equivalentment, f~(c, 00| és obert en X ) per a
tot & € R. De manera semblant, diem que g és semicontinua superior si g~ [, 00)
és tancat en X (equivalentment, g~'[—oc0, ) és obert en X ) per a tot a € R.

Es desprén de manera immediata de les definicions que una funcié f és semi-
continua inferior si, i només si, —f és semicontinua superior, aixi com que f és
continua si i només si és simultaniament semicontinua inferior i superior. La segiient
caracteritzacio i propietats de funcions semicontinues es despren directament del re-
sultat per funcions a valors reals (vegeu [74, Proposition 1.5.11, Proposition 1.5.12]).

Prorosicid 2.3.8 Sigui X un espai topologic. Una funcid f : X — RU {oco} és
semicontinua inferior si 1 només si per a tota zarza convergent (xx)xren en X, amb
z = limzy, tenim '

AEA

f(z) < lin}\inff(m,\). O

ProprosiciO 2.3.9 El suprem puntual d’una quantitat qualsevol de funcions semi-
continues inferiors, aizi com Uinfim d’una quantitat finita, defineizen una funcio
semicontinua inferior. Les funcions semicontinues inferiors son tancades per sumes
i pel producte per escalars (reals) positius. O
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Per a un conjunt compacte i convex K, denotem per Aff(K) el grup de funcions
afins 1 continues sobre K amb valors reals. De manera semblant, denotarem per
LAff(K) el semigrup de totes les funcions afins i semicontinues inferiors amb valors a
R U {oo}. Aixi mateix, LAff,(K) denotara el subsemigrup de LAff(K), els elements
del qual so6n suprems puntuals de successions creixents de funcions afins i continues
sobre K. L"is del superindex + (respectivament, ++) es referird sempre a funcions
positives (respectivament, estrictament positives).

Sigui M un monoide, i suposem que existeix una unitat d’ordre u € M (respecte
I'ordre algebraic). Denotem per S, = St(M,u), U'espai d’estats sobre (M, u). Ob-
servem que S, és un subconjunt de R, el conjunt de totes les aplicacions de M a
R. Dotant aquest ultim de la topologia producte, suposarem sempre que S, té la
topologia induida. En termes de convergéncia, una xarxa (sy)ses de S, convergeix
a s € S, siinomés si li/{ns,\(:c) = s(z) per a tot x € M. En cas que M sigui

establement finit i conic, aleshores S, és compacte (vegeu [39, Proposition 6.2]). De-
notarem per ¢, : M — Aff(S,) la representaci6 natural (donada per avaluacié). Més
concretament, si £ € M isi s € Sy, lavors ¢,(z)(s) = s(z). Si f i ¢ sén funcions
semicontinues sobre S,, escriurem f < g per denotar la desigualtat uniforme estricta,
és a dir, f(s) < g(s) per a tot s € S,. En alguns casos importants, és possible recu-
perar l'ordre de M a partir del de Aff(S,). El segiient Lema, que és conegut, recull
aquest fet.

LEMA 2.3.10 Sigui M un monoide estrictament no perforat, cancellatiu, i sigui u €
M una unitat d’ordre. Siguin x,y € M. Suposem que ¢, (x) K ¢,(y). Llavors z < y.

DEMOSTRACIO: Si ¢,(z) < ¢y(y), llavors existeix m € N tal que m([y] — [z]) és
una unitat d’ordre de G(M), on G(M) és el grup de Grothendieck de M (vegeu [39,
Theorem 4.12]). En particular, m(ly} — [z]) > 0 i com que M és cancellatiu, aixo
implica que mz <* my a M, d’on deduim que z <* y, ja que M és estrictament no
perforat. Finalment, donat que M és cancellatiu, aquesta dltima relacié equival a
z <y O '

Per X € A(M), posem p(X) := sup ¢,(X), on “sup” significara suprem puntual.
Llavors p(X) € LAff(S,)". El segiient resultat, similar a [42, Lemma 5.2], estableix
la relaci6 basica entre intervals i funcions semicontinues.

LeEMA 2.3.11 Sigui M un monoide simple i de refinament. Suposem que M és no
atomic, estrictament no perforat i cancellatiu. Sigui v € M un element diferent de
zero.

(1) 8i X € A(M) és diferent de zero, llavors p(X) € LAfF(S,)*t i és fitada infe-
riorment per una constant no nulla.
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(2) p(X+Y) =p(X)+ p(Y) per a intervals qualssevol X i Y sobre M.

(3) Si f € LAfE(S,)*™, llavors p'(f) = {z € M | ¢u(z) < [} és un interval flezible
sobre M i pp/(f) = f.

(4) Si X € A(M) és flexible, llavors p'p(X) = X.

DEMOSTRACIO: Si X € A(M) és diferent de zero, llavors X conté un element z € M
no nul, i que per tant és una unitat d’ordre. Llavors p(X) € LAff(S,)**. Com que z
és una unitat d’ordre, existeix n € N tal que u < nz, i per tant p(X) > ¢, (z) > 1/n.
Aixi (1) queda provat. Donat que ¢y(X +Y) = ¢, (X) + ¢u(Y), obtenim (2). Sigui
f € LAff(S,)™t. Notem que p'(f) és Obviament no buit 1 hereditari per I'ordre. Siguin
z,y € p/(f) 19 =sup{pu(z), d,(y)}. Llavors g és una funcié semicontinua superior,
convexa i g < f. Per [39, Theorem 11.12], existeix h € Aff(S,) tal que ¢ < h < f.
Triem € > 0 satisfent ¢ < h—e < h+e < f, i per [71, Theorem 3.5], existeix z € M
tal que ||h — ¢y (2)|| < . Deduim llavors que ¢y, (), du(y) K Pu(z) 1 aixi z,y < z pel
Lema 2.3.10. Notem també que z € p'(f). Aixd prova que p'(f) és un interval. Per
veure que pp'(f) = f, prenem s € S, i & < f(s). Per [39, Theorem 11.8], existeix
g € AF(S,)T tal que @ < g(s) 1 g < f. Agafem £ > 0 de manera que o < g(s) — ¢ i
g+e < f. Per [71, Theorem 3.5] la imatge de G(M)* a través de ’aplicacié natural
és densa en AfF(S,)T, i per tant existeix z € M que satisfa ||g — ¢u(2)|| < e. Per
tant ¢,(2)(s) > a i ¢,(2) < f, 1 aix0 ja prova que pp/(f) = f. Finalment, sigui
z € p/(f). Llavors f — ¢,(z) és una funcié afi, estrictament positiva i semicontinua
inferior. Un argument similar al que hem usat abans prova que existeix un element
y € M diferent de zero tal que z +y € p'(f). Per veure que p'(f) és flexible, seguim
un argument similar a 'usat a [45, Lemma 7.4]. La propietat que hem establert pels
elements de p'(f) s’aplica a 0 € p/(f) per donar-nos y € M* tal que y = 0+y € p'(f).
Per tant p/(f) # 0. Siz € o/(f), existeix v € M* tal que z +v € p'(f). Com que M
és simple © < nv per algun n € N, d’on (n+ 1)z = nr+z <nz+nv= n(z +v), i
per tant p'(f) és flexible. Aixd estableix (3). Per (4), ens basem en arguments usats
a [45, Proposition 7.7]. Cal veure que

Pp(X) = {& € M | du(z) < sup du(X)} = X.

Sigui € X. Podem assumir que & # 0. Aleshores existeixen y € X in € N
tals que (n + 1)z < ny. En particular y # 0 i també (n + 1)z <* (n + 1)y ja que
M és conic. Per tant xz <* y, per ser M estrictament no perforat, d’'on deduim
que £ + 2z € X per algun z € X no nul. Com que M és simple ¢,(z) > 0 i aix{
Pu(z) K dy(z + 2) < sup ¢y (X).
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Reciprocament, suposem que ¢, (z) < sup ¢,(X) peraz € M. Per acada s € S,
existeix z; € X tal que s(z) < s(z;). Sigui U, = {t € S, | t(z) < t(z;s)}. Aleshores
Sy = Ug,Uy,. Per compacitat existeixen zq,...,z, € X tals que S, = U;U;,. Com
que X és dirigit, existeix w € X tal que z; < w per a tot 4. Llavors s(z) < s(w) per
atot s € S,. Pel Lema 2.3.10 z < w i per tant z € X. O

Sigui M un monoide tal que 'ordre algebraic és parcial, i suposem que u € M
és una unitat d’ordre. Sigui D un interval generador sobre M amb un subconjunt
cofinal numerable i denotem per d = sup ¢, (D) = p(D). Definim

WE(S,) = {f € LAF,(S,)™" | f+g=nd on g € LAR,(S,)™ in € N}.

Notem que W¥(S,) pot ésser descrit també com el conjunt format per les funcions
f € LAff,(S,)** tals que f + g = nd per algun n € N i alguna g € LAff,(S,)*. Es
obvi que W(S,) és un semigrup amb I'operacié +.

Considerem el conjunt M LU W2(S,), on LU denotara la unié disjunta de conjunts.
Definim una estructura de monoide a M LI W2(S,) tal que en primer lloc estén les
operacions naturals d’addicié a M i W2(S,), i definim una suma mixta d’elements
de M ide W4(S,) per z + f = p[0,z] + f = ¢u(z) + f,on z € M i f € WE(S,).

LEMA 2.3.12 Sigui M un monoide parcialment ordenat amb unitat d’ordre u €
M. Sigui D un interval generador sobre M i posem d = sup ¢, (D). Siguin f €
LA, (S,)*t" i g € Aff(S,)*t. Aleshores existeizen n € N 4 ¢’ € LAff,(S,)™ tals
que g+ g =nf. En particular, siz € M i f € WE(S,), aleshores z + f € WE(S,) i
d és una unitat d’ordre per M UWZ(S,).

DEMOSTRACIO: Com que f és semicontinua inferior i estrictament positiva, g és
continua, i ambdues sén definides sobre un compacte, existeix una constant n € N
tal que g < nf. Per tant-¢’ := nf — g és una funcié afi, estrictament positiva i
semicontinua inferior. Com que f = sup fm, on (fn) és una successié creixent a

m
Aff(S,)*™T, i donat que g < nf, existeix k € N tal que ¢ < nfj, per un argument de
compacitat similar al que hem usat al Lema 2.3.10. Per tant nf — g = sup(nf; — g),
1>k

i nf; — g € Aff(S,)**. Aixod implica que ¢’ € LAf,(S,)* ig+g =nf.

Siz € Mif e WIS,), aleshores ¢,(z) € Aff(S,)F, i per tant ¢ (z + u) =
¢u(z) + 1 € Aff(S,)TT. Per lanterior, existeixen n € N i h € LA, (S,)™ tals
que ¢,(x + u) + h = nd. D’altra banda, existeixen m € Ni f’ € LAff,(S,)** amb
f+f =md Pertant (x+ f)+(h+ ' +1)=(f+ )+ (du(z+u)+h) = (n+m)d.

Finalment, d és unitat d’ordre de M LI WZ(S,,) per definicié de W¢(S,,), de 'ope-
racié a M LIWE(S,), i del que acabem de provar. O
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TEOREMA 2.3.13 Sigui M un monoide conic, simple, de refinament, 1 sigui u € M
un element diferent de zero. Sigui D un interval flexible 1 no nul sobre M amb
un subcongunt cofinal numerable. Definim una aplicacid ¢ : (WP(M),D) — (M U
WE(S,),d) per o(X) = p(X) € W(S,) si X és un interval flezible, i ([0,z]) = =,
per x € M. Llavors ¢ és un morfisme de monoides normalitzat. Si, a més, M és no
atomic, estrictament no perforat i cancellatiu, llavors @ és un isomorfisme.

DEMOSTRACIO: En primer lloc notem que si X i Y sén intervals sobre M, llavors
p(X +Y) =sup{du(z+y) [z € XiyeY}=pX)+pY).

En particular, si X € WP(M) és flexible, llavors p(X) € W4(S,). Com que tot
interval numerablement generat sobre M és, o bé flexible, o bé de la forma [0, z] per
algun z € M (pel Lema 2.3.5), veiem que ¢ és una aplicacié ben definida.

> ¢ és un morfisme de monoides normalitzat. Només hem de comprovar que
©([0,z] + X) = ([0, ]) + ¢(X), per z € M* i per un interval flexible X € WP (M).
Donat que X és flexible, tenim que [0, z] + X és flexible (vegeu la demostracié de [45,
Lemma 8.1]). Llavors

¢([0,z] + X) = p([0, 2] + X) = p([0,2]) + p(X) =

- Bulz) + p(X) =z + p(X) = ¢([0,2]) + (X).

Notem també que ¢(D) = p(D) = d, puix que D també és flexible.

Assumim ara les hipotesis addicionals, és a dir, que M és a més no atomic, estric-
tament no perforat i cancellatiu.

> ¢ és injectiva. Suposem que p(X) = p(Y). Observem que per definici6 de ¢ i pel
Lema 2.3.5 no és possible que tant sols un dels dos intervals X o Y sigui flexible. En
altres paraules, 0 bé X 1Y sén ambdds flexibles o bé cap dels dos ho és. Si X 1Y s6n
flexibles, llavors p(X) = (X ) = o(Y) = p(YV). Per tant X = p'p(X) = p/p(Y) =Y,
pel Lema 2.3.11. Si, altrament, ni X ni Y s6n flexibles, llavors X = [0,z] 1Y = [0, y]
per alguns z,y € M, iaixi p(X) =z =y = p(Y). Per tant X =Y.

> ¢ és exhaustiva. Si z € M, llavors z prové de [0, z], a través de ¢. Sols ens cal
observar que [0,z] € WP(M) per a tot z € M:

Existeix n € N tal que z € nD. Llavors,siY = {y € M | z +y € nD} tenim
que [0,z] + Y = nD, per [42, Lemma 3.8]. Usant que M és cancellatiu i que D és
numerablement generat, provem que Y també és numerablement generat. En efecte,
suposem que {dj}; és un subconjunt cofinal numerable per nD. Com que z € nD,
podem suposar que x < di per a tot k. Escrivim z + s; = dj, per elements s, € M.
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Aleshores si y € Y, existeix k € N tal que z +y < dy =z + s, i per tant y < si. La
successio {s;}, que és creixent, és doncs un subconjunt cofinal numerable per Y.

Sigui ara f € W%(S,) i prenem X = p/'(f), que és flexible pel Lema 2.3.11.
Notem també que p(X) = f. Donat que existeixen h € LAff,(S,)*t in € N amb
f + h = nd, tenim que X + p'(h) = nD. Finalment, hem de provar que X i p'(h)
s6n numerablement generats. Sabem que f = sup g,, on el suprem és puntual, i on
{gn} és una successi6 creixent amb g; € Aff(S,)*" per a tot i. Denotem per G(M)
el grup de Grothendieck de A/. Com que M no té estats discrets pel Lema 2.3.3
i és un monoide de refinament, la imatge de G(M)* a través de la representacié
natural (donada per avaluacié sobre els estats de G(M)) és densa en Aff(S,)*, per
[71, Theorem 3.5]. Notem també que G(M)* = M.

Si n és suficientment gran, existeixen elements z, € M tals que

0 < gn — 1/2" < $u(n) K gnya — 1/2°,

Com que ¢y () <K ¢y (Lrt1), obtenim que z, < zp41, pel Lema 2.3.10. També, usant
que f = sup g, deduim que f = sup @y(z,). Per tant z, € X per a tot n. Ara, si
z € X, llavors ¢,(z) < sup ¢y (z,). Com a la demostracié del Lema 2.3.10, existeix
k € N tal que ¢,(z) < ¢y(z;). Com abans, la conclusié és que z < zj. Per tant X
és numerablement generat. De manera semblant, p'(h) és numerablement generat. O

Estem ja en situaci6 de traduir aquests resultats al context d’anells regulars i de
C*-algebres. Ens cal considerar encara la “flexibilitat” de P'interval D(R), que en el
nostre cas és immediata sempre que I’anell R no tingui unitat.

LEMA 2.3.14 Sigui R un anell reqular simple establement finit. Llavors, D(R) és
flexible si, i només si, R no té unitat.

DEMOSTRACIO: Suposem que D(R) és flexible, i que R té unitat 1 € R. Existeixen
n € N i un idempotent f € R tals que (n + 1)[1] < n[f] < n[1] a V(R). Com que
V(R) és establement finit, deduim que [1] = 0, que és una contradiccid.

Reciprocament, suposem que D(R) no és flexible i que R no té unitat. Podem
assumir que D(R) £ 0. Aleshores existeix 0 # 2 € D(R) tal que per a tot n € N
i tot y € D(R) tenim que (n 4 1)z £ ny. Posem z = [e], per a un idempotent
e € R. Com que e no és una unitat per R, existeix a € R tal que a — ea # 0, i
per tant (1 — e)R # 0. Sigui B = (1 — ¢)R(1 — ¢). Pel Lema 2.2.5, B és un anell
regular, i B # 0, ja que en cas contrari (1 —e)R = (1 —¢e)R(1 —e)R = BR = 0. Per
tant existeix un idempotent f € B no nul, de manera que e + f és un idempotent
de R no nul. Usem la simplicitat de R per trobar k € N tal. que [e] < k[f], 1 aixi
(k +1)[e] = k[e] + [e] < k[e + f], arribant a una contradiccid. O
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REMARCA 2.3.15 A [42, Lemma 11.2], es caracteritza D(A) com a flexible si i només
st A no té quocients per ideals tancats amb unitat, per a una C*-dlgebra A amb o-
unitat, rang real zero i rang estable 1, pero sense assumir simplicitat. El mateiz tipus
de resultat, amb una demostracié semblant, val pel cas d’anells requlars, perd ens hem
restringit al cas simple ja que seran els anells amb els quals treballarem en els capitols
segients.

TEOREMA 2.3.16 Sigui R un anell regular sense unitat, 1 amb o-unitat. Suposem
que R és simple amb rang estable 1 i que V(R) és estrictament no perforat. Suposem
que V(R) és no atomic. Fizem un element v € V(R) diferent de zero. Siguin
D = D(R) i d = sup ¢u(D). Llavors hi ha un isomorfisme de monoides normalitzat
o entre (VIM(R)), [Laul) § (V(R) UWE(S,), d).

DEMOSTRACIO: Sigui M = V(R). Llavors M és un monoide conic. Donat que R
és regular i té rang estable 1, M és de refinament i cancellatiu. Es dedueix de la
simplicitat de R que M és també simple. Com que R té unitat nurrierable, D és
numerablement generat. Pel Lema 2.3.14, D és flexible. Apliquem el Teorema 2.2.12
per construir un isomorfisme de monoides normalitzat entre (V(M(R)), [Lyr)]) i
(WP(M), D), essent el darrer isomorf a (M LI W4(S,), d), pel Teorema 2.3.13. O

TEOREMA 2.3.17 Sigui A una C*-algebra sense unitat, © amb o-unitat. Suposem
que A és simple, amb rang real zero, rang estable 1 ¢ que V(A) és estrictament no
perforat. Assumim també que V(A) és no atomic. Fizem un element u € V(A)
diferent de zero. Siguin D = D(A) i d = sup ¢, (D). Llavors hi ha un isomorfisme
de monoides normalitzat ¢ entre (V(M(A)), [1mea)) @ (V(A) UWE(Sy), d).

DeMOSTRACIO: Com al Teorema anterior, si M = V(A), llavors M és un monoide
conic, simple, de refinament i cancellatiu. Com que A té o-unitat, tenim que D
és un interval numerablement generat. Per [42, Lemma 11.2), D és flexible, i per
tant, pel Teorema 2.2.14, existeix un isomorfisme de monoides normalitzat entre
(V(M(A)),[Lpmy]) 1 (WP(M), D), i aquest darrer és isomorf a (M UWZ(S,), d), pel
Teorema 2.3.13. O

Tanquem aquesta seccié construint una familia d’exemples senzills d’algebres com-
plexes ultramatricials simples i involutives. La completacié de cada element de la
familia donara lloc a una algebra AF simple. Analitzarem els corresponents mo-
noides d’intervals i veurem com intervals generadors diferents estaran associats a
membres de la familia no isomorfs, d’acord amb el segiient resultat:
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TEOREMA 2.3.18 (G.A. Elliott)[29] Siguin A i B dlgebres ultramatricials complezes.
Aleshores A = B si, 1 només i, existeiz un isomorfisme de grups ordenats

tal que p(D(A)) = D(B).
A més, si A és ultramatricial, aleshores Ko(A) és un grup de dimensid numerable.
Reciprocament, si G és un grup de dimensid numerable i D C G és un interval sobre

G, aleshores existeiz una (inica) dlgebra ultramatricial A ¢ un isomorfisme de grups
ordenats ¢ : Ko(A) = G tal que Y(D(A)) = D. O

La segona part d’aquest resultat ens proporcionara, en el segiient capitol, un
metode de generacié d’exemples més complexos.

Per a cada k € N, denotarem M} = M;(C) i si z € RT, denotarem per e(z)
la part entera de z (i.e., e(z) és el nombre enter més gran tal que és més petit o
igual que z). Sigui n € N, i denotem V,, = (1/2")Z*. Definim ¢, : V,, —» Vo1
per ¢,(1/2") = 2/2"*. Aleshores (Vp,n) és un sistema dirigit i el limit directe
és V = {p/2™ | p € ZTin € N}, amb aplicacions ¢, : V, — V definides per
Yn(1/2™) = 1/2". Clarament V és un monoide numerable, conic, simple, cancellatiu,
no perforat i no atdomic. Es facil veure que V satisfy la propietat de Riesz. Per
o € R** posem

D2 = {p/2" € Vi, | p < e(2"a)} =V, N[0, (e(2"e) — 1)/27).

Com que lim 2"« = +o00, tindrem que D% # {0} per a n-€ N prou gran. Observem
n—00

que on(Dy)G Dy si Dy {0}

Sigui D* = UX 9¥,(D%). Aleshores D* = V N [0,«). En efecte, és clar per
construccié que D* C V N [0,c). Reciprocament, si p/2" < «, per p € Z* i si
2o € Z% llavors p < 2"« — 1 i per tant p/2" € D%. Si 2""*q € Z% per algun
k > 0, lavors de manera semblant tenim que p2*/2"+* ¢ D2 - Suposem doncs que
2ka ¢ Z* per a tot k € N. Es clar que p < e(2"@). Si p < e(2"a), llavors dbviament
p/2™ € DZ. En cas contrari, és a dir, si p = e(2"«), aleshores existeix k € N tal que
2Fp < e(2"**a) — 1. Per veure aixd, notem que en general 2%¢(2%a) < e(2"%q) per a
tot k € N. Si tinguéssim igualtat per a tot k, aleshores escrivint 2" = e(2" )46y,
~amb B € (0,1), veiem que 2"a = e(2"a) + Bi/2%, per a tot k € N, i aixi 2"« € ZT,
la qual cosa és una contradiccié. Per tant p/2" < (e(2"*Fq) — 1)/2"+* per algun k,
d’on p/2" € DZ,,.
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Per a cada n € N, posem A5 = Myona)-1. Ates que 2e(2"a) < e(2"*'a), podem
definir morfismes ¢ : AT — A%, per

¢n(z) =

24
,onz € A7,

o O R
o 8 O
o O O

Sigui A® I'algebra ultramatricial complexa obtinguda com a limit del sistema dirigit
(A%, ¢2). Aleshores, notant que V{(A%) =2 V,, D(A%) = D% i V(¢2) = ¢y, obtenim
que V(A?%) és isomorf a V. Si ¥, : AT — A% sén les aplicacions de pas al limit,
aleshores D(A%) = U%,V(V,,)(D(A%)) 2 US4, (D2) =V N0, a).

Tenim doncs una familia A* d’algebres ultramatricials. Pel Teorema 2.3.18, A* =
AP si; i només si, existeix un isomorfisme de monoides V(A%) — V(4%) tal que la
imatge de D(A%) és D(AP), i aixd equival a dir que o = 2¢8 per a i € Z. Resumim
aix0 en un diagrama commutatiu:

vids) — 2 vas,) V(4)

1%
11
R

Pn

Va Vot e v

Siguin ara els intervals D, = V, N [0,2"] = {0,1/2",...,4"/2"} i considerem
A, = My, amb aplicacions ¢, : A, — A,+; donades a través de

on(z) =

,onzx € A,

o oo O 8
o o8 O
o O O O
o O O O

Sigui Ao I’algebra ultramatricial complexa obtinguda com a limit del sistema (A, ¢y,).
Aleshores es comprova que V = im(V,,,%,), i que D(Ay) = Dy = US2 1% (Dy) =
VNnl0,00) =V.

Estudiem ara les algebres de multiplicadors d’aquestes algebres que hem obtingut,
tot utilitzant els resultats d’aquesta seccié. D’acord amb el Teorema 2.2.12, si o €
R*+ tenim que V(M(A%)) és isomorf a WP (V). Donat que si 0 < b < a sén
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niombres reals aleshores VN[0,b) +V N[0,a—b) = VN[0, a), velem que V(M (A%)) =
W25 (V) = A (V)\ {V}.

Calculem l'escala de A*. Notem primer que l'espai d’estats de V(AY) consisteix
d’un sol element, un cop fixada una unitat d’ordre per V(AZ). Sigui doncs u* €
D(A®) un element no nul que correspon a 1/2" (per a algun n € N) a través de
I'isomorfisme entre V(A%) i V, i notem que 1/2" < a. Aleshores V(A%) té un sol
estat s® normalitzat en u®, i en conseqiiéncia l’escala d* : Sye — R™™ U {c0} pren el
valor d*(s®) = sup s*(V N[0, «)) = 2"c. En aquest context, el Teorema 2.3.16 afirma
que V(M(A*) 2 VURM.

Observem ara que V(M(Ax)) & WP= = A, (V). Vegem que A(V) = A, (V)
és isomorf a V U (R** U {oc0}), on la suma en aquest darrer monoide es defineix
estenent les operacions naturals d’addicié a V i a R*" U {oo}, i posant una suma
mixta d’elements de V i de R** U {co} a través de la inclusié de V en Rt U {oo}.
Donat I € A,(V), aleshores T té la forma [0, p/2"], per certs p € ZT in € N, o bé
I és flexible. En aquest darrer cas, sigui o = sup{p/2" | p/2" € I}, on el nombre
« pot ser infinit, i d’aquesta manera I = V N [0,a). Tenim doncs un isomorfisme
de monoides 77 : A, (V) — V U (R*" U {oo}) donat per 9[0,p/2"] = p/2" i n(I) =
sup{p/2"™ | p/2™ € I}, si I és flexible. Un calcul de I'escala similar al que hem fet
abans mostraria que en aquest cas val infinit.

Finalment, observem que, per o € R**, les algebres M(A%)/A% s6n simples,
mentre que M (Ay,)/Aw t€ un tnic ideal no trivial (que correspon a (V U RT)/V.

2.4 Algunes aplicacions

En aquesta darrera seccig explotarem les técniques desenvolupades anteriorment,
per donar d’altres representacions de monoides associats a C*-algebres. Cap dels
resultats que segueixen és essencialment necessari per Pestudi del reticle d’ideals de
M(A), que iniciarem en el capitol segiient, i per tant la seccié, d’interés en ella
mateixa, pot ser omesa en primera lectura.

Comencem donant les definicions de classes d’equivaléncia d’elements positius per
a una C*-algebra A. Si a,b € A4, escrivim o < b si i només si existeixen elements
TnySn €n A tals que a = liﬁn rnbs,. Diem que a i b sén equivalents, i ho denotem
coma ~ b, si a S bitambé b < a. Es comprova facilment que ~ és una relacié
d’equivaléncia. Denotem per Moo(A)4 = UL My(A). Siz,y € Mo (A)4, aleshores
x ~ y si 1 només si, per definicid, existeix n € N tal que z ~ y a M,,(A). Denotem per
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(z) la classe d’equivaléncia de I’element z € M., (A) respecte la relaci6 ~, i definim

@+wm=§ )

0 vy

Sigui S(A) el conjunt de totes les classes d’equivaléncia d’elements de My, (A)4. Ales-
hores, S(A) és un monoide abelia, parcialment ordenat a través de (z) < (y) siinomés
siz <. Es ben conegut que aquest ordre no és algebraic (vegeu, per exemple [76]
o bé [78]). La relacié < fou introduida per Cuntz a [25], i ha estat estudiada per
diversos autors: [15], [57], [62], [78], [84], entre altres. L’estudi del monoide S(A4)
esta relacionat amb preguntes de comparabilitat d’elements positius en C*-algebres
(vegeu [13], 1 també [78]).

Per [84, Proposition 2.1], la relacié < déna, quan la restringim a projeccions, la
sub-equivaléncia usual de Murray-von Neumann. La relacié ~ déna ’equivaléncia
de Murray-von Neumann quan el monoide V(A) és establement finit (per exemple,
doncs, quan ’algebra té rang estable 1). Recollim en primer lloc, una conseqiiéncia
del Teorema 2.2.14. Si ¢ € A,, denotem per A, la C*-subalgebra hereditaria de A
generada per z, és a dir, 4, = zAz.

COROLLARI 2.4.1 Sigui A una C*-dlgebra simple, amb o-unitat, rang real zero i rang
estable 1. Siguinn € N iz € My(A)y \ {0}. Aleshores V(M(M,(A)z)) és isomorf a
un submonoide de S(A).

DEMOSTRACIO: Atés que V(M,(A),) és isomorf a V(A4) i D(M,(A);) s’identifica
amb un subinterval de nD(A), concloem a partir del Teorema 2.2.14 que existeix
un isomorfisme entre V(M (M, (4);)) i un submonoide de A, pa)(V(4)). Ara bé,
per {78, Theorem 2.8], existeix un isomorfisme (de monoides ordenats) entre S(A) i
Aeoga) (V(4)). D

Sigui M un monoide parcialment ordenat. Sigui v € M una unitat d’ordre i D
un interval generador sobre M. Posem d = sup ¢,(D). Fins ara, hem considerat
el monoide d’intervals W2 (M), amb ’ordre algebraic com a ordre natural. Volem
seguidament considerar el monoide A, p(M), equipat amb 1’ordre (parcial) definit per
la inclusié de conjunts. Una raé per aixd és que a [78, Theorem 2.8] es va obtenir un
isomorfisme de monoides ordenats entre S(A) i A, p(V(A4)), on A és una C*-algebra
amb o-unitat, rang real zero, rang estable 1 i D = D(A). L’ordre donat per la
inclusi6é de conjunts a A, p(V(A)) correspon en aquest context a I'ordre natural de
S(A). Considerem el monoide M LILAff, 4(S,)*t, amb addicié definida com abans a
través de z + f = p[0,z] + f,onz € M i f € LAfl,4(S,)*". Un argument similar al
que hem fet servir al Teorema 2.3.13 mostra que A, p(M) i M ULAff, 4(S,)* sén
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monoides isomorfs. Definirem doncs en aquest monoide un ordre que correspondra a
la inclusié de conjunts i, en conseqiiencia, donarem una altra representacié de S{A4).
L’ordre pot ésser expressat en els segiients termes:

(1) z <y y per z,y € M si, i només si, z <y a M.

(2) f <1 gper f,g € LA, 4(S,)t" si, i només si, f(s) < g(s) per a tot 5 € S,.
(3) 2 <y fperz e MifeLAf, 4(S,)" si, iﬁomés si, ¢y () < f.

(4) f<izperze MifeLAff, (S,)" si, i només si, f <1 ¢y(z).

Es facil comprovar que aquest ordre és parcial i invariant per translacions. Ometrem,
per tant, els detalls.

COROLLARI 2.4.2 Sigui M un monoide conic, simple 1 de refinament. Suposem
que M és també no atomic, estrictament no perforat i cancellativ. Siguin v € M
una unitat d’ordre, D un interval flexible amb un subconjunt cofinal numerable i
d = sup ¢, (D). Llavors hi ha un isomorfisme normalitzat de monoides ordenats

TP : (AU,D(M)) Q>D) — (M LI LAﬁU,d(Su)++7 _<_1a d))
donat per (X)) = p(X) si X és flexible 1 ([0,z]) =z perz € M.

DEMOSTRACIO: Com al Teorema 2.3.13, obtenim un isomorfisme normalitzat de mo-
noides. Per veure que de fet és un isomorfisme de monoides ordenats, procedim com
segueix.

Siguin X,Y € AP(M). Si X C Y, hem de considerar quatre possibilitats. Si X
i Y no sén flexibles, llavors X = [0,z] i Y = [0, y] per elements z,y € M. Per tant
z <ya M. Aixi p(X) <(Y). Si X és flexible i Y no, llavors Y = [0, y] per algun
y € Miy(X)=p(X) < ¢,(y), don tenim (X) < ¥(Y). Si X no és flexible (i per
tant de la forma [0, z] amb z € M) 1Y és flexible, trobem per [45, Lemma 7.4] (vegeu
també la demostraci6 del Lema 2.3.11) una unitat d’ordre v € M tal que z +v € Y.
Per tant ¢, (z) < ¢y(z +v) < p(Y). El cas en que ambdés X i YV soén flexibles es
resol de manera trivial. A

Reciprocament, suposem que (X) < (YY), per X,Y € A, p(M). Novament
hem de considerar quatre casos. Si X i Y no sén flexibles, llavors és clar que X C Y.
Si X és flexible i Y no ho és, és a dir, Y = [0, ] per algun y € M, Havors

X = 00(X) € H(6uv) = {2 € M | dulz) < ulw)} € 0,9),
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ja que M és estrictament no perforat. Si X =[0,2]iY és flexible, posem f = (Y,
i llavors ¢,(z) < f. SiY és generat per una successié creixent {y,} de M, llavors
f = sup ¢y(yn). Com que S, és compacte, existeix n € N tal que ¢,(z) < y(¥n),
d’on z < yp,. Per tant [0,z] C Y. Finalment, si X i Y sén flexibles llavors es dedueix
del Lema 2.3.11 (4) que X C Y. O

Si A és una C*-algebra amb o-unitat, llavors per [78, Lemma 2.2] S(A4) té una
unitat d’ordre, que denotarem per ug(4).

TEOREMA 2.4.3 Sigui A una C*-dlgebra simple, amb o-unitat (sense unitat). Su-
posem que A és no elemental, amb rang real zero, rang estable 1, i que V(A) és
estrictament no perforat. Fizem un element u € V(A)*, Uinterval D = D(A) i
d = sup ¢, (D). Llavors hi ha un isomorfisme normalitzat de monoides ordenats
entre (S(A), <,uga)) 1 (V(A) U LA, 4(Su)™, <1,d).  En particular, S(A) no és
cancellatiu.

DEMOSTRACIO: Com al Teorema 2.3.16, V(A4) és un monoide conic, de refinament,
que també és simple, cancellatiu i no atdomic. Per [78, Theorem 2.8] (S(A), us(a)) és
isomorf com a monoide ordenat a (A, p(V(A)), D), on l'ordre en el darrer és donat
per la inclusié de conjunts. La primera part del resultat es dedueix llavors del Corol-
lari 2.4.2.

Per veure que S(A) no és cancellatiu, siguin z € V(A)* i f € LAff, 4(S,)*.
Llavors z + f = ¢u(z) + f, mentre que = # ¢,(z). O

A la vista del Teorema anterior, una pregunta natural és la segiient:

QUESTIO: 2.4.4 Quins elements de S(A) es poden cancellar? Més en general, quan
és S(A) cancellatiu?

En el cas commutatiu, és a dir, per C*-algebres de la forma A = Cy(X), on
X és un espai o-compacte Hausdorfl, es va donar una representacié de S(A4) com
a un cert monoide de funcions sobre X amb valors enters, i com a conseqiiéncia
d’aix0, es dedueix la propietat de cancellacié a S(A) (vegeu [77, Theorem 3.11]). Pel
cas més general d’'una C*-algebra A amb c-unitat, rang real zero i rang estable 1,
una possibilitat seria estudiar quins intervals numerablement generats (sobre V(A))
cancellen d’acord amb la representacié de S(A) donada a [78, Theorem 2.8].

En el cas que A no tingui rang real zero, relacionem tot seguit, i per concloure
aquesta seccid, els monoides S(A) i V(M(A)). Aixo pot fer-se per a qualsevol C*-
algebra amb o-unitat, considerant un monoide addicional que ja fou definit a [13,
Definition 6.1.2] (vegeu també [78]). Si z,y € My (A)4, diem que = ~; y si i només
sl existeix a € Moo (A) tal que My (A)z = a*aM(A)a*a, mentre que yMoo(A)y =
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aa* Mo (A)aa*. Es pot veure que ~, és una relacié d’equivaléncia i que z ~, y implica
x ~ y. Denotem per {z} la ~,-classe d’equivalencia de z € M, (4)4, i posem W,(A)
com el conjunt d’aquestes classes. Aleshores W;(A) és un monoide abelia preordenat,
a través de:

z 0
@@= )
{z} < {y} siinoméssiz < y.

Notem que hi ha una aplicacié natural = : W,(A) — S(A), donada per n({z}) = (z).
A [78, Corollary 2.4] es prova que si A és una C*-algebra amb rang real zero i sr(4) =
1, aleshores W,(A) = S(A).

ProprosiC1O 2.4.5 Sigui A una C*-dlgebra amb o-unitat (sense unitat). Aleshores
hi ha un morfisme de monoides injectiu € : V(M(A)) — W, (A).

DEMOSTRACIO: Sigui p € M(A) una projecci. Per la demostracié de [42, Lemma
1.3(a)], la C*-algebra hereditaria pAp té també o-unitat. Sigui v; < ve < ... una
oQ

unitat aproximada per pAp, i considerem l'element v = Y (1/2")v, € pAp C A.

. n=1
Aleshores v és un element estrictament positiu ([72], [68]) per pAp, de manera que

vAv = pAp. Suposem que w; < wy < ... és una altra unitat aproximada per pAp.
o8]

Aleshores, considerant I'element w = 3 (1/2")w,, obtenim de la mateixa forma que
n=1
abans que wAw = vAv = pAp. Per tant, tenim que v ~; w.
Ara, si p ~ q¢ a M(A), existeix z € M(A) tal que p = 22" 1 ¢ = z*z. Per tant
obtenim un isomorfisme de C*-algebres entre pAp i q¢Aq donat per z — 2z*zz. En

particular, si (v,) és una unitat aproximada per pAp, aleshores w, = z*v,z és una
oo

unitat aproximada per gAq. Sigui w = Y (1/2")2* v,z = 2*vz, i sigui a = z*v"/?, de
forma que obtenim vAv = a*aAa*a i ta:n—blé wAw = aa*Aaa*. Per tant v ~; w.
Aix0 ens permet definir una aplicacié & : V(M(A)) — W,(A) per &([p]) = {v}, on
v = i(l /2")vy, 1 on (v,) és una unitat aproximada per pAp. Per les observacions
que g:;bem de fer, £ esta ben definida. També, és un morfisme de monoides. En

efecte, prenem projeccions p, g € M(A). Sigui (vn) (respectivament, (wn)) una unitat
aproximada per pAp (respectivament, per ¢Aq). Aleshores (v, @ w,) és una unitat
o0

aproximada per (p®q)M(A)(p®q), de manera que &([p]+[g]) = 3 (1/27) (vn®wy) =

n=1
¢([p]) + £([a])-
Suposem ara que existeixen projeccions p,q € M(A) tals que £([p]) = &([q)).
Escrivim, segons la notacié anterior, pAp = vAv (respectivament, ¢Aq = wAw),
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o0
on v = » (1/2")v,, per a una unitat aproximada (v,) de pAp (respectivament,
n=1
&)
w = > (1/2")w,, on (w,) és una unitat aproximada per gAg). Tenim doncs que
n=1

v ~¢ w. Per tant, existeix a € A tal que pAp = a*aAa*a, mentre que ¢Aq = aa*Aaa*.
Com que a*a € a*aAa*a = pAp C pA, tenim que a*ad C pA. D’altra banda, sabem
que (v,) convergeix en la topologia estricta a p, de manera que si z € A, aleshores
pIT = ligbn Un, i & més, per a tot n € N, tenim v, € vAv C a*aA. Per tant pz € a*aA.
En conseqgiiéncia, tenim pA = a*aA i de manera semblant concloem que gA = aa*A.
Amb arguments identics obtenim que Ap = Aa*a i que Aq = Aaa*.

Per a cada n € N, escrivim fin(a*a) = a*ah, = hya*a (per calcul espec-
tral). Posem y, = ah%,/f. Observem que U, fi/n(a*a)A = a*ad, aixi com que

Un¥nfi/n(a*a)A = aa*A. Per tant, I’aplicacié o(fin(a*a)z) = ynfim(a*a)z, per
x € A estén per continuitat a un isomorfisme de moduls continu ¢ : a*ad — aa*A.
De manera semblant tenim un isomorfisme de moduls continu ¢ : Aaa* — Aa*a tal
que ¥(b) = by, per a b € Afi/n{a*a)y;. Aquests morfismes satisfan la segiient pro-
pietat: si € fin(a*a)A iz € Afin(a*a)y;, aleshores zp(x) = zynz = P(z)z. Per
continuitat, concloem que zp(z) = ¥(z)z, per = € a*aA i per z € Aaa*. Amb argu-

ments semblants, tenim que les aplicacions ™! i 1~ satisfan una propietat similar,
és a dir, si z € g4 i y € Ap, aleshores yp~(z) = ¥~ (y)z.

Sigui (e, ) una unitat aproximada per A. Afirmem ara que @(pe,)p és una successié
de Cauchy estricta. Si z € A, tenim que hgn o(pep)pzr = liTan o(penpz) = p(pz). Si
y € A, aleshores yp(pe,)p = ygp(pen)p = Y(yq)penp — Y(yg)p = ¥(yg). Sigui
b e M(A) el limit de (¢(pe,)p) en la topologia estricta. Treballant amb ¢! obtenim
que la successié (¢~ !(gen)q) té un limit ¢ € M(A) en la topologia estricta.

Ara, pel Lema 2.1.6, tenim que cb és igual al limit, en la topologia estricta, de la
successi6 (¢~ (ge,)p(pe,)p). Afirmem que cb = p. Prenem z,y € Aie > 0. Notem
que ¢~ {(gen)p(pen)pr = ¢~ (genp(penpz)), i també que pr = = (p(pz)). Per tant,
s n € N és prou gran

lgenp(penpz) — 0(p2)|| < |lgenp(penpz) — genp(pz)|| + llgenp(p) — ©(pz)|| <

<||e(penpz) — ©(pz)|| + llgenp(pz) — @(pz)|| < €.

De manera semblant, tenim: yo~*(ge,)o(pen)p = (v~ (yp)genq)penp. Per tant, si
n € N és prou gran

1% (4~ (yp)qenq)penp — yp|| <
< 1w~ (yp)geng)penp — ¥ (¥ (yp))penp|l + llypenp — yp|| <
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< (™" (yp)aena) — v (@ (yp))| + llypenp — ypl| <.

El mateix tipus d’argument mostra que bc = ¢. Per tant [p| = [¢] a V(M (A)) i tenim
aixi que ¢ és injectiva. O
Acabem amb la segiient pregunta:

QUESTIO: 2.4.6 Es possible calcular S(M(A)) en termes de S(A) i de V(M(A))?

Observem que si A és una C*-algebra sense unitat tal que 'ordre algebraic a
V(M(A)) és parcial (per exemple; i a causa del Teorema 2.3.17, si A és simple amb o-
unitat, rang real zero, rang estable 1 i amb V' (A) no atomic i estrictament no perforat),
lavors S(A)NV(M(A)) = V(A), pensant S(A4), V(M(A)) C S(M(A)) en aquest cas.
En efecte, si (z) = (p), per £ € M (A); i una projeccid p € My (M(A)),, aleshores
tenim que p < z i per tant, si ¢ < 1 i fent servir [84, Proposition 2.4], existeix un
nombre § > 0 1 existeix un element 7 € My (M(A)) tals que p = f.(p) = rfs(z)r*.
Concloem doncs que p € M, (A).



Capitol 3
Ideals a 1’anell corona

L’analisi d’un anell R a través del seu grup de Grothendieck Ky(R) és una de les
tecniques més usades els darrers anys. L’objectiu d’aquest procediment és estudiar
Pestructura d’aquest grup associat, en principi més a ’abast, i traduir posteriorment
les conclusions al context de I’anell.

Un dels exemples paradigmatics el trobem en les algebres ultramatricials (o bé en
les algebres AF'), ja que aquestes sén classificades completament pels seus grups de
Grothendieck, com va provar Elliott a [29] (vegeu també el Teorema 2.3.18). Encara
que aquest model de classificaci6é no es pugui estendre a classes més amplies (vegeu
[14, 7.3]), el grup de Grothendieck ens proporciona informacié til de Panell. Per
exemple, Goodearl estableix a [42] un isomorfisme entre els ideals de Ky(B) (és a
dir, els subgrups convexos de Ky(B)) amb els ideals tancats i establement cofinits de
B, per a una C*-algebra B amb unitat i rang real zero. La falta de cancellacié de
B (si sr(B) # 1) no ens permet perd referir-nos a tots els ideals tancats. Aixd és
degut a que la construccio del grup K involucra una nocié d’estabilitzacié entre els
idempotents, i per aquesta ra¢ nosaltres considerarem el monoide V(B), que reflecteix
d’una forma més fidel les relacions entre idempotents. Al capitol anterior, hem vist
que per anells de multiplicadors M(R) dins una classe amplia d’anells R, el monoide
V(M(R)), tot i no ésser cancellatiu, conté informacié suficient per estudiar els ideals
de M(R). Aixi mateix, n’hem donat una representacié on aquest estudi és efectiu,
i aporta nous punts de vista al treball fet previament per algebres AF. Aixi, per
exemple, si una C*-algebra A (simple, separable, amb rang real zero, rang estable 1 i
amb V(A) estrictament no perforat) té exactament n quasitraces extremes infinites,
aleshores hi ha un quocient de M(A)/A que té exactament 2" ideals tancats. Aixo
generalitza un resultat de Lin ([56]). 4

Aquest capitol esta dividit en cinc seccions, la primera de les quals es dedica a

89
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examinar els anells de multiplicadors d’anells regulars simples i C*-algebres simples
amb rang real zero tals que el seu monoide de classes d’equivalencia d’idempotents
és atomic. Aquesta particularitat requereix un tractament diferenciat i permet la
simplificacié d’arguments en resultats posteriors. En la segona considerem el con-
cepte d’escala, i caracteritzem una classe important dels anells regulars simples R
amb o-unitat i escala finita a través d’una propietat de cancellacié d’un quocient de
V(M(R)). El resultat analeg per C*-algebres afirma, en casos rellevants, que A té
escala finita si, i només si, el quocient de M(A) per a qualsevol ideal tancat I que
conté propiament A té rang estable 1. Aix0 respon afirmativament una pregunta de
Goodearl a [42], en un context més ampli. La técnica introduida en aquesta seccié
esdevé crucial per a la resolucié del problema plantejat, i és fonamental també en els
resultats subsegiients.

La tercera seccié tracta de funcions de pseudo-rang i quasitraces, que sén funcions
definides (respectivament), sobre anells regulars i C*-algebres, 'objectiu de les quals
és mesurar la “grandaria” dels elements d’aquests anells. Per anells amb unitat, 1’es-
tudi d’aquestes aplicacions ha estat abordat extensament per diversos autors (vegeu,
per exemple, [15], [37]). Presentem aqui un desenvolupament de la teoria basica quan
Panell no té unitat que ens permet establir un homeomorfisme entre 1’espai d’estats
- del monoide de classes d’equivaléncia d’idempotents i un cert espai de funcions de
pseudo-rang (respectivament, de quasitraces en el cas d’'una C*-algebra), el qual sera
de gran utilitat a ’hora d’analitzar el reticle d’ideals dels corresponents anells de
multiplicadors. Una altra conseqiiéncia d’aquesta teoria permet caracteritzar les C*-
algebres A (amb o-unitat, simples, rang real zero, rang estable 1 i V' (A) estrictament
no perforat) amb escala acotada, generalitzant aixi un resultat de Blackadar ([11,
Theorem 4.8}). ’

Les técniques desenvolupades al capitol anterior i a la segona secci6 del present
capitol cristallitzen en les dues darreres seccions per presentar una analisi efectiva
del reticle d’ideals de l'anell de multiplicadors per anells amb escala no finita. En
particular, provem que I’anell de multiplicadors pot tenir una quantitat no numerable
de quocients -diferents, cadascun dels quals té una quantitat no numerable d’ideals
que formen una cadena respecte la inclusié. Ens ocupem també, a la Seccié 5, de la
recerca del quocient establement finit més gran de M (A4)/A quan I’escala no és finita.

Remarquem finalment que tant en el cas d’anells regulars com de C*-algebres
amb rang real zero, i sota les hipotesis generals en que estem treballant, el monoide
de classes d’isomorfisme d’idempotents és un monoide de refinament, simple, amb
unitat d’ordre, estrictament no perforat i directament finit. Per [6, Corollary 1.8]
(vegeu també [78, Lemma 3.7]) aquest monoide és cancellatiu, i aix{ la hipotesi que
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I'anell té rang estable 1 es pot “relaxar” a directament finit. Per mantenir perd el
parallelisme amb resultats ja publicats sobre el tema, continuarem treballant amb la
hipotesi de rang estable 1.

3.1 El cas elemental

Abans d’abordar un estudi sistematic del reticle d’ideals dels anells de multipli-
cadors d’anells regulars i C*-algebres de rang real zero, analitzarem alguns casos en
que aquesta construccié no produeix més ideals a banda de-’anell base, essent els
quocients M(R)/R simples. Com demostrem a les Proposicions 3.1.4 i 3.1.9, aquests
anells es caracteritzen, dins la classe dels anells simples amb unitat aproximada, pel
fet que el seu monoide V(R) és atomic, i per tant els considerem separadament. Ano-
menarem aquests anells elementals, i distingint-los aconseguirem una major claredat
en l'exposicié de les seccions segiients.

Com a resultats previs, necessitem algunes propietats basiques referents a espais
duals. Sigui D un anell de divisié. Siguin pV i Wp espais vectorials esquerra i
dreta sobre D (respectivament), i suposem que pV, Wp és un parell dual (amb forma
bilineal no degenerada (,)). Sigui R = Fw (V). Recordem que, segons hem vist a
la Seccié 1 del Capitol 2, M(R) = Ly (V). Dos conjunts de vectors (v;);eny de V
i (w;)ien de W s’anomenen (mituament) duals si (v;,w;) = d;; per a 4,5 € N (en
particular, els vectors d’aquests conjunts sén D-independents). Siv e Viw e W
satisfan (v, w) = 1, es defineixen les aplicacions 7,,, : V — V per (v')y,,, = (v, w)v,
1wyt W — W per yyo(w') = wiv,w), onv' € Viw' € W. Observem que 7, , té
rang finit i de fet -y, ," = 74, de manera que Yww € Fw (V).

Notem que per ser {,) no degenerada, 1’aplicacié W — V* donada per w — (v —
{(v,w)) és un monomorfisme d’espais vectorials. Per [10, Theorem 4.3.1], tot conjunt
de n vectors D-independents de V- admet un conjunt de n vectors de W que li és
dual. Usant aquest fet i I’observacié anterior veiem que dimpV = n si, i només si,
dimWp = n. Clarament, a més, dimpV < oo exactament quan R té unitat, és a
dir, quan Fw (V) = Lw (V). El cas en que les dimensions de V' i W sén infinites
numerables és tractat seguidament. Destaquem en primer lloc:

LeMa 3.1.1 (Mackey, [65, Lemma 2]) Sigui D un anell de divisid i sigui pV, Wp un
parell dual. Suposem que dimp V = dimWp = R,. Aleshores eristeizen bases de V 1
W que sén mituament duals. O

ProprosiciO 3.1.2 Sigui D un anell de divisid i sigui pV, Wp un parell dual. Sigui
R = Fw (V). Llavors:
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(a) Si f € R, aleshores rang(f) = rang(f*).
(b) R té o-unitat (i no unitat) si, i només si, dimp V = dim Wp = R,.

(c) Suposem que R té o-unitat. Sie,f € M(R) = Lw(V) sdn idempotents, ales-
hores e ~ [ si, i només si, rang(e) = rang(f).

DEMOSTRACIO: Sigui f € R. Suposem que rang(f) = n. Siguivy, ..., v, una D-base
per (V)f. Posem v; = (v})f per a ¢ = 1,...,n i notem que els vectors v} sén D-
linealment independents. Per [10, Theorem 4.3.1], existeixen vectors wi,... ,w), € W
tals que (v;,w]) = ;. Aleshores és facil veure que w; := f*(w}) és un conjunt de
vectors D-linealment independents. D’altra banda, si w € W, aleshores f*(w) =

]
7
> wi(vl, f*(w)), 1 per tant rang(f*) = n. Amb aix0 establim (a).
i=1

Per provar (b), suposem en primer lloc que R té o-unitat (perd no unitat). Com
que R és regular, existeix una successié creixent d’idempotents (e,)nen tal que R =
U2, e, Rey,. ‘

Sigui V,, = (V)(ey,). Aleshores, podem suposar que V, # 0 per a tot n, i tenim
V = U2, V.. Per veure-ho, sigui v € V, i agafem w € W tal que (v,w) = 1.
Aleshores, com que 7,, , € R, existeix n € N tal que Ywp € €nRey, d’on es despren
que v = ()Y, , € (V)(en) = V. Per tant dimp V = Ro. Un argument similar prova
que dim WD = NQA

Reciprocament, si dimp V' = dim Wp = Ny, triem pel Lema de Mackey (3.1.1)
bases duals (v;)ien 1 (wi)ien per V i W respectivament. Sigui p, :p V —p V la
projeccié sobre Duv,. Notem que p, € R ja que rang(p,) = 1 i p, és adjuntable (de
fet, pn = 1y, 0, 1 PET tant py = vy, o, )

. n
Observem que (p;)ien és un conjunt d’idempotents ortogonals. Sigui e, = 3 p;,
=1

un idempotent de R. Afirmem que (ep)nen és una o-unitat per R. Es clar que

(én)nen €s una successié creixent. Donat f € R, aleshores per [10, Theorem 4.3.2],

f és una suma d’elements de la forma z +— (z,w)v, on 2,0 € Vi w € W. Sense

pérdua de generalitat podem assumir, doncs, que (z)f = (z,w)v per a uns certs
n n

v eViweW. Escrivimov = Y A\v; i w = > wii;, per a un cert n, i amb
i=1 =1

o0
iy ;i € D. Aleshores (z)fen, = ((z,w)v)e, = (z,w)v = (2)f isi z = 3y
f=1
(amb v; € D per a tot ¢ i »; = 0 per a tot 4 llevat d’'un nombre finit), llavors
n o
(@)enf = (Do vvs)f =3 vi{v, w)v = (z)f. Per tant, (€,)nen és una o-unitat per R.
=1 =1
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Finalment, per establir (c), suposem que R té c-unitat. Per (b), tenim que
dimpV = dimWp = Ny. Siguin ¢, f € M(R) idempotents. Si e ~ f, aleshores
existeixen g,h € M(R) tals que e = gh i f = hg. En particular e = gfh i f = heg.
D’aix0 deduim facilment que rang(e) = oo si, i només si, rang(f) = oco. Podem
suposar per tant que e i f tenen rang finit. Aleshores (V)f C (V)eg, 1 per tant
rang(f) < rang(e). De manera semblant tenim rang(e) < rang(f).

Reciprocament, suposem que rang(e) = rang(f). Fem només el cas en 'que aquest
és infinit (ja que el cas finit és analeg). Clarament, atés que 1 € M(R) té rang infinit,
és suficient veure que e ~ 1, i en particular podem suposar que e # 1.

Observem en primer lloc que (,) restringida a (V)e x e*(W) indueix una forma bi-
lineal no degenerada (per exemple, si v € (V)e, llavors 0 = (v, e*(W)) = ((v)e, W) =
(v, W) implica v = 0), i per tant p(V)e, e*(W)p és un parell dual. De manera analoga
veuriem que p(V)(1—e), (1 —e*)(W)p és un parell dual. Triem pel Lema de Mackey
(3.1.1) bases mutuament duals (u;)ien 1 (u})ien de V' i W respectivament. Siguin
també (v;)ien 1 (v})ien bases duals per (V)e i e*(W); i siguin (w;); i (w}); bases duals
per (V)(1 —e)i (1 — e*)(W) respectivament (aquestes dltimes, si el rang de 1 — e
és finit, existeixen per [10, Theorem 4.3.1]). Definim f € End(pV) per (v;)f = u; i
(w;)f = 0 per atot ¢,j. Analogament definim ¢ € End(pV') per (u;)g = v;. Aleshores
(vi)fg = v; = (v;)e, i (w;)fg = 0 per a tot 4,5, d’on e = fg; de manera semblant
veiem que 1 = gf.

Finalment observem que tant f com g sén adjuntables. En efecte, definim f* €
End(Wp) per f*(u}) = v]. Aleshores, per a tot i, 7, k tenim

((vi) frup) = 6, = (vs, f*(u})), aixi com

((wi) fyup) = 0= ((wy)e, vi) = (wy, e"(v)) = (wy,vp) = (wy, F*(u}))-

Analogament es veu que g és adjuntable. O

DEFINICIO 3.1.3 Sigui R un anell simple. Diem que R és elemental si R té idem-
potents minimals. Aqui entendrem que un idempotent e # 0 d’un anell R és minimal
st eR és un ideal dreta minimal.

Si R és un anell semiprimer, aleshores eR és ideal dreta minimal si, i només si,
Re és ideal esquerra minimal, si i només si eRe és un anell de divisié (vegeu, per
exemple, [10, Proposition 4.3.3]). Si, d’altra banda, R és un anell simple amb unitat
aproximada (a;)ier, llavors R és primer, ja que si zRy = 01 z # 0, aleshores atés que
R = RxzR obtenim que Ry = 0. Com que existeix 7 € I tal que y = a;y, deduim que
y = 0.
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Proprosicid 3.1.4 Sigui R un anell simple amb unitat aprorimada. Les segiients
aftirmacions sén equivalents:

(a) R és elemental;

(b) Emisteizen un anell de dz'v.isz'o’ D i un parell dual DV; Wp tals que R = Fp (V);
(¢) R és regular i V(R) = Z+;

(d) R és regular i V(R) és atomic.

DEMOSTRACIO: (a) = (b). Suposem que R és elemental. Sigui e € R un idempotent
minimal. Prenem V = eR, W = Re i D = eRe. Posem (ex,ey) = exye, per
z,y € R. Com que R és primer i e és minimal, veiem que D és un anell de divisié
i que pV,Wp és un parell dual. Si z € R definim ¢, : V — V per (ey)p, = eyx.
Notem que posant ¢%(ye) = zye per y € R tenim que ((ey)ds, ze) = (ey, ¢;(ze))
per ¥,z € R. Per tant, tenim una aplicacié ¢ : R — Lw(V), que és clarament un
morfisme d’anells. Si ¢, = 0, aleshores eRz = 0 i com que e # 0 deduim que z = 0.
Per tant ¢ és injectiu. La mateixa linia d’argumentacié de [10, Theorem 4.3.9] prova
que Fw (V) C #(R). D’altra banda, si p € ¢(R) és un idempotent de rang finit,
aleshores ¢(R) = ¢(R)pp(R) C Fy (V), i per tant R = Fy (V).

(b) = (c). Podem suposar que R = Fy (V), per a un parell dual pV, Wp. Pel
Teorema de Litoff ([10, Theorem 4.3.11]), tenim que R és regular.

Sigui n € N. Denotem per V" la suma directa de n copies de V. Definim un
producte interior:

(I :VPxW" > D

per ((vi)iey, (Wi)iei)n = 2 (vi,ws). Aixi pV", W[ és de manera natural un parell
i=1 :
dual, i de fet M,(R) =& Fw-(V").

Si e € My(R) és un idempotent, aleshores existeix n € N tal que e € M, (R).
Denotarem per rang(e) el rang de ’element e € Fya(V"). (Aquesta és una notaci6
no ambigua, per la forma en que es construeix My (R).) Per la Proposicié 3.1.2 (¢),
si e, f € Mp(R) sén idempotents, llavors e ~ f si i només si rang(e) = rang(f).
Definim doncs ¢ : V(R) — Z* per @le] = rang(e). Clarament, ¢ és una aplicacié ben
definida. Sie € M,(R)i f € My(R) sén idempotents, aleshores e ® f € M, m(R)
defineix un endomorfisme de V" @ V™ per (z,y)(e® f) = ((z)e, (¥)f), on z € V" i

y € V™. Per tant, rang(e @ f) = rang(e) + rang(f). Deduim que ¢ és un morfisme
de monoides injectiu.
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Per veure que és exhaustiu, signi 0 # v € V i triem w € W tal que (v,w) = 1.
Definim e :p V —p V per (z)e = (z,w)v. Notem que (z)e? = ((z)e)e = (z,w)(v)e =
(z,w)(v,w)v = (z)e, 1 per tant e = e?. A més rang(e) = 1, de forma que ¢[e] = 1,
aixi ¢ és exhaustiu.

(c) = (d) és obvi.

(d) = (a). Només cal veure que R té idempotents minimals. Sigui e € M (R)
tal que [e] és un atom. Com que V(R) és un monoide Riesz, podem suposar que
e € R. Clarament e és un idempotent minimal: si eR no és un ideal minimal per la
dreta, aleshores com que R és regular existeix un idempotent f € R tal que f RgeR.
Per tant I'idempotent fe satisfa 0 <* [fe] <* [e], contradient aixi el fet que [e] és un
atom. Per tant, R és elemental. O

Observem que en el cas regular i simple (fins i tot sense unitat), un anell R és
elemental si, i només si, és artinia.

TEOREMA 3.1.5 Sigui R un anell simple amb o-unitat 1 sense unitat. Si R és ele-
mental, llavors M(R)/R és simple.

DEMOSTRACIO: Com que R és simple i essencial en M(R), tot ideal I <M (R) no nul
conté R. D’altra banda, per la Proposicié 3.1.4, existeixen un anell de divisié D i un
parell dual pV, Wp, tals que R =2 Fy(W). Sigui I un ideal no zero de M(R) = Ly (V).
Com que I és generat per idempotents (pel Teorema 2.2.8), si I € R, existeix un
idempotent p € I\ R. Per tant, rang(p) = oco.

Tenint en compte que R no té unitat, i per tant el rang de 1p¢(r) és també infinit,
concloem per la Proposicié 3.1.2 (c) que p ~ 1rqg). Per tant, 1y gy € I i aixi
I=M(R). O '

REMARCA 3.1.6 §i D és un anell de divisid, definim B(D) com ’anell els elements
del qual son matrius sobre D amb una quantitat numerable de files i de columnes, i on
cada fila ¢ cada columna té un nombre finit d’entrades no nulles. Tenint en compte
la Proposicid 3.1.4, es pot demostrar que si R és un anell elemental amb o-unitat,
aleshores M(R) = B(D) per a un cert anell de divisid D.

Per C*-algebres, la situacid és molt similar. De fet, una nocié de C*-algebra
elemental ja fou introduida anteriorment (vegeu, per exemple [57]), per distingir
el cas classic de I'dlgebra de Calkin. No hem sabut trobar, pero, referéncies a la
literatura en les quals es mencioni explicitament que les C*-algebres elementals s6n
essencialment aquelles A per les quals V(A) 2 Z*, encara que en la Proposicié 3.1.9
ho relacionem amb un fet conegut i provat a [62].

Recordem que una C*-algebra A es diu simple si 0 # A i A no té ideals tancats
diferents de 0 i A.
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DEFINICIO 3.1.7 Sigui A una C*-dlgebra simple amb o-unitat. Diem que A és ele-
mental si A té projeccions minimals.

Un ideal especialment important en la teoria de C*-algebres és I’anomenat ideal
de Pedersen, del qual presentem la construccié seguidament. Sigui X un espai
topologic localment compacte Hausdorff. Denotem per C.(X) el conjunt de les fun-
cions continues sobre X amb valors a C que tenen suport compacte. Sigui A una
C*-algebra; definim

K(A)o={f(z) |z e AiifeC(0,00)):}.
Sigui ara
K(A), ={ze€ A, |z< Zxk, amb z;, € K(A)o}.
k=1
L’ideal de Pedersen de A és llavors I’espai vectorial (sobre C) generat per K(A4)4, i

es denota per K(A). La propietat més basica, i potser la més fonamental, de K(4),
és reflectida en el segiient

TEOREMA 3.1.8 [72, Theorem 5.6.1] Sigui A una C*-dlgebra. Aleshores K(A) és un
“ideal dens i hereditari de A, 1 és minim entre tots els ideals densos de A. O

Tal i com es comenta a [72, 5.6.3], el calcul de K(A) és en general dificil. Com
a exemples illustratius, tenim que si A té unitat, llavors K(A) = A, isi A = Cy(X)
per un espai localment compacte Hausdorff X, aleshores K(A) = C.(X).

Recordem que si H és un espai de Hilbert complex, un operador lineal T': H — H
es diu compacte si T(B;) és compacte, on By és la bola unitat tancada de H.
Denotem per K(H) el conjunt dels operadors compactes i per F(H) els operadors de
rang finit. Aleshores es t¢ que F(H) és un ideal de K(#) i de fet K(K(H)) = F(H)
([72, 5.6.3]). Notem que si H és separable i té dimensid infinita, llavors F(#) no és

tancat (vegeu, per exemple, [74]).

ProprosiciO 3.1.9 Sigui A una C*-dalgebra simple amb o-unitat. Les segiients con-
dicions son equivalents:

(a) A és elemental;
(b) K(A) és elemental;

(c) Ewisteiz un espai de Hilbert complex 1 separable tal que A =2 K(H) (com C*-
algebres);
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(d) A té rang real zero i V(A) 2 Z*;
(e) A té rang real zero i V(A) és atomic;
() AQK(H) 2 K(H), per a algun espai de Hilbert separable H.

DEMOSTRACIO: (a) < (b). Sigui e € A una projeccié minimal. Llavors e € K(A)
i és un idempotent minimal de K(A). Si 0 # z € K(A) satisfa que zK(A4) C
eK(A) = eA, llavors zK(A)A C eA i per tant eA = zK(A)A C zK(A). Aixi
zK(A) = eK(A). Reciprocament, sigui e € K(A) un idempotent minimal. Existeix
una projeccié p € K(A) tal que eK(A) = pK(A) ([52] o bé [38, Proposition 19.1(b)]).
Es veu facilment que p és una projeccié minimal de A.

(a) = (¢). Sigui e una projeccié minimal de A. Aleshores ede = Ce, ja que
eAe és una C*-algebra de divisié ([38, Theorem 2.10]). Denotem per ¢ : Ce — C
l'isomorfisme de cossos (és a dir, p(Ae) = A), i observem que ¢(eae)e = ep(eae) =
eae. Sigui H = eA. L’estructura d’espai vectorial de H sobre C ve donada per la
relacié (Xe) - (ea) = dea = (ea) - (Ae), on A€ Cia € A. '

Definim (,) : H x # — Ce per (ea, eb) = p(eab*e), on a,b € A. Es facil veure que
(,) és una forma lineal en la primera component, tal que (ea, eb) = (eb, ea), i tal que
(ea,ea) > 0. Clarament també, (,) és no degenerada. Definim ||eal|s = (ea,ea)/2.
Notem que de fet |lealls = ||eaa*e||*/? = ||ea||. Per tant, H és un espai de Hilbert
complex.

Si a € A, aleshores a defineix un operador lineal @ sobre H per (eb)a = eba.
Observem que ||(eb)all» = [|ebal| < [|al|[|eb]| = ||al|l|eb]ls, d’on veiem que @ és acotat.
Es facil comprovar que (a+ b =@+ b i que ab =Gb. A més, ¢* = (@)*ia=0sii
només si, @ = 0. Per tant, I’aplicacié A — B(#) donada per a — @ és un *-morfisme
injectiu.

Sigui ara a € A tal que |leal|y = ||ea|| = 1, i considerem la projeccié p., de rang
1 definida per (eb)pe., = (eb,ea)ea, on b € A. Notem que (eb)p., = p(eba*e)ea =
(eba*e)ea = eba*ea = (eb)(a*ea). Per tant p,, € A. Com que F(H) és ’espai vectorial
(sobre C) generat per les projeccions de rang 1 i totes tenen la forma p, per algun
v € H (vegeu [68, Chapter 2]), deduim que F(H) C A :

Observem que K (A\) = K(A). Sigui ¢ € F(H) una projeccié de rang finit. Ales-
hores K (A) = K(A)qK (A) C AgA C F(H). Per tant, A = K(A) = F(H) = K(H),
d’on A 2 K(H).

Sigui (e )nen la o-unitat de A. Aleshores és facil veure que H = eA = U, He,, i
per tant H és separable.

(c) = (d) és clar pel que hem vist al Capitol 1.
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(d) = (e) és obvi.

(€) = (a). Sigui e € M,,(A) una projeccié tal que [e] és un atom. Ates que V(A)
és un monoide Riesz, podem assumir que e € A. Aleshores eA és un ideal minimal
dreta de A. En efecte, si A C eA per algun 0 # = € A, aleshores com que A té
rang real zero, existeix una projeccié 0 # p € zA, per [7, Theorem 7.2 (c)]. Per tant
p < e. Tenint en compte que [e] és un atom, concloem que [e] = [p]. D’altra banda
le] = [e —p]+ [p] = [e — p] + [e], d’on deduim que e = p. Aixi, veiem que A té
projeccions minimals, i per tant A és elemental.

(e) = (f). Com en el paragraf anterior, A té projeccions minimals. Per [62,
Proposition 1.1], tenim que AQK(H) = K(#) per algun espai de Hilbert 7 separable.

(f) = (e). Si AQK(H) = K(#), aleshores A s’identifica amb una C*-subalgebra
hereditaria de K(H), i per tant A té rang real zero. En segon lloc, notem que
V(A) 2 V(A®K(H)). Per tant, V(A) 2 Z*, que és atomic. O

REMARCA 3.1.10 De manera semblant als anells elementals, st H €és un espai de
Hilbert separable i p,q son projeccions de rang infinit, llavors p ~ q (vegeu [68,
Remark 4.1.5]). Per tant, una demostracid similar a la del Teorema 8.1.5 prova que
Ualgebra de Calkin B(H)/K(H) és simple. Aquest resultat ja és conegut, com hem
comentat als ezemples del Capitol 1 (una possible referéncia és [68, Theorem 4.1.16]),
1 aquest mateix enfocament és el que ens permet establir 'analogia en el cas d’anells
elementals. :

REMARCA 3.1.11 A la vista de la Proposicid 8.1.9, podriem esperar que si A és una
C*-algebra amb o-unitat, aleshores el seu ideal de Pedersen té o-unitat com a anell.
En general, pero, aizo és fals. Prenem, pe% exemple, un espai de Hilbert H separable
i de dimensid infinita, 1 sigut A = K(H), que té o-unitat. Aleshores K(A) = F(H),
i observem que dimg K(A) > Ro. i K(A) tingués una o-unitat (ay), aleshores
K(A) = U2, a,K(A)ay. En particular, atés que dime a, K (A)a, < oo per a cada n,
obtenim que la dimensid de K(A) sobre C és com a molt numerable, contradiccid.

3.2 Escales en anells i C*-algebres

Usant la representaci6 de V(M(R)) com una unié disjunta de V(R) i un semigrup
de funcions afins i semicontinues inferiors, iniciem l’estudi de 1’estructura d’ideals
d’anells de multiplicadors, dins la classe d’anells regulars simples amb o-unitat i la
de C*-algebres simples amb o-unitat i rang real zero; en ambdds casos suposarem, a
més, que el rang estable és 1 i que el monoide de classes d’equivaléncia de projeccions
és estrictament no perforat.





