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Introduccidén

El objetivo principal de esta tesis es estudiar en profundidad los subes-
pacios hiperinvariantes y caracteristicos de una matriz, o equivalentemente,
de un endomorfismo de un espacio vectorial de dimension finita. Como en
la mayor parte de la literatura sobre el tema, nos restringimos al caso de
matrices A con polinomio caracteristico totalmente descomponible, dejan-
do para futuros trabajos la generalizacion a polinomios caracteristicos con
factores primos de grado superior a 1.

Los subespacios A—hiperinvariantes y A—caracteristicos son subclases
de los subespacios A—invariantes (aquellos que contienen su imégen por
A), concepto clave en la teoria de matrices, asi como en sus aplicaciones
(por ejemplo, a sistemas dinamicos y a sistemas de control). Responden a
la idea genérica de que sean también invariantes respecto a otras matrices
relacionadas con A. Por ejemplo, es bien conocida la existencia de vectores
propios (subespacios invariantes unidimensionales) comunes a dos matri-
ces que conmutan. Concretamente, los subespacios A—hiperinvariantes son
aquellos que también son invariantes para toda matriz que conmuta con A,
mientras que a los A—caracteristicos se les exige solo que lo sean para las
matrices inversibles que conmutan con A.

Ambos conceptos aparecen por primera vez a mediados de los anos 30
dentro del contexto de la teoria de grupos. Pero no es hasta los anos 70
en que empiezan a estudiarse como parte de la teoria de matrices. Con-
cretamente en [12] se caracterizan los subespacios A-hiperinvariantes y se
describe el reticulo formado por tales subespacios. Posteriormente estos re-
sultados son recogidos en [15] donde también se describen los subespacios
hiperinvariantes en el caso de matrices A € M, (R) con polinomio caracte-
ristico no necesariamente descomponible. En el ano 2009 aparece un articulo
de Astuti y Wimmer (ver [2]) donde se demuestra que en el caso de ma-
trices A € M,,(F) con polinomio caracteristico totalmente descomponible,
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2 INTRODUCCION

los subespacios caracteristicos coinciden con los hiperinvariantes excepto
si F = GF(2). En este casos, el Teorema de Shoda (ver [3]) da condicio-
nes necesarias y suficientes para la existencia de subespacios caracteristicos
no hiperinvariantes. Pero la descripcion de este tipo de subespacios era un
problema abierto que resolvemos en esta tesis.

Nuestro primer objetivo, por tanto, sera analizar (Capitulo 2) el compor-
tamiento del centralizador de una matriz, (esto es, el conjunto de matrices
que conmutan con ella), que supondremos en forma canonica (de Jordan o
de Weyr). Concretamente, calculamos el determinante de las matrices de
dichos centralizadores (ver [10]), lo que en particular, permite caracterizar
las no singulares. Por otra parte, determinamos las imagenes de un subes-
pacio vectorial dado respecto al conjunto de todas las matrices de dichos
centralizadores, resultado que sera clave para el posterior estudio de los
subespacios hiperinvariantes.

Empezaremos dicho estudio (Capitulo 3), determinando condiciones pa-
ra la existencia de subespacios hiperinvariantes 1-dimensionales (ver [22]).
Mas en general, usando los resultados mencionados en el parrafo anterior,
caracterizamos los subespacios hiperinvariantes d-dimensionales asocidndo-
los a las particiones triviales de la de Weyr, lo cual a su vez, permite una
facil demostracion de la ya conocida asociada a ciertas particiones compati-
bles con la de Segre (que llamaremos “hipertuplas”). Estas caracterizaciones
nos van a permitir contar explicitamente los subespacios hiperinvariantes
de una dimension dada, o los correspondientes a hipertuplas con algunos
coeficientes prefijados, estos ultimos seran utilizados en el dltimo capitulo.

En la tltima parte de la tesis (Capitulo 4), abordamos el problema abier-
to de estudiar los subespacios caracteristicos que no son hiperinvariantes,
cuando existen (resultados de Astuti-Wimmer y Shoda ya mencionados).
Concretamente damos una construccion explicita (ver [24]) a partir de un
tipo de tuplas asociadas a ciertas subparticiones de la caracteristica de Se-
gre, que llamaremos “chartuplas™ a cada una de ellas asociamos dos clases
de subespacios, de forma que los subespacios caracteristicos no hiperinva-
riantes son precisamente las sumas directas de dos de ellos, uno de cada
clase. Finalmente, a partir de esta construcciéon desarrollamos un algorit-
mo (ver [25]) que permite contar explicitamente el nimero de subespacios
caracteristicos no hiperinvariantes.

En toda la tesis trabajamos con matrices en forma canonica. El uso de
éstas es habitual en la teoria de matrices, ya que presentan una estructura
més simple y por lo tanto facilitan los calculos a realizar. Para nuestro obje-
tivo, dada una matriz nilpotente con coeficientes en un cuerpo [F cualquiera,
A € M, (F), usaremos, segtin corresponda en cada caso, su forma cano6nica
de Jordan y de Weyr, que denotaremos por J € M, (F) y por W € M, (F),
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respectivamente. Sobre la forma canénica de Jordan existe una amplia li-
teratura y su uso es generalizado, mientras que la forma candénica de Weyr
apenas ha sido explotada desde su descubrimiento, curiosamente unos anos
antes de la de Jordan. El paso de una forma canonica a otra se realiza me-
diante una reordenacion de la base. El resultado de ello es que, si una matriz
de Jordan queda determinada (para cada valor propio) por la particion lla-
mada caracteristica de Segre, la de Weyr lo es por la particion conjugada,
llamada caracteristica de Weyr. Ambas formas canonicas contienen, por
tanto, la misma informacion, pero difieren en la forma, de modo que una u
otra resulta mas adecuada segin el problema tratado. Asi, para el estudio
de los centralizadores hemos trabajado inicialmente con matrices en forma
canbnica de Weyr ya que su centralizador, que denotaremos por Z(W), pre-
senta una estructura de matriz triangular superior por bloques que facilita
la obtencion de formulas para la imagen respecto a las matrices de Z(W)
de un subespacio vectorial cualquiera. Ello permite ver mas facilmente qué
tipo de subespacios les son invariantes, es decir, son hiperinvariantes para
W. En general, en los tltimos anos parece haber resurgido el uso de esta
forma canonica de Weyr (ver, por ejemplo, [21], [26] v [32]), que hasta ahora
habia sido relegada en un segundo plano respecto a la de Jordan.

Por otra parte, hemos ilustrado algunas definiciones y resultados me-
diante su aplicacion a sistemas dindmicos o su relacion con las llamadas
deformaciones versales de Arnold. Finalmente, para los problemas de con-
taje hemos utilizado las técnicas de tabulaciéon, asi como las de polinomios
generadores.

Esta tesis consta de cuatro capitulos, el contenido de los cuales va a ser
detallado a continuacion.

El Capitulo 1 lo dedicamos a recopilar conceptos y resultados ya cono-
cidos, introduciendo la notacién que va a ser utilizada a lo largo de toda
la tesis. Tal y como hemos dicho anteriormente, partimos de una matriz
A € M, (F) con polinomio minimo anulador de la forma:

m(t) = (t — A)*ED (= A0, (1)

El teorema de descomposicion en suma directa de subespacios propios (Teo-
rema [[LT.T]), nos permitira reducirnos al caso de matrices con un solo valor
propio que podremos suponer 0. En definitiva podremos restringirnos al
caso de matrices nilpotentes.

Las matrices con polinomio caracteristico totalmente descomponible ad-
miten representantes en forma canonica de Jordan, J € M, (F) y en forma



4 INTRODUCCION

canénica de Weyr, W € M, (F). Usaremos la que mdas convenga para ca-
da problema. Dada A € M, (F), una matriz nilpotente, su carateristica de
Segre a = (aq, ..., qy,) es la conjugada de w = (w1, .. .,w,, ), con:

w; = dimker(A’) — dimker(A77Y), j=1,... a, (2)

llamada caracteristica de Weyr. Su forma de Jordan queda determinada
por « y es la que resulta en cualquier base de Jordan, esto es, de la forma

(Teorema [LT.0):

wj, Aug, ..., A% Ty, 1< <m, (3)

con generadores ug, ..., u,,, de manera que
A%u; =0, A% lu; £0 j=1,...,m, (4)
Ay oo Ay, linealmente independientes. (5)

Aplicando un cambio de base, de hecho una reordenacion, se obtiene la de
Weyr, determinada por w. Concretamente, tomamos como nueva base:

Ay A%y A% Ty, (6)

A2y Ay (7)
-

Uy Uy, - (8)

Especificamos la matriz de cambio de base P que transforma una forma
canonica en otra (Proposicion [LT.IS]).

La Seccion de este capitulo recoge los resultados basicos sobre subes-
pacios A-invariantes, esto es, los subespacios V' tales que AV C V. Tales
subespacios admiten una descomposicion en subespacios propios (Proposi-
cion [L23)) derivada de la anteriormente referida (Teorema [LT.T]), lo cual
nos permite reducir al caso de matrices nilpotentes como habiamos anun-
ciado. Los subespacios invariantes presentan una estructura de reticulo, que
denotaremos Inv(A). Recordamos a su vez, distintas caracterizaciones co-
nocidas (Proposicion [L2Z5], Proposicion y Teorema [[L27]), asi como la
descripcion del reticulo Inv(A) (Subseccion [2.2).

Finalmente, en la Subseccion [L.2.3] se presentan un tipo especial de
subespacios invariantes: los subespacios denominados “marcados”, esto es,
aquellos que poseen una base de Jordan ampliable a una base de Jordan
de todo el subespacio. Este tipo de subespacios juegan un papel importan-
te en distintos problemas (ver [15]). Introducimos una notacion para tales
subespacios que nos sera de utilidad para la descripciéon de los subespacios
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hiperinvariantes, ya que estos son de hecho, un tipo especial de subespa-
cios marcados (Teorema B.1.14). Suponiendo A € M, (F) con caracteristica
de Segre o« = (ay,...,q,,) vy fijada una base de Jordan con generadores
UL, ..., Uy, , como en (B), denotaremos (Definicion [L2.21]) como V;jj al subes-
pacio vectorial generado por los tltimos k; vectores de la j-ésima cadena de
Jordan, esto es, la j-ésima columna del diagrama de Young correspondiente:

I/Zj = span{ A% Ry, ... A% ), (9)

y escribiremos:

Viki,ooko) = Vi, @@ Vi (10)

Es evidente que tales subespacios son marcados y reciprocamente, que todo
subespacio marcado puede escribirse en esa forma para una cierta base de
Jordan.

Andalogamente, si w = (w1, ...,ws,,) s la caracteristica de Weyr, deno-
taremos (Definicion [L2.24]) como f/li al subespacio vectorial generado por
los primeros [; vectores de la fila j-ésima del diagrama de Young correspon-
diente:

\7& :span{JO“_jul,...,Jo”f_julj}, (11)
y escribiremos:

V(ll,...,lal):Vl}@-.-@f/ljll. (12)

Observemos (Observacion [2.26) que V (14, ..., l,, ) es marcado si l; > --- >
lo,; Vv que en este caso las dos notaciones son compatibles por conjugacion,
es decir, si (ki,...,k,,) es la particion conjugada de (Iy,...,1,,), se tiene
que:

Vil ) = Vik,. .. ko). (13)

El Capitulo 2 esta dedicado al estudio del centralizador de una matriz
dada (con polinomio caracteristico totalmente descomponible como venimos
suponiendo). En la Seccion 2] recordamos la descripcion de los centrali-
zadores de sus formas canonicas de Weyr y de Jordan (Proposicion [Z1.1]
y Teorema 2.1.8). Empezamos por el centralizador de una matriz de Weyr
Z(W) (Subseccion 2.1.0]), ya que las matrices de Z(W') presentan una es-
tructura de matriz triangular por bloques que permite calcular de forma
natural su determinante. Aunque toda matriz 7' € Z(J) es equivalente a
una K € Z(W), el calculo de det T no se sigue directamente del de det K,
puesto que no se dispone de una relacion explicita entre los coeficientes de
ambas, de forma que, hasta el momento no se conocia una féormula para el
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calculo de det T'. La Seccion estd dedicada a la obtencion de una féormu-
la para dicho determinante det T', que demostramos comparando el nimero
de parametros independientes y comprobando la coincidencia de la formula
cuando los restantes se anulan (Teorema 227y [10]).

La ultima parte del capitulo (Seccion [23]) describe la reunion de los
subespacios imégenes de un subespacio vectorial marcado respecto a las
matrices del centralizador. Ello es especialmente clave en nuestra construc-
cion, ya que recordemos que estamos estudiando subespacios invariantes
respecto a todas las matrices del centralizador. Calculamos pues, (Teore-
ma 2.3.T7)):

KV, lay), K € Z(W)}, (14)

para l; > --- > [,,. Para ello, el elemento clave (Lema [23.10) es que para
matrices de Weyr nilpotentes W € M,,(FF), resulta:

U{EV], K e 20W)} = V(Way, 115+ -5 @y, 0, 0). (15)

De ahi, para matrices de Jordan nilpotentes J € M, (F) (Corolario 2.3.9)):

()

U{TVk]J | T e Z(J)} = V(k’j, RN k’j, ozj+1—0zj+k;j, R ,Ozwl—O[j+k’j). (16)

El Capitulo 3 se dedica al estudio de los subespacios A-hiperinvariantes,
que denotaremos por Hinv(A), que segin ya hemos dicho son aquellos
subespacios V' € Inv(A) tales que también son B—invariantes para toda
B € Z(A), esto es, para toda matriz B que conmuta con A. En cambio,
para que V € Inv(A) sea A—caracteristico basta con que sea B—invariante
para toda B € Z*(A), esto es, para toda matriz B inversible que conmuta
con A. A estos tltimos los denotaremos por Chinv(A). Obviamente:

Hinv(A) C Chinv(A) C Inv(A). (17)

Como ya hemos hecho notar, la restriccion a matrices B inversibles sélo
resulta significativa para F = GF(2), ya que ( [3]):

Hinv(A) = Chinv(A) ,si F # GF(2). (18)

Al igual que Inv(A), también Hinv(A) forma un reticulo cuyas propie-
dades recordamos en la Subseccion B.1.3

Nuestro primer objetivo es caracterizar y describir los subespacios de
Hinv(A) utilizando las notaciones introducidas en el capitulo. En la Sec-
cion estudiamos el caso particular de dimensién 1, esto es, vectores
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propios comunes a las matrices de Z(A)(Teorema B.2.1] y Teorema [3.2.4)).
En la Seccion B3 lo generalizamos a dimensiones superiores. En ambos
casos partimos de matrices en forma canénica de Weyr, debido a que la
descripcion de estos subespacios resulta mas sencilla para tales matrices y
de ella se deriva la correspondiente a matrices en forma canoénica de Jordan.
Concretamente tenemos que, para A € M, (F) nilpotente, los subespacios
de Hinv(A) son de la forma (Teorema B3.3.2):

V(wjl,...,wjk,(),...,()), (19)
1§j1<...<jk§041. (20)

O equivalentemente (Teorema [3.3.6):

Vik, .., kn), (21)

ki > >k >0, (22)
Oél—klz"'ZOém—kaO. (23)

A las particiones (ki,...,k,) de este tipo las denominamos hipertuplas.

Remarcamos que (ver [12]), de hecho, hay una biyeccion entre subespacios
hiperinvariantes e hipertuplas, quedando estos univocamente determinados
a partir de las hipertuplas.

Esta segunda caracterizacion de los subespacios hiperinvariantes por
caracteristica de Segre ya era conocida (ver [12]), pero en nuestra caso se
ha obtenido a partir de la de Weyr, que resulta mas intuitiva y que no habia
sido estudiada hasta ahora.

Identificar cada subespacio hiperinvariante con una hipertupla resulta
tremendamente util para el contaje de estos, que abordamos en la Sec-
cion 3.5l En [12] se obtiene el nimero total de subespacios hiperinvariantes
en funciéon de la particion . Nosotros contamos, en la Subseccion B.5.T] los
de cada dimension y en la Subseccion aquellos con algunos valores
fijados en su hipertupla asociada, los cuales van a jugar un papel relevante
en nuestra descripcion de los subespacios caracteristicos no hiperinvariantes
en el ultimo capitulo. En el primer caso hemos identificado este problema
con el contaje de soluciones para una determinada ecuacion diofantica (Le-
ma3.5.2]), cuya solucion a su vez esté asociada a los coeficientes de un cierto
polinomio generador (Teorema [3.5.3). Para el segundo caso hemos demos-
trado, en primer lugar, que por concatenaciéon podemos reducir el contaje al
caso en que como maximo dos de los coeficientes estén prefijados. Para este
caso particular, obtenemos una formula de recurréncia (Lema B5.9) que
permite tabular los resultados (Teorema B.5.11] y Tabla B4]) y nuevamen-
te reducirnos a la obtencion de un coeficiente de un polinomio generador

(Corolario B.5.19)).
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En el Capitulo 4 se describen los subespacios caracteristicos no hiper-
invariantes, lo que constituye uno de nuestros objetivos centrales. Como
ya hemos dicho, trabajaremos con matrices con coeficientes en el cuerpo
F = GF(2), ya que este es el inico cuerpo sobre el cual existen tales subes-
pacios (ver [2]). El punto de partida para nuestra descripcion es la condi-
cion necesaria y suficiente para que efectivamente Hinv(A) # Chinv(A) en
GF(2), dada por Shoda en [35]: la existencia de 7 y s con s > r + 1 tales
que la matriz J € M, (GF(2)) tenga exactamente un bloque de Jordan de
tamano r y uno de tamano s.

Vemos por tanto que, para describir los subespacios X € Chinv(A) \
Hinv(A) los elementos tnicos en la caractersistica de Segre de A son claves.
Es por ello que definimos el siguiente subconjunto (Definicion £34]) de los
indices de @ = (ay, ..., @) que corresponden a bloques de tamano tunico:

Q={1<i;<...<ip<m:aqes tnico}. (24)

Ademés, de entre los bloques de J de tamano tnico, interesan los que di-
fieran como minimo 2, por lo que consideraremos subfamilias €2, C €2 de
manera que el tamano de los bloques correspondientes difiera al menos en

2 (Definicion E3.7):

Qt:{’ll,,lt}gQ, t>2, 1< <is9<...<i<m, (25)

Ozz‘l Z 2+Ozi2,...,042‘t71 Z 2+Oéit.
El punto de partida de nuestra caracterizacion se encuentra en la Subsec-
cion[4.4. 1]y son las hipertuplas “estrictas” relativas a bloques con subindices
en un € = {iy,...,4} fijado. Esto es, b = (b;,, ..., b;,) de manera que (De-

finicion [A.3.7):

bi1>bi2>--->bit>07 (26)
ail_bil >Oéi2—bl'2 > ...>Oéit—bl't > 0.
A las b de esta forma las llamaremos chartuplas.

A partir de cada chartupla definiremos dos tipos de subespacios Y, Z de
forma que Y @ Z € Chinv(J) \ Hinv(J). La idea es que Y pertenezca a un
cierto tipo de subespacios hiperinvariantes, que dejan de serlo al ampliar-
los mediante suma directa con los Z (que impondremos sean “minimales”),
pero manteniendo la condicién de caracteristicos. Dichos tipos Y, Z son
introducidos en las Subsecciones y 4.3.4] respectivamente.

Mas concretamente, si J € M,,(GF(2)) es una matriz de Jordan nilpo-
tente con caracteritica de Segre av = (ay, ..., ) vy b= (b;,...,b;,) es una
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chartupla asociada a €, los subespacios Y son los hiperinvariantes de la
forma:

Y - v<l€1, ey ]{Zilfl, bi1 - 1, ki1+17 o
. .,ki2_1,bi2 - 1,ki2+1, .. 'ak’it—labit - lakit+17 .. .,k’m), (27)

con la condicién de que también sea hiperinvariante:

V(kla R kil—labi17 k:i1+1a s
cy kigfh bi27 ki2+17 cee, kit*h bim kit+17 Cee km>7 (28)

A tales subespacios los denominamos hiperinvariantes asociados a b (Defi-
nicion £3.12).

Los subespacios Z se definen como los que, para:
Zj:Jaij_bijUz‘j, 1<) <,
verifican las tres condiciones siguientes:
l.zeZ=z=z;+ - +z,conl<i <ip<...<i<1i,p<tL
2. zj¢ Z,paraj=1,... ¢t
3. Cada z; es sumando para algtin z € Z, es decir

dim(span{z,...,%;,..., 2} + Z) =t, Vi=1,...,t.

A tales subespacios los denominamos minext asociados a b (Definicion [4.3.T5])

La Subseccion estd dedicada a nuestro teorema central (Teore-
ma [L3.T8) que afirma que los subespacios construidos de esta forma, esto
es, como suma, directa de un hiperinvariante y un minext asociados a una
chartupla, son precisamente todos los caracteristicos no hiperinvariantes.

Concluimos (Corolario [3.19):

Corolario ( [24]). Para J € M,(GF(2)) nilpotente, X € Chinv(J) \
Hinv(J) si y sdlo si X = Z @Y para algin Z,Y definidos como antes;
es decir, si existe una chartupla de forma que Z eY son, respectivamente,
un subespacio minext y un subespacio hiperinvariante asociados a ella.

La seccion final del capitulo estd dedicada a contar los subespacios
X € Chinv(J) \ Hinv(J). Este contaje lo realizamos en tres pasos. En
primer lugar, en la Subseccion K4, contamos el nimero de chartuplas
(Lema [L.4T]). Este contaje se resuelve considerando una chartupla como
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una hipertupla “estricta” y adaptando los resultados ya conocidos para el
nimero total de hipertuplas. En la Subseccion [£.4.2] contamos el niimero de
subespacios minext Z para cada chartupla que se obtiene por recurréncia
(Teorema [4.T4)) con coeficientes variables, y con el término independien-
te expresado en funcion de los llamados coeficientes binomiales gaussianos.
Hemos usado el paquete matemético Maple para programarla y poder asi
tabularla. En la Subseccion [£4.3] contamos el nimero de subespacios Y
asociados a una chartupla. Partiendo de los resultados obtenidos en la Sub-
seccidn y procediendo como alli por concatenacion, obtenemos este
cardinal (Lema [£4.T9) como producto de cardinales parciales (Proposi-
cion.4.22] Corolario 430y Teoremal[L.4.3T]) en términos de las TablasB.4l
Nuevamente estos resultados pueden remitirse a los coeficientes de ciertos
polinomios generadores (Corolario £.4.33)).



Capitulo 1

Preliminares

1.1. FORMAS CANONICAS PARA LA SEMEJANZA
DE MATRICES

En la presente secciéon recordaremos las bien conocidas formas canoni-
cas de Jordan y de Weyr, fijando las notaciones que vamos a utilizar en
lo que sigue. Asimismo, a partir de la caracteristica de Segre, introduci-
mos nuevas particiones que vamos a necesitar en nuestras construcciones
(Definicion [.T.9).

Dado [ un cuerpo arbitrario, consideremos £ un espacio vectorial sobre
F de dimension n y f € End(F) un endomorfismo, esto es,

f:E—F (1.1)

lineal. Para cada base de FE, f tiene una representaciéon matricial A €
M,,(F), tomando como columnas las coordenadas en dicha base de las imé-
genes de los vectores de la misma. Por abuso de notacién escribiremos

f(v) = Av, (1.2)

suponiendo el vector v y su imagen expresados en la base correspondiente.
Es bien sabido que si A € M,,(FF) es la matriz en otra base, existe una matriz
invertible de cambio de base S € GL,(F) de manera que

A=S8"1AS (1.3)

diciéndose que A y A son semejantes. Ello define una relacién de equiva-
lencia en el conjunto M, (F), que puede ser asi particionado en clases de
semejanza. Una “forma canonica” para tales clases puede verse como un

Subespacios hiperinvariantes y caracteristicos: Una aproximaciéon
geométrica 11
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representante especialmente sencillo y significativo que queda determinado
por una familia de invariantes de la equivalencia y al cual puede ser re-
ducida cualquier otra matriz de la clase mediante algoritmos simples. Con
ello, dos matrices son semejantes si se reducen a la misma forma canoénica
considerada.

En este capitulo nos vamos a referir a las formas candnicas llamadas
de Jordan y de Weyr, que resultan inmediatamente de las caracteristicas
de Segre y de Weyr respectivamente. Ambas son familias completas de in-
variantes clasificatorios y facilmente calculables una a partir de otra como
veremos (por conjugacion). Puede decirse, por tanto, que ambas formas ca-
nonicas contienen la misma informacioén pero difieren en su representacion,
de manera que en cada caso puede resultar més util una u otra, en funciéon
de las operaciones a realizar o de los resultados a deducir.

En todo lo que sigue nos limitaremos a considerar matrices A € M, ()
que admiten una forma canonica de Jordan/Weyr, esto es, cuyo polinomio
caracteristico descomponga totalmente. En particular si F es un cuerpo
algebraicamente cerrado, ello ocurre para toda matriz A € M, (F).

1.1.1. Primera descomposiciéon

Supongamos por tanto que el polinomio caracteristico de A, det(A—tI,),
descompone totalmente en potencias de factores primos de grado 1, esto es,
que sus raices (valores propios) pertenecen a F. En tal caso la bien conoci-
da “primera descomposicion” de E en suma directa de subespacios propios
generalizados (ker P*(A), donde P;(t) es un factor primo del polinomio ca-
racteristico), se simplifica en la siguiente forma:

Teorema 1.1.1. (Primera descomposicion) Sea A € M, (F) con polinomio
minimo anulador:

m(t) = (t — A\)BY (8= \,)e0D, (1.4)
Se verifica:
1. Los subespacios propios generalizados resultan:
E; = ker(A — \I,)" = ker(A — \1,)°0Y ) i=1,...,r. (1.5
2. Parai=1,...,r, E; es A—invariante (esto es, AE; C E;).
3. E=E3®...0F,.

Esta descomposicion va a permitir en muchos casos reducir nuestro es-
tudio a matrices con un solo valor propio, que ademéas podremos suponer
0. En definitiva, podremos restringirnos a matrices A nilpotentes.
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1.1.2. Forma canodnica de Jordan

La forma candnica de Jordan aparecié descrita por primera vez en 1870
en el libro de Camile Jordan “Treatise on substitutions and algebraic equa-
tions” para el caso F = GF(p), esto es, si F es un cuerpo finito de orden un
primo p.

Como detallamos a continuacién, una matriz de Jordan es una matriz
diagonal por bloques, cada uno de los cuales (bloque de Jordan) tiene los
elementos de la diagonal iguales a un mismo valor A (un valor propio) y
los de la subdiagonal iguales a 1. La caracteristica de Segre es el conjunto
de los valores propios junto con, para cada uno de ellos, los tamanos de los
bloques de Jordan en los que figura. Dada una matriz de Jordan, la caracte-
ristica de Segre queda determinada de forma tnica, y reciprocamente, salvo
reordenamientos de los bloques de Jordan.

Veremos también que la caracteristica de Weyr es la particion conjugada
de la de Segre (y reciprocamente). Recordemos que la particidn conjugada
w = (w1,...,Wys, ) de una particion a = (ay, ..., a,,) dada se define como:

wi=#{i=1,...,m:q; > j}. (1.6)

Es 1til representarlas mediante los llamados diagramas de Young, donde
a son las columnas y w las filas.

Ejemplo 1.1.2. Dada la particion a = (5,2, 2, 1) tenemos que w = (4,3,1,1,1).
Estas particiones vienen dadas respectivamente por la longitud de las co-
lumnas y las filas del siguiente diagrama de Young:

Definiciéon 1.1.3. (1) Un blogque de Jordan es una matriz triangular in-
ferior de la forma:

A0 . 0 0
1 A .00
; (1.7)
0 0 A0
00 1A |
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(2)

Una matriz de Jordan J € M, (FF) es una matriz diagonal por bloques
de Jordan. Si agrupamos las que tienen un mismo valor diagonal,

resulta
J(A1)

J = . € M, (F) (1.8)
J(Ar)

con \;, 1 <1 <r, los distintos valores propios de J, y

J1(\)
T\ = L oi<i<r  (L9)
Jmi()‘i)
donde
)\, 0 0 0]
1 X ... 0 0
Ji) =1+ Dol | € My p(F), 1< <m; (1.10)
0O 0 ... \ O
000 .1 N

son las también llamadas matrices bdsicas de Jordan.

Para cada valor propio \;, 1 <i < r, consideraremos que los bloques
de Jordan correspondientes a J(J;) estan ordenados en orden decre-
ciente respecto a su tamano, esto es, a(i, 1) > ... > a(i,m;), donde
a(i, j) es el tamano del bloque j correspondiente al valor propio A;.
En particular, la particion

(a(ial)a'--aa(iami)) (111)
es la caracteristica de Segre de J relativa a \;.

Es facil ver que dicha particion es la conjugada de

(i 1), (i, ) (1.12)
donde
w(i,j) = dimker(J — \1,,)? —dimker(J — N1, 78, j=1,....¢
(1.13)
llamada caracteristica de Weyr de J relativa a A\;. En particular,
m; = w(i, 1), (1.14)

a(i 1) = g (1.15)
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El resultado fundamental es que toda matriz que tenga los valores pro-
pios coincidentes y la misma caracteristica de Segre (Weyr) para cada uno,
es reducible por cambio de base a J:

Teorema 1.1.4. (Forma candnica de Jordan) Sea A € M, (F) con polino-
mio caracteristico totalmente descomponible, con valores propios A1, ..., A,
como antes. Si para cada uno, las caracteristicas de Segre (Weyr) coinciden
con las anteriores, esto es,

dimker(A — \;1,,)? = dimker(J — \;1,)7, §=0,1,... (1.16)

entonces eziste una matriz invertible de cambio de base S € GL,(F) tal
que:

J=S"1AS. (1.17)
Se dice entonces que J es la forma canonica de Jordan de A, estando bien
definida salvo reordenamientos en los bloques J(A1),. .., J(Ar).

Cualquier base en que la matriz tenga esta forma canoénica se llama base
de Jordan, que describiremos a continuacion.

Como ya habiamos dicho, a partir de la primera descomposicion (Teo-
rema [[L.T.])) es inmediato ver que podemos reducir nuestro estudio al caso
en que A tenga un tnico valor propio, que ademas podemos suponer 0. Por
consiguiente, en el resto del apartado supondremos A nilpotente.

Teorema 1.1.5. (Bases de Jordan) Si A es una matriz de Jordan nilpo-
tente, escribiremos su caracteristica de Segre simplemente como:

a=(a,...,0m). (1.18)

FEs decir, m = dimker(A), y oy > -+ > «,, denotan los tamanos de los blo-
ques de Jordan. Toda base de Jordan estd formada por cadenas de Jordan:

wj, Aug, ..., A%y, 1< <m, (1.19)
con generadores
Uly ... Uy, (1.20)
que han de verificar
A%u; =0, A% lu; £0 j=1,...,m, (1.21)
Y
ALy o ATy (1.22)

linealmente independientes.
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Resulta intuitivo visualizar las bases de Jordan en un diagrama de
Young, disponiendo las cadenas de Jordan por columnas, como muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.6. Para o = (3,3,2,2,2,1), las bases de Jordan se presentan
como:

Uy Uz

Au1 AUQ us Uy Us

A%uy | A%us | Aus | Aug | Aus | ug

Observaciéon 1.1.7. Si A # 0 es el tnico valor propio de A, las bases
de Jordan resultan de sustituir A por A — AI,, en las cadenas de Jordan
anteriores.

Definicién 1.1.8. En las condiciones del Teorema [[.1.5

(1) Para cada vector w € E, w # 0, su altura (exponente en [2]) p =
height(w) > 1 y su profundidad q = depth(w) se definen como
height(w) = p & w € ker A?,  w ¢ ker AP,
depth(w) = ¢ & w € Im A?,  w ¢ Im A9H.
En particular, height(4*u;) = a; — k y depth(A*u;) = k.
(2) Escribiremos como V1 ... V™ los correspondientes subespacios mo-
nogeénicos,
E=V'®.-..aV™ VJ/=span{u;, Au;,...}.

A veces nos sera de utilidad agrupar los subespacios monogénicos en
funcion de su dimension, para lo cual introducimos las siguientes particiones.

Definicién 1.1.9. Sin; > ... > n, son los distintos valores de la particion
a'y Si,...,S8, denota cuantas veces cada valor nq,...,n, se repite en «,
definimos las siguientes tuplas asociadas a «:

N(a) = (n1,...,n.),
S(a) = (s1,...,5:), (1.23)
D(Oz) = (dl,dg, e ,dT_l,dT),

COIle':TLZ‘—TLH_l,1§'L'§T—]_yd7_:n7__



1.1 - Formas canonicas para la semejanza de matrices 17

Ejemplo 1.1.10. Si @ = (5,2,2,1), entonces 7 = 3, N(a) = (5,2,1),
S(a) = (1,2,1), D(a) = (3,1,1). Esto puede visualizarse en el siguiente
diagrama de Young (donde aj,am, ... estan representadas por las alturas
de las columnas).

a= (5,2 2 1)

di

n9 Id2

S1 S92 S3
S1
-« S5 >
< oA >
Usando la notacion anterior:
E=U'@---aU, (1.24)
U'=Vie oV, U=V g...qVvatse (1.25)
De forma anéaloga:
Jl Jl
Iin J:
donde J; € M,,(F),i =1...,m, son las correspondientes matrices bésicas
de Jordan. Y
Jl jlerl
J = : . Jo= yee (1.27)

JS1 J81+82
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Ejemplo 1.1.11. Para o = (3,3,2,2,2,1), como en el Ejemplo [[LT.0l tene-
mos

Ul=VieV? U*=V3q@ ViV’ U*=V" (1.28)
1.29)
Jq jl
J= = S, (1.30)
Js I3
(1.31)
[0 0 0 ]
100
—_—r ~jo 10
100
- 1 O_
(1.33)
0 0 _
) 7 10 —
Jy = Jy = , (1.34)
J 10
’ 00
- 1 0_
1.35)
Js = [Js] = [0]. (1.36)

1.1.3. Forma canénica de Weyr

La forma de Weyr fue introducida por el matematico checo Eduard Weyr
en 1885. Esta forma ha sido redescubierta de forma periddica bajo distintos
nombres como: forma de Jordan modificada, forma de Jordan reordenada,
segunda forma de Jordan y H-forma. En particular, la forma de Weyr fue
redescubierta por G. Belitskii con la motivaciéon de encontrar una forma
canoénica con la propiedad de que toda matriz que conmutase con ella fuese
triangular superior por bloques, ver [4] y [31]. En [32] y [26], pueden en-
contrarse exposiciones modernas acerca de esta forma asi como numerosas
aplicaciones. Empezamos considerando el caso de una matriz A € M, (F)
con un tunico valor propio A y caracteristica de Segre a.
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Usando propiedades elementales de los diagrama de Young de la Defi-
nicion [LT.9, resulta el siguiente lema:

Lema 1.1.12. Sea A € M,(F) una matriz con un solo valor propio, y
sean o y w sus caracteristicas de Segre y de Weyr respectivamente. Con las
notaciones de la Definicion [I.1.9 resulta que:
N(w) = (S, S—1,...,51)
S(w) = (dy,dr_1,...,dy) (1.37)
D(w) = (Sry...,51)
donde S; = 22:1 55

Ejemplo 1.1.13. Para a como en el Ejemplo [LTI0 w = (4,3,1,1,1),
N(w) = (4’ 3, 1)7 S(w) = (1a 173) y D(w) = (1>2a 1)-

w=(4,3, 1,1, 1)

A
d1
ni

do

n2

nSI Idg
Y

Reordenando una base de Jordan por alturas crecientes y para una mis-
ma altura, profundidades decrecientes (ver Ejemplo [LT.I7) se obtiene la
llamada forma canénica de Weyr.

Teorema 1.1.14. (Forma candnica de Weyr) Dada una matriz A € M, (F)
con un 4dnico valor propio X y con caracteristica de Segre o = (o, ..., ),
conjugada de la de Weyr, w = (w1, .. .,wa, ). Entonces, reordenando adecua-
damente una base de Jordan, se obtiene la matriz W € M, (F) particionada
por (aq)? bloques Wi j € My, xo,(F) de la siguiente forma:
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. Los bloques de la diagonal principal, W, ; son matrices escalares w; Xw;:

AL, (1.38)

para1=1,...,qQ1.

. Los primeros bloques de la superdiagonal W; ;1 son de la forma:

L.,
Wi7i+1 = [ 6 :| E Mwini+1<F>7 (139)

para1=1,...,a; — 1.

. Todos los otros blogues son la matriz nula.

Definicién 1.1.15. A la matriz W definida como en el teorema anterior la
llamaremos forma candnica de Weyr de A.

Observacién 1.1.16. Una diferencia importante entre la forma de Jordan
y la de Weyr es que si consideramos una matriz de Jordan con un tnico
valor propio A, esta matriz es de hecho una suma (directa) de matrices de
Jordan basicas. Esto en cambio no es cierto si consideramos una matriz en
forma de Weyr.

Ejemplo 1.1.17. Siguiendo con el Ejemplo LTI

OO OO OO O DO >
OO OO OO O » O
OO OO OO » O O
OO O O Ol O O O
SO>I OO O OO
> OO O oo o oo

OO > O =IO O OO

OO OO O O O O
OO » Ol O~ O
OO >» OOl — O O

En este caso si consideramos una base de Jordan asociada a J:
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Uy
(A= A,)uy
(A= \IL,)%uy
(A= \IL,)3uy Us Us
(A= L)%y | (A= Mo | (A — M,)us Uy

La matriz W resulta en la base
(A—)\In)4u1, (A—Ajn)lbg, (A—Ajn)lbg, Uy, (A—)\In)?’ul, Ug, U3, (A—)\In)2u1, (A—)\In)ul, Uq.

En general, las bases de Weyr resultan de reordenar las bases de Jordan
“por filas” en vez de “por columnas™: se ordenan las filas de “abajo a arriba”,
y en cada una de ellas, los vectores de izquierda a derecha.

Proposicion 1.1.18. (Bases de Weyr)

(1) Para o = (a1, ..., 00m) yw = (w1,...,Ws, ), tenemos que si una base
de Jordan viene dada por:

uy, (A — ML)y, ..., (A — AL)* g (1.40)

Uy, (A — ML) ug, ..., (A — AL,)* Ly, (1.41)

Uy (A — M)ty -+, (A — X)Ly, (1.42)
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entonces, la reordenacion de la base anterior que da como resultado
la matriz de Weyr es (recordemos que m = w):

(A= ML) g, (A — ML) tug, o (A — AL)™ My, (1.43)
(A= ML) 2uy, ..., (A— ML,)™2 2u,,; (1.44)

UL,y Uy, - (1.45)
(2) La matriz resultante W se puede escribir:
W = P'JP, (1.46)

donde P = [pi;],; i, € GLy(F) es una matriz de permutaciones con
todos los coeficientes nulos excepto los siguientes que son iguales a 1
(recordemos que ag + ...+ ap = w1+ .. We, =MN):

pa1,1 palfl,lerl s pl,w1+...+wal_1+1

pl,n (147)
Paq+-+ay,i pa1+...+aw2 —1,w14w2

Prw

Ejemplo 1.1.19. Para a = (5,2,2,1) y w = (4,3,1,1,1), la matriz P tiene
como elementos no nulos e iguales a 1:

Ps1 Pas P38 P29 D110

Pr2 Des6 (1.48)
Doz Pg7
P10,4
y por lo tanto:
0 0 0 O 000 0 0 17
0000 000 0 1 0
0000 000 1 0 0
0000 1 00 0 0 0
1 000 000 0 0 0
P=19 0000100100 (1.49)
01 00 000 0 0 0
00 00 0 01 0 0 0
0010 000 0 0 0
| 0 0 0 1 000 0 0 0
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Hemos notado V', V2, ..., los subespacios generados por cada columna
del diagrama de Young. Analogamente, notamos V', V2, ... los generados
por cada fila.

Definicién 1.1.20. Escribiremos como V!, ..., V! los siguientes subespa-
cios

E=V'@---aV*, VI =span{(A—=A,)" Juy,...,(A=AL,)™ Tu, }.

Para el caso general en que A € M, (F) tenga mas de un valor propio,
su forma canodnica de Weyr W € M,,(F) sera de la forma:

Definicion 1.1.21. (1) Una matriz de Weyr es una matriz diagonal por
bloques de Weyr. Si agrupamos los que tienen un mismo valor diago-
nal, resulta:

W)
W= » e M, (), (1.50)

con \;, 1 <17 <r, los distintos valores propios de W, y

Wi ()
W) = - . 1<i<r, (1.51)

donde W;(;) son matrices basicas de Weyr definidas como en el Teo-

rema [[LT.14l

(2) Para cada valor propio \;, 1 < i < r, consideraremos que los bloques
de Weyr correspondientes a W (\;) estan ordenados en orden decre-
ciente respecto a su tamano, esto es, w(i,1) > ... > w(i,q;), donde
w(i, j) es el tamano del bloque j correspondiente al valor propio \;.

En particular, la particion:
w(i, 1) > ... > w(i,q) (1.52)

es la caracteristica de Weyr de W relativa a A;.
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1.1.4. Deformaciones miniversales de Arnold

La reduccion de una matriz a su forma de Jordan (o de Weyr) es una
operacion inestable en el sentido de que pequenas perturbaciones en los
coeficientes de la matriz pueden provocar cambios sustanciales en su tipo
de semejanza.

Ejemplo 1.1.22. Si consideramos la familia de matrices:

Ale) = [ (1] 8 } : (1.53)

su forma reducida de Jordan para ¢ = 0 es:

A(0) = [ - } , (1.54)

(esto es, un nodo degenerado) mientras que para € # 0 es:

0 —ve

(esto es, una silla para e > 0 y un centro para € < 0).

J(s):{\/g 0 ],57Ao, (1.55)

En 1971, Arnold abordé esta inestabilidad en el caso F = C, median-
te la nocion de deformacion versal. En primer lugar vamos a recordar tal
definicion (ver [T], [36]).

Definiciéon 1.1.23. Dada la variedad diferenciable M = M,,(C), una de-
formacion p(t) de Ay € M es una aplicacion diferenciable de la forma:

© Uy — M, (1.56)

de manera que Uy C C! es un entorno abierto del origen y p(0) = Ag. A
t = (t1,...,t) los llamaremos pardmetros de la deformacion.

Definicién 1.1.24. Una deformacion ¢(t) de Ay se dice que es versal si
cualquier otra deformacion v(u) de Ay, donde u = (uy, ..., ux) € Uy C C¥,
puede escribirse en algtin entorno del origen como:

Y(u) = S Hu)p(0(u)S(u), w €Ul cu, (1.57)

donde
0:U) — C! (1.58)
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S U — GL,(C) (1.59)

son aplicaciones diferenciables tales que (0) = 0 y S(0) = I,. Las de-
formaciones versales con un nimero minimo de parametros se denominan
miniversales.

Es decir, una deformacion es versal cuando cualquier otra deformacion
es equivalente a la inducida por ella a través de una aplicacion diferenciable
de parametros. Las deformaciones versales, por tanto, permiten conocer las
posibles matrices resultantes de perturbar la matriz central Ag. Mas en ge-
neral, facilitan el estudio de singularidades, diagramas de bifurcaciones,. ..

El punto clave de la teoria de Arnold es ver las clases de equivalencia
como Orbitas respecto a la accion de un grupo de Lie sobre una variedad
diferenciable, de manera que resultan ser subvariedades diferenciables de
la misma. En nuestro caso, esta claro que las clases de semejanza son las
orbitas respecto a la accion de conjugacion:

Lema 1.1.25. El grupo G = GL,(C) actia diferenciablemente sobre M =
M, (C) mediante:

a:GxM— M, (1.60)
oS, A) = STAS, (1.61)

de modo que la orbita de A coincide con su clase de semejanza:

O ={S7'45, Seg}. (1.62)

Del teorema de la orbita cerrada (ver [18]) se deduce el siguiente resul-
tado:

Proposicion 1.1.26. En las condiciones del lema anterior, toda clase de
semejanza es una subvariedad diferenciable localmente cerrada de M y su
frontera es la union de clases de equivalencia (u drbitas) de dimensidon es-
trictamente inferior. En particular, las clases de equivalencia (u orbitas) de
dimension minima son cerradas.

Esta interpretacion de las clases de equivalencia permite la siguiente
caracterizacion de las deformaciones versales/miniversales que culmina esta
técnica de Arnold.

Teorema 1.1.27 ( [I]). Una deformacion p(t) de Ag € M,,(C) es versal si
y solo si es transversa en Agy a la orbita de Ay, es decir:
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En particular, es miniversal si la anterior suma es directa.

Observacién 1.1.28. Del teorema anterior se sigue que el niimero de paré-
metros de cualquier deformacién miniversal de Ay coincide con la codimen-
sion de la orbita O(Ap). Mas en general, localmente en Ay, M es difeomorfa
al producto cartesiano de O(Ag) por ¢(Up).

Observacién 1.1.29. Las anteriores definiciones y resultados se generali-
zan de forma natural a otros espacios y relaciones de equivalencia. Véase,
por ejemplo, [36], [7] y [11].

1.2. SUBESPACIOS INVARIANTES

1.2.1. Definicién y caracterizaciones

En primer lugar, recordemos la definiciéon de subespacio invariante para
el caso de una aplicacion lineal f € End(E) con matriz asociada A en una
base de FE.

Definiciéon 1.2.1. Dado f un endomorfismo de E, sea A su matriz en una
cierta base. Un subespacio vectorial V' C FE se dice que es f-invariante
(A—invariante) si:

f(Vycv (AV CV). (1.64)

Escribiremos Inv(A) el conjunto de tales subespacios.

Observacién 1.2.2. Por abuso de notacion, designaremos también por V
las matrices cuyas columnas forman una base del subespacio V. Con ello, la
definicion anterior puede reescribirse de la forma siguiente: un subespacio
vectorial V' es un subespacio A—invariante si y s6lo si existe una matriz X
tal que

AV =V X. (1.65)

Si S7'AS = J, entonces un subespacio V es A—invariante si y solo si
S~V es J—invariante. Por lo tanto podemos reducirnos al caso de matrices
de Jordan. Por otra parte, la propiedad siguiente permite reducirnos al caso
de un solo valor propio, que podemos suponer 0 sin pérdida de generalidad.

Proposiciéon 1.2.3 ( [15]). En las condiciones del Teorema [LI1T), todo
subespacio vectorial A—invariante V' descompone en una suma directa de
la forma:

V=VnE)®...®(VNE,), (1.66)

siendo V N E; invariante respecto a Ag,.
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Definicién 1.2.4. Dado V' C E un subespacio f—invariante, se define la
restriccion de f a V:

fo:V—V (1.67)

de forma natural mediante fo(z) = f(z), Va € V. También diremos que
f es una extension de fy.

La siguiente caracterizaciéon matricial resulta inmediatamente de la De-

finicion [L2.11

Proposicién 1.2.5. (Caracterizacion matricial) Sea A € M, (F) y V un
subespacio vectorial tal que dim(V') = d. Entonces, V' es A—invariante si y
sdlo si, en toda base S adaptada a 'V (esto es, una base de E obtenida por
ampliacion de una de V') es

(1.68)

r__ qg-1 _ Al A2
A =5 AS_[@ a |

donde Ay € My(F) es la matriz asociada a la restriccion.
Del resultado anterior se sigue la siguiente caracterizacion dinamica.

Proposicion 1.2.6. (Caracterizacion dindmica) Consideremos el sistema
dindmico lineal:

i(t) = As(t) (1.69)

con A € M, (R). Entonces, un subespacio V' es A—invariante si y sdlo si se
cumple:

#(0) eV =2at) eV, Vi (1.70)

Otra caracterizacion de los subespacios invariantes es el siguiente teore-
ma debido a Halmos.

Teorema 1.2.7 ( [16]). Sea A € M,(C) que admite reducida de Jordan.
Todo subespacio A—invariante V puede escribirse como:

V =kerB=1ImC, (1.71)

siendo B,C € Z(A), esto es, matrices que conmutan con A.
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1.2.2. Propiedades estructurales

La suma y la interseccion de subespacios A-invariantes es también A-
invariante, con lo que Inv(A) es un reticulo. En efecto, recordemos que
se define un reticulo como un conjunto parcialmente ordenado de manera
que para todo par de elementos L y Ly podemos definir una interseccion
(méxima cota inferior), que escribimos L; N Lg, y una uniéon (minima cota
superior), que escribimos L; + Lo. Por tanto, Inv(A) es un reticulo respecto
a la ordenacion parcial de la inclusion. El reticulo Inv(A) esta ampliamente
descrito en [5]: Inv(A) es un reticulo que tiene elemento cero {0} y elemento
unidad £ de manera que para todo L € Inv(A), {0} C L C E. En todo
lo que sigue consideraremos reticulos que tienen elemento cero y elemento
unidad.

Observacién 1.2.8. Dado un reticulo £, al invertir su relaciéon de orden
se obtiene también un reticulo llamado reticulo dual.

Definicién 1.2.9. Un reticulo £ diremos que es:

a) complementado si para todo L; € L existe al menos un elemento
Lo € L tal que:

b)  distributivo si y solo si:

VL, Ly, Lz € L, LiN(Ly+ L3)= (L1 N Ly)+ (LN L3). (1.73)

¢) modular si y solo si la identidad anterior se cumple siempre que

Ly C L. (1.74)

d) autodual siy solo si es isomorfo a su reticulo dual.

Definicién 1.2.10. Diremos que un reticulo es un dlgebra booleana si y
solo si es distributivo y complementado.

Observacion 1.2.11. El reticulo formado por todos los subespacios vec-
toriales de E es modular, por lo tanto también lo es el subreticulo de los
subespacios invariantes Inv(A), siendo A la matriz de un endomorfismo de
E en una base cualquiera.

Lema 1.2.12 ( [5]). Para el reticulo Inv(A) se cumple que:
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1. Inv(A) es autodual.

2. Inv(A) es distributivo siy sdlo si A es ciclica (esto es, E = span{v, Av, ..

3. Inv(A) es un dlgebra booleana si y solo si A es ciclica y diagonaliza.

Teorema 1.2.13 ( [5]). Sea B € M, (F) tal que B € Z(A). Entonces
Inv(A) C Inv(B) si y sdlo si B es un polinomio en A.

Observacion 1.2.14. En el caso de que A y B no conmuten, el teore-
ma anterior también se cumple cuando los polinomios minimos de A y B
coinciden.

En cuanto a la estructura diferenciable, resulta natural particionar Inv(A)
segtin la dimension del subespacio invariante, de modo que cada parte es
un subconjunto de la grassmaniana correspondiente:

Inv(A) = UInvd(A), Invg(A) C Gry(E). (1.75)

Con todo, en [33] se prueba que Inv4(A) no es una variedad diferencia-
ble regular sino una variedad estratificada, agrupando en cada estrato los
subespacios con una misma forma de Jordan de la restriccion.

Proposicién 1.2.15. Sea A € M,(C) una matriz nilpotente con caracte-
ristica de Segre a = (aq, ..., y,). Si designamos por o = (o), ..., ) las
posibles caracteristicas de Segre de la restriccion a un subespacio invarian-
te y por Invy(A,a’) al conjunto de los subespacios invariantes con dicha
restriccion, entonces Invy(A) es una variedad estratificada:

Invy(A) = JInva(4, o), (1.76)

donde cada estrato Invy(A, ') resulta ser una variedad diferenciable de di-
mension:

o)
dim Invg(A, o) = wj(w; — wj), (1.77)
i=1
siendo w = (w1, ... ,Wa,), W = (W], ... ,w(’x,l) las particiones conjugadas de

a y de o respectivamente.

Superando esa dificultad, en [7] se considera el conjunto de parejas
(A, V), con V un subespacio A—invariante de dimension d:

).
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Teorema 1.2.16. FEl conjunto

{(A,V):V A—invariante, dimV =d} C M,(C) x Grq(E) (1.78)
es una variedad diferenciable de dimension n?.

De manera natural se define la siguiente relacion de equivalencia
Definicién 1.2.17.

(A V)~ (A V) eV =571, A= S57TAS, (1.79)

para algin S € GL,(C).

Representantes significativos de cada clase pueden obtenerse, por ejem-

plo, exigiendo S™'AS = J de Jordan o bien S~V = [ g .

Siguiendo las técnicas de Arnold (ver [[LI.4) tenemos el siguiente resul-
tado.

Proposicion 1.2.18. Las anteriores clases de equivalencia coinciden con
las drbitas de la accion del grupo lineal GL,(C) mediante:

Sx (A V) — (STTAS, S7V). (1.80)

En particular, dichas clases son subvariedades diferenciables.

1.2.3. Subespacios marcados

Los subespacios marcados fueron introducidos en [15] como un tipo es-
pecialmente interesante de subespacios invariantes.

Definicién 1.2.19. En las condiciones de la Definicion [.2.4] V' se dice
marcado si existe una base de Jordan de la restriccion fy que puede ser
ampliada a una base de Jordan de f. Escribiremos Mark(A) el conjunto de
tales subespacios.

Como consecuencia de la Proposicion [L2.3], tenemos que:

V' es marcado < VNE; =V Nker(A— \I,)" esmarcado, (1.81)

para 1 < i < r. Por tanto podemos considerar el caso en que A tiene un
unico valor propio, el cual podemos suponer 0 sin pérdida de generalidad.
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Ejemplo 1.2.20. Si consideramos una matriz A € M,,(IF) nilpotente, y una
base de Jordan formada por las cadenas:

wj, Aug, ..., A% Ty, 1< 5 <m. (1.82)
Entonces, todo subespacio generado por “subcadenas”

Abiug, o A%y 1< 5 <m, (1.83)
es marcado.

Mas en general, la siguiente definicion permite una descripcion explicita
de los subespacios marcados.

Definicion 1.2.21. Sea a = (ay, ..., ay, ) la caracteristica de Segre de una
matriz nilpotente A € M, (F). Se dice que (kq,...,k,,) es una tupla admi-
sible si 0 < k; < ;. En tal caso, fijada una base de Jordan con generadores
Uy, . .., Uy, , escribiremos como Vki_ al subespacio vectorial generado por los
ultimos k; vectores de la cadena de Jordan correspondiente:

V;ij = span{ A% Fiy; ... A% ;) (1.84)
Asimismo escribimos:
Viki, ko) =V @0 V2 (1.85)
Podemos considerar el caso en que k; sea negativo, mediante:
Vk]j =0, sik; <0. (1.86)
Ejemplo 1.2.22. Si a es como en el Ejemplo [LT.II] entonces:
V(2,1,1,0,0,1) = span{Juy, J*u1, J*uy, Jus, ug}.
Es evidente que:

Proposiciéon 1.2.23. Para A € M, (FF) nilpotente con caracteristica de

Segre a = (v, ..., Q). Los subespacios marcados son los de la forma:
Vi(ki, ... ke,), (1.87)
siendo (ki, ..., ky,) una tupla admisible.

De forma analoga a la Definicion [L2.21] tenemos:
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Definicién 1.2.24. En las condiciones de la Definiciéon [1.2.27], sea w =
(W1, ...,wa,) la caracteristica de Weyr y (Iy,...,l,,) una tupla admisible,
esto es, 0 < [; < w;. En tal caso, escribiremos como f/lj al subespacio
vectorial generado por los primeros [; vectores de la fila j-ésima del diagrama
de Young correspondiente:

Vli = span{A* Juy, ..., A% _julj}, (1.88)
y escribimos: . . .
V(zl,...,zm):vl}@m@vljll. (1.89)
Podemos considerar el caso en que [; sea negativo, mediante:
Vi=0, sil; <0, (1.90)
Ejemplo 1.2.25. Para w = (4,3,1,1,1),
Uy
Au1
A2U1
A3U1 (%) us
A*uy | Aus | Aug Uy

tenemos que:

V(2,1,0,0,00 =V eVe e ey =
= span{A*u;, Auy} @ span{A®u, }.

Observacién 1.2.26. 1. Observemos que V(ly,...,l,,) € Inv(A) si y
solosily > 1y > - >,

2. Entonces, si:
ZIZ"'Zlala klZ”'ZkUJD (191)

son particiones conjugadas (compatibles con las caracteristicas de
Weyr /Segre), se tiene:

Vi, day) = V.. k). (1.92)
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3. En particular,
E=V(ay,...,an)=V(wi,. .., wa,) (1.93)

Asimismo, tenemos que:

Lema 1.2.27. En las condiciones de las Definiciones [L2.21 y[1.2.2]):

V(ozj,...,aj,ajﬂ,...awl) = (194)
= V(Wi ey Wayy 0, ..., 0) = ker W, (1.95)

Demostracion. Es evidente que ker W = {v € E| height(v) < o}, y estos
vectores son precisamente aquellos que estan en las «; filas inferiores del
diagrama de Young correspondiente. O

Perturbando los subespacios marcados, se obtienen ejemplos tipicos de
subespacios invariantes no marcados.

Ejemplo 1.2.28. Si consideramos la siguiente matriz:

0

oo = O
O|l—= O O
o O O

0
0
0

El subespacio:
V =span{es + cey,e3}, € #0

es J—invariante pero no es J—marcado. En efecto, si V' fuese J—marcado,
dado que toda base de Jordan ha de ser de la forma:

{’Ul, J’Ul, JQUl, U4} s
de manera que J%v; = Juv, = 0, entonces forzosamente:
es +cey = Juy,
pero esto es una contradiccion ya que es + ey ¢ Im(J).

Teorema 1.2.29 ( [15]). Sea A € M,,(F) una matriz tal que para todo valor
propio de A, X\ se cumple al menos una de estas dos condiciones:

1. dimker(A — A\I,) coincide con la multiplicidad algebraica de .
2. dimker(A — \I,) = 1.
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Entonces, todo subespacio A—invariante es marcado.

En general, Mark(A) no es un reticulo tal y como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.2.30. Si consideramos la siguiente matriz de Jordan:

oI OO = O
OO Ol O O
OO OO0 OO
Ol—= OO O O
OO OO0 OO
OO O OO

Los subespacios:
Vi = span {ey, e5},
Vo = span {es + ¢4, €3},

son marcados. Sin embargo, usando un razonamiento similar al del ejemplo
anterior, tenemos que el subespacio

‘/1 + ‘/2 = Span {647 €5, €2 + €6, 63}
no es marcado.

Finalmente, el siguiente teorema muestra como la descripciéon de los
subespacios invariantes marcados puede reducirse al caso de los subespacios
invariantes marcados con respecto a una base fijada de Jordan.

Teorema 1.2.31 ( [15]). Sea J € M,(F) una matriz de Jordan. Todo
subespacio J—marcado V puede escribirse como V. = TM, donde M es

un subespacio marcado respecto a la base candnica y T € Z(J), esto es,
TJ=JT.



Capitulo 2

Centralizadores de matrices de
Weyr y matrices de Jordan

2.1. DEFINICIONES Y DESCRIPCION

Dada una matriz A € M,(F), se define su centralizador Z(A) como
el conjunto de matrices que conmutan con A, esto es, Z(A) = {B €
M, (F)|BA = AB}. Es facil demostrar que Z(A) es un subespacio vectorial
sobre F. Asimismo escribiremos Z*(A) para denotar las matrices inversi-
bles del centralizador de A. En particular, Z*(A) tiene estructura de grupo
multiplicativo.

Es inmediato ver que si S7'AS = A, entonces

Be Z(A) & S'BS € Z(A). (2.1)

Podemos pues limitarnos a estudiar los centralizadores de formas canoé-
nicas A. Lo haremos para formas canénicas de Weyr y formas canonicas de
Jordan. En ambos casos, si

A(M)
A= , (2.2)
A(A)

siendo Ay, ..., A\, los diferentes valores propios de A, entonces

Subespacios hiperinvariantes y caracteristicos: Una aproximaciéon
geométrica 35
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B(\)
BeZ(A) < B = , (2.3)
B(X,)

B(\) € Z(A(N)),i=1,...,7. Con lo cual podemos restringirnos a matri-
ces con un unico valor propio.

2.1.1. Centralizador de una matriz de Weyr

En problemas relacionados con la conmutatividad de matrices suele ser
més simple el uso de la forma canonica de Weyr respecto a la forma candnica,
de Jordan. Esto es debido al hecho de que toda matriz que conmuta con
una matriz en forma de Weyr es triangular superior por bloques. Ademas
las identidades entre bloques son mas simples. Estos hechos son recogidos
en el Teorema de Belitskii ( [4], [I7]), el cual enunciamos en el caso en que
W € M, (F) tenga un tinico valor propio.

Proposiciéon 2.1.1 ( [26]). Si W € M,(F) es una matriz de Weyr, con

valor propio X y caracteristica de Weyr w = (wy,...,wy, ), entonces todas
las matrices K € Z(W) pueden escribirse de la forma:
K11 Kip Ky oy
@ K272 . K2,a1
K = . ) ) . , (2.4)
O ... 0 Kiyo

donde los bloques K; o, € Moy xwe, (F) son arbitrarios, y el resto de los blo-
ques K j € My, xw,;(F), para 1 <1 < j < ay, satisfacen:

1. St w; = wit1 Yy wj = wjy1, entonces
Kij = Kit1j+1. (2.5)
2. St w; = w1 Y w; > wjyr, entonces
K, ;= [ Kiv1j11 P ] , (2.6)
donde P € My, x(w;—w;.1)(F) es una matriz arbitraria.

3. St w; > wit1 Yy w; = wjy1, entonces

Ki,j _ l Kz‘+(5),j+1 :| ’ (2.7)

donde @ 6 M(wi—le)ij (IF)
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4. 81w > w1 Yy w; > wjig1, entonces

K., = { Rertgn g] , (2.8)

donde P € My, x(wj—w;s1)(F) ¥ Q € Mw—wii1)x(w;—w; 1) (F) son dos
matrices arbitrarias.

Ejemplo 2.1.2. Siendo a como en el Ejemplo [LT.I0, tenemos que w =
(4,3,1,1,1). Entonces:

[ Yo Y15 Y6 Yos Y Y21 Yir Y10 Ys Y18 |
0 v ys w9 0 Yoo Yy 0 Yo Y22
0 yr ys Y3 0 you Yos 0 Yo Y26
0 0 0 yu 0 w2 Y13 0 0 Y14
K — 0 0 0 0 Y2 Y15 Yie A Y10 Ys
0 0 0 O 0 ys us 0 0 Ys
0 0 0 0 0 Yr Ys 0 0 Yo
O O 0 O O O 0 Y2 Y1 Y10
| 0 0 0 O 0 0 O 0 0 Y2 |

Ejemplo 2.1.3. Si w = (6,5, 2):

Yt Y2 Y45 Y46 Y41 Y60 Ys Y6 Y21 Y28 Y29 Y15 Yie
Ys Ya Y48 Y49 Y50 Yol Y7 Ys Y30 Y31 Y32 Yir Y18
0 0 wys1 ys2 Yss Ye2 Yo Y10 Y33 Y Y3s | Yo Y20
0 O wysa ¥Ys5 ¥Ys6 Y63 | Y11 Y12 Y3 Y37 Yss | Y21 Y22
0 0 wys7 ¥yss ¥s0 Yea | Y13 Y14 Y30 Y40 Y41 | Y23 Y
0 0 0 0 0 wys 0 0 ya2 Y43 Yaa | Y25 Y26
K=10 0 0 0 0 O Y1 Y2 Y45 Y46 Y47 Ys Y6
o0 0 0 0 0 Ys Y4 Y48 Y49 Y50 Y7 Y8
o o0 0 0 0 0 0 0 wys1 ys2 ys3 Yo Y10
o0 0o 0 0 0 0 0 wysa ¥ss ¥Ys6 | Y11 Y12
6c 6o 0o 0 0 0 0 wys7 yss Yso | Y13 Y14
0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 Y1 Yo
0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 Ys  Ya |

Definicién 2.1.4. Observemos que si usamos la notacion introducida en
la Definicion [LT.9y el Lema [[LT.12 la matriz K de la proposicion anterior
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puede escribirse en la forma:

Kl,l I?IQ . I:(I,T
@ K272 e KQJ

K=1| . 7 _ (2.9)
0O .. 0 K,

siendo cada K ; una matriz particionada por bloques, con la misma matriz
K} e Ms,_,,(F) repetida d,_;, veces en la diagonal, es decir,

K, ...

_ 0 K|

Kiy=1| . .7 (2.10)
0O .. 0O K|

Recordando la particion conjugada del Lema[L.I.12] més el hecho de que
Sy i1 =7 s, y como se obtiene K a partir de K7, es facil deducir
que KJ’- puede escribirse como:

Ko
0 K

Ki=| 7 | € Ms._,,(F), (2.11)
0 ... O K"

T—j+1
donde K7 € M, (F).

Ejemplo 2.1.5. En el EjemploR2.1.2l 7=3, 51 =1,50=2,53=1y

Y2 Ysa Y16 Y28 K{’ o
Ky = 8 g Y5 Y K O Kj ...|,
Y7 Ys Y23 0O O K
0 0 0 wyn 3
N Y2 Y5 Yie K"
Koo=10 w ys | =K;= {@1 K//:| ;
0 y7 s 2
B Y2 | v1 | Yo Ky ...
K3,3 = 0 Y2 Y1 @ Ké y Ké = K{I,
0 0 Y2 O 0 Kj
KY@%-%=P”? Ky = [yu]

Yr Ys



2.1 - Definiciones y descripcion 39

Proposicion 2.1.6 ( [26]). Sea A € M, (F) tal que tiene un wunico valor
propio con caracteristica de Weyr w = (wq, ..., wa,) y W € M, (F) su forma
reducida de Weyr. Entonces:

dim Z(A) = dim Z(W) = (w1)* + ... + (wa,)*. (2.12)

2.1.2. Centralizador de una matriz de Jordan

[gual que antes consideraremos el caso en que J € M, (F) tiene un tnico
valor propio A\. Como en apartados anteriores escribiremos su caracteristica
de Segre como a = (ay,...,q, ). Es bien conocido que las matrices 7' €
Z(J) pueden describirse a partir de las matrices de Toeplitz.

Definicion 2.1.7. (1) Recordemos que una matriz de Toeplitz triangular
inferior, T; € M;(F), es de la forma:

) T 0 ... 0
CFZ‘ _ T3 T 1 ... 0 ) (213)
| r; Tji—1 TLi—2 ... X1 i

(2) Para ¢ > j, llamaremos “Down Toeplitz Matrices” (DTM) las de la

forma:
[0 0 0 0 ]
0 0 0 0
) T 0 ... 0 € Mixj (F) (214)
| Tj Tj-1 Tj—2 ... T1 i

(3) Para i < j, llamaremos “Left Toeplitz Matrices” (LTM) las de la
forma:
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€ My;(F)  (2.15)
L Ty Tiji—1 Ti—2 ... T1 0 ... 0 i

Teorema 2.1.8 ( [15]). Sea J € M, (F) una matriz de Jordan con un dnico
valor propio \ y caracteristica de Segre a = (ay, . .., a, ). Con las notacio-
nes de la definicion anterior, podemos escribir T € Z(J) en la forma:

T1 1 Ce Tl,wl
T (2.16)
Toia oo T

donde los bloques T; j € My, xq,(F), 1 <4,j < w; son:
1. Svi=j, entonces T;,; es una matriz de Toeplitz triangular inferior.
2. Sii <y, entonces T; ; es una DTM.
3. Sii> j, entonces T; ; es una LTM.

A partir de la notacién introducida en la Definicion [[LT.9, podemos con-
siderar una reagrupacion de los bloques uniendo los que tienen el mismo
tamano con lo cual obtenemos la siguiente caracterizacion de la matrices

TeZ(J).

Corolario 2.1.9. Sea J € M, (F) una matriz de Jordan con un unico valor
propio A y caracteristica de Segre a = (v, ..., ay, ). Con las notaciones de
la Definicion 1.9, podemos escribir T € Z(J) en la forma:

T= oo , (2.17)

donde cada submatriz T” € My s,xn;s;,(F) para 1 <d,j < 7 estd particio-
nada en s; X s; bloques del tipo:

1. Sii=j, entonces TH estd particionada por bloques en matrices Toe-
plitz triangular inferiores.
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2. Si1 < j, entonces Tu estd particionada por bloques en matrices DTM.

3. Sii > j, entonces T” estd particionada por bloques en matrices LTM.

Observacion 2.1.10. Observemos que en el teorema anterior, los coeficien-
tes de los bloques Toeplitz son independientes entre los distintos bloques.

Ejemplo 2.1.11. Para a = (5,2,2,1),

11 Tio Ti3 T14
T — Ty T2 T3 T4 _
13,1 T3 133 13,4
Ty Thyo Ty Ty
[ 2y 0 0 0 O 0 0 0 0 0 7
zo 1 0 0 O 0 0 0 0 0
r3 X9 x1 0 0 0 0 0 0 0
ry T3 Ty x1 O zg O rzg 0 0
. Ty Ty T3 T2 I T7 T Tg Tg T10
N T11 0 0 0 0 13 0 T15 0 0
2 z;p 0 0 0 T4 T13 Ti6 T15 T17
18 0 0 0 0 20 0 T2 0 0
9 g 0 0 0 Ta1 T20 Loz X232 To4
L L25 0 0 0 0 26 0 To7 0 Z2g |
Para este caso tenemos que:
[z, 0 0 0 0 0 O 0 O
zo 1 0 0 O 0 O 0 0
T171 = |3 To X1 0 0 s TLQ = 0 0 0 0 s T173 =
Ty T3 9 21 0 zg 0 zg 0
| T5 L4 T3z T2 In T7 Te Tg Ty
—1’11 0 0 0 O-I ’71’13 0 15 0 -‘
= T2 xyp 0 0 0 T T4 T13 Ti6 T15 T
T271 N rig 0 0 O OJ ’ T272 - \:’L‘Qo 0 Tos 0 J ’ T2’3 -
| T19  T18 000 To1 20 To3z T2z

Typ=1[xes 0 0 0 0], Tso=[xe6 O | zor 0],

T3,3 = [56’28] .
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Ejemplo 2.1.12. Sea « definida en el Ejemplo [LT.ITl Las matrices T €
Z(J) son de la forma:

Tl,l Tt T1,6 Tl,l TLQ T173
= : = |Thy Tho Ths|,
Te,1 Te6 T31 T32 T33
donde
T, = Tvi Tip Ty, = T's Ty Tip
’ Ton Tool|’ ’ Toz 1o Top

To T 0 Ty X4 0 g 0 Zog 0 T11 0 0
T3 Ty X1 Te Ty T4 xrg X7 | Tio T9 | Ti2 T11 | T13
14 0 O zy; 0 O 0 0 0 0 0 0 0

15 T4 O 18 T17 0O To0 0 T 0 To4 0 0

T16 T15 TL14 | 19 T18 X17 | T21 T20 | T23 T22 | Tos T24 | T2

T = Tor 0 0 29 0 0 T3 0 33 0 T35 0 0
Tog oy 0 | T30 To9 O | 32 31 | T34 X33 | T3 T35 | T37
T38 0 0 40 0 0 T42 0 T44 0 T46 0 0
39 T3g 0 | wa1 a0 O | 243 Tuo | Tus Tas | Tay Tae | Tas
T49 0 0 T51 0 0 T53 0 55 0 Ty7 0 0
x50 a9 0 | Ts2 w51 O | Z54 53 | Ts6 X5 | T Tsr | Tsg
o 0 0 Jwer 0 O [@e2 O | 263 O | 264 O | 265 ]

A partir de esta descripcion puede calcularse la dimension de Z(A).

Proposiciéon 2.1.13 ( [15]). Sea A € M, (F) tal que tiene un tnico va-
lor propio con caracteristica de Segre a = (ay, ..., ). Entonces, si J €
M, (F) es su forma reducida de Jordan:

dimZ(A) =dimZ(J) = oy +3a2 + ... + (2w; — 1), - (2.18)

2.1.3. El centralizador como deformacién miniversal

En este apartado presentamos la interesante propiedad de Z(A) de ser
una deformacion miniversal de A’ en el sentido de Arnold (ver la Subsec-

cion [[LT.4).
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En efecto, con las notaciones de la Subseccion [LT4, veamos que Z(A?)
es el subespacio normal a O(A) con respecto a un cierto producto escalar,
y por tanto verifica la condicién de miniversalidad del Teorema [[.1.27]

Proposicion 2.1.14 ( [I]). Dada Ay € M,(R) una matriz con polinomio
caracteristico totalmente descomponible. Si denotamos por Ty O(Ag) el
espacio tangente a la orbita de Ay en p(0) = Ag y por Nyu©yO(Ao) el espacio
normal con respecto al producto escalar:

(A, B) = traza(AB"). (2.19)
Entonces:

(a)
T,0)O(Ao) = {(SAg — AoS, S € T1,G}. (2.20)

(b)

NoO(Ag) = {Y e M : AlY — Y A) =0} = Z(4)). (2.21)

Una primera consecuencia es la dimension de las clases de semejanza (u
orbitas).

Corolario 2.1.15. Para toda A € M, se tiene:

T

dim O(A) = dim(Z(A)) = Y (a(i, 1) + 3a(i,2) + ... + (2m; — Da(i, my)),

i=1
donde (a(i,1),...,a(i,m;)), 1 <1i <r, esla caracteristica de Segre del
valor propio A1, ..., A, correspondiente.

Mas en general, Z(A;) da una deformacion miniversal de Ay ya que cla-
ramente, N0y O(Ap) es minitransversal a O(Ag) en Ay (ver Teorema[[.T.27).

Corolario 2.1.16. Si {vy,...,v4} una base de Z(AL), la deformacion
d
@:RT— M, o(t)=A+ Ztivi (2.22)
i=1

es una deformacion miniversal de Ay.

Ejemplo 2.1.17. Si consideramos

00
=110 ]
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entonces
|t 0
ZJ) = [ ta 4 ]

y por lo tanto una deformacion miniversal de J es:

ty 1
e =[5 2]

2.2. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DEL CEN-
TRALIZADOR

En esta seccion vamos a dar una formula para calcular el determinante
de cualquier matriz T' € Z(J). Partimos del determinante de matrices K €
Z(W), ya que siendo matrices triangulares superiores por bloques podemos
encontrar una expresiéon mas simple para su determinante. En particular,
podremos caracterizar los elementos de Z*(W) y de Z*(J).

Lema 2.2.1 ( [I0]). Sea K € Z(W), con W una matriz de Weyr con un solo
valor propio y con caracteristica de Weyr w. Entonces, con las notaciones
de la Definicion [L.1.9:

det K = (det K7)™ -- - (det K!')"" (2.23)

En particular, este determinante solo depende de s = s2+ ...+ s> variables.

Demostracion. A consecuencia de la Definicion 2.1.4] es inmediato ver que
det K = det K - - -det K, = (det K])% - (det K)% =

= (det K - - -det K")¥ (det K - - -det K”_ )% 1. . (det K])" =
= (det K{)™ ---(det K)"".

O

Ejemplo 2.2.2. Continuando con el Ejemplo 2. T.2] tenemos que:

2
det K = (y2)° - (det { Ya U5 }) Y11 (2.24)
Y7 Ys
Ejemplo 2.2.3. Para el Ejemplo 2. T.3:
2
3 Y51 Ys2  Ys3
det K = (det |: zl 32 :|) - | det Ysa  Ys5  Yse * Y65 - (225)
3 Y4

Ys7 Y58 Ys9
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Observacion 2.2.4. La funcion det A, A € M, (F), puede ser interpretada

como una funcién:
D:F” —TF. (2.26)

Dada una matriz de Weyr W € M, (F), hemos visto en la Subseccion [Z1.1]
que su centralizador Z(W) es un subespacio vectorial de M, (F) que pue-
de parametrizarse con d(= dim Z(W) = (w)* + ... + (wa,)?) variables
Y1, - - -, Yq. De hecho, el Lema[2.2.1] establece que el determinante de las ma-
trices K(y1,...,y4) € Z(W), no depende de todas las variables, sino que
depende solo de s = s? + ...+ s2 de esas variables: y;,,..., ¥, 1 <1 <
... <1ig < d. Es decir,

detK<y17"'7yd):D|S(yi17"'7yis)7 (227)
siendo S ={(y1,...,94): =0 si @iy, ... 05}
Vayamos ya con las matrices 7" € Z(J). Empezaremos estudiando el

determinante de las submatrices T}, 5 (ver Teorema 2.1.9) que corresponden
a los bloques de Jordan de un mismo tamano:

1,1 1,85 ,J
B 7 0... 0
7 . . . ij o . . . o
T = : . : , donde Tnkj = : . : 1 <4, 5 < s,
sk71 SkySk Z,] /Lv]
Y Tpl Ty

donde, para simplificar la notacion, hemos omitido en las variables el cuarto
subindice k indicativo del bloque. En el Lema[2.2.6] vamos a dar una formula
para det T}, ;. El siguiente ejemplo nos va a servir para ilustrar el proceso
de induccién que usaremos en su demostracion.

Ejemplo 2.2.5. Si a = (3,3,2,2,2, 1), nos restringimos a los dos primeros
bloques, entonces n; = 3, s; = 2. Por lo tanto para cualquier T' € Z(/J),
Ti,1 puede escribirse como:

11 1,2 7
x 0 0 T 0 0
L1 L1 L2 12
Ty Iy Ty Xy
11 11 11 12 12 1.2
T — Ty Ty Ty Ty Ty Xy
11 = 5T 7.2
x] 0 0 ] 0 0
21 .21 22 .22
Ty Iy Ty Xy
21 21 21 22 22 22
Ty Ty Xy T3 Ty Xy

Si aplicamos dos veces la formula de los menores complementarios de La-
place, obtenemos:
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1,1 1,2
i 0 i 0
BT MEIS L2 12 R
detTi;=det | "3, "3, |-det |[ 51— R — = (det| 31 "3
T T T 0 T 0 T T
1 1 1 1 1
21 21 292 29
Ty Iy Ty Xy

Lema 2.2.6 ( [10]). Usando la notacion anterior:

1,1 1,55 n
:El LIRS :El
det(Tpp) = | det | = - (2.28)
it gt

En particular, este determinante sdlo depende de s variables.

Demostracion. Aplicamos induccién sobre ny. Si np, = 1 entonces,

1,1 1,5k 1,1 1,5k

T, R R

Top=| + . = S
Syl SkySk Sky1 Sk Sk

17 oo T4 T, N

y por lo tanto
1,1 Lsk
xl . .. xl

det (Tk,k) = det

Sk, 1 Sk,S
[

Si ng > 1, aplicamos la féormula de expansion generalizada de Laplace como
en el Ejemplo 2.2.9]

xi’l . x}’s’“ T,illl,l . Té,’jfl
det T]ﬁk = det e - det - ’
pt L ae T, Tk
:L”lj 0... 0
donde T,i’kj_l = : o, 1<, < sy
9L g

y el resultado sigue de manera inmediata por hipotesis de induccion.
O

Para el caso general, usaremos el Lema 2.2.T] y més concretamente la
Observacion 2.2.41



2.2 - Determinante de una matriz del centralizador 47

Teorema 2.2.7 ( [10]). Sea T € Z(J), con J € M,(F) una matriz de
Jordan con un tnico valor propio. Con las notaciones del Teorema [2.1.9,

tenemos B -
detT =detT;---detT, ., (2.29)

donde cada detT;;, 1 < i < 7, puede calcularse usando el Lema 226, En
particular, det'T' solo depende de las diagonales de los bloques cuadrados.

Demostracion. Sea W la forma canonica de Weyr de J y P la matriz de

permutacion tal que W = P'JP. Entonces T € Z(J) puede expresarse

como T'= PK P, para un cierto K € Z(W). Con ello, las variables 1, . . .,

que hemos utilizado para parametrizar las matrices T' € Z(J) coinciden,

salvo permutaciones, con las yy, ..., que parametrizan las K € Z(W). En

la Observacion 2.2.4 hemos visto que se requieren exactamente s = (s1)% +
-+ + (s,)? de dichas variables. Por lo tanto podemos escribir

det T'(xy,...,xq) = D(z4y, ..., 3i,), (2.30)
pero no con menos de s variables. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que las variables (z1,...,x4) estan ordenadas de manera que las d’
primeras z1,...,Tqs son precisamente aquellas que aparecen en los bloques
diagonales 17 1,...,T,, de T. Entonces, si definimos Z’(J) C Z(.J), como:

ZI(J):{T<SL’1,,.T(1/,0,,O) EZ(J)}, (231)

es evidente que es un subespacio vectorial d’—dimensional. Sus elementos
T" € Z'(J) son de la forma:

Tor ... 0
T = oo e Z(J). (2.32)
0 Y
Por lo tanto:
det T(z1,...,24,0,...,0) =det Ty ---det T} ., (2.33)
y a consecuencia del Lema
det T(x1,...,24,0,...,0) = D(zj,...,2;,), (2.34)

con1<j;<...<j,<d.
Si comparamos (2.30) y ([2:34), se sigue que
{zi,...,zi.} ={xj,...,2;.} y D=D. (2.35)
Por lo tanto: B B
det T'(zy,...,xq4) =det Ty ---det T’ ;. (2.36)
O
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Ejemplo 2.2.8. Si J es una matriz de Jordan con valor propio A y carac-
teristica de Segre a = (3,3,2,2,2,1). Entonces, cualquier T' € Z(J) es de

la forma:
[ 2y 0 0 T2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
T15 I 0 T17 T2 0 49 0 I51 0 53 0 0
Tie T15 L1 18 T17 T2 Ts0 T49 T52 Ts51 Ts54 T53 T55
z3 0 0 zg O 0 0 0 0 0 0 0 0
19 T3 0 21 Ty 0 I56 0 I58 0 60 0 0
To0 X19 I3 T22 T21 X4 T57 Ts6 T59 58 Te1 L6 T62
T= 32 0 0 T34 0 0 x5 0 Te 0 xT7 0 0
xr33 x32 0 35 x34 0 Tog s T4 g Tos X7 T3
36 0 0 38 0 0 xTs 0 ZT9 0 10 0 0
x37 236 O r39 x3g 0 T2 T8 Tor Xy Tog T10 | Tea
40 0 0 T 492 0 0 I11 0 I12 0 13 0 0
xg1 w40 O 43 x42 O T9 T11 T30 T12 31 T13 Z65
| T44 0 0 T45 0 0 T46 0 T47 0 T48 0 T14
Observemos que d =65, d =31y s =7 + 53+ 52 =22 +32+ 1% = 14.
Entonces, detT' =
[z 0 O zo 0 O 0 0 0 0 0 0 0 ]
0 =1 O 0 zo O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 =z 0 0 = 0 0 0 0 0 0 0
z3 0 O zy 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 z3 O 0 z4, O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 =x3 0 0 =4 0 0 0 0 0 0 0
=detf O 0 O 0 0 O z5 O zg O zr 0 0
0 0 O 0O 0 O 0 x5 0 ¢ 0 7 0
0 0 0 0 0 0 xIs 0 T9 0 T10 0 0
0 0 0 0 0 0 0 xTs 0 ZT9 0 10 0
0 0 0 0 0 0 11 0 19 0 T3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 11 0 X192 0 13 0
| 0 0 O 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 T4
3 Ts T XTr
= <det [ R }) ~ldet | zg x9 w10 (214)
T3 T4
T11 Ti2 T13

Observacién 2.2.9. Para el caso general de varios valores propios, recor-
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demos que, si

(A1)
J= (2.37)
i J(Ar)
T
y T € Z(J), entonces T' = ,con T; € Z(J(N\;)). Ast pues,
T,
tenemos que )
detT' =detT) -...-detT), (2.38)

donde cada det T; puede calcularse mediante el Teorema 2.2.71

2.3. DESCRIPCION DE LAS IMAGENES POR LAS
MATRICES DEL CENTRALIZADOR

Si F' C End(E) es un subespacio vectorial, entonces para cada v € E,
el conjunto {g(v)|g € F'} C E es un subespacio vectorial. En particular,

{9(v) g€ Z(f)} (2.39)

es un subespacio vectorial para cada f € End(F) y v € E fijos. Tal como
hicimos notar en el Capitulo 1, por abuso de notacion escribimos para cada
base de E:

{9(v) g e Z(f)} ={Bv|Be Z(A)}, (2.40)

con lo cual,
{Bv|Be Z(A)} ={Kv|KeZW)}={Tv|T € Z(J)}, (2.41)

donde W € M, (F)y J € M,(F) son las formas canénicas de Weyr y de
Jordan de A € M, (F), respectivamente.

Nuestro primer objetivo es describir tales subespacios cuando v pertene-
ce a una base de Jordan. En segundo lugar, lo aplicaremos para determinar

U BVv={BVIBeZ(A)} ={Bv|veV,Be Z(A)}, (242
BeZ(A)

cuando V' C E es un subespacio marcado de la forma V(ky,..., k,,) con
ky > >k, > 0.

Ya hemos visto que podemos reducirnos al caso en que A € M, (FF) tenga
solo un valor propio A\. Ademas, a consecuencia del siguiente lema podemos
considerar que A = 0.
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Lema 2.3.1. Sea A € M, (F) y A € F cualquiera. Entonces, se cumple que:
Z(A)=Z(A-=\,) (2.43)
Demostracion. En efecto,
BeZ(A-\,) < (A= )\,)B=B(A-)\],) <

& AB=BA<+ Be Z(A).

2.3.1. Descripcion de las imigenes de un vector

Nuestro objetivo en esta subseccion es describir el subespacio vectorial
{Bv|B € Z(A)} cuando v es uno de los vectores de la base de Jordan.

Observemos que, si A € M, (IF) es una matriz nilpotente con caracteris-
tica de Segre o = (aq,...,u,) ¥

uj, Auy, .. .,Aafluj, 1 <75 <wy,
es una base de Jordan de A. Entonces, de forma inmediata tenemos que:
1. {Buj|B e Z(A)} C ker A%.
2. {BA'u;|B e Z(A)} C A'(ker A%) =Im A" Nker A%~

Demostraremos la inclusion contraria mediante las matrices de Z(W).
Empezamos con un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos una matriz de Weyr W nilpotente con w =
(4,3,1,1,1). Entonces, toda K € Z(W) es de la forma:

[ Y2 Y15 Y16 Yos Y1 Yor W7 Y10 Ys Y18 |
0 w1 ys Yo 0 Y20 Y= 0 Yo Y22
0 wyr ws w3 | O wou o5 0 Yo | Y26
0 0 0 wyn 0 wyi2 i3 0 0 Y14
0 0 0 0 Y2 Yis Yie n Y10 Ys

=109 0 0 00 g v | 0| 0 | g > %EE

0 0 0 0 0 Y7 Ys 0 0 Y9
0 0 0 0 0 0 0 Y2 Y1 Y10
0O 0 0 0 0 0 0 0 Y Y1

L 0 0 0 O 0 0 0 0 0 Y2 |
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Las bases de Weyr resultan de reordenar las de Jordan en la forma:
Wy, Wy, Wus, wg; Wauy, ug, us; Wuy; Wug; uy
de manera que:
height (u;) = 5, height (us) = 2, height(us) = 2, height(uy) = 1.

Observemos que si consideramos el conjunto de todas las imagenes de
uno de sus vectores cuando K recorre Z(W) tenemos que:

{Kuy| K € Z(W)} =V (4,0,0,0,0),

{Kus| K € Z(W)} =V (4,3,0,0,0),
{KWus| K € Z(W)} =V (3,0,0,0,0),

{Kuy | K € Z(W)} =V (4,3,0,0,0),

{KWuy | K € Z(W)} =V (3,0,0,0,0),
{Ku, | K € Z(W)} =V (4,3,1,1,1),
{KWu, |K € ZW)} =V (3,1,1,1,0),
{KW?u, | K € Z(W)} =V(1,1,1,0,0),
{KW3u, | K € Z(W)} =V(1,1,0,0,0),
(KW, | K € Z(W)} =V(1,0,0,0,0).

Lema 2.3.3. Sea W € M,,(F) una matriz de Weyr nilpotente, & = (o, ..., ay,)
su caracteristica de Segre y

Uj, 1§j§w1,

los vectores generadores de una base de Jordan de W. Entonces, se cumple
que:

1. {Ku; | K e Z(W)} =ker W%, 1<j<w.

2. {KW'u;|K € ZW)} = Wilker W) =Im W' Nker W~ 1< j <

wl,lgigaj.
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Demostracion. Sea w = (wy,...,w,s,) la caracteristica de Weyr de W'y
j € {17...,(,()1}.

1. Como ya hemos dicho, una inclusion es trivial, con lo que bastara la
igualdad de dimensiones. Por definicion:

dimker W% = w; + ... + wa,. (2.44)

Las imagenes Ku; corresponden a los bloques arbitrarios P, Q) de la
Proposicion 2T Tly por tanto su dimension es el nimero de parametros
que aparecen en dichas columnas (ver Ejemplo 2.3.2), asi pues:

dim{Ku; | K € Z(W)} = w1+ ... + Wa,. (2.45)
2. Demostramos la inclusién no trivial:
v € Im Wi Nker W' = {
por lo tanto tenemos que w € ker W% y por el apartado anterior
w = Ku; para algin K € Z(W).
O

Se sigue, por tanto:

Teorema 2.3.4. Sea A € M,(F) una matriz nilpotente, o = (o, ..., ;)
su caracteristica de Segre y

Uj,AUj,...,Aajilu]', 1 Sjgwb
una base de Jordan de A. Entonces,
1. {Buj|Be Z(A)} =ker A%, 1 < j <w.

2. {BA;|B e Z(A)} = Al(ker A%) =TIm A'Nker A%, 1 < j < wy,
1 S 7 S Qj.

Observacién 2.3.5. Como ya hemos hecho notar, el resultado anterior ge-
neraliza a matrices A € M, (F) con un solo valor propio A no necesariamente
nulo:

{B(A—\L,)"u;| B€ Z(A)} =Im (A - \,) Nker(A— \,)*". (2.46)

_ Podemos reformular estos resultados en términos de los subespacios
V(ly,...,l, ) introducidos en la Definicion [[L2.24]
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Corolario 2.3.6. En las condiciones del Teorema[2.3.4), sea w = (w1, ..., wa,)
su caracteristica de Weyr. Entonces:

{BA'; | B € Z(A)} = V(wit1, - -, Wa;,0,...,0), (2.47)
donde j=1,...,w1yi=0,...,0; — 1.

Demostracion. Fijamos j y aplicamos induccion sobre i. Para i=0, el resul-
tado es consecuencia de la Lema 2.3.3. Suponiendo el resultado cierto para
1 — 1, también se cumple para i:

{BAw;|B € Z(A)} = A{BA"'u;, B€ Z(A)} =

=A(V(wi, ..., wa,;,0,...,0)) = V(wit1, ... ,Wa;,0,...,0)

O

Nos interesa reformularlo también en términos de los subespacios V (ki . . ., ky,)
introducidos en la Definicion [[L2. 27k

Ejemplo 2.3.7. En las condiciones del Ejemplo 2. 1.12] es decir, a =
(3,3,2,2,2,1) y considerando una base de Jordan

2 2
{ula JUl, J Uy, Uz, Ju27 J Uz, Uus, Ju?n U4JU4, Us, JU5, uﬁ} .

Entonces:

{TU3|TE Z(J)} == 31 :V(272a272a271)a
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(TJus | T € Z(J)} = 0 =V(1,1,1,1,1,0),

En general,
Corolario 2.3.8. En las condiciones del Teorema[2.3.,

1.
{BUj | B e Z(A)} = V(Oéj, ces OGO, - .,Oéwl) (248)

donde j =1,...,w;.
2. Fijado j € {1,..., w1}, para cada 1 < i < «; se tiene:

, ()
{BAZU]"BG Z(A)} IV(O&j—i,...,()éj—i,Oéj+1—i,...,()éwl —Z)

Demostracion. Basta observar que ker A% esta formado por los vectores de
las primeras o cajas para las primeras j columnas y los de las columnas
enteras para el resto. Esto es, los vectores:

V(Ozj, A .,O[j,Ozj_H, .. ~7aw1)-

Corolario 2.3.9. Para 1 <j<w; y1<k; <aqj:

. ()
BV I B € Z(A)} = Vky, . kg — g + Ky oy — g + k).
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2.3.2. Descripcién de la imagen de un subespacio mar-
cado

Como ya hemos anunciado, vamos a aplicar los resultados de la subsec-
cion anterior para calcular

{BV|B € Z(A)} ={Bv|veV, Be Z(A)}, (2.49)

cuando V' C E es un subespacio marcado de la forma V' (ky,..., k,,) con
ky > -+ >k, > 0. Remarcamos que, en general, si consideramos subespa-
cios vectoriales V' C E'y F' C End(F), entonces el conjunto

J{fw)lveV, feF}cE (2.50)

no es necesariamente un subespacio vectorial.

Lema 2.3.10. Dada W € M, (F) una matriz de Weyr nilpotente con ca-
racteristica de Weyr w = (w1, ...,wa, ), entonces :

{EV, K e z0W)} = V(way,—j41s -+ s Way, 505+, 0), (2.51)
donde f/li, 1 <j <o, 0<L I <wjescomo en la Definicion [1.2.2]) y
a=(aq,...,a,,) es la caracteristica de Segre de W.
Demostracion. Recordemos que
f/li = span{W™ Juy,, ..., Walfjulj},
y aplicando el Corolario 2.3.6] tenemos que:

(KW Iy | K € ZW)} = V(Way—jsts - s Ways 0, ., 0),
{KWQQ*J‘UQ ‘ K ¢ Z(W)} = V(wtm*]”rl? <oy Wag ) 07 ceey O)v

{KWalj*julj |K e Z(W)} = f/(walj_jﬂ, e ,walj,O, ..., 0),

yalsera; > ag > -+ > ay;, entonces Wy, < - < We, quedando demos-
J
trado el lema. O

Teorema 2.3.11. Sea A € M, (F) una matriz nilpotente.

1. iV C E es un subespacio vectorial marcado de la forma V =
V(ki, ..., ko), k1 > -+ > kg, , entonces también:

L H{BV|B € Z(4)} € Mark(A). (2.52)
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2. Mas explicitamente, si:

V=V, k) =V, .. la), (2.53)

conly >1ly>--->1, >0, ysiqg=max{j|l; # 0} entonces:

KV, 1) [ K € ZW)} = Vimg, ... my), (2.54)
donde w = (w, ..., wa, ) €s la caracteristica de Weyr de A y:
m; = méx{wali  Way, ~15 - - - ,walq,(q,i)}, (2.55)

o equivalentemente:
m; = wj,, conj; = min{ay,, aq,,, — 1,...,0q, — (¢ —17)}.  (2.56)

Demostracion. Basta demostrar 2. Como consecuencia del lema anterior,
sabemos que:

UKV K € Z(W)} = V(wa,,,0,...,0),
U{K‘;}z | K e Z(W)} = V(Wal2—1awa12707 . ~70)7
U{K‘zg | K e Z(W)} = ‘7<w0¢13*27w013*17wa13707 - -70)7

VI IK € ZOW)} = V(@ay, 41,5y, 0, 0),

U{K‘z:; | K e Z(W)} = f/(wazal —ag+1y - 7w0¢za1 )7

de lo cual resulta el teorema de forma inmediata.
O

Ejemplo 2.3.12. Si consideramos W € M, (F) como en el Ejemplo 2.T.3]
donde w = (6,5,2) y por lo tanto a = (3, 3,2,2,2,1). Entonces:

(H{EV(4,1,0)| K € Z(W)} = V(Way, Wy, 0) =
= V(wy,ws, 0) = V(5,2,0).

Maés en general, w,, resultan:

w
[\]
[\]
[\]
—_

o
Woy | 21215151516




Capitulo 3

Subespacios hiperinvariantes

3.1. SUBESPACIOS HIPERINVARIANTES Y CARAC-
TERISTICOS

3.1.1. Antecedentes

Existe una larga literatura sobre la existencia de subespacios invariantes
comunes a dos o mas matrices. Asi, ya en 1878, F.G. Frobenius en [13]
demuestra que dos matrices que conmutan tienen subespacios invariantes
comunes; en 1930, N.H. McCoy en [23] demuestra que dos matrices que casi-
conmutan (esto es, que conmutan con su conmutador) tienen subespacios
invariantes comunes. Para el caso de vectores propios comunes, en 1984 D.
Shemesh enuncia el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 ( [34]). Dos matrices A, B € M, (C) tienen un vector propio
comun st y solo si:

ﬁ ker[A*, B'] # {0}, (3.1)

k=1

siendo [,] el conmutador entre dos matrices, esto es [A, Bl = AB — BA.

En 1999, A. George en [14] publica un método que permite determinar
cuando para dos matrices A, B € M, (C) dadas, existe un subespacio inva-
riante comtin de dimension d > 1 con la restriccion de que al menos una
de las dos matrices tenga todos sus valores propios distintos. En 2001, M.
Tsatsomeros demuestra:

Subespacios hiperinvariantes y caracteristicos: Una aproximaciéon
geométrica 57



58 Subespacios hiperinvariantes

Teorema 3.1.2 ( [37]). Dos matrices A, B € M,,(C) tienen un subespacio
invariante comun de dimension d > 1 st y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Euxiste algun escalar s € C de manera que A + sl, y B + sl,, son
inversibles.

2. Las matrices d—compuestas de A y B tienen un vector propio comain.

En particular, si dos o mas matrices triangularizan simultdneamente,
tienen en comun una cadena completa de subespacios invariantes. En 1951,
M.P. Drazin, J.W. Dungey y K.W. Gruenbeig encuentran la primera condi-
cion necesaria y suficiente para que un conjunto de matrices triangularicen
simultdneamente:

Teorema 3.1.3 ( [9]). Una familia de matrices Ay, ..., Ay € M,(C) trian-
gulariza simultineamente si y sélo si:

p(Al, e aAk)[Au A]] (32)
es una matriz nilpotente para todo polinomio de k variables p(ti, ..., tx).
En los anos 70, T. Laffey demuestra:

Teorema 3.1.4 ( [19]). Dadas dos matrices A, B € M, (C) tales que rk[A, B]
1, entonces A y B triangularizan simultaneamente.

Posteriormente en [20] demostro, anadiendo una hipotesis adicional,
la triangularizacion simultanea de dos matrices A, B € M,(C) cuando
rk[A, B] = 2. En 1986, H. Radjavi demuestra:

Teorema 3.1.5 ( [28]). Una coleccion S de n x n matrices complejas tie-
ne una cadena de subespacios invariantes comunes si y solo si la traza es
permutable, esto es:

Tl"(Al e Ap) = TI‘(AJ(l) .. .Ao(p)), (33)
para toda p-tupla Ay, ..., A,, A; € S y toda permutacion o de {1,...,p}.

Por nuestra parte, estamos interesados en los subespacios que son in-
variantes para todas las matrices que conmutan respecto a una dada, tales
subespacios se denominan hiperinvariantes. La nociéon de subespacio hiper-
invariante fue introducida por primera vez en [§] en el ambito del analisis
funcional, determinandose subespacios hiperinvariantes para distintos tipos
de operadores. Anteriormente, en teoria de grupos se usoé la nocion de “fully
invariant” para denotar subgrupos invariantes para todos los endomorfismos
de un grupo.

<
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3.1.2. Definicién y caracterizaciones

Como en capitulos anteriores consideraremos f € End(E)y A € M, (F)
la matriz de f en una base dada. Igualmente, consideraremos sélo el ca-
so de endomorfismos que admiten forma candnica de Jordan (aunque las
definiciones que siguen son validas igualmente).

Definicién 3.1.6. Sea V' C FE un subespacio vectorial f—invariante (o
A—invariante) es decir, f(V) C V.

(1) Diremos que V es un subespacio A-hiperinvariante (o simplemente
hiperinvariante si la matriz A estd sobreentendida) si es invariante
para todas las matrices que conmutan con A, esto es, matrices que
pertenecen al centralizador de A, Z(A):

BV C V para todo B € Z(A). (3.4)

Escribiremos Hinv(A), para denotar el conjunto de los subespacios
hiperinvariantes.

(2) Diremos que V' es un subespacio A-caracteristico (o simplemente ca-
racteristico si la matriz A esta sobreentendida) si es invariante para
todas las matrices no singulares que conmutan con A:

BV C V para todo B € Z*(A). (3.5)

Escribiremos Chinv(A), para denotar el conjunto de los subespacios
caracteristicos.

La siguiente proposicion nos da ejemplos significativos de subespacios
hiperinvariantes.

Proposiciéon 3.1.7 ( [15]). Para todo N € T, la siguiente coleccion de
subespacios:

ker(A — \1,)¥, (3.6)
Im(A — \I,)*, (3.7)
k=1,2,..., son A—hiperinvariantes.

En particular, es obvio que:
Hinv(A) C Chinv(A) C Inv(A). (3.8)

Las condiciones para la igualdad vienen dadas en el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.8 ( [15]). Hinv(A) = Inv(A) si y sdlo si A es una matriz no
derrogatoria (esto es, dimker(A — \I,,) = 1 para todo valor propio A de A).

Ademés, cuando card(F) > 2, es decir, si F # GF(2), tenemos el si-
guiente teorema. La hipotesis F = GF(2) es fundamental como muestra el

Ejemplo B-IIQ el Capitulo 4 esta dedicado a describir los subespacios en
Chinv(A) \ Hinv(A) cuando F = GF(2).

Teorema 3.1.9 ( [2]). Si F # GF(2), entonces:
Hinv(A) = Chinv(A). (3.9)
Ejemplo 3.1.10. Si F = GF(2) y consideramos la matriz:

0
J:

Ol—= O O
oo O O
oo O O

1
0
0 |

En este caso las matrices T" que conmutan con .J son de la forma:

z; 0 O 0
p— | OV e aR)
Tr3 T2 X1 0

0 0 0 | =4

Y las matrices no singulares que conmutan con J son de la forma:

1 0 010
T2 1 0 0
Ty Ty 1 0 , I; € GF(Q)
0 0 01

Con ello es inmediato comprobar que el siguiente subespacio es caracteris-
tico:
V = {es +e4,e3}.

Pero no es hiperinvariante ya que para toda T" que conmuta con .J se tiene
que:
T(eg + 64) =x169 + To€3 + T4y,

en particular, para x1 = 1,2, = x4 = 0:

T(es+e4) =ex ¢ V.
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Como en capitulos anteriores podemos reducirnos a matrices A € M, (F)
con un solo valor propio (que ademés podemos suponer 0, esto es, matrices A
nilpotentes) gracias a la siguiente proposicién anéloga a la Proposicion 23]

Proposicion 3.1.11 ( [I5]). En las condiciones del Teorema [L11, todo
subespacio vectorial A—hiperinvariante V- descompone en una suma directa
de la forma:

siendo V' N E; hiperinvariante respecto a Ajg,.

Extendiendo esta descomposicién como sigue, se obtiene una primera
caracterizacion de los subespacios hiperinvariantes, que utilizaremos en el

Ejemplo B.1.10

Lema 3.1.12 ( [2]). (Caracterizacion mediante descomposiciones) Sea A €
M, (F). Entonces:

VeHnwA) e V=VnE)®...e(VNE,), (3.11)
para toda descomposicion de E de la forma:
E=E®...0 Lk, (3.12)
donde E; € Inv(A).

Ejemplo 3.1.13. Siguiendo con el Ejemplo B.I.10, para:

El — {615 €2, 63}7 E2 - {64} .

Se tiene que:
E\,Ey e lnv(J), E=E @ Es, (3.13)

V#VNE)® (VNEy) ={es}. (3.14)

Para una segunda caracterizacion de Hinv(A), clave para los capitu-
los siguientes, utilizaremos la notacion introducida en la Definicion [L2.271
Como ya hemos hecho notar, nos restringimos a matrices A € M,,(F) nil-
potentes. En el Teorema presentaremos una demostraciéon alternativa
(y notablemente mas sencilla) a la de [15].

Teorema 3.1.14 ( [15]). (Caracterizacion mediante tuplas) Sea A € M, (FF)
una matriz nilpotente con caracteristica de Segre o« = (av,...,qy,). Los
subespacios en Hinv(A) son de la forma:

Viki,. .. ko) (3.15)
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con:

-k > >a, —k, >0. (3.17)
En particular, si aj11 = «, entonces kjiq = k.
Ejemplo 3.1.15. En particular, se obtiene la Proposicion BT, ya que:

ker(A — A" =V (ky, ... ko), ki =min{k, o}
m(A - L) =V (ky,... ks,), ki=max{o; —k, 0}

Finalmente, relacionamos Hinv(A) y Chinv(A) con los subespacios mar-
cados referidos en la Subseccion 1.2.3. (vedse en particular, la Proposi-

cion [[2.23).
Corolario 3.1.16. Cualquiera que sea F y A € M, (F):

Hinv(A) € Mark(A). (3.18)
Teorema 3.1.17 ( [2]). Cualquiera que sea F y A € M, (F):

Hinv(A) = Chinv(A) N Mark(A). (3.19)

3.1.3. Propiedades estructurales

En esta subseccion senalaremos que el conjunto Hinv(A) es un reticulo
y resenaremos sus propiedades como tal.

Teorema 3.1.18 ( [12]). Hinv(A) es un reticulo que estd generado por los
subespacios ker(A — \I,)*, Im(A — \I,)*, k=1,2,....

Cuando A = J con un tnico valor propio, el reticulo Hinv(J) es isomorfo
al reticulo formado por el conjunto de las tuplas que cumplen las condicio-
nes del Teorema Ademaés tiene como elemento {0} la tupla trivial
(0,...,0) y como elemento unidad la tupla que denota la caracteristica de
Segre, esto es (aq, ..., 0, ).

Teorema 3.1.19 ( [12]). En las condiciones del Teorema[3.1.13), la aplica-
cion:

kv, ko) = Vik, . k) (3.20)

es un isomorfismo de reticulos.



3.1 - Subespacios hiperinvariantes y caracteristicos 63

Ejemplo 3.1.20. Para o como en el Ejemplo [[LT.11] las posibles tuplas no
triviales son: (1,1,0,0,0,0), (1,1,1,1,1,0), (1,1,1,1,1,1), (2,2,1,1,1,0),
(2,2,1,1,1,1), (2,2,2,2,2,1).

(3,3,2,2,2, 1) =F8

(2,2,2,2,2,1) = Ker J?

(2,2,1,1,1,1)=Im J + Ker J

/N

(2,2,1,1,1,0) =Im J (1,1,1,1,1, 1) = Ker J

N S

(1,1, 1,1, 1, 0)Im J N Ker J

(1,1,0,0,0,0)=Im J?

(0,0, 0,0,0,0)={0}

Ademas, para el caso general de una matriz A € M, (F) con polinomio
minimo anulador de la forma:

m(t) = (t — \)*ED (= \,)0D,
tenemos el siguiente teorema.
Teorema 3.1.21 ( [12]). Se cumple que:
1. Hinv(A) es distributivo y auto-dual.

2. Hinv(A) es finito y su nimero de elementos siempre estd comprendido
entre 2 y 2™.
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3. Hinv(A) es complementado (y por lo tanto un dlgebra booleana) si y
sdlo si m(t) tiene distintos factores irreducibles.

4. Hinv(A) es irreducible si y sélo sir = 1.

Cuando F # GF(2), en virtud del Teorema B.1.9, todos los resultados
anteriores son aplicables a Chinv(A).

3.2. SUBESPACIOS HIPERINVARIANTES UNIDIMEN-
SIONALES

Los subespacios hiperinvariantes de dimensién 1 son los vectores pro-
pios comunes a todas las matrices del centralizador de una matriz dada y
permiten un tratamiento directo sin necesidad de usar la caracterizacion
general mediante tuplas (Teorema B.I.T4). Ademés, la caracterizacion de
tales subespacios permite la obtenciéon de resultados parciales para el caso
de subespacios hiperinvariantes de dimensiones superiores que son generali-
zadas en la Seccion 3.3. Todo ello esta esencialmente recogido en [22], si bien
las demostraciones estan simplificadas mediante el uso de la forma canénica,
de Weyr siguiendo una sugerencia del Profesor Roger Horn.

3.2.1. Caracterizaciéon mediante la caracteristica de Weyr

Sea A € M,(F) una matriz reducible a una matriz de Jordan J €
M, (F). Tal y como hemos visto en el Capitulo 1, podemos limitarnos al
caso nilpotente. En el teorema siguiente se enuncia una condiciéon necesaria
y suficiente para que todas las matrices que conmmutan con A tengan un
vector propio comun.

Teorema 3.2.1. Sea A € M, (F) nilpotente con caracteristica de Weyr
w=(wi,...,Wa, ), entonces:

(1) Las matrices B € Z(A) tienen un vector propio comin si y sdlo si
Wo, = 1.

(2) En tal caso, el subespacio de los vectores propios comunes es f/(l, 0,...,0).

Demostracion. Podemos suponer A = W en forma de Weyr. Para denotar
una base asociada a W usaremos la notaciéon habitual.
Por el Corolario 2.3.6] tenemos que:

(KW ~tu; | K € Z(W)} = V(w0 0), (3:21)
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con lo cual, es inmediato que si w,, = 1, entonces W 1y, es un vector
propio para todas la matrices de Z(W).

Supongamos ahora que v es un vector propio para toda K € Z(W). En
particular Wv = 0 y por lo tanto:

v =MWy A, Wy

En particular, otra vez aplicando el Corolario 2.3.6)

{Kv|K € Z(W)} = V(wy,0,...,0), (3.22)
y por lo tanto, debe ser \y = --- = \,, = 0 y por el Corolario 2.3.6]
Wa, = 1. 0

Ejemplo 3.2.2. Si consideramos la matriz de Weyr:

2 0 1 0 0 0
0 210 0 0 0
0 0| 2 0 0 0
W=looTol = 1 [0 (3:23)
0 010 0 -1 0
| 0 0] 0 0 0 0 |
y escribimos {ej, 9, €3, €4, €5, €} una base asociada a esta matriz.
El centralizador de W es:
([ 1 X3 ) 0 0 0 i )
0 x5 T4 0 0 0
B 0 0 1 0 0 0 |
Z(W) = 0 0 0 v | 0| % eF (3.24)
0 0 0 0 T 0
(L 0O O 0 0 0 xg | )

Observemos que r =3, g1 =2, g =2, g3 =1 y:
w(l,1) =2,w(1,2) =1,
w(2,1)=1,0(2,2) = 1
w(3,1)=1.
Es pues inmediato ver que ey, €4, ¢g son vectores propios comunes a Z(W).

Corolario 3.2.3. Si A € M, (F) tiene mds de un valor propio, el nimero de
vectores propios comunes linealmente independientes para todas las matrices
de Z(A) es

card({i € {1,...,r}|w(i,q) =1}). (3.25)
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3.2.2. Caracterizacion mediante la caracteristica de Se-
gre

En el teorema siguiente se enuncia una condiciéon necesaria y suficien-
te respecto a la caracteristica de Segre para que todas las matrices que
conmutan con una matriz dada tengan un vector propio comun.

Teorema 3.2.4. Sea A € M,(F) una matriz nilpotente con caracteristica
de Segre a = (ay, ..., qy, ), entonces:

(1) Las matrices B € Z(A) tienen un vector propio comin si y sdlo si
wi =1 o bien
a1 > Q9. (326)

(2) En tal caso, el conjunto de vectores propios comunes es V(1,0,...,0).

Demostracion. Se deduce facilmente por conjugacion de particiones del Teo-
rema[B3.2.T] (para una demostracion auténoma ver [22]). En efecto, si se cum-
ple la condicion necesaria y suficiente del Teorema [3.2.1] esto es, w,, =1y
consideramos la particiéon conjugada de:

(Wy ey Way)

resulta la caracteristica de Segre:

(o1, .., )
y por lo tanto tenemos que:
w1 = 1
Wo, =1 & 6
a1 > Qg
O
Ejemplo 3.2.5. Si consideramos la siguiente matriz:
3 -1 1 -2 0 0 ]
1 1 -2 4 0 0
o 0 11 —-18 0 0
A=10 0 6 -10 0 o0 (3:27)
2 -1 8 —-14 -2 -1

| -3 4 17 30 2 1
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con forma de Jordan J y base de Jordan S:
2 0 0 0 0] 2 1 1 0 0 0 7
1 2 0 0 0 1 1 1 -1 0 0
0 0 2 0 0 G- 0 0 2 3 0 0
0 0 0 0 o\~ 0 0 1 2 0 0
0 0 0 -1 0 1 0 1 -1 -1
0 00 0 | 1 -1 -1 2 |
(3.28)
El centralizador de J es:
([ 0 0 O )
T T3 0 0
Ty 0 0
Z cx; €F 2
(J) 0 0 7 0 (T € (3.29)
0 0 T7 g
| 0 0 0 O

En este caso, r =3, m; =2, me =1, m3=11y:

Si una base asociada a J es:

\

a(2,1) =2,

a(1,1) =2,a(1,2) =1,

a(3,1) = 1.

w1, (A — 21g)ur 1, ur o, s, (A+ Is)ug, us .

Es inmediato ver que (A — 2/g)uy 1, (A + I)ua1, us; son vectores propios
comunes a Z(J) y haciendo el cambio de base correspondiente obtenemos

que:

_ o OO ==

son vectores propios comunes de Z(A).

(3.30)
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Corolario 3.2.6. Si A € M, () tiene mds de un valor propio, el nimero de
vectores propios comunes linealmente independientes para todas las matrices
de Z(A) es

card({i € {1,...,r}|mi=10om; > 1 ya(il)>ai,2)}). (3.31)

Observacion 3.2.7. Si consideramos solo dos matrices 171,75 € Z(J) que
tienen un vector propio comun v (es decir, Tyv = Av, Tov = pv para al-
gin A\, u € ), entonces T} y T tienen como vectores propios comunes
Ju, J?v, ..., J*v si JFv #£ 0.

Ejemplo 3.2.8. Consideremos la matriz J del Ejemplo y 11,1, €
Z(J):

2 0 0 0010
021 110010
0 0 4 0010
ﬂ_oo 0 00/ 0] (3.32)
0 0 0 0010
0 0 0 0 0] 0]
T -5 0 0100/ 07
0 -5 0]001]0
0 0 0] 00710
I = 0 0 0] 007]O0 (3.33)
0 0 08010
0 0 010070,

Es inmediato ver que Thu; 1 = 2uy; y que Thuy 1 = —5uy 1, ademas;
leul,l = JTluLl = 2JU1,1, T1J2U1,1 = J2T1u171 = 2J2U171, .
TQJULl = JTQULl = —5JU1,1, T2J2U1,1 = J2T2U/171 = —5J2U171, e

Corolario 3.2.9. Sea V un subespacio hiperinvariante d—dimensional, con
d > 2. Entonces, todas las matrices de Z(A) tienen un vector propio co-
min que pertenece a 'V si y sdlo si la restriccion de A sobre V' cumple las

condiciones del Teorema [3.2.4)

Demostracion. Podemos remitirnos al caso A = J matriz de Jordan.

Si consideramos {u1, ..., us} una base cualquiera de V, las matrices de
Z(J) en una base de F", {uq,...,uq,ugs1, ..., U}, son de la forma:
X; X
[Dﬂ;} X, € My(F), X5 € M,_4(F), (3.34)
3

con X, € Z(Jyv) y X3 € Z(Jje), siendo G un subespacio vectorial comple-
mentario V. U
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Ejemplo 3.2.10. Si consideramos la siguiente matriz:

2 0 ‘ 0 0
1 2100
J = 00 12 0 (3.35)
0 0 1 2
y escribimos una base asociada a J como:
u, (J = 20g)us 1, ua g, (J — 20)ug o
El centralizador de J es:
X1 0 ‘ ) 0
Trs I Ty T9 .
_ s <i< :
Z(J) PP 7 0 s, €F 1< <8 (3.36)
7 Xy rs Tg

Tenemos que V' = span{(J — 24)uy 1, (J — 2I4)u; 2} es un subespacio inva-
riante de dimension 2 para todas las matrices de Z(.J). Si consideramos la
base {(J — 21y)uy 1, (J — 214)uy 2, u11, U1 2}, las matrices de Z(.J) son de la

forma:
X, X,
EEA aam

Como Jjy = [ g g } y Z(Jyv) = {[ S } (T € F}, entonces no

T3 T4
existe ningin vector propio comun para las matrices de Z(Jjy) y por lo
tanto las matrices de Z(J) no tienen ningiin vector propio comin que esté
en V.

3.2.3. Ciriterios elementales para la existencia de subes-
pacios hiperinvariantes d—dimensionales

De las construcciones anteriores se deducen criterios elementales para
la existencia de subespacions hiperinvariantes de dimensiéon d > 2. En la
Seccion 3.4. obtendremos criterios generales.

Teorema 3.2.11. Con las notaciones de la Definicion [L.1.3, supongamos
que existe i € {1,...,r}, de manera que se cumple una de las siguientes
condiciones:

(i) mi=1ya(i,l)>d>2,

(1)) mi >1ya(i,1) > a(,2)+d, d > 2.



70 Subespacios hiperinvariantes

Entonces un subespacio hiperinvariante de dimension d es el generado por
(A — )\In)a(i’l)_dui’l, RN (A — )\In)a(i’l)_QuLl, (A — )\In)a(i’l)_lui71

Demostracion. Podemos suponer A = J en forma de Jordan. El subespacio
vectorial

(A — )\ijn)a(i,l)—dui’l’ RN (A — )\Z‘In)a(i’l)_QuLl, (A — )\Z’In)a(i’l)_lui71

es claramente un subespacio T;-invariante, donde T; € Z(J()\;)) y por lo
tanto es T-invariante para todo 7" € Z(J). O

Ejemplo 3.2.12. Si consideramos otra vez la matriz A en el Ejemplo [3.2.5]
la condicion (7) del Teorema [B.22.TT]se cumple para el valor propio Ay = —1.
Por lo tanto, el subespacio:

span{usa 1, (A + Is)uz 1}

es hiperinvariante. Mediante calculo directo podemos encontrar todos ellos,
como se recoge en la tabla siguiente.

span{ (A — 2Is)u1,1, u12}, span{(A — 2s)u1,1, (A + Is)uz 1},

span{ (A + Ig)ug 1, u31}

(A

d=2 span{ (A — 2/g)uy 1, us 1}, span{us 1, (A + Ig)ua},
(
(

span{ug 1, (A + Ig)us 1, us 1}

span{uy 1, (A — 2Ig)u1 1, u1 2}, span{ (A — 21g)uy 1, ui 2, (A + Is)ua;i },
d=3| span{(A — 2[s)ui1,ui2, usy},span{ (A — 20g)uy 1, (A + I)us 1, us 1},

span{ulvl, (A — 216)”1,17 ULQ, (A + ]6)U271},
span{um, (A — 2[6>U1,1, ULQ, U3,1},

d=14 span{(A — 2[6)U171, Uy2, U271, (A —+ [6)u271},
span{(A — 2Ig)u1 1, u1 2, (A + Ig)uz, usq},
span{(A — 2]6)71171, U1, (A + IG)'UQJ, U371}

span{uy 1, (A — 2Ig)uy 1, w12, a1, (A4 Ig)usq },
d=5 span{uy 1, (A — 2I)ur 1, ur 2, (A + Ig)ua 1, usq },
span{ (A — 21g)u1 1, w12, U2, (A + Ig)us1, us 1}

3.3. CARACTERIZACION GENERAL DE LOS SUBES-
PACIOS HIPERINVARIANTES

En esta seccion presentamos nuevas caracterizaciones de los subespacios
hiperinvariantes, que en particular permitirain demostrar facilmente la ya
conocida del Teorema [3.3.61
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3.3.1. Caracterizaciéon mediante la caracteristica de Weyr

Consideramos una matriz nilpotente A € M, (F) con forma de Weyr W
y escribimos w = (w1, ...,w,, ) su caracteristica de Weyr (la conjugada de
la de Segre o = (ay, ..., qy,)).

Para la caracterizacion de Hinv(A), es util considerar la notacion intro-
ducida en la Definicion [L2.24] en la cual denotamos como f/lj al subespacio
vectorial generado por los primeros [; vectores de la fila j-ésima del diagrama
de Young correspondiente, ademés recordemos que:

V(i la) = Vi @ @ V2

Lema 3.3.1. Dada una particion o = (aq,...,Q,,) y Su conjugada w =
(W1,...,Wa, ), entonces, para i =1,... aq, se cumple que:
Way, = Wi (3.38)

Demostracion. Por un lado tenemos que:
Wa,,, = #{l | aw >y, } > wi,
y por otro lado
ay, = #{l|lw > w} >i= Way,, < Wi
O

Usando la notacion anterior tenemos la siguiente caracterizacion de

Hinv(A):

Teorema 3.3.2. Sea A € M, (F) nilpotente, con caracteristica de Weyr
w = (W1,...,Wa,). Con la notacion introducida en la Definicion
V € Hinv(A) si y sdlo si:

V =V(wj,. - wj,0,...,0), (3.39)

con.
1<ji<...<jpr<ay. (3.40)

Demostracion. Nos podemos remitir al caso en que A = W esté en forma
canonica de Weyr. Veamos primero que los subespacios de la forma:

V(le,...,ij,O,...,O),

con:
1< <...<jgr<a,
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son subespacios hiperinvariantes. Por el Teorema 2.3.11] basta demostrar
que:
max{wawj. Wy 1y - ,wawjk,(k,i)} = W, = Wj, (3.41)
1

Ji+1

donde la ultima igualdad resulta del Lema B.3.1l Equivalentemente:
Ji S 0wy — 1o, — (k—1). (3.42)
Esto es, que parai+ 1 <[ <k,
Qu;, 2 Ji + (1 —1), (3.43)
lo cual se deriva del hecho de que:
oy, = #{s|ws > wj } > i (3.44)

Para la implicacion contraria, supongamos que V' € Hinv(WW). Entonces
como consecuencia de la Proposicion B.1.11] tenemos que:

V=WVNE)® - d&(VNE, =V(k,... kn), (3.45)

donde
V N E; = span{ W Fiy, .. Wy} (3.46)

Veamos que k;_1 > k;. En efecto, por (2) del Teorema 234
{KWe iy, | K € ZW)} = Im W% nker W C V, (3.47)
donde la tltima inclusion se deriva de que Wiy, € V. Como:
Weimi=kiy, e ImWe % nker Wk C V, (3.48)

debe ser k;_; > k;.
Con ello podemos escribir (ver Observacion [[L.2.20]):

V=V(k,....kn)=V({i,... . la), (3.49)
L>ly> > 1y > 0. (3.50)
Por ser f/(ll, ..., la,) hiperinvariante, debe ser:

KV, 10, 0) | K € ZW)} = V(L .. 14,0,...,0), (3.51)
siendo k = méax{j|l; # 0}. Por otra parte, por el Teorema 2.3.11}

KV, 50,0 | K € ZW)} = V(wy,, ... w;,,0,...,0),
(3.52)
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donde:
Ji = min{ay, 04, — 1,..., 04, — k +i}. (3.53)
Asi pues, debe ser [; = wj,, esto es:
V=V(w,. .., wj;,0,...,0). (3.54)

Falta ver finalmente, que j; < j;41. Ello es obvio si l; > [;11. Si l; = [y,
tendriamos:

Ji :mfn{aliH’alHl -1, 0, — /{Z—i-i} =
=min{oy,,, —1,...,0q, —k+i} <
<min{oy,,, o, —1,...,0q, —k+i+ 1} = jipa.

Ejemplo 3.3.3. Siendo a como en el Ejemplo [LI.T0, tenemos que w =
(4,3,1,1,1) (conjugada de o = (5,2,2,1)). Entonces, tenemos los siguientes
subespacios hiperinvariantes no triviales:

V(1,0,0,0,0) = V(1,0,0,0),
V(3,0,0,0,0) = V/(1,1,1,0),
V(4,0,0,0,0) = V(1,1,1,1),
V(1,1,0,0,0) = V(2,0,0,0),
V(1,1,1,0,0) = V(3,0,0,0),
V(3,1,0,0,0) = V(2,1,1,0),
V(3,1,1,0,0) = V(3,1,1,0),
V(3,1,1,1,0) = V(4,1,1,0),
V(4,1,0,0,0) = V(2,1,1,1),
V(4,1,1,0,0) = V(3,1,1,1),
V(4,1,1,1,0) = V(4,1,1,1),
V(4,3,0,0,0) = V(2,2,2,1),
V(4,3,1,0,0) = V(3,2,2,1),
V(4,3,1,1,0) = V(4,2,2,1).
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[ Y2 Y15 Y16 Yos Y1 Yor W7 Y10 Ys Yis
0 v ys Yo 0 Y20 Yy 0 Yo Y22
0 wr ws w3 | O wou o5 0 Yo | Y26
0 0 0 wyn 0 wyi2 w3 0 0 Y14
K — 0 0 0 0 Y2 Yis Yie n Y10 Ys
0 0 0 0 0 Ya Ys 0 0 Y
0 0 0 0 0 Y7 Ys 0 0 Y9
0O 0 0 0 0 0 0 Y2 Y1 Y10
0 0 0 0 0 0 0 0 Y Y1
L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Yo |

3.3.2. Caracterizacion mediante hipertuplas (de Segre)

Para su utilizaciéon posterior, nos conviene caracterizar los subespacios
hiperinvariantes a través de la caracteristica de Segre.

Definicién 3.3.4. Llamaremos hipertuplas a las particiones (ki, ..., ky,)
que aparecen en el Teorema B.1.14, es decir, tales que:

by > > ke, (3.55)
a1 — ]{31 Z e Z Oy — kw1 (356)

Cada hipertupla puede verse como la selecciéon de una casilla en cada
columna del diagrama de Young de forma que las alturas y profundidades
sean decrecientes. En particular han de ser constantes mientras « lo sea.

Ejemplo 3.3.5. Para o = (7,5,4,4,2,1,1), en el primer diagrama de
Young esta representada una hipertupla, mientras que el segundo simple-
mente una tupla admisible (correspondiente a un subespacio marcado no
hiperinvariante).
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Presentamos una demostracion alternativa (y notablemente méas senci-
lla) a lade [I5], del TeoremaB.I.T4lque enunciaremos usando la terminologia
introducida en la Definicion [3.3.4]

Teorema 3.3.6 ( [15]). Si A € M,(F) es una matriz nilpotente y su
caracteristica de Segre es a = (aq,..., 0, ), entonces Y € Hinv(A) si y
sdlo siY =V (ky,..., ks, ) para alguna hipertupla (ki ..., k).

Demostracion. Podemos suponer que A = J esta en forma de Jordan. Basta
con ver que las particiones del Teorema [B3.3.2] son particiones conjugadas

para las hipertuplas. Sea pues, w = (wy,...,w,s,) la conjugada de a, y
consideremos:
entonces, tenemos que si (kq,...,k,) es la conjugada de (wj,,...,w;,):

ki =#{i|lwj, > 1} =k, ar=#{ilw; > 1},
ij:#{”wji 22}7 QQZ#{i|wi22}’

kp = #{ilwj, 2 p}, ap =#{i|wi > p}.
Por definicion de particion conjugada se cumple que:
k> >k,
y ademés

k= ky = #{iwj, =1} < o1 — ap = ##{i|w; = 1},
ky — ks = #{i|wj, =2} < o —ag = #{i|w; = 2},

kpy—ky=#{ilw;, =p—1} <aop_1 — oy, =#{i|w; =p—1}.

De este teorema se siguen los resultados de la seccién anterior sobre
hiperinvariantes unidimensionales.

Corolario 3.3.7. Con las notaciones anteriores, dada una matriz A €
M, (F), entonces todos los elementos de Z(A) tienen un vector propio comin
si y solo si, m; =1 o bien para algun i € {1,...,1r} se cumple que:

a(i, 1) > a(i,2) > a(i,3) > ... > a(i,m;). (3.59)
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Demostracion. Sabemos que existe un vector propio comun si y sélo si
(1,0,...,0) es hipertupla para algun valor propio \; de A, y esto es equi-
valente a que m; = 1, esto es, la caracteristica de Segre del valor propio \;
s6lo tenga un elemento o si m; > 1, se cumpla que «(7,1) — 1 > «(i,2) y
por lo tanto a(i, 1) > a(i, 2). O

3.3.3. Caracterizacion mediante estabilidad estructu-
ral

De la caracterizacion anterior de los subespacios hiperinvariantes se sigue
la siguiente que pone de manifiesto su papel destacado como subfamilia
de los subespacios invariantes: un subespacio marcado es estructuralmente
estable si y solo si es hiperinvariante.

Intuitivamente, un elemento se dice “estructuralmente estable” si ciertas
propiedades caracteristicas no se ven alteradas por pequenas perturbacio-
nes. De forma precisa, en nuestro caso:

Definicion 3.3.8. Consideremos la variedad diferenciable (ver 1.2.16):
{(A,V): dimV =d, Ves A-invariante} C M,(C) x Grqy(E). (3.60)

Un par (A,V) se dice estructuralmente estable si todos los de un cier-
to entorno U C M, (C) x Gry(E) le son equivalentes, esto es, para todo
(A, V') € U existe S € GL,(C) tal que:

STtAS =4, STV =V (3.61)
En otras palabras (ver 1.2.18), (A, V) es un punto interior a su orbita

—_—

(A, V) ={(S7'AS,57'V),S € GL,(C)} C M,(C) x Grq(E)
Con ello (véase de nuevo 1.2.16):

Lema 3.3.9. (A,V) es estructuralmente estable si y sdélo si:

codim (A, V) =0. (3.62)

Podemos ya abordar el resultado anunciado. Recordemos (ver 1.3.12)
que la familia de los pares (A, V') marcados contiene a la de hiperinvariantes.
Veamos que éstos son precisamente los estructuralmente estables:

Teorema 3.3.10. En las condiciones de la Definicion[3.3.8, un par (A, V)
marcado es hiperinvariante si y solo si es estructuralmente estable.
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Demostracion. Escribiremos como siempre a = (o, ..., ) la caracteris-
—_ —

tica de Segre de A. Para calcular dim (A, V'), claramente podemos sustituir
(A, V) por cualquier otro par equivalente. En particular, tomando S una
base de E adaptada a V' (esto es, obtenida por extension de una base de
V') resulta:

Sy =l §TAS = { é)l ﬁ?) ] = Ay, dim (A, V) = dim (Ag, C%).
2
(3.63)
Evidentemente, mediante un nuevo cambio
r Sl @
=15 5l

podemos elegir una nueva base adaptada de forma que A; = J; € My(C) y
Ay = Jy € M,,_4(C) sean matrices de Jordan. En paticular escribiremos las
caracteristicas de Segre como:

ﬁ:(ﬁla"'aﬁr)a /7:('71a--->/75),

estas caracteristicas de Segre estan adaptadas a a y por lo tanto no son ne-
cesariamente decrecientes. Mas concretamente, denotaremos por p el subin-
dice tal que:

612---26})7 y Bp<ﬁp+1

Recordemos por otra parte (ver 1.1.26) que codim (A, V') es el numero
de pardametros de cualquier deformacién miniversal. En 7] se demuestra
que, para pares (Ay, C?) una tal deformacién miniversal viene dada por

X 7
Ay + [ 0 v } (3.64)
donde X,Y, Z recorren las soluciones de:
S Z—-7ZJ5=0 (3.65)
[J, X]—ZA5=0 (3.66)
Y, ;] —A3Z =0 (3.67)

Por tanto, el par marcado (A, V) es estructuralmente estable si y sélo
si la tnica solucion es X =Y = Z = 0.

Estas ecuaciones se resuelven en [6] en el caso en que la matriz sea
marcada y en particular se caracteriza Ay para que la tnica solucién sea
X =Y = Z = 0. De hecho aparecen en un contexto equivalente al que
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nos ocupa, cuando se perturban matrices marcadas Ay (esto es, para las
que el subespacio invariante C? es marcado) manteniendo el bloque 0 en el
cuadrante inferior izquierda.

En cualquier caso, se concluye que las condiciones en Ay para que la
tnica soluciéon sea X =Y = Z = 0 son las siguientes:

(i) p = min(r,s) .
(ii) Bi > Bit1-
(i) v > Yig1-

Condiciones que son justamente las que caracterizan las hipertuplas. O

3.4. SUBESPACIOS HIPERINVARIANTES ASOCIA-
DOS A UNA HIPERTUPLA CON VALORES PRE-
FIJADOS

En las construcciones del Capitulo 4 necesitaremos prefijar algunos coe-
ficientes de las hipertuplas que determinan subespacios hiperinvariantes de
la forma V' (kq,...,k,). Veamos por el momento algunos resultados pre-
vios sobre existencia y dimension. En la proxima seccion procederemos a su
contaje.

Como antes, podemos restringirnos a matrices A € M, () nilpotentes y
supondremos a = (a4, .. ., a,,) su caracteristica de Segre. Recordemos que,
si conviene, podemos suponer a; > g > ... > Qu, Va que si a; = Q11
necesariamente k; = k; 1 en cualquier hipertupla.

Proposiciéon 3.4.1. Sea A € M,(F) nilpotente y o = (aq,...,) Su
caracteristica de Segre. Dados enteros positivos:

cilSail,...,cngair,1§2’1<...<2}§m, (368)
existen subespacios hiperinvariantes:

V(kl,...,km) con kil :Cil,...,ki = Cj,, (369)

T
sty solo si:

Ciy Z s Z Ci,s (370)
A — Cyy Z s Z oG — G, (371)
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Demostracion. La condicion es evidentemente necesaria por el Teoremal3.3.6l
Para la suficiencia basta con construir una hipertupla de la forma:

(kla"'7k:ij—1acij7kij+1a"'7]{:771)' (3-72)

Lo haremos por concatenacion entre los indices 1,144, ...,1%,, m.
Si 1 < 1, basta tomar:

ky=---=kj_1=cy.- (3.73)
Si i, < m, basta tomar para 7, <t < m:
k; = max{o; — (i, — ¢;,),0}. (3.74)
Finalmente, para i; < ¢ < 7;11, basta tomar:
ki = max{a; — (au; —¢4,), Cijuy }- (3.75)
O

Ejemplo 3.4.2. Para o = (11,9,8,7,5,4,3,2, 1), prefijamos c3 = 5, ¢; = 2,
esto es, nos preguntamos por hipertuplas de la forma:

(klak2;57k45k5ak6a27k87k9)' (376)

Segiin la demostracion de la proposicion anterior, podemos tomar:

kl - kg - 5, (377)
ky=7T—(8=5)=4,ks=5—(8=5) =2 ks =2, (3.78)
ks=2—-3-2)=1,kg=1—-(3-2)=0, (3.79)

que resulta:
(5,5,5,4,2,2,2,1,0). (3.80)

Observemos que también podriamos haber tomado:
(8,6,5,5,5,3,2,2,1). (3.81)

De hecho, como veremos a continuacion, esas hipertuplas corresponden a
los subespacios hiperinvariantes de dimensién minima y maxima respecti-
vamente (para las restricciones ¢z = 5, ¢; = 2).



80 Subespacios hiperinvariantes

Como ha mostrado el ejemplo anterior, la hipertupla construida en la
Proposiciéon 3.4.1] no es la tnica con las restricciones ki; = c;; requeridas.
Veamos a continuaciéon cuéles de entre ellas corresponden a subespacios
hiperinvariantes de dimensiones maxima y minima, teniendo en cuenta que,
obviamente:

De hecho, veremos que las construidas en la demostracion de la Proposi-
cion B.4.7] corresponden a dimension minima. Como alli, podemos proceder
por concatenacion, de modo que basta considerar tres casos particulares:
prefijar k1 = ¢, prefijar k,, = ¢,,, prefijar k1 = ¢1 v k,, = .

Proposiciéon 3.4.3. Sea A € M,(F) nilpotente y o = (aq,...,04,) Su
caracteristica de Segre.

1. Para los subespacios hiperinvariantes de la forma:

V(ki, .o kmet1,m), Cm < am, (3.83)
las dimensiones mdzrima y minima resultan respectivamente para las
hipertuplas:

ki=a; — (tm —cm), 1<i<m, (3.84)
ki=cn, 1<i<m. (3.85)

2. Para los subespacios hiperinvariantes de la forma:

V<C1,/{?2,...,]€m), < aq, (386)
las dimensiones mdzrima y minima resultan respectivamente para las
hipertuplas:

k; = min{cy, o}, 1<i<m, (3.87)
k; = méx{a; — (¢ — a1),0}, 1<i<m. (3.88)

3. Para los subespacios hiperinvariantes de la forma:

V(Cla k?a SRR km—lacm)a c < a1, Cm < A, (389)

C1 > Comy Q1] — C1 > Oy — Cpn, (3.90)

las dimensiones mdzima y minima resultan respectivamente por las
hipertuplas:

k; = min{cy, ; — (i, —cm)}, 1 <i<m, (3.91)
k; = max{o; — (o — 1), ¢} 1 <i<m. (3.92)
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Demostracion. 1. Consideremos hipertuplas de la forma:
(kfl, ey km—la Cm). (393)
Apliquemos el Teorema [3.3.6] por recurrencia (reversa, en este caso):

Cm S kmfl S Qpp—1 — (am - cm>7
Cm S km—l S km—Z S Opp—2 — (am—l - km—l) S Opp—2 — (am - Cm)7

Cm <kme1 <o <k <a;— (Qip1 — kiv1) < < — (o — ),

Por tanto, la hipertupla “minima” es la referida en (3.83) y la “méaxi-

ma’, en (3.84).

2. Consideremos hipertuplas de la forma:
(c1,kay .oy km). (3.94)
Entonces por el Teorema [3.3.6] procediendo como antes:
ki <oy k <c, (3.95)
ki>0yc —ki <ap— k. (3.96)
3. Consideremos hipertuplas de la forma:
(c1,kay ey km_1,Cm)- (3.97)

Entonces por el Teorema [3.3.6] procediendo como antes:

ki <ciyki—cm <o —apn, (3.98)

y que:
ki Z Cm Yy C1 — kz S a1 — kl (399)
I

Ejemplo 3.4.4. Siguiendo con el ejemplo anterior, « = (11,9,8,7,5,4, 3,2, 1),
resulta:
26 < dim V(/{?l, ]{ZQ, 5, k4, ]{Z5, ]{Z6, 2, kg, ]{Zg) < 37. (3100)
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3.5. CONTANDO SUBESPACIOS HIPERINVARIAN-
TES

Es ya conocido( [I5]) el computo del nimero total de subespacios hi-
perinvariantes para una matriz J. Veremos en esta seccidén que, gracias a
la caracterizacion por hipertuplas en B.1.14] podemos contar separadamen-
te los de cada dimension prefijada. Igualmente los que resultan de prefijar
algunos valores de las hipertuplas como en la Seccion anterior. En ambos
casos el resultado puede expresarse en términos de los coeficientes de deter-
minados polinomios generadores.

3.5.1. Contando subespacios hiperinvariantes de dimen-
sion fija
En primer lugar recordamos la teoria de las funciones generatrices (ver

por ejemplo [29], [30]). Recordemos que dada una sucesion de nimeros reales
ag, ay, - . . se llama su funcion generatriz a la siguiente serie de poténcias:

Gx)=ap+aix+...

Las funciones generatrices son utilizadas para resolver una gran variedad
de problemas de contaje. En particular son una herramienta til para contar
soluciones de ecuaciones diofanticas, esto es, ecuaciones en las que soblo
admitimos soluciones enteras. Por ejemplo, el nimero de soluciones enteras
no negativas de una ecuacién de la forma:

rn+ze+...+z,=0C,

donde C es una constante entera positiva, es el coeficiente de ¢ en:

(1+z+a> 4. 29"

Si tenemos restricciones sobre las variables z; de la forma a; < z; < b;,
entonces hay que considerar otro polinomio generador:

(™ + . 2™y (a4 ab).
Mas en general:

Teorema 3.5.1 ( [30]). Siendo ay,...,a,,by,...,b,, C enteros no negati-
vos, el nimero de soluciones de la ecuacion diofdntica:

11 + oo + ...+ cpx, = C, (3.101)
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tales que a; < x; < b;, es el coeficiente de x€ en:
(219 @) (a0 g gl (3.102)

Veamos que ello permite calcular el nimero de subespacios hiperinva-
riantes para cada dimension.

Lema 3.5.2. Dada A € M,(F) nilpotente con caracteristica de Segre o =
(o1, ..., aum), sean T, s;, d; y S; como en la Definicion[I.1.9. El nimero de
subespacios hiperinvariantes de dimension d, 0 < d < n, coincide con el
numero de soluciones de la siguiente ecuacion diofdntica:

Slflfl + ...+ ST.TT =d (3103)
con la condicion 0 < x; < d;, 1 <i <.
Demostracion. Segiun el Teorema B.1.14l fijada una base de Jordan, un

subespacio hiperinvariante viene determinado por una tupla

S1) Sr)
(y17'"ayla"'ayTa"'ayT)a

donde
Y1 <N, Y SNy
y1—y2 < di, .. Yro1 — Yr < d,.

Por tanto, los de dimensién d se corresponden con las soluciones enteras no
negativas de la siguiente ecuacion diofantica:
[ sip1+ ..+ sy =d

Y1 —Y2 =1

Y2 =Yz = T2 (3.104)

\ Yr—1 — Yr = Tr-1

satisfaciendo que 0 < y; < n;, 0 < z; < d;. Para la resolucion de este
sistema despejamos vy, ..., Yr_1:

nyl =Tr—1 + yT

nyQ = Tr—2 + yﬂ'fl =Tr—2 + Tr—1 + yT
, (3.105)

Y1=...=T1+T2+ ...+ 21+ Yr

Entonces, si sustituimos y1,...,%,_1 en la primera ecuaciéon del sistema de
ecuaciones (3.104) obtenemos que es equivalente a:

Slxl + 521‘2 + LR + Sr—lxr—l + STy’T — d,
con 0 <wx; <d;y0<y, <d,. 0
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Aplicando el Teorema [3.5.T] a la ecuacion (3.103)) resulta:

Teorema 3.5.3. Dada A € M,(F) nilpotente con caracteristica de Segre
a=(aq,...,ap), sean T, s;, d; y S; como en la Definicion[.1.9 Entonces,
el numero de subespacios hiperinvariantes de dimension d, 0 < d < n, es el
coeficiente de grado d del polinomio:

(T2 . P (142924 4 a®%) o (1425 4. 42%57). (3.106)

Observaciéon 3.5.4. En el caso en que la matriz A tenga varios valores
propios: Ai,..., A, (r > 1), como consecuencia de la Proposicion B.I.1T]
el nimero de subespacios hiperinvariantes puede deducirse a partir de los
resultados anteriores multiplicando los polinomios generadores correspon-
dientes a cada valor propio (ver Ejemplo B:5.7).

Finalmente, podemos deducir también el siguiente resultado ya conoci-
do:

Corolario 3.5.5 ( [12]). El nimero total de subespacios hiperinvariantes
para una matriz A € M, (F) nilpotente con caracteristica de Segre o =
(a1, ... ) es:

(di+ 1) (drey + 1)(dy + 1), (3.107)
siendo d; como en la Definicion [LI1.9.

Demostracion. El nimero total de subespacios hiperinvariantes sera la su-
ma de todos los coeficientes del polinomio (B.I00]), que se obtiene haciendo
= 1. ]

Ejemplo 3.5.6. Consideremos una matriz J nilpotente con caracteristi-
ca de Segre o = (3,3,2,2,2). A partir del Teorema B3.5.3] podemos calcu-
lar el nimero de subespacios hiperinvariantes de dimensiéon d sin necesi-
dad de encontrarlos explicitamente. Al ser N(a) = (3,2), S(a) = (2,3)
y D(a) = (1,2), S; = 2, Sy = 5, entonces el nimero de subespacios hi-
perinvariantes para cada dimensién puede deducirse a partir del siguiente
polinomio generador:

(1+x2)(1+x5+x10):1+!E2+$5+x7+x10+x12

De forma mas precisa construimos la siguiente tabla:

Dimension 0[2|5|7]10 |12
Nim. de hiper. | 1 |1 |1 |1 | 1 | 1

Cuadro 3.1: Tabla 1
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En particular 7 = 2 y d; = 1, dy = 2. Por lo que aplicando el corolario
anterior tenemos que el nimero total de subespacios hiperinvariantes es
(dy +1)(de+ 1) = 6.

Veamos que en este ejemplo sencillo el calculo directo es posible y reobte-
nemos el resultado de la tablaB.Il De acuerdo con la Definicion B.3.4] tene-
mos cuatro hipertuplas no triviales posibles para la matriz J: (1,1,0,0,0),
(1,1,1,1,1), (2,2,1,1,1) y (2,2,2,2,2). Los subespacios hiperinvariantes
correspondientes a cada hipertupla son:

V(1,1,0,0,0) = span{J?uy, J?us},

V(1,1,1,1,1) = span{J%uy, J?usa, Jus, Jus, Jus},

V(2,2,1,1,1) = span{Jus, J?u1, Jus, J?us, Jus, Jug, Jus},

V(2,2,2,2,2) = span{Juy, J2uy, Jus, J?us, ug, Jus, uq, Jus, us, Jus}, que son
los no triviales de la tabla anterior.

Esto es, los cuatro anteriores méas los dos triviales.

Ejemplo 3.5.7. Consideremos la matriz J de la forma

2 00| 00]000O0}100O0O0]0O0]
120000000, 0O0O0O0]|0O0
012}00}00O0O0}00O0O0]O00O0
0o00}20}000O0}00O0O0]O0O0
0oo0oo0}12}0000/}00O0O07]O00
000|000 4000,000O0|,00
000|000 1400,000O0),00
J=1000[0O0}]01407]00007]00
0ooo0ojo0oo0,0014, 000000
0oo0oo0j0O0,0O0O0OO0C,400¢O0/ 00
6ooo0jo00,000O0, 1400/ 00
0600000, 00O0O0,0140) 00
000|000, 00O0O0,0014 00
00000 0O0O0OO0,0O0O0OO0C] 40
000} 00]0O0O0O0O]0O0O0O0]14,

La caracteristica de Segre del valor propio 2 es (3,2), y su polinomio gene-
rador es:
1+x+ 22 +2° + 2 + 27,

por lo tanto tenemos la siguiente tabla:

Dimensiéon |0 12345
Nim.hiper. |1 |1 |1 |1 ]1]1

Cuadro 3.2: Tabla 2
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La caracteristica de Segre del valor propio 4 es (4,4,2). El correspon-
diente polinomio generador es:

L+a? 428 +at 4+ 2° + a8 + 27 + 2 + 21,

y el niimero de subespacios hiperinvariantes de cada dimensiéon viene dado
en la siguiente tabla:

Dimension |0 |2 (34|56 |7]8]10
Nam.hiper. | 1 |1 (11|11 |1]1] 1

Cuadro 3.3: Tabla 3

Finalmente, para obtener el nimero de subespacios hiperinvariantes de
la matriz J para cada dimension d simplemente hemos de multiplicar los
dos polinomios generadores anteriores:

A+z+22+ 23+ 2t +2) A+ 22+ a3+t + 25+ 28 + 27 + 28 + 210) =
=14z + 22% + 323 + 42* + 52° + 525 + 627 + 62° + 52 + 5210 4 42
+3212 + 2013 4 24 4 1P

Dim. 0111231456789 (10 11 12]|13|14]15
Num.hiper. | 1 |12 |34 (556|655 |4 |3 ]2 ]|1]1

3.5.2. Contando hipertuplas con valores prefijados

En esta subseccion, dada una caracteristica de Segre oo = (ay, ..., )
vamos a dar un método para contar los subespacios hiperinvariantes aso-
ciados a hipertuplas con coeficientes prefijados como en la Seccion 3.4. De
hecho, como haremos notar (Corolario 8514y Ejemplo B.5.16]), basta con-
siderar hipertuplas con el primer y el tltimo valor prefijado, es decir, hiper-
tuplas de la forma:

(c1, ko, ooy k1, Cm), (3.108)

siendo ¢; y ¢, valores prefijados, con ¢; > ¢, a1 — €1 > Quy — Cp.
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Definicion 3.5.8. Dada una caracteristica de Segre a = (av, ..., qy), es-
cribiremos:

H$+1_p(c) = {hipertuplas(kmi1-p, - - -, km) : km = ¢, kmy1-p = ¢+ A},
(3.100)
n 1 (e) = card(H2,4,_,(0)), (3.110)

donde 0 <c <y, 1 <p<m,0<A < a1y —c
Recordemos que la condiciéon de hipertupla es:
karlpr kaZO,
Omii—p — Fmg1—p > -+ >y — kyy >0

: A
Esos cardinales n;

partir del siguiente lema:

(c) seran facilmente tabulables por recurrencia a

Lema 3.5.9. En las condiciones de la definicion anterior:

(1) Para todo 0 < ¢ < uy:

N 1_p(€) = ni .y, (0). (3.111)
(2) Para A =0 y para todo 1 < p < m:
nd (0) =1. (3.112)

m+1—p
(3) Parap=1y para A > 0:
n%,(0) =1, n3(0)=0. (3.113)
(4) Para 1 <p<m:

Am41—-p = Xm41—(p—1)

nh 1 ,(0) = > N ()} (3.114)

i=0
Demostracion. Son obvios (1), (2) y (3). Para (4) basta observar que:
Fmt1--1) < Kmirop < Bmpa-p-1) + @mp1p = Gmpr—p-1), - (3.115)
y por tanto:
Emii—p = A=A — (Qmg1—p — Cmg1-(p-1)) < kms1—p—1) < A, (3.116)

O
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Ejemplo 3.5.10. Para p = 2, tendremos:

nS (0)=1, si A<ap_1—an (3.117)
n2 (0)=0, si A> a1 —an (3.118)
Teorema 3.5.11. Dada una caracteristica de Segre o = (..., Qy,), los

valores de nfy ., (0) en la Definicion[35.8 se recogen en la siguiente tabla,

que se obtiene por recurrencia:
= La primera fila es: 1,0,0, ...

= Cada elemento de la fila p es la suma de los de la fila inmediatamente
superior, situados en las Q11— — Qmy1—(p—1) columnas anteriores..

m+1—p\A 01 1 |...] amar—am | ... | A= (mp— Qmg1p) | --- A
m 110 |... 0 0 0 0 0
m—1 1]...11 0 0 0 0 0
: : Qm—1—0m : A—(am-—p—0m41- :
m+l—(p—1) 1] 1| 1 |ntmrem ) | P ne et 0) | ed 0 (0)
m+1—p 1] : L gm0 | 71,?;({1’;”’7%'“"’)(0) : nh,(0)
. ) . .
1 1] ] : : : n2(0)

Cuadro 3.4: Tabla que nos da el nimero de hipertuplas parciales con ultimo
valor prefijado

Corolario 3.5.12. Dada A € M, (F) nilpotente con caracteristica de Segre
a=(ag,...,qn), el nimero de subespacios hiperinvariantes de la forma:

Vier, ko, ooy ko1, 6m), €1 > Cmy0q — €1 > Qi — C,s (3.119)

viene dado por el valor n{(0) de la tabla anterior, con A = ¢; — cp,.

Ejemplo 3.5.13. Para a = (20, 18,15, 10,8, 5,2), obtenemos la siguiente
tabla:
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S—p\AJO[1]2[3] 4] 5] 6] 7]83
7 1fo0j0o[0] 0] 0000
6 111 [1] 0] 0000
5 1234321 ]0]0
1 1/3[6[9]10] 9|6 |31
3 14[10[19] 29 | 38 | 43 | 43 | 38
2 15|15 |34] 62| 96 | 129 | 153 | 162
1 11621 |54 111 | 172 | 287 | 378 | 444

Con ello, el nimero de subespacios hiperinvariantes de la forma:
V(107k27k37k47k57k672) (3120)

resulta:
n3(2) = nf(0) = 444. (3.121)

Mas en general, el nimero de hipertuplas de la forma:
(9, kq, ks, k¢, 2), (3.122)
es:
ns(2) = ni(0) = 43. (3.123)

Veamos que los resultados anteriores permiten contar el nimero de
hipertuplas con coeficientes prefijados cualesquiera, como en la Proposi-
cion AT}

(l{?l,...,km), kh = Cjyy .-, C, :kir- (3124)
De hecho (vease Observacion y Ejemplo B.5.16), procediendo por
concatenacion como en la Seccion 3.4., basta estudiar los casos particulares
ky, = ¢1 o k,, = ¢, ademés del ky = ¢; v k,, = ¢, va resuelto en el
Corolario 3.5.12] Veamos que, ambos se deducen de éste como sigue:

Corolario 3.5.14. Sea A € M, (F) nilpotente y a« = (a1, .. ., u) Su carac-
teristica de Segre.

1. El niumero de hipertuplas de la forma:
(k1y oy km—1,Cm)s Cm < Qup, (3.125)

es’

> np(0). (3.126)



90 Subespacios hiperinvariantes

2. El ndmero de hipertuplas de la forma:

(Cl,k’g,...,k'm), C1 Sal, (3127)
e8!
EMAX
> nf0), (3.128)
kpm=kMIN

donde KMV = méx{a,, — (c1 — a1),0} y kMAX = min{ey, a,, }
Demostracion. 1. Por las propiedades de hipertupla es evidente que:
Cm < k1 <+ a1 — ayy, (3.129)

y por lo tanto, las hipertuplas que hemos de contar son las de la forma:

(Cm, ]{ZQ, e kmfl, Cm>, (3130)
(cm+1,k2,...,km_1,cm), (3131)
......... (3.132)
(em+ a1 —am, kay oo k1, Cm), (3.133)
(3.134)
esto es: B B

> ntlen) = > n(0). (3.135)

A=0 A=0

2. Acotando a través de las propiedades de hipertupla tenemos que:

k:%IN = max{a, — (c1 — a1),0} < k,, <min{cy, v} = k%AX’

(3.136)
y por lo tanto, las hipertuplas que hemos de contar son las de la forma:
(c1, ko, ..o kg, KMV, (3.137)
(c1, koo kg, KMIN 1), (3.138)
......... (3.139)
(c1, kg, ke, EMAX), (3.140)
(3.141)
esto es:

k%AX k%AX

donit k) = > afr(0). (3.142)
lem=kMIN Fem=kMIN
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Observacion 3.5.15. Como ya hemos dicho, el nimero de hipertuplas
con coeficientes prefijados cualesquiera puede calcularse a partir del Coro-
lario y del Corolario por concatenacion, esto es, multiplicando
el de las posibles en cada “tramo”, como se ilustra en el siguiente ejem-
plo. Notese que las tablas de célculo en cada “tramo” son distintas, ya que
corresponden a distintas “subparticiones” de a.

Ejemplo 3.5.16. Para o = (11,9,8,7,5,4,3,2, 1), prefijamos c3 = 5, ¢; =
2, esto es, queremos contar las hipertuplas de la forma:

<k17k2757k47k5uk6727k87kg)' (3143)

1. Empezamos contando las de la forma (kq, k2, 5). Construimos la tabla
correspondiente a (o, g, az):

4—p\A|0|1]2]3
3 110(0]0
2 1{1(0]0
1 1121211
y el cardinal correspondiente es:
1-8
d nf0)=1+2+2+1=6. (3.144)
A=0

2. A continuacioén contamos las de la forma (5, ky, k5, kg, 2). Construimos
la tabla correspondiente a (a3, ay, a5, ag, a7):

8—p\A|0|1]2]3|4]5
7 110(0]0]0]0
6 11170(0]01]0
5 112(1]0]0]0
4 113(413]1]0
3 1147|7141
y el cardinal correspondiente es:
ni(0) =7. (3.145)

3. Finalmente contamos las de la forma (2, ks, ko). Construimos la tabla
correspondiente a (a7, ag, ag):
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100—-p\A|O0|1]2]3
9 110]0/0
8 1111010
7 1121110
y el cardinal correspondiente es:
min{2,1}
> ni Fm(0) = nj(0) + nj(0) =1+2=3.  (3.146)

ko=méx{1—(2—1),0}

Con lo cual, concluimos que el nimero total de hipertuplas de la forma:
(k17k275ak47 k57k672ak8ak9)7 (3147)

€S:
6-7-3=126. (3.148)

La construccion recurrente en el Teorema B.5.11] de la Tabla [3.4] recuer-
da la construccion del Tridngulo de Pascal. En efecto, es facil ver que los
elementos en dicha tabla corresponden a los coeficientes de determinados
polinomios generadores:

Proposicion 3.5.17. En las condiciones del Teoremal3.5.11), los coeficien-
tes de la fila p, 2 < p <m en la Tabla[34 son los del polinomio:

Py(z)...P,(x), (3.149)

donde:
Pyx)=14x+ -+ aom17m, (3.150)
............... , (3.151)
Py(z) =143+ +20mtirOmii—-1), (3.152)
............... , (3.153)
Puolx)=1+x+... 427 (3.154)

Ejemplo 3.5.18. Siguiendo con el Ejemplo B.5.13t
Py(z) =1+ x +2* + 2%
Py(z) =1+ +2* + 2%
Py(x) =1+ z +2°,
Pi(x) =14z + 2+ 2° + 2" + 2°,
Ps(z) =1+ +2* + 2%,
Py(z)=1+z+ 22
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Asi pues:

Py(z) & (1,1,1,1,1),
Py(2)Ps(z) < (1,2,3,4,3,2,1),
Py(z) P3(z) Py(z) > (1,3,6,9,10,8,6,3,1),

ete.

Corolario 3.5.19. Dada A € M, (F) nilpotente con caracteristica de Segre
a=(ag,...,qpn).

1. El nimero de subespacios hiperinvariantes de la forma:
Vier, kay oo ko1, 0m), €1 = Cmy Q1 — €1 2 Qi — Cpy, (3.165)
viene dado por el coeficiente de grado A = ¢ — ¢,, del polinomio:

I+az+---Fz 7)) (I4+z+-- +aM7). (3.166)

2. El nimero de subespacios hiperinvariantes de la forma:

V(Cl,kfg,...,kfm_l,k?m), aq Z C1, (3167)
viene dado por la suma de los coeficientes de grados entre c,, — kMAX
Y cm — KMIN del polinomio:

(I+az+-- 4zt (14x+-- +a7), (3.168)

donde kMAX = min{cy, ap } y kMY = méax{a,,—(c;—ay),0}. Esto es,

el coeficiente de grado c,, — kMIN del anterior polinomio multiplicado

por:
1+ a4a2%+. . 4 (3.169)
3. El nimero de subespacios hiperinvariantes de la forma:
V(ki, ko, .o k1, Cm), Qm = o, (3.170)
viene dado por la suma de los coeficientes del polinomio:
(I+z+-- 4z ) (144 +x7), (3.171)

es decir,
I+ am1—ap)...(1+ a3 —ag). (3.172)
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Ejemplo 3.5.20. Siguiendo con el EjemploB.5.16] con o = (11,9,8,7,5,4, 3,2, 1)
y prefijando c3 = 5, ¢; = 2, esto es, queremos contar las hipertuplas de la
forma:

(k17k2755k47 k57k672ak8ak9)- (3173)
1. Para las de la forma (kq, ko, 5), construimos el polinomio:
(1+2z)(1 4z +2?) =1+ 22 + 22° + 2°, (3.174)

y el cardinal correspondiente es la suma de los coeficientes de este
polinomio, es decir, 6.

2. Para las de la forma (5, ky, k5, kg, 2), construimos el polinomio:
(1+2)1+2)1+r+2?)(14+2) = 1+H4o+72> +72° +4a* +2°, (3.175)

y el cardinal correspondiente es el coeficiente de grado 5 — 2 = 3, es
decir, 7.

3. Finalmente para las de la forma (2, kg, kg), construimos el polinomio:
(1+2)(1+2)=1+2r+ 2% (3.176)

y el cardinal correspondiente es la suma de los coeficientes de este
polinomio que tienen grado entre 2—max{1—(2—1),0} y 2—min{2, 1},
es decir, entre grado 1 y 2, por lo tanto el cardinal buscado es 3.



Capitulo 4

Subespacios caracteristicos no
hiperinvariantes

4.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos visto diversas caracterizaciones de Hinv(A)
(ver Lema y Teoremas B.I.T4 3321 B.3.10). Asimismo vimos (Teo-
rema [3.1.9) que Chinv(A) = Hinv(A) excepto para F = GF(2). Para este
cuerpo, el Teorema de Shoda que enunciamos inmediatamente prueba que si
F = GF(2), Chinv(A) # Hinv(A) siy sélo si la matriz de Jordan de A tiene
al menos dos bloques de tamano tinico (es decir, no hay méas bloques de este
tamano) y difiriendo en méas de 1. La descripcion de Chinv(A) en este caso
es un problema abierto (ver [3]) que vamos a resolver en este capitulo.

Teorema 4.1.1 ( [35]). (Shoda, 1930) Sea J € M,,(GF(2)) una matriz de
Jordan nilpotente. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un subespacio caracteristico no hiperinvariante para J.

(i) Para dos numerosr y s con s > r+ 1, la matriz J tiene exactamente
un bloque de Jordan de tamano r y uno de tamano s.

Ejemplo 4.1.2. El Ejemplo BI.10 muestra que efectivamente Chinv(A) #
Hinv(A) para a = (3, 1), que verifica la condicion (ii) anterior. Veamos que
todo subespacio caracteristico es hiperinvariante para la matriz de Jordan

Subespacios hiperinvariantes y caracteristicos: Una aproximaciéon
geométrica 95
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con caracteristica de Segre a = (3,2), que no la verifica:

[0 0 0] 0 0]
10000
J=10101] 00
0007|000
(00010 ]
Tenemos que:
z1 0 0 0 0
Ty X1 0 Tg 0
Z(J): T3 X9 T Tr g ,
zs 0 0 g 0
Tg Tg 0 Ty T4

Las matrices inversibles de Z(.J) son

de la forma:

1 0 0 0 O

T2 1 0 Te 0
zZ*(J) = x3 x9 1 | x7p wg |,

s 0 0 1 0

Tg I 0 Ts 1

(4.1)
v, € GF(2) 3. (4.2)
x; € GF(2) ;. (4.3)

Por lo tanto, si escribimos {ey, e, €3, €4, €5} una base asociada a J, VI" €

Z*(J) tenemos que:

/
T €] = €1 + Toeo + T3€3 + Tgey + TgCs

!
T'ey = wgeo + T7€3 + €4 + T5€5

(
T/62 = €9 + T3€3 + I]€x (
T/€3 = €3 (
(
(

!
T65 = xge3 + €5

PN
o N O Ut
S N N S N

Vamos a ver que en este caso todo subespacio caracteristico es hiperinva-

riante.

Sea X € Chinv(J), entonces:

1. Sies € X, 3IT" € Z*(J) tal que T"e5 = e3 + e5, y por lo tanto ez € X.
eSiey € X,dT" € Z*(J) tal que T'eq = es+e4 y por lo tanto e; € X.
Tenemos pues dos posibilidades:

X = span{ey, e3,¢e4,e5}F = V(2,2) € Hinv(J) (4.9)
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X = span{ey, ez, €3, €4, 65} = V(3,2) € Hinv(J). (4.10)
e Siey ¢ X, entonces e; ¢ X y por lo tanto tenemos dos posibilidades:

X =span{es, es} = V(1,1) € Hinv(J) (4.11)

X =span{es, e3,e5} = V(2,1) € Hinv(J). (4.12)

2. e5 ¢ X, entonces ey ¢ X (sieq € X IT" € Z*(J) tal que T'eq = e4+e;
y tendriamos que e5 € X).

Si e3 € X, entonces puede pasar que:

e €EX =>es€e X (413)

e1t+eeX =ese X
ert X = e1€EX=eeX (4.14)
e ¢ X = X € Hinv(J)

En este capitulo se presenta una descripcion completa de los subespacios
caracteristicos que no son hiperinvariantes cuando A es una matriz nilpo-
tente. Concretamente mostraremos una construccion algoritmica que nos
permite obtenerlos todos. De hecho veremos que tales subespacios pueden
expresarse como sumas Y @ Z, donde Y pertenece a una subclase de subes-
pacios hiperinvariantes, y Z es un subespacio que llamaremos minezt de Y
(la “extension” minimal directa de Y que convierte Y & Z en no hiperinva-
riante).

A lo largo de este capitulo mantendremos la misma notaciéon que en ca-
pitulos anteriores. Esto es, partiremos de una matriz A € M, (F) nilpotente
y denotaremos por a = (ay,...,q,,) su caracteristica de Segre. Ademaés
(ver Definicion [LT.9)), recordemos que si ny > ... > n, son los distintos
valores de a y sq, ..., s, cuantas veces cada valor nq,...,n, se repite en «,
definfamos las siguientes tuplas asociadas a «:

N(a) = (nyg,...,n.),
S(a) = (s1,...,5:), (4.15)
D(a) = (dy,da, ..., dr—1,d;),

cond;=n; —njq, 1<i<7—1yd, =n,.
Ademas, escribiamos los correspondientes subespacios monogénicos de
la forma:
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Fnzvl@@vm’ VJ:span{uj,Au],}

Finalmente, usando la notacion anterior teniamos que:

Fn:Ul@...@UT’
Ul=Vlg...oVvs, U?=Vvstlg...gVstse

4.2. EL SUBGRUPO Z*(J)

Para el estudio de los subespacios caracteristicos necesitamos una des-
cripcion mas precisa del subgrupo Z*(J) formado por las matrices no sin-
gulares de Z(.J), donde J € M, (F) es una matriz de Jordan nilpotente.

Lema 4.2.1. Sea J € M, (F) una matriz de Jordan nilpotente, con carac-
teristica de Segre o = (v, ..., au,). Entonces, T € Z(J) es no singular si y
solo si la submatriz formada por las columnas oy, o + g, ..., 1+ -+ Qpy
es de rango mdzximo.

Demostracion. Si TJ = JT, entonces T es no singular si y so6lo si sus
columnas forman una base de Jordan. Es bien conocido que esto sucede si y
solo si la submatriz formada por las ultimas columnas de cada bloque tiene
rango maximo. Esto es, si una base de Jordan asociada a J es:

a;—1 am—1
v, JUi, e ST, U, SO, - ST 0,

entonces T' € Z*(J) si y solo si los vectores J ~luy, ... Jo "1y, son li-
nealmente independientes. Claramente corresponden a las columnas aq, a1+
Qa, ... de T. [

Proposicién 4.2.2. Sea J € M, (F) una matriz de Jordan nilpotente, con
caracteristica de Segre o« = (aq,...,qp,). Dada T € Z(J), particionada
como en el Corolario [2.1.9:

Tl,l Ce TLT
T= Do : (4.16)
Ty o T
Entonces:
(1) T es no singular siy sdlo si las submatrices Ty 1, ..., T,, son también

no singulares.
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(2) Cada TH es no singular si y solo si la matriz compuesta por los elemen-
tos inferiores de la izquierda de cada bloque en la T; ;—particion es no
singular. En particular, st tenemos algun bloque de tamano unico oy, el
coeficiente de la diagonal de T; ; debe ser forzosamente distinto de cero.

Demostracion.

(1) Es inmediato ver que las columnas «y, ..., a1+ -+ ag, de T son lineal-
mente independientes si y s6lo si también lo son las mismas columnas de
T1.1, esto es debido a que los elementos que hay debajo de T; ; son todos
0. De manera andloga, las columnas ay,...,aq + -+ + ag,00 + -+ +
Qlsy 41y - - - Q1 F - -+ Qg 45, Seran linealmente independientes si también
lo son las mismas columnas de Tl,l y Tg,z. Y asi sucesivamente. . .

(2) Notemos que todos los coeficientes de las columnas o, ..., a1+ - -+ay,
de T;; son 0 excepto aquellos correspondientes a las filas oy, ..., a5 +
- -+ + a,. De forma andloga para Th s, ...

O

Ejemplo 4.2.3. La matriz T del Ejemplo 2.1.12] es no singular si y sélo si:

. . r31 X33 Tss
det |71 11 £0, det |ay as 3as| #£0, det [#65] # 0.
T14 T17
Ts53 Ts5 Tsy

Para los bloques de tamano tnico el Corolario 2.3.8 puede reescribirse
de la siguiente manera:

Lema 4.2.4. SiF = GF(2) yi € § entonces,
(T J* *uy, TN € Z°(J)} =
(@)

T+ Vi, k= Lk 4 i — iy ko o — ).

Demostracion. A consecuencia de la Proposicion [£2.2(2), si «; es un bloque
de tamano tnico, la diagonal de T;; debe ser forzosamente 1. O

4.3. SUBESPACIOS CARACTERISTICOS NO HIPER-
INVARIANTES EN GF(2)

4.3.1. Criterios generales

Resultados previos que usaremos en este capitulo son los siguientes:
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Teorema 4.3.1 ( [3]). Sea J € M, (F) una matriz de Jordan nilpotente,
con caracteristica de Segre o = (o, ..., ). Si X € Chinv(J), entonces

X=XnUYs ---& (XU (4.17)
es el mayor subespacio hiperinvariante contenido en X.

Corolario 4.3.2 ( [3]). Sea J € M, (F) una matriz de Jordan nilpotente,
con caracteristica de Segre o = (v, ..., ) y sea X € Chinv(J). Entonces

X es hiperinvariante < X = (XNUHY@--- @ (X NU"). (4.18)
De forma equivalente,
myi(z) € X, VeeX,i=1,...,7 (4.19)
donde wyi denota la proyeccion sobre el subespacio U°.

El lema siguiente confirma que s6lo deben interesarnos los bloques de
Jordan de tamano tnico (esto es, hay exactamente un bloque de Jordan de
dicho tamarno).

Lema 4.3.3 ( [3]). Sea J € M,(F) una matriz de Jordan nilpotente, con
caracteristica de Segre a = (aq,...,qy) y sea X € Chinv(J). Entonces

(4-19) se cumple si s; > 1.

Por ello definimos:

Definicién 4.3.4. Sea A € M, (F) una matriz con un tnico valor propio
y caracteristica de Segre a = (au, ..., ), entonces diremos que a;; es de
tamano unico si hay exactamente un bloque de Jordan de dicho tamano y
denotamos:

Q={1<i;<...<i <m:ayes de tamano tinico}. (4.20)

Ejemplo 4.3.5. Sia = (12,7,5,5,5,5,4,3,3,2,1,1),entonces Q = {1,2,7,10}.
Siendo a1 = 12,9 = 7, a7 = 4, 19 = 2 tamanos tnicos. Observemos que
[ = 4 es el nimero de bloques de Jordan con tamano tinico en «.

Combinando los resultados anteriores con el Teorema de Shoda, obte-
nemos el siguiente punto de partida para nuestra construccion.

Lema 4.3.6. Dada J € M,(GF(2)) y X € Chinv(J) \ Hinv(J), entonces
existen t > 2, iy,...,4; € Q, x1,...,1; € X, tales que Tay, T ¢ X, siendo
o, la proyeccion sobre el bloque de Jordan de tamano ;.
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Demostracion. Si para todo x € X y para todoi = 1,...,7, mpi(x) € X
entonces, al ser X € Chinv(J), por el Corolario tenemos que X €
Hinv(J), y esto es una contradiccion.
Por lo tanto, por el Lema [£.3.3] existen iy, ...,7 € Q tales que m,, z; ¢
X para algin zq,...,2; € X. ’
Por otro lado, podemos suponer 1 <i; < ... < <myt>2yaquesi
t =1, entonces X € Hinv(.J) (ver [3]). O

4.3.2. Chartuplas

El punto clave en la descripcion de los subespacios caracteristicos no
hiperinvariantes son unas tuplas que denominaremos chartuplas. Cada una
se asocia a una familia de indices correspondientes a bloques de tamano
unico, difiriendo entre ellos en por lo menos 2. A su vez, a cada una de

ellas le asociaremos subespacios vectoriales Y y Z, de manera que Y & Z €
Chinv(J) \ Hinv(J).

Definicion 4.3.7. Dada o = («q,...,q,), consideremos una familia de
subindices:
Qt:{il,...,it}gﬂ, tZQ, 1§i1<i2<...<it§m, (421)
Ozil22+ai2,...,ait7122+ait. '
Diremos que una tupla b = (b;,,...,b;,) es una chartupla asociada a €,
si:
bi, > b, >...>b;, >0,
! : ' (4.22)

ail_bil>ai2_bi2>--->ait_bit20~

Observacion 4.3.8. (1) Para cualquier €, como antes, una chartupla aso-
ciadaes b= (t,t—1,...,2,1).

(2) En sentido contrario, la condicion (4.21]) es necesaria para la existencia
de tuplas verificando (£22]).

Ejemplo 4.3.9. Dada una matriz de Jordan J con caracteristica de Se-
gre a = (12,7,4,4,3,1), b = (10,2,1) es una chartupla asociada a 3 =
{1,5,6}.

4.3.3. Hiperinvariantes asociados a una chartupla

El siguiente lema caracteriza las chartuplas como aquellas tuplas que
admiten ciertas hipertuplas asociadas.
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Lema 4.3.10. Con las notaciones de la Definicion[{.3.7, sea o = (aq, ..., Q)
y Q= {i,... 0} verificando ({-21)).

(i) Sib= (by,...,b,) verifica {{-29), entonces existen k;, 1 < i < m,
i #11,...,1%, de modo que las siguientes particiones:

(kla . 'akil—labil - 1aki1+17 s
R ki2717bi2 — 1, ki2+17 ey kitflu bit — 1, kitJrl’ ey km); (423)

(l{il, ey khflabila ki1+17 .
Cey k’z‘2_1, bm, k’z‘2+1, ey kit—la bit, kit+1, cee k‘m), (424)

son hipertuplas, esto es:

ky > >kiy1 20y, >k 2> > ki1 > by, > kg >
e >k > by > ki > >k, (4.25)

ap—ky > > — ko >0 — by > oy — ki >
ce 2>y — K1 > gy — biy > gy — Ky >
ce 2> G — ko1 > oy, — b, > g — ki >
> g — k. (4.26)

(ii) Reciprocamente, si para (b;,, ..., b;,) existen hipertuplas de ese tipo,
entonces necesariamente (by, , ..., b;,) verifica ({-29), es decir, es char-
tupla.

Demostracion. (i) El ejemplo 3Tl ilustra la construcciéon que sigue. En
primer lugar podemos suponer que « no tiene bloques repetidos, ya
que en caso contrario las hipertuplas correspondientes se definirian
repitiendo valores en los bloques del mismo tamano.

a) Sii; > 1, basta definir:
klz---:kil—lzbil
b) Sii; < m, basta definir:

ki,vi =min{b;, — 1,4, 14}, (=1,....,m—i,.
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c¢) Para los indices intermedios, claramente podemos reducirnos a
considerar los consecutivos en {2, ya que a partir de ahi proce-
deremos por simple concatenacion. Podemos por tanto, suponer
t = 2. Denotemos a2 = (ay,,...,q;,) y completémosla a una
particion 1—decreciente: a2 = (q;, ; — 1,..., 04, + 1, a4,).
Sea A2 = (a;, — ay,) — (b;, — b,). Entonces es inmediato ver
que tomando como hipertupla (£.24):

Ail,ig
'\

(bi, by, — 1, by, — 1,b;, — 2, b, — (bi, — biy — 1), biy, byy),

se cumplen las condiciones del lema respecto a a2, esto es:

by > by =120y —22> -+ 2> by,
i, —bi, > (g, —1) = (b, —1) > - > (g, — A™2) — (b, — 1) >
> (ay, — A2 4 1) = (b, —2) > -+ > a;, — (A2 4 by, —bi, —1)—b;, > i, —b,.
La hipertupla para a’% se obtiene suprimiendo los términos co-
rrespondientes a las componentes de a'"2 que no aparecen en

a2 con lo cual las desigualdades anteriores se seguiran verifi-
cando.

(ii) Es inmediato a partir de las ecuaciones (£.23]) y (£.26).
U

Ejemplo 4.3.11. Consideremos o = (19, 14,11,11,10,7,7,7,6,4,3,1). Va-
mos a seguir la demostracion del Lema [4.3.10 para obtener una hipertupla
como ([£24]) asociada a esa chartupla. Como alli, trabajaremos con la parti-
cion de bloques de tamano tnico N(«) = (19,14, 11,10,7,6,4, 3, 1). Supon-
gamos (), = {2, 7} y consideremos la chartupla b = (by, b7), by = 9,b; = 3.

1. Como i1 = 2 > 1, basta definir:
k1 =by=9.
2. Como 15 =7 < 9, basta definir:
ks = min{b; — 1,a3} =2, k¢ =min{b; — 1, a0} = 1.
3. Completamos N (a)*7 = (14,11, 10,7,6,4), a una particiéon 1-decreciente

N(a)*" = (14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4).
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Siendo A** = (14—4) — (9—3) = 4, tomamos como hipertupla (£.24)
para N(a)>7:

(b27b2_1762_1ab2_]-7b2_1ab2_2762_3ab2_4762_57b77b7):

= (9’ 87 8’ 87 8’ 77 6’ 57 4’ 37 3)’
Asi pues, para N(a)?7:

(b27 k37 k47 k57 kﬁu b7) =

= (bZabZ - 1762 - 1ab2 _47b2 _5ab7) =
— (9,8,8,5,4,3).

Juntando los resultados anteriores podemos tomar como hipertuplal4.24t
(kla 627 k:37 k:47 k:57 k:67 b7a kS) k:9) = (97 9a 87 8a 57 4a 37 2a ]-)

que cumple las condiciones del lema respecto a N(«).

Y por lo tanto, la hipertupla:
(9,9,8,8,8,5,5,5,4,3,2,1)
cumple las condiciones del lema respecto a a.

Definiciéon 4.3.12. Dada una chartupla b = (b;,,...,b;,), llamaremos hi-
pertuplas asociadas a b (o simplemente b-hipertuplas las de la forma (£23)):

(l{?l, .. -ukhfbbil — 17ki1+17 .
) kig—labig - ]-7 kig-{-l) R kit—la bit - 1a kit-‘rl) R km)a (427)
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verificando las condiciones (£.25)) y (4.26).
[gualmente, llamaremos subespacios hiperinvariantes asociados a b a los

de la forma:

Y = V(k’l, RN kil—la bi1 - ]_, ]{Ji1+1, R
. .,]{ZiQ,l,biQ — 17ki2+17 .. wkitflubit — 17kit+17 .. ,]{Zm) (428)

con las mismas condiciones (£23]) y (£26]).

Observacion 4.3.13. Segtn el lema anterior, también es hiperinvariante
el siguiente subespacio:

V(kl’ e ey k21717 6217 k21+17 o e
e ki1, bigs Kigas o ki1, bigs Ky, - K)o (4.29)

Ejemplo 4.3.14. En la chartupla considerada en el Ejemplo[4.3.9] s6lo te-
nemos un subespacio hiperinvariante asociada a ella: Y = V(9,5,2,2,1,0).

4.3.4. Subespacios minext

Como ultimo paso de nuestra construccion, dada una chartupla vamos
a determinar “extensiones” Z de modo que, para cualquier subespacio hi-
perinvariante Y asociado a la chartupla, Y @& Z deje de ser hiperinvariante
pero siga siendo caracteristico.

Definiciéon 4.3.15. Sea J € M, (F) una matriz de Jordan nilpotente, con

caracteristica de Segre o = (ay,..., ) v u;, 1 < i < m una familia de
generadores de una base de Jordan. Dada una chartupla b = (b;,,...,b;,),
consideremos zi, ..., z; definidas de la forma

Zj:Jaijibijuij, 1< <t
Diremos que Z es un subespacio minext asociado a (b;,, ..., b;,) si:

l.ze€Z=z=z,+ - +z,conl<ip <ipg<...<ip<iyp<t.
2. z; ¢ Z,paraj=1,... ¢t
3. Cada z; es sumando para algin z € Z, es decir

dim(span{zi,..., 2, ...,z} + Z) =1t, Vi=1,...,t.
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Ejemplo 4.3.16. Si consideramos la chartupla del Ejemplo [4.3.9 entonces

21

= J%uy, 2o = Jus v 23 = J%s = ug. En este caso solo existen dos

subespacios minext Z asociados a esta chartupla:

span{z; + 22 + 23}
span{z; + 22, 20 + 23}

Observacion 4.3.17.

(1)

Por construccion z; ¢ Y, Z para 1 < j <ty Y, Z como antes. De hecho:
2y EZDY. (4.30)

Si, por ejemplo, z; € Z @Y entonces z; = z 4+ y con m,, 2 = z; para
algiin j # 1. Asi pues, por una parte To;, 21 = 0, y pc;r otra parte
Moy, 21 = Tay, (z4+y) =2z + Ta; Y, de manera que z; = —7,, y € Y. En
particular, si z € Z, para algiin 1 < j <t tenemos que:

2€ZdY, ﬂaijz:zjgéZ@Y, (4.31)
y por lo tanto Z @ Y no es hiperinvariante.

Observemos que los subespacios Z de la Definicion [4.3.15] son precisa-
mente aquellos que, para cualquier subespacio Y definido como en la
Definicion 4.3.12] y cualquier z € Z, tenemos:

z2¢Y, JzEY,ﬂaijz#Oiﬂaijz§ZY. (4.32)

En este sentido, Z es una “minima extension” directa de Y de manera
que la suma de ambos deja de ser hiperinvariante pero sigue siendo
invariante.

En las condiciones de la Definicion [£.3.12] el subespacio hiperinvariante:
Y @ span{zy, ..., 2} (4.33)

es el subespacio hiperinvariante en (£29)

4.3.5. Construcciéon de subespacios caracteristicos no

tes

hiperinvariantes

Finalmente veremos que los subespacios caracteristicos no hiperinvarian-
son precisamente los de la forma Y & Z, donde Y, Z son los subespacios

introducidos en los apartados anteriores como asociados a una chartupla.
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Teorema 4.3.18 ( [24]). Sea J € M, (GF(2)) con caracteristica de Segre
a=(ag,...,an), entonces:

1. Dada una chartupla (b;,, ..., b;,), y

(a) Z un subespacio minext asociado a ella.

(b) Y un subespacio hiperinvariante asociado a ella.

Entonces, X = Z@®Y es un subespacio caracteristico no hiperinvariante.
2. Dada X € Chinv(J) \ Hinv(J), y
)Y = (XNnUY® - & (XNUT) el subespacio hiperinvariante
mazimal contenido en X (ver Teoremal[]-53.1)).

(11) (ki,...,kn) la hipertupla tal que Y =V (ky,..., ky), (ver Teore-
mo LT

(1) Q= {iy,..., 0} CQ, t>2, tal que existen xq,..., 2, € X, t > 2
con o, T; & X, (ver Lema [£.5.6). Asumiremos que 1 < i; <

(IV) bZ]:kJZJ+1,1§j§t

(V) zj=J% Yiu,, 1<j<ty
Z :=span{z; +---+ 2z, € X, 1 <iy,...,05 €, ¢ > 1}
Entonces:

2.1. (biy,...,b;,) es una chartupla.

2.2. 7 es un subespacio minexrt e Y un subespacio hiperinvariante aso-
citados a ella.

28 X=/70Y.
Demostracion.

1. En primer lugar consideremos el subespacio X = Z @Y con Z,Y de-
finidas como en el enunciado. Basta con demostrar que este subespacio
es caracteristico ya que no es hiperinvariante como consecuencia de la

Observacion E3.17(2).

Probemos pues que X es un subespacio caracteristico. Sabemos que todo
vector x € X puede escribirse de la formaxz=z2+yconze ZyyeyY.
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Dada T" € Z*(J) cualquiera, T'y € Y ya que Y es hiperinvariante.
Ademés, para todo z € Z tenemos que por el Lema [4.2.4]

Tz=z+w.
Por lo tanto, es suficiente ver que w’ € Y. Teniendo en cuenta que
z=Mz1+ ...+ Nz, N €GF(2),
siendo
z; = J%i; 7Y U,

y usando el Lema [4.2.4}
TIZ]' = Zj + Yj

donde Yj S V(bij, .. .,bz‘j,bz‘j — 1,bz‘j +Oéij+1 —O[Z‘j, .. ~7bij + oy —Ozij), y a
consecuencia de la Condicion (A.29) de la Definicion [£.3.12] tenemos que
este subespacio esta contenido en Y.

2. En primer lugar, observemos que en (v): z; ¢ X, 1 < j < t ya que
XNnVicy.

En segundo lugar, vamos a ver que en (iii) podemos tomar z/; € X de
manera que

zh € X, Waij.T;:Zj¢X, 1<j<t.
De hecho, tenemos que:

Ta,, Tj = zj, height(z}) = b >k

2 15

Por lo tanto,

T = (Jaifbijuij +2;) +wy,  height(z]) <b, ma, w;=0.

Si b;j > b;;, aplicando el Lema 2.4 tenemos que existe 7" € Z*(J) tal
que

b

7% Y, = I + 2 T'w; = w;
i, 5 YRl J

de modo que
T/Z‘;/ — z;/ + y}/’ y;/ E Y

Por lo tanto:

i =0
T/xj:Ja] 1Julj+zj+zgl+y‘;/+w]:x]+zj+y;/EX’
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lo cual contradice el hecho de que xj,y;' € X, z; ¢ X. Por lo tanto

b, =b;., de modo que 2 € Y, y finalmente tomamos
J 7 J
I
T = x5 — 2.

Ademas, vamos a ver que para algln ¢, # 7; tenemos que
! _'_ _'_ / ! O
Sabemos que,
I f— . .
T; = zj + wj.

Si escribimos

yj = Z 7Tal.’wj € Y,
iy
tenemos que
T = 2z + mej =z + Z oy, Wi + Yj-
7 ihF

Al tener que z; ¢ X, para algin i, # i;, entonces:

7T0lih wj ¢ X
tal y como queriamos. En particular,
Z #{0}.
2.1. Probemos ahora que (b;,,...,b;) es una chartupla. Sea i; < i, de-

finidas como antes, y z; + 2, +w € X tal que Ty, W = Moy, W = 0:

= Si b, < b;, entonces, por el Lema [£2.4 existe T" € Z*(J) de

forma que

/ / /
Tz =z, Tazy=zp+z, Tw=w,

y esto implica que T"(z;+ 2, +w) = zj+2,+2+w = z,+w € X.

Por lo tanto z; € X, lo cual es una contradiccion.

= Si Ozij - bij S Qg — bih
Lema [£.2.4 existe 7" € Z*(J) tal que

! ! /
T'zij=zj+zn, Tzn=2z, Tw=w

entonces, tenemos otra vez que por el

y esto implica que 772 = z; + 2, + 2, + w = z; + w € X y por

lo tanto 2, € X, lo cual es una contradiccion.
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2.2. Tenemos que, por construccién, Z es un subespacio minext asociado
a la chartupla (b;,, ..., b;,), por lo tanto, s6lo necesitamos demostrar
que Y es un subespacio hiperinvariante asociado a la misma char-
tupla. En particular la condicion (428) de la Definicion L.3.12] se
cumple, por lo cual sélo es necesario demostrar la condicion (£29),
esto es:
ki1 2 by, kijv1 2 i1 — i + b
La primera desigualdad es evidente cuando k;, 1 = b;,_,, es decir, si
el bloque precedente también forma parte de la chartupla. En caso
contrario, existe 7" € Z*(J) de manera que:
/ G — —bi.
Tz =z +w, w=J%""u_,
T'x =z, if mo, @ =0.
Entonces, siendo 2’ tal que z; + 2’ € Z, tenemos que:
T(zj+2)=z+w+7 €X.
. ij—1
Asi pues, w € X N Vb“] CY,yki12>0.
Un razonamiento analogo tomando w = J*i " ui;.,, da lugar a la
segunda desigualdad.
2.3. Finalmente, observemos que siempre se cumple que Y & Z C X.

Para demostrar la inclusiéon contraria, notemos que dado cualquier
x € X nos encontramos con los siguientes dos casos:

(a) Siexiste Ta,, @ ¢ X para algin i;, entonces x = z+y, con z € Z
eyeY.
(b) Si para todo i;, o, @ € X, entonces € Y.

O

Corolario 4.3.19. Para J € M,(GF(2)) nilpotente, X € Chinv(J) \
Hinv(J) si y sdlo si X = Z @Y para algin Z,Y definidos como antes;
es decir, si existe una chartupla de forma que Z eY son, respectivamente,
un subespacio minext y un subespacio hiperinvariante asociados a ella.

4.4.

CONTANDO SUBESPACIOS CARACTERISTI-
COS NO HIPERINVARIANTES EN GF(2)

En esta seccion vamos a desarrollar un método para contar (para una
base de Jordan fijada) el nimero de subespacios X € Chinv(J) \ Hinv(J)
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para una matriz de Jordan nilpotente J € M, (GF(2)) con caracteristica de
Segre a = (v, ..., q,). En la seccion anterior hemos descrito la construc-
cion de tales subespacios mediante los siguientes pasos: nos restringimos a ¢
y fijamos Q; C Q (ver Definicion [£.3.4); para cada chartupla b asociada a €,
(ver Definicion L3.7)) escogemos un subespacio hiperinvariante Y asociado
(ver Definicion £.3.12) y un subespacio minext Z igualmente asociado a b
(ver Definicion [L.3.T5)); entonces Y @ Z € Chinv(J) \ Hinv(J) (ver Teore-
ma [£.3.18). El mismo teorema asegura que mediante esta construccion se
obtienen todos los subespacios en Chinv(.J) \ Hinv(.J). Por consiguiente en
las proximas subsecciones contaremos sucesivamente, fijadas una base de
Jordan y un €, C ()

» Las chartuplas b asociadas a §2; (Subseccion 4.4.1).
» Los minext Z asociados a cada chartupla b (Subseccion 4.4.2).

» Los hiperinvariantes asociados Y asociados a cada chartupla b (Sub-
seccion 4.4.3).

Obviamente, el producto de estos tres cardinales nos da el niumero total
de subespacios en Chinv(J) \ Hinv(J) para cada Q, C Q.
4.4.1. Contando chartuplas

En primer lugar observemos que el niimero de chartuplas asociadas a €,
puede verse como un caso particular del Corolario [3.5.5

Lema 4.4.1. En las condiciones de la Definicion [{.3.7. Si char(€);) es el
conjunto formado por todas las chartuplas asociadas a €, entonces

card(char()) = a;, (g, —ag, — 1) -+ (g, — gy, — 1). (4.34)

Demostracion. El conjunto de chartuplas asociadas a €2; pueden verse como
hipertuplas “estrictas” y entonces aplicando el Corolario B.5.5] para cada
Q; C () se tiene que:
card(char()) = ay, (e, —ay, — 1) -+ - (g, — ayy, — 1).
O

Observacién 4.4.2. Por tanto, si denotamos por char(«) al conjunto de
todas las chartuplas asociadas a a y por char(t) las de longitud ¢, se tiene:

card(char(a)) = Z card(char(t)) = Z Z i, (o, —a;,—1) - (ay, —ay,—1).

£>2 t£>2 QN

(4.35)
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Ejemplo 4.4.3. Si o = (1, g, a3, oy, a5, a, 7) = (12,7,6,4,4,3,1), en-
tonces 2 ={1,2,3,6,7} y:

{Q € O} = {{1,2},{1,3},{1,6}, {1, 7},{2,6},{2, 7}, {6, T}},
{Qs € O} ={{1,2,6},{1,2,7},{1,3,6},{1,3,7},{1,6,7},{2,6, 7} },
(Q, C QY ={{1,2,6,7},{1,3,6,7}}.

Para t = 2, tendremos:

card(char({1,2})) = as(a; — g — 1) = 28,
card(char({1,3})) = as(a; —asz — 1) = 30,
card(char({1,6})) = ag(ag —ag — 1) = 24,
card(char({1,7})) = az(a; — a7y — 1) = 10,
card(char({2,6})) = ag(aa —ag — 1) =9,
card(char({2,7})) = az(ag —ay — 1) =5,
card(char({6,7})) = az(ag —ar — 1) =1

card(char(2)) = 107.

Para chartuplas de longitud ¢t = 3:

Card(ChaT({la 27 6})) = a6(a2 — Qg — 1)(&1 — Qg — 1) = 36,
Card<0har<{17 27 7}>> = 057<052 — Q7 — 1)<041 — Qg — 1) = 20,
Card<6har<{17 3, 6})) = 046<Oz3 — Qg — 1)<041 — Q3 — 1) = 30,
Card<0har<{17 37 7}>> = 057<053 — Q7 — 1)<041 — Q3 — 1) = 20,
Card(Cha’T({L 6a 7})) = &7(&6 — Q7 — 1)(CY1 — Qg — 1) = 8,
Card(Cha’T({27 6a 7})) = &7(&6 — Q7 — 1)(CY2 — Qg — 1) =3

card(char(3)) = 117.

Finalmente, para t = 4:
card(char({1,2,6,7})) = ar(ag — ar — 1)(a2 —ag — 1)(ag — g — 1) = 12,
card(char({1,3,6,7})) = az(ag — ar — 1)(ag —ag — 1) (a1 —az — 1) = 10.

card(char(4)) = 22.

Y el nimero total de chartuplas es

card(chartup(a)) = 107 + 117 + 22 = 246.
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4.4.2. Contando subespacios minext Z

Sea Q = {i1,..., it} CQyb=(by,...,b;) unachartupla asociada a ;.
Dados zi, ...,z como en la Definicion [4.3.15] nos proponemos determinar
el nimero de subespacios minext de dimension d (1 < d < t) contenidos en

span{zy, ..., 2}
Definicién 4.4.4. Sea b = (b;,,...,b;,) una chartupla y {z1,..., 2} como

en la Definicion [£.3.15l Denotaremos por Z4(b) al conjunto formado por los
subespacios minext de dimension d asociados a b y por Ng(b) su cardinal.

Ejemplo 4.4.5. Para cualquier chartupla b, es N;(b) = 1, ya que el tinico
subespacio minext de dimensién 1 es z; + - - - + 2.

Observacion 4.4.6. Como span{zy,..., 2} = (GF(2))", N4(b) no depende
de las componentes b;,, ..., b; de b (ni tampoco de las de €2;), sino solo de
su longitud ¢. Podemos por tanto escribir:

N4(t) = Ng(b), con t=longitud de b. (4.36)
En particular,
Na(Q4) = Ngy(t) card(char(€;)), (4.37)
donde N, (€2;) indica el namero total de subespacios minext de dimension d
asociados a €;.

Se tiene la siguiente dualidad:

Lema 4.4.7. Con las notaciones de la Definicionl].4.4), dada una chartupla
de longitud t, tenemos:

Ny(t) = Ne—a(?). (4.38)

Demostracion. Sea Z = span{wy,...,wa} C span{zi,...,z} = (GF(2))
y Zi,...,2 como en la Definicion [4.3.15l Consideremos un producto es-
calar de manera que {z1,...,2} sea una base ortonormal. Entonces, si
F; = span{z1,...,2i 1,241, .-, 2} = {(21,...,2¢) € (GF(2))"|x; = 0},
tenemos que Fi* = span{z;}.

Si Z un subespacio minext, las condiciones 2l y Bl de la Definicion
se pueden escribir:

e span{z} ¢ Z.
o 7 /@ E;.

Dualizando estas condiciones obtenemos que:
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o 7+ ¢ span{z}*+ = F,.
o FX =span{z} ¢ Z+.
y por lo tanto Z+ es también minext. O

Corolario 4.4.8. Ny(d+ 1) = 1. Concretamente:
Zy(d+ 1) ={span{z + 22, ..., 2a + 24+1} }- (4.39)

Demostracion. Como consecuencia del lema anterior tenemos que Ny(d +
1) = Ni(d+ 1) y es evidente que Ni(d+ 1) = 1 ya que el tnico subespacio
minext 1-dimensional en este caso es {z1 + ...+ 2411} O

Para el calculo de N4(b) introducimos las siguientes notaciones:

Definicion 4.4.9. Sea b = (b;,,...,b;,) una chartupla y z,..., 2z como en

la Definicion E3.15. Bscribiremos ZJ (b) (respectivamente Z°(b)) al conjun-

to formado por los subespacios vectoriales de span{zy, ..., 2z} de dimension

d que verifican la condicion [l (respectivamente las condiciones [ y 2]) de

la Definicion 23,15l Su cardinal lo notaremos por N}(b) (respectivamente
1,2 .

N, %(b)). Obviamente:

Z4(b) € Z7°(b) € Z5(b). (4.40)

Como en la Observaciéon 4.4.6] tenemos:

Ni(t) = Nj(b)y N;*(t) = Ny*(b) con t—longitud de b. (4.41)

Claramente N} (b) es el ntimero de subespacios de dimension d de (GF(2))?,

que es el llamado coeficiente binomial gaussiano (}), (ver, por ejemplo [27]):

Lema 4.4.10. Con las notaciones de la Definicion [{.4.9, para toda char-
tupla b de longitud t, se tiene:

1 1 t 2t _ 1)(2t — 2)...(2t — 2d—1
w0 == (1) - @EDED Py

Observacion 4.4.11. Escribiremos (Z)
(6)2 =1

Calculemos ahora N (b):

, = 0 cuando k£ < 0 y escribiremos



4.4 - Contando subespacios caracteristicos no hiperinvariantes 115

Proposicién 4.4.12. Con las notaciones de la Definicion[{.4.9, para toda
chartupla b de longitud t, se tiene::

NEH(B) = NE*(1) = é—l)’“ (G2 e

0

Demostracion. Sea Z; C Z el subconjunto formado por los subespacios
vectoriales en ZJ que contienen a z;. Entonces, tenemos que:

_ _ - t
N2 (t) = card(Z,N...NZ;) = card(Z, U... U Z;) = (d) —card(Z,U. . .UZ;),
2

y ademés:

t
card(Z,U...UZ;) = Z card(Z;) — Z card(Z; N Z;)+
i=1

i,j11<i<j<t

+ > card(ZiNZiNZy) — .+ (=) eard(Zi NN Zy).

0,4,k 1<i<j<k<t

Observemos que todo subespacio contenido en:
ZiN...NZ;

Ik

contiene los elementos z;,, ..., 2;, y por lo tanto podemos deducir:
t—k
card(Z;, N...NZ;,) = (d—k)z'
En particular, al ser:

t—k
(d—k)zzo si k>d,

tenemos que:

card(Z,U...UZ) = zt: (;:11)2 - > (2:2);

i=1 §,j:1<i<j<t

+ ) (2:;’))2—...+(—1)d+1 3 (t_od)2:

1,J,k:1<i<j <k<t 115000 1<0 < <ig ST
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(D200, 2

i=1 i,j:1<i<j<t
t—3
d+1
+<d 3 E 1—. .. 4 (=)* E 1=
24,5, k1<i<j<k<t 11yt 1<01 << g <t

), ) - (G2, G) + (G20, 6) () 5

(),
Por tanto:

V0= (3) - kzd;(_”k“ ()0, =
-3 ()6,

Finalmente, imponiendo la condicion 3], obtenemos el nimero de subes-
pacios minext Z.

O

Proposicion 4.4.13. Para toda chartupla b de longitud t, el nimero de
subespacios minext de dimension d asociados a b viene dado por:

Nalt) = N = N30 = 3 ()t (4.44)

1

Demostracion. Tal y como hemos dicho antes, Z4(b) C Z,*(b) y por lo
tanto los subespacios no minext son los elementos de Zé’z(b) que no perte-
necen a Z,(b) y son precisamente aquellos subespacios Z’ que no cumplen
la condicion B

De hecho, estos Z' € Z;%(b) \ Z4(b) pueden interpretarse como subes-
pacios minext asociados a una chartupla de longitud £ < ¢ y teniendo en
cuenta que card({Q; € }) = (;) tenemos que el cardinal de estos minext
es (;) Na(k). Por lo tanto,

Nalt) = N30 - 3 () Vit (1.45)

k=1
y la proposicion queda demostrada. O
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De los resultados anteriores, concluimos:

Teorema 4.4.14. Dada una chartupla b de longitud t, el nimero de subes-
pacios minext de dimension d asociados a esta chartupla viene dado por la
stquiente recurrencia:

_ ;H)k (Z) (2 - Z) - ;Zd; (2) Na(k). (4.47)

Ejemplo 4.4.15. Parat = d + 2:

Ny(d+2) = [zd: <d+2) <d+;_k)2] —(d+2). (4.48)

0

Ejemplo 4.4.16. Si t = 4 sabemos que N3(4) = 1 = N;(4). Vamos a
calcular pues Ny(4):

-2 ()6 -2 (-

=13—-4=09.
Explicitamente:

7y = span{z; + 29, 23 + 24}, Zo = span{z; + 23, 22 + 24},

Zg = span{21 + 24,22 + 23}, Z4 = span{z1 + 29 + 23, 23 + 24},

Zs = span{z; + 22 + 23, 22 + 24}, Zg = span{zy + 20 + 23,21 + 24}
Z7 = span{zy + 22 + 24, 21 + 23}, Zg = span{zy + 20 + 24, 22 + 23}
Zo = span{z; + z3 + 24, 21 + 22}

Ejemplo 4.4.17. La siguiente tabla recoge Ny(t) para2 <t < 10,1 <d <
&:
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t\d | 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0| O 0 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0 0 0 0
4 1 9 1 0 0 0 0 0
5 1] 35 35 1 0 0 0 0
6 11 115 445 115 1 0 0 0
7 1] 357 3985 3985 357 1 0 0
8 1] 1085 | 31157 87705 31157 1085 1 0
9 1] 3271 | 229579 | 1583607 | 1583607 | 229579 3271 1
10 | 1] 9831 | 1646185 | 26048985 | 62907909 | 26048985 | 1646185 | 9831

4.4.3. Contando subespacios hiperinvariantes asocia-

dos a una chartupla

Finalmente, nos falta contar el nimero de subespacios hiperinvariantes

Y asociados a una chartupla b = (b, , . ..

de las hipertuplas asociadas a b.

Definicién 4.4.18. Dada una chartupla b = (b;,, . ..

7bit)-

,bi,), esto es (ver Definicion [4.3.12),

(1) Llamaremos hyp(b) al conjunto de b-hipertuplas, esto es, de las hi-

pertuplas:

(k1,. ..

skiy 1,0 =1, ki,

7ki2—17 bi2_17 ki2+17 s

skiv—1,0i, =1, kiyrn, o

que verifican las condiciones siguientes, donde 0 < j < ¢:

i — by, 2 a0 — ki >

ki >-->ky1 20

119

ap —ky > > a1 — ko > 0 — by

ait _bit Z ai,g-f—l _k:it-i-l Z e Z Ay —

bi; > kiy1 2> ki 120

> 1~k

bi, > ki41 >+ >k,
k.

41

-1 >aij+1 —b

k)

(h0)

541>

41

(hj)

(ht)
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(2) Igualmente, llamaremos:

hyp(x,b;,) = {(k1, ..., kiy_1,b;; — 1) que verifican (00)},
hyp(blj, bij+1) = {(sz — ]_, kij+17 ceey ]{Jij+1_1, bij-o—l — ].) que verifican @)},
hyp(bi,, ) = {(b;, — 1, ki, 11, .., kmn) que verifican (R},

donde 0 < 7 < t.

Lema 4.4.19. En las condiciones de la definicion anterior:

t—1

card(hyp(b)) = card(hyp(*, b;,)) H card(hyp(bi,, bi,,,)) card(hyp(bs,, *)).

i=1

(4.49)

Ejemplo 4.4.20. Consideremos o = (30, 25,23, 20, 18,15,10,8,5,2, 1),
Q= {4,10} y b= (13,1). Entonces:

card(hyp(b)) = card(hyp(x, by)) card(hyp(bs, b1o)) card(hyp(byo, *)).
(4.50)

Observacién 4.4.21. Notese que si i;41 = ¢; + 1, entonces:
card(hyp(bi;, b;,,,)) = 1. (4.51)
Para el primer factor, tenemos:

Proposicion 4.4.22. En las condiciones de la definicion anterior, si iy >

1:
card(hyp(x,b;,)) = (@1 —as + 1) ... (g2 — iy -1 + 1), -1 — ayy).
(4.52)
Demostracion. Basta con observar que k;, 1, ki, o, ..., k; han de verificar:
bil < k‘il—1 < bil + (Oéil—l - QG — 1)>
Fiio1 < kij—o < ki1 4 (04,-0 — ay,—1),
]{32 <k’1 < /{32+(O[1—(IQ)
O

Ejemplo 4.4.23. Para el Ejemplo [£.4.20] tenemos que:

card(hyp(*,b4)) = (30 — 254+ 1)(25 — 234+ 1)(23 — 20) = 54.  (4.53)



120 Subespacios caracteristicos no hiperinvariantes

Para cada cardinal en el segundo factor:
card(hyp(b;, b;,,,)), 0<j<t, (4.54)
claramente podemos reducirnos a considerar hipertuplas de la forma:

(bl_lak27"'akr—1ab7"_]-)7
by > ko> 2> ko q >0y,
ap—bi>ay—ky > > . ap1 — kg > — b

De forma més precisa, el célculo de dicho factor se reduce al caso recogido
en el siguiente lema:

Lema 4.4.24. Para 0 < j < 't, definimos:

T:’ij+1—’ij+1,

Q :_ (O[Z‘j, c. ,Ozij_H),
b - (bi]., bij+1)-
Entonces: B
card(hyp(bi,, b;,,,)) = card(hyp(b)). (4.55)

Veamos primero un ejemplo ilustrativo:
Ejemplo 4.4.25. Consideremos la situaciéon anterior con r = 5:
(bl - 1, k?) k:37 k:47 b5 - ]-)7

by > ko > k3 > ky > bs,
ap —by >y — ko> a3 — ks > oy — ky > a5 — bs.

Si ignorasemos b; podriamos proceder por recurrencia como en la proposi-
cién anterior:

bs < ky <bs+ag—as—1,
ky < k3 < kg + az — ay,
k3§k2§k3+a2—a3.

Pero las desigualdades con b; obligan por una parte a limitar la eleccion
inicial de ky:

méx{b5, b1 + oy — 044} S k4 S min{bl — 1, b5 + oy — Q5 — 1}, (456)
y por otra parte a considerar solo aquellas recurrencias para las que resulte

b1 + ag — g < ky < by. (457)
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Generalizando el ejemplo anterior, resulta:

Proposicion 4.4.26. Las hipertuplas de la forma hyp(by,b,), esto es:

(b — 1, ks, K1, by — 1) (4.58)
by >ke>--->k._1 >0, (459)
Ozl—blZag—kQZ"'Z...Oér_l—k?r_1>04r—br, (460)

pueden obtenerse de la manera siguiente:

(1) Considerar los valores k,_1 que verifican:

méx{br, bl—Oél—i-Oér,l} < kr,1 < mfﬂ{bl—l, bT—FOér,l—Oér—l}. (461)

(2) Para cada uno de ellos, considerar las tuplas (ko, . .., ky_2) construidas
por recurrencia reversa mediante:

krfl < kr72 < krfl + Qpo — O, (462)

ks < ke < ks+ as — as.

(8) Seleccionar aquellas para las que:

bl +a9g—ay < ]{32 < bl. (463)

Ejemplo 4.4.27. Para o = (20,18,15,10,8,5,2), consideremos {2y =
{1,7} y la chartupla asociada b = (b, b7) = (13,1). Por lo tanto, buscamos
ko, k3, k4, ks, kg de manera que las hipertuplas verifiquen:

(127k2’k3ak45k5ak6a0)7
13> ko > ks > ky > ks > ke > 1,

En este caso r = 7, por lo tanto, siguiendo los pasos de la proposicion
anterior consideraremos los valores de kg que verifican:

mzix{b7, bl —Qaq + OZG} S kf@ S min{b1 — 1, b7 + ag — ay — 1},
esto es:

méx{1,13 — 20 + 5} < k¢ < min{12,1+5—2 — 1},
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por tanto:
1 < kg <3.

Por otra parte:
by + g —ag < ky < by,

esto es:
11 < ky < 12.

Veamos que el computo de las hipertuplas hyp(by, b.) puede realizarse a
partir de la Tabla B4 en el Teorema 35111

Teorema 4.4.28. En las condiciones de la Proposicion [{.4.20:

Cmax b1—1—c

card(hyp(by, b)) = Z Z n5(0), (4.64)

c=Cmin A=bi+as—a1—c

donde n5(0) estd tabulado en la Tabla[37) y:

Cmin = max {br, bl — o1 + Oérfl} s (465)
Cmaz = Min {bl -1, br +ar_y —ap — 1} : (466)

Demostracion. Basta tener en cuenta que:

min{b1—1,br+ca,r—1—ar—1} bi—1—k,._1

hyp(by, b,) = U U HP (k,—1),  (4.67)

o1 =mdix{by,by —a1 +r_1} A=bi+az—a1—ky_1
donde H2(k,_,) es como en la Definicion B.5.8y que:
card(H5 (kr—1)) = n5 (k,—1) = n5(0). (4.68)
U

Ejemplo 4.4.29. Siguiendo con el Ejemplo 427 la Tabla 34 para o =
(20,18, 15, 10,8, 5,2) es:

r—p\A[0[1|2 |3 |4 |5]|6]|7]|8|9|10|11
6 1100|010} O0O]O0O|00]0]0]0
5 1j1ry1)140}0}0010]0]0]0
4 17231312 11,10]0/1010 0
3 1136 |9 (11}12|11 9|63 |10
2 114110119129 |38 4343|3829 (19110
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12—c
card(hyp(by, b, Z Z ns(
c=1 A=11—c
= (ny°(0) + 13" (0)) + (n3(0) + 15"(0)) + (n3(0) + n5(0)) =

=n5(0) + 2n5(0) + 2n3°(0) + n3' (0) =
—=3842-29+2-19+ 10 = 144.

Corolario 4.4.30. Para cada cardinal en el sequndo factor del Lemal{.4.19,

se tiene:

card(hyp(bs;, bi,.,)) = Z Z ”iAjH(O)a

b;.—1—c

Cmax J

C=Cpin AN=b; ‘. —Q . —C
min 1J+ zJ+1 i

donde ngﬂ(()) estd tabulado en la Tabla[5.4] y:

Cmin = IMax {bij+17 bij - Oél']. + O{Z‘J;H*l} )

Crnaz = Min {bij —Lbi, + i, 1~ — 1} )

Finalmente:

Teorema 4.4.31. Para el ultimo factor del Lemal[{.4.19:

Crmax bi,—1—c

card(hyp(b;,, * Z Z niAtJrl(O)a

Cc=Cmin A= bzt+a’zt+l Ay —C

donde nf 1 (0) estd tabulado en la Tabla[3 y:

Cmin = bit — QG — Oy,

Craxr = bit — 1.

Demostracion. Para j=t, definimos:

Resulta:

r=m-—i+1,
o= '7am>7

= (ay,, ..
b= (b;).

card(hyp(b;,, *)) = card(hyp(b)).

(4.69)

(4.72)

(4.75)
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El estudio de hyp(b;,, %) se deduce facilmente de la Proposicion [1.4.26t
Las hipertuplas de la forma hyp(by, *):
(bl - ]-7 k:Za ) kr—l)a
by > ko> > kpy,
ar—by >y —ky > > > a1 — ko,

pueden obtenerse como antes sustituyendo (1) por:

(1)

max{b; —a; +a,_1,0} < k._; <min{b; — 1,1 }. (4.76)

En las condiciones de la Proposicion

Cmaz bi—1—c

card(hyp(by, %)) = Z Z n5(0), (4.77)

c=Cmin A=bi+az—a1—c

donde:
Cmin = mMax{b; — a1 + a,_1,0}, (4.78)
Cmaz = Min{b; — 1, . _1}. (4.79)
O

Ejemplo 4.4.32. Consideremos o = (11,9,8,5,2) y by = 8. Buscamos
calcular card(hyp(b, *)):

(bl - 17k27k37k47k5)' (480)
Aplicando las formulas anteriores tenemos que:

O§k5§27

6 <ky<T.

Por lo tanto, construimos la correspondiente tabla:

r—p\A|0|1]|2]3|4]|5|6|7
) 110]10(0]0[0[0|0
4 1711711070100
3 11213141321 /0
2 1135|7715 3|1
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Finalmente, tenemos que:

card(hyp(by, %)) = Z ns(0) =

= (n5(0) +n3(0)) + (n3(0) +n5(0)) + (n3(0) +n3(0)) = 24.

Veamos finalmente que los cardinales en la Proposicion [4.4.22] en el Teo-
remad.4.28, en el Corolario . 4.30y en el Teorema [£.4.31] pueden obtenerse
mediante polinomios generadores como en la Seccion 3.5.

Corolario 4.4.33. Dada A € M, (F) nilpotente con caracteristica de Segre
a=(ag,...,an) yb=(by,...,b;) una chartupla asociada a o. Entonces:

1. card(hyp(b;;, bi,.,)), coincide con la suma de los coeficientes de grados
entre b;, + oy, 41 — @;; — ¢ y by, — 1 — ¢ del polinomio:

(I4+x+4--- a2 %n ) (T4 2™ (4.81)
cuando ¢ = Cpyns + -+ 5 Crnaz, donde:

Crmin = max {bij-H’ bij - O[z‘j + Ozij_H_l} 5 (482)

Crmaz = Min {bz‘j —Lbi, a1 — i, — 1} . (4.83)

2. card(hyp(b;,, *)), para iy < m, coincide con la suma de los coeficientes
de grados entre b;, + a;, 11 — oy, —c y b;, — 1 — ¢ del polinomio:

(I4+z+ - a2 ) (14 a4 a2 (4.84)

cuando ¢ = Cpyins + -+ 5 Crnaz, donde:
Cmin = méX{bit — Oy, + 1, 0}7 (485)
Cmaz = Min{b;, — 1, a1} (4.86)

3. card(hyp(x,b;,)), para iy > 1 viene dado por la suma de los coeficien-
tes del polinomio:

(Idz+- -z D (g @271 (Tpe - g™ 22),
(4.87)

es decir,

(-1 — i ) (14 (-2 = ,-1)) .- (1 + (a1 — ). (4.88)
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