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I N T R O D U C C I Ó N 

La aproximación por funciones holomorfas de una variable 

compleja, en diferentes normas, es un tema central del análisis 

complejo clásico.Sin embargo, sólo recientemente se han obteni

do soluciones completas de dichos problemas.Para mejor compren

sión del origen y del carácter de los problemas tratados en es

ta memoria haremos un breve repaso histórico del problema de la 

aproximación racional. 

El primer resultado a citar, relativo a la aproximación u-

niforme, es el que hoy se conoce como Teorema de Runga (1885),y 

que establece que toda función holomorfa en un entorno de un 

compacto K puede aproximarse uniformemente sobre K por funcio

nes racionales con polos fuera de K. Hay que esperar a 1927 

(Walsh) para disponen de un teorema de aproximación uniforme 

más sutil: toda función,continua en la adherencia de un dominio 

de Jordan y analítica en el interior, se aproxima uniformemente 

por polinomios.Posteriormente la escuela rusa aporta dos nuevos 

resultados: 

Lavrentiev (1937): Toda función continua en un compacto,con 

InterioB vacío»y cuyo complementarlo.es conexo,es.aproximable 

uniformemente por polinomios. 

Keldys (1945) : Si G es un abierto tal que (E - G es conexo, 

entonces toda función continua en G y analítica'-fen G se aproxi

ma uniformemente en G por polinomios. 

Los dos enunciados precedentes son casos particulares del 

http://complementarlo.es
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importante Teorema de Mergelyan (1952) que establece que una 

condición necesaria y suficiente para que toda función continua 

en un compacto K y holomorfa en el interior sea uniformemente a-

proximable por polinomios es que C-K sea conexo. 

Llegados a este punto era natural plantear el problema de 

la aproximación racional (uniforme) en los siguientes términos. 

Sea K un compacto del plano, A(K) es el espacio de funciones con 

tinuas en K y holomorfas en el interior y R(K) la adherencia uni^ 

forme en C(K) del espacio RQ(K) de funciones racionales con po

los fuera de K. Problema: dar condiciones necesarias y suficien 

tes sobre K para que A(K) = R(K). 

En realidadjMergelyan dio una condición suficiente de carác

ter topològico para la validez de la aproximación racional: si 

C - K tiene un número finito de componentes conexas, entonces 

R(K) = A(K). Otra condición de carácter métrico había sido dada 

por Hartogs y Rosenthal en 1931: si K tiene medida de Lebesgue 

(en el plano) nula,entonces C(K) = R(K). 

El primer resultado definitivo, para compactos sin interior^ 

caracterizando la validez de R(K) = C(K) (en términos de capa

cidad analítica), fue demostrado por Vituskin (1959). 

La solución completa del caso general, que requiere la no

ción de capacidad analítica continua, es debida también a Vitus

kin (1966). Las nuevas y complejas técnicas introducidas por es 

te autor han sido ampliamente utilizadas para tratar otros pro

blemas de aproximación. 

Hagamos notar que la aproximación en L^ también había atraí

do la atención. En efecto, incluso antes del Teorema de Walsh, Car 

lemán (1923) había demostrado que toda función de L^ ( n ) , ü un domi 
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nio de Jordan, holomorfa en ü , puede aproximarse en|| ¡p por 

polinomios. Este resultado fue extendido a dominios de Caratheo 

dory por Markusevic y Parrell. 

El problema de la aproximación racional en || | p u e d e e-

nunciarse de la siguiente forma. Si K es un compacto se define 

L ^ ( K ) = LP{K)nH(K) y RP(K) como la adherencia en L ^ Í K ) de R ( K ) . 

Se trata de caracterizar aquellos compactos para los cuales 

R^(K) = (K).Después de varias contribuciones parciales de Si-

nanjan (1964) y Havin(1968), Hedberg (1972) di6 soluciones com

pletas al problema utilizando ciertas capacidades, dependientes 

de p, íntimamente relacionadas con propiedades de los espacios 

de Sobolev. 

Melnikov (1969) y O'Farrell (1975) estudiaron el problema 

de la aproximación racional en normas de Lipschitz,cuya solución 

definitiva debida a O'Farrell (1977) utiliza las técnicas de Vi-

tuskin y se expresa en términos de medidas de Haussdorf,es decir, 

de nociones métricas. 

Precisamente O'Farrell introdujo (1975), en relación con 

el problema citado anteriormente,los módulos racionales que se 

obtienen tomando adherencia uniforme en C(K) del espacio R^(K)+ 

zR^(K)+...+Z"R^(K) (n fijo).El estudio sistemático de estos módu

los fue iniciado por Wang (véase t 43] ;[ 44] ,1 45] de la bibliografía). 

En 1980 Trent y Wang probaron el siguiente espectacular resulta 

do: si K = 0 el módulo R (K) + zR_(K) es uniformemente denso en 
o o 

C(K). Este teorema está fuertemente en contraste con la situación 

que se presenta en aproximación racional, puesto que hay ejemplos 

de compactos sin interior para los cuales R(K) ^ C(K), 

El primer problema que se plantea eñ esta memoria es el de 
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averiguar qué tipo de funciones pueden reemplazar a z en el Teore

ma de Trent y Wang. En el capítulo 1 (1.5.1.) presentamos una so

lución razonablemente completa de este problema.Concretamente, si 
2 

K es un compacto sin interior, g una función de clase C en un 

entorno de K y Z ={zeK/ 8g(z) =0}, entonces se verifica que RQ(K) + 

R^(K)g es uniformemente denso en C(K) sí y sólo sí R(Z) = C ( Z ) . 

Es natural plantearse la posibilidad de dar una versión del 

teorema precedente para compactos arbitrarios, es decir, con in

terior. 

Aquí se presentan dos líneas bien diferenciadas.La primera 

es considerar una función g arbitraria (siempre suficientemente 

regular) e identificar la mayor cantidad posible de funciones 

que pertenezcan a la adherencia uniforme Rg(K) de R^(K)+R^(K)g 

en C(K).En esta dirección, demostramos en el capítulo 2 (2.2.1.) 
2 -

que si fEC ( K ) , f es holomorfa en un entorno de Z={zeK/8g(z)=0} 
y 9( )=0 en 8-Z, entonces f eR (K). También, si D es el disco 

8g 5 _ 
unidad abierto, identificamos R-n (D) como el espacio de funció-

z 

nes continuas en 5 que admiten ^ en D una expresión del tipo 'h+ 

z^k con h,k holoraorfas en D. No parece natural esperar resulta

dos de tipo general sin alguna limitación sobre g. 

La segunda línea consiste en considerar el caso en que g(z)= 

z y plantear un problema de aproximación uniforme para el opera

dor 9^. Dado un compacto K definamos A-(K) = {f oC (K)/ 8^f=0 en K}, 
-2 ^ 

donde 3 es en el sentido de las distribuciones.Evidentemente 
R-(K)CIA-(K), y el problema es determinar aquellos compactos K 
páralos cuales A-(K) = R-(K). En el capítulo 2 (2.3.4) se presen-

z z 

ta un teorema de Mergelyan para 9 : si C-K tiene un numero fini

to de componentes conexas, entonces R - ( K ) = A-(K). En realidad la 
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hipótesis puede rebajarse a que los diámetros de las componen 

tes conexas de C-K estén acotados inferiormente por un número 
« 

6 >O.De esta forma en el caso K = 0 , recuperamos el Teorema de 

Trent-Wang. 
En el capítulo 3 se estudia la adherencia R^ÍK) de R ( K ) + ^ g o 

gR^(K) en L P ( K ) . Por ejemplo, se prueba un teorema de aproxi

mación en II I e n K que engloba la versión en norma p del teo 

rema 1.5.1. presentado en el capítulo l.Otro resultado a desta

car es el siguiente. Si feL^ÍK), l<p<2, f es holomorfa en un en 
- 9f * p torno de Z y 3(-=—) = O en K - Z, entonces feR ( K ) . En el caso 

og g 

2<p<oo, relacionamos nuestro problema de aproximación con uno de 

estabilidad en espacios de Sobolev. También caracterizamos RB^ÍD) 

como las funciones de L^(D) que en D admiten una expresión del 

tipo h + z"k , con h,keH(D). 

En el capítulo 4 se estudia,en primer lugar, la aproximación 
en la norma de Lip(a,K} (0<a<l),por funciones de RQ(K) + g R ^ ( K ) , 

o 

en el caso K = 0.Demostramos que si R(K) = C(K) , entonces 

lip(a,K) es la adherencia (en norma Lip{a,K))de RQ(K) + gR^CK) 

sí y sólo sí lip(a,Z) es la adherencia de R^{Z). Un ejemplo muy 

reciente de Wang, demuestra que alguna hipótesis es necesaria 

sobre K . A continuación se prueba que, sin más hipótesis sobre 
2 

K que la de no tener interior, RQ(K) + gR^ÍK) + g RQ(K) es denso 

en llp(a,K) sí y sólo sí R^ÍZ) es denso en lip(a,Z).Concluimos 

el capítulo con el siguiente resultado de aproximación en norma 

C"̂ . Si K es un compacto cuya frontera tiene área nula y 5g(z)7>ií0, 
2 

ze K, entonces para una función feC (K) son equivalentes: 

a)f es límite, en norma C ( K ) , de funciones de R^(K) + gR^(KÍ 

b) f eR(K) + gR(K) . 
Finalmente, en el capítulo 5, estudiamos el problema de la lo 
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calización de la aproximación uniforme y de la aproximación en 

I {I .Concretamente probamos que R^ÍK) y R (K) son módulos loca p 9 9 — 

les siempre que Z sea un conjunto finito.A modo de conclusión de 

la memoria, se incluye en este capítulo, una lista de problemas 

abiertos. 

La estructura de la memoria es la siguiente: cada capítulo ha 

sido dividido en parágrafos. Las referencias a resultados de la 

memoria se hacen mediante tres dígitos.El primero indica el capí^ 

tulo, el segundo el parágrafo y el tercero el resultado concreto. 

Las referencias a trabajos citados en la bibliografía se hacen 

mediante un número encerrado entre corchetes.A fin de clarificar 

el contenido de cada capítulo, hemos incluido un "abstract" al 

principio del mismo. El símbolo //. indicará el fin de las de 

mostraciones. 

Cuando estábamos mecanografiando esta memoria hemos recibido 

una copia de un trabajo de Trent y Wang en el que se presenta 

una demostración, menos ilustrativa que la nuestra, del teo

rema 1.5.1. y un caso particular del teorema 5.1.3. 



C A P I T U L O O 

N O T A C I O N E S Y R E S U L T A D O S P R E V I O S 

En este capítulo se da un^ resumen de algunos de los resulta

dos y definiciones en que se basa la memoria.Haremos uso en ésta, 

sin ulterior referencia, a cuestiones de topología,teoría de la 

medida, funciones analíticas y análisis en general.Se ha creído con 

veniente hacer una breve alusión a resultados previos,algunos de e 

líos bien conocidos, directamente vinculados con el contenido de 

esta memoria.Las demostraciones y una mayor información sobre e-

llos puede encontrarse en la bibliografía que se cita específica

mente. 

0 . 1 . A P R O X I M A C I Ó N . 

Denotaremos por C el plano complejo y por dm la medida de Le-

besgue en C. Si E es un conjunto medible de C y l<p<<» ,L^(E) y 

L^^^(E) denotarán los usuales espacios de funciones p-sumables(o 

localmente p-sumables) dotados de la norma usual I I .Todas las 

medidas se supondrán complejas, de Borel, regulares y a soporte 

compacto en C. El espacio de dichas medidas sobre un conjunto me

dible X se denotará por M(X). 

0.1.1.Lema.( I 5 ] ) . La función pertenece a L? (C) para 
2 xOC 

1< p <2.Si E es un conjunto dm-medible se verifica: 
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¡z - w| 
dmfz) < 2 L/TrniíET", wec. 

0.1.2. Definición.( f 5] ) . Si y es una medida, se define el po 

tendal Newtoniano de y como: 

1 
P (w) = 

z - w 
-dp Cz) w e C . 

y la transformada de Cáuchy de u como: 

y (w) = z - w 
dy(z) , weC. 

0.1.3. Proposición.([18],[ 5] ).La transformada de Cauchy de y 

y es absolutamente convergente para casi todo punto weC (así como 

y ) y se cumplen: 

P a) yeL5^^^(C) , y ^l'iQc^^y para l<p<2 , 
A. 

b) y es analítica fuera del sop y, 

c) y(«') =0, 

d) y'(~) =lim zy(z) = - dy. 
z-><» 

Escribiremos : 

1 , 8f ^ . 3f. . - 1 . af 3f. 
"1 X 

SI ü es un abierto de utilizaremos las siguientes notaciones! 

k k 
C (U), l<k<": funciones de clase C en U. 
k k 

D (U) , l<k<°°: funciones de clase C (U) con soporte com

pacto. 

D(U) : funciones que son de clase c'" con soporte cora-
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cio de funciones continuas dotado de la norma uniforme,escrita 

( o l í i I si hay ambigüedad). 
X 

0.1.4.Proposición. Fórmula generalizada de Cauchy,(Fórmula de 

Pompeiu)([5] ,[40]). Sea G un abierto acotado con 3G de clase 

a trozos y feC"'"(U), donde U es un entorno de G. Entonces para todo 

weG: 

f(w) = 
Ivi 

f dz . -i. 
z - w 

se 

'gf (z) 
z - w 

dm(z). 

0.1.5.Corolario. ([ 5] ) . Sea f£D . Entonces para todo vfeC: 

f(w) = 
3f (z) 

z - w 
dm(z) . 

Escribamos S para denotar el compactificado de Alexandrow de 

C, ( D U { < » } = S ^ . 

0.1.6.Lema. ([ 5] ) Sea X un compacto, geL^tX) p>2.Sea 

g(w) = 
q(z) 

X z - w 
dm(z) , weC, 

A 2 2 
Entonces g es holomorfa en S -X, continua en S y g(oo)=0. 

0.1.7. Lema. ([ 5] )Seay una medida sobre C con soporte compacto 

pacto incluido en U. 

Los usuales espacios de distribuciones en U (respectivamente 

distribuciones a soporte compacto) se denotaran por D(U)' (resp. 

C°°{U)').Si U=C suprimiremos en general la escritura de C. 

Si X es un espacio topológico compacto,C(X) denotará el espa
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y ü un abierto de (C. Si li=0 c.p.t. en U entonces PI (U)=0. 

Si X es un compacto de (E, RQ(X) es el espacio de las funciones 

racionales con polos fuera de X y R ( x ) es la adherencia uniforme 

de R_{X) en C(X). A(X) son las funciones holomorfas en X y conti-
o 

nuas en X. El conjunto de medidas ortogonales a un subespacio S 

se denotará por s:^ 

0.1.8.Lena, (f 51 ) . Sea X un compacto y peMÍX) . Se verifica yeR(X)" 

sí y sóio sí y =0 en C-X. 

Sea E un conjunto arbitrario de C y 0<a ^1.Escribiremos: 

- f C y 

a 
Lip{a,E)={feC(E)/ sup 

XT^y X - y 

lip(a,E)={feLip(a,E)/ lim sup-Í£iüLl-£ilL = 0} , 

^-*0|x-yHr I x - y ^ 

ambos espacios dotados de la norma 

para la cual son espacios de Banach. 
Lipa a 

0.1.9.Teorema.(Browder [5] ,0'Farrell { 30]).Sea X un compac

to de C,U un abierto que contiene a X, tzc^ y '3f=0 en X . En

tonces f pertenece a la clausura de RQ(X) en Lip(a,X) para todo 

0<a<l,(en particular f e R ( X ) ) . 
X 

0.1.10.Teorema. (Runge [ 3] ,[ 49l ) . Si f es holomorfa en un en

torno de X, entonces f es límite uniforme de funciones raciona

les con polos fuera de X. 
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0.1.11.Teorema.(Hartogs-Rosenthal [5 ], [4á ).Si X es un compacto 

de medida de Lebesgue (en C) cero, entonces R(X)=C(X). 

0.1.12.Teorema.(O'Farrell [ 27],[ 29]).Si X es un compacto con me 

dida cero, entonces la adherencia de RQ(X) en norma Lip(a ,X) es 

lip(a»X) (0<a<l). 

0.1.13.Teorema de Mergelyan.(f261 ,r361,[40]).Si X es un compac 

to con un número finito de componentes complementarias, entonces 

R{X)=A(X) . 

La versión de este teorema en el caso X=gi se conoce como teo

rema de Lavrentiev. 

0.1.14.Teorema.(Alexander [40]). Sea (X ) una sucesión de com

pactos de C tales que R(X )=C(X ) y sea X = \J X . Entonces R(X)= 
^ ^ n=l " 

C(X) . 

0.1.15.Definición de capacidad analítica.{[161,[49]).Sea K un 

compacto.Escribamos 0(K) para denotar la componente no acotada de 
2 

S -K. La capacidad analítica de K es: 

Y(K) = sup I f • ( " ) I 

donde el supremo está tomado sobre todas las funciones f que sa

tisfacen: 

a) f analítica en ^(K). 

b) l l f I L ^ i . 

c) f(») =0. 

Si S es un subconjunto arbitrario de C , definimos 

Y(S) = sup Y(K) , K compacto. 
Kcs 
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0.1.16.Proposición.([ 16]).Si K es un compacto y conexo de C , en 

tonces: 

Y(K) 4 diam(K)><: 4Y(K) . 

0.1.17.Definición de capacidad analítica continua.([16],[18], 

[49]). Sea S un subconjunto de (E. La capacidad analítica continua 

de S es: 

a(S) = sup | f ' ( ~ ) I 

donde el supremo está tomado sobre las funciones f que satisfacen: 
2 

a) feC(S ) y analítica fuera de un subconjunto compacto de S. 
b) fí») = 0. 

Si U es un abierto de C escribiremos H(U) para denotar el es

pacio de funciones holomorfas en U y A(U) el espaciónos holomrfas 

en ü y continuas en "u. 

0.1.18.Teorema.(f18]).Si E es un cerrado relativo de un abierto 

ü con a(E) =0, entonces toda feA(U - E) tiene una extensión a A(U). 

0.1.19.Contenido de Haussdorff.([181,[29]).Una función de medida 

es una función h>0, creciente, definida en con h(0)=0. Escri

bamos, para EcC, 

M^(E) = inf E h(d(S.) ) 
j ^ 

donde S. son bolas abiertas que recubren E, y que d(S.) denota el 

diámetro de S^.Si h(t) = t^(a>0) escribiremos en vez de M^. 

Si E es un subconjunto contenido en una curva rectificable 
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RQ(K)°' designa la adherencia en norma Lip(a,K) de R ^ ( K ) . 

0.1.22.Proposición. ([18]).Si E es reunión numerable de con

juntos de longitud finita, entonces a{E)=0. 

Para l<p<<» bP(X) denotará la adherencia en L^(X) de R^ÍX) y 

L^{X) las funciones de (X) que son analíticas en X. 

•0.1. 23. Proposición, (f 191 .[ 38] ) . Si X es un compacto de C y 1>$ 

p<2 , entonces R^(X) = L^ÍX). 
a 

Los artículos de Hedberg [20],[21],[23]dan condiciones nece

sarias y suficientes para que (X) = iP{X). 
3 

es equivalente a la longitud. 

0.1.20•Teorema de Vituskin.([ 3] ,[ 16],[ 49]).Las siguientes con

diciones son equivalentes,si K es un compacto de C : 

a)R(K) = C(K) 

b)Y(D-K)=Y(D) , para todo abierto acotado D 
c) lim sup •Y(D(afr)-K)^ q c.p.t. aeK 

r—>o 1^ 
d)Y{D{a,r)-K) = r =Y(D(a,r)) aeS! , r>0. 

El teorema general de Vituskin, puede verse en las mismas re

ferencias. 

0.1.21.Teorema.(O'Farrell [29]).Son equivalentes,para cada com

pacto K y 0<a<l , las siguientes afirmaciones: 

a) R ^ T k T " =lip(a,K) 

b) Existe c>0 tal que M"^"^"(D-K) ̂ cr"̂ "*"" para todo disco abierto 

D de radio r. 



-16-

0.1.24.Definición.(f27]).Sí T es una distribución a soporte com 

pacto en C, se define la transformada de Cauchy T de T como la dis 

tribución aue cumple: 

T(^) = -T(ijj) para i|jeD(C) . 

0.1.25.Lema.([27]).En las hipótesis de la definición precedente, 

se verifica: 

a ) ^ ^ = -ii\¡¡ =di) para\ | jeD(€) 
A 

b) 9T = - T i T =3T para TeC ' 

c)La aplicación :C ' >D' es lineal, continua,inyectiva y 

con imagen densa. 

Para mayor información sobre lo anterior, pueden consultarse 

los libros básicos [ 3] ,| 5] ,[ 16] ,118] ,( 40] y [49] y los artículos 

[ 19] ,[ 20] ,[ 21] ,[ 23] ,[ 27] ,[ 28] ,1 31] ,[ 32] ,[ 38] . 

Si X es un compacto de C, denotaremos siempre por g una fun-

2 

ción de clase C en un entorno de X, fijada de una vez por todas, 

y que intervendrá en todos los problemas de aproximación estudia

dos en la presente memoria.Por R (X) denotaremos la adherencia u-

^ g 

niforme de RQ(X) + gR^ÍX) en C(X) . Si l4p<°° R^(X) denotará la 

adherencia de RQ(X) + gR^(X) en L ^ { X ) . Si U es un abierto,Rg(U) 

designa el conjunto de funciones de la forma h+kg con h,keH(U). 

Concluimos este parágrafo con un teorema de extensión,del ti

po de Whitney para funciones lipschitzianas. 

0.1.26. Teorema. ([ 39] ) .Sea F un subconjunto cerrado de R".Exis

te una aplicación E lineal y continua de Lip(a,F)—>Lip{a,R^) (0<a 

<1) . Si a<l entonces E(lip(a,F) )Clip(a,R") . 
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La demostración de la primera afirmación puede verse en SteinI 39l 

, pág 174.Respecto a la segunda afirmación, no está explicitada en 

el texto pero se obtiene modificando la demostración del mismo del 

siguiente modo. 

Sea w(f,6)= sup |f(x)-f(y](< Mó*^ el módulo de continuidad de 

f.Sea a3(f,6) la envoltura cóncava de w. Resulta queoj es cóncava, 

creciente, w{0)=0 y continua en l 0,<k [ .Si w (f , 6 ) =o ( 6^) , entonces 

a)(f,6)=o(ó") .Veamos que si w(f, 5) =o(ó") , entonces w(E(f ) , 6)=o(6°') . 

Hay que tener en cuenta la desigualdad: 

^ - . J _ E ( f ) (x) |<c slK f¿ F. 
3 Xj I d(x,F) 

Par acotar |E(f) (x) - E(f) (y) | si x F e ye F se procede igual 

que en [39].Si x ¿ F , y ¿ F y Jx - y]<d(x,F) entonces: 

E(f)(x) -E(f){y)|xlx - y|c -Si£.i - l Í2 iz l l-^cw(f,|x-y|). 
d(x,F) 

La última desigualdad es consecuencia de ser w(6)/6 creciente. 

0 . 2 . O P E R A D O R E S . E S P A C I O S D E S O B O L E V E I N T E G R A L E S S I N G U L A R E S . 

0.2.1.Definiciones.(f15]).Sean X,Y dos abiertos de R^.El trans

puesto de un operador lineal continuo A:D(Y)—>D(X)' es el opera

dor lineal de D(X) en D{Y)' definido por: 

<^Ap,i|;> = <'p,Ai|;). 

El adjunto del mismo operador se define como: 

« <Ap,i|;>=^p,ATJj^. para peD(X) , ^¡)eD{Y) . 

a 

Escribiremos D"= a= (a^^,... â )̂ eNxN.. .xN. 

1 n 
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S I f;R^.—^R" , Df es la diferencial de f. 

Si A= E a^(x)D" entonces = Z (-l) °'i d" (a^ (x) .) y 
I a a 

A*= Z D ^ ( 5 ¡ I R ) . ) . 

El símbolo { o polinomio característico) de I a (x)d" es 
« U m " 

a 1=111 n 

Un operador diferencial Z a (x)d'̂  en un abierto Y es elíptico 
a 

Si P j j j ( x , C ) 7̂ 0 para todo xeY y todo CeR^-ÍO}. 

Si P( x , D ) es un operador diferencial sobre Y,una solución fun

damental bi-rregular ([ 32] ) es una función E G L ^ ^ ^ ( Y x Y ) tal que E 

C "(Y xY)-A) y tal que: 

P{x,D) E(x,y) = 6y , S{y,D)E(x,y) = 6^ . 

0.2.2.Lema de Wevl.(f 151 ) . Si UELJ^^íb'^) y Au=0 (en particular 

— 00 

si 3u=0) en entonces ueC- (Ü) y u es harmónica en U (es analí

tica si au=0). 
0.2.3 .Definición. ([ 1] ) . Sea U un abierto de R , meN y l$p<a>. El 

p-espacio de Sobolev de orden m es: 

wf (U) ={feLP(U)/ D^feLP(U),0$ a <m} 
m 

Es un espacio de Banach con la norma: 

P 

P 
u D^u 

Escribiremos W^CU) para indicar la adherencia de D(U) en Vpiü). 
m ra 

:m 

0.2.4.Teorema. ( [1] ) . W^CÍR") = W ^C R " ) . Para todo abierto UCR^se 
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,m, verifica que el conjunto {UEC (U)/ u I I <«>} es denso en W^(U) 
m,p m 

0.2. 5.Teorema. ( í 8 1. f 22 ]. f 32 ]) . Sea X un compacto de R'̂  y p>n 

Si f=0 en R'^-X y f ewP(R"} entonces f eW^(X) . 

0.2.6.Definición. ( [9 1 , f 39 ] ) . Un núcleo de Calderon-Zymund es u-

na función del tipo: 

k(x) = 
a(x) 

n 
XER n 

donde ^verifica: 

a)0{px) =n(x) p>0 

B ) íi(x)da =0 , donde S " ~ " ' ' es la esfera unidad de R " Y da es 
gn-l 

la medida euclideana en S^""^. 

c) Si a){n,ô) =sup | n(x)- n{x')| entonces 

Ix-x'\4S 
X =1x' -1 

RL 

DIS<<». 

0.2.7. Teoremaf ([ 9] ,[ 39] Sea k un núcleo de Calderon-Zymund. 

Para l<p«»y feL^ÍR") sea 

T (f)(x) = 
X-y ^£ 

k{x-y)f (y)dm(y) 

Se verifica: 

a)Existe una constante (independiente de f y e) tal que 

I |T_(f) I L ^ A^I I f 
e p P t' 

b) lira Tg(f) =T(f) existe en y verifica: 

T{f)|lp.< Apllf 

0.2.8.Teorema. ([ 9] ,[ 39] ) .Sea k un nficleo de Calderón Zymund.Pa-



-20-

ra feL^ÍR"^) ( l<$p<«') .Consideremos: 

T^(f)(x) = k(x-y)f(y)dm(y) 
|x-y|^e 

e>0 

(la integral converge absolutamente para todo x).Se cumple: 

a) lim T (f)(x) existe c.p.t. xe R". 

b) Sea T*(f)(x)= sup |T (f)(x)l.Si feL^ÍR^^) con l<p<+~ ,enton
elo ^ 

ees I|T (f) I I < A 1|f I 1 . 
P ^ ^ 

0.2. 9. Definición. ([ 9] ,[ 40] ) .Sea feL'̂ 'ÍC) con soporte compactcEl 

potencial logarítmico de f es la función: 

u(x,y) = f (x-s,y-t) log—^ ^ d s dt. 
s^+ t"^ 

(1) 

0.2.10.Teorema. (í 91 ) .Supongamos feLlog"''L (es decir |f|log"*'|f 

L'^(C) )y con soporte compacto.Entonces: 

a)La integral en (1) converge absolutamente y representa a 

una función continua. 

b)Casi por todas las líneas paralelas a los ejes coordenados, 

u(x,y) es C"*" y las integrales: 

f (x-s,y-t)—5 5-dm(s,t) , 
s^+ t^ 

f (x-s,y-t) — 5 5r-âm(s,t) 
s'̂ +t'̂  

obtenidas por derivación formal de la integral en (1), convergen 

y representan 

vamente. 
3x 
" u(x,y)=Uj^(x,y) y ——-u(x,y)=u^(x,y) respecti-

3 y 

c)Para casi toda línea paralela a los ejes coordenados, las 

derivadas u , u son absolutamente continuas.En particular u , X y ^ XX ' 
"yy'^xy'^yx ^^i^t®" casi por todo.Están dadas (casi por todo) por 
las fórmulas: 
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u^jj(x,y) = -Trf(x,y) + 

Uyy(x,y) = -TTf (x,y) + 

u (x,y) = u (x,y) = 
xy yx ' ̂  

f (x-s,y-t)—5 s—,dm(s,t) 

s2 - t2 
f{x-s, y-t)—5 =—y-dm(s,t) 

f { x - s , y - t ) — — ^ dm(s,t) 

En particular u + u = -2TTf c.p.t. 
^ X X yy ^ 

2 2 
0. 2.11.Definición. ([ 371 ) .Se E C R , (xQ,y^)eR .Diremos que ^^^il^ 

es un punto de densidad lineal en la dirección de las abscisas si: 

mi ( Eñjx -e,x -e[ xíy }) 
lim 9 2 2 _ = 1 

2e 

donde m̂ ^ es la medida de Lebesgue en la recta.Análogamente se de

finirla para el eje de ordenadas. 

0.2.12.Teorema.{f 371 ).Si E es un subconjunto medible de R ,ca

si todos (dm) sus puntos son de densidad lineal en las direccio

nes de los ejes coordenados» 



C A P I T U L O 

A P R O X I M A C I Ó N U N I F O R M E EN C O M P A C T O S C O N I N T E R I O R V A C I O 

En este capítulo se introducen los recursos necesarios para 

estudiar la aproximación uniforme por funciones del módulo + 

gR^(X). Entre estos destacan las fórmulas integrales 1.2.1. y 

1.2.3., que son de gran importancia en la presente memoria, y las 

transformadas de medidas 1.1.1. Para sistematizar adecuadamente 

la exposición hemos invertido el orden de presentación. El resul

tado principal es el teorema 1.5.1. que resuelve completamente es-

o 
te problema de aproximación en el caso X = ^. 

1 . 1 . T R A N S F O R M A D A S G E N E R A L I Z A D A S 

Denotaremos por g una función, fijada de una vez por todas, 

a valores complejos y de clase ((E) . 

Sea k la siguiente función de (E x (E en (E: 

si z = w entonces k(z,w) = o 

g(z) - g(w) 
si z 7¿ w entonces k(z,w) = 

z - w 

Obviamente k depende de g, aunque esta dependencia no se ex

plicite en la notación. Posteriormente, en relación con otras no

ciones dependientes de g, seguiremos el mismo procedimiento. 

La función k es de Borel en (E x (T. En efecto, k restringida 

a Œ X (E menos la diagonal y k restringida a la diagonal son funcio

nes continuas y, por tanto borelianas, por lo cual se deduce que 

k es boreliana y, por consiguiente, para cada weCC k(.,w) es de Borel, 
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V 
kCz,w) d y ( 2 ) . 

Tal definición es correcta como prueba el siguiente lema: 

1.1.2» Lema. y está definida en todo punto de <C, es una función 

continua salvo, quizá, en el conjunto numerable L = {WG<E/ |y|{wl>o} 

y es localmente integrable respecto de la medida de Lebesgue m en C. 

Dotio^raciÓn. Sea w^eC. El conjunto S de puntos de la forma 

tz + (l-t)w con t e [ 0 , 1 ] y ze sopy es compacto, por tanto Dg está 

acotada en S. Por el teorema del valor medio: 

g(z) - g (w^) 

z -
£ sup Dg(x) Dgll 

xe 

por consiguiente k(.,w^) está acotada sobre sopy, luego es integra

ble. 

Sea L = {weC/ ¡yj {w}>o). Este conjunto es a lo sumo numera

ble pues es reunión numerable de los conjuntos finitos {wel/ |yj{w}> 

. Sea L y (w^) una sucesión convergente hacia w^. Si z^w^ 

se tiene z 5̂  para n suficientemente grande, por tantoT 

Definiremos primero la transformada, relativa a g, de una me

dida de Borel, regular y a soporte compacto en (T. Posteriormente 

extenderemos la definición para una distribución a soporte compac

to en <t. Seguiremos este orden para mayor claridad. 

I.l.t. Definición* Sea u una medida en C, de Borel, regular y 

con soporte compacto. La transformada de y relativa a g es la fun 

ción: 
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g(z) - g(w ) 
lim 
n z - w 

n 

g(z) - g{w^) 

z - w 

es decir k{z,\j^) k(z,w^) salvo, quizá, en z = w^. Como lyjiw^} 

= 0, obtenemos k(. , ŵ )̂ k(. ,w^) [c.p.t.y] . Esta convergencia es 

dominada en sop y, pues el conjunto T de los puntos tz + (l-t)w^ 

con ne N, ze sop u, te [0/l] es relativamente compacto, luego: 

k (z, w^) D 

Aplicando el teorema de la convergencia dominada, se deduce la con

tinuidad. 

Para probar la tercera afirmación observemos que 

í (w) = 
g(z) 

z-w 
dp(z) - g(w) 

1 
dy(z] 

z - w 
[c.p.t.y] , 

de donde 

y (w) g|| jjVÍÍw) + |g(w) |y(w) [c.p.t.y] 

siendo X = sop y y y el potencial Newtoniano de que es localmen 

te (dm) integrable (véase 0.1.3.). //, 

Es interesante hacer notar las mejores propiedades de y respec

to a 0. Por ejemplo O es continua sólo fuera del soporte de y 

(0.1,3.), mientras que y es continua salvo en un conjunto numerable; 

yeL (I) si sop g es compacto,mientras que PeL^^^^^ÍO:) , 1 S p <2 (0.1.3) 

y 
'1. .• 1.3. . Observación. ¿Qué tipo de discontinuidad presenta y en 

los puntos de L? Si w^eL, se obtiene: 

Existe lim y 
w -> w 

so se tiene: 

(w) si y sólo sí g es holomorfa en w^. En tal ca 
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k ( z , W Q)dy ( z ) + g'(WQ)y {w^> 

Así pues, en los puntos en los que g es holomorfa, y presenta 

discontinuidades evitables. 

Demostración. Sea w^eL, y (ŵ )̂ sucesión convergente hacia w^, 

podemos suponer ^ para todo ncN. Por el lema 1.1.2 k(z,w^)-»-

k(z,w^) dominadamente cuando ze sop y- í^q^« Por tanto 

lim 
g(z) - g(Wj^) 

dy ( z ) = 
z - w n 

g(z) - gíw^) 

z -
dp(z) = yíw^) 

como 

g(w Î - g(w ) 
k|z,Wj^)dy(z) = ^ — .y{w } ^ 

- w„ o n 

k(z,w^ídy(z) (1) 

se deduce que existe lim y (w^^) si y sôlo si existe l^m kCWQ,w^) 

y{w }, es decir, si y sôlo si existe lim G n . . , , ^ . Ya que o ' n w - w ^ o n 
(w^i es una sucesión arbitraria con límite w^, queda probado el 

enunciado. La igualdad se deduce tomando límites en (1), //. 

En el caso particular de tener X compacto y heL^(X) la trans 

formada de hdm se denotará por h, la cual en virtud del lema será 

siempre continua. 

Para definir la transformada, relativa a g, de una distribu

ción necesitamos el siguiente lema. Supondremos que ge D { C ) . 
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1.1.4. Lema. Si h e D d ) entonces heC ((E) . La aplicación 

4'eD(A:)—^ yeC~ (C) es continua, cuando D((E) y C~((E) están dotados 

de las topologías usuales. 

Demostración. Respecto a la primera afirmación hay que ob-
V fg(z) - g(w) 

servar que h(w) = h(z)dm(z) = (hg) * (w)-g (w) h (w) y que 
z - w 

el resultado análogo para la transformada de Cauchy es conocido 

(véase 0.1.2 5). Para la segunda afirmación es suficiente ver que 

para cada compacto K de (E la aplicación ^ m es continua sobre 

D^ ((E) . Sea L un compacto de (E, aeN, r = (n^^2) eN x N. Tenemos 
que acotar 

PL,a<^) = sup 

r 

weL 

D^ ¥ ( w ) I . 

< a 

Es fácil ver que se puede aplicar el teorema de derivación 

bajo el signo integral en: 

V g(u + w) - g(w) 
H-íu + w) dm (u) 

u 

debido a que — es localmente integrable (0.1 .1 .) . Por consiguien-
u 

te, teniendo en cuenta la fórmula de derivación de Leibniz, se 

tiene: 

r V 
D"" TÍW) = 

."l^"2 
g(u+x+iy) - g(x+iy). 

( 4'(u+x+iy)jdm(u) 

u 

r! 

=1 
s<r s!(r-s)! 

D^-^ ( 
g{u+w) - g{u) 

u 
) D„ '}'(u+w)dm(u) 

para w = X + iye (E, y de aquí 
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?{w)I < sup J Wiu)I.M 

s| S r 

ue fsop i^L 

por consiguiente 

¿ sup D" ¥ (u) 

|s| á a 

uek-L 

donde designa una constante, - sup y K - L denota la dife-
"r 2 

•1 » a 
rencia vectorial de K con L, que es un compacto. / / . 

1 . 1 . 5 . Definición. Sea T una distribución a soporte compacto, 

la transformada de T relativa g, es la distribución: 

En virtud del lema anterior TeD((E)', 

1 . 1 . 6 . Observación. Si p es una medida soporte compacto en (E, 

las dos posibles definiciones de transformada coinciden. 

En efecto, consideremos y como una distribución, entonces 

?(w) dy (w) = 

giz) - g{w) 
( ^{zìamizìì dyCw) 

2 ~ W 

Por el teorema del valor medio 

para feD(íE) 

g(z) - g(w) 
tíz) O ( 1 ) 

z - w 

cuando ze sop f y we sop y . Por tanto podemos aplicar el teore

ma de Fubini, y resulta: 
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Tíz) ( 
g(z) - g(w) 

dy{w)) dm(z) = 
z - w 

^(z)]x{z)dm(z) 

1.2. F O R M U L A S I N T E G R A L E S 

1.2.1. Proposición. Sea G un abierto acotado de I con fron

tera de clase a trozos. Sea U un abierto que contiene a "g y f, 

geC (U). Escribamos S = {weU / 9g(w) = 0}. Además se supone 

que GASc{weU 3f(w) = 0}. Entonces se verifica, para cada weG: 

f(w) = 
2Tri 

f(z) 

z-w 
3G 

dz -
2ttí 

^f g(z) - g{w). 
_ — (z) dz + 
3g z - w 
9G 

1 
+ — 

TT 

^•Jf g(z) - g(w) 
^i-) (z) 

3g z - w 
dra(z) 

Observaciones. Por hipótesis, en un entorno de GrtS la función: 
^f ^f 

f es holomorfa. A los Símbolos y 3(3-) se les atribuye el 
^g 3g 

valor cero en los puntos de GflS. Las funciones así denotadas son 

de clase (ó C) en un entorno de G. 

Esta fórmula integral tiene la propiedad de reproducir los va

lores de una función f a partir de cualquier g con tal que ^ O 

en todo punto. En particular si tomamos como g una función holo

morfa en G, esta fórmula se reduce a la de Cauchy. 

Como fórmulas conocidas análogas a ésta podemos citar la fór

mula generalizada de Cauchy, también llamada fórmula de Pompeiu 

(0.1.4.) y la de Poisson - Jenssen [40]. 

Demostración. Fijemos un punto we G y elijamos un e > o tal 

que el disco cerrado = D(w,e) esté contenido en G. Escribamos 

Ge = G-D . Ge es un abierto acotado con borde de clase C^ a tro-

zos. Dotemos a 3G de la orientación inducida por la usual de G .• 
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Consideraremòs la siguiente forma diferencial en G^: 

9f g(z) - g(w) 
fi(z) = — (z) dz 

8g z - w 

8f 3f 
Recordemos que el símbolo 3 ; — está definido así: si weS —(w>: 

ag 3j ^g 
= 0 y si we U-S entonces ^g(w) 5̂  O y — es el cociente 

1 ^9 

usual. Esta función es de clase C en un entorno de G y verifica 

^f - 1 
— . ^g = 9f en dicho entorno. ü es de clase C en un entorno de 
Ig 
G^. Por el teorema de Stokes: 

dn 

3G. 

(1) 

Calculando: 

díí = 
3f g(z) - g(w) 

(z) )àzAdz = 
. Sg z - w 

3f g(z) - g(w) 
9( — )(z) d z A d z + 

3g z - w 

3f 3g(z) 
(z) d z A d z 

^g z-w 

= 2i 
^f g(z) - g(w) 

3( — ) (z) dm (z) + 
^g z - w 

+ 2i 
^f (z) 

z-w 
dm(z) (2) 

Por otra parte: 
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3G •e 

If g(z) - g(w) 
_ (z) dz -
9g z - w 

3G 

^f g(z) - g(w) 
— (z) dz. (3) 
^g z - w 

Ahora bien, para ZG8D^ , una aplicación del teorema del valor 

medio nos da: 

^f g(z) - g(w) 
-_(z) 
9g z - w 

^f 

9g G 
D. = 0(1) 

Si zeG: 

^f g(z)-g(w) 
9 { — ) (z) 

Ig z - w 

9f 
á2|| 9 ( — ) 

9g G* z-w 

9f ;2S) 
z - w 

9f G* z - w 

Los segundos miembros de las dos últimas desigualdades son 

funciones de L^ (G) puesto que la función (de z) /̂f localmen

te integrable (0.1.1.) 

Hagamos tender e a cero. En ambos sumandos de (2) la conver

gencia es dominada, y la última integral de (3) está acotada por 

2Tie.0(1). Por (1) resultará: 

2i 
9f g(z)-g(w) , 

^ ( — ) (2) dm(z) + 2 i 
Ig z-w 

9f (z) 
dm(z) = 

z-w 

^f g(z) - g(w) 
— (z) dz. 
9g z - w 

9G 

Teniendo en cuenta la fórmula generalizada de Cauchy (0.1.4.) 
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2i 
ÏÏf (z) 

z-w 
dm(z) = 2 Tri f(w) + 

f (z) 

z-w 

9G 

dz 

resulta lo pedido. // 

Nota. La condición técnica impuesta en la proposición anterior 

para la validez de la fórmula, es decir que f sea holomorfa en un 

entorno de SftS, es casi lo mínimo que se debe exigir para que ten-
8f 

ga sentido — . Si se repasa la demostración veremos que continua-
^g 

ría siendo válida si impusiéramos: 

a) Existe un entorno V de G tal que "^fiz) = 0 , para cada 

zeSAV. 

b) Para todo w e 8(SnV) 

9f 
lim 3(—) (z) = 0 
z-»-w 9 g 

donde el límite se toma en V-S. 

ïï£ 1 
De estas condiciones deduciríamos que — sería de la clase C 

9g 

en un entorno de G, sin embargo en lo sucesivo no impondremos es

tas condiciones. 

2 2 
1.2.2. Corolario. Sea geC (I) y feD {(E) . Denotemos por S el 

' s 

conjunto {wea:/9g(w) = 0}, Supongamos que SCÍwel/^f (w) = 0}, enton

ces se verifica para todo we(E: 

f(w) = 
IT 

ïïf g(z) - g(w) 
) (z) dm(z) 

9g z - w 
(4) 

Demostración. Sea weíE, como sop f es compacto podemos elegir 



-32-

un disco de radio suficientemente grande que contenga a w y a sop 

f. Apliquemos la fòrmula 1.2.1. tornando corno abierto G dicho dis

co. Es evidente que se cumplen todas las hipótesis de 1.2.1. Como 

f se anula en el borde del disco, las dos primeras integrales de 

1.2.1. desaparecen, y el resultado es (4). //. 

En el paragrafo siguiente daremos una interpretación en el 

lenguaje de las distribuciones de (4). 

1.2.3. Proposición. Sea y una medida a soporte compacto en d, 

sean f, g y S en las mismas condiciones que el corolario preceden

te. Se verifica: 

fdy = -

•n J 
ydm 

3g 

donde y designa la transformada de y introducida anteriormente, re

lativa a g. 

Demostración, Sea w e sop y, entonces por el corolario 1.2.2. 

f{w)= 1 
3g z - w 

)k(.,w)dm 

Cuando W r. sopy y z e sop f se tiene, en virtud del teorema del 

valor medio: 

^(li)(z) k(z,w) . ||Dg|| 
8g "̂ g 

= 0(1) sop f Ü sopy 

Por tanto es legítimo aplicar el teorema de Fubini, y resul

ta: 
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( 1 
TT 

1 X i 

^ { ^ ) ( Z ) k{2,w)din(z) ) dy{w) = 

3op f 

1_ 
TT 

8(^)(z)( 

sop f 

k(z,w)dy (w) )dm(z) = - 3(^)ydin. 

1.2.4. Observación. Hasta ahora siempre hemos tenido defini

da la función g en todo (E, pero a veces sólo estará definida en un 

entorno abierto U de X. En este caso también es posible definir 

V 

la transformada \i, relativa a g, de una medida p sobre X, aunque 

sólo sea tomando valores sobre ü, del siguiente modo: 

\i (w) = 
g(z) - g(w) 

du{z) weU 
z - w 

Para ver que esta función está definida, en todo punto se pro

cede así: sea e >o tal que el disco cerrado D(w,e)CU. Se tendrán 

las acotaciones: 

g(z) - g (w) 
S I 

si 

t -W ¿e Y Z E X entonces 

z - w >e y zeX entonces 

z - w 

g(z) - g(w) 

Dg D(w,e) 

z - w 
g | l x+|g 

Por ambos casos llegamos a la conclusión que la función k(.,w) 

V 

está acotada en X, por tantouexiste en todo punto weU. Por como

didad, en las demostraciones supondremos g definida en todo 1. Una 

construcción efectiva de dicha extensión puede efectuarse así. Sea 

un abierto tal que: 

X c C 0^ C ü 

y h ec°{(C) que valga 1 en un entorno de y sop h C U . Como exten-
V 

sión se puede tomar gh. Observemos que se. verifica que IJgjj (w) = 



-34-

y(w) para weU. De esta misma construcción deducimos que y es con

tinua en U salvo un conjunto numerable. 

1.2.5. Corolario. Sea X un compacto de (E, U un entorno de X 

abierto, U£M(X) Y g e C^ (U) . Escribamos S = {weU / '̂ g (w) = 0 } . 

Supóngase que existe un entorno de X,U^cÜ^ CU. tal para casi todo 

(dm) we U^ - S se tenga y(w) = O, entonces y está concentrada en 

z = X N s . 

Demostración. Por la observación anterior supondremos g defi-

2 

nida en todo (T. Sea K un compacto de U^ - S y fe D {(E) con sop f 

disjunto con S e incluido en U^. El conjunto S se habrá modifica

do fuera de U - 0 al hacer la extensión de g, a pesar de ello se 
1 

verifica 

S C { we I I f(w) = 0 } 

por tanto es factible aplicar 1.2.3.,resultando. 

fdy = ^ 
TT 

K 

^ ( ^ ) ÍDM = I 
3g TT 

:(—)ydm = O 
^ 9g 
U^-S 

por la hipótesis. 

Sea ahora feL^(k,y). Consideremos una sucesión regularizante 

(P ) - s r . ([i])' Escribamos f = f * p , donde f se supone extendi-

da por cero a todo (E. Como sop f CK y sop f^ C sop f + sop PgCK* 

Dio,e) , a partir de un e^ se tendrá sop f^ñ S = ({>, para e<eb . Al 

ser f^e C {(E) podemos aplicar lo precedente para deducir 

Pero f -> f en (K,y) , por tanto: 

fdy = O 

f^dy= 0. 

Es decir 

en (E - s. 

K 

(K) = O y, por la regularidad de y se sigue y = O 

/ / . 
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La interpretación de las fórmulas integrales 1.2. en el marco 

de los operadores lineales se puede sintetizar en la siguiente: 

(repásese 0.2. para las definiciones). 

1.3.2. Proposición. es un operador elíptico en 0, que coin 

cide con su transpuesto, para el cual la distribución - '^^^loc ^^^^^ 
IT 

(definida en 1.1.) es una solución fundamental bi-regular en n . 

Demostración. Un cálculo elemental demuestra que: 

m = 1 9 ( 1 - ) (^ + i - ^ ) + 1 - L ( _ + 2i - ¿ - ) 
^ 2 9g 9x 9y 4 9g 9x 9y 9x9y 

Por tanto el polinomio característico deID^ es: 

p(z,y) = 1 — ^ (y^ - y2 + 2 i y y2) 
4 ^g(z) 

con zcQ, y = + i y2 e ^ 

Luego p(z,y) = O sí y sólo sí y^ = yj = O 

Observemos que k(z,y) = 9 (z) -r g (y) fuera de la diagonal 
z - y 

Aunque hubiéramos supuesto u = o [c.p.t.dm] en en 1.2.5. no 

se puede deducir que p = O en X. 

1 . 3 . E L O P E R A D O R "5/dg) 

Supondremos en este parágrafo que U es un abierto de (E y gGc"'(U) 

Denotaremos por S el subconjunto cerrado de U{wc 13/ 5g(w)=0}. 

1.3.1. Definición. Consideremos el espacio de distribuciones 

sobre n= U-S. Denotaremos porlD^ al operador diferencial de 2Q or

den a coeficientes no constantes (en general) 3 ( — ) = ^(—)a + 

— . 9 : D(fi) • D(n) • . 
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de N X Í2. Para probar que ~ K es una solución fundamental bi-regu-

lar es suficiente mostrar: 

a) 3Dg(x):¿k (x,y) = 6y b)^3Dg(y)^k (x,y) = 6x 

Demostremos a). Si ¥eD{íí) entonces: 

ID (x)- K (x,y) (¥) = IK (x,y) (IDÍH')) =- k(x,y)lDg{1') (x)dm(x) 

{por 1.2.2.) 

b V Veamos que ^ =D . Escribamos g^ = ) y 

Entonces ID = g^ 3+ g2 3, y por lo tanto: 
3g 

(g..) + 1 (g,.) = -3g. .- g.3 + V . = - 3 { g , . ) + 1 ^ 

x2 _ -̂ 2 

g ••Jf " " ^ ^ 2 " - ""^1 • ^1 

2 3g2.'5 + 3^ g2.+ g2 9' = - 3g^ . - g^8 + 

2g^3 + ^g^ . + g2^^ = g,^ + gs^^ 

Como k es simétrica, se cumple b ) . //. 

Este operador en general no es autoadjunto, por tanto no se

rán aplicables los resultados de aproximación uniforme de F.E. 

Browder 6 y [7 . En cambio serán aplicables los obtenidos en 

aproximación en norma p por Polking [32^ y Hedberg [20] , [21] , [22] 

y ,233. Estas cuestiones se tratarán en el capítulo 3. En el 

— — ÏÏ —2 
caso que g(z) = i el operador 3 ( — ) = 3 es debido a A. Bitsadze 

R -Ì ^9 

[_15, . pág 283J como ejemplo de operador no fuertemente elíptico 

[15]. 

Veamos ahora un resultado en el que se resumen las propiedad-

des de la derivación de la transformada, relativa a g, de una dis

tribución. 

1.3.3. Proposición. Sean geC (CC) y TeDÎŒ) . Se cumple: 
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f(z)dm(z) 
(z-w)^ 

Si se supone que T e D ' entonces se verifica: 

a') 9T = - 9g. T 

b') (-91)"= (9g. T ) ^ 

Como siempre V denota la transformada de Cauchy de f , 

Demostración. Utilizaremos la conocida identidad 9^ = -ttT 

(0.1 .25) . , Se tiene: 

m = g.W - g.H», por lo tanto ^¥ = -irgf - dg^í + gir^s-IgY. 

Para demostrar b) aplicaremos el teorema de Stokes. Sea wed, 

Elijamos un R >,0 tal que el disco abierto de centro w y radio R 

contenga a sop ^, Consideremos el abierto G = B_,(w) - B^(w), pa-
e K e 

ra e positivo y menor que R, y la forma diferencial: 

z - w 

Aplicando el teorema de Stokes se obtiene: 

dQ = 21 
^g(z) 
Z - w 

z-w Se 

¥{z) dm(z) + 2i : ^nz) dm(z) 

¿ - W >e 

g^'^) - g<^> f(z) dz, 
z - w 

C{w,c) 

Esta última integral es 0(E) pues si e <1 

- f ( 2 ) 
z-w 

Dg (w) 

Como - J es integrable en Bp(w) es licito tomar límites, 
1 Z " w 

a) 9Í = - 9g . í 

b) í - ^ f T = ( (9g ) f ) ^ . 

c) 9^ = - 9 g . Í + 
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. _ v 

cuando e -*-o, resultando {3g H") = - O T ) . 

Demostremos ahora c ) . Efectuando el cambio de variable u = 

z-w se tiene: 

- T(z)dm(z) = T(w) = 
z - w 

^[(g(u-t-w)-g(w) )'i'(u+w)]dm(u) 

.1 
Comò la función (g(u+.) -g)4'{u+.) es de clase C y a soporte 

compacto, es posible aplicar el teorema de derivación bajo el sig

no integral, obteniendo: 

3Í(w) = : 4'(z) dm(z) . [g(^) - l^^hnz) dm(z) 

= -3g(w) f (w) + 
3g(z) 
z-w 

f(z)dm(z) + 

Calculemos las dos últimas integrales de la igualdad anterior 

mediante el teorema de Stokes. Sea weC. Consideremos el mismo 

abierto que en b) y la forma diferencial*. 

n(z) = g<^) ^(z) d i 

Calculando resulta: 

^3Áll. f (z) dm(z) + 
z—w 

g^^^ - g^^^ 3W(z)dm(z) -
z - w 

g<^^ - g<^^ ^(z) dm(z) = - 1 -
(z-w)^ 2i 

g(z) - g(w) 

z-w 
C(w,e) 

La tres primeras integrales son del tipo OC-^^^y). La última 

és 0<e) . Es licito tomar límites cuando e->o, obteniéndose: 

^3ÁLL ̂ '(z)dm{z) + 
z-w 

g<^^ - 94,(z)dm(z) 
z-w 

g(^> - ¥(z) dm(z) 
(z-w) 



-39-

de donde se sigue c ) , 

Veamos ahora a-'). Sí WeD(C) entonces BT (f) = - T O f ) = 

-T((8H')^) = T( 8g Y ) = "SgTCi-). 

Análogamente se demostraría b ' ) . //• 

Observemos que, si suponemos que Igíz) 4 o para todo z, los 

resultados a) y a ' ) pueden ser escritos como: 

_V V 

3 ( — ) = T T ^ y 9(3^) = 7 T T . 

9g 9g 

Contrariamente a lo que sucede con la transformada de Cauchy 

*• C°°' D ' que es inyectiva (0.1.25) , no siempre pasa lo mismo pa-

ra . Sólo es posible deducir que si T = O entonces sop T C S = 
V 

{weC/^g(w) = 0 } . En efecto, supongamos T = O., Si ¥eD((r) verifica 

sop 'FnS = <{i, entonces: 

T(f)= T( 9 (—)) = T ( 1 ( — ) ) = O . 
Ig 

"¡Su/ V 
pues ^ ( — ) = I* en virtud de 1.2.2. Por tanto será inyectiva cuan 

^g 
do S = <|>, 

1 . ^ . - MEDIDAS ORTOGONALES A Rg (X). 

Recordemos que Rg (X) denota la adherencia uniforme de R Q ( X ) + 

g R ^ ( X ) . Observemos que Rg(X) es un RQ(X) -módulo, pero en gene

ral no es un álgebra uniforme (ya se caracterizará en el capítulo 

2 cuando Rg(X) es un álgebra). Por tanto, no será posible aplicar 

téci^icas de álgebras uniformes en algunas cuestiones. En este 

parágrafo veremos dos caracterizaciones de las medidas ortogona

les a Rg(X) . 
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1.4.1. Proposición. Sea X un compacto, g una función de cla-

hdy = hO dp = 
T ^ 

]Dg (h2)y dm (1) 

La última igualdad en (1) se obtiene aplicando la fórmula in

tegral de 1.2.3., lo cual queda justificado pues hJeD(C) es holo

morfa en un entorno de X (y, por tanto, de SAX) y en un entorno de 

S-3C. Por consiguiente (1) resulta ser igual a: 

TD (h$) ydm = 3D (h|)ydm = 

X 

ID h.ydm = O, 

X 

Es decir yeRíxy*". Se tiene: 

O = í(wí = §"y(w) - g(w). y(w), we W-X, c.p.t. dm. 

La función g'yes holomorfa en C - X y se anula en W-X, por 

tanto se anula en todo C-X. Esto último se deduce observando que 

toda componente <ae (E-X corta a una componente de W-X. Por consi

guiente gye R(X)-^ (por 0.1.8.). Como fácilmente .se comprueba: 

se C definida en un entorno ü de X y yeMÍX). S denotará el con

junto {weU/5g(w) = o}. 

Se verifica: 

a) Si iieRg(x) entonces para todo w^X y (w) = o. 

b) Si R S-X ) N X = 0 y si para casi todo w,perteneciente a un 
V X 

entorno de X pero no a X, se verifica p(w)=0,entonces yeR^CX) , 

Demostración. Por la observación 1.2.4, supondremos g defini

da en todo C. La afirmación a) es evidente, pues si \í¿X la función 

S I L ) - (como función de z) pertenece a R^^ÍX) + g R^(X). 

Demostremos ahora b ) . Sea yeM(X) tal que para un entorno de X 

V 

se tenga y(w) = o, weU^-X c.p.t. dm. Sea he R^(X). La hipótesis 

sobre S-X nos permite elegir un entorno W de x tal que WcWcU^, 

Í ÍN(S-X) = y w no contiene polos de h. Sea "§ ecfd) una función 

que valga 1 en un entorno de X y sop ^ <r W. Entonces: 

2 
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ye Rg(X)"^ sí y sólo sí ye R{X)"^ y gye R(X)"^con lo cual la 

demostración está completa. / / . 

1.4.2. Observación. En b) se ha de imponer alguna condición 

sobre el comportamiento de S-X, como muestra el siguiente ejemplo. 

Sea X = {zel / i S á 1} y g(z) = z. Entonces R,(X) = R(X) = A(X). 

Consideremos la siguiente forma lineal sobre C(X): 

fe C(X) f (z)dz 
C(0,1) 

Por el teorema de Riesz existe yeM(X) tal que para toda fcC (X) 

fdy = 
X 

f (z)dz 
C(0,1) 

y está concentrada en C{0,1), por tanto siweC y 1 se tie

ne: 

z-w 
z-w = 1 c.p.t.dy (z) 

Por consiguiente y(w) = O, es decir y= O Lcp.t.dmJ y en cam

bio y^R (X)"^ ya que 1 dy = 2TTi ?̂  o y ^eA(X) . 
X i. i Veamos ahora una caracterización de í^g(X) análoga a la de R(X) 

1.4.3. Proposición. Sea X un compacto del plano complejo y 

yeM(X). Para que ye Rg(X)"^es necesario y suficiente que existan 

puntos z^eX, medidas m^ sobre X representativas para R(X) de z^, 

y funciones h^e L^(X, m^) (con ne iN) tales que h„ m„ e R{X) , n n n 
ghj^m^ e R(X)~^ y y = h^ m^ en M(X) . 

Demostración. El mismo esquema de la demostración del re

sultado análogo para R(X), [l6, pág. 45], funcionará en nuestro 

caso. Hay que tener en cuenta que si zeX, ye R (X)"^ y y = y + 
g a 
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1.4.4. Proposición. Sea X un compacto del plano complejo, U 

2 

un abierto que contiene a X y ge C (ü) . Escribamos Z ={ w e X j 

^g(w) = 0 } . Entonces una medida y sobre X es ortogonal a RgíX) 

si y sólo sí y está concentrada en X ü Z y y es octogonal a 

Rg ( I U Z) . 

Demostración. =^)Si X = X U Z no hay nada que demostrar. 

Supongamos X XüZ.Sea yeRg(X), K un compacto incluido en X-XÜZ 

y feCÍK). Hemos de probar que ^ f dy = 0. Sea ÍPe^e>0 ^~ 

proximación de la identidad. Denotemos por f una extensión con

tinua , a todo C, de f, La función g la consideraremos también ex

tendida a todo € en virtud de la observación 1.2.4. Para e sufi

cientemente pequeño el soporte de f = f * p no corta a X ü Z y 

f es infinitamente diferenciable, por tanto se puede aplicar la 
proposición 1.2.3. 

f dy = -
e TT 

a f^ V 

Ì (-—^) ydm (2) 
3 g 

Pero ye R (X)"^ y, por el lema 1 . 1 . 2 . , es continua salvo en 

un conjunto numerable, de ello se deduce que y = O [^.p.t. dm_ 

en <r - X (ya que y = o en (E - X) . De esto se infiere que (2) es 

y es la descomposición de Lebesgue de y respecto a (conjunto 

de medidas representativas para z, respecto al álgebra R(X)), en

tonces gy = g y, + g y^ es la descomposición de Lebesgue de gy 

3. 5 

respecto a M , debido a la unicidad de dicha descomposición. Como 

gye R(X) el teorema abstracto de F. y M. Riesz [ l 6 , pág. 44] ase

gura que g eR(X)"^ y 9 e RCX)*^. Utilizando la anterior obser-

a s 

vación en cada etapa del proceso recurrente clásico se puede con

cluir la demostración teniendo en cuenta el teorema de Wilken 

16, pág. 473 y la caracterización del espectro de R(X} [ 1 6 , pág. 

2 7 ] . / / . 
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igual a: 

77 

- "Sf 

sop f, 
3g 

-) y dm = o, pues sop f^C <E - X 

Como f f uniformemente en K, obtenemos K 
fdy = o, es 

decir |yl(K) = O, por tanto y está concentrada en X U Z. 

Para ver que y es ortogonal a Rg (X Ü Z) basta ver que las 

funciones racionales con polos fuera de X Ü Z se aproximan unifor-

memente en X Ü Z por funciones racionales con polos no pertene

cientes a X . De ello se deducirá la aproximación uniforme en 

X U Z de las funciones de Rg (X U Z ) por funciones de R^(X>fg RQ(X) . 

Sea R una función racional con polos a^, a^ no pertenecientes 

a X U Z . Podemos escribir R de la forma: 

P (z) 
R(z) = 

donde P es un po-

(z - a^)"l . . . (z - a^)"r 

linomio y n^e N. 

Se considera un a > o suficientemente pequeño tal que las bo

las centradas en a^ y de radio a sean disjuntas entre sí y no cor

ten a X U Z. Consideremos la función definida en: 

(X U Z) X { z z-â  ^a}x...x{ z z-â  

mediante la fórmula: 

Q(z, z^, z^,...z^) = 
P(z) 

ni i i „ 

(z-z^) -^...(z-z^) ^ 

La función Q es uniformemente continua. Dado e > o podemos 

n. 

a ^-a^l^a, pero con a ^ elegir a^ ,. .., puntos de (E tales que 

j- X (esto siempre será posible pues el interior de X - X U Z es 

vacío, y no puede contener ninguna bola) verificando, además, que 

Q(z,a^,a2,...,a^) - Q(z,a'^, a'2... a'^) <e c o n zex U Z. 



-44-

La función racional con polos fuera de X R'(z) = Q(z, «i'-¡f 

a'^) aproxima a R uniformemente en X U Z. 

4» ) El recíproco es inmediato, pues sólo hay que tener en 

cuenta que (X)|| y 2 ^ Rg(X U Z ) . 

1 . 5 . APROXIMACIÓN UNIFORME EN EL CASO X = g? 

El teorema central de este capítulo es el siguiente: 

1.5.1» Teorema. Sea X un compacto del plano complejo con 

o 2 

X = 0 y sea g una función de clase C en un entorno de X. Denote

mos por Z el conjunto {weX/9g(w) = o}. Entonces se verifica: 

Rg(X) = C(X) sí y sólo sí R(Z) = C(Z). 

Demostración. El contenido de los apartados anteriores ha

ce la demostración sencilla. 

«=) Aplicaremos el esquema general de aproximación por dua

lidad |̂3_ . Por el teorema de Hahn-Banach es suficiente demostrar 

que la única forma lineal sobre C(X) que anula Rg(X) es la idénti

camente nula. Por el teorema de representación de Riesz es sufi

ciente considerar medidas (de Borei, regulares) sobre X. En defi

nitiva hemos de suponer que y es una medida ortogonal a Rg(X) y 

probar que es cero. Si ye R^ (X)~^, por la proposición 1.4.4., y 

está concentrada en X ü Z = Z y es ortogonal a R(Z) = C(Z), es 

decir a cero, 

^ ) Supongamos que Rg(X) = C(X). Sea feC(Z). Por el teo

rema de extensión de Tietze-Uryshom existe f e C(X) tal que f 

f. Por hipótesis, existen funciones h^, e R^{X) tales q^^ 

f= lim (h^ + g k^) uniformemente en X, y por tanto uniformemente 

en Z. Pero h^i^ g R(Z) y como 9 g = o en Z se tiene que g ^cR{Z) 

(0.1.9), 
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De donde, ya que R ( Z ) es un álgebra, se deduce que f = 

f u e R ( Z ) . // 

El interés del teorema precedente reside en que reduce la 

aproximación uniforme por funciones de Rg(X) a un problema de apro 

ximación sobre un subconjunto Z de X. El problema de la aproxima

ción racional ha sido muy estudiado, desde diferentes puntos de 

vista. Se conocen varias condiciones necesarias y suficientes pa

ra que R ( Z ) = C ( Z ) , en particular citamos los teoremas de Vituskin 

(veáse 0 .1 . 2 0 , [3] , [ i s ] y [49]). En el caso que ge RCX) enton

ces Rg(X) = R(X) y el teorema anterior asegura la siguiente equiva

lencia: 

a) R ( X ) = C(X) 
2 

b) Existe una función g de clase C en un entorno de X , g ^ 

e B(X) y R ( Z ) = c ( Z ) , 
Veamos ahora algunos corolarios. 

1 . 5 . 2 . Corolario. Si h es una función analítica en un entor

no abierto de X y no constante en ninguna componente de dicho en

torno (en particular si h es entera y no constante) entonces R^(X)+ 
_ o 

RQ{X) h es uniformemente denso en C(X) si X = 0. 

Demostración. Basta tener en cuenta que lE = 3h (el guión 

sobre una función denota la función conjugada) y 3h es analítica, 

no constante, y por tanto sus ceros en X forman un conjunto fini

to, en el cual vale la aproximación racional. //. 

El caso en que h(z) = z, fue recientemente demostrado por T. 

Trent y Wang [ 4 l ] . 
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1.5.3. Corolario. (Caracterización de Vituskin). En la hi

pótesis de 1.5.1., las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) Rg (X) = C(X) 

b) y(G-Z) = y(G) para todo abierto acotado G . 

c) ( Z ) - Z ) = e para todo e > o y todo z e d. 

Demostración. Basta tener en cuenta el teorema 1.5.1. y el 

teorema de Vituskin 0.1.20. //. 

1.5.4. Corolario. Si m(Z) = O entonces RQ(X) + g RQ(X) es 

denso en C ( X ) . 

Demostración. Hay que tener en cuenta el teorema de Hartogs-

Rosenthal 0.1.11. //. 

1 .5.5. Corolario. Supongamos que X sea un compacto de <t, 

ge C (ü) donde U es un entorno de X . Escribamos Z = {we X ^g(w) = 

=0} y supongamos que R(Z) = C(Z). Entonces toda función continua 

y real sobre X se aproxima uniformemente sobre X por funciones del 

tipo h + g k donde h y k son funciones harmónicas en un entorno de 

X . 

Demostración. Se aplica el teorema 1.5.1. para aproximar f 

por funciones del tipo h + g k, h, ke R ^ { X ) . Como f es real, f 

se aproxima por funciones del tipo Re h + g Re k, y Re h. Re k 

son harmónicas en un entorno de X . //. 

Observemos el contraste de este teorema con el de aproxima

ción harmónica, por ejemplo: toda función continua sobre X , X = 0 

se aproxima uniformemente por funciones h + xk, con h y k harmóni

cas, en contraste con el teorema de Walsh-Lebesgue [ s , pág. 19lJ. 
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Veamos ahora un teorema del tipo de Alexander 0.1.14 

Í.5.6. Proposición. Supongamos que para cada ne N X̂ ^ es un 

compacto de C con X^ = 0. Sea X = ̂ X^^ que suponemos compacto. Si 
2 n=1 

ge C (U) con ü abierto que contiene a X, se verifica: para todo 

ne N Rg(X^) = C(Xj^) si y sólo si Rg(x) = C{X), 

Demostración. =-> |Supongamos que para todo ne N Rg^X^^) =C(X^). 

Por el teorema 1.5.1. R(Z^) = C(2.^) donde ={ weX^^I 3g{w) = 0}. 

Por el teorema de Baire X = 0. Pero Z = l" Z y por el teorema 
V i " 

de Alexandre R(Z) = C(Z), de donde R^tX) = CCX). 

<=) Sea fe C(X^) , y fe C{X) tal que ì ^ = f (obtenida por 
^n 

el teorema de Tietze-Uryshon). f se aproxima por funciones h+gk. 

y por tanto f se aproxima por funciones del tipo h „ + g „ . k 
X 
n 



C A P I T U L O 2 

A P R O X I M A C I Ó N U N I F O R M E E N C O M P A C T O S A R B I T R A R I O S D E L P L A N O 

C O M P L E J O . 

En este capítulo se estudian algunas condiciones de perte

nencia a Rg (X). En este aspecto los resultados más interesantes 

son 2.1.1 y 2.2,1. No se ha logrado dar una caracterización com

pleta de R^(X), válida para toda g y para todo X. El resultado 

central es el teorema 2.3.4. análogo al de aproximación uniforme 

por polinomios de Mergelyan 0.1.13. Este teorema caracteriza R-{X) 

para amplias clases de compactos. El capítulo acaba con una gene

ralización, de algunos resultados, aplicable a los módulos R(,(X) + 

R Q ( X ) Z + + R^ÍXiz'^ estudiados por O'Farrell [3l] y Wang [4l] , 

[43] , [44] y [45] . 

2^1. CQNPICIQNES N E C E S A R I A S P E R T E N E N C I A . A R g ü l l 

En este capítulo X denotará un compacto de C , U un entorno 

abierto de X, g una función de clase, C en U y Z = {weX/3g(w)= o}. 

En primer lugar damos una caracterización de Rg(X), en un caso par 

ticular, que es deducible de la proposición 1.4.4. 

2 . 1 . 1 . Proposición. Sean X, g y Z en las hipótesis anteriores, 

Se verifica Rg (X) = {f e C (X)/f | ̂ eRÍZ)} si y sólo si x " ^ = 0. 

Demostración. Supongamos en primer lugar que X~^Z = jz$. Es 

fácil ver que esta condición equivale a que X C Z . Si f eRg{X) ya 

se demostró en 1.5.1. que feC(X) y f ^eR{Z). Sea feC(X) tal que 
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1 
f dy = 0. Por la pro-

X 
f dy = 

pues ft eR(Z) y yER(Z) . 

Supongamos que X - Z ^ jzí. Sea w un punto de X - Z, y e> © tal 

D{W/e)<rX y D ( w , e ) n z = 0. Se elige una función fe D (C) que valga 

1 en D(w,-^) y sop f c:DCw , e ) . En un entorno de Z, f es holomorfa, 

por tanto tiene sentido considerar la medida sobre X. 

VI = !F ( M ) d m 

9g 

Esta medida está concentrada en D {w,e).El corolario 1.2.2 

muestra que y = iTf ^ o. Es decir y o y y se anula fuera de D(w,e) , 

por tanto es ortogonal a R^(D(w,e)) (es posible aplicar b) de la 

proposición 1.4.1 con X = D(w,e)).Evidentemente y es ortogonal a 

Rg (X) . En cambio como y i¿ o existe g eC°° (C) con sop gH Z = 0 y tal 

que X 
g dy 4 o. La función g pertenece a {heC(.X)| h gcRÍZ)} , 

por tanto este último espacio es distinto de R^ÍX). / / . 

• 2.1.2. Corolario. Bajo las mismas hipótesis de la proposición 
^ ^ ^ ^ 

anterior se verifica Rg(X) = C(X) si y sólo si X - Z = (¿ y R(Z) = 

C(Z) . 

• * ^ 1 Es consecuencia inmediata de 2.1.1. 
Demostración ^ ^ 

ĵ ) Si R^(X) = C iX) f se obtiene R(Z) = C(Z) del mismo modo 

que en la demostración del teorema 1.5.1. La igualdad X - Z = 0 es 

consecuencia de 2.1.1. //* 

2.1.3. Corolario. Supongamos que X - Z = 0 . Se verifica que 

f ,,eR(Z) y yeR^(X) ; se ha de probar que 

sición 1.4.4.y está concentrada en X UZ = Z y es ortogonal a 

R{Z). De donde 
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el álgebra cerrada generada por R Q Í X ) y g es Rg{X). 

Demostración. Sea A el álgebra cerrada generada por RQ(X ) y g. 

Evidentemente A D R g ( X ) . Recordando que g|¡j eR(Z) y aplicando 2 . 1 . 1 

obtenemos A C {f e C(X) |f. 2 e R(Z) } = Rg (X) , luego A = Rg (X) . // 

Es interesante observar la relación del corolario 2.1.3. con 

otro problema estudiado por varios autores, por ejemplo Werner [4?], 

'48] y Preeskenis [зз] , [34] у [35}. Dichos autores estudian qué 

condiciones hay que imponer a una función geC(D) (D el disco unidad 

cerrado) para que la subálgebra cerrada generada porz y g sea C(D), 

Notemos el gran parecido formal de la proposición 2,1.1 con el teo 

rema de Wermer 48, pág.9j. Sin embargo parece que no hay relación 

entre ambos. Si situamos este problema en otro compacto de <í , vemos 

que los dos últimos corolarios proporcionan una solución en el ca

so X - Z = ф. Observemos que al cambiar el disco D por un compacto 

cualquiera, hemos de reemplazar el álgebra generada por z y g por 

la generada por R{X) y g. 

Veamos una aplicación de estos resultados a un problema clá

sico de aproximación ¿cuándo R(X) es maximal en С(ЭХ)? Véase [l6, 

pág.37j para una definición de subálgebras maximales. 

2.1.4. Proposición En un compacto X con interior vacío o 

bien R(x) = C(X) o bien R(X) no es maximal en C(X). 

Demostración. Sea U el conjunto de los puntos de X que tienen 

un entorno cerrado V con R(V) = C(V). Entonces, К = X-U es un com

pacto que, como veremos, no es numerable. Como ü puede expresarse 

como reunión numerable de compactos en los que vale la aproxima

ción racional (esto último es consecuencia del teorema de Bishop 

de localización de R(X) [49]), si К fuera numerable, X también po-
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drla escribirse como unión numerable de compactos en los que val

dría la aproximación racional. Por el teorema de Alexander (0.1.14.) 

tendríamos R(X) = C(X), en contra de la hipótesis. Sean xi,X2EK,x-] 

4 'X.2 Y consideramos entornos (en X) compactos y disjuntos 1^^,YÍ2 

xi y X 2 . Entonces R(K^) 4 CJK^),i = 1,2. Sea f e C °° (1) tal que 

f''(o) = K.̂  , f = 1 en un entorno abierto (en <E) de Sea geC ( <t) 

con Dg = f. Veamos que g¿R(X). En efecto, como g = 2 + h, en un en 

torno de K2, con h holomorfa en ese entorno, y ya que 2:¿R(K2) (Stone-

Weierstrass) entonces g i R(K2). El álgebra cerrada generada por 

R(X) y g es {feC(X)/f „ eR{Z )} . Luego esta álgebra no es C(X), 
^n ^ 

porque R(Zj^) 4 C(Z^) , y contiene estrictamente a R(X) . //. 

En la sección 1.3 se introdujo el operador , suponien-
3g 

do g de clase C . Observemos que es posible definir, cuando g es 

sólo de clase C^,I(—) como un operador que actúa sobre distribu-
^g 

clones de orden 2. Hecha esta observación podemos enunciar el si

guiente resultado: 

2.1.5. Proposición. Consideramos X, g y Z en las condicio

nes habituales. Si fel^ (X), entonces se cumple: 
o 

a) Existen funciones h,k holomorfas en X - Z tales que f = 

h + gk (por tanto fec2(X - Z) y ^ ( — ) = o en X - Z) . 
9g 

b) fj.2 eR(Z) . 

Demostración, a) Sea f. = h^ + gk e R (X) 4- R (X)g. Derivan-
o o o o o 

do se obtiene f^ = k.Ig, por tanto I(^^^) = o en I - Z. Si feR (X) 

3g g 

entonces existen fjjeRQ(X) + R^(X)g que convergen uniformemente so

bre X hacia f. La convergencia uniforme implica la convergencia dé 

bil * en el espacio de distribuciones de orden 2 sobre X - Z. Por 

tanto: 
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^(lííl) converge hacia 3(—) en ^ - Z. 
ü g "Sg 

Pero ^ ( M H ) = o, do donde ) = o en S - Z. Ahora, el lema 
15 g ^g 

de Weyl 0 . 2 . 2 asegura que h = es una función holomorfa en X - Z. 

De las igualdades !̂ f = h ^ g ="5(hg), deducimos 3 {f - hg) = o en 

S - Z. Recurriendo de nuevo al lema do Weyl obtenemos que k = f - hg 

es una función holomorfa en X - Z, concluyendo asi la demostración 

de a) . 

Para deducir b) sólo hay que tener en cuenta la inclusión 

RQ(X) + n^{X)g 2 C R{Z). //. 

No es posible obtener condiciones necesarias más finas en 

función de los operadores 5" y OD^. En efecto si gcR(X) , entonces 

Rg(X) = R(X) y ya es sabido que no es posible caracterizar R(X) en 

función de f. 

o 
2 . 1 . 6 . Observación. La descomposición en X - Z, de una fun-

o 
ción f de R (X) en la forma h + gk (h, k holomorfas en X - Z) , es 

única. En efecto k = e n X - Z y h = f - — .g. 
3g 3g 

2.1.7. Proposición. Sean X, g y Z en las condiciones usuales. 

Entonces Rq(X) es un álgebra uniforme si y sólo si X - Z — 0 . 

Demostración. <") Si X - Z = 0 , la proposición 2 . 1 . 1 . mues

tra que RgCX) = {fe C(X)/fi^eRÍZ)}. Como RÍZ) es un álgebra uni

forme, es fácil ver que también R (X) es un álgebra uniforme. 

->) Supongamos que R (X) es un álgebra y X - Z jí 0 . Se tie-
-O . o ^ 

ne X - Z = X - Z j¿ 0 . Ya que, por hipótesis, g e Rg(X) obtenemos, 

en virtud de 2.1.5., 
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2 o o 
g = h + g k en X - Z , con h,k holomorfas en X - Z. 

Aplicando el operador ^ se tiene 2 g 5g = Ig*k, de donde 
k ° ° 9=2 X - Z, que no es posible porque k es holomorfa en X - Z, 

y g no. //. 

Para el caso en que Rg(X) sea un álgebra, en vista de la ca

racterización de la misma, dada en 2.2.1., resulta la siguiente 

proposición: 

2.1.8. Proposición. Supongamos que ÍX) es un álgebra uni

forme. Entonces: 

a) El espectro de ideales máximales de Rg(X) es identifica-

ble a X. 

b) El conjunto de puntos pico de Rg(X) es el conjunto de pun 

tos pico de R(Z) unión X-Z. 
o 

c) La frontera de Shilov de R^(X) es X-Z. 

Para una definición de estos conceptos, véase [ i s ] . La demos 

tración, que omitimos, utiliza sólo argumentos habituales en la teo

ria de álgebras uniformes. 

2 . 2 . C O N D I C I O N E S S U F I C I E N T E S D E P E R T E N E N C I A A Rg(X). 

En primer lugar veremos un recíproco parcial de la proposi

ción 2.1.3. 

2.2.1. Teorema. Sean X, g y Z en las condiciones usuales. 
2 

Supongamos que f es una función de clase C en un entorno de X y 

que se cumplen: 
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a) Para todo w e X - Z se tiene 3{ ~ ) (w) = 0 . 
ag 

b) f es holomorfa en un entorno de Z, 

Entonces fe (X) 

Demostración. Supondremos que g está extendida a todo C (en 

virtud de la observación 1.2.4.) Sea U el abierto en el cual f es

tá definida Y c U el abierto en el cual f es holomorfa. Sea S = 

{we ü|3g(w)= o}^ S-U^ es un cerrado de U que no corta a X. Elija

mos un número positivo e estrictamente menor que las distancias en

tre S-U'.̂  y X, entre X y C-U, y entre Z y (E-U^. Véase el gráfico 

para mayor claridad: 

Consideremos puntos x^,X2. x^, tales que: 

G = D(Xj^,e) Ü...Ü D ( x ^ , e ) 3 X . 

G es un abierto acotado de (t con 3G de clase C^ a trozos y 

además, íw eG|^g(w) = 0 } C ü ^ y G C U por la elección de e. Es 

posible aplicar ahora la proposición 1.2.1 para obtener, para cada 

We X la igualdad: 

f(w) = 
2Tri 

f íz) dz 
z-w 2ttí 

3G 

lf(,) 2 l E L . z _ 2 M . a z ^ 
"5g z-w 

3G 

http://2lEL.z_2M.az
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tiene: 

1 
+ — 

ID f(z) q(z)-g(w) 
g 

z-w 
G 

Sea y una medida ortogonal a 

f 

fdy= — ( dz)dy{w)-

2ttí z-w ' 
X J 3G 

(1) 

2ttÍ 
X 

Ü (z)2lliz2ÌHldz)dy(^ì?ì 

;ag 
3G 

z-w 

. 1 

IT 

( ID (f)(z)g<^>-g<^> dm(z)) dy(w) 

X G ^ 

(2) 

Teniendo en cuenta las desigualdades: 

ze3G, weX f (z) 
z-w 

zíe3G, weX ^f^„^ g(z)-g(w) 

3g z-w 
s II 

1 
d(x,^G) X 

3g 
X* 

ze3G, WeX B^íf) (2) g<^)-g<^) 
g z-w 

< ID, 

podemos aplicar el teorema de Fubini en (2), resultando: 

fdy = 
2ttí 

f(z) y(z)dm{z)-
2ttí 

3G 

Ì1 
Wg 
3G 

(z)y(z)dz + 

1 
(Dgf ) . ydm, 

Pero y = 0 , P = 0 e n 3 G por ser V ortogonal a ^g^^) > Y 

particular a R{X). Por lo tanto: 

X 

fdy = -
IT 

IDgf ydm, 

X 
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V 

Combinando el teorema anterior y la proposición 2.1.5. se tie

ne: 

2.2.2. Corolario. Sean X y g en las condiciones usuales. 
2 

Supongamos que Z = 0, y sea f una función de clase C en un entor

no de X. Entonces se cumple: 
o 

fe R„(X) sí y sólo si ^ ( — ) = O en X. 
^g 

El teorema 2.2.1. es análogo al resultado de aproximación ra

cional (0.1.9). Sin embargo aquí sólo se exige anulación del opera-
o 

dor aplicado a la función en X y no en todo X. 
La hipótesis b) de 2.2.1. no puede ser relajada a fi^eRÍZ) co 

mo muestra el ejemplo 2.2.8. Podríamos también debilitar esta hi

pótesis imponiendo condiciones del tipo de la nota que sigue a 1.2.1 

El método natural para obtener una mejora substancial del teo 

rema 2.2.1. (suponiendo, por ejemplo, sólo feC(X) es aproximar la 
2 

función f por funciones de clase C . Pero como en las fórmulas in-
tegrales de 1.2. aparece el operador ? ( — ) , resulta ser difícil el 

^g 

paso final de tomar límites, que sólo se ha sabido precisar en el 

caso g ( 2 ) - z (véase sección 2.3.). 

Veamos un caso en que sí se puede reemplazar b) por Í J ^ E R C Z ) . 

2.2.3. Proposición. Sean S, g y Z en las condiciones usuales. 

Sea f de clase C^ en un entorno de X y supongamos que Z A(X-Z) = 

Como y es continua salvo en un conjunto numerable (por el le 
V r T ° ma 1.1.2) y = O Lc.p.t. dm.J en (E - X. Así que, el dominio de in-

° - "5f 
tegration en la última integral puede reducirse a X, donde 8(—)= O 

^g 
por hipótesis. De donde /fdy = O, es decir fe Rg(X). //. 
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Se verifica que fe R„(X) si y sólo si. 

° If 
a) Para todo we X - Z ) (w) = 0. 

3g 

b) f 2 eR(Z). 

Demostración. Dado e > o consideremos he R^CZ) tal que 

{ h-f II ^ < e. Definamos una función k del siguiente modo: 

para xe Z, k(x) = h(x). 

para xe X-Z, k(x) = f(x). 

k es holomorfa en un entorno de Z y es continua en X. Como k cum

ple las hipótesis del teorema 2.2.1., obtenemos ke Rg(X). Ya que 

k-f II V < e: Y c es arbitrario, fe R_(X) //. 
X g 

En los resultados siguientes se supone X es un compacto de 

2 — 

€, ü un entorno abierto de X, ge C (ü) y que 3g{z) ¡4 O (z e ü) . 

Escribiremos Rg(U) para denotar el conjunto de funciones h + gk con 

h y k holomorfas en U. 

Consideremos el problema de recuperar los valores de una fun

ción fe R (X) a partir de sus valores en 3x. Veamos que esto no es 

" o posible (se sobreentiende que X ^ 0 ) . 

2.2.4. Proposición. Sean U y g como antes, sea feRg(U) y 

sean r^, un número finito de curvas tales que para ca

da z 5̂  ü se tenga l n{z, r̂ ') = 0. Entonces si we U y ^ n(w, r^) = 

=1, se tiene: 

f(w) = l - i -
2Tri 

Ì 

f íz) 
dz -I -1 

z-w 2Tri 
lí_(,)3(^i-gM a,. 
3g z-w 

Demostración. La fórmula es una consecuencia de la demos

tración de la proposición 1.2.1., pues la hipótesis sobre los Indi-
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ces peirmite aplicar el teorema de Stokes. El tercer término de 

1 . 2 . 1 . no aparece porque J ( — ) = 0 en U, 

Si este resultado lo aplicamos a un disco D c U con borde F 

se tiene para f e (U): 

f(w) = 
2iTl 

dz - ~L 
z-w 2TTÌ 

li(z)allh:2iwl dz, W E D 
Ig Z-W 

La última integral pierde sentido cuando se pasa al límite 

uniforme, y esto hace imposible recuperar los valores de f a par

tir de los valores frontera, como demuestra el siguiente ejemplo: 

2.2.5. Ejemplo. Consideremos X = D(0,1). Las funciones |z | = 

= z »z y 1 pertenecen a R-(X) y coinciden en 3X, pero son diferen-
z 

tes. 

Veamos una caracterización de las funciones de Rg(U) análoga 

al teorema de Morera [4l] . 

2 . 2 . 6 . Proposición. Sea U un abierto de (E, g una función de 

2 -
clase C en U tal que para todo z eU ag(z) O y f una función de 

clase en U. Son equivalentes: 

a) fe Rg(U) . 

b) Si t es el borde de un triángulo incluido en u se tiene: 

f(z)dz = 

t t 

— (z)f(z)dz. 
3g 

Demostración. Es inmediato que a)=> b) puesto que f = h + 

?f 
— g con h holomorfa en U. Si se verifica b ) , en virtud del teore-

ma de Morera, se tiene que: 
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h = f - ^ g (3) 
5g 

es holomorfa en U. Sea V el abierto {ze Ujgíz) i 0 ) . Despejando 

en (3) se obtiene que en V: 

^f = 9g (f - h) -
g 

2 
Por tanto fe C (V). Ahora es posible derivar en (3) para ob-

tener 3f = 3(3Í)g + üf, es decir 3 ( — ) = O en V. luego existen h., 
9g 9g . 

funciones holomorfas en V con f = h^ + g k^, y en virtud de 

9f * 
2.1.6. h- = h y k- = — en V. Así que h- tiene una extensión holo 

^ ^ 9g ^ 

morfa a todo U, mientras que k^ tiene sólo una extensión continua 

a U. Sea E = {xe u|g(x) = 0 } y escribamos g = u + iv. Si ze E, 

como ^g (z) i o, o bien 9lL (z) j¿ O Ó 9v(z) i O, es decir Vy(z)?¿ O 

ó 7v(z) i 0. Teniendo en cuenta el teorema de la función implícita 
2 

deducimos que E está localmente contenido en una curva de clase C . 

Es conocido que en tales condiciones la capacidad analítica conti

nua de E es cero (0.1.22), de donde resulta que k^ tiene una exten

sión holomorfa a todo U (0.1.18.). Finalmente tenemos f = h + gk^ 

con h,k^ holomorfas en U. //. 

Veamos ahora un caso particular en el que se ha podido carac

terizar R (X) . 
g 

2.2.7. Proposición. Sea X un compacto convexo de Œ y suponga-
o 

mos que O e X. Entonces R (X) (para n a l ) está formado por aque-
z 

lias funciones f, continuas sobre X, tales que existen h, k holo-
o 

morías en X con f = h + i k. 

Demostración. Observemos que en este caso Z = {o}. Si 

fe R (X) entonces, en virtud de la proposición 2.1.3. existen 
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— n 

funciones h, k holomorfas en X - {o}tales que f = h + z k. Veamos 

que h y k tienen una singularidad evitable (este hecho no puede de

ducirse de la continuidad de f ) . Sean: 

h(z) = ¡ a^ z3 ,k(2) = l bjz3 

3 " 3 

los desarrollos en serie de Laurent de h,k en O. Por hipótesis <E-X 

es conexo, por tanto toda función racional con polos en <E-X se apro 

xima, uniformemente sobre X, en virtud del teorema de Runge, por 

funciones polinómicas. Como feRg(X) deducimos que existen polino

mios P^, tales que P^ + Qj-> f uniformemente en X, Sea 

r^ > o tal que D(o,r^) cX y consideremos los coeficientes de Fou

rier de f(r.) para r < r^. La convergencia uniforme en X implica 

la convergencia de coeficientes de Fourier. Toda función del tipo 

P + z^Q (P, Q polinomios) tiene coeficientes de Fourier de orden 

<-n nulos, por tanto el m-ésimo coeficiente de Fourier de f(r.) es 

nulo para m < -n. Calculemos ahora los coeficientes de Fourier de 

h + i"k = f. 

f(r.)(m) = 
21T 

2TT 

(h(re^^) ^ r^ e-i^^ k(rei*^)) e"^"^^ dt = 

j i 

2TI 

2 71 
^i(j-m)t ^ ^ . p + n J L 

2TT 

27r 
i(j-n-m)t 
e dt 

O 

.m 
+ b 

n+ra 
r2^+"» para meZ 

De donde a + b r 
m n-s-ra 

2n 
= O si m < -n. 

Pero esto vale para todo r < r , deduciéndose que 3 = 0 pa

ra m < -n, y por tanto r n 
m 

= 0. Es decir b^^j^ = O para 

-n. n + m < 0. Por consiguiente k es holomorfa en O y h = f - i"k es

tá acotada en un entorno de cero, por tanto tiene una singularidad 

evitable. 
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Reclprocamente, supongamos que f = h + i k con h,k holomor-
o 

fas en X y que f es continua en X. Sea (r^) una sucesión de núme

ros reales con limite 1 y tales que O < < 1 . Consideremos la 

función fír^^.) definida en-|—X, que es un entorno de X (por ser X 
m 

convexo). Como f es uniformemente continua en X se tiene que 

f(rjĵ .) ^ f uniformemente en X. Ya que cada función f(rj^.) tiene 

una expresión del tipo h(r .) + i" k(r„.) con h (r„.) y k(r„.) 
' ^ m m m m m 

holomorfas en un entorno de X, el teorema de Runge nos asegura que 

f(rj^.) eR(X) + R(X) z'̂ , y por consiguiente que f eRg(X). //. 
La proposición anterior proporciona ejemplos que demuestran 

que la condición b) del teorema 2.2.1. no puede ser rebajada a fjg^ 

R(Z) . 

_ _4 
2.2.8. Ejemplo. Sea X = D(0,1) y g(z) = z . La función f(z) 

4 1 ^ f 2 
= z verifica en X-{o} 3 ( — ) = o, fe C (X) y evidentemente 

9g 
^¡{o}^ R({o}) = (t. En cambio f ?í Rg(X). Pues por la proposición 

2.2.7. existirían funciones holomorfas h,k en X tales que f = h + 

-4 

Z k. Por la unicidad de dicha descomposición (2.1.6) se tendría 

k(z) =-:^para z 4 o, pero esto es absurdo. 

Si fe Rgí2C) y Z = 0 existen funciones h,k holomorfas en X 

con f = h + g k. No es verdad que h ó k se extiendan con continui

dad a la frontera, ni siquiera que h ó k sean acotadas. 

2.2.9. Ejemplo. Sea X = 5 ( 0 , 1 ) y g(?)=¿,. La serie h(z) = 
00 

(1-z)^ = \. (̂ ) z" converge absolutamente y uniformemente en X, por 
- o 

tanto h e A ( X ) . Consideremos la función f(r.) = (z - 1 ) - r 4 —r. En X 

f = : 0. Además f (z) z-1 
= h(z) 

h(z) 
o cuando 
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z 1. Por tanto fc C(X), y aplicando la proposición 2.2.7. se 
o 

no está acotada en X. tiene fe R- {X) y en canibio 
1 

h(z) 

2 . 5 . APROXIMACIÓN UNIFORME PARA EL OPERADOR 3^ (g(z) = z ) . 

En la teoría de aproximación racional se demuestra que es po

sible recuperar la medida de un punto a través de transformada de 

Cauchy de dicha medida [5, pág. 157]. Veamos que sucede algo pare

cido con la transformada 1.1.1. asociada a g(z) = z. 

2.3.1. Proposición. Sea y una medida en CE a soporte compacto 

y sea y la transformada de y respecto a Z (véase 1.1.1.). Se veri

fica para todo a e I: 

n y{a} = lim 
n IT 

W-a 

w-i 

y (w) dm(w) . 

D(a, -i-) 
n 

Demostración. Fijemos el punto a e C y definamos la siguien

te función: 

.2 
ZeC -> F^iz) = n w-a w-z dm (w) (1) 

w-a w-z 

D(a,¿) 

La función a integrar es acotada, definida casi por todo y me 

dible, por tanto F^ está bien definida en todo punto. Se cumple 

Pĵ  (a) = 1 para todo n e N. Si z jí a calcularemos la integral en 

(1) por medio de un cambio de variable y una reducción a una inte

gral curvilínea. A partir de un cierto n^ e N se tendrá z-a.|> 

para n S n^. Efectuando el cambio de variable w = a + r e"^^, si 

n S n. 

R 

2TT 

re"*"*̂  a-z + re~^*^ 

re-^*^ a-z + re^^ 
rd rdO = 
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n 

n 

X 

n 

o 

2 
n 

rdr — 
i 

^ 1 
rdr -

i 

2-n 

e^^ a-z . re-^^ ^ ^it ^ 

a-z + re 
it 

(a-z) u + r 

(a-z) + ru 
du 

Donde Y designan el camino y (tí) = e^^ con te [o,2Tr]. Para 

n ^ n se tiene 
o ru < r á - < 1z-a , por tanto la función 

f (u) = (̂ -z) u + r holomorfa en ¡u] < 1 y por consiguiente su 
3. —Z + ITU 

integral curvilínea es cero, de donde se deduce: l^m F^(z) = O pa

ra z ¡¿ a. Se ha demostrado que -> 1 r ^ - , , puntualmente en (E. Ade-
n n va/ 

más: 
2 n 

IT 

w-a w-z |dm(w) = 1 , ne N 

D{a,l) 
n 

W-a w-z 

Ya que la convergencia es dominada, es licito conmutar la in

tegración con el límite: 

yía) = lim F^ dy = lim 
n 

F^(z) dy(s) = 

= lim 
n 

2 
^ ( 

w-a . w-^ 

w-a w-z 

D(a,¿) 

dm(w)) dy(z) = (2) 

Se puede aplicar el teorema de Fubini ya que si ze sopy y 

*í e D(a,-) se tiene: 

n w-a w - z • « • 
IT w-a w - z IT 

Por tanto: 
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n (2) =lim 

D(a,l) 

w_ 
w 

— p (w) dm(w) 
- a 

Es posible dar fórmulas,que reproduzcan y{a} a partir de la 
V 

transformada y asociada a g, del tipo anterior en el caso que g sea 

una función de clase que cumpla determinadas restricciones. Sin 

embargo no nos entretendremos en explicitarlas, y pasamos a demos

trar un lema que es el recurso principal para la demostración del 

teorema más importante de este capítulo. 

Este lema es un análogo de un resultado debido a Mergelyan 

_26] , [25J y [ s e l ' fundamental en la demostración original de su 

teorema de aproximación uniforme por funciones racionales. 

2.3.2. Lema. Sea D un disco de radio r > o, E un subconjunto 

de D compacto y conexo, con diámetro mayor o igual que r y tal que 
2 

O = S - E sea conexo. Para cada ue C existe una función Q{u,.) 

e R- (ü) que cumple, para zefi y ue D: 
(A) | Q ( U , Z ) 1 < M 

(B) | Q { U , Z ) - z - u 
z - u 

< M r -
ÍL-u 

, S U . 

Donde M designa una constante universal. 

Demostración. En la demostración irán apareciendo distintas 

constantes universales que, sin embargo, designaremos con la misma 

letra "C". 

Como las hipótesis y la tesis del lema son invariantes por 

translación podemos suponer sin pérdida de generalidad que D está 

centrado en cero. Sea una representación conforme de Ü en 
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D{o,1), dada por el teorema de Riemann, f ̂  {°°) = 0. Como E es com

pacto y conexo, se tiene que Y ( E ) á 6 ( E ) S 4 Y ( E ) ( 0 . 1 . 1 6 . ) . Por 

tanto, escribiendo a = f ̂  (<») , obtenemos [a = yiE) S • • ̂  - è j-. La 

función f = —1- : n D(o , -^ -L- ) es holomorfa y verifica: 

f(oo) = 0, f• (~) = 1 y f (3) 

Sea r la circunferencia de centro 0 y de radio r (que no cor

ta a E ) y definamos: 

b = 
1 

2tt ì 
zf(z)dz b' = 

1 

2iTÌ 
f(z)dz. 

Fijemos u e D. Como f es holomorfa en el punto del infinito 

2 3 
podemos desarrollar f, f , f en el entorno de dicho punto formado 

por los z e d tales que 

1 

z-u > 2R: 

f(2) = 
X 2 Í U ) X3(u) 

z-u (z-u) 

f''(z) = 

f^(z) = 

1 
•2 * 

2 ^2<^> 

(z-u) (z-u) 

1 3 ̂ 2<"^ 

(a-n) 

) 

i * 

1 * (4) 
(z-u) (z-u) 

Los términos que han sido substituidos por puntos son de or

den S 4 . Las funciones X^ pueden ser calculadas mediante una 

integral curvilínea extendida a una circunferencia ^o centrada en 

cero, de radio suficientemente grande y orientada positivamente. 

X2(u) = 
1 

27ri 
(z-u)f(z)dz, X2(u)= 

1 

27IÍ 
(z-u)^ f(z)dz. 

o 

Recordando que 

lio prueba que: 

X2(u) = b-u 

2Tri 
f(z)dz = f'(°°) = 1, un cálculo senci-

, X3(u) = b' - 2UB + u' 
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Definamos la siguiente función, para u e (E y z e íí: 

H(u,z) = f(z) + (u-b)f^(z) - (b"+2ub - 2b^ - u^)f'^(z) (5) 

La función deseada es Q{u,z) = (Z-Ü)H(U,Z). Evidentemente 

H(u,^) e H(n) y, por tanto, Q(u,) e R- (íí) . 

Teniendo en cuenta que r tiene longitud 2Trr, se obtiene la 

siguiente acotación de b y b': 

(6] 

b 

b'l< 

1 

27T 

1 

2TT 

:z| |g(z) |d 

^ g(z)Idjz 

1 

2T\ 

27T 

r.- 2TTr = 4r 
r 

.2 4 

r 
(6) 

Acotemos ahora H(u, z) para u 

|H(U,Z) I < i +(|u! + |b|)l| +(|b'|+2|u| |b| +2|b|'^+|u|^l ^ < 

< r, utilizando (3), (5) y 

2i 64 

¿ i . (r+4r) Ц + (4r^ + 8r + 32r^ + r^) 64 

(7) 

Ahora podemos comprobar que Q cumple (A). S i u e D y |z-u 

2r entonces 1Q(U,Z)| = |H(U,Z)|. z-u á C en virtud de (7). Fijado 

u e D se tiene: 

H (u,z) < _ C . para z-u < 2r, z 5Í u (8) 
z-u 

La función Q(u,z) 

z-u 

H(u,z)(z-u) es subharmónica en 

> 2r (incluido el punto del infinito). En virtud del princi

pio del máximo para funciones subharmónicas la desigualdad (8) va

le en todo z e D, de donde |Q(U,Z) | Ú C , que es (A). Pasemos, aho

ra, a probar (B). Un cálculo, que omitimos, teniendo en cuenta 

(4) y (5) , demuestra que para z E Í Í y u e D s e tiene: 

H(u,z) - 1 
z-u 

1 
z-u 

h(z) 
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z-u >2r (incluido el punto 

del infinito). Si z e n y z-u ¿ 2r se tiene, en virtud de (7). 

h(z) 

<- C r ^ 

4 
— z-u H(u,z) - 1 

z-u 
< 16 r'' ̂  + 16 r^ ^ 

Por el principio del módulo máximo esta desigualdad vale pa

ra todo z e Q. Por tanto para z e fi y u e D 
3 

H {u,z) - 1 

z-u 
z ^ u 

z-u 

y por consiguiente: 

z-ü Q(u,z) -
z-u 

lo cual prueba (B). 

z-u H(u,z)-
z-u z-ut-̂  

/ / . 

Observemos que el lema anterior mejora las conclusiones del 

lema de Mergelyan a cambio de perder la holomorfia de Q(u,.) , y que 

en la demostración se introduce la novedad de tener en cuenta el 

tercer coeficiente del desarrollo de f en el °° . Necesitaremos el 

siguiente resultado que ha sido demostrado por Weinstock 46] y 

O'Farrell [28J » Y <3ué será mejorado en el capitulo 5. 

2.3.3. Lema. Sea X un compacto de (T. Si f e C(X) y para to

do X e X existe un entorno cerrado (en X) U de x tal que 

U e R-(U ) entonces feR-(X). En particular R- (X) es un R(X)-

módulo local. 

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema central 

de este capitulo. 

donde h es una función holomorfa en 
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2.3.4. Teorema. Sea X un compacto de <t tal que los diámetros 

de las componentes conexas de (E - X estén acotados inferiormente 

2 ° 

por un número 6 > o. Entonces R-{X) = {f e C(X) f f = o en X }. 

Demostración. Denotaremos por A- (X) el conjunto 
7 ° 

{feC(X) ? f = o en X ) . En virtud de 2.1.3. se tiene R-(X)cA-(XK 

Para probar el reciproco, aplicaremos el teorema 2.2.1. a las fun

ciones regularizadas de f y pasaremos al límite teniendo en cuenta 

el lema 2.3.2. La demostración consta de tres partes. 

a) Supongamos que C-X tiene un numero finito de componentes. 

Sea f e A- (X), que por el teorema de Tietze-Uryshon consideraremos extendida a todo I . Sea pe D Ì O , sop p C : D ( O , 1 ) y pdm = I . Si 

escribimos p (x) = ^ P (-), entonces (p_) es una aproximación de 
^ e"̂  e ^ 

la identidad. Veamos que se cumple lo siguiente: 

p dm = 1 

¡2 dm = O 

(9) 

(10) 

^2 p dm < < c. (11) 

(9) Es una consecuencia de ser (p^) una aproximación de la 

identidad. Para (10) basta tener en cuenta el teorema de StoJces 

y que tiene soporte compacto. Para demostrar (11) hagamos un 

cálculo: 

"S^ |dm = ^^Pi^i dm(x) = 
e 

^ P(u) dm(u) 

(Se ha hecho el cambio de variable u = — ) , 

e 

Dada y e R-(X) se ha de probar que 
z 

f = f * e C « R ) . 

fdy = 0 . Escribamos 
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En virtud de 1.2.3.: 

dy = 1 1^' ydm. 

Como f^ ^ f uniformemente en X, se tiene dy -> 

(12) 

fdy. En 

definitiva hay que probar que lim ~ 
E-̂ -O IT 

3 fg.y = 0. Para X e X., 

f^(x) = f(x-t) (t)dm(t), (13) 

-de donde si d(x, CD-X) í t, por conocidas propiedades-de la convolu-

ción podemos derivar en (13), resultando: 

(X) = ^^^fix-t) p^(t) dm(t) = 0, 

pues si d(x, <E-x)S e y [t| < £ se tiene que x-t e X y, por hipóte-

2 

sis, '5 f(x-t) = 0 . De aquí que la integral del segundo miembro de 

(12) esté reducida a X = íx E x| d(x ,(R-X)<e }. Acotemos ahora 

-2 
^ 2 

(f(x-t)-f(x)3 p (t)dm(t). f(x-t)3 (t)dm(t) = 

en virtud de (10) . 

Designando por w(f,e) la oscilación de f, obtenemos: 

^ f^ (x) I C fo (f , e ) ^2 (t)|dm(t) < C i ^ í % ^ . 

de donde: 

1 
IT 

|y Idm, 

X 
(14) 

Ya que (E-X tiene un número finito de componentes, para e su

ficientemente pequeño podemos elegir un recubrimiento de X^ por 

un número finito de discos de radio 2 e cuyos centros no estén en 

X. Sean D^..., D^, dichos discos. Eligiendo un punto fijo en ca-
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da componente de C-X y uniendo estos puntos con los centros de 

mediante curvas, se deduce que cada disco contiene un subconjunto 

compacto y conexo E^cD^, tal que E^ct-X y 6(E^)>c. Aplicando el 

2 

lema 2,3.2, deducimos que existen funciones Q.(u,') de R-(S -E.) y, 

por tanto, en virtud de 2.2.1 de R-{X), cumpliendo: 

Qj(u,z) se. 

< c g-

z-u 

z e S -Ej,ueDj: 

(15) 

(16) 

Si definimos = D̂ f̂  X^, y = D̂ fì X^ -(L^U - WLj.^) para 

1 < j < n, se verifica que X^ = Ü... UL^, siendo dicha uni6n 

disjunta. Para cada u e X^ existe un unico j tal que ue L^ y enton^ 

ees: 

V 
y(u) = (Q. {u,z)- — ) dy(z) , jy (u) 

X 

Q.{u,z)- ^ 1 d|y} (z) 
3 z-u 

La segunda integral de (14) se acota como sigue: 

C "(f^e) y(u) dm(u) < c 

3 ^ 
L 
3 J 

Q.(U,2) 
X 3 

I diy|(z) dm(u)<C 

Fijado z e X se tiene: 

r 3 

z-u Qj(u-z)-^_^ dm(u) 

L . 
3 

(17) 

L. 
3 

dm(u) = I 

j 

Qj(u,z)- | 5 | |dm(u) +• 

L.(iD2^(z) 
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j L.n(C-D2^(2í) ) 

dm(u) 

Acotemos la primera integral por (15) y la segunda por (16) 

3 

j 

(C+1)dm(u) + L 
j 

L.(iD2^(z) 

C C 

C e" dm(u) < 
| z - U R 

L .N(A:-D2g(z) ) 

+ CO 

2 e 

2^ P - ^ — dp,dO = 

C e + C e" 3 r 1 -! +<» = C e . 
PJ2e 

combinando ( 1 4 ) , (17) y la acotación precedente, obtenemos: 

< c í i í í ^ l'y} (X) ,e^ = 0(u(f ,e)) 
-2 V 
3 . y dm 

Es decir lim -1 in» ¿• 
-2 ^ 
3 f y dm = 0. Por tanto f dy = O, y 

asi f e R - (X). 
Z 

b) Supongamos que (E - X tenga un numero finito de componen-
J. 

tes conexas. Sea feA-(X) y ye R-(X) . Por la proposición 1 . 4 . 4 . 
z z 

y está concentrada en X y y e R-(X)"^. Pero feA-(X) pues 
o • Z Z 

X c X. Para el compacto X es posible aplicar a ) ; por consiguien

te f • e R-(X) . De donde: 

X z 

f dy = 

X 

f dy = O 

c) Supongamos que existe un ô>O tal que el diámetro de las 

componentes de (E - X está acotado inferiormente por 6. Entonces, 

para cada x e X existe un entorno cerrado U de x (en X) tal que 

<E-U es conexo. Por el apartado a) se tiene R- (U ) = A- (U ) . 
X Z X Z X 

Si fe A- (X) entendes f „ e A- (U^) = R- (U ) . Por tanto, apli-
Z u- Z X Z X 

cando el lema 2.3.3. se deduce que f e A - ( X ) . Hacemos notar que 



-72-

este tipo de razonamiento es usual en la teoría de aproximación 
racional. 

2.í\. A P R O X I M A C I Ó N U N I F O R M E P O R F U N C I O N E S D E L R ^ C X ) - M O D U L O 

3o^HJLBO(X)I * . . . * R ^ ( X ) I " (n>1). 

2.4.1. Proposición. Sea fe Dil) y n S 1. Se verifica para 

cada w; e (E: 
' t - - V n 

F ( W ) = - L L ? 
n ! TT 

^n.1 U-wL_ 
2-W 

Demostración. Observemos que la fórmula anterior significa, 
1 5 ^ en el lenguaje de distribuciones, que la función •"r- es una n| TT 

solución fundamental para el operador "5"'*'̂  Para demostrar esta 

ultima afirmación se procederá por inducción sobre n. Para n=1 
— 2 z hay que demostrar que3 (—-) = ti6 ,1o cual es exactamente 1.2.2. 

"Zr o 
para g(z) = i. 

Como que: 

y n + l j Ü ^ ) ^ ^n^^ ^ -n ^ ^ jn J I ^ J 

z z z 

la hipótesis de inducción concluye la demostración, //. 

Observemos que, siendo el operador 3̂ '*'̂  de orden n+1 , la fór

mula anterior continua siendo válida para fe D̂ "*"̂  (I) . Notemos que 

podría ser demostrada una fórmula del tipo 1.2.1., que no inclui

mos pues no será necesaria. 

Definamos la siguiente función de Borei: 

si z 7̂  w entonces K^(z,w) = ^ 
Z - W 

si z = w entonces K^{z,w) = O 
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Si y es una medida de Borel regular y con soporte compacto, 

escribamos: 

2.4 .2. Lema. Para todo w c € la función Kĵ (',w) es acotada 

sobre compactos (lo que justifica la definición de y ) . Si n > 2 
V 

la función y^ es continua en (T. 
Demostración. Es evidente que vale la desigualdad. 

(1) 

Por tanto, fijado w e d, K^(,w) es acotada sobre compactos. 
V 

Veamos que y (omitiremos el subíndice) es continua en todo (E si 

n ^ 2. Sea e C y (ŵ )̂ una sucesión convergente hacia w^. Si 

2 4 w^jpara p suficientemente grande se cumple z ?̂  y por tanto: 
^^""^o^" c^uando p - - . 

z - w 
p 

z-w. 

Si z = se tiene K„(w ,w_) S w -w o n o p ' o p 
n - 1 

n г 2 limK^(w^,Wp) = O =K^ ( w ^ , w ^ ) 

, de donde, si 

Hemos demostrado que 

K^(z,Wp) — § ^n^^'^o^' ^ convergencia es dominada en sop y, 
pues (1) demuestra que, para p e N, z e sop y 

|K„<z,Wp) ¿ c. 

donde c es una constante independiente de z y de p. Aplicando el 

teorema de la convergencia dominada se deduce la continuidad. //. 

2.4.3. Proposición. Sea f e D^*^ (C) y y una medida a sopor

te compacto en d. Se verifica: 

f dy = 
( -1) 

ni 

n+1 

f(z) y (z) dm(z) 
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Escribiremos R ( X ) P ^ para denotar la adherencia uniforme del 

R^{X)-módulo R ^ ( X ) P ^ = R Q ( X ) + R Q { X ) Í + . . . + R ^ ( X ) Z " . La importan

cia de la transformada introducida en 2 . 4 . 2 . para el estudio de 

R ( X ) P ^ es debida al siguiente hecho: 

2 . 4 . 4 . Lema. Sea X un compacto y p una medida sobre X . Se 

verifica que p es ortogonal a R Í X ) P̂ ^ si y sólo sí para todo w ^ X 

se tiene p (w) = 0 . 

Demostración. Si w jz! X entonces K^(»,w) e R Q ( X ) P ^ Í por tan-
_ X V 

to si pe R ( X ) P ^ se tiene p (w) = 0 . Supongamos que pasa todo w ,é X 
V _ 00 

se tenga p(w) = 0. Sea f e R ^ Í X ) P ^ y una función de clase C , 
00 

con soporte incluido en el abierto en el cual f es C y que valga 

1 en un entorno de X . En virtud de 2 . 4 . 3 . se tiene: 

fdp = 

(-1) 

(T 

n+1 

n! ir 

Yfdp = (-1) 
n+1 

n! IT 
(ff) ídm = 

• ̂ "•̂ ''f pdm = 0 . 
X 

La última igualdad es consecuencia de que si feR^ÍX)?^ entonces 

'^^^^f = O en un entorno de X. //. 

2 . 4 . 5 . Lema. Sea X un compacto y y una medida sobre X. Se 

verifica que pes ortogonal a R{X)Pj^ sí y sólo sí p está concen-

trada en X y p es ortogonal a R(X)Pj^, 

Demostración. Si p es ortogonal a R(X)P^ entonces p es or-

Demostración. Hay que aplicar la proposición 2 . 4 . 1 . y el 

teorema de Fubini. La demostración es análoga a 1 . 2 . 3 . y omiti

mos los detalles. //. 
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aplicado a cada componente racional de f, prueba que f dy= 0. El 

reciproco es inmediato. //. 

2.4.6. Lema. Si X es un compacto de C y f e R{X)Pj^ entonces 

I^*^ f = O en X y, por tanto, existen funciones h^ii^ ,..,ĥ  holomor-

fas en X tales que f = h + h,.z + ,.. + h z"̂  en X. 
o í n 

Demostración. Si feR„(X)P se tiene 3""̂ ^ f = 0. Si f f 
o n " m 

uniformemente en X, entonces 5'""'"̂  f_ -+ 3̂ '*'̂  f débilmente en X 
m m 

(como distribuciones), de donde 5"'̂'*"̂  f = o si f e R(X)Pn, Probemos 

por inducción sobre n, que si S"""̂ ^ f = O en X, existen funciones 
o 

holomorfas en X h'^, h^ , ....... h^ tales que f = h^ + h^z +.. . +hj^z". 

El caso n Í= 1 es el apartado a) de la proposición 2.1.5. Suponga

mos que vale el resultado para n = k, y veámoslo para n = k + 1: 

O = 7^^^ f = 5-̂ +̂  (S'f) 

Por hipótesis de inducción, existen h^ , hj^^^ holomorfas 

— — —k 
en X tales que 3f = h ^ + h 2 Z + . ..+hj^^^z , es decir: 

3(f-h,i-h,. — " . . . - •̂*"'') = 0. En virtud del lema de 

2 _ -2 ^ k 1 -k 1 
Weil, deducimos que f-h-i - h«» i ...- — R - ^ — « z es una función 

o 1 ¿ ¿ K 

holomorfa en X. 

2.4.7. Proposición. Sea X un compacto de C y f una función 

de clase c'̂ *^ en un entorno de X, n> 1. Se verifica: f e R(X)Pn 

sí y sólo sll""*"^ f = O en X. 

Demostración. ) ya se ha visto en el lema 2.4.6. 

<=) Sea f e c'̂ *^ en un entorno de X y supongamos que f=0 
o 

en X. Sea y una medida ortogonal a R(X)Pn. Elijamos una función 

¥ de clase C°°, con sop incluido en el abierto en el cual f es 

togonal a R-(X) y, por tanto, está concentrada en X por 1.4.4. Si 

f e R^(X)P^ un razonamiento análogo al de la proposición 1.4.4. 
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c'̂ *̂  y que valga 1 en un entorno de X. Se tiene, por 2,4.3. y 2.4.4. 

fdy = f du = (-1) 
n+1 

ni IT 

(fH») ydm 

(-1) 
n+1 

ni IT 

f ydm = 0 

o 
La integración se ha podido reducir a X pues y es continua en 

todo punto de C (si n S 2 ) . Por tanto f e R(X)P^. 

Observemos que aquí, contrariamente a lo que sucedía a 2.2.1, 

no ha sido necesaria una fórmula del tipo 1.2. puesto que no se pre 

sentan las dificultades originadas por la consideración del con

junto Z. 

Los resultados que siguen representan una versión del teorema 

de Mergelyan para los operadores f""*"̂  , Omitiremos algunos deta

lles en las demostraciones porque son análogas a 2.3.2. y 2.3.3. Es 

interesante notar la dependencia en n de las desigualdades más no

tables (A) y (B) de 2.4.8. 

2.4.8. Lema. Sea D un disco de radio r> o, E un subwconjunto 

de D, compacto, conexo y con diámetro mayor o igual que r, tal que 

2 

0= S -E sea conexo. Para cada u e (E existe una función T(u,«5 e 

H(Q)Pn, y existe una constante M (que depende de n) tal que para 

u e D y z e fi : 

(A) |T(U,Z) I < M |;z-u|"~'' 

(B) T(u,z) - ( Z - S ) " 

z-u 

n+2 
á M , Z j¿ u 

Demostración. Sea f la función holomorfa del lema 2.3.2. Se 
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definen: 

f (z) d z 1 j S n + 1 
^ 27Ti 

donde r es la circunferencia, orientada positivamente, de centro 

0 y de radio r. Sea u e D. Escribamos el desarrollo de f en el 

entorno del infinito formado por los z e (T tales que [z-uj >2r: 

f(z) = l 
X. (u) 

j=1 (z-U)^ 

Para cada j se obtiene que: 

1 X^(u) = 
27ri 

r, 

(z-u)^~^ f(z) dz. (2) 

siendo I o una circunferencia centrado en cero, de radio suficien 

temente grande y orientada positivamente. De la definición de b^ 

y de (3) de 2.3.2. deducimos: 

b.j < -1-
3 27T 

j 4 2Trr 4r- 1 < j á n+1 

Desarrollando en (2) por la fórmula del binomio obtenemos la 

siguiente expresión para 

3 k=o k ^ 

Pueden encontrarse polinomios (u,b^,...b^) tales que: 

a) Si 
n+1 

H(u,z) = f(z) + l Pjlu,b^,..bj)f3+^(z) 
j = 1 

entonces se cumple: 

H(u,z) - 1 1 
z-u |z-uj 

con h holomorfa en el «>. 

n+3 h ( 2 ) I , z jí u 

b) Pj es de grado j en la variable u. 

c) Los Pj cumplen la siguiente condición de homogeneidad: 
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a. a. . 
3 „ 3 + 1 

3 

e n t o n c e s : a.̂  + 2 a 2 + . . . + j + aj^^= j 

T e n i e n d o en c u e n t a l a c o n d i c i ó n c ) , l a s a c o t a c i o n e s d e l o s b^ 

y mayor a n d o d e fo rma a n á l o g a a Í 7 ) <3e 2 . 3 . 2 , s e o b t i e n e : 

C 

H ( u , z ) á —, p a r a u < r y zeñ 
r 

D e f i n i e n d o T { u , 2 ) = ( i - u ) " H ( u , z ) p u e d e c o m p r o b a r s e q u e v a l e n 

A) y B) . 

2 . 4 . 9 . Lema . S i X e s un c o m p a c t o d e (E, e n t o n c e s e l m ó d u l o 

R { X ) P e s l o c a l , 
n 

D e m o s t r a c i ó n , La d e m o s t r a c i ó n e s l a misma q u e l a d e 2 , 3 . 3 . 

y f i g u r a en l o s a r t í c u l o s a l l í c i t a d o s . 

2 . 4 . 1 0 . T e o r e m a . Sea X un c o m p a c t o d e C t a l q u e l o s d i á m e 

t r o s d e l a s c o m p o n e n t e s c o n e x a s d e <C-X e s t é n a c o t a d o s i n f e r i o r m e n 

t e p o r un número 5 > o . E n t o n c e s s e v e r i f i c a R ( X ) P ={ f e C ( X ) 

o 
d^*'^ f = 0 } en X . 

D e m o s t r a c i ó n , P r o c e d e r e m o s , c o m o e n l a d e m o s t r a c i ó n d e 2 . 3 . 4 , 

d i s t i n g u i e n d o t r e s c a s o s . S i n e m b a r g o , s ó l o p r e s e n t a m o s l o s d e t a 

l l e s d e l p r i m e r o , e s d e c i r , d e l c a s o en q u e (C - X t i e n e un n ú m e r o 

f i n i t o d e c o m p o n e n t e s . L o s o t r o s d o s c a s o s s o n a n á l o g o s a l o s c o 

r r e s p o n d i e n t e s d e 2 . 3 . 4 . 

S e a (p^) una a p r o x i m a c i ó n d e l a i d e n t i d a d c o m o e n l a d e m o s t r a 

c i ó n d e 2 . 3 . 4 . Se c u m p l e : 

dm = 1 

»11+1 , -
3 dm Sí o 
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dm S n+1 

Sea f eC(X) tal que 5"*^ f = 0 en X y sea m z MXìf^. Escriba-

mos f = f * p . En virtud de 2.4.3. se tiene: 

dy = (-1) 
n+1 

n ! tr 
^^'^ f^.y dm = 

n+1 

n ! I T 

5"*^ f^. l dm. 

donde = { x e x / d(x, €-X)<e}. 

Como en 2.3.4. obtenemos: 

(-1) 
n+1 

n ! IT 

^n+l f^^ ^ 

X 

|y|dm. 

X . 

utilizando el lema 2.4.8 del mismo modo que en 2.3.4. se obtie 

ne; 

V 
y dm = 

X 

ly(u)ldm(u)^ S 
j X 

d y (z)dm(u)^ 

X 
dly|(z) l dm(u) + 

X 
d|y I (z) E Qj(u,z) 

- n 
(z - u)j 

z - u 
dm(u) 

j 

d y ( z ) 

X 

(M+1) I z - u l ^ " " * * dm(ü) + 
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divi (z) 

X 

n+2 

z - u 
dm(u) < 

n+1 

C e 

De donde se deduce: 

n+1 
( - 1 ) 

ni IT 

f l dm 

Observemos que 2 . 4 . 1 0 proporciona una mejor caracterización 

de R(X)Pj^ que la dada por Wang en [ 4 5 ] que afirma: 

R^(X)P^ tiene la misma adherencia uniforme que R(X) + 

+Lf (X)¡ + ... + L^(X)'". 
a 2 a m 

Para el significado de esta última expresión, y para la demos

tración de este hecho, véase [ 4 5 ] . 



C A P I T U L O 3 

A P R O X I M A C I Ó N E N M E D I A D E O R D E N P 

En este capitulo se estudia la aproximación en norma p , 1áp< 

<" por funciones de R Q ( X ) + R^(X)g . Utilizando técnicas de inte

grales singulares se establecen las p ropos lc.iane;s 3 . 1 . 1 . y 3 . 1 . 2 . y 

ésta última mejora los resultados 1 . 3 . 3 . El teorema 3 . 1 . 6 . carac

teriza campletamente la adherencia en O X ) de la restricción a 

8X de RQ(X ) + R^(X)g, y en particular, resuelve satisfactoriamente 

el caso X = 0. En el caso Z = {xe x|3g(x) = 0 } = 0 el problema 

de aproximación que tratamos puede ser englobado en la teoría de 

aproximación en por. soluciones de operadores elípticos, tema 

que ha sido estudiado por varios autores [ 2 2 ] , [ 2 3 ^ , [ 3 2 ] , alguno 

de cuyos resultados aplicaremos a nuestro caso particular.L os teo

remas 3 . 2 . 4 y 3 . 2 . 5 . proporcionan condiciones para la validez de 

la aproximación en norma p. 

5 . 1 . APROXIMACIÓN EN MEDIA DE ORDEN P EN LA FRONTERA. 

La primera parte del apartado c) de la proposición 3 . 1 . 1 . fue 

4 j utilizando que "5f = -uf en el sentido 

de las distribuciones y aplicando el teorema de Schwartz. Aquí 

se presenta una demostración directa, que involucra el cálculo de 

todas las derivadas. Recordemos que f designa la transformada de 

Cauchy de f, los espacios de Sobolev y f la transformada intro

ducida en 1 . 1 . 
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3.1.1. Proposición. Supongamos que f e L log* L (en particu

lar si f e L^ÎŒ), p > 1) y que su soporte es compacto. Entonces 

casi por todo x E R, y casi por todo y c R las funciones f(x,.) y 

f(.,y) son absolutamente continuas. En particular estas funciones 

son diferenciables c.p.t. en R y, a demás, cumplen: 

a) — (w) = - iTf íw) + f(z)-
3x 

1 

(z-w) 
•j dm(z) c.p.t. weŒ 

Ц (W) = iïïf (w) + i 

c) If = -iTf ,3f(w) = 

£(2) — Î j dm(z) c.p.t. wel 
(z-w) 

f(z) — ^ — = • dm(z) c.p.t. wel 
(z-w)^ 

d) Si f e L^^^ {€) (p > 1) entonces f c W^^. 

Demostración. Observemos que las integrales de los miembros 

de la derecha son integrales singulares pues - U no es localmente 
- 2 -2iT 

integrable, pero k(z) = - ~ = j = ' tanto k(z) es un 

núcleo de Calderon-Zygmund (0.2.6). Definamos: 

u(x,y) = - f (x-s,y-t) — ~ — = — dm(s,t) 
s'̂ +t'̂  

v(x,y) = - f(x-s,y-t) ,^ , dm(s,t) 
s^+t^ 

Calculemos, en función de u y v, f(w),w » x+iyj 

f(w) = f (z) — dm(z) = 
z-w 

f ( 2 ) M l : = í àm(zì + 
z-w 

+ i f(z) dm(z) = 
|z-w| 

f {s,t) 
s-x dsdt + 

{x-s)^+(y-t)^ 
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f(s,t) ds dt = u(w) - iv(w) 

En virtud de un teorema de Calderon-Zygmund (0.2.10) resulta 

que u(x,') y v(x,') son absolutamente continuas, por tanto también 

lo es f(x,.). De donde deducimos que f(x,-) es diferenciable casi 

por todo en R. Un argumento análogo se aplica a f(.,y). Pasemos 

a la demostración de a) . Sea x £ R tal que f(Xj«) sea absolutamen

te continua. Para casi todo y e R(w = x+iy) se tiene: 

— (w) = — u(w) 
3x 3x 

i — v(w) = -'rrf(w) + 
3x 

2 .2 
f (x-s,y-t) ̂  

2 2 2 ^ ^ 
(s^+t^)^ 

- i 

+ i 

f{x-s.,y-t) — 1 ^ ^ ^ , dsdt = -•rTf(w) + 
(s^-.-t^)^ 

f (z)l£ÌiÌ | l Ì dm(z) 

z-w 

f ( z ) 
Im ( ( z - w ) 2) 

z-w 
<in (z) = - TTf (w) + f (z ) 

(z-w) 
dm(z) 

Ahora teniendo en cuenta el teorema de Fubini deducimos que 

existe un conjunto de medida nula en C en el complementario del 

cual vale la fórmula a). La demostración de b) es idéntica, c) es 

consecuencia de a) y b ) . Demostremos d ) . Si f e L^ la integral 

singular f ( z ) 1 

(z-w) 
-K- dm(z) pertenece a L^ en virtud de 0,2.7. 
^ ^ A. 

Por a) y b) se deduce que 
A 

8f, 

M 

9x 
existe c.p.t, en (E y 

mismo cò*n—) , de donde f e W? 
3y ^ 

11 

3s 
eL^, (lo 

3.1.2. Proposición. Supongamos que f e L log"*" L (en particu

lar si f e L^ con p > 1), que su soporte es compacto y que g e D ^ d ) , 

Se verifica que casi por todo x e R y casi por todo y c R las fun

ciones f(x,') y f(»,y) son absolutamente continuas. En particular 

son funciones diferenciables c.p.t. en R que cumplen: 
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a) i ¿ ( w ) 
3x 

•^(w).f(w) + 
3x 

g^^>-gj^^ f(z)din(z), c.p.t. w e C 
(z-w)"^ 

V 

b) -^(w) 
9y 

•^(w) .f (w) + ± 
3 Y 

f(z)dm(z), c.p.t. w e e 
(z-w) 

c) = -^q£ ,3f = -3g.f + g^^^-gj^^ f(z)dm(z), c.p.t. w e e 
(z-w) 

V 
d) Si g e D y U = íz e 1 ^g(z) j¿ o } entonces f e w | ( U ) , si 

f e (C) y p > 1. 

Demostración. De la igualdad f = gf - gf c.p.t. en C , tenien 

do en cuenta 3.1.1., se deduce lo referente a la continuidad abso-
V 

luta. Derivando la expresión anterior para f. 

3f a - 3q : 3f 
= g,f - —2. . f _ g. 

9x 3x 3x 3x 

C . p.t. w e C 

Teniendo en cuenta a) de 3.1.1. obtenemos: 

V 
3f 
— (w) = -Trgf(w) + 
3x 

( g f ) ( z ) — - j dm(z) - f(w) + Ttgfíw) 
(z-w) 3x 

- g(w) f (z) — 1 — j dm(z) = - (w) f (w) + 
(z-w) 3x 

g<^)-g<^^ f(z)dm(z) 
(z-w) 

Observemos que la integral que aparece en a) es una integral 

de Lebesgue, ya que: 

g^^^-g.;^^ f (2 ) 

y c.p.t. w e (E 

(z-w) 

f (z) 

z-w 

1 

z-w 
f (z) 

es integrable sobre compactos (0,1,1.). La 

demostración de b) es idéntica a la expuesta y c) se deduce de a) 
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y b) . Para demostrar d) hay que tener en cuenta que — ) es un 

operador elíptico por 1.3.2. y aplicar los teoremas de regulari

dad para los operadores elípticos [l5J , [32]. //• 

3.1.3. Observación. La condición de no anulación de ?g, y el 

suponer g e D parecen ser superfluos en d ) . Debe poder demostrar

se que valen las siguientes igualdades: 

a) — ( f(2) dm(z))= -
íz-w) 

3g7rf -
3x 

+ 2 
(z-w)'' 

f (z) 
(Z-w) 

dm(z) 

b) 
9y 

+ 2i 

G < ^ > - G < ^ > f(z) dm(z))= AG.iri f - M 
(z-w) 3y 

f (z) • 
(z-w) 

dm(2Í 

am::3pl f(2j am(z). 
(z-w) 

La integral gCz)-g(w) ^^^^ dm(z) es una integral singular, 
y (z-w)-^ 

cuyas propiedades esenciales fueron enunciadas por A.P, Calderón 

[l0] y demostradas por C. Calderón [ll]. La demostración de a) y 

b) podría basarse en un método análogo al del teorema 3 de [9 . 

Un caso particular del siguiente resultado fue establecido 

por Hedberg en [20]. Es una generalización de un hecho bien cono

cido (0.1.7;). 

3.1.4. Corolario. Sea E un subconjunto medible de C, sea 

h e L*^(E) con p > 1 y supongamos que h = o c.p.t. en E. Entonces 

h = o c.p.t. en E. 
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3x n 
n o 

Análogamente se razonarla para — (x ,y ) . Como -Trh = ̂ h , 
8y ° ° 

se tiene h(x^,y^) = 0 . Es decir h = O c.p.t. en F y, por tanto 

h = O c . p . t . e n E . //. 

Apliquemos este resultado para obtener una mejora parcial de 

1.2.5. 

3.1 .5. Corolario. Sea E un conjunto cerrado de (E, U un entor-

no abierto de E, g e C ( U ) y h e L P ( E ) con p > 1. Escribamos 
V 

S = {z e U/"5g(z) = 0}. Supongamos que h = O c.p.t. en E-S, enton

ces h = O c.p.t. en E-S. 

Demostración. Escribiendo E como reunión numerable de com

pactos, podemos suponer que E es compacto. En virtud de 3.1.2. se 

Demostración. Escribiendo E como reunión disjunta y numera

ble de conjuntos medibles y acotados, podemos suponer que E es acó 

tado y de medida finita y positiva. Recordemos que para cualquier 

conjunto medible casi todos sus puntos son de densidad lineal 

(0.2.12) respecto a los ejes coordenados. Sea F = { zc E/ h(z)=0} 

y (^Q/YQ)^ F en el cual h sea derivable parcialmente (en el senti

do usual) , y tal que (^Q/YQ) sea un punto de densidad lineal de F 

respecto a los ejes coordenados. Como 

-"̂1 ( ^ O L ^ Q - e , + e[ x{ y^}) 
lim '• = 1 (f 
e->0 2e 

existe una sucesión (x^) de términos distintos de x^, tal que para 

todo n e N (x^, Y Q ) E F. Entonces 
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tiene Ih >= -Ig h c.p.t. en E. Por tanto h= 0 c;p.t. en E-S. Apli

cando el corolario 3.1.4. deducimos h=0 c.p.t. en E-S //. 

Sea X un compacto de <E, g e C {U) donde U es un entorno abier 

to de X y denotemos por R^^ÍX) la adherencia en norma p (1 £p«» ) 

de las-funciones (X) + R^(X)g. La adherencia en norma p de 

R Q ( X ) -I- RQ(X)g será denotada-CRg(X) ax^^* 

3.1.6. Teorema. Sean X y g en las condiciones usuales y es

cribamos Z = íx e xlFgíx) = 0 ) . Se verifica, para 1 S p < », que: 

(RJx),3^)P={fe LP(ax)|f 3xnz^í^í^> axnz) ' '>-3Xf4Z - '-g 

g- - 3X ̂  
Demostración. Sea f eCR^(X) ' » entonces existen h^. 

e R^(X) tales que f = l^m + 9 L^OX) • por tanto 

f e L ^ O X ) y f 
axAz 

)P Sea h e L ^ (9X) , con 1 < q S » 

el exponente conjugado de p, ortogonal a Rg(X) 

f e R^(X) + R^ÍXig se tiene 

f h d ra = O 

3 X 
^ es decir, para 

En Virtud de 1.1.2. la función h es continua en y por 

1,4.1. nula en C-X, por tanto es nula en C-X. Se ha'de probar que 

h es ortogonal a {f e L ^ O X ) | f I 3xnz^ *\^'^^ | 3Xf\Z ̂ * teniendo en 

cuenta 3.1.5. con E = 3X, deducimos que h = O c.p.t. en 3X-Z, por 

tanto h está concentrada en 3XAZ. Si 3XAZ = 0 la conclusión es 

obvia. Supongamos que 3XAZ ^ 0 y sea f t L^(cK), f = lim (hĵ -tĝ ^̂ ) 

en L^C3XnZ) con h^,k^ e R^ÍX). Entonces obtenemos: 

f. hdm-

3X 

f.hdm = lim 
n 

3xnz 

(h„+g k„) hdm 
n n 

3X/ÍZ 
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lim 
n 

(h^ + g k^) hdm = 0. // 

Evidentemente este teorema sólo tiene interés si m(9X) > 0. 

Un teorema de Hedberg [20] afirma que las funciones racionales con 

polos fuera de E son densas en O E ) si 1 < p < - 2 . Así que el re

sultado precedente aporta nueva información sólo cuando 2 S p<«> . 

Además, señalemos que Wang habla demostrado la densidad de 

R-(X) en L^(3x) en [4 3 ] . Sin embargo dicho autor utiliza la 

transformada de Cauchy iterada, y no la transformada de h relativa 

a g. 

3.1.7. Corolario. Sean X , g y Z como en el teorema anterior, 

Entonces, para 1 á p < <» 

( R g ( X ) | g j j ) P = L ^ O X ) sí y sólo sí (Rg(X) |9x^z)^= L^OX^ Z ) 

Demostración. Es inmediata a partir de 3.1.6. 

3.1.8. Corolario. Sean X , g y Z como en 3.1.6. Supongamos 

que además X = 0 . Entonces, para 1 á p < «> 

= LP(X) S I y sólo sí R P ( Z ) = L P ( Z ) . 

Demostración. Ya que, ahora X = 3X, aplicando 3.1.7 se tie-

RP(X) 

ne R^(X) = LP(3X) S Í y sólo si {R (X) „ ) P = L^Í Z ) . Hemos de pro-
y g ^ 

bar que (R ( X I U ) ^ = R^ ( Z ) . La inclusión {B. (X) ^^f ^ bP {z) se sigue 

de que g ^eBp{Z), lo que se deduce de Ig = O en Z (0.1.9). Como 

o 

X = 0 , el mismo método de demostración que 1 . 4 . 4 . prueba que R Q ( Z ) 

C:R^(X)i„ (adherencia uniforme), y por tanto R„(Z) €R(R (X) , 

de donde R P ( Z ) C Í R ^ ( X ) J g ) ^ . 

Sinanjan demostró 38} que si X es un compacto sin interior 
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g 3 X' 

Demostración. Por 3.1.7. es suficiente probar que (R (X) . )̂ = 
g 3XnE 

LP ( 3 X A Z ) . Demostremos que R^( 3XAZ)CtR„(X) _ J ^ . EÍlo es debi-
g dXnz 

do al hecho que, por el teorema de Runge toda función de RQ(3X/ÍZ) 

se aproxima uniformemente sobre 3XAZ por polinomios. Ahora el teo

rema de Lavrentiev permite afirmar que R^{3XAZ) = L^OXHZ) , lo 

que concluye la demostración. 

5 . 2 . APROXIMACIÓN EN MEDIA DE ORDEN P EN COMPACTOS CON INTE

RIOR. 

Veremos en primer lugar condiciones necesarias de pertenen

cia a R^ (X). El siguiente resultado es análogo a 2.1.5. 

3.2.1. Proposición. Consideremos X, g y Z en las condiciones 

habituales. Si 1 < p < «. y f e R^ (X) , entonces se cumple s 
o 

a) Existen funciones h,k holomorfas en X-Z tales que 

y 1 Í; p < 2 entonces R^(X) = L^(X) . Aplicando 3.1.8. deducimos que 

R^CX) = LP{X) s i 1 < p < 2 y X = 0. Sin embargo una aplicación di

recta del teorema citado ya proporciona la conclusión más fuerte 

que RP(X) = L P ( X ) , para 1 < p < 2 y X = 0. 

Para 2 <p < «. sinanjan [38], Havin [l9] y Hedberg [2o],[2l] 

han dado condiciones necesarias y suficientes para que R ^ ( Z ) ( Z ) , 

con Z compacto (con o sin interior), en términos de distintas ca

pacidades dependientes de p. 

Señalemos ahora una condición cómoda que permite asegurar 

que(Rg{X) g^)P = L ^ O X ) . 

3.1.9. Proposición. Sean X, g y Z en las condiciones habi

tuales. Supongamos que I-3XñZ sea conexo. Entonces para 1 < p < <» 

se tiene (R„(X) ^ ^ ) = L ^ O X ) . 
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En el caso en que Z = 0 escribiremos L ^ ( X ) = {f G L ^ ( X ) | a (—) = 
o ^ 3g 

= O en X } . A la vista de 3 . 2 . 1 . es natural preguntarse cuando 

RP(X) = ¿ ^ ( X ) . Este problema será analizado en esta sección. Vea-
g g 

mos previamente un resultado que reduce este problema de aproxima-
o o 

ción a uno de aproximación en X{la definición de L ^ (X) es la ob

via). 

3 . 2 . 2 . Proposición. Sea X un compacto de €,g una función 

2 -
de clase C en un entorno de X, tal que dgiz) 4 o para z e X y 

1 ^ p< "° , Entonces se tiene Rg(X) = L^(X) sí y sólo si R^(X) o = 

Demostración. Supongamos que Rg(X) = L^{X) . Sea feL^(X) 

y consideremos la función f obtenida extendiendo f por cero a to

do X. Entonces f e R^ÍX) y, a fortiori, f ^ = f e (X). Su-
- " o X ^ 

pongamos que R? (X) ° = LJ (X) y f e L^ (X). Procediendo por dua-
g A g g 

lidad, teniendo en cuenta el teorema de Hahn-Banach, hemos de pro

bar que si h e L^(X), q el exponente conjugado de p, es ortogonal 

f h dm = 0. En virtud de 1.4.1 a ^o^^^ ^o^"^^^ entonces 
V 
h = O en <E-X, y por continuidad, en (E-X. Una demostración análoga 

X o 

o o 

a 1.4.4. prueba que cualquier función de RQ(X) + RQ(X)g se aproxi

ma en L'^(X) por funciones de R_^(X) + R (X)g. De aquí se deduce 

f = h + gk (por tanto f e C^(X - Z) y ^ ( — ) = O en X-Z) . 

b) f^^eBP(Z). 

Demostración. El argumento es semejante al de 2 . 1 . 5 . Sólo 

hay que tener en cuenta que si e R^^ÍX) + R^ÍXjg y f̂ ^ •* f en 

LP(X) , entonces ^ f ^ converge débilmente en X-Z hacia ) 

(en el sentido de las distribuciones). 

La parte b) es consecuencia de que g _eR(Z:)c R̂ (Z;Í . //. 
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que h es ortogonal a (X). Como f e L ^ Í X ) , entonces feL^ÍX) y. 

por tanto, fe R^(Xi de donde 

f h 

X 
/ Q 

X 

f.h. dm = O 

La idea de demostración de 3.2.4. está inspirada en un arti

culo de Bagby [ 2 ] , en el cual se presenta un argumento parecido pa 

recido para funciones racionales. Previamente necesitamos un lema 

sencillo. 

3.2.3. Lema. Sea U un abierto de (E,Z un subcon junto cerrado 

contenido en U y h e W^{U-Z) 1 ^ p < « > , m e N . Si y es una fun

ción de clase c"' en U, y = O en un entorno de Z y con derivados de 

orden ú m acotadas en U, entonces y h e W^(U). 

Demostración. Sea h la función localmente integrable defini

da en U asignando a los puntos de Z el valor o y en U-Z el valor h. 

En virtud de la fórmula de Leibniz de derivación de distribuciones, 

se tiene: 

D " (Yh) = 1 ) ( D ^ ) (D"-^ h ) , |a|< m 

3| ¿ |a| 

6 ex—6 ~ 

Es fácil comprobar que (D y) D h coincide c.p.t, con la 

función que vale O en Z y en U-Z vale (D^ y )(D " ~ ^ h ) . Además 

I ( D ^ ) D^'-^ Í s M II D«-^ h 
LP(Ü) 

LP (Ü-Z) 

De donde yh = yh e W^ÍU) 

3.2.4. Teorema. Sean X, g y Z en las condiciones habitua-
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f.h.dm = 0. Obviamente h es ortogonal a R^{X), y h es continua 
* o 

en (E (0.1.6.), por tanto h = O en d-X, de donde h = O c.p.t. 
o 

en (E-X por 3.1.4. Sea U un entorno de Z en el que f sea holomorfa 
o 

y escribamos X = w ü n donde: 
o 

íii es la reunión de las componentes conexas de X que no cor

tan a U y 

Q es la reunión de aquellas que cortan a U. 

Tenemos W fS u = 0. Veamos que la función f es holomorfa en 
o 

ü. Sea G una componente de X que corta a U. Tendremos: 

f = + gk2 en G-Z, con holomorfas en G-Z. 

Como f es holomorfa en G f) U, deducimos: 
O = 3f = k'̂  5"g en (GAU)-Z (1) 

Caso 1: (GAÜ) - Z 7¿ 0, De (1) se infiere que k2=0 en (GHU) 

Z. Si vemos que toda componente de G - Z corta a U deduciremos 

que k2 =0 en G - Z, es decir que f es holomorfa en G. Sea W una 

componente de G - Z y supongamos que Wr\U = 0, entonces 3WnZ C 

W ^ U = 0. Como W es una componente de G - Z obtenemos que 8WC 8G 

y de aquí: 

W H G = (aWAG) U(wr\G) = WfVG = W , 

es decir, W = G ( G es conexo), lo que lleva a la contradicción 

les. Supongamos que 1 < p < 2 y que f e L^(X) cumpla 

á) 3 ( — ) = O en X - Z 

3g 

b) f es holomorfa en un entorno de Z. 

Entonces f e ( X ) . 

Demostración. Sea q tal que ^ ~ ^ ' 1'̂ ® 2 < q <" . Si 

h e L''(X) y es ortogonal a RQ(X) + RQ(x)gse ha de probar que 
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f hdm = 

X 

f h dm = f h dm + 

0) 

f h dm 

fi 

(2) 

Ahora bien, como q > 2 y h = O e n C-X, tenemos que h e W^^(X) 
o _ 

{0.2.5.K Por tanto existen funciones e DCX}, tales que 3f^ 3h en 
p 

L^(X), luego en (íí) . Teniendo en cuenta que f es holomorfa en 

n y "Sh = -irh c.p.t.: 

f h dm = - -
IT 

f ^h dm » lim - 1 
n I T 

f "SV̂  dm = 

= lim {- i 
n IT 

= lim - 1 
n TT 

Clf). dm)= 

^{f dm. 

Para cada n e N, K̂ ^ = sop f^D Ü es compacto. Aplicando el 

teorema de Stokes a un recinto cuyo borde sea una poligonal en ü 

fh dm =0 que rodea a K ^ , deducimos que 

Ahora hemos de demostrar que f h dm = 0. Elijamos una 

función ¥ e C (€) que valga O en un entorno V d e Z ^ V c v c ü y 

V 

1 en un entorno de C- O En virtud de 3.2.3. y 3.1.2. h f pertene-

ce a W| (C) . Además hH» = o en (C-X)UV, por tanto hV e W2^(X-V). 

Asi deducimos la existencia de funciones ¥ e D<C) con sop ¥ C 

X-V y - h f en W2^{C). A fortiori se tendrá 3(—-) 9 { — ) = 
a - "5 g 3g 

= TihH' = irh en L^íu) , pues Z H " = 0. Ahora: 

Caso 2: { G A U ) - Z = 0. En esta situación G A ü C Z , luego 

G A U c Z n G c ü r \ G , 

de donde 0 = G A U = Z f \ G e s u n abierto y cerrado de G. Por con 

siguiente G = G n U C U y f es holomorfa en G. Asi queda probado 

que f es holomofa en Í2. Escribamos: 
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f. . 

0) 
3g 

= lim 1 
n TT 

f. 9 ( ^ ) = lim 1 
3g n 

(3) 

0) 
Ahora bien, en w f es h+gk con h,k holomorfas en w, de donde 

"5f = k3g, por tanto en (3) se tendrá: 

= lim -
n ir 

•5 , l^n , , 1 
àg k = lim — 

n TT 
Ili 

"5'i'. 
n 

= o 

Esta última igualdad se razonaría de modo análogo al detalla

do anteriormente para Q. De todo lo anterior se concluye que 

f h dm = O, o sea, f e R^ÍX) . //. 

Tampoco aquí, la condición b) puede ser reemplazada por 

eR^(Z), como se verá en el ejemplo 3.2.12. 

Escribiremos (W^)^ = {f e W/̂  ((E) f=0 en d - x } si X es com-
m X m ' 

pacto, 1 á q < ° < ' y m e N . 

3.2.5. Proposición. (Polking) . Sea X un compacto de <E, g 

2 
una función de clase C en un entorno abierto U de X tal que para 

todo X e X 3g(x) / 0. Entonces si 1 < p < «> y q es el exponente 
o o 

conjugado de p, se tiene RgíX) = L^ÍX) sí y sólo sí ( W | : ^ =W|(X) . 

0 0 

Demostración. Supongamos que ( W P ̂  = W|(X) . En este caso 

el operador ^( — ) está definido en un entorno U de X, y la demo£ 

tración de 3.2.4. puede ser reproducida pues el hecho esencial usa-
o o 

do era que (W|)j^ = W2^(X) . 

Supongamos que vale la aproximación R ^(X) = L ^ ( X ) . Veamos 

que el operador 15 ( — ) proporciona una aplicación bicontinua en-

tre {^2\ ^ ^ ^o^^^^ • 



-95^ 

(R^(X) + g R Q ( X ) C L*5(X) 

Si h E (W2̂ )ĵ  entonces — ) E ( R Q ( X ) + g R^iX))-^. 
^g 

En efecto se ha de probar que: 

IDg h.f dm = O, para f eR^(X) + R^ÍXjg 
X 

Elijamos una función ^ e C° que valga 1 en un entorno de X 

y cero fuera de U. Tendremos: 

Dg h.f = (IDg h) (Tf) = h. 3Dg(yf) = 
X 
h 3D (f ) = 0 

g 

Veamos que ID es exhaustiva. Si.he(R^(X) + R^(X)g)"'- enton-

ees h = O en (E-X y h E W2^(U) ; por tanto he (W2^) x Y = h. La 

aplicación ODg es continua por la definición de norma en el espacio 

^2^' y ®^ inyectiva por 1.3.2. (observemos que su inversa 

es h —*• h) . La continuidad de la inversa es consecuencia 
del teorema de la aplicación abierta. Ahora, se probará 

O o 
la densidad de D(X) en (W_^) demostrando la densidad deTD (D(X)) 

en (RQ(X) + RQ(X)g)-''. Procederemos por dualidad. Sea f E L^ÍX) , 
o 

tal que para toda >l'eD(X) se tenga: 

(Dg 'l' ) . f dm = O 

X 

Entonces!) f = O en por tanto f ^ L ^(X) = R ^ ( X ) , de don 
g y y 

de, si k C Í R Q Í X ) + R^ÍXig)-^ = Rg^(X) tenemos k f dm = O / / . 

Este resultado fue demostrado por Polking en [ 3 2 ] , para una 

clase de operadores elípticos que incluye, por 1 . 3 . 2 . alDg. Aquí 

se ha incluido una demostración para mayor completitud de la expo

sición. El problema de aproximación queda reducido a un problema 
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de estabilidad en espacios de Sobolev. Veamos el estado actual 

de dicho problema. 

3.2.6. Definición. Sean m e N, 1 < q < o o y . K u n compacto de 

R^. K es <m,q) estable s£ y sólo si (W )5 = ^ ^ (i). 
m 'K m 

No son conocidas condiciones necesarias y suficientes para 

la (m,q) estabilidad, salvo para el caso m = 1 [32}. 

Actualmente se conocen sólo condiciones suficientes de esta

bilidad que enunciamos a continuación. Necesitamos previamente 

varias definiciones. 

3.2.7. Definición. Sea s e R, El nücleo de Bessel de orden 

* , 2 ""^/ 
s es la función G cuya transformada dé Fourier es 6 (x) =-(l + lx } 2. 

Es más cómodo definir el núcleo de Bessel a través de su 

transformada de Fourier que directamente. Para un estudio de las 

propiedades de G véase Stein [ 3 9 ]. Es interesante resaltar la re-

lación de los núcleos de Bessel con los espacios de Sobolev, esta

blecida por Calderón (véase la demostración en [39] ) : 

"f eWj^^, 1 < p < « si y sólo si f = ^m*g 9 ^ L^. Además exis

te A > o tal que A 
-1 

m,p 
< A 

3.2.8. Definición. Para cada conjunto E c R la (s,q)-capa 

cidad es: 

C3_,(E) = imf ( II gil ^ g S o, G„*g S1 en E }. 
5 

Esta capacidad, que ha sido bien estudiada por varios auto

res [ 2 3 } , [32J , tiene buenas propiedades, es subaditiva, es conti-
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nua por la derecha y todo boreliano es capacitable. 

una propiedad se dice que vale (s,q) c.p.t. si es válida 

salvo para un conjunto que tenga (s,q) capacidad cero. 

3.2.9. Proposición. Un compacto X <! C es (2 , q) estable 

si verifica alguna de las siguientes condiciones: 

a) q > 2 

C. „{B 6{x)-X) 
b) 1 < q < 2 y lim in f T-^ > 0 

6 ,2-q 

(2,1) c;p.t. xe 3X. 

00 

C) 1 < q < 2 y l 

n=1 

(2,1) C.p.t. xe 9X. 

6" ^. (log i) 2 
1,1=3 

2n(2-q)^ (B (x)-X) 

2-n 

q-1 
= + 

La condición a) fue establecida simultaneamente por Burericov 

[S] , Hedberg ¡22] y Polking [32], b) y c) fueron establecidas por 

Hedberg en [ 2 2 ] y [23] . Estas condiciones no son necesarias. En 

el caso X = 0 hay condiciones necesarias y suficientes estableci

das por Polking en [ 3 2 ] . Existen compactos que no son ( 2 , 2 ) esta

bles (véase Hedberg [ 2 3 ] , teorema 3.14), para estos compactos no 

2 2 2 
vale la aproximación R gíX) = L^ (X), siendo g e C con crg(2) ^ O 

para z e X. 

Si no se supone que Z « 0, el problema de determinar R^^XX) 

parece ser difícil (véase 3 . 2 . 1 1 ) . Veamos dos casos particulares 

de tal problema. 

1 1 
3.2.10. Proposición. Sean 1 < p , q < «>, - + ± r : i ^ y sea X 

P *3 
2 

un compacto de C (2,q) estable. Sea g e C en un entorno de X y 
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supongamos que (X-Z) A Z = 0. Entonces se verifica: 

R P ( X ) = {f e L P ( X ) I 7 ( ^ ) = o en x::z y fi eRP(Z)} (4) 
'?g ' - I' 

Demostración. Por las hipótesis sobre Z es fácil comprobar 
o ^ 

que X = )ÜZ U Z y ^ = X ^ U Z (ambas uniones disjuntas) . Veamos 

que 5Íz es (2,q) estable. Si h e y h = O en (L-{X^) , entonces 

h = O en (E-X, por tanto, existen funciones e D(X) con '̂'̂  

en W 2 ^ . Consideremos una función e D((E) que valga 1 en un entor

no de y O en un entorno de Z. Se tendrá ĵj, ̂  ^ D(X-Z) y 

4/ ^ hf = h en W 2 ^ . Esto ultimo es consecuencia de lo siguiente: 

la aplicación ¿eí u e C~ | || u|| < „ ÍL e {u e C ""Z 

u ^ <"} es continua para la norma 11 11 -, „ (en virtud de la 
¿,q ¿ ,g 

fórmula de Leibniz), y {ueC°° I „ „ «»} es denso en W,^(0.2.4.) 

Observemos que toda función perteneciente al segundo miembro de (4) 

puede ser aproximada en iP{Yi) por funciones que verifican Sr(—)= O 
o S'g 

en X-Z y son holomorfas en un entorno de Z. Ahora se aplica un 

argumento idéntico al del teorema 3.2.4. para deducir el resultado. 

/ / . 

Veamos ahora otro caso particular análogo a 2.2.7. pero de de 

mostración más sutil. 

3 . 2 . 1 1 . Proposición. Sea X un compuesto convexo de <C con 

O e § . Supongamos que 1 á p < <»y n e N. Entonces R^^ (X) está forma 

z ~ 

do por aquellas funciones de LP(X) tales que existan h,k holomor

fas en § con f = h + z^k c.p.t.(dm). 

Demostración. Utilizaremos las notaciones de 2.2.7. Si 

f e R^j^ (X) entonces existen polinomios P., Q. tales que P. + z" Q.' 
z D D 3 j 

f en L^(X). Calculemos los coeficientes de Fourier de 
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(P. j P^^^ ̂ ^^o' es tal que D(0,r^)<:8: 

(Pj * 5 " Q^) (r.) (m) = 0 si m < - n (5) 

ÌPj + z" Q^) ir,) (m) = 1 
2TT 

•2ii 

o 

- r̂"*'" i^lil s i -n<m < o y S i Q, = I b<^^k (6) 

Ahora bien si m c Z, aplicando la desigualdad de Holder: 

f<r.)(m)-(Pj + i"Qj)(r.)(m){¿^ 
2^ 

2TT 

2TI 

/0 

2TT 

(f(re^^)-(P .+5"Q.){re^V'^|dt 
it,. -teti 

f(re^^) - (P.+i"Qj)(re^^)|P dt (7) 

Multiplicando por r, e integrando en (7) obtenemos: 

o ^ 
f(r.){m)-(Pj+i"Qj)(r.)(m)jrdr^ f (z)-(Pj + 2""Qj) (2) |Pdm(z) 

X 

De donde se deduce: 

"r_ 

lim 
j -> +00 

f(r.)(m)-(Pj+z"Qj)(r.)(m) rdr = O (8) 

uniformemente respecto a m. 

En virtud de 3.2.1, existen funciones h,k holomorfas en 

{o} y f = h + z"k. Consideremos los desarrollos en serie de 

Laurent de h y k en 0: 

h(z) = l a^ z^ , k(z) = 
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Como en la demostración de 2.2.7. se tiene, para ra e Z 

f(r.)(m) = a„ r"» + b ^„ r^^*"» m n+m 

Si m < -n, por (5) y (8) se tendrá: 

r. 
a^ T"" . h ^ r^"*"» m n+m rdr 

Por tanto a = O y b„ . O (m < - n ) . De donde se deduce m • ' n + m 
que k tiene una singularidad evitable en 0. Si -n< m< o por (6) y 

(8) obtenemos: 
-r. 

lim 
j 

m a r + ib - b'-^' ) ' m 'n+m n+m' - h^-^b r2" +m rdr = 0. 

Ya que una parcial del integrando en la relación precedente 

converge puntualmente a O c.p.t., podemos suponer: 

D 

de donde lim a + (b^^^ - b^ jj^) r^^ = O, c.p.t. re [o, r J 
j->-oo 

(j) 
Por tanto existe lim b„ ^ = B_ „ y asi: 

ĵ ca n+ni n+m 

+ ^ - B„^„) r^^ = O, c.p.t. re [o.rj m n+m n+m >- * o^ 

De esta ultima igualdad se deduce = O para -n á m < o, con 

lo que también h tiene una singularidad evitable en O. 

Reciprocamente, supongamos .que f = h + z'̂ k con h,k holomor

fas en § y f eL^ÍX). Sea (r̂ ^̂ ) una sucesión de números reales con 

limite 1 y tal que o < r^< 1. Consideremos la función f{r ») de-
m m 

finida en un entorno - — X de X. Veamos que f̂ Ĵ î*) f en L^(X) . 
m 

Se tiene f(r x) f(x) en todo punto x e X y además: 
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m 
p 1 

m 

f (u) dm(u) 

m 

m 

1 , f(u)I dm{u) 

Kl 
X 

f (u) 
P P 
dm(u) = If" 

X 

Hemos tenido en cuenta el teorema de la convergencia dominada. 

Asi pues f{r^')—>f en L^ÍX) [36 , pSg. 76]. Pero cada 

f(rj^.)e bP^ (X) por el mismo argumento que en 2.2.7. Así deduci-
z 

mos que f e R_^P(X). //. 
z 

Esta proposición proporciona ejemplos que demuestran que la 

condición b) de 3.2.1. no puede ser rebajada a f e R^{Z). 
z 

3.2.12. Ejemplo. Sean X = D(o,1) y g(z) = z . La función 

"•2 1 "S" f 
f(z) = z — verifica en X - {o} la ecuación I ( — ) = 0; además 

^ 9g 
f e L ^ Í X ) y f e RP {o} = (E y, en cambio, f ¿ (X) por 3.2.11. 



C A P I T U L O 

APROXIMACIÓN EN NORMA L i p a Y EN NORMA 

C^ EN COMPACTOS CON INTERIOR VACIO 

Comenzamos este capitulo estudiando la aproximación en norma 

Lipa (o < a < 1) por funciones del modulo RQ(X) + R^(X)g. El teo

rema 4.1.5. caracteriza completamente la validez de tal aproxima

ción con la hipótesis adicional R(X) = C(X). Para obtener un resul 

tante general de aproximación para X = 0 ha sido necesario conside 

rar el módulo RQ(X) + g R^lX) + g^ RQ^^^ muestra el teorema 

4.3.3. (éste constituye el principal resultado de este capítulo). 

Este capítulo concluye con un teorema del tipo de Hartogs-Rosenthal, 

en norma c \ para el módulo RQ(X) + RQ(X)g. 

4 . 1 . APROXIMACIÓN EN Lip a POR FUNCIONES DE Rp(X) + Rp ( X ) g . 

En esta sección utilizaremos, como recurso básico, la trans

formada de Cauchy de una distribución, siguiendo a O'Farrell [21]. 

Consideraremos sobre un compacto X de I los espacios lip(a,X) y 

Lip(a/X) para o < a < 1 dotados de la norma usual para la cual son 

espacios de Banach (o.1.8). Como siempre g será una función de 

clase C^ en un entorno de X. Si T es una distribución de orden 2 

con soporte incluido en X , entonces tiene sentido T(f)para feR^(X)+ 

+R^(X)g. Al efecto de aplicar una tal distribución a una función 

f de RQ(X) + RQ(X)g supondremos que f ha sido extendida a una fun

ción de D ^ d ) , que designaremos con el mismo símbolo. Si T es una 
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4.1.1, Lema. Sean X y g en las condiciones anteriores, y sea 

T una distribución de orden 2 con soporte incluido en X . Se veri-

ficaí T es ortogonal a í^^CX) + К^(Х ) Д s£ y sólo si sop T c X y "5 T 

es ortogonal a (X). 

Demos trac ion. ='̂> ) Supongamos que T es ortogonal a R Q ( X ) + 

R^ÍX)g. Si f e D ^ m y sop ф Л Х = 0, 

entonces 

ií)(v?) = iííl^ dra(z) es holomorfa en un entorno de X , 
z-w 

por tanto Tif) = - T{i>) = O, de donde sop T C X . Sea h e R^(X) . Re-

cordemos que "ST = - " З Д . Т por 1.3.3. Entonces: 

( C " 5 g ) Í H H ) = Í U L G I . h ) = -Tíag . H ) 

Ahora, "áííag.h^) = -ir'ag.h = —rr9(hg) en un entorno de X, por 

tanto (ig.h)'^ = Ic+hgTT en dicho entorno, de modo que T ({lg.h)'^> = 0. 

<•=«) Recíprocamente, sea T CON sop T С x y - Э Д . Т ortogonal a 

R Q ( X ) , Se tendrá, para F = h+gk e R ^ Í X ) + R Q ( X ) g 

T ( F ) = - 1 э т C F ) ^ - Í (3f) = 

= 1 T (Ig.k) = - (Ig.T)(k) = O 
ТГ IT 

La hipótesis sop T c X es necesaria para que tengan sentido al 

gunas de las igualdades anteriores. //. 

El lema siguiente es bien conocido. Sin embargo como no te

nemos ninguna referencia bibliográfica, incluimos una demostración. 

O'Parrell en [3l] demuestra un resultado de este tipo para el ope 

distribución a soporte compacto compacto, recordemos que T designa 

la transformada de Cauchy de T. (0.1 .24) y T la transformada in

troducida en 1.1. 



-104-

rador de Vituskin. Alguna idea de la demostración es debida a 

Dolzenko 14] . 

4.1.2. Lema. Sean o < a < 1 y d > o . Existe una constan 

te K que depende sólo de a y d tal que para toda ^ e Jj°° (CT) con 

6(sop yp) ú d se tiene: 

^ lip a I 00 

Demostración. En primer lugar observemos que: 

Í 11 < 2 7T d lU (1) 

En efecto il'(x) 
z-x 

dm(z) á II \|; II 
|z-x| 

sop 4» 

dm(z) 

^W^ II00 esta última desigualdad es consecuencia de 0.1.1. y de 

2 

m(sop i j j ) á i T d . Sean x,y e (E y sea o < r = )x-y|. Si fx-yj > d 

entonces I teniendo en cuenta (1): 

I i|; (x) -\¡) (y) 

3» 
4 TT d 

00 1̂1, 

Supongamos ahora r = lx-yj<d. Tendremos: 

t|í(x) -t|»(y) i x - X L 

(z-x)(z-y) 
dm{2) < 

á r l U IL 1 

sop l|) 

dm (z) (2) 
z-xj |z-y| 

La acotación deseada es no trivial sólo en el caso que 

d(x, sop !Í>)á d (6 d (y, sop ^) < d) . Definamos los siguientes 

conjuntos: 

A= {z e sop ^\ jz-xj;^ -} , (Si z e A entonces |z-yl> -) , 
2 ' 2 
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B= {z e sop \¡) \ ]z-y < — } , (si ze B entonces |z-x |> —) 
2 ' ' 2 

C= {z e sop IL I |z-x I S lz-y.|>-} , (si zeC entonces |z-x|| z-yj>j z-y| | ) 
2 

D= {z e sop 4) I Iz-y'l'̂  |:z-x |>- } , (si zeD aitonces |z-x| ] z-y j >|z-x P) 
2 

Acotando en (2) obtenemos: 

(2) á r|| i|í 
2 
r ^ — dm (z) + -

z-x B X-y 
dm(z) + 

1 dm (z) + 
z-y 

1 

D 1 Z-X 
dm(z) 1< 

3d 

- ds) = 
r s 
2 

= r I l'IL (47T + 4 TT iff. — ) 

Teniendo en cuenta que in -— < — (r > o) siendo C una cons 

tante que depende de a y d, resulta: 

í(x) -ip(y)|<4TT lU IL ^+c|U||^r°'s 

< (4Tr d''"" + C) I x-y| « II I)\\^ 

de donde se obtiene la conclusión. //. 

4.1.3. Lema. La aplicación definida de 0^(0 en lip ( a»X) 

(o<ct<1) asignando a i|; e C L D el elemento iĵ ĵ ' ®s continua. 

Demostración. Sólo hay que tener en cuenta la desigualdad 

siguiente obtenida por el teorema del valor medio: 

lip a 
l|í + 6(X) 

X 

1-a 
Di|; 

X 

Sea 0 e lip (á,X)' , designaremos por 0^ la distribución de or-
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den 1, con soporte incluido en X, definida por: 

<T>^ {^) = 4» {I>^^) para i|í e c'' (<£) 

Esta definición es correcta por 4.1.3. Observemos que si 

= o entonces <{) = o, debido a la densidad de (CC) „ lip(a,X) ; 
1 ^ 

esto último es obtenido mediante un argumento standard de regula-

rización. 

4.1.4. Lema. Sea <̂  una forma lineal continua sobre lip(a,X) . 

Supongamos que sop <T>^ C X . Entonces existe u e M(X) tal que para 

todo ij; e (C) se tiene: 

iĵ  d y. 
X 

Demostración, Sea ^ e (€) entonces, por 4.1.2., 

I = I <í>(í I- C (a,d,(j)) II ^ 

Ahora sólo hay que tener en cuenta el teorema de representa

ción de Riesz. Un argumento semejante al que será explicitado 

en 4.3.2. probarla que es una medida absolutamente continua 

respecto a dm. //. 

4.1.5. Teorema. Sea X un compacto de (E tal que R{X) = C ( X K 

2 

Sea g una función de clase C en un entorno de X y escribamos 

Z = {xex|Ig(x) = o). Entonces si o < a < 1: 

RQ(X) + RQ(X)g es denso en lip {a,X) si y sólo si R Q ( Z ) es 

denso en lip (a,Z). 

Demostración. <=) Supongamos que R^tZ) es denso en lip (a,ZY 

Procederemos por dualidad y supondemos, como de costumbre, que 

g está extendida a todo C. Consideremos una forma lineal conti-
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nua <j) sobre lip (a ,x) ortogonal a R^(X)+RQ(X)g . Entonces 4»̂  será 

una distribución ortogonal a R^ÍX) + R^(X)g y por consiguiente 
A 

sop c X. El lema 4.1.1. asegura que Ig. 4»̂  es ortogonal a 

R^(X) . Por 4.1.4. <^ ̂  es una medida y, a fortiori, Jg".'í'̂  también. 

Ya que, por hipótesis R(X) = C(X), deduciomos que = o y 

de aquí cj>̂  = o en (E-Z, es decir sop 4)̂  c Z, luego 4)̂  es ortogonal 

a R^(Z). Para concluir que = o, en vista de la densidad de 

R^(Z) en lip {a,z), es suficiente probar que: 

donde C >o no depende de h. 

Necesitamos el siguiente hecho: 

f E lip(a,z) y f = o en Z entonces 4> (f) = o 

Lo anterior está claro si f e (C) y f = o en un entorno 

de Z, puesto que sop 4>̂  C Z. Para tratar el caso de una f arbi

traria, razonaremos como sigue. Sea K un entorno (en C) compac

to de X y supongamos que f se ha extendido(por 0.1.26) a upa fun

c i ó n de lip (a,(E) (en particular f E lip(a,K)). Aplicando resul

tados de Sherbert [soj existen f^^Elip (a,K), f^ = o en un entor

no de Z tales que f en lip (a,K). Considerando convoluciones 

de las f^ con una unidad aproximada podemos suponer además que 

f„£ (O , con lo cual 4>(f) = lim 4>(f„ v) = n ^ n X 

Denotemos por E: lip(a,Z)—^ lip (a,X) el operador lineal 

continuo de extensión cuya existencia se discute en 0.1.26. Sea 

h £ (I). Entonces: 

4»̂  (h) = ^íhjjj) = 4>(E (hj^)) 

porque h|jj y Eíhjg) son funciones que coinciden con h ^ en Z. De 

aquí: 
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l ^ < H ) | ^11.11 llEll ll'>l|,,P,,,„=CL|H||,,P,„,,, 

lo que concluye la primera parte de la demostración. 

—>) Recíprocamente, si RQ(X) + g RQ(X) es denso en lip{a,X), 

teniendo en cuenta el teorema de extensión 0.1.2 5. y que g es 

límite (en virtud de un teorema de O'Farrell (0.1.9)) en lip(a,Z), 

de funciones de R Q ( Z ) , resulta clara que RQ(Z) es denso en 

lip(a,Z). //. 

4.1.6. Corolario. Sean X , g y Z en las condiciones habitúa 

les y supóngase que R(X) = C ( X ) . Son equivalentes: 

a) RQ(X) + R|^(X)g es es denso en lip{a,Z) . 

b) Existe c >o tal que U^*^ (D-Z) > cr̂ "*"" para todo disco 

abierto D de radio r. 

Demostración. Hay que tener en cuenta el teorema de O'Farrell 

(0.1.21) y 4.1.5. //. 

^ . 2 . R E S U L T A D O S P R E V I O S P A R A L A A P R O X I M A C I Ó N E N NORMA L I P a 

POR F U N C I O N E S D E L M O D U L O R ^ C X ) + R ^ C X Í g + R o ( X ) g ^ . 

4.2.1. Proposición. Sea G un abierto acotado de <t con 

frontera de clase C^ a trozos, ü un abierto que contine a G y 

f,geC^(U). Supongamos que f es holomorfa en un entorno de 

{w e G/'5g(w) = o}. Entonces se verifica, para cada w e G : 

f(w)= - 1 -
27ri 

i l ^ d z - - ! 
z-w 2tri 

3G 8G 

Ì1 (z )AJ^iz2iwi dz + 

8g z-w 

2TTÍ 
3G 

_ L N ) .(f) (z) (g<^>-g<^N d 

ag z-w 
z -
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27r 39 

donde3D designa, como siempre, el operador S" í — ) . 
^ S'g 

Demostración. Fijemos un punto we G y elijamos e > o tal que 

el disco cerrado D_ = D(w,e) esté contenido en G. Si G = G-D , 
E G e » 

resulta que G^ es un abierto acotado, con borde de clase a tro

zos. Dotemos a 3G de la orientación inducida por la usual de G . 

Consideremos la siguiente forma diferencial de clase C^ en un en

torno de G : 

ü(z) = J- ffi. (f) (z) dz. 
5"g ^ z-w 

Utilizamos el mismo convenio que en 1.2 . 1 . respecto 
1 al símbolo — ID (f). Se procede como en 1.2,1. aplicando el teo 

rema de Stokes: 

G 3G 
i 1 ) 

e " e 

Calculando en (1) se obtiene: 

ID (lÍHz) (g(g)"?cw)) 
^ "Sg z-w 

d z A d z + 

3Dg(f)(zy di A d z . 
z-w Z-W 

C(w,e) ?g g 
(2) 

Z-w 
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Razonando de modo idéntico a 1.2.1. obtenemos, haciendo ten

der e a cero en (2) : 

iMuz)Ì2ML:^m--6miz)^2 E) ( f ) i z ) ? ^ ^ ^ - g d m ( z ) , 
y — z—w g ¿-W 

S G 

2i 
8G 

_ L iD f ( z ) ig<^) -g<^n d: 
5g '̂ 

(3) 

z-w 

Ahora sólo resta substituir la segunda integral de la dere

cha en (3) por su valor: 

2 TT f(w) - 1 
i 

Í I Í I AZ . 1 
Z-w i 

9G 9G 
^g z-w 

dado por la fórmula 1.2.1. 

3 3 

4.2.2. Corolario. Sean g e C i^) y f e D (1), Denotemos 

por S el conjunto {w e C / 3g{w) = o}. Supongamos que f es holo

morfa en un entorno de S, entonces se verifica, para cada w e C : 

f(w) = 
1 

2TT ^ 3g z-w 

Demostración. Se procede del mismo modo que en 1.2.2., uti

lizando 4.2.1 . //. 

Las propiedades àeW^ establecidas en 1.3. son válidas para 

el operador ID (—). La interpretación del corolario precedente, 
y 3g 

en el lenguaje de las distribuciones, es la misma que en 1.3.1. 

No nos entretendremos en estudiar detalladamente el operador 

^ 3g 
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Supongamos que g e (<E) • Denotemos por l (no por l^) la 

función boreliana de (T x C en C definida por: 

it(z,w) = k g (z,w) (g(z)-g(w)) z, w e <R 

donde k es la función de 1.1. 

En el siguiente lema resumimos las importantes propiedades 

de it. 

4.2.3. Lema. La función l verifica: 

a) l es separadamente continua y localmente acotada en C x C, 

b) Para cada compacto í< C (T, las funciones ¿(z,.) z c K son 

uniformemente localmente lipschitzianas , es decir, para cada com

pacto L: 

|í,(z,x) - í,(z,y) I <M(g,K,L) Ix-y 1, z E K , x,yeL. 

Demostración. Ya que £(z,w) = -¿(w,z), basta demostrar la 

continuidad para £(z,.). En todo punto w ?¿ z, JL(z,w) =^ g(z)^-g(w)] 

es continua. Si ẑ ^ z, se tiene: 

\í(z,z^) | = |k(z ,Zj^) I. |g(z)-g(z^) |<M|Z-Z^ 

por tanto Hz,) es continua en z. Para deducir la'acotación lo

cal hay que observar que si H y K son compactos de C entonces. 

Jl(z,w) I < (suplí Dg(s) II sup I t-

s e H,K s eH 

s eX 

Demostremos ahora b) . Sean L y K compactos de (C (se pueden 

suponer convexos) y x e y dos puntos de L distintos. Hemos de 

acotar. 

i (z,x) - l(z,y) I para ze K, 
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Distinguimos dos casos, i) si z_ [x,y] entonces la fun

ción ^(z,.) es de clase en un entorno de [x,y]. Calculemos las 

derivadas parciales de 5,(z/,): 

8£(z,s) = 
_ 2(g(z)-g(s)i ^g(s) 

z-s 

8£(z,s) = fq(z)-g(s))(q(z)-q(s)-28g(s) (z-s)l 

(z-s)^ 

para .'s e [x ,y] c L. 

Utilizemos el teorema del valor medio para acotar (4): 

8i, (z ,s) Ú 2 sup 
s e L 

Dg(s) ag 1̂  

|3£ (z,s) 1< sup II D (s) Il . (SUD II D_(s) Il+2II agii r) 
H,L se H,L] 

(5) 

Por tanto 

£ {z,x)-/l(z,y) 1̂  M(g,L,k)|x-y 

ii) Si z e[x,y], aproximamos zf por puntos z-̂^ f [^^YI* Apli

quemos (6) a cada zl^, y tengamos en cuenta la continuidad parcial 

de l, para deducir (5) para este zl. //. 

4.2.4. Definición. Sea g e ((E) , o í; a < 1 • Seany,v me

didas de Borel regulares en (E y en (E x (E respectivamente, y con 

soporte compacto. Definamos las siguientes transformadas, asocia 

das a g: 

y (w) = Jl(z,w) d y(z) , w e (E 

_ U X , W ) - M Y , W ) ¿ ^ 
, w e <E 
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Ambas definiciones son correctas por el lema 4.2.3. las fun 

ciones y y están definidas en todo punto de C. 

4.2.5. Lema. Supongamos l, g, a, y Y en las condiciones 

de 4.2.4. Entonces y y son continuas en C. 

Demostración. Sea w ^ e d , y (w^) una sucesión de puntos de 

C convergente hacia w^. Por el apartado a) de 4.2.3. tendremos: 

SL(z, w^) >JI(Z,WQ) para todo Z e (E 

y U{z,w^) I < M para sop y , n e IN 

Aplicando el teorema de la convergencia dominada se tendrá: 

y (w^) •+ y (WQ) . 

Respecto a tenemos: 

£(x,w„) - £(y,w„) £(x,w„) - J£(y,w„) 
- para 

|x-y|" IX-yj-^ 

todo X , y e C con x i¿ y. Si x = y ambas expresiones toman el va

lor O. 

De b) de 4.2.3. deducimos: 

U(x,w^) - Jl(y,w^) I , 
< M )x-y ^ x,ye sop y, ne N 

|x-y|" 

Pero Mjx-y|^~°^e L^^^ ((E x <t, v ) , por tanto es licito apli-

car el T.C.D. para deducir "̂ â n̂̂  ôt̂ ô̂  * ' 

Será necesario definir la transformada para distribucio-

nes. Para simplificar supondremos g e C (<E). 

4.2.6. Lema. Si h e D ((E) entonces h e(]|t<C).La aplicación 

h e o (C) h e C " ' ^ ' ^ ) ®s continua. 
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Deraostración. Recordemos que si h c D Cff) , h designa la 
transformada, relativa a g, definida en 4.2.4,, de la medida hdn. 
Ténganos en cuenta la igualdad: 

h . Chg) - g.h 

Aplicando 1.1.4. deducimos que h c C (d) . La continuidad 
so deduce de 1.1.5. y de la continuidad del producto por g. //. 

4.2.7. Definición. Sea g cC' (í) y T una distribución a oo-

porte compacto en <r. La tranoformada de T (relativa a g| es la 

distribución : 

T {^) » - T (\i>) para ^ c D{(t) 

En V i r t u d do 4.2.6. T os una distribución. Necositamoa co
nocer el comportamiento do respecto a la derivación. 

4.2.8. Proposición. Si g C C " (D y h c 0(1) entonces: 

a) Á H a - 2 'íg.h 

b) - ( " H P = 2 ('g.hf . 

Si T C (C)' entonces 

a'} tíT = - 2 dg.T 

b') -(dTp = 2 (ag.T)^. 

Demostración. Tengamos en cuenta que: 

h = (hgT - g h 

Ahora bien, utilizando a) de 1.3.3., se tendrá: 

3h = - Oglíng}*- ag.h • g. ag. H » 

= - 3g í(hg)" - g.h • h) » - 2 3g.h. 
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Para demostrar b) aplicaremos el teorema de Stokes. Sea 

w e d , elijamos un R > o tal que sop h C Dĵ (vf) y sea t, o < e < R . 

Consideremos el abierto G = D-,(w) - D (w) y la forma diferencial: 
e K e 

(2) = íg(z) - g(w ) l ^ ^ ^ ^ ^ 

z -w 

En virtud del teorema de Stokes, se tendrá. 

z-w 
3C{w , e ) 

2 fgCz)-g(w)) |g(2,hí2)di^a2 

z-w 

• Ih(z) di Adz 
z-w 

Es fácil comprobar que los 3 integrandos son O C D . Asi que, 

haciendo e-> O resulta: 

- 2 
z-w 

(gCz) - g<^)i^1hCz)dm(z) 

z-w 

que es precisamente bi . 

Para demostrar a') y b*) basta aplicar b) y a ) . Omitimos la 

demostración, que es rutinaria. //. 

^.3. D E N S I D A D D E R ^ ( X ) + ñjx)g + R^(x)g^ EN . LIPC«.X) , 

En primer lugar veremos una caracterización de dual de 

lip{a,X)y O < a < 1. La idea original es de De Leew [24]. 

4.3.1. Proposición. Sea 4* e lip . Entonces existen dos 
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medidas ü y V de Borei regulares, respectivamente en X y en X x X 

y tales que para toda f c lip (a, X) se tiene: 

<? (f) = f d y + 
X 

-1M-J1_ÍÍII d v(x,y) ( 1 ) 
X X X |x - y|^ 

Demostración. Precisemos que el valor que se atribuye al sim

bolo ^S-^^ " ^^y^ para x = y es 0 . Consideremos el espacio compac-
|x - y ^ 

to M = X U (X X X) dotado de la topología de la unión disjunta. 
Consideremos la siguiente aplicación lineal: 

F ; lip(a,X) C(M) 
f F(f) = f 

o» 
donde f se define: 

f(x) » f (x) , si X e X 

f(x,y) = - l l i l L J l J l Y l , si (x,y) e ( X x J * - A 
|x-yr 

f(x,x) = 0 , si X c X 

Por el hecho de ser f z lip (a ,x) se deduce que f e C (M) y 
además | f | ̂  = | f || n^^' for tanto F es una isometrla. La for

ma lineal 4) puede ser definida en F(lip (a, X)) y ser extendida a 

todo C(M) por el teorema de Hahn Banach. Aplicando el teorema de 

representación de Riesz deducimos que existe una medida de Borei 

regular w sobre M tal que: 

f dw si f e lip(a ,x) (2) 
M 

(|)(f) = 

Si definimos u = Ujj^ y v = wj^^ ̂  ^ deducimos ( 1 ) de ( 2 ) . / / . 

Si <}) e lip(a,X)' denotaremos por 4» la distribución de orden 

1 con soporte compacto definida en 4 . 1 . 3 . 

Veamos un resultado del tipo de 4 . 1 . 4 . 
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4.3.2. Proposición. Sea <̂  una forma lineal continua sobre 

llp(a,X). Entonces la transformada de ^j^, relativa a g, es una 

medida absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue. 

Demostración. En virtud 4.3.1. existen medidas y,v en X y en 

X x X que verifican (1) . Si ij; e C"̂  (C) entonces: 

?i i^) = - -l'i (h = - 4) ($ X ) = 
X 

íjJd u + 

X X X j x - y 

H x ) - |(y) (x,y) = ( ¿(z,w)ii;{2)dra(2))dy{w) 
X sop }¡¡ 

X X X 

( [ ¿ ( 2 , X ) - M Z , Y ) ^ d m ( Z ) ) dv (X,Y) (3) 

sop ^ x-y 

Tengamos en cuenta el lema 4.2.3. para observar que 

i{z,v) (z) I « M II ij;' II . w e X, z e sop t{) 

a(z,x) - l{z,Y) 4 , (2) I < Mjx-yl^"" II r¡> II zesop ^, x,y eX 

|x-y|" 

Por tanto es lícito aplicar en (3) el teorema de Fubini para 

obtener: 

^¡){z) ( £|z,w) du{w)) dm(z) + piz}{ 

# ( 2 ) (y (z) + v^{z)) dm(z) . 

luego í̂ĵ  = - (y + v^)dra 

¿ ( Z , X ) - M Z , Y ) dv(X,Y)dm(Z) 

XxX x - y 

/ / . 

4.3.3. Teorema. Sea X un compacto de € con interior vacío, g 

una función de clase C en un entorno de X Y Z = {xeX j 3 g (x) =0 } 
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4,̂  (i,) = - i{f (y + v^)dm , para ij; e C''" (C) (4) 

^. , (g(z) - g(w))2 
Si w ^ X, entonces Jí(z,w) = £ R (X) + 

z - w ° 

RQ(X)g + R^(X)g^, por tanto 

<t>^ ,w)) = O, para w tX 

Ahora, 

0)^ ( M . , w ) 3 = f M.,w)dy + f Mx,w) - M Y , W ) d^(^^y) ^ 

^ J Ix - yj^' 

= - ( y (w) + (w)} , w ^X, 

Por tanto y(w) + Vj^(w) = O para w ÍÍ X de donde sop '̂ ^ C X. 

Además por 4 . 2 . 5 . y por el hecho de ser x = «ì» se deduce que 

-J] + o en todo (E. En (4) se tendrá = O para toda ^ cC^ {(C) , 

deduciéndose que = 0 . Recordando a) de 4 . 2 . 8 . se tiene: 

9 ? ^ = - 2 3g . í j ^ 

^ ^ 1 A 

de donde 3 {— ) = 2 3g 4)̂ .̂ Como sop $ C X (ya que ^ es orto-
3 g 

gonal a R^(X)) se deduce que = O en C-Z. Ahora se concluye el 

razonamiento como en 4 . 1 . 5 . 

La implicación recíproca también es idéntica a la de 4 . 1 . 5 . / / . 

Entonces se verifica si 0 < a < Is 

R^(X) + R^CXÌg + RQ(X)g^ es denso en lip (a,X) sí y sólo si 

R^(Z) es denso en lip (a,Z). 

Demostración. Supongamos que RQ ( Z ) es denso en lip (a,Z) y 

que g e (C) . Sea 4) una forma lineai continua sobre lip (a,X) 

que sea ortogonal a R^(X) + R^{X)g + R^ÌXjg^, y consideremos la 

distribución a soporte compacto En virtud de 4 . 3 . 1 . existen 

medidas y y v en X y en X x X respectivamente, que satisfacen 
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Como corolario podemos enunciar, con el mismo comentarlo que 

4.1,6. 

4,3.4. Corolario. Sean X un compacto de C, g y E en las condi

ciones habituales. Son equivalentes: 

a) R^(X) + R^iX)g + R^{X)g^ es denso en lip (a,X) 

b) Existe C > O y M-'-"*'" (D-Z) ^ C r"̂ "*"" para todo disco abierto 

D de radio r. 

¿1.4, A P R O X I M A C I Ó N E N N O R M A DE C L A S E C . 

Sea X un compacto de C. Denotaremos por C"̂  (X) el espacio de 

restricciones a X de las funciones diferenciales con continuidad 

en un entorno de X. Dotaremos a este espacio (que no será completo) 

de la norma: 

II f 1 1 ^ = máx {|| f II ̂ , 1 1 3f II II 3f II J 

En esta sección aprovechamos las ideas, introducidas en 4.3., 

para demostrar un teorema del tipo de Hartogs-Rosenthal. Veamos pri 

mero una caracterización del dual de (X). 

4.4.1. Proposición. Sea X un compacto de C y <|> e (x/ . E n 

tonces existen tres medidas de Borei regulares en X, denotadas por 

\Í2' tóales para toda f e C"̂  (X) . 

^ (f) = f áu^ + 3 f dp2 + 3 f d p ^ 

Demostración. Escribamos X^ = X x {i}, para i » 1,2,3. Dotemos 

a los espacios X^ de la topología producto. Sea M = X^^U X^^ dota-
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do de la topologia de la uni6n disjunta. Si f e (X) definimos una 
función f del siguiente modo: 

f {x,l) = f (X) 

f (x,2) = 3 f (x) 

f (x,3) = 3 f (x) para x e X 

Ya que f e C (M) y II f II ̂  = II f 1 1 ^ , la aplicación f e C^{X)-^ 

f e C (M) es una isometria lineai (no exhaustiva) . Si (|) es una for

ma lineai continua sobre C"̂  (X) es factible definir un funcional ^ 

sobre C (M) tal que para toda f e C"'- (X) se tenga $ (f) = <̂  (f ) . 

Por el teorema de representación de Riesz, existe una medida y so

bre M tal que 

(|) (f) = 

para f e C-*- (X) . 

f d y = f d y + . 3 f d y + 
X2 J X 

3 f d y 
'3 

Sea y^ la medida sobre X transportada, mediante el homeomor-

fismo natural de X en X^, de Uj^.* evidente que las y^ cumplen 

lo deseado, //• 

Toda forma lineal y continua cj) sobre C''' (X) induce de modo 

natural una distribución de orden 1, a soporte compacto incluido 

en X, del mismo modo que en 4.1.3; tal distribución será denotado 
2 

por íj)ĵ. Si g e C (C) tiene sentido definir la transformada de 

(j)̂  respecto a g como en 1.1.6; será denotada por c))̂ . El resultado 

siguiente precisa la naturaleza de (j)̂  como distribución. 

2 

4.4.2. Proposición. Sean g e C ((E) , X un compacto de C y 

4> e (X)'. Entonces la transformada (j)̂  es una medida absolutamen

te continua respecto a la medida de Lebesgue. 

Demostración. Sean y^, y2, medidas proporcionadas por 

4.4.1. Entonces, para f e D''' (C) : 
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f d + 3 f d ^2 + (f) = 

Calculemos ^^(f) para f E (C): 

3 f d M 

(f) = 4.^{f) fd u ^ + 3 f d u 2 + 3 f d y _ <i) 

Tengamos en cuenta la proposición 1 . 3 . 3 . para el cálculo de 
las derivadas de f. A partir de ( 1 ) : 

í^(f) =í ( g<^^_; g<̂ > f (z) dm(z))dy3^ (w) -

3 g (w) ( 
z - w 

f (2) dm (z))d y„ (w) + 

g^^^ - g^^^ f (z) dm (z) ) du2 (w) 
(z-w)2 

3 g (w) ( — ^ f (z) dm(z) ) dyj (z) (2) 

Para z e sup f y w e X obtenemos, mediante el teorema del va

lor medio, las siguientes acotaciones: 

I - g '̂̂ ^ f (z) M Bxxp II Dg (s) II . II f II 
s e [X, sop f] z - w 

I - g_<^> f (z) I < sup II Dg (s) II . II f II ^ — 1 
(z - w) B e [x, sop f I z - w 

|3 g (w) — 1 — f (z) I < II 3g.f lU 
z-w z - w 

Podemos aplicar ahora el teorema de Fubini en (2) para dedu

cir: 
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J j ^ í f ) = f (z) dm (z) + f (z) O g.y3)"(z) dm(2) 

•f(z) y2<2^ ^^^^'^ ^̂ '̂  ^ • ^3^"^^^ 
(3) 

donde se ha escrito 

g(z) 
y. (z) = 

(z - w) 
2<|I D U , (w, 2 e C 

que es una función definida casi por todo y localmente inte

grable. Agrupando en (3) concluimos: 

(f) = f h dm para f e D (C) 

siendo h la función localmente integrable: 

h = ŷ ^ + O g. 11^) + yj + O g .yj 

4.4.3. Lema. Sea X un compacto de €, sea g una función de cía 

2 

se C en un entorno de X y supongamos que para todo z e X 9g {z)f^Q, 

Si <\> e ( X ) se verifica: 
(j) es ortogonal a R^íX) + R^ (X) g sí y sólo sí sop C X . 

2 2 ' 

Demostración. Supondremos g e C {(E) . Sea (|j e C (X) ortogo

nal a R (X) + R (X) g y lí̂  e D"*" ((C) con sop f) X = <t>. Entonces: 

I56ptjj 

g(z) 

z-w 
4'(z)dm(z)-g(w) 

sopijí 

iĵ(z) 
z ^ dm(z)) = 0 

Supongamos ahora que sop ̂ , C X . En virtud de 1.3.3., en un en-

torno de X en el cual 9g no se anule, se cumple: (J)̂ = 9 ̂ - ^ — 
9 g 

Si \¡) £ RQÍX) + RQ (X)g se obtiene: 

(t> ('í')= <^^W = 9( _ ]{i>) = 4)̂  p [-z—]]= 0. //. 
9 g • 9 g 
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4.4.4. Teorema. Sea X un compacto de C tal que m(3X> = 0. Sea 
2 

g una función de clase C en un entorno de X y supongamos que para 
— 2 

todo Ze X 3g (z) 0. Si f e C (X) son equivalentes estas afir
maciones: 

a) f es límite en C'^ (X) de funciones de RQ(X) + R^(X)g. 

b) f e R(X) + R {X}g. 

Hacemos observar que, en general, R(X) + R(X)g ^Rg(X) y que, 

por tanto, a)-*b) limita, en Rg(X), la clase de funciones que pue

den ser aproximadas en norma C"̂  (X) por funciones de R^ÍX) + R^(X)g. 

Demostración. a}-»b) Sean f ~ h + funciones tales que 
n n n 

- lim íh + gk ) = f. Entonces 3g.k —» 9 f uniformemente en X. n n n n 
Como 3g (z) 7̂  O en X, deducimos que los k^ ^ constituyen -

una sucesión uniformemente convergente en X, de donde: 

3 g k = 3 f e n X 

para una cierta función k e R (X) . Ya que ~ " ĝ ĉ  con

verge uniformemente en X hacia h = f - g k, deducimos f=h+gkeR(X)+ 
2 

+ R(X)g. Notemos que han sido utilizadas las hipótesis f e C (X) 

y m ( 3 X ) = 0 . 

b =•> a) Si (í) e C^ (X)' • es ortogonal a R^(x) + R^iXig, se ha 

de probar que (f) = (f) = 0. Teniendo en cuenta que sop <f. 

e x (por 4.4.3.) , que es una medida absolutamente continua res

pecto a la de Lebesgue, y 1.3.3..deducimos: 

<!> ( f ) = ( f ) = 3 ( - 4 ^ ) ( f ) = ( 3 ( - i - L ) ) = 
Sg ^ 3 g 

Del resultado precedente Se deduce que si (j) e (X)* es orto

gonal a R Q C X ) + {X)g entonces h = ŷ ^ + (3 g Pj ^2 ^3^~^ 

en C - X pues es la medida hdm. 
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3 ( _ÌÌ- ) h d m = io 3 {~- ) H D W » 0, 
X 3g X 3g 

ya que 3 ( -li- ) = 0 en X y m (3X) = 0 . / / . 
3g 

4.4.5. Corolario. Sea X un compacto con m(X) = 0 . Sea g E 

en un entorno de X y supóngase que 3g (z) ^ 0, z e X. Entonces to-

2 1 
da función de clase C en un entorno de X es limite en norma C de 

funciones del módulo RQÍX) + RQ(X)g. 

Demostración. Basta tener en cuenta que R(X) + R (X)g = C(X) 

en virtud del teorema de Hartogs-Rosenthal 0.1.1.1. y aplicar 

b) => a) de 4.4.5. //• 

ÍÍOS parece interesante hacer notar que se conoce muy poco so

bre aproximación racional en norma C^ (X), Esta aproximación está 

relacionada con la aproximación en Lip C1,X), sobre la cual se pue

de afirmar lo mismo, salvo algün pequeño resultado de O'Farrell 

Una de las dificultades para proceder por dualidad, en el caso ra

cional, es que no es conocido un teorema análogo a 4.4.2. para la 

transformada de Cauchy de (})/̂. Ello es consecuencia de que en el 

5?asD racional aparece la integral singular - — m i e n t r a s que 

en nuestro caso de singularidad más fuerte es del tipo 2A±l—ZL-2ÍH.' 
1 (z-w) 2 

o sea del tipo . Actualmente hay varios autores estudiando 
z-w 

problemas de aproximación racional en norma C , entre ellos, Wang, 

O'Farrell y J.M. Burgués. 



C A P I T U L O 5 

L O C A L I Z A C I Ó N 

Este capítulo consta de dos partes bien diferenciadas.Los re

sultados centrales 5.1.5., 5.1.3. de la primera parte muestran que 

Rg(X) y Rg(X) están definidos por condiciones locales si Z es fini

to. La demostración se basa en las propiedades de un operador de lo

calización del tipo del de Vituskln. La segunda parte sirve como 

conclusión de la presente memoria; se presentan varias cuestiones 

abiertas y conjeturas relacionadas con los capítulos anteriores. 

5 . 1 . EL OPERADOR DE LOCALIZACIÓN, 

5.1.1.Definición. Sean geC2 (c ) y feCÍS^).Escribamos S={weC/ 

9g(w)=?0}, Sea heD{C) holomorfa en un entorno de S. El operador de 

localización, relativo a g, se define: 

( f ( z ) - f f ( w ) ) I ( ^ ) ( z ) d m í z ) + z -w 

+ - 2 
IT 

f(z)3h(z) 
z - w 

dm{z) ,para weC. 

En virtud de 1.2.2. y 0.1.5. puede ser escrito también 

como: 

Fj^(w) = h (w) f (w) + f ( z ) 9 ( ^ ) ( z ) ^ _L dm(z) -I-
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f {z)3h(z) 
z- w 

dm(z)= ^^^^"^^^^ di-^) (z) (g{z)-g(w) )dm{z) 
z - w a g 

• ^ l 2 l z l i w L 3 h { z ) d m ( z ) . (1) 
z - w 

Observemos que el último miembro constituye el operador de lo

calización de Vituskin [l7]. La importancia del operador introducido 

puede verse en la siguiente: 

5.1.2.Proposición.Supongamos que g, f, S y h están en las con

diciones de la definición anterior. Entonces se verifica: 
2 

a)Fj^ es continua en S y Fj^(«')=0. 

b) Para todo compacto X incluido en C-soph, se tiene que 

pertenece a í^gíX) . 

c) Si f se escribe de la forma kĵ  + k2g en un abierto ü, con 

y k2 holomorfas en ü, entonces puede ser escrita del mismo 

modo en ü. 

Demostración, a) Como Fj^ puede escribirse 

F = hf + -i-C f.3(4̂)9)'̂ - gC-i-f"3(-|íi-)) .(f 3h? , 
" IT 35 TT 39 ^ 

lo enunciado en a) se deduce de las correspondientes propiedades 

de la transformada de Cauchy (0.1.3.y 0.1.6,). 
b) Si w no pertenece a sop h podemos escribir 

F ^ M = f(z)( 3{—1̂ ) {z)g(z) +23hCz)i--i—dm(2) -
3g z-w 

g{w) 
IT 

f (z)3C-:|^) C z ) — i — dm(z) = k, (w) + k„(w)gCw) 
39 z -w ^ ^ 

Como y kj son funciones holomorfas en C-sop h y X está 
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incluxdo en C-sop h, resulta que k^,k2eRQ(X) y, por consiguiente, 
F^C R^(X). 

c) Sea U un abierto en el cual f=k^ + k2g con ^^^.'^l holomorfas 
en U. Utilizando la fórmula 30 =-try (0.1.25) y la expresión prime

ra de Fĵ  en (1) se obtiene: 

3h -gF. = ah.f + h. 3f - f3(-iiii-)g - 3g. 
3g 

+gf9(_ÍlL_) _ 2f'3h = h3f - f3h -
39 

IT 
f . 3 ( - ^ ) dm 

gg z - w 

Ih 1 
f ^ 2 ) - ^ ( - —) (z) 

3g Z - W 
dm(z) (2) 

Teniendo en cuenta en (2) que 3f =k23g en U: 

•5h TF. = Ig ( k,h - f 
IT 

F ( Z ) 9 ( _ I Í L . ) ( 2 ) - I — D M ( Z ) ) (3) 
35 Z - W 

siendo la igualdad válida sólo en U. Por las hipótesis sobre h,el 

símbolo tiene sentido y verifica • .?g =3h. 
Sg ' "̂ g 

Denotemos por p la función encerrada entre paréntesis en ( 3 ) . 

Veamos que p es holomorfa en U calculando 3p: 

-5p = I( k_h - f 3h 3h 
f .1 { ) . dm ) = 

3g z - w 

k2^h - - J F ^ - f9í-||-) + F S R ( 4 ^ ) = k^^h - k ^ ^ g ^ =0. 
3g 3g "5g 

De todo ello se deduce que liFĵ  = "^g.p en U, con p holomorfa, por 

consiguiente Fĵ  = h^ -f- h2g en U siendo hj^,h2 holomorfas en U. 

/ / . 

Es posible que el operador F^ sea el substituto del operador 
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de localización de Vituskin en la teoría constructiva de aproxi

mación por funciones de RQ(X) + R^(X)g. 

La demostración del siguiente teorema está inspirada en la 

demostración del teorema de Bishop, tal como se encuentra en Zacl-

man [49]. 

5.1.3. Teorema, Sea X un compacto de C, g una función de clase 

C en un entorno de X y supongamos que el conjunto Z ={weX/^g(w)=0} 

es finito. Si feC(X) es tal que para todo xeX existe un disco cerra

do D con f n ^ R_(D ñX) entonces fe R_(X). En particular, bajo las 

X y y 

hipótesis precedentes, Rg(X) es un módulo local. 

Demostración. Extendamos f a todo C por el teorema de Tietze-

2 

Uryshon y supongamos g de clase C en todo C y con soporte compac

to. Elijamos un recubrimiento de X por los interiores de discos 

cerrados D^^, ... D̂ ,̂ de modo que cada punto de Z esté contenido en 

un único disco, y tal que f j^eRg(D^AX). Elijamos.una partición de 
o i o 

la unidad subordinada a D^... 0̂ ^ como en [36, pág. 41], es decir 

funciones 'í'̂  , tales que 

0 4 Í> 4 1, ^.^DiC), sop 'I' .C D. , üíz) =£ t|; . (z) = 1 , 

j J J J n 
para z de un entorno V compacto de X, V C H D . . 

i=l 

Fijemos 3̂  j^n. Entonces o D^AZ = 0 o D^ contiene un único pun 

to de Z . En el primer caso es cero en un entorno de Z. En el 

segundo caso si ZAD^ =í z^ } resulta que \¡,̂  vale 1 en un entorno de 

Zj y cero en un entorno de Z -{z^}.En ambos casos es holomorfa 

en un entorno de Z. Consideremos la función: f(z)a (^-ii-)(z) g^^> -g^^^dm(z) + 
IgF z - w 
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f {Z)̂ ,|jj (z) dm(z) l < j < n (4) 
z -w 

La función está bien definida pues es holomorfa en un 

entorno de Z. Sumando en (4) respecto a j 

1 EFj (w) = f (w),|j (w) +- f ( , ) a ( - ü . ) ( z ) - 2 i | l r ^ d m ( z ) + 

f (z)liĵ (z) 
z - w 

•dm(z)=f (w)il^(w)+a(w)+ B(w) (5) 

Como 4j = 1 en el entorno V de X, las integrales en (5) están 

extendidas a C-V, por tanto a , BeRg(X). 

Así que es suficiente probar que F^eR^ÍX) para todo j. Fijemos 

j. Dado e>0 existe, por hipótesis, h^eR^(XflDj)+R^(xnDj)g , tal que 

I f-h". I I <e .Sea V. un entorno relativamente compacto de D-HX, ' 3 ' 'DjflX 3 • 1 ' 
en cuya adherencia hl está definida y en el que todavía se cumpla 

sea g^eCÍS'^) tal que g^= f-h\ en y | | qj \ = | |f-ĥ l 1 ^ <e. 
2 3 Definamos h.^=í-q^ eC(S ). Es claro que h^ coincide con hl en y 

que I |f-hj| I g2 

Sea Hj la función : 

H. (w) = h. (w),h. (w) + — 3 3 TT 
h,(z)^( — ) (z) g^^^-?<^>dm(z) 

h Cz)3ií) (z) dmtz) , 
j -i z - w 

C6) 

Por las mismas consideraciones que en (4) las funciones es

tán bien definidas. 
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Por el apartado b) de 5.1.2. es de la forma = 0 ^ + 8 ^ 9 

en C-Dj con O j , ^ holomorfas. Por c) de la misma proposición Hj= 

ttj +BjgcH{Vj) +H(Vj)g. Como V^OÍC -0^ )?^ 0, deducimos por 2.1.6. 

que pertenece a H(VjU(C-D^)) + H(V^U(C-D^) )g, pero XCV^ViC-B^) 

de donde, por el teorema de Runge, deducimos que H^eRg(X). 

Teniendo en cuenta (4) y (6): 

H . (w) - F (w)j^ I i h - f I [ + -i. 

|e(z)-h.(z)| ¡-^^.iz) — i — 
J J |z - w| 

- F L F - H . 

z - w 

( Z ) | dm(Z)^| H.-fl (1+M)< 
J Z - W ' J ' 

<̂ (1 + M ) E . 

Donde M designa el máximo de los números; 

j 

sup 
weC 

Dgi 

l 2 

3 í — ^ ) 
1 9 

dm 

•3!|;í(2) 
\Z - w| 

dm(z) 

5.1.4. Corolario. Sea X un compacto de C, h una función holo

morfa en un entorno abierto U de X, no constante en ninguna compo 

nente de U. Entonces es un módulo local. 

Demostración. Basta tener en cuenta que l'R=TR, y que, por tan 

to, Z es un conjunto finito y aplicar 5.1.3. . //. 
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El caso particular de 5.1.4. para h{z)=z fue demostrado por 

O'Farrell [281 y Weinstoch [ 461 • 

Ahora"aplicaremos las técnicas anteriores para obtener un teo

rema de localización para R ^ ( X ) . 

5.1.5. Teorema. Sea X un compacto de €, g una función de cla

se en un entorno de X, y supongamos que Z={ vieX/5*g(M) =0} es un 

conjunto finito. Si feLP(X), l<p<», y para todo xeX existe un dis 

co cerrado tal que f „ E R J C D Ax) entonces fGRp{X). En particu-X g x y 
lar R^CX) es local. 

Demostración. Observemos en primer lugar que el operador de 

5.1.1. está definido en casi todo punto si suponemos que feL^CO. 

En efecto si heD(C) entonces 

f 3 ( - L Í L ) G - G ^ ^ ^ e , para, todo weC, 
3g 2 - w 

1 ^ 
y además la convolución de f .3 h (eL^^^) con está definida en 

z 
casi todo punto, por tanto en (1) los tres miembros tienen senti

do para casi todo wec. 

Supondremos la función f extendida por cero a todo C, sin cam 

bio de notación, y lo mismo para g que supondremos en D ^ ( C ) . Con

sideremos los mismos discos D^,... D^^ y las mismas funciones . 

Î̂n <l^e en 5.1.3. . Definimos F^ como en (4), de manera que: 

iFj + a + 6 c.p.t. (7). 

Además a, BeR^{X).E s suficiente probar que F . eR^ (X) . 

Sea e>0 y fijemos j. Consideremos h^ y como en el teorema 

anterior.Ahora | |f-hj | |j^p^^ ^ <e . Definamos h^ como: 
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h^=h' en , hj=f en C-¥j. 

Entonces hi pertenece a iP(d) y | | L L P ( C F h^coincide 

en Vj con hi. 

Si definimos como 5.1.3. obtenemos que eR^{X). Teniendo 

en cuenta (4) y (6) podemos escribir H^-F^ comot 

(h - f) f + [ (f - h ) A / + g. [ (f - h ) . A / + 

+ ( (f - hj)A3] , 

donde =-j«g ^yq 

A = ID A . 

2 IT g '̂'j 

A. =-i-"5 *i son funciones acotadas en C. 
3 IF " "̂3 

Ya que la transformada de Cauchy es la convolución con la fun

ción localmente integrable , s i í | J E L " C C ) y sop es compacto, 

entonces: 

donde C depende de sop ^. 

Aplicando esta observación obtenemos: 

H. - F . 
3 3 L P ( X ) * < ^ I If - h . l l^p >^C E . 

Cteitimos el enunciado de un corolario de este teorema, pareci^ 

do a 5.1.4. pero en norma p. 

5 . 2 . C U E S T I O N E S A B I E R T A S . 

5.. 2_. 1. Problema • Encontrar una demostración constructiva del 

teorema 1.5.1. 
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La demostración del mismo dada en la presente memoria es por 

dualidad, por tanto no es constructiva. 

5.2.2. Cuestión. ¿ Qué puede afirmarse en el teorema 1.5.1. si 

suponemos g sólo continúa en X? 

Es posible demostrar que 1.5.1. continúa siendo válido supo

niendo solo g de clase C"'' en un entorno de X. La demostración es 

diferente a la dada en el texto. En el caso de ser g solamente con 

tinua, la definición de Z pierde sentido, pero parece que todavia 

pueda decirse algo. 

5.2.3. Cuestión. Supongamos X, g y Z= jl en las condiciones ha

bituales de la memoria. ¿ Es verdad qué si feC(X) entonces f eR (X) 

sí y sólo sí ^ (-~)=0 en X?. 

Si f es de clase C en un entorno de X la cuestión anterior es 

precisamente el corolario 2.2.2,. Suponiendo f sólo continua, proba 

blemente la respuesta no será afirmativa para todos los compactos, 

pero incluso creemos que es falsa para compactos sencillos ( por e-

jemplo un disco) aunque no se ha logrado encontrar un contra-ejem

plo. 

5.2.4. Cuestión. Las funciones anuladas por los operadoresü,3 

^3*^53 ^ verifican la propiedad del valor medio. ¿ Verifican algu-

na propiedad de este tipo las funciones anuladas por 1 ? 

El ejemplo 2.2.5. parece indicar que no, pero ¿a qué es debido 
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5.2.6. Conjetura. Si X es un compacto de € que verifica RCX)= 

ACX) entonces Aj(X)=R2{X). 

El teorema 2.3.4. es una aproximación a esta conjetura. 

5.2.7. Problema. Caracterizar los compactos de C para los cua

les A-{X)=R-Í X) . 
Z 2* 

5.2.8. Problema, Demostrar las afirmaciones hechas en la obser 

vación 3.1.3. 

La dificultad de reproducir una demostración del tipo del tea 
rema 3 de [9] proviene de que —<?(z) - q(w)— núcleo 

(z - w)2 
real. 

5,2.9. Problema. Encontrar condiciones necesarias y suficientes 

sobre una función de clase C"*" en todo C para que sea aproximable 

en norma C^(X) por funciones racionales con polos fuera de un com 

pacto X, 

Véase el comentario posterior a 4.4.5. 

esta diferencia de comportamiento respecto a los operadores ante

riormente citados ? 

5.2.5. Conjetura. Existe un compacto en C para el cual R-(X) 

f A-CX) . 

Una solución positiva a esta conjetura reafirmaría que las hi

pótesis del teorema 2.3.4. no son supérfluas. 



B I B L I O G R A F I A 

[1 ] R. A. ADAMS. "Sobolev Spaces".Academic Press. New York.San 

Francisco. London.1975. 

[2] T. BAGBY. "Quasi Topologies and Rational Approximation".J. 

Funct. Anal. 10 ( 1972) p.p. 259-268. 

[3 ] O. B. BEKKEN. "Uniform Algebras". Adder Distriktshogskole.1974, 

[4 ] J. BRENNAN."Invariant Subspaces and Weighted Polynomial Appro

ximation". Ark. Math. 11 (1973) p.p. 167-189. 

[5 ] A. BROWDER."Introduction to function algebras".W. A. Benjamin. 

Inc. Amsterdam. New York .1969. 

[6 ] F. E. BROWDER."Approximation in uniform norm by solutions of 

elliptic differential equations". Bull, Amer. Math. Soc. 67 

(1961) p.p.400-404. 

[7 ] F.E. BROWDER."Approximation by solutions of partial differen

tial equations". Amer. J. Math. 84, (1962) p.p.134-160. 

[8 ] V. I.BURENKOV. "On approximation of functions in Sobolev 

Spaces by finite functions on an arbitrary open set". Soviet. 

Math. Dolk. 13 (1972) 1. 

[9 ] A. P. CALDERÓN and ZYGMUND. "On the existence of certain sin-



-136-

gular integrals".Acta Math. 88 1-2 (1952) p.p.85-139. 

[10] A.P.CALDERON."Conmutators of singular integral operator".Proc. 

Nat. Acad. Sci. 53, 5 , (1964) p.p. 1092-1099. 

[11] C. P. CALDERON."On Conmutators of singular integrals".Math. 

Scand. L I U (1975) p.p. 139-174. 

[12] J.J.CAI^ONA."On uniform approximation by rational modules." 

Actas VIII Jornadas Luso Espanholas Matematica, vol III.Coim-

bra. (1981) p.p. 69-73. 

[13 J J.J.CARMONA."A necessary and sufficient condition for uniform 

approximation by certain rational modules". Proc. Amer. Math. 

Soc. (en prensa) (1981). 

[14] E.P. DOLZENKO."On the removal of singularities of analytic 

functions".Amer. Math. Soc. Transl. (2) 97 (1970)p.p. 33-41. 

[15] G.B. FOLLANO. "Introduction to partial differential equations'.' 

Mathematical Notes. Princeton University Press.1976. 

[16] T.W. GAMELIN."Uniform Algebras".Prentice Hall.Series in modern 

Analysis. 1969. 

[17] J.GARNETT."Vitushkin's Localization Operator"TInd. Univ. Math. 

J. 20. 10 (1971) p.p.905-907. 

[ 18] J.GARNETT."Analytic Capacity and Measure".Lecture Notes in 



-137-

MathenaticB.Springer.Vorlag.Dor1 in.Hoidolborg.1972. 

|19) V.P.HAVIH."Approximation in tho mean by analytic functiono". 

Soviet.Math.Doko. 9,1, (1968)p.p. 24S-248. 

|20j L.I.HEDBERG."Approxiraation In tho mean by analytic functions". 

Trans. Amer. Math. Soc. 163 (1972) p.p.157-171. 

1211 L. I.HEDDEUG."N'on Linear Potential» and Approximation in tho 

Mean by Analytic Functions".Math. 2. 129. (1972) p.p.299-319. 

(22 1 L.I.HEDBERG."Approximation in the mean by solutions of ellip

tic equations".Duko Math.J. 40 (1973) p.p.9-16. 

|23 1 L.I.HEDBERG."Spectral synthesis and stability in Sobolov Spa-

cos" . Eucl idean harmonic analysis (Proc, Uni. of Maryland 1979). 

Lecture Notes in Math. 779, p.p.73-103.Springer-Verlag.1980. 

(24) K. DE LEEUV;. "Hanach Spaces of Lipschitz functions".Studia Math. 

XXI (1961) p.p.55-66. 

(25 1 A. MARKUNSHEVICH."Teoría do las funciones analíticas".Tomoli. 

Editorial Mir (Versión traducida).1970. 

(26 1 S.N. MERGELELYAN."Uniform approximations to functions of a 

complex variable".Aner. Math.Soc.Transí. 101 (1954) p.p.294-391, 

(27 1 A.G. O'FARRELL."Annihllators of Rational Modules".J.Funct.A-

nal. 19 (1975) p.p.373-389. 



-138-

1281 A.G, 0»PARRELL."Localness of Certain Banach Modules". Ind. 

Univ. Math. J. 24 12 (1975) p.p.1135-1141. 

(291 A.G. .O'FARRELL."Hausdorff content and rational aoproximat^on 

in fractional lipschitz norms".Trans. Amer. Math. Soc. 228 

(1977) p.p. 187-206. 

[301 A. G. O'FARRELI.. "Rational Approximation in Lipschitz norms". 

Proc. R. I. A. 77 (1977) p.p. 113-115. 

[31] A. G, O'FARRELL. "Estimates for capacities,and approximation 

in Lipschitz norms". Jour, fur Mathematik 311/312 (1978) 

p.p. 101-115. 

[321 J.C. POLKING."Approximation in L^ by solutions of elliptic par

tial differential equations". Amer.Math. J. 94 (1972) p.p.l231-

1244. 

[33] K.J. PRESKENÎS."Approximation on disks".Trans. Amer.Soc« 171 

(1972) p.p.445-467. 

1341 K» J. PRESKENIS."Another view of the Weierstrass theorem".Proc. 

Amer. Math. Soc. 54 (1976) p.p. 109-113. 

[35] K.J. PRESKENIS."Approximation by polynomials in 2 and another 

function". Proc. Amer. Math. Soc. 68 1 (1978) p.p. 69-74. 

[36] W. RUDIN."Real and Complex Analysis" .Tata Mc-Grs^w Hill. Publis

hing Co. New Delhi. Second edition. 1978. 



"139-

[37] S. SACKS."Theory of the Integral". Hafner Publishing Company. 

New York.II.1937. 

138] S.O. SINANJAN."Approximation by polynomials and Analytic func

tions in the areal mean." Amer. Math. Soc. Transi. (2) 74 

(1968) p.p.91-124. 

[39J E.M. STEIN."Singular Integrals and Differentiability Proper

ties of Functions". Princeton University Press. 1970. 

[40] E.L. STOUT."The Theory of uniform Algebras". Bogden. Quigley. 

Inc. Publishers. 1971. 

[41] T. TRENT and WANG. "Uniform approximation by rational modules 

on nowhere dense sets".Proc. Amer. Math, Soc. 81 1 (1981)p.p. 

62-64. 

[42 I VO. KHAC KHOAN."pistrbutions,analyse de Fourier Operateurs 

aux dérivées partielles"^Vuibert-Paris. 1972. (tomol). 

[43 I J. WANG."Approximation by rational modules on nowhere dense 

sets".Рас. J. Math: 80 1 (1979) p.p. 293-295. 

[44 I J, WANG."Approximation by rational modules on boundary sets". 

Рас. J. Math. 92 1 (1981) p.p, 237-239. 

[45 î J.WANG."Rational Modules and Higher Order Cauchy Transforms". 

Pre-print. (1981). 



-140-

[46] B. M. V7EINST0CK. "Uniform approximation by solutions of ellip

tic equations".Proc.Amer. Math. Soc. 41 2 (1973) p.p.513-517. 

[47] J. WERMER. "Approximation on a Disk".Math. Annalen 155(1964) 

p.p. 331-333. 

[48] J. WERMER."Polynomially convex disks".Math. Annalen. 158 (1965) 

p.p.6-10. 

E49l L. ZACLMAN."Analytic Capacity and Rational Approximation".Lec-

ture Notes in Mathematics.Springer-Verlag. 1968, 

[sol D.R. SHERBERT,"The structure od ideals and point derivations 

in Banach Algebras of Lipschitz functions".Trans.Amer. Math. 

Soc. Ill (1964) p.p. 240-272. 

[ 5ll T. TRENT and J. WANG. "The uniform closure of rational modu

les".Bull. London Math. Soc. 13 (sept. 1981), 415-420. 

[52] J. WANG."Approximation by rational modules in Lip norms".111. 

J. of Math, (en prensa). 


