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Figure 5.1: Obtaining Qc(nc) through sweep-based numerical procedures

The high non-linearity of Eqs. (5.4) to (5.6) can be observed in Fig.(5.1) , as well as the contour plot

of
det(Qc)

det
�
QEc� in the plane [ϕ-θ]*. To obtain an acceptable global minimum through a sweep-based numerical

procedure, it is necessary to perform a very fine sweep, for instance nθ = nϕ = 103 Remark 5.1 .

Remark 5.1 The selection of nθ and nϕ is very sensitive: in the context of the finite element method, for every
Gauss point and every iteration of every time step, if taking nθ = nϕ = 103 implies the evaluation of Eqs. (5.4) to
(5.6) 106 times together, then most of the material points may never fulfill the constraint Eq. (5.3) , and it will
be necessary to obtain Eq. (5.4) throughout the entire loading process [see Section(7.2) ], which results in an
expensive computational cost for the 3D case.

While for the plain concrete, there are closed forms for obtaining the instant of bifurcation and the lo-

calization direction Ottosen and Runesson [11], Rice [12], William [18], Oliver and Huespe [8] , for rein-

forced concrete (equipped with multiple steel bars in any directions) there are no analytical solutions, Newton

linearization or robust and cost-affordable sweep-based numerical procedures available, i.e., the goal of this

section is to obtain a robust and accurate DMBP procedure for the composite material.

5.2 Onset and propagation of failure through (DMBP)

In Section(3.2.1) , the kinematics are presented, as well as the constitutive equations see Chapter(4) ,

associated with SDA. Unfortunately, the orientation of the surface ∂SΩ and the bifurcation time are regarded as

known. In this section, the normal vector to the failure surface and the bifurcation instant will be computed, by

means a decouple of (DMBP).

On DMBP in composite material, two groups may be distinguished Table (5.1) .

Copyright c� 2011 Technical University of Catalonia(UPC-CIMNE).
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1

Marco teórico y numérico de trabajo

El objetivo de este trabajo, es la simulación numérica de miembros de concreto re-
forzado tridimensionales, fuertemente armados y bajo estados mixtos de tensiones.
Para este fin, una pequeña introducción acerca del hormigón es dada. Seguida de
la unidad temática de este trabajo. Se continua con un pequeño resumen, en dónde
se expone de una forma sencilla, el tensor de localización, para que el lector que no
este empapado en el tema, pueda tener una idea abstracta del mismo. Finalmente
las conclusiones son desarrolladas.

1.1 Introducción

EL hormigón y sus materiales cementantes, tales como arenas puzolánicas, han
sido usados como materiales de construcción desde la época de los Griegos y

los Romanos y posiblemente en anteriores civilizaciones. Sin embargo, a principios
del siglo XIX se marca el inicio de un uso más intenso de estos materiales. En 1801
ya se hace referencia a la débil respuesta del hormigón en estados de tensión en los
escritos sobre principios de construcción de F. Coignet.

Posteriormente, en 1850, J.L. Lambot construye por primera vez un pequeño
bote de hormigón para la exhibición de la feria de Paris, Francia en 1855. Mientras
que en 1866, Koenen publica su primer manuscrito sobre la teoría y diseño de es-
tructuras de concreto. Un punto a analizar es que, en 1867, J. Monier, un jardinero
Francés, patenta unos marcos de metal, como un refuerzo para contenedores de
hormigón (curiosamente estos contendores, almacenaban únicamente jardines
con plantas. Probablemente este fué el inico para la aplicabilidad de marcos de
hormigón armado en edificios de apartamentos). En 1906, C.A.P. Turner, desarrolla
la primera losa plana de hormigón sin vigas. En este momento, el lector debería
de entender, que este aporte de Turner, impulsó fuertemente al hormigón para su
utilización como material de construcción. Está claro que desde 1850 a 1906 se
puede considerar como la primera revolución del hormigón.

Uno de los temas más apasionantes que en el inicio del siglo XX discutían los
científicos, era el concepto de límite plástico, que a su vez, impulsó la gran re-
volución de este material (1940-1970). Este concepto propicia la gran discusión

3



4 1. Marco teórico y numérico de trabajo

de la segunda revolución del hormigón. Sin embargo, con el incesante crecimiento
de la industria computacional, la tecnología del método de los elementos finitos,
aunado con el desarrollo de la mecánica de fractura, podríamos pensar que actual-
mente se está viviendo la tercera revolución del hormigón.

Con respecto al diseño de diferentes estructuras de hormigón, es realizado
principalmente por dos pasos: 1) La determinación de diferentes fuerzas que actúan
sobre dicha estructura usando un método propio de análisis estructural, y 2) La
dosificación de todos los miembros estructurales económicamente, considerando su
seguridad, estabilidad, serviciabilidad y funcionalidad estructural.

Por los motivos brevemente esbozados anteriormente, es por lo cual, el con-
creto estructural es uno de los materiales mas comúnmente utilizados en el diseño
de todo tipo de edificios y estructuras. Pero una de las grandes ventajas del
hormigón, es que su elaboración para su uso en la construcción, es extremadamente
sencilla: consiste en la mezcla de cuatro componentes entre sí: agregados, cemento,
acero y agua. Desafortunadamente, la amplia gama de diferentes propiedades
mecánicas que existe en los agregados, así como la tecnología del cemento, hacen
que sea complicado su análisis en diferentes regiones del mundo. Para el hormigón
armado, el acero esta un poco más estandarizado.

Respecto al hormigón armado, hormigón (agregados, cemento y agua) y acero de
refuerzo, trabajan juntos para formar miembros de estructuras de concreto, que
estén disponibles para resistir diferentes tipos de cargas, así como, diferentes condi-
ciones de contorno. La clave de su funcionamiento, radica en que su resistencia
es complementaria. En otras palabras, los estados de esfuerzos a los que están
sometidos tales miembros estructurales, tensión y compresión, son soportados por
el hormigón y el acero de refuerzo respectivamente.

El término estructural del hormigón indica todo tipo de concreto usado en
aplicaciones constructivas. El concreto estructural podría ser simple, reforzado,
pre-tensado, post-tensado, parcialmente pre-tensado, con sus ramificaciones, es
decir, adherido o parcialmente adherido; en adición, podría decirse que el concreto
al ser un material completamente heterogéneo, puede ser analizado como un
material compuesto. El análisis de este material compuesto, es empleado para
diferentes miembros estructurales, tales como vigas y columnas, cuando dicho
miembro, contiene una combinación de concreto y formas de acero.

Cuando es necesario identificar el comportamiento mecánico no-lineal de miem-
bros de concreto reforzado, principalmente dos opciones pueden ser utilizadas: 1)
Experimentales 2) Simulaciones numéricas. Aunque el primer enfoque nos dará
resultados más reales, es sin embargo limitado por el conocimiento de simples o

Por: Guillermo Fernando Díaz Ortíz.
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particulares casos de estudio, bajo dimensiones estructurales restringidas, tamaños,
formas, efectos en el control de la temperatura o condiciones de carga y de
contorno. Por otro lado, el segundo enfoque siempre nos dará la libertad de crear
miembros de estructuras virtuales en una computadora, en donde principalmente
no existe límite para su aplicación. Pero la fiabilidad de estas simulaciones numéri-
cas, dependen en gran medida a las extensas leyes constitutivas de los materiales.

Este trabajo está principalmente interesado con el modelado mecánico no li-
neal de concreto reforzado, en el que el análisis no lineal y la evolución de su
desempeño están conectados. En otras palabras y siendo un poco mas abstracto, el
comportamiento mecánico no lineal del hormigón armado puede ser representado
por leyes constitutivas dentro del marco de trabajo de la mecánica del continuo. A
pesar de que el hormigón es discontinuo. Estas leyes constitutivas, son expresadas
matemáticamente por relaciones en términos de fuerza versus deformación. Aunque
a la intemperie, los miembros estructurales siempre estarán sometidos a cambios
bruscos de temperatura y a condiciones ambientales tales como viento, nieve y
sismos por poner solo algunos ejemplos simples.

Otra de las grandes ramas en cuanto al modelado material se refiere, es el
llamado término de fluencia a largo plazo. Este concepto es esencial para controlar
fuerzas de pre-tensado, así como, para el cálculo de deflexiones (o desplazamientos
verticales) de concreto reforzado durante el diseño de su vida útil. Es bien conocido
en la literatura, que las altas temperaturas, podrían inducir expansiones volumétri-
cas y tasas de cambio en la fluencia del hormigón, así como, contracciones secas,
causando micro-fisuras, que podrían colapsar en una macro-fisura, causando un
acortamiento de su vida útil.

Este trabajo abarca principalmente, cargas aplicadas cuasistáticamente y condi-
ciones ambientales normales: es decir, la tasa de deformaciones está moderada en
un rango aproximadamente entre 10micro/min a 1000 micro/seg y las temperatu-
ras a las que están sometidos dichos miembros estructurales, oscilan entre 10oC y
40oC, en otras palabras, y de acuerdo con la práctica común para la determinación
de la ecuación constitutiva del hormigón armado, se supone que la temperatura
sea constante (y uniforme sobre la RVE). Es decir, los efectos de la temperatura
para el hormigón armado afectarían única y exclusivamente a los parámetros
mecánicos del miembro estructural. Esta acepción es únicamente valida, si no
existe un cambio de fase en dicho miembro. Por lo tanto, no se considerará el
marco de trabajo termodinámico. El trabajo se orienta más directamente hacia
el comportamiento numérico del hormigón en masa y y sus varillas de refuerzo.
Los cuales pueden ser modelados a nivel macroscópico por un modelo de daño-
plástico y otro elasto-plástico respectivamente. Sin embargo, al considerar un punto
material homogeneizado y modelado de forma compuesta, el comportamiento

2014 Universidad Politécnica de Cataluña (UPC-CIMNE).
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del hormigón armado se convierte en altamente no lineal; ocasionando serios
problemas numéricos, cuando se intenta simular su comportamiento post-pico.
Finalmente el efecto de las contracciones en seco, sobre el hormigón, es despreciado.

Para este trabajo se desprecian los efectos de la temperatura y la fluencia del
material a largo plazo. Siendo el principal objetivo, la modelización constitutiva
del hormigón armado, así como las técnicas númericas necesarias para detectar el
instante de bifurcación en el material compuesto, de manera local y no local, que
deben ser tenido en cuenta en el análisis estructural de elementos de hormigón
armado, siendo la fisuración en el material compuesto, una de las principales
fuentes de no linealidad.

Sin embargo, la visualización de estas fisuras dentro del hormigón armado, es
útil en la comprensión de los diferentes planos inclinados de fisuras en tres di-
mensiones. Con el avance en la tecnología computacional se ha hecho posible
interpretar esta información obtenida del análisis numérico en un formato gráfico
adecuado. En consecuencia, estos procedimientos gráficos para la visualización
de dominios finitos con múltiples fisuras, ha hecho posible generar formulaciones
numéricas mas complejas. Que a su vez, nos permiten visualizar de una manera
más adecuada, los diferentes modos de fallo material.

En cuanto a la aplicabilidad se refiere y hasta el mejor conocimiento del au-
tor, el lector en este momento, podría intuir que si la comunidad científica tuviera
una formulación adecuada, para poder simular patrones de fisuras complejas en
miembros estructurales, es decir a nivel macroscópico, evitando el cálculo costo de
bajar a una escala microscópica o atomística, las repercusiones serían muy grandes
y en muchas direcciones. Siendo entre las más destacadas, un análisis más seguro
para el desarrollo de Mega-estructuras (presas, puentes atirantados, rascacielos,
etc.) es decir, estructuras que realmente son útiles para la sociedad, así como
una explosión en la arquitectura de estructuras altamente no lineales en su parte
geométrica, ocasionando estructuras mas hermosas.

En este mismo sentido, para un miembro de hormigón armado, con sus condiciones
de contorno bien definidas y excitaciones externas dadas, el aumento de su vida
útil solo puede ampliarse significativamente en tres formas: (1) Por la reducción
del umbral de detección de grietas, lo que requiere la mejora substancial de for-
mulaciones numéricas; (2) mediante la reducción de los coeficientes de seguridad
de la carga, lo que requiere un mejor conocimiento de las cargas a las que estará
sometido dicho miembro estructural durante toda su vida útil, pudiéndose obtener,
entre otros procedimientos, por la instrumentación de piezas en condiciones de
funcionamiento; (3) mediante la reducción de los márgenes de seguridad en
los periodos de vida calculados, lo que requiere la mejora de las metodologías

Por: Guillermo Fernando Díaz Ortíz.
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numéricas empleadas para el cálculo de su vida útil. Siendo el primero y el tercer
punto, uno de los objetivos de esta línea de investigación. En este trabajo se pro-
porciona la modelización de elementos de hormigón armado para su uso práctico,
especialmente para los miembros estructurales con varillas de refuerzo orientadas
en cualquier dirección.

La investigación relacionada con elementos de hormigón armado se ha cen-
trado tradicionalmente, sobre elementos estructurales con pocos defectos iniciales.
La enorme cantidad de conocimientos disponibles en la actualidad, ha sido obtenida
principalmente en el laboratorio, donde se pueden proporcionar condiciones bien
controladas. Sin embargo, los miembros reales de hormigón armado siempre
poseen defectos iniciales. En el laboratorio, los elementos de hormigón armado,
pueden permanecer en uso en condiciones ambientales que pueden ser suma-mente
diferentes, a las que estarían expuestas a la intemperie. Como resultado, es suma-
mente sencillo entender, que dichas estructuras se deterioren con el tiempo.

Por otra parte, durante su vida útil, los elementos de hormigón armado pueden ser
sometidos a cargas inesperadas no proporcionales. Como el hormigón es un mate-
rial cuasifrágil, que depende de la trayectoria en que memoriza su historia de carga,
éstas cargas inesperadas pueden causar grietas, estados de tensión-deformación
diferentes, así como generar deformaciones residuales, que pueden llegar a jugar
un papel crucial en la próxima etapa de carga. En resumen, el agrietamiento es
una de las indicaciones claras que el límite de carga de un elemento de hormigón
armado, se ha alcanzado. Sin embargo, cuando éstas grietas se dirigen a las barras
de refuerzo embebidas en el hormigón simple, comienzan a aparecer una tras otra,
hasta que se genere un mecanismo de colapso en dicho miembro estructural.

A diferencia del fallo frágil en el hormigón simple, el hormigón armado tiene
un fallo dúctil. El comportamiento de un miembro de hormigón armado en estados
de tensión, compresión o corte se investigan en este trabajo, desde el punto de
vista mecánico. Éstos comportamientos, son caracterizados por la propagación de
múltiples grietas a través de una parte importante del miembro estructural y no sólo
en una sección como sucede en el caso de flexión. Cuando tal propagación se lleva
a cabo, las grietas de corte se encontrarán con los planos grietas pre-existentes.
Llegados a este punto, es necesario explicar, lo que se entiende por la ductilidad de
un miembro de hormigón armado. La ductilidad se puede definir como la relación
del desplazamiento final sobre desplazamiento de fluencia.

Esta propiedad (Ductilidad) que poseen todos los miembros de concreto re-
forzado, fuertemente armados, es un aspecto crucial para entender adecuadamente
el comportamiento mecánico en miembreos estructurales sometidos a fuertes esta-
dos de compresión. En otras palabras, y siendo un poco mas rigurosos, la ductilidad

2014 Universidad Politécnica de Cataluña (UPC-CIMNE).
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indica la capacidad de un miembro de hormigón armado, para disipar energía,
manteniendo al mismo tiempo la carga externa sin colapsar. Interesante desde mi
punto de vista! Basta con analizar éste miembro estructural, cuando su capacidad
de corte es superior a la capacidad de flexión generando un modo de fallo a corte.

Por otro lado, es bien sabido, que la resistencia al corte de un miembro de
hormigón armado, disminuye gradualmente después de alcanzar las principales
barras de acero de refuerzo, siempre y cuando la capacidad de corte no supera el
doble de la capacidad de flexión, la falla de colapso de este miembro estructural
a corte puede ocurrir, resultando en una disminución de la ductilidad miembro.
En un miembro de hormigón armado, las fuerzas de compresión a la flexión son
resistidas por el hormigón en masa; mientras que las fuerzas de tracción a la flexión
se proporcionan por el refuerzo acero.

Para que este proceso mecánico exista, debe haber una transmisión de fuerza,
o deslizamiento, entre los dos materiales. Para que la barra de acero esté en
equilibrio, las tensiones ocasionadas por éste deslizamiento tendrán que existir.
En otras palabras, las varillas de acero, podrían extraerse (jalarlas literalmente)
hipotéticamente, hasta que las fuerzas por tracción se redujeran a cero. Haciendo
otra vez que el miembro estructural fallase. Para superar éste efecto, durante este
trabajo, los elementos estructurales estudiados, siempre estarán equipados con
estribos de acero, para poder prevenir el fallo por corte. Y a su vez, evitar que las
varillas de acero se pudieran salir (hipotéticamente) del miembro estructural. Esto
está ampliamente documentado en la literatura y se le conoce como pruebas de
"pull-out". Ésto constituye uno de los ingredientes primordiales de este trabajo.
Es decir, contribuir, a la obtención de modelos constitutivos compuestos que sean
capaces de poder predecir numéricamente la respuesta tridimensional, de miembros
estructurales, sometidos a complejos estados de tensión, compresión o corte.

Por otro lado, para la parte de tracción del hormigón en masa, cuando no
posee varillas de refuerzo, está asociada con un material isotrópico y la anisotropía
está caracterizada por el flujo plástico asociada con los procesos de endurecimiento
en estados de tensiones en compresión y/o por refuerzos de las varillas a flexión o
a cortante. Esta es una de las razones de por qué en este trabajo se considera
la incorporación de los estribos de acero, generando un núcleo de hormigón en
masa, que no posee ningún acero de refuerzo, pero que es altamente no lineal.
Los ejemplos de interés en este trabajo poseen estos estribos de acero, evitando las
grietas de cizalla que se produzcan, a pesar de múltiples grietas que emergen del
estado de tensión.

En efecto, esta situación de múltiples grietas es fundamental en la simulación
numérica. A pesar de que se ha comentado que los efectos de temperatura serían

Por: Guillermo Fernando Díaz Ortíz.
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desprecia-dos, el núcleo de este trabajo, será la disipación adecuada del mate-
rial compuesto cuando aparecen múltiples fisuras en el miembro estructural.
Por tal motivo, se emplea la aproximación de las discontinuidades fuertes para
simular numéricamente, el fallo del material compuesto. Esta aproximación, ha sido
empleada para simular la falla frágil del hormigón en masa, o con un porcentaje
bajo de acero. Sin embargo, la motivación de este trabajo, es usar tal aproximación
para que los miembros de hormigón armado, estén altamente reforzados, ocasion-
ando un comportamiento dúctil con el agotamiento del hormigón en masa, pero un
colapso frágil, cuando las varillas alcanzan un comportamiento no lineal.

Cabe mencionar que estructuras de este tipo, han sido objeto de numerosas
investigaciones, sin embargo, existen dos casos extremos que vale la pena men-
cionar: (1) El fallo de hormigón en tracción/compresión con un porcentaje bajo
de acero de refuerzo. (2) El fallo de hormigón en tracción/compresión con un
porcentaje alto de acero de refuerzo. Por lo tanto, una de las motivaciones princi-
pales de este trabajo, es explorar la compresión con un alto porcentaje de barras de
refuerzo en mayor profundidad.

Finalmente, los miembros estructurales que se han simulado numéricamente
en este trabajo, han sido contrastados con ensayos experimentales; ocasionando
una retroalimentación entre los efectos mecánicos que deben ser considerados, den-
tro de la simulación numérica y los efectos mecánicos que pueden ser despreciados.
Ésto es de suma importancia, en cuanto a la parte científica se refiere, ya que efectos
de deslizamiento entre las varillas de refuerzo y el hormigón simple, para miembros
fuertemente armados, pueden ser no considerados en la obtención de medidas
de tensiones macroscópicas. Sin embargo, para la obtención de microfisuras que
decantan en una macrofisura, los efectos de deslizamiento entre los componentes
que conforman al hormigón armado no pueden ser despreciados. El trabajo estará
limitado para el caso cuasiestático.

1.1.1 Unidad temática

Es comúnmente aceptado, que la caracterización para la obtención de la zona donde
se producen los procesos de fractura, se haga a través de una transición específica
entre los materiales que constituyen el medio continuo. Por lo general, la unión
entre un material cuasi-frágil como el hormigón y otro material plástico, como las
barras de refuerzo, hacen que el comportamiento de esta zona sea altamente no
lineal.

Por otro lado, se caracteriza la matriz en los regímenes de esfuerzo de tracción
por un ablandamiento progresivo, para que la tensión disminuya con el aumento de
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la deformación. Como se muestra en Oliver et al. [166] , el proceso de formación
de una discontinuidad fuerte, puede ser modelado como una discontinuidad débil
que colapsa en una discontinuidad fuerte, en un momento determinado, durante el
proceso de deformación. Sin embargo, la pregunta clave es: ¿Qué sucede cuando
las barras de refuerzo crean un núcleo? Y si este núcleo a su vez, está sometido a
los estados de fuerte compresión, la discontinuidad fuerte generada por los estados
de tensión no puede evolucionar. (Ver Fig.(1.1)).

Figura 1.1: Proceso de falla de un miembro estructural de hormigón armado. a) Dimensiones y geometría.
b)Representación numérica c) Esquema de un comportamiento mecánico en estados de fallo

La motivación de este trabajo está orientado a la obtención numérica de un
mode-lo compuesto; que sea robusto y estable, proporcionando una respuesta
numérica, aproximada macroscopicamente, para estados de fallo, en miembros es-
tructurales tridimensionales de hormigón armado, sometidos a estados de alta com-
presión. Para este fin, utilizamos las ecuaciones clásicas del problema de valor de
contorno, pero se le incorporan, dos ecuaciones adicionales de continuidad, según
se muestra en las dos secciones siguientes.

Por: Guillermo Fernando Díaz Ortíz.
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1.1.1.1 Problema del valor de contorno para el material compuesto. Formato multicampo

Cuando la localización de la deformaciones en el hormigón armado, es simulada
mediante un modelo continuo compuesto, un cambio se produce en el conjunto de
las ecuaciones diferenciales, empleadas para describir el movimiento y deformación
de dicho continuo. Los intentos para capturar las fisuras en este continuo, así como
otros fenómenos de localización, en el hormigón, iniciaron en la década de los 80s.

La solución parecía estar vinculada a la finura y la dirección de la malla. Mu-
chos esfuerzos científicos, se desarrollaron en esta dirección. Sin embargo, la razón
principal está vinculada a la pérdida de elipticidad del conjunto de ecuaciones
diferenciales antes mencionadas. Es decir el problema estaba mal condicionado y
reflejaba soluciones numéricas espurias, sensibles al tamaño y dirección de la malla
empleada.

Por tal motivo, era necesario la introducción de algunas ecuaciones, que per-
mitirán poner el problema de valor de contorno, cuando es necesario modelar
la parte del fallo material de una forma bien condicionada. Con esta idea en la
mente, se empieza este trabajo, con la introducción de la notación básica y se
discuten brevemente, las ecuaciones que gobiernan un cuerpo continuo con esta
discontinuidad.

1.1.1.2 Continuidad en el vector de tracciones compuesto

Permitir designar εc
Ω�S = ε

c|x∈Ω�S, σc
Ω�S = σ

c|x∈Ω�S y εc
S = ε

c|x∈S, σc
S = σ

c|x∈S,
como las deformaciones y tensiones compuestas en el material sin fisurar, y la su-
perficie de fallo o interfase S discontinua respectivamente. El punto clave en la
mecánica de fractura a través de la mecánica del continuo, es que es necesario
postular una continuidad en las tracciones del compuesto a través de la interfase
S discontinua. El vector de tracciones compuesto, así como su derivada temporal,
puede ser citado de la siguiente manera:

σcΩ+�S.n= σ
c
Ω−�S.n= σ

c
S .n= T(x, t) ∀x ∈ S∧∀t[0,∞]

σ̇cΩ+�S.n= σ̇
c
Ω−�S.n= σ̇

c
S .n= Ṫ(x, t) ∀x ∈ S∧∀t[0,∞] (1.1)

En el que σcΩ+�S = σ
c
Ω�S|x∈∂Ω+∩S y σcΩ−�S = σ

c
Ω�S|x∈∂Ω−∩S son considerados. En

la ec. (1.1) , σcS y σ̇cS son la tensiones compuestas y su derivada temporal en un
punto material dado de la interface discontinua S. σcΩ+�S y σcΩ−�S son las tensiones
compuestas en un punto vecino sobre la parte continua del cuerpo Ω+�S y Ω−�S,
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respectivamente. A continuación, una breve explicación de uno de los fenómenos
más interesantes que ocurren en la modelización numerica del hormigón armado.

1.1.1.3 Ecuaciones de gobierno aplicadas al material compuesto

Para el caso cuasiestático con deformaciones infinitecimales, el problema puede ser
citado de la siguiente manera: considerar un cuerpo compuesto, formado por puntos
materiales que ocupan un dominio (Ω), con condiciones de contorno ∂Ω = Γu ∪Γσ
(donde Γu es una parte del contorno con desplazamientos prescritos. Siendo Γσ la
parte del contorno con tracciones prescritas). Finalmente, la variación temporal de
las ecuaciones de gobierno que describen el problema de contorno en el material
compuesto, en un intervalo de tiempo [0, T], pueden ser escritas de la siguiente
manera:

Box 1.1: Problema del valor de contorno(BVP) cuasiestático aplicado al material compuesto.

Encontrar: 



u̇(x, t)
ε̇c(x, t)
σ̇c ,(x, t)

Satisfaciendo:

∇.σ̇c+ρc
oḃ

c = 0 ∀(x, t) ∈ Ω/S × [0, T] Equilibrio interno (1.2)
ε̇c −∇su̇= 0 ∀(x, t) ∈ Ω × [0, T] Compatibilidad cinemática

(1.3)

σ̇c− Σ̇(εc) = 0 ∀(x, t) ∈ Ω × [0, T] Compatibilidad constitutiva
(1.4)

σ̇c.n= ṫ∗ ∀(x, t) ∈ Γσ × [0, T] Equilibrio externo (1.5)
u̇= u̇∗ ∀(x, t) ∈ Γu × [0, T] Desplazamientos prescitos

(1.6)

σ̇cΩ+ .n− σ̇cΩ− .n= 0 ∀(x, t) ∈ S × [0, T] Continuidad externa (1.7)
σ̇cΩ+ .n− σ̇cS .n= 0 ∀(x, t) ∈ S × [0, T] Continuidad interna (1.8)

Donde ρc
o es la masa del compuesto, bc(x, t) es el vector de fuerzas de cuerpo

compuestas, t∗ es el vector de tracciones prescritas, vector normal exterior (n) es
el vector normal exterior, Σ(εc) representan para las ecuaciones constitutivas de
retorno, las tensiones compuestas en terminos de las deformaciones compuestas εc,
y finalmente, u y u∗ son los desplazamientos y desplazamientos prescritos, respec-
tivamente. El sistema de ecuaciones antes mencionado, se muestra en la Fig.(1.2) .
Ver Observación 1.1 .

Por: Guillermo Fernando Díaz Ortíz.
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Figura 1.2: Problema de valor de contorno

Observación 1.1 Después de la imposición explicita de la ec. (1.4) en la
eqs.(1.2),(1.7) and (1.8), el típico problema bi-campo(u y εc) puede ser reescrito. Ver
Oliver et al. [163] .

De la ec. (1.2) a la ec. (1.4) representan las ecuaciones que gobiernan al
material compuesto sin discontinuidades. Sin embargo al exigir, continuidad en el
vector de tracciones compuestas, su tasa puede ser expresada como:

Jσ̇cΩK≡ σ̇
c
Ω+ .n− σ̇cΩ− .n= 0 ∀(x, t) ∈ S× [0, T] (1.9)

Desde ahora, el símbolo J•K := •+ −•− denota el salto de un cantidad arbitraria
al largo de la superficie de fallo S.

Observación 1.2 Los espacios de funciones para u̇(x, t), ε̇c(x, t) y σ̇c,(x, t) son
asumidos para ser definidos tal que, las condiciones de contorno de tipo Dirichlet se
cumplan automáticamente.

1.1.1.4 Formulación tridimensional del concreto reforzado

La principal idea de la presente sección es: introducir al lector tres aspectos claves
que son necesarios para poder simular numéricamente el fallo material de miembros
estructurales tridimensionalmente. ¿Qué cinemática es empleada?, ¿Qué modelos
constitutivos son necesarios? ¿Y cómo se detecta el instante de bifurcación? Eviden-
temente la resolución de las ecuaciones de gobierno fue llevado mediante el Método
de los elementos finitos. Por claridad, explícitamente son omitidos estos detalles, ya
que la solución mediante dicho método es bastante estándard. El lector interesado
puede consultar [200].
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1.1.1.4.1 Cinemática inducida a través de una discontinuidad fuerte aplicada al material com-
puesto

Esta sección aborda la cinemática usada en el material compuesto. Permitir ini-
ciar estableciendo las relaciones cinemáticas para el modelo compuesto no-lineal,
y su adecuada medida de deformación. Para tal propósito se define primeramente
sus fundamentos, acompañado por una discontinuidad débil que colapsa en una
discontinuidad fuerte.

1.1.1.4.1.1 Fundamentos

Esta sección consiste en un breve resumen de los fundamentos de la cinemática
inducida por una discontinuidad. Para mas detalles el lector interesado puede
consultar: Simo et al. [199], Garikipati [79], Oliver [153, 154], Oliver et al.
[157], Armero [1], Oliver et al. [163, 164, 165], Oliver and Huespe [160] .

Permitir considerar un cuerpo material tridimensional, Ω ⊂ R3 § . Este cuerpo
material es asumido a ser separado en dos partes (Ω+ yΩ− a través de una ΓS ) cuyos
puntos materiales están etiquetados por x, y una superficie material (fijada a través
del tiempo) S† en Ω. Finalmente permitir también considerar un sistema ortogonal
de coordenadas curvilíneas ξ,η y χ, tal que S corresponde a la coordenada de esta
superficie:

S :=
{
x(ξ,η,χ) ∈ Ω | χ = 0

}
(1.10)

A su vez se puede definir una base orthonormal asociada al sistema de coor-
denadas definido en el párrafo anterior, (êξ, êη, êχ) , y finalmente se definen sus
correspondientes factores de escala rξ(ξ,η,χ), rη(ξ,η,χ) and rχ(ξ,η,χ) tal que:

dSξ = rξdξ
dSη = rηdη

dSχ = rχdχ (1.11)

son las longitud de arco diferencial a lo largo de la superficie ξ,η respectiva-
mente. Este desarrollo está basado en el trabajo de Manzoli [125] (Ver también
Oliver et al. [157] , Fig.(1.3) y Observación 1.3 ). Aquí se extiende la definición
del ancho de banda de 2D a 3D en ec. (1.13):

§ La configuración ocupada por un sólido de referencia tiene lugar en Ω0 ⊂ R3 y es denotada por X.
†que desde ahora será llamada superficie de discontinuidad.

Por: Guillermo Fernando Díaz Ortíz.
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h(ξ,η) = rχ(ξ,η,χ)(χ+−χ−) (1.12)

Observación 1.3 Permitir considerar la superficie S+χ y S−χ , que coincide con las coor-
denadas χ = χ+ y χ = χ−, encerrando una banda discontinua

Ωh :=
{
x(ξ,η,χ) | χ ∈ (χ+,χ−)

}
(1.13)

La introducción de este ancho de banda induce una partición

Ω = Ω+ ∪Ω− ∪Γu ∪Γσ ∩Ωh (1.14)

�
�

�
�

n

s

ss� s�

n

�
�

�
�

�
h

Figura 1.3: Ancho de banda en una zona localizada

1.1.1.4.1.2 Cinemática de una discontinuidad débil

La cinemática de un cuerpo Ω Fig.(1.3) conteniendo una discontinuidad (i.e.
un salto) de valor Ju̇K(x, t) En la tasa del campo de los desplazamientos puede ser
descrito en ec. (1.15) .

u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) +HΩh(x, t)Ju̇K(x, t) (1.15)

donde ˙̄u(x, t) y Ju̇K(x, t), son la velocidad resultante regular y la velocidad del
salto respectivamente, HΩh es la función de rampa unitaria siendo una función con-
tinua en Ω definida por:
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HΩh :=





0 x ∈ Ω− χ ≤ χ−

1 x ∈ Ω+ χ ≥ χ+
χ −χ−
χ+−χ− x ∈ Ωh χ− < χ < χ+

(1.16)

En la ec. (1.16) HΩh contiene un salto unitario, con diferentes valores en S+ y
S− para la misma superficie de coordenadas ξ y η:

χJHΩhK= HΩh(ξ,η,χ+)−HΩh(ξ,η,χ−) = 1 ∀ξ∧∀η (1.17)

El gradiente de HΩh es dado mediante

∇HΩh =
∂ H

∂ ξ

∂ ξ

∂ Sξ

∂ Sξ
∂x
+
∂ H

∂ η

∂ η

∂ Sη

∂ Sη
∂x
+
∂ H

∂ χ

∂ χ

∂ Sχ

∂ Sχ
∂x

=
1

rξ

∂HΩh

∂ ξ
êξ+

1

rη

∂HΩh

∂ η
êη+

1

rχ

∂HΩh

∂ χ
êχ

= µΩh

1

hχ
êχ (1.18)

donde µΩh es una función de colocación definida como:

µΩh :=

{
0 x /∈ Ωh

1 x ∈ Ωh (1.19)

Finalmente, se puede obtener la cinemática compatible con la tasa de deforma-
ciones del material compuesto εc de la siguiente manera:

ε̇c =∇su̇=∇s ˙̄u+HΩh∇sJu̇K(x, t) + Ju̇K(x, t)∇sHΩh

=∇s ˙̄u+HΩh∇sJu̇K(x, t)︸ ︷︷ ︸
˙̄ε

c regular ∀(x)∈Ω/S

+µΩh

1

hχ
(Ju̇K(x, t)⊗ êχ)s

︸ ︷︷ ︸
Jε̇cK discontino ∀(x)∈S

(1.20)

Observación 1.4 El punto clave de ésta medida de deformación ec. (1.20) es que
puede ser expresado como una suma de dos términos. Un termino regular ˙̄εc y un
termino singular Jε̇cK.

Por: Guillermo Fernando Díaz Ortíz.
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1.1.1.4.1.3 Cinemática de una discontinuidad fuerte

Una vez que la cinemática de la discontinuidad débil ha sido definida [ Sec-
ción(1.1.1.4.1.2) ], es momento de definir la cinemática de una discontinuidad
fuerte. Para tal motivo, se define está discontinuidad fuerte, como el caso límite de
una discontinuidad débil, cuando el ancho de banda Ωh colapsa en una superficie
discontinua:

Ωh→ S (1.21)
h(ξ,η)→ 0 (1.22)

En este caso, la función de rampa unitaria ec. (1.16) se convierte en una función
a trozos:

HS :=

{
0 x ∈ Ω−

1 x ∈ Ω+
(1.23)

Si aplicamos el operador Nabla a la función de peso HS obtenemos:

∇HS =
∂ HS

∂ χ

∂ χ

∂ Sχ

∂ Sχ
∂x

=
1

rχ

∂HS
∂ η

êχ

= δSn (1.24)

pudiendo observar que es derivada en términos de distribución (ver Stakgold
[204] ), en el que δS es una función conocida como Delta Dirac, que toma lugar
precisamente en S. De las ec. (1.22) y ec. (1.24) , se puede obtener la tasa del
campo de desplazamientos y la cinemática compatible con el tensor de deforma-
ciones compuesto εc ec. (1.25) y ec. (1.26) , respectivamente:

u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) +HS(x, t)Ju̇K(x, t) (1.25)

y
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ε̇c =∇su̇=∇s ˙̄u+HS∇sJu̇K(x, t) + Ju̇K(x, t)∇sHS

=∇s ˙̄u+HS∇sJu̇K(x, t)︸ ︷︷ ︸
˙̄ε

c regular ∀(x)∈Ω/S

+ δS(Ju̇K(x, t)⊗n)s︸ ︷︷ ︸
Jε̇cK discontinuos ∀(x)∈S

(1.26)

Observación 1.5 El punto clave es regularizar precisamente el término δS

Se cierra esta sección asumiendo que todos los componentes que conforman el
material compuesto comparten la misma deformación. (Concepto de compatibilidad
y ecuación de cierre):

εm = εc

ε f
r r = r

f .εc.r f

γ f
rs = 2r f .εc.s f

γ f
r t = 2r f .εc.t f (1.27)

En donde εm y εc es el tensor de deformaciones de la matriz y del compuesto
respectivamente, ε f

r r , ε
f
rs y ε f

r t son las deformaciones extensionales en la dirección
de la fibra r r así como las deformaciones por corte ortogonales rs y r t, respectiva-
mente.

1.1.1.4.2 Modelo Constitutivo continuo para el material compuesto

En esta sección se presentan las ecuaciones constitutivas empleadas durante este
trabajo. La composición del material compuesto, sigue la línea de trabajo de Trues-
dell and Noll [214] en donde la teoría de mezcla es empleada:

ψc = kmψm+
nf∑∑∑

f=1

k fψ f (1.28)

La función de energía del compuesto ψc es obtenida mediante la composición
de las energias libres de cada componente ψm y ψ f , viniendo acompañadas por
sus respectivos factores volumétricos. Se sigue la aproximación clásica y se definen
separadamente los modelos materiales para cada componente. Esto es principal-
mente motivado por la arquitectura interna tan compleja que presenta el concreto
reforzado, la cuál permite desarro-llar diferentes mecanismos de falla cuando es
sometido a diferentes excitaciones externas.
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Box 1.2: Paquete de ecuaciones del modelo de daño para la matriz en tensión

Cem
= λ̄m1⊗ 1+ 2µmI ⇒




λ̄m = νmEm

(1+ νm)(1− 2νm)
µm = Em

2(1+ νm)
Tensor elástico

ψm
0 (ε

em
,Cem
) =

1

2
εem

: Cem
: εem

Energía libre de Helmholtz

ψm(εm, r) =
[
1− d(r)

]
ψm

0 (ε
em

,Cem
) Energía libre

σm =
∂ψm(εm, r)
∂ εm =

[
1− d(r)

]
Cem

: εm Ecuación constitutiva

d = 1−
q(r)

r
⇒ d ∈ [0,1] Variable de daño

ṙ = λ̇dm
⇒





r ∈ [r0,∞)

r0 = r|t=0 =
σm

up
Em

Variable interna

q̇ =Hm ṙ where Hm =
∂ q(r)
∂ r

{
q ∈ [0, r0]
q|t=0 = r0

Regla de ablandamiento

f dm

σm (σm, q)≡ τσm − q Damage criterion

τσm = ‖σm‖
Cem−1 =

√
σm : Cem−1

: σm Norma de tensiones

f dm

σm ≤ 0 λ̇dm
≥ 0 λ̇dm

f dm

σm = 0 Condición de carga y descarga

λ̇dm
ḟ dm

σm = 0 iff f dm

σm = 0 Condición de consistencia

σ̇m = Cdm

Tan : ε̇m Relación incremental

Cdm

Tan





q
rC

em
descarga elástica

q
rC

em
+

(
Hr − q

r3

)
(
σ̄m⊗ σ̄m

)
carga con daño

Operador constitutivo tangente

(1.29)
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Box 1.3: Paquete de ecuaciones del modelo de plasticidad para la matriz en compresión

Cem
= λ̄m1⊗ 1+ 2µmI ⇒




λ̄m = νmEm

(1+ νm)(1− 2νm)
µm = Em

2(1+ νm)
Tensor elástico

ψm(εem
,αpm

,αG) =
1

2
εem

: Cem
: εem

+ψp(αm) Energía libre

εm = εem
+ εpm

Descomp. aditiva

σm =
∂ψm(εem

,αPm
,αG)

∂ εem = Cem
: εem

= Cem
: (εm − εpm

) Ecuación constitutiva

α̇m = λ̇pm
⇒




αpm |t=0 = 0

ε̇pm = λ̇pm ∂ g pm

∂σm

Regla de flujo

f pm
⇒





f pm
(e,θ ,σm,β , fc, ft , Em,νm,η) =

f pm

F (e,θ ,σm,β) +
f pm

H (σ
m,β , fc, ft , Em,νm,η,ϕ,αPm

) −
f pm

S (β , Em,νm)

Función de fluencia

f pm
≤ 0 λ̇pm

≥ 0 λ̇pm
f pm
= 0 Carga y descarga

λ̇pm
ḟ pm
= 0 iff f pm

= 0 Consistencia

g pm
⇒





g pm
(σm, fc, ft , Em,νm,η,β ,χ) =

g pm

F (σ
m) +

g pm

H (σ
m, fc, ft , Em,νm,η,β ,χ,ϕG,αG) −

g pm

S (E
m,νm)

Potencial plástico

ξG(β , fc, Em,νm,η,ϕ,αG) =HG(ξmaxξo,αG) ; α̇G = λ̇Gpm ∂ g pm

∂ ξG Ley de endurecimiento

σ̇m = Cpm

Tan : ε̇m Relación incremental

Cpm

Tan





Cem
Descarga elástica

Cem −
Cem

:
∂ g pm

∂σm ⊗
∂ f pm

∂σm : Cem

∂ f pm

∂σm : Cem
:
∂ g pm

∂σm −
∂ f pm

∂ ξ

∂ ξ

∂ α

∂ g pm

∂ ξG

Carga plástica
Operador Tangente

(1.30)
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Box 1.4: Paquete de ecuaciones del modelo de uni-dimensional para las varillas de refuerzo

ψ f (εe f
, r f ) =

1

2
εe f

E f εe f
+ψp(r f ) Energía libre

ε f = εe f
+ εp f

Descomp. aditiva

σ f =
∂ψ f (εe f

, r f )

∂ εe f = E f εe f
= E f (ε f − εp f

) Ecuación aditiva

ṙ f = λ̇p f
⇒





r f |t=0 = 0

ε̇p f
= λ̇p f ∂ f p f

∂ σ f

Variable interna

f p f
=
∣∣σ f
∣∣− (σ f

u + q f ) Yield function

f p f
≤ 0 λ̇p f

≥ 0 λ̇p f
f p f
= 0 Carga y descarga

λ̇p f
ḟ p f
= 0 iff f p f

= 0 Consistencia

q̇ f = H f ṙ f Ley de endurecimiento

σ̇ f = C p f

Tan : ε̇ f Relación incremental

C p f

Tan





E f Descarga elástica
E f H f

E f +H f Carga plástica
Operador tangente

(1.31)

Para el hormigón en masa es necesario modelar la parte a tracción con un modelo
de daño Cuadro (1.2) y la parte de compresión mediante un modelo de plasticidad
no asociada Cuadro (1.3). Esto obedece a que el fallo material solo vendrá caracter-
izado en la parte de tracción, mientras que en la parte de compresión se mantendrá
con una ley de endurecimiento. Para las varillas de refuerzo se utilizó un modelo de
plasticidad uni-dimensional Cuadro (1.4). Estas varillas de refuerzo siempre fueron
modeladas elasto-plásticamente perfectas, sin endureci-miento ni abladamiento.

1.1.1.4.3 Problema de bifurcación material discontinua

El modelado numérico de la falla material en el concreto reforzado es actual-
mente un reto para la comunidad científica, dado el carácter no suave en la solu-
ción que lo envuelve. Profundizando, un aspecto clave es capturar precisamente el
instante en que bifurca el punto material y cómo se producen los modos de locali-
zación. Este problema (DMBP) ha sido estudiado en las últimas dos décadas por
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22 1. Marco teórico y numérico de trabajo

varios autores: por un lado en la literatura científica aparecen metodologías rigu-
rosas para detectar el instante de falla, en términos de la singularidad del tensor
de localización Hadamard [87], Thomas [210], Hill [91], Mandel [124], Rice and
Rudnicki [187], Asaro [3], Shawki and Clifton [194], Runesson et al. [190], Bigoni
[19] , y por otro lado, existen documentos que tratan el análisis de bifurcación Ortiz
et al. [173], Ortiz [172], Mosler [146] para el calculo de los modos de localización
y el tiempo en que el punto material bifurca. En esta sección sin entrar en detalle, se
define el aparato matemático necesario para poder resolver el DMBP. Cuando mod-
elamos el comportamiento del hormigón armado, un importante aspecto debido al
paso de carga, es que generalmente, nunca podemos obtener la siguiente condición:

det(Qc) = det (nc.Cc
Tan.nc)︸ ︷︷ ︸
Qc

= 0 (1.32)

i.e. el tiempo de bifurcación tB se encuentra entre tn(det(Qc) > 0)
ytn+1(det(Qc) < 0). Éste hecho hace más apropiado considerar el problema de op-
timización Ortiz [172], Ortiz et al. [173] .

Encontrar ⇒ nc ≡ arg [minnc det(Qc)] (1.33)

bajo las siguientes restricciones:

det[(Qc)≤ 0]∧ ‖nc‖= 1 (1.34)

Un forma de resolver este problema, es a través de un procedimiento numérico
de barrido:

Encontrar ⇒ (θ ,ϕ)≡ arg min det[Qc(nc(θi,ϕ j))] (1.35)

con:

θi ∈ 0,∆θ , 2∆θ , 3∆θ , . . . nθ∆θ ⇒ ∆θ =
2π

nθ
(1.36)

ϕi ∈ 0,∆ϕ, 2∆ϕ, 3∆ϕ, . . . nϕ∆ϕ ⇒ ∆ϕ =
2π

nϕ
(1.37)

En donde nc(θ ,ϕ) es un vector unitario normal viviendo en el espacio Euclid-
iano, pudiendo ser descrito en términos de dos parámetros , i.e. θ y ϕ siendo los
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ángulos clásicos con coordenadas curvilíneas esféricas. nθ y nϕ son el número selec-
cionado de puntos de muestro en las direcciones θ y ϕ respectivamente. Se muestra
la siguiente Fig.(1.4) para clarificar las ecuaciones anteriores:4.2. Onset and propagation of failure through (DMBP) 51

ϕθ
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Figure 4.1: Obtaining Qc(nc) through sweep-based numerical procedures

The high non-linearity of Eqs. (4.4) to (4.6) can be observed in Fig.(4.1) , as well as the contour plot

of det(Qc)
det
(
QEc) in the plane [ϕ-θ]*. To obtain an acceptable global minimum through a sweep-based numerical

procedure, it is necessary to perform a very fine sweep, for instance nθ = nϕ = 103 Remark 4.1 .

Remark 4.1 The selection of nθ and nϕ is very sensitive: in the context of the finite element method, for every
Gauss point and every iteration of every time step, if taking nθ = nϕ = 103 implies the evaluation of Eqs. (4.4) to
(4.6) 106 times together, then most of the material points may never fulfill the constraint Eq. (4.3) , and it will be
necessary to obtain Eq. (4.4) throughout the entire loading process Samaniego [17] , which results in an expensive
computational cost for the 3D case.

While for the plain concrete there are closed forms for obtaining the instant of bifurcation and the local-
ization direction Ottosen and Runesson [12], Rice [13], William [20], Oliver and Huespe [9] , for reinforced
concrete (equipped with multiple steel bars in any directions) there are no analytical solutions, Newton lin-
earization or robust and cost-affordable sweep-based numerical procedures available. So, the goal of this section
is introduce a robust and accurate DMBP procedure for the composite material.

4.2 Onset and propagation of failure through (DMBP)

In Section(2.1.2) , the kinematics are presented, as well as the constitutive equations see Chapter(3) ,
associated with SDA. Unfortunately, the orientation of the surface ∂SΩ and the bifurcation time are regarded as
known. In this section, the normal vector to the failure surface and the bifurcation instant will be computed, by
means a decouple of (DMBP).

On DMBP in composite material, two groups may be distinguished Table (4.1) .

Copyright c© 2012 Technical University of Catalonia(UPC-CIMNE).

Figura 1.4: Obtención Qc(nc) a través del procedimiento númerico del barrido

La no-linealidad de las eqs. (1.35) a la (1.37) puede ser observada precisamente

en la anterior figura, así como, las líneas de contorno de det(Qc)
det
(
QEc) En el plano [ϕ-

θ]. Para obtener un mínimo global aceptable a través del procedimiento numérico
del barrido, es necesario llevar a cabo una selección muy fina , para nθ = nϕ = 103.

Observación 1.6 La selección de nθ y nϕ es muy sensible: en el contexto del método
de los elementos finitos, para cada punto de Gauss, y para cada iteración en cada paso
de tiempo, tomando nθ = nϕ = 103 implica hacer esta evaluación del eqs. (1.35) a la
(1.37) 106 veces, para la mayoría de puntos materiales que nunca alcanzan a cumplir
la restricción ec. (1.34) , y pudiendo ser necesario obtener ec. (1.35) a través de todo
el proceso de carga Samaniego [192] , en otras palabras, esto resulta inabordable en
términos de costos computacionales para el caso en tercera dimensión.

Mientras que para el material homogéneo existen formas cerradas para obtener
el instante de bifurcación y las direcciones de localización, Ottosen and Runesson
[176], Rice [186], William [222], Oliver and Huespe [160] , para el material com-
puesto, hasta el mejor entendimiento del autor, no existen soluciones analíticas. Es
por este motivo, que se propone el siguiente algoritmo:
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Box 1.5: Algorítmo numérico

Data: t,nc
i , C csmoothT

Tan , i
Result: nc

1 initialization;
2 i = 0;
3 Toler = 1.0E − 04;
4 λi

min = 0.0E0 ;
5 λi−1

min =∞ ;
6 nc

i → principal direction of σc;
7 while

∣∣λi
min −λ

i−1
min

∣∣≤ Toler do
8 i = i+ 1;

9 Qc = nc.C csmoot hT

Tan .nc;
10 mc

i = n
c
i ;

11 nc
i → principal direction of Qc ;

12 λi−1
min = λ

i
min ;

13 λi
min→ min eigenvalue of Qc ;

14 end

1.2 Resumen global

Este trabajo se puede resumir mediante las siguientes preguntas hechas a la
mecánica de fractura: ¿cuándo, cómo y en dónde se producen los procesos in-
elásticos de deformaciones? En miembros estructurales de hormigón armado. Y,
¿bajo qué condiciones pueden ocurrir estos procesos para que las deformaciones se
concentren en una o más bandas estrechas, separando la parte restante del cuerpo
por una superficie de discontinuidad débil.

Las respuestas a las preguntas anteriores están lejos de ser sencillas. Lo que sí
está documentado ampliamente en la literatura científica, es que podemos simular
numéricamente el campo de las deformaciones a través de un campo de desplaza-
mientos. Sin embargo, si ese campo de desplazamientos lo enriquecemos, podemos
llegar a obtener un campo de deformaciones que pueden llegar a localizarse en
unas bandas estrechas de deformaciones.

Algunos grupos de investigación alrededor mundo, han desarrollando formu-
laciones numéricas para materiales homogéneos e isótropos y así capturar el
fenómeno de la localización de la deformación, obteniendo respuestas satisfacto-
rias, cuando se trata de comparar los resultados experimentales vs. numéricos.

Pero, otra vez, vuelven a emerger de forma natural, más preguntas; ¿y qué
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pasa si el punto material a estudiar, está compuesto por diferentes materiales?
Tales como: hormigón en masa, agregados, barras de acero y sobre todo lo mas
importante, la interacción entre ellas.

Una vez más, esto no vuelve a ser sencillo de responder. Sin embargo, este
tema ha sido estudiado ampliamente durante los últimos 20 años, gracias al cual,
fundamento teórico y matemático, así como a la experiencia de los investigadores,
que han empezado a dar sus frutos. Pero el camino aún es largo, cuando se
intenta modelar el efecto de la compresión en aquellos puntos materiales, que
están conformados por un material compuesto. Y siendo más preciso, en aquellos
puntos materiales, que durante todo su proceso de carga, se han transformado de
un estado de tensión a un estado de compresión, debido a la aparición de las fisuras.

A continuación, se hace un breve desarrollo numérico y teórico para poder
definir el tensor acústico compuesto. Este tensor acústico, es la llave para poder
adentrarnos a intentar responder aproximadamente, a las preguntas formuladas al
inicio de esta sección.

El inicio del proceso inelástico de las deformaciones, puede estar acompañado
por la formación de bandas de esfuerzo intenso; las deformaciones actuales pueden
ser aún continuas y el salto aparece sólo en la derivada temporal de la deformación.

Pasemos ahora a determinar las condiciones necesarias, para que pueda surgir
el fenómeno de localización en las deformaciones. Típicamente utilizando el
análisis clásico de localización desarrollado por Hadamard [87] , un punto material
xs de la superficie discontinua Γs puede ser considerada como la pérdida de la
continuidad en el campo de deformaciones. Para mayor comodidad, también
consideramos que la superficie divide al cuerpo en dos subdominios: Ω+ y Ω− (ver
Fig.(1.5)).

De acuerdo con Hadamard, si el punto material xs es aproximado por Ω+ o
por Ω− (denotados por los superíndices + y − en los labios de la superficie de
fallo), ciertos campos que son discontinuos en Γs tienden a diferentes límites.
Pongamos ahora un ejemplo sencillo. Permitir definir σ̇+ y σ̇− como la tasa de
tensiones sobre ambos lados de la superficie de discontinuidad, justo al lado del
punto material xs, respectivamente. A pesar de que las tasas de tensiones y las
deformaciones pueden ser discontinuas a lo largo de la superficie de fallo, los
correspondientes saltos no son completamente arbitrarios. Esto es debido a que la
condición de continuidad de tracción está limitada por el salto de la tasa de tensión.

2014 Universidad Politécnica de Cataluña (UPC-CIMNE).



26 1. Marco teórico y numérico de trabajo

Figura 1.5: Ménsula de hormigón armado dividido por una superficie de discontinuidad

La misma idea se aplica para el salto de la velocidad de deformación, que está
limitada por la condición de continuidad de los desplazamientos. Tal como se define
en Hadamard [87] , la estructura de la condición de continuidad de tracción puede
ser escrita de la siguiente manera:

n · σ̇+ = n · σ̇− (1.38)

en donde n es el vector unitario normal a γs. Con el fin de definir la condición
de continuidad del desplazamiento en términos de velocidades de deformación, se
define la proyección continua sobre la superficie de fallo, mediante el empleo de un
gradiente espacial de un componente de desplazamiento dado:

[
∂ u̇

∂x

]+
=
[
∂ u̇

∂x

]−
+ r⊗n (1.39)

Donde r es un vector arbitrario y toma la forma de r = β̇m. La magnitud del
salto β̇ = ‖r‖ puede ser definido en términos del tensor de polarización de primer
orden unitario ó normalizado:

m=
r

‖r‖
(1.40)

sosteniendo implícitamente los modos de fallo. Mediante la explotación de la
simetría del tensor de deformación en el régimen de pequeñas deformaciones, es
sencillo llegar a la condición de continuidad del desplazamiento, en términos de
velocidades de deformación de la siguiente manera:
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ε̇+ = ε̇−+ β̇(m⊗n)s ym (1.41)

Con esta información, podemos comenzar a responder de forma aproximada, las
preguntas planteadas al principio de esta sección. Para este fin, se utiliza el análisis
de bifurcación. En primer lugar, debemos obtener alguna expresión que nos permite
determinar el instante en que se produce el momento de la fractura. Para ello, se
emplea la siguiente ecuación:

σ̇+ = C+Tanε̇
+ (1.42)

σ̇− = C−Tanε̇
− (1.43)

En la que C+Tan y C−Tan son los operadores tangentes constitutivos en ambos la-
dos de la superficie de discontinuidad. Sustituyendo las expresiones anteriores en
eqs.(1.38) y (1.41) se obtiene:

n ·C+Tan : ε̇−+
[
n ·C+Tan : (m⊗n)s ym

]
β̇ = n ·C−Tan : ε̇− (1.44)

n ·
[
C+Tan−C

−
Tan

]
: ε̇− =−β̇

[
n ·C+Tan ·n

]
·m (1.45)

obteniendo de este modo una expresión general para describir una simple discon-
tinuidad débil. Si se analiza la expresión RefEqequidad. Los operadores tangentes
constitutivos son iguales, el lado izquierdo de esta expresión es cero y una verdadera
discontinuidad se obtiene sólo con β̇ 6= 0. Entonces la ecuación anterior se puede
reducir de la siguiente manera:

[
n ·C+Tan ·n

]
︸ ︷︷ ︸

Q

·m= 0 (1.46)

donde el término entre paréntesis es conocido como el tensor acústico. Desde
un punto de vista matemático, la singularidad de este tensor (Acústico o más pre-
cisamente, el tensor de localización) indica la pérdida de elipticidad en problemas
cuasi-estáticos. Por lo cuál, la singularidad del tensor de localización y la polar-
ización del tensor unitario de primer orden m, es el vector propio asociado con el
valor propio cero. La condición de localización clásica ahora toma la forma:

det(Q) = 0 (1.47)
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Por lo tanto, la idea clave es investigar si esta condición ocurre. Mediante una
búsqueda numérica ó analítica de un vector unitario n, para que el tensor de
localización sea singular. El objetivo del análisis de bifurcación, es encontrar este
vector unitario n para el que el tensor de localización se convierte en singular. Es de
destacar que, por un lado, si este vector n no existe, las deformaciones permanecen
continuas. Por el otro lado, si nos encontramos con un vector n que cumple con la
condiciones de la localización, ésto indica que un salto de tensión se puede desarrol-
lar a través de una superficie con una normal n. También es importante mencionar
que, si exploramos ec. (1.46) en profundidad, el tensor acústico es una función
del operador tangente constitutivo. Como veremos en los artículos, este operador
puede ser enriquecido con el fin de modelar puntos materiales de hormigón armado.

Ahora sí, definido adecuadamente el tensor acústico, es posible responder de
una manera aproximada, a las preguntas desarrroladas en el inicio de esta sección.
Bien es sabido en la literatura científica, que el tensor acústico sobreestima las
condiciones en que bifurca el material. (En otras palabras, cuando las ecuaciones
que gobiernan el problema para el caso cuasi-estático pierden su carácter elíptico,
y unicidad en la solución del problema). A pesar de ello, el tensor acústico, sí que
nos da cierta idea, de una manera aproximada en donde se producirán, puntos
con bifurcación. Es por ello que es tan importante definirlo adecuadamente en
esta sección, de una forma rigurosa matemáticamente hablando. Los tres artículos
desarrollados durante este trabajo, giran en torno de este tensor de localización. A
continuación se desarrolla una pequeña discusión de los resultados.

1.3 Discusión de los resultados

Voy a ser muy breve en la discusión de los resultados. Esto obedece a que en
la búsqueda de poder simular numéricamente, miembros tridimensionales de
hormigón armado, furtemente reforzados y bajo estados mixtos de tensiones,
hasta el mejor conocimiento del autor, una formulación teórica y matemática que
de resultados adecuados, cuando existen patrones de multifisuración, no existe.
Sabiendo esto, mi posición nunca será intentar justificar algo, que no es justificable.
Sin embargo, lo que sí puedo hacer, es decir exactamente en dónde carece de
fundamento físico cada artículo publicado. A continuación expongo mis puntos de
vista, en donde cada artículo puede ser enriquecido.

• Artículo A. A mixture theory based method for three-dimensional modeling of
reinforced concrete members with embedded crack finite elements.
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Si bien las respuestas obtenidas numéricamente en este artículo son acepta-
bles. La ménsula de hormigón armado, está simulada por un modelo de
daño no simétrico. Por lo cuál, no posee la respuesta plástica del núcleo
generado por la armadura. Desafortunadamente cuando se realizó la prueba
experimental, en 1960, lo único que les interesaba era obtener la carga pico.
Siendo imposible observar el comportamiento en la curva estructural antes
de llegar a esta carga. Estoy seguro de que esta formulación en este artículo
esta equivocada. Debido a que la curva estructural tendrá más rigidez, que la
que le corresponde. Cualquier formulación utilizando un modelo de daño para
simular miembros de hormigón armado con estribos. (Siendo lo que realmente
se necesita en las estructuras) estará completamente equivocada.

• Artículo B. On the numerical resolution of the discontinuous material bifurca-
tion problem.

Al intentar modelar el núcleo antes mencionado, es necesario contar con
un algoritmo numérico, que me permita encontrar el instante en que bifurca
el material, cuando estos puntos materiales están conformados por varillas de
acero y hormigón en masa. Hasta el mejor conocimiento del autor, no existe
ninguna forma cerrada de resolver este problema. Lo que si se puede desar-
rollar, es utilizar los valores propios del tensor acústico, para que me digan
exactamente en que momento bifurca el material. Pero desgraciadamente
este algoritmo solo funciona adecuadamente, cuando el operador constitutivo
tangente compuesto, es simétrico. Es decir, el núcleo al modelarlo por un
modelo plástico no asociado, pierde su carácter simétrico, siendo inadecuado
utilizar este algoritmo.

• Artículo C. A macroscopic damage-plastic constitutive law for modeling
quasi-brittle fracture and ductile behavior of concrete.

Para poder simular adecuadamente el núcleo que se genera por la armadura
de acero, en el interior de los miembros estructurales, ensayos experimentales
a compresión, han arrojado datos en que estos puntos materiales poseen un
comportamiento plástico. Es por ello que a la formulación se le incorporó,
daño y plasticidad para el hormigón en masa y al mismo tiempo incorpo-
rar varillas de acero con un modelo de plasticidad, uniendo todos estos
ingredientes con la metodología de discontinuidades fuertes. Sin embargo
el instante que cae abruptamente la curva estructural, NO he sido capaz de
encontrarlo. Esto obedece a que el comportamiento plástico no asociado, no
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le incorporé ablandamiento en el artículo. Aunque realice sin numerables
pruebas numéricas, intentando incorporar diferente tipos de salto, en el campo
de desplazamientos; es decir, un salto caracterizado en la parte del daño y un
salto caracterizado por la parte de plasticidad, no obtuve la respuesta deseada.
El ablandamiento en plasticidad no asociada con daño, es un tema un poco
escabroso y es exactamente ahí en donde se tiene que investigar.

1.4 Conclusion final

La conclusión es demasiada simple y es tan sencilla que se puede desarrollar en
pocas líneas. Si lo que se intenta modelar numéricamente, son piezas de hormigón
armado tridimensionales, con varillas de acero de refuerzo a flexión, considerando
la tensión y compresión, en el miembro estructural, así como la incorporación de
estribos de acero, para que emerja de forma natural, un núcleo elasto-plástico, tan
importante en el diseño real de estructuras; será necesario incorporar una formu-
lación que no se desarrolle por un modelo macroscópico- La respuesta tiene que
venir de modelos microscópicos, tanto moleculares como atomísticos y que de
ahí nazca de forma real el instante en que bifurque el punto material.

1.5 Final Conclusion

The conclusion is too simple and it is possible develop it in a few lines. If we try
to model numerically, structural members reinforced concrete three-dimensional,
equipped with steel reinforcing rods in bending, and stirrups of steel in shear, to
emerge in a natural manner an elastic-plastic core (so important in the actual de-
sign of structures), in which this core is subjected to states of the stress in tension
and compression, it is necessary to include a formulation that is not developed by
a macroscopic models, the answer has to come from microscopic models, both
atomistic and molecular, and precisley with this models, the instant of bifurca-
tion born in a natural manner.
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2.1 Artículo 1. A mixture theory based method for three- 
dimensional modeling of reinforced concrete members with 
embedded crack finite elements 

El artículo presenta una metodología para modelar miembros de concreto re- 
forzado tridimensionales mediante elementos de discontinuidad embebida basado 
sobre la aproximación de discontinuidades fuertes (CSDA). Los conceptos de la 
teoría de mezclas son usados para modelar concreto reforzado como un material 
compuesto en tres dimensiones constituido d concreto con fibras largas (varillas) 
orientadas en diferentes direcciones y embebidas en el. Los efectos de las varillas 
son modeladas por un modelo constitutivo fenomenológico ideado para reproducir 
le comportamiento no-lineal axial, así como, el deslizamiento y la acción de dovela. 
El artículo presenta los modelos constitutivos asumidos para los componentes y 
las condiciones de compatibilidad seleccionas para el constituyente del compuesto. 
Análisis numéricas de experimentos existentes de miembros de concreto reforzado 
son presentados, ilustrando la aplicabilidad de la metodología propuesta. 

 
The paper presents a methodology to model three-dimensional reinforced concrete 
members by means of embedded discontinuity elements based on the Continuum 
Strong Discontinuous Approach (CSDA). Mixture theory concepts are used to model 
reinforced concrete as a 3D composite material constituted of concrete with long 
fibers (rebars) bundles oriented in different directions embedded in it. The effects 
of the rebars are modeled by phenomenological constitutive models devised to 
reproduce the axial non-linear behavior, as well as the bond-slip and dowel action. 
The paper presents the constitutive models assumed for the components and the 
compatibility conditions chosen to constitute the composite. Numerical analyses of 
existing experimental reinforced concrete members are presented, illustrating the 
applicability of the proposed methodology. 
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2.2 Artículo 2. On the numerical resolution of the discontinuous 
material bifurcation problem. 

El trabajo se centra sobre la resolución numérica de problemas de bifurcación 
material discontinua como un ingrediente relevante en la mecánica de fallo ma- 
terial computacional. El problema consiste en encontrar las condiciones para que 
la localización de las  deformaciones  comience  en  términos  del  llamado  tiempo 
de bifurcación, direcciones de localización y modos de localización. Un algoritmo 
numérico, basado sobre resoluciones iterativas de una pareja del problema de valor 
propio en términos del tensor de localización es propuesto para tal propósito. El 
algoritmo muestra que siempre converge a la solución exacta para el caso simétrico 
( simetrías mayores y menores del operado constitutivo tangente). En el caso no 
simétrico (solamente simetrías menores), la solución no es exacta, aunque esta 
muestra que usando la parte simétrica del tensor de localización en el algoritmo 
propuesto provee suficiente precisión en la solución para mucho de los casos. 
Ejemplos numérico ilustran el beneficio de la metodología propuesta en términos 
de precisión salvando en costo computacional asociado con el problema. 

 
The work focuses on the numerical resolution of the discontinuous material 
bifurcation problem as a relevant ingredient in computational material failure 
mechanics. The problem consists of finding the conditions for the strain localiza- 
tion onset in terms of the so-called bifurcation time, localization directions and 
localization modes. A numerical algorithm, based on the iterative resolution of a 
coupled eigenvalue problem in terms of the localization tensor, is proposed for such 
purpose. The algorithm is shown  to  be  always  convergent  to  the  exact  solution 
for the symmetric case (major and minor symmetries of the tangent constitutive 
operator). In  the unsymmetric  case (only minor  symmetries), the  solution is no 
longer exact, although it is shown that using the symmetric part of the localization 
tensor in the proposed  algorithms  provides  enough  accurate  solutions  for  most 
of cases. Numerical examples illustrate the benefits of the proposed methodology 
in terms of accuracy and savings in the computational cost associated with the 
problem. 
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2.3 Artículo 3. A macroscopic damage-plastic constitutive  law 
for modeling  quasi-brittle fracture  and ductile  behavior  of 
concrete. 

A new phenomenological macroscopic constitutive model for the numerical simu- 
lation of quasi-brittle fracture and ductile concrete behavior, under general triaxial 
stress conditions, is presented. The model is particularly addressed to simulate a 
wide range of confinement stress states, as also, to capture the strong influence of 
the mean stress value in the concrete failure mechanisms. 

 
The model is based on a two-surface damage-plastic formulation. The mechanical 
behavior in different domains of the stress space is separately described by means 
of a quasi-brittle or ductile material response: 

 
(i) For positive values of the mean stress (tensile  states),  an  isotropic  contin- 
uum damage model with strain softening is considered. In this context, and in order 
to avoid the Boundary Value Problem ill-posedness induced by the softening law, a 
regularization technique based on the Continuum Strong Discontinuity Approach 
(CSDA) is adopted, which results equivalent to a damage model with embedded 
cohesive cracks providing anisotropic responses. 

 
(ii) A plastic model governs the material behavior when the mean stress is 
negative (confinement states). It is based on the classical plastic flow theory. In par- 
ticular, a yield criterion similar to that of Willam and coauthors, which depends on 
the three stress invariants, is used. Additional features defining the plastic response 
are: an isotropic strain hardening law and a non-associative flow rule. The paper 
presents the numerical implementation of the model using an efficient integration 
algorithm, namely, the Impl-Ex scheme. Several widely known experimental tests 
(such as uniaxial, biaxial and triaxial tests) carried out on concrete specimens are 
used to calibrate and validate the performance of the proposed formulation. Finally, 
a classical 2D reinforced concrete beam example is analyzed in order to show the 
predictive capability of the model in structural analysis applications. 
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