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INTRODUCCIÓ 

L'algebraització del càlcul proposicional clàssic d6na lloc a les 

àlgebres de Tarski-lindenbaumj la del càlcul preposicional íntui-

ciomsta a les de Heytmg, i la del càlcul proposicional implicatiu 

positiu, en el que solament hi ha implicació, a les de Hilbert 

Una de les ticniques que s'utilitzen en aquestes algebraitzacions, 

seguint la línia de A Monteiro i A Diego, és la que usa els siste-

mes deductius, que foren introduïts per A Tarski (27) En un sistema 

formal per sistema deductiu s'entén un conjunt de fórmules que conté 

els axiomes 1 és tancat per les regles de deducció Així, en el càlcul 

proposicional implicatiu positiu P̂ "(X) sobre el conjunt X, DÇP^(x) és 

sistema deductiu quan, per qualssevol fórmules tenim 

1 _ oí , 0 £ D, implicaré D 

2 - ß-f «y ) D 

3 -

Des d'un punt de vista purament algebraic i prescindint del llenguatge 

formal, podem considerar que disposem d'un conjunt A, no buit, amb una 

operació bmàriaj el que fa que D^A i satisfà 
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Per tot a,b,ceAt 

1 - a, a "be D, implica b€D 

2 - a (b a)£ D 

3 ~ (a (b c)) ((a b) (a c))€D 

D reb el nom de sistema deductiu, clàssio de (A, ) La relació: a = b 

si, i només si, a bé.D i b a€ D, és congruència, i D és classe d'equi-

valència L'estructura (A/D, »D) rep el nom d'àlgebra de Hilbert 

Considerant questions purament algebraiques J Pla (12) estudia quines 

propietats cal conserva i quines no per a poder obtenir un quocient 

en (A, ), a partir d'un conjunt DÇA, conservant determinades propietats 

lògiques Així obté tins conjunts que anomena sistemes deductius complets, 

que per tot a, b, ccA, satisfan: 

1 - a, a b€D, implica beD 

2 - si dc D, aleshores a de" D 

3 - a a 6 D 

4 - (a b) ((c a) (c b))€ D 

5 - (a (b c)) (b (a c))e D 

El propòsit d'aquest treball és estudiar les estructures algebraiques 

que s'obtenen mitjançant aquests sistemes deductius i que hem anomenat 

àlgebres «̂ -completes 
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La memòria té quatre parts Les dues primeres són preliminars i les 

altres constitueixen l'estudi rpoposat 

Al Capítol 0 donem tots els conceptes i resultats, ja coneguts, que 

ens han estat necessaris 

Al Capítol I hem estudiat algunes propietats dels sistemes clausura i 

del s operadors conseqüència, que necessitem en tot el treball ïs 

A Tarski (27)_(28) qui introdueix per primera vegada el concepte 

"operador conseqUència" - Definició 0 1 - En la definició que ell 

dóna imposa a més que l'operador sigui finitari i que el conjunt sobre 

el que es defineix sigui numerable Segons el Teorema 0 5» considerar 

un operador conseqüència* es el mateix que considerar un sistema clau-

sura Amdós proporcionen una ema força potent a l'hora d'estudiar les 

àlgebres d-completes, ja que el conjunt de sistemes deductius - només 

imposem el modus ponens - de (A, ) és un sistema clausura fortament 

inductiu - o be l'operador conseqüència associat és finitari - Teorema 

0.7 - Les estructures qjie analitzem són àlgebres implicatives - H Ra-

siowa (l8), Definició 0 11 - i per tant hi ha definida una relació 

d'ordre en el conjunt A Això ens porta ha estudiar sistemes clausura 

en conjunts ordenats i reticulats D'altra banda per tal d'obtenir els 

espectres i radicals de l'àlgebra, analitzem els elements distingits 
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d'un sistema clausura - Irreductibles, Completament Irreductibles, 

Maximals, i Primers 

Al Capítol H obtenim les àlgebres d-completes i donem les seves 

propietats Abans,però, estudiem algunes qüestions que estaven per 

resoldre i que ens permeten tractar el problema amb més claredat Fou 

A Tarski (28) qui s'adonà que les lògiques clàssiques satisfan el 

Teorema de la Deducció Es a dir, si D és un sistema deductiu clàssic 

1 és l'operador conseqüència lligat al sistema clausura dels deduc-

tius que contenen D, aleshores i 

Per tot a,b€A, i tot X£A 

a b€KJJ(X) si, i només si, b£ K - ^ X a } ) 

El recíproc és cert - B Verdú (32) - i Si D és sistema deductiu que 

satisfà la condició del Teorema, aleshores D és clàssic 

J Pla (12) demostra que en el cas que D sigui sistema deductiu complet, 

satisfà un Teorema de la Deducció feble 

Per tot a,b € A i tot X Ç A ï 

b€K^(XU{a}) si, i només si, existeix 

n(a,b,KD(X))é V\{0}t tal que a* b€KD(x) 

El recíproc no és cert - J Pla (12) - En la definició II 6 introduïm 

els sistemes deductius febles que són els que caracteritzen la 

condició del Teorema de la Deducció feble Hem hagut d'afegir condi-

cions per tal de poder algebntzar les lògiques a que donen lloc Certs 
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tipus de sistemes deductius febles s6n sistemes deductius clàssics 

si, i només si, són a més sistemes deductius de tipus-1 - Teorema 

II 5 - Aquests caracteritzen la condició» 

Per tot a,b€A: 

si, i només si, a bé D, 

que no és altra que la condició del Teorema de la Deducció de Tarski 

en el cas X » $ Seguim, en aquest capítol, obtenint les àlgebres 

implicatives que resulten dels sistemes deductius complets, febles 

i de tipus-1 I estudiem les propietats de les àlgebres d-complets 

En el tercer paràgraf analitzem quines propietats es guanyen quan 

l'ordre de l'àlgebra confereix al conjunt estructura supra-reticular 

o reticular - supra-reticles cUcomplets, definició II 10} reticles 

d-complets, definició II 11 - I seguint la línia dels treballis de 

J Abbott (l) i F de A Sales (23)-(24)-(25), estudiem un cas en el 

que s'obté una operació supra-reticular expressable en termes de l'ope-

ració inicial Obtenim les àlgebres de Sales - Definició II 12 -, 

que generalitzen les d'Abbott - Definició 0 19 - i que quan tenen 

element mínim - Teorema II 15 - són un reticle distributiu amb negació 

forta de Morgan 

Al Capítol III estudiem el conjunt de sistemes deductius de les 

àlgebres ¿-completes, que essent tin sistema clausura finit ari, ens 
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permet aplicar al seu estudi els resultats del Capítol I Per una 

part ens donen informació sobre l'estructura de l'àlgebraj així 

obtenim caracteritzacions de les àlgebres de tipus-1 - Teorema III 3 -, 

del fet que l'operació sigui la canònica - Teorema III 4 -, i de les 

àlgebres de Heyting - Teorema III 7 -j en termes dels sistemes deduc-

tius Per 1'altre, ja que en aquestes àlgebres el reticle dels siste-

mes deductius i el reticle de les congruències poden identificar-se 

- Teorema II 18—, podem analitzar els espectres i els radicals amb 

aquells Primerament ens ha calgut veure la distnbutivitat del reticle 

dels sistemes deductius - Teorema III 9r «eguint la línia de la tesi 

de A Diego (4) - per tal de poder caracteritzar algebraicament els 

elements dels diferents espectres - Teoremes III 10, III 11, III 13 -

i veure que en els supra-reticles d-complets els espectres primer i 

irreductible coincideixen - Teorema III 14 - Tots els radicals 

considerats són el sistema deductiu trivial - Proposició III 4 i 

Teorema III 15 - excepte el maximal i donem una condició suficient 

per que ho sigui - Teorema III 16 - Donem una caracterització de 

les àlgebres d-completes simples - Teorema III 19 - i una condició 

suficient per a la semi-simplicitat - Proposició III 7 - I veiem 

que en les àlgebres li-completes la propietat "L'espectre irreductible 

separa els elements de l'àlgebra caracteritza les àlgebres de Hilbert 

Finalment presentem un Apèndix on es troben analitzats uns exemples 
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de les àlgebres i d'els sistemes deductius estudiats, als quals fem 

referència en tot el treball, a fi i efecte de donar exemples i 

contraexemples També ens permeten veure que les diferents classes 

d*algebres i sistemes deductius estudiats són no buides i no 

coincidents 

En la memòria han quedat molts camins oberts Hem preferit deixar 

l'estudi de certs aspectes per a posteriors treballs per no alterar 

la línia d'exposició Problemes que estan per resoldrà s<5ni la repre-

sentació •'•opòlogica de les àlgebres d-completes i la caracterització 

de la semi-simplicitat, entre altres 

L'interès d'aquestes estructures logico-algebraiques és que inclouen 

les clàssiques, les multivalorades i que estan molt lligades als 

conjunts difusos, fins al punt que si hi ha representació topològica 

d'aquestes àlgebres, creiem que és en espais topologies definits en 

conjunts difusos 

He de fer constar que aquesta memòria és quelcom més que el resultat 

d'un treball individual} és, a més, la conseqüència de la tasca d'un 

equip que fa uns anvs iniciaren F de A Sales, J Pla i B Verdú i 

al que més tard s'hi afegiren J M Pont, A Rodriguez i l'autor I que 

superant totes les dificultats, s'ha dedicat a l'estudi de certs 

aspectes de la lògica 
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0 CONCEPTES PRELIMINARS  

O 1 

Definició O 1 -

Una família de subconjunts ̂  d'un conjunt no buit 

S s'anomena sistema clausura ( s c ) sobre S, si és 

una família tancada per interseccions arbitràries, 

és a dir 

S e £ , i si T ^ ^ , i€ I, aleshores T £ g 

i £ I 1 

Definició 0 2 -

Una aplicació C de Çp(S) en ^?(s) s'anomena operador 

conseqüència (oc) sobre S, si per tot X,YÇS, satisfà 

o c i - XÇC(X) 

o c 2 - X9Y, implica c(x)çc(l) 

o c 3 - C(C(X)) = C(X) 

Els subconjunts de S tais que X = C(x) s'anomenen tancats respecte 

a C. 

TEOREMA 0 1 -

Cada sistema clausura sobre S és un reticle complet 

respecte a l'ordre definit per la inclusió conjuntista 
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tenim quet 

Si g,i<£l, aleshores inf X. = , x 

iél i£I 

smp X « iaf [ Z€ g / L A C Z ? . 
iel 1 L i€ I 

TSOHEBCA 0 2 -

Cada operador conseqüència C definit sobre S defineix 

un sistema clausura: 

» J" Xçs/ C(X) m x j 

TEOREMA 0 3 -

La familia de tots els sistemes clausura definits sobre 

S és tm reticle complet respecte a la inclusió conjuntista, 

on inf ̂  • i 
i£l 1 i£ I 

sup ^ - inf[^> / Ç^C p«r tot iéll 

TEOREMA 0.4 -

La famflia de tots els operadors conseqüència C 

definits sobre S és tm reticle complet (respecte 

a l'ordreÎ C ^ C g si, i només si, per tot XÇS, 

C (X)^C (X)), on C » inf C si, i només si, 
1 iel 

C(x) = O c (X), per tot XÇS, i 

sup C m inf í c / C^c, per tot iél] 

i€l 1 
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TEOREMA 0.5 -

El reticle complet da tots els operadors conseqüència 

sobre S, i el reticle complet de tots els sistemes 

clausura sobre S són dualment isomorfos per la 

correspondència C I ' L'aplicació inversa 

^ (i?) 00 - P « tot X£S 

ve donada per: 

K/9 1111 = 

T2X 

Definició 0 3 -

Si B Sa una família de subconjunts de S, el sistema 

clausura [B] , família de totes les interseccions ar-

bitràries d'elements de B, s'anomena generat per B« 

o bé, que B és una tase de [B] 

TEOREMA 0,6,-

[BJ és el més petit sistema clausura sobre S, 

que conté B. 

Definició 0 4 -

Una família no buida ̂  de subconjunts de S s'anomena 

fortament inductiva , si per cada cadena 

es compleix: { J v e ? 
Té. 

Definieió 0 5 -

Un operador conseqüència C sobre S s'anomena finitan 

si per cadaXSrS, satisfài C(X) = U c ( H ) 
WGX 
N finit 
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TEOREMA 0.7 - (schmidt) 

Un operador conseqüència C és finitari si, i només si, 

el sistema clausura ^(C) és fortament inductiu 

Definició 0.6— 

Si X és un conjunt tancat respecte a C, direm que X 

és un tancat irreductible(p i) per tot T ^ T ) $ (c) 

X - T^ D Tg si, i només si, X = T o X » 

Definició 0 7 -

Si X£Ç(C), direm que X és completament irreductible 

(t c i ) si, per tota familiarice) 

X » T si, i només si, Xét/í 

Es clar que si X és t c i , aleshores X és t i 

T EOREMA 0 8 - (Pierce, Verdú (32)) 

Si C és finitari, aleshores la família de tancats com-

pletament irreductibles és la més petita base de ^(c) 

Del Teorema anterior es dedueix immediatament que si C és finitari 

la família de tancats irreductibles és una base de ^(c) 

Definició 0 8 - (j Pla) 

Un operador conseqüència C sobre S direm que és unitari 

si compleix per tot X C 3 , C ( x ) = / ^ C ( { x } ) 
x£ X 

Per tal d'abreujar la notació escriurem C(x) en lloc de C({x}) 
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Definició O 9 - ( F A Sales ) 

Si C és tux operador conseqüència sobre St direm 

que L » (S,C) és una lògica abstracta 

0.2 

En tot aquest treball per (A, ) entendrem un conjunt no buit A, 

amb una operació binària 

Definició 0 10 -

Sigui (A, ) i D Çkf direm que D és un sistema deductiu 

(s d) quan per tot a,beA compleix 

s d— Si a,a b<sD, aleshores b ¿D 

La propietat s d. és més coneguda com a Modus Ponens("i p ) 

TEOREMA 0 9 -

La família de tots els sistemes deductius 

is un sistema clausura fortament inductiu sobre A 

A l'operador conseqüència associat a 

1 escriurem K, que segons 

els Teoremes 0 7 i 0 9 és finitari Donat D € <£>t amb D / 

notarem per la família de tots els sistemes deductius que 

contenen D, que es un sistema, clusura, i per K^ l'operador 

conseqüència associat 

En tot el treball per (A, ,U) entendrem un corçunt A, no buit, 

amb una operació binària , i un element distingit u de A Definició 0 11 -

Direm que (A, u) és un àlgebra implicat iva ( a i ) quan: 
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per tot a,bfi"A, compleix 

a i 1 - La relació definida: 

a^b si, i només si, a b • u 

es d'ordre 

a i 2 - a u » u 

Definició 0 12.-

Si (A, ,U) és un à.i i D ÇA., direm que D es 

sistema deductiu de (A, ,U)(S d (i)) quan» 

s d.(i) 1 - D es un s d de (A, ) 

s d (i) 2 - u € D 

Donat que en un àlgebra implicativa íu}tfô t aleshores <S. tés 7 i uf 

el conjunt de tots els s d (i), que notarem per t§) , i l'operador 
o 

conseqüència associat l' escriurem K 
o 

Teorema 0 10 - (j. Pla (l2¡) F A. Sales(24)) 

Sigui D un s d de (A, ) tal que» 

1 - per tot a€A, a.a€D 

2.- per tot a,b,c£D, a b,b ccS, implica a c<fD 

3 - per tot aei, d£D, a deD 

Aleshores tenim 

a) La relació si, i només sit a.b£D, 

és una relació de pre-ordre 

b) D es classe d'equivalència, per la relació d'equivsu-

lència que indueix el pre-ordre de a) 

Rasiowa(l$ l'anomena filtre implicatiu 
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A la relació d'equivalència induïda pel pre-ordre de D, quan existeixi, 

1 'anomenarem relació d* equivalència definida per D 

TEOREMA 0 11 - (j Plà (12)) 

Si D es un s d. de (A, ) tal que satisfà les hipòtesis 

del Teorema 0.10., i la relació d'equivalència definida 

per D és congruència, aleshores: 

1 - D és la classe màxima per»lordre indult en el conjtmt 

quocient, que notem per A/D 

2.- (A/D, ,DJ és un a.i. 

Definició 0 13.-

Siguin (A,.,u) I (A',X, U') a.a í.i , i f una aplicació 

de A en A', direm que f és un morfisme d'algebres impli-

catives quan: 

- per tot a,b ÉA, f(a b) = f(a)xf(b) 

- f(u) « u* 

TEOREMA 0 12.- ( H Rasiowa(l8)) 

Si f és un epimorfisme entre les àlgebres implicatives 

(A,.,U) i (A',X, U'), aleshores Ker f - [*'})£ 

A més la relació a ^ b si, i només si, a.b,b aeKc*^ 

és congruència en (A, ,u) 

TEOREMA 0 13«-

Si (A,.,u) és un a i tal que per tot a,b,c <?A , 
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(a b) ((b c) (a c)) « u 

(a.b) ((c a) (c b)) » u 

Aleshores si D £ , la relació a = gb si, i nooés 

si, a.b,b a€D 6s congruència. 

A mes si,per tot af A,u a = a,(A/U, ,u) es un a i 

que satisfà les condicions esmentades 

Definició 0.14.« 

Sigui (A, ) i D£¿©, direm que D es sistema deductiu 

clàssic (s d c ) sit 

s.d.o.l - Per tot a,b £A,a (b a) £ D 

s.d.c.2 - Per tot a,b,ofAj(a (b.c)) ((a.b) (a c))eD 

TEOREMA 0 14 -

Si D és un s d c , aleshores satisfà el3 Teoremes 0 10 i 

0.11. 

Definició 0.15— 

Direm que (A, ,u) és àlgebra de Hilbert (a.de H ) 

( o àlgebra d'implicació positiva) quan 

a. de H 1 - Per tot a,b£A, a.(b a) a u 

a. de H.2.— Per tot a,b,ceA, a.(b.c) s (a.b) (a.c) 

a. de H 3.- Per tot a,b eA,a b » u i b.a » u,impliquen 

a » b. 

TEOBERA 0.15«-

Sigui (A,.) i D€°©, aleshores 

D és s d.c si, i només si, (A/D, »D) és a. de H 
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0.3. 

En tot el treball per (A, ,C)entendrem un conjunt A, no buit, amb 

una operació binària , i un operador conseqüència C. 

Definició 0 16 -

Direm que (A, ,C) satisfà el prinoipi de la deducció 

de Tarski (p d T ) si,per to* a,b£A, XÇA 

b£C(XU{a}) si, i només si, a b£C(X) 

Per tal d'abreujar escriurem C(X,a) en lloc de C(XU{a}) 

TEOREMA 0.16 - ( B. VerdU (32)) 

Sigui (A, ,C),les condicions: 

1 - C és finitari 

2— (A, ,C) satisfà el p d T 

són equivalents a les condicions: 

3— Per tot a,b €A, aeC(0), implica b a£C(0) 

4— ^ (a2 ( (aa a). ))ec(0) , implica 

per tota permutació té. ^ 

5.- Per tot XCA, i per tot a^A, a£C(X) si, i només si, 

existeix tin subconjunt F = j a^, a.̂ , . , aa j de X 

tal que: 

ax (a2.(.. (an a). .)€C(0) o a€C(0) 
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TEOREMA. O 17 -

Sigui (A, ) i Dé o©, aleshores 

satisfà el p d T si,i només si , D és s d c 

TEOREMA 0.18.-

Si (A,.,U) és A I , aleshores 

(a»«»Kq) satisfà el p.d.T. si, i només si, (A,.,u) 

és un a. de H 

0.4— 

Per (A,., v,u) entendrem un conjunt A, no buit,amb dues operacions 

binàries . un element distingit u de Aj i per (A, ,v,/\)U) 

entendrem un conjunt A, no buit, amb tres operacions binàries ,VÍA, 

i TUL element distingit u de A. 

Definició 0.17 -

Direm que (A,.,^,u) és supra-reticle implicatm 

(&-r i ) quan: 

s-r.i.l- (A, ,U) és a.I 

s-r.i 2.- (A,V) IS un supra-reticle 

s-r.i.3 - per tot a,béA, 

a.b a u si, i només si, avb » b 

Definició 0 18 -

Direm que (A, és supra-reticle de Hilbert 

(s-r. de H.) quan: 

s-r. de H.I.- (A,.,S*0 ês s-* * 

s-r. de H.2.- (A,.,U) és a. de H. 
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Definició O 19 -

Sigui (A,.,U), direm que és àlgebra d'Abbct* (a.de A.) 

(o àlgebra d.'implicació) quan» 

a. de A 1.- (A, ,U) és a. de H. 

a. de A 2 - Per tot a,b€A, (a b) a » a 

La condició a de A 2 és equivalent a la sentent (P A.Sales(23)) t 

a de A.2* - Per tot a,bcA, (ab) b - (b a) a 

TBOREBA 0 18 -

Sigui (A, ,U) un a de A , si definim avb - (ab) b, 

aleshores (A, ,v,u) és un s-r de H 

Dbfihioió O 20 -

Direm qne (A, ,v,/\a) és reticle implicat iu ( r i ) 

quant 

r i.l - (A, ,U) és a i. 

r i.2.- (A,V,A) és reticle 

r.i.3 - Per tot a,b çA, a.b » u si, i només si, a/vl) = a. 

Definició 0.21 - (J Plà ) 

Direm qne (A, ,v és reticle de Hilbert (r de H ) 

quant 

r de H.I.— (A, ,U) és r i 

r. de H.2— (A, ,u) és a. de H 

Definició 0.22.-

Direm que (A, ,V,A) és àlgebra de Heyting (a. de Ht ) 

quan: 
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a. de Ht.l - (A,V,A) ês reticle 

a. de Ht 2 - Per tot a,b,ccA, lAb^c si, i només si, 

b é a.c 

TEOREMA 0 20 -

Si és a de Ht , satisfà 

1 - per tot a,b çA, a a = b b • u 

2 - (A, ,V,A,U) ês r de H 

3 - (A,V,A) ês reticle distrubutiu 

TEOREMA 0 21— (J Plafr}) 

(A, ,V,A) és a de Ht si, i només si, satisfàí 

1 - (a b)*b = b 

2 - (a.b) /\ a = a Ab 

3 - (avb) c = (a c)A(b c) 

4 - a (bAc) = (a b)A(a c) 

5 - a a = b b 

Per tot a,b,cçA 

TEOREMA 0 22 - (J Pla ( 13)) 

Si (A,«,V,A,U) ês r de H , aleshores és a de Ht si, 

i només si, satisfà la condició 4 del Teorema 0 21 

TEOREMA 0 23 - (P de A Sales (23)) 

1 - Si (A, ,U) és a de A , aleshores si té element 

mínim 0,es pot dotar d'estructura d'àlgebra de Boole 

a (A,V,A,I,U,0) , on "'a = a 0, a v b = ""A b, 

a Ab = ^ a r ^ ) , per tot a,beA 
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0.5. 

Sigui (A, ,U) a.i , notarem per IT̂ al sistema clausura dels seus 

filtres d'ordre, i per P a l'operador conseqüència associat que «s 

mit ari. 

TEOREMA O 24.-

Si (A, ,u) és un a i , aleshores <£> S . 
o 

Sigui (A,.,V,A,U) r i , notarem per al sistema clausura dels 
r 

seus filtres de reticle, i per P a l'operador conseqüència associat 
r 

que és finitari. 

TEOREMA 0 25— 

Si (A,.,V,A,U) és r de H , aleshores 0* Ç-<§) 
r o 

TEOREMA 0 26.- (J Pla (13)) 

Un r de H (Af ,u) és a de Ht si, 1 només si, 

% m Q r o 

0.6. 

Per (A, ^ entendrem un conjunt A, no huit, i una colecció 

no buida d'operación s [fyj , definidas sobre A. Direm que W és un 
yer 

àlgebra abstracta (a a) ^ 

Definició O 23.-

Direm que un àlgebra abstracta o^« (A, Jf<¡}j-éT̂
 é s  

simple quan tot epimorfisme de en un altra a a 

è̂f l^yisa? ma*e*x tipus^ ^ és isomorfisme, 

o bé B es redueix a un sol element 
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(ESQUEMA 0.27.-

cJtf ês simple si, i només si, només té les dues 

congruències trivial SÍ la identitat i la que 

relaciona tots els elements de A 

Si cJ$í • (At, i^yj^g-jf iel,és una família d'àlgebres del mateix tipus, 

notarem per TT al seu producte directe 
i£I 

Definició 0.23 -

S'anomena producte sub-directe de „, a tota 
i i 

sut àlgebra R de T T tal que , per tot a £ A , if I, 
i é" I 1 i l 

existeix un element de R tal que la seva component en cdL 

és a^ 

TEOREMA 0 28.- (G. Birkoff) 

Un álgebra es pot representar com a producte sub-directe 

de certes àlgebres del mateix tipus si» 

i només si, existeix una família de congruències 

^ 1 * 1 6 I» t a l S q U e f l * ^Id 

A més, si la condició es satisfà, ói és isomorf a un 

producte subdirecte de i^-j 

Definició 0.24«-

Un àlgebra és semi-simple quan es pot representar 

com a producte sub-directe d'àlgebres simples. 
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Hom pot trobar les demostracions dels Teoremes anteriors en les 

obres citades en la bibliografia, dels següents autors 

A. Diego, A Honteiro, Pierce, J Pla, H Rasiowa, H Rasiowa 

- R Sikorski, P A Sales, Suzko-Brown, G Szász, B Verdú 
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I. CONSEQÜÈNCIA I ORDRE TANCATS IRREDUCTIBLES. PRIMERS I MAXIMAL S 

SEPARABILITAT 

En aquest capítol, estudiem els tancats irreductibles, maximals i primers 

d ' un sistema clausura, en el cas més general i en el cas en què el 

sistema clausura està definit en un conjunt ordenat o reticulat 

I·l» Tancats irreductibles« completament irreductibles, i maximala en 

un sistema clausura» 

Sigui L a (Aye) una lògica abstracta 

1.1.1. 

Proposició I 1 -

Sigui T <l£(c), T / si per tot a,b ¿ T, C(a) fl C(b)^ T, 

aleshores T és t.i 

En efecte: 

Si T 6B tal que,per tot a,b ¿T, C(a)AC(b)<^T i T no és t i , aleshores 

existeixen T^TgégíC) tals que 

T - TjOTg , i T£TX , T£T 2 

Sigui a €T^\ T i b€T2\ T, aleshores c(a)nc(b) C » T 

que contradiu la hipòtesi 
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TEOREMA I 1 -

Si C ês tal que, per tot T € £(c) i per tot a,b£A, 

C(TV(C(a)AC(b))) = C(T,a)AC(T,b), aleshores» 

si T ês t i , satisfà que, per tot a,b¿T, C(a)Oc(b)^T 

En efecte» 

Si T ês t i i existeixen a,b¿T tais que C(a)AC(b)Ç T, aleshores 

T - C(T^(c(a)nc(h))) = c(T,a)r»C(T,h) 

i T£C(T,a), TÇC(T,"b) 

que contradiu el fet que T ês t i 

Corol lari -

Si £(C) satisfà la hipòtesi del Teorema I 1 i si 

T 4 aleshores» 

T ês t i si, i només si, per tot a,b^T, C( a) f) C (b)̂ í T 

Per tal d'abreujar, escriurem C(X,l) en lloc de C(X^Y), X,YÇA 

Proposició I 2 -

Si C és finitari i satisfà la hipòtesi del Teorema I 1> 

per tot T€^(c), T t i , aleshores existeix tin tancat 

irreductible minimal contingut en T 

En efecte» 

Si T és t i , d'acord amb el Lema de Zorn, només cal demostrar que la 

família dels tancats irreductibles continguts en T és inductiva mfe-

riorment. Aquesta família no és buida, doncs T hi pertany Considerem una 
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descendent d'aquesta familia* C ^ C • C ^ - T , amb i£l 

Ôs t i ja que si ajbéí^T , existeix T, de la cadena tal 
Î€ I i£I 1 k 

que a,b/T i per tant C(a)f)c(b)^T, i tenim que C(a)f\C(b) gt T 
£ _ 

El Teorema 0 1 acaba la demostració 

I 1.2. 

Com a conseqüència inmediata del Teorema 0 8 tenim 

groposició I 3 -

Si C és finitari, aleshores per tot X € i£(c), i per 

tot a£X, existeix T t c i tal que a^T i XCT 

Proposició I 4 -

Si C ês finitari, aleshores per tot X€ 1p(c) i per tot 

ajfX, existeix T t i tal que a£T i XCT 

Proposició I 5 -

Si C és finitari i X,Y £ ̂ (c), aleshores 

XCT si, i només si, per tot T t i (per tot T t c i ) 

TCT, implica XCT 

En efectei 

Que si XCT, aleshores tot T t i que conté T també conte X,es 

evident. 

Suposem <iue tot tancat irreductible que conté I també conté X: 

3i x£T, aleshores existeix aeX tal que a¿Ti,segons la Proposició 

1.4., existeix T t i tal que TCT i a¿T, per tant TCT i XCT, que 

contradiu la hipòtesi 
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Definioig II.-

Sigui xe A, direm que T é ï$(c) «s un maximal lligat a x  

(T - Mx)quan T és maximal en ^ » ( S É £(C)/ X¿ S} 

TEOREMA 1.2— 

Si C és finitari, aleshores per tot x€A\C(0), existeix 

un maximal lligat a x 

En efecte: 

Si x¿C(j¿), aleshores ^ / $ Segons el Teorema 07 ^(C) ês fortament 

inductiva, per tant si ( T
x ) i e I

 u n a cadena de 

xí LV.T. i tenim que L JT. £ G D acora amh el Lema de Zorn 
i £ I i ,. i 

ie I 

<£ té maximal s. 

TEOREMA 1,3»-

Si C és finitari, aleshores 

T és un t o.i* si, i només si, existeix un x¿A>T,tal que 

T » M 
x 

En efecte: 

Suposem que T és t.c 1., «3 clar que Tç/"^ M - T'. Si jeT*, aleshores 
xeA\T 

ye T, ¿a que si yfÉ T, tindríem M i y ¿ contradicció Com que y xeAVP 

T és t.c.i. $er definició T = M , per un cert XÊA\ T 

Reoíprocament :Si T » Mjf xeA, aleshores xe A\ T i segons la Proposició 

1.3 existeix un T* t.c.i. tal que xéT9 1 TCT* Com que T és un 

maximal lligat a x,T => T' 
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1 1 3 . 

Definicig I 2 -

Sigui T direm que T ês tancat maximal (t m ) 

quan 

t.m 1 - T$ A 

t m 2 - Si X € g(c), TÇX, implica X = \ 

TEOREMA I 4 -

Donat T € £(c), T ̂  A, T ês t m si, i nomês si, per 

tot a,b T, "b €C(T,a) 

En efecte 

Si T ês maximal, donats a,b¿T, T£C(T,a), per tant C(T,a) = A 

Recíprocament Suposem que T ês tal que, per tot a,bj¿T, beC(T,a) 

Si X £ C) i T Ç X, donat be A tenim 

- b£T, per tant, b€X 

- b^T, però com que TÇX, existeix aeX\T i, per hipòtesi, 

b€C(T,a)ÇX, 

per tant X » A Això demostra que T ês maximal 
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1*2. Conseqüfencla.ordre i estructures reticulars Tancats Primers  

1.2.1. 

Sigui (A,C) una lògica abstracta, en la què el conjunt A és ordenat 

respecte a la relació £ 

TEOREMA I 5.-

Les següents condicions són equivalents 

(1) Ç ( c ) e r 

(2) Per tot a,be A, a«b, implica C(b)ÇC(a) 

(3) Per tot a6 A, F(a)çc(a) 

En efecte: 

(1) implica (2) si a* b, com que C(a) 6s un filtre d'ordre, 

b£C(a), això 6s C(b)CC(a) 

(2) implica (3) ai b€F(a), 6s aéb i beC(a), per tant F(a)çcfca) 

(3) implica (l) si T €\£(C), a€T i aíí, tenim b £ F(a)ç C(a)ç T, 

per tant b£T , i aleshores T 6s un filtre d'ordre 

Corol.lari 

Si A té màxim u, i aleshores C(0) « bé 

uec(t) 

En efecte: 

Si C(0) t existeix a€C(^), com que u^a, ueC(a) = C(0) 

1.2.2. 

Sigui (A,g) una lògica abstract a,en la que A té estructura reticular, 

Äs a dir, en A hi ha definides dues operacions v, A , tais que (A,V,/\) 

és un reticle. 
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Proposició I 7 -

SÍ Ç^(c)Ç y, aleshores per tot aíA,P(a) = c ( a ) 

En efecte: 

La demostració %e trivial donat que Fy(a) > P(a) per tot a€A 

TEOREMA 1.6 -

Si C és finitari, aleshores 

y¡T Ç^ÍCJÇ-^sifi només si, per tot aeA, P(a) = C(a) 

En efecte: 

El directe és la Proposició I 7 

Recíprocament. Si per tot aeA, F(a) • C(a), d'acord amb el Teorema I 5 

^ (c)Q9íPer a demostrar que O^Ç^(c), veurem que si C(F) = F, 

d'acord amb o.c 1 només cal veure que C(P)ÇP 

Si a€C(P), per ésser C finitari, existeixen ̂ »T^» tais que 

a€C(b^,bg, Donat que P és un filtre de reticle z » /\ b^ÇF, 

a més per tot i, líi^n, per tant b^€P(z) » C(z) i això ens diu 

que C(b, ,b_,. ,b )Cc(z) • p(z)CF Això demostra que a<£F, i tenim 
1 2 n 

que C(P)CP 

TEOREMA I 7 -

Les següents condicions són equivalents 

(i) 
(2) C(F (X)) - C(X), per tot X£A 

r 

(3) C(a,b) » C(a/Nb), per tot a,bçA 
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En efecte: 

(1) implica (2) si ^ ( C ) C ^ , segons el Teorema 0 5, F ^C, 
r r 

que implica (B.Verdu(3i),Brown-Suszko(3)) CoP p = C 

(2) implica (3) si a,b€A, aleshores 

C(a,b) = C(Pr(a,"b)) = C(Pr(a/vh)) - C(a^b) 

(3) implica (l) si T € ï£(C ) i a,b€T, aleshores C(a,b)CT, per tant 

C(a A b) CT, d'on aAbéT A més si aíT i b>a, C(a) » C(aAb) = C(a,b), 

per tant C(a)£T Això demostra que Té. 

1.2.3 

En aquest apartat considerem que el conjunt A de la lògica abstreta 

(Aye) només té estructura de suprsu-retiole, això es, en A hi ha definida 

una operació v, tal que (A,v) és suprst-reticle Suposem també que 

Definició I 3«-

Sigui T£ ̂ (C), direm que T és un tancat primer (t p) si 

t.p - per tot a,b£A, si avbeT, aleshores aeT o b€T 

Proposició I 8 -

Tot tancat primer és tancat irreductible. 

En efecte: 

Si Té y$(c) és t.p. i a,b¿T per definició avb^T, com que if(C)Ç2< , 

d'acord amb el Teorema I 5,avb£C(a)Ac(ï) Per tant C(a)nc(b>5ZfT, 

i segons la Proposició I I T és t i. 



32 

TEOREMA 1.8 -

Si C és finitari, aleshores 

Tancats irreductibles i tancats primers coincideixen 

si, i només si, per tot a,b€A i per tot T € $(c) 

C(T,a)nc(T,h) = C ( T , a v b ) 

En efecte 

Si tancats primers i tancats irreductibles coincideixen, per demostrar 

la igualtat només cal veure que C(T,a v b)^ C(T,a)f\C(T,b) , ja que 

l'altra inclusió sempre es satisfà Sigui T* t i tal que C(T,avt)çT', 

aleshores TÇT* i avb€T* Com que T* és, per hipòtesi, t p , tenim 

que TÇT* i a£ T* o beT*, d'on C(T,a)çT* o C(T,b)cT', per tant 

C(T,a)n C(T,b)ç T' i per la Proposició 1 5 0a acabat 

Recíprocament, si C(T,avb) = C(T,a) A c ( T , b ) , per tot T G £ ( c ) i 

a,beAj en particular sigui T un t i Suposem que T no és t p , 

això és, existeixen a,b¿T, tais que avbeT, aleshores 

C(T,a)nc(T,b) = C(T,avb) = T, i 

T£c(T,a), T £ C ( T , b ) 

que contradiu el fet que T sigui t i 

Coro lari 1 -

Si C és finitari i tancats irreductibles coincideixen 

amb tancats primers, aleshores 

C(avb) = c ( a ) n c ( b ) 
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Pen servir el Teorema anterior B Yerdu(33) clemostra el següent 

Corol lari 2 -

Si A té estructura de reticle, aleshores 

(A,V,A) ês un reticle distributiu si, i només si, 

filtres de reticle primers i filtres de reticle 

irreductibles coincideixen 

I 3 Conseqüència i separabilitat 

1 3 1 

Sigui (A,C) una lògica abstracta 

Definició 1.4 -

SiguißC$(k)9 direm que separa els elements de A 

si Per tot a,be A, a / b, existeix B e ß tal oue 

a^B i beB,o aeB i b^B 

Proposició I 9 -

Sigui^ß una base de JJ separa els elements 

de A si, i només si, per tot a,bçA, C(a) = C(b), 

implica a = b 

En efecte 

Per ésser ̂  base de ^(c), tenim que si T £ ̂ (c) i a^T, existeix B 

tal que B i TQB 

Suposem que p separa els elements de A i C(a) = C(b), aleshores 

per tot Beßtal que a€ B és C(a)ÇB i , per tant, beB Si fos a / b 
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els elements de ̂  no separarien els de A 

Suposem que C(a) => C(b), implica a • b, aleshores a ¿ "b , implica 

C(a) 4 C(b). Per ésser hase de ^(c) sempre podem trobar un tancat 

de jbque contingui tin i no contingui l'altre 

Corol·lari 

Si C ês finitari,les següents condicions son equivalents: 

(1) La classe de tancats completament irreductibles 

separa els elements de A 

(2) La classe dels tancats irreductibles separa els 

elements de A 

(3) Per tot a,bf A, C(a) » C(b), implica a =» b 

En efecte: 

La demostració es immediata donat que si C ês finitari,la classe 

de t.c.i 1 la classe de t i son bases de ^(c) 

Proposició 1.10 -

Si C(a) • C(b), implica a « b, aleshores o bé C(0) • $ 

0 bé existeix d€A, C(0) = {d} 

En efecte: 

Si c(0) jí 0 i a,b€C(ft)f aleshoers C(a) - C(^) = C(b), per tant a » b. 

Això demostra que C(0) només conté a un element 

I.3.2 

Sigui (A,V,A) un reticle i (A,c) una lògica abstracta 
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Proposició I.11 -

SÍ Y . C « C ) C 7 i G és imitan, aleshores la classe 

dels tancats irreductibles separat els elements de A 

En efecte: 

La demostració és immediata, ja. que per tot a ei A, ?(a) » C(a) 

TOOREMA I 9 -

Si C és finitari i ^(CjCCF., aleshores per tot a,bíA, 

C(a) • C(b), implica a • b si, i només si, ^(c) = 1* 

En efecte: 

Si » y és clar que per la Proposició anterior, i la I 9 » 

C(a) » c(b) implica a » b 

Suposem que C(a) « C(b), implica a = b Per demostrar ^.C^(c), segons 

el Teorema 1.6, només cal veure que c(a) = P(a) 

- F(a)cc(a), 3a que ^ ( C ) Ç ^ 

- si beC(a), C(a) = C(a,b) = C(aAb) , per tant a Ab « a, això és 

b* a. D'on b 6?(a). Això demostra que C(a) CF(a) 

Corl lari -

Si C és finitari i no hi ha cap base de ^(c) 

que separi els elements de A 
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II. SIS-i'liKaia DEDUCTIUS « DEDUCCltf I ESTRUCTURES IMPLICATIYES 

II.l. Sistemes deductius i deducció 

Amb les notacions adoptades en els preliminars, considerem (A, ), 

D€«£>, K i ¿0 
* D D 

II.1 1 

Definició II 1 -

Diem que D és un sistema deductiu de tipus 1 (s d t-1 ) 

si compleix 

s d.t-1 1 - Per tot aeA, a aeD 

s d t-1 2 - Per tot a€A, dcD, a deD 

s d.t-1 3 - Per tot a,b,c£A, a (b c)éD i a b €D, 

impliquen a c€D 

Es clar que si D ês un s d t-1 , D / $>per s d t-1 1 A més satisfà 

les segments propietats 

Propietat 1 -

La relació definida en A pers 

a ̂  b si, i només si, a.b£D 
D 

és relació de pre-ordre 

En efecte 
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1.- és reflexiva per s d t-l 1 

2 - Si aTjeL i b CÍD, aleshores, per s d t-l 2 , a (b c)éD, i 

per s d t-l 3 a c c D Per tant és transitiva 

- ni 

Per tal d'abreujar l'escriptura, farem a b - a (a b) , per tot 

n n> 1 

Propietat 2 -

Per tot a,b€Â i tot n e 3ï , aD bé D si, i només si, 

a.be D 

En efecte 

Si a.b-eD per s d.t-l 2. tenim que per tot n ¿ I , a° b gD 

El directe el demostrem per inducció: 
- si n = 1, és obvi 

n H 
- Suposem-ho cert per un n é U , n>l, aleshores si a beD, tenim 

n—1 

a.(a.(a b)) 6 D, i com que a.aéD, de s d t-l 3* resulta que 

a.(a ,b)e D , és a dir a bé D i per hipòtesi d'inducció a béD 

Definició II 2 -

Direm que (A, ,C) satisfà el principi de la deducció 

de tipus 1 (p d t-l )quan: 

p d.t-l,- per tot a,beA , a beC(^) si, i només si, 

be C(a) 

EL p.d.t-1 no és sm5 el p d.T per a singletons, aixî,si (A,.,C) 

satisfà p.d.T., satisfà també p d t-l 
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Si (A, ,C) Batisfà el p.d.t-1 , aleshores compleix les següents 

propietats: 

Propietat 3 -

/ i 
la efecte: 

is obvi, ja que per tot aeA, aeC(a) i per tant a acC(^) 

Propietat 4 -

C(JZf) € J9 

En efecte: 

Si a, a b£C(jt), aleshores b<sC(a) • C(ff) 

TEOREMA II.1 -

Donat D e £> , 

(A, ,3^) satisfà p d t-1. si, i només si,D és un s d t-1 

En efecte 

Suposem que (A, satisfà p d t-1 , aleshores: 

1 - aeK^(a), implica a.aeX^íO « D 

2— Si aeA, i d€D - ̂ ($0» tenim d é ^ a ) , per tant a d e ^ ) - D 

3.- Si a.("b c)<£ D i a beD, aleshores h c e ^ a ) i b eKjj(a) i 

com que KD(a)£ <©DÇ<©, tenim céK^a) i a c€D 

Suposem que D és s d.t-1 Si a€ A, considerem el conjunt: 

D(a) » [b€A / a K D ) , 

veurem que 5(a) • ^(a) 
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1 - 5(a)c c¿) , ja que ai ce5(a) i c be 5(a), aleshores a c c D 

a (c b)eD, i per s 4 t-1 3, abíD, per tant b<£ 55(a) 

2 - a 6 5(a), ja que a agD 

3 - DÍaJeo^, ja aue per tot d£D, a d€D, i tenim d€.5(a) 

4 - Si D* oSíjj, i a€ D*, aleshores 5(a) ÇD', ja que si he 5(a), 

aleshores a beDÇD* x a£D*, d'on beD* 

Aixi dones 5(a) = KD(a), aleshores beK^ía) si, i només si, b£ü(a), 

que per definició equival a a b € D 

A continuació estudiem la relació que hi ha entre el fet que ,C) 

satisfaci el p d t-1 i el fet que C(ĵ ) sigui s d t-1 Cal observar 

que, d'antuvi, la propietat 3 garanteix que C(ç!) / $ 

Proposició II 1 -

Si (A, ,C) satisfà p d t-1 , aleshores 

C(^) és s d t-1 si, i només si, per tot a eA 

C * KC(0)(a) 

En efecte 

Per hipòtesi bec(a) si, i només si, a b£C(0)j a més , per la 

propietat 4, C(0) - Pel Teorema II 1 que C(0) sigui 

s d t-1 equival a que (A, ,K c^) satisfaci el p d t-1 , això és, 

a si, i només si, b€K c^(a), i això eouival a que 

c ( a ) 3 Kc(|*)(a) 

Proposició II 2 -

Si C(0) és s d t-1, aleshores 

(A, ,C) satsisfà p d t-1 si, i només si, per t* ae A 
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En efectet 

El Teorema II.1 ens diu que (A, ) satisfà el p d t-1 

Aix£ donos (A, ,c) satisfà el p.d t-1 si, i només si, 

b€C(a) si, i només si, a be » si» * només si, 

Això ens diu que per cada aeA, C(a) » K_//A(a) 
— CW) 

Corol·lari -

Si per tot aeA, C(a) = K c^(a), aleshores 

(A, ,C) satisfà el p d.t-1 si, i només si, C(ji) 

és s d t-1 

El Teorema II 1 fa patent que tot s d c és un s d.t-1 

En la Propietat II.1 hem vist que tot s d t-1 indueix om pre-ordre, 

però, en general, la relació d'equvalànciaasociada no és pas compatible 

amb l'operació 

Definició II 3 -

Sigui Dtty direm que D és trn s d t-1 * quan 

s d t-1 * 1 - D és s d t-1 

s.d t-1* 2 - La relació de pre-ordre definida per D 

és compat.ble amb l'operació 
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II.1.2. 

la la seva Tesi Doctoral J Pla defineix els sistemes deductius 

completas 

Definició II 4.-

Sigui D£<$, direm que D és un sistema deductiu complet 

(s.d.co )quan: 

s d.co.l - Per tot a,b£A, a aéD 

s.d.co 2 -Per tot acA, d «D, a d€D 

s d.co 3 - Per tot a, b,c€A, 

(a b) ((c a) (c b))€ D 

s d.co 4 - Per tot a,b,c€A, 

(a (b.c)) (b (a.c)) ç D 

és clor que s d co 1 implica que tot s d co és no buit 

Si D és un s d co. satisfà les seients propietats» 

Propietats» (J. Pla (12)) 

1.- La relaciaCdefinida en A per 

a^jb si, i només si, a b €D 

és on pra-ordre 

2.- La relació d*equivalència (= D) induïda pel 

pre-ordre és compatible amb l'operació 

3.- a b a, per tot a,béA 
D 

4.- Si a 4 b i ceA, aleshores c z.4 c b, per tot a,b*A 
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5.- a-fc-jj (c.a) (c "b), per tot a,b,ccA 

6— a.b é- (b.c)^a o) , per tot a,b,c€A 

7.- (a.b) (a.c) ̂ Da.(b c), per tot a,b,c «A 

8— a b) b , per tot a,b eA 

9»- a.b = b per tot b 6A, si 5 x només si, aeD 

Propietat 5«-

Per tot a,b,c € A i tot n e u , 

a.(bn o) Sjjbn (a.c) 

En efecte: 

La demostració es fa per xnducaó 

La prq¿etat és certa per n » 1, en vxrtut de s d co 4: 

Suposem que és oerta per n>l, aleshores 

».(b04,1 c) Sj)a.(b (b
n c)) Sj)b (a (b

n c)) ^ 

5])b (b
n (a c)) ̂ b 1* 1 (a c). 

Obsevem que en la segona equivalència és essencial la compatibxlxtat 

de la relació amb l'operació. 

ÉB obvi que tot s.d.c és s d.co. però el recíproc ,en general, és 

fals (cf. apdndix Ex. 3) També es pot veure que hx ha s d co 

que no són s d.t-1., aixlcoms d.t-1 que no són s.d co (cf Apèndix Ex.l) 

J. Pla (op oit.) estudia quin tipus de principi de la deducció satisfan 

•ls s.d.oo., i demostra« 
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TEOREMA II.2 - (j Pla (l2)) 

Si D és un s d co , aleshores per tot a,heA i tot XÇA 

On n depèn de a,h i de 

El recíproc en general no és cert (J Plà op.cit.). 

Estudiarem els sistemes deductius que carecteritzen aquest principi 

de la deducció. 

Definició II.5.-

Sigui (A,.,C), direm que satisfà el principi de la 

deducció fehle ( p d f ) quan: 

Per tot a,h€A, i tot XÇA, 

heC(X,a) si, i només si, existeix nc ÏT\(0js tal que 

a11 h€C(X). 

En la definició n depèn de a, h i de C ( x ) , en tot el tgjball ho suposarem 

així i en cas contrari ho especificarem 

TEOREMAII.3.-

Suposem C finitari, aleshores: 

(A,.,C) satisfà p.d.f. si, i només si, per tot F finit, 

F a — * e s se8&ents condicions són 

equivalents: 

h€Kjj(x,a) si, i només si, existeix un ne 3ï\|í?j; 

1— h€C(F) 

2.- existeixen k^,...»k^e Ityo} , talsque 
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^ (b** .( . b) .)>€C<fl 

3— Per tota permutació z e jj , existeixen h ^ h ^ 

^(»f1^!0}» tais que 

Bn efectet 

Si (A,.,6) satisfà p d.f , aleshores : 

1. si, i només si, 2* Pertot he A i tot P a ^ , ^ , ,baj 

b e c ( V .,hn)»c 

si, i només si, existeix îĉ e Hv[0|, tal que 

b k h b e c ( b , , . ,b , ) 

n 1' * n-1' 

i reiterantel procés obtenim k^kg, ,kn£ tais que 

b*\(b*\(...(b*n b) . ) ) £ C ( J 2 F ) 

l.si, i només si, 3** en el raonament anterior l'ordre dels subíndexs 

és arbitrari, ara bé els exponents que van apareixent depenen de 

1'ordre. 

Recíprocament, les equivalències impliquen que (A, ,C) satisfà 

el p.d.f.t 

- Si X a aleshores bcC(^,a) si, i només si, existeix un cert 

n £ Il·ÍÒ}, que aa b e C(0). 

- Si X / jf, aleshores bcC(X,a) si, i només si, b€C(F), on F 

F és finit iPÇXU[a} 
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Podem suposar sempre, sense perdre generalitat, que 

ae P, ja que en cas contrari agafem FU{a}en lloc 

de F. 

Així doncs be C(b_ ,b_, ..,1a ,a), i per 2 
1 2 n 

equival a que existeixin k_,k ,...,k f,€®\fo|-> tais que 
1 2 Bl·l l J 

b*\( (a^b)) )€C(J2Í), 

si, i només si, ak°*'beC(b,, ,b ) ç c ( x ) . 

1 n 

Proposició II.3 -

Si (A, ,C) satisfà p.d f i C és finitari, aleshores 

1 - C(0)£O£) 

2.. £(c) - o8 c ( Ñ 

En efectet 

1.- Suposem que a i a.b€C(j¿), aleshores C(0) » C(a) i b€C(0) 

2 — Sigui T£ £(C), aleshores C(jÍ)ÇT 

A més TCOQ ja que si a,a b£T aleshores b£C(T,a) « C(t) » T 

D*altra "banda, si considerem aeC(D), sabem que exis-

teix P « ib ,b ,...,b \ C D tal que a£C(P), això és existeixen 

1 2 B' 

..,ka€»x{0] s que b^ .(bg\(...(b^.b) . ) k ^ ) ç D , 

per m p. reiterat aeD, per tant C(D) = D i De 

Definició II.6.-

Sigui (A,.), De <€) Diem que D és un sistema deductiu 

feble (s d f ) quan* 
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s.d f.l - Per tot a,beA, existeixen k,réB\(Oj, tais que 

ak ("b1* a)eD 

s d.f 2 - Per tot a, b, c eA, i per tot ^eH^Oj, 

existeixen s,m,r eButais que 

(a^b^c)) 8 ((a* b)m (ar c))£D. 

Es olar que si D és s d f , D / ja que per tot aéA, existeixen 

k,relïv|0},a aeD 

TEOHEMA II 4 -

Sigui (A, ), D € cOt aleshores 

(A,.,K^) satisfà el p d f si, i només si, D ês un 

s.d.f 

En efecte: 

Si (A, jKp)satisfà el p d f , aleshores: 

1.- Com que aeK^a,b) qualsevol que sigui he A, existeixen k,réïf\j^ 

tais que ak (hr a)e D 

2.- En primer lloc veiem que per tot a,h,c e A i tot <Xt ß , fi" € IT\{0} 

céKjjCa^.b, a** (b*3 c), a) - D% (l) 

clar que a, a^ b f D' i per m p reiterat be D*, aleshores 

a, b, a** (b-^ c)e D* i,per m p reiterat,c €D* 

(l) és equivalent a que existeixin r,s,telïH0} que 

(a^o/c)) r ((ay.b)S.(at c))<ED 

Recíprocament Veiem que si D és un s.d.f , aleshores donats D w£ Û© 

i aé A, D* - {be A/ existeix n eïT\{0} que an b eD"}« K^D'^a) 
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a— 3>*Caíi?, ja que si c£D* i c bé D*, aleshores existeixen n,m€2í^0j 

tais que áA.C eD" i am (c.b) eD" i per s d f 2—, tenim: 

(am (c.b))r.((an c)s (at b))eD» 

per certs r,s,t de ü^per m p reiterat a* b <=D", d'on Ta^D* 

b — D't D* i aeD*, ja que 

. kí»p le 
- existeixen k,r e JT^J ? que a aeDsB", per tant aeD 

- si existeixen k,r€ I T q u e bk(ar b) € D ÇD*5, i per 

r le 
ffl.p. reiterat a .beD", i per tant b€D 

Si particular DÇ D*, i D*C ot)̂  

c— Si T^oÖJJ, ae T i D WCT, aleshores 

4s n 
per tot b€D , existeix ne IT^O}, que a b e D t T i per m.p 

reiterat beT D'on D*ç T 
£ 

A ixi doncs D = I hem obtingut una caracterització dels 

elements de K^D"; a) t 

b€K^(DM,a) si, i només si, existeix n eU\{0jj que a11 b€D", 

per tot a,b€A i tot DM£c® • 

Si fem D'*« K Q O O obtenim la demostració del Teorema 

Corol.lari 1,-

Si (A,«,C) satisfà p d f i C és finitari, aleshores 

C(0) és s d f 

Corol lari 2.-
Si C(0) és s d t-1. i C és finitari, 

(A, ,C) satisfà en p.d.f. si, i només si, <£(c) moS1^^ 
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Corol.lari 3.-

Tot s d.co és s d f 

El recíproc del Corol.lari 3. , en general, no és cert (cf Apèndix 

Ex.2. ) 

La relació entre certs tipus de s.d f i els s d c ve donada per 

TEOREMA II.5 -

Sigui D s d.f tal que per tot a,b,c €A, i tot r,s¿lí\|o} 

ar.(b8 c) ç D, implica bS (ar.c)€ D, 

aleshores D és s.d.c. si, i només si, D és s d.t-1 

En efecte: 

És clar que tot s.d.c. és s d t-1 

Suposem que D és s d t-1 La condició que hem imposat es generalitza 

per inducció: 

k k ko 

per tot a^,.. ,aa>beA, si (a2* ( ,(an b) .))€D 

aleshores* 

per tot k^,.. ̂ c^ e IT'̂ jfcota permutació í^^f i to* nélT^ü} 

Fer demostrar que D és clàssic veiem que (A, satisfà p d T 

Sigui X ÇA, i a,b €A: 

Si X / - si a.beKjjCx), aleshores b€K3J(X,a) per ésser D s.d.f. 

- s i b€KD(X,a), aleshores existeix n € IT^O} que a
n.b£KD(X), 

això implica que existeix P » [b^,. »b^Ç-X, tal que 

aIlb€K])([b1, 
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0 equivalentment, existeixen k^, ,kr^ ̂ [o} que 

.(bk,\(aa.b)). •) € D 

1 per la condició imposada 

an.(^.( (b^b) ))€D 

oom que D és s d t-1 ,per la propietat 2. 

a.(bk" ( (b^ b) ))€D 

i finalment 

(b^(ab)).. )«D 

que implioa 

a.beKjjC^, ..»b^CK^X) 

Si X » a.b€D si, i només si, beK^(a) , ja que D és s d t-1 

El Teorema anterior generalitza el següent resultat: 

Corol lari - (J Pla(U)) 

D és s.d.c si, i només si, D és s d.co. i s.d.t-1 

En efecte: 

El directe és trivial. 

El recíproc és cert ja que si D és s d.co ,satisfà les hipòtesis 

del Teorema anterior. 

A l'hora de pretendre obtenir estructures deductive»- algebràiques 

els s.d.f. no ens van bé, piux no són pre-ordenadors (en el sentit 

dels Teoremes 0.10 i 0.11 » i Propietat 1 ). Per tal d'obtenir 
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pre-ordre, compatibilitat de la relació d'equivalència induïda amb , 

i que D sigui la classe màxima en el quocient, necessitem definir un 

nou tipus de s d f. 

Definició II 7 -

Sigui (A, ), D€e£> Diem que D és s d f quan 

s d.f D ês s.d f 

s d.f*2 - Per tot aeA, a acA 
* 

s d.f 3 - Per tot a,b,ceA, a b€D i b céD, impliquen 

a c £D 

s.d.f*4 - Per tot d£D, ** a€A, a d€ D 

s d f*5 - La relació d'equivalència definida per* 

a si» i només si, a b€.D i b a€D, 

és congruència 

En la definició anterior, de 1,2 x 3 se'n dedueix que la relació 

definida per D és d'equivalència També és clar que tot s d so és 

s.d.f*, peró el recíproc no és, en general, oert (cf Apèndix Ex 2) 

II.2.- Algebres implicatives i deducció 

En aquest paràgraf estudiem certs tipus d'àlgebres implicatives, 

l'interés de les quals radica en el fet d'obtenir-se per quocient 

mòdul els sistemes deductius estudiats en el paràgraf II 1 
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També donem la relaoiâ que existeix entre les àlgebres implicatives 

obtingudes i els principis de la deducció 

Considerem (A, ), E , D£c8, ̂  tal com hem convingut en els 

urelimmars 

II.2.1 

TEOREMA II.6.-

Digui D s.d t-1 , aleshores (A/D, JO) satisfà: 

1.- Per tot dcD, d « D 

2 - Per tot a éA, a a = D 

3 - Per tot a,b€A, a.b » D i b a • D, impliquen 

a « b 

4*- Per tot ae A, a D » D 

5 — Per tot a,b,c £A , si â.(b.c) • D i a.b » D, 

aleshores a.o » D 

6 - (A/D,.,D) és un àlgebra implicativa 

a, T5, c representen les classes d'equivalència 

de representanta,b,c,respectivament, per la relació 

d'equivalència definida per D, i A/D el seu conjunt 

quocient 

En efecte: 

Recordem que si D és un s d t-1 * la relació d'equivalència de-

finida per D és congruència 
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1 - donat que D satisfà m.p , i per tot a eA, i tot de D, a de D, 

aleshores (cf. J.Plà op cit ) I » D 

2.- ja que per tot aeA, a aeD 

3*- en virtud de la mateixa definició de á. 

4*~ ja que a ! » a.D i a de D, d'on a.d = D 

5— ja que D és s.d.t-1. 

6.- la relació ä - b si, i només si, a é^b és una relació d'ordre, 

i per 4* D és l'element màxim en A/D ja que , per 1 , D CA/D 

Definició II.8 -

Diem que (A, ,U) és un àlgebra dUtipus 1 (a d-1-1 ) 

quan 

a d-t-1.1.- Per tot a eA, a.u » u 

a.d-1-1 2 - Per tot aeA, a a « u 

a d-1-1 3 - Per tot a^beA^a b • b a • u, impliquen 

a « b 

a d-1-1 4 - Per tot a,b,c ¿A, a (b.c) a u i a b a u, 

impliquen a c a u 

Preposició II.4«-

Tota àlgebra cUtipus 1, és àlgebra. ímplicativa 

La demostració és trivial 

Hi hsL àlgebres implicatives que no són àlgebres d-tipus 1 (cf Apèndix 

B* 3 ). 
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TEOREMA II 7 -

Signi (A, ,u) a i , aleshores* 

(A, ,U) ês a d-t-1 si, i només si, [uj és s d t-1 

En efecte: 

Si (A,.,ti) és a d-t-1, per a d-t-1 1, a d-t-1 2,a d-t-1 4,{u}ôs 

s.d t-1 

Recíprocament, si {u} és s.d.t-1 es compleixen a.d-1-1,1, a d»t-L2, 

a.d»t-1.4, i com que (A,.,U) és a.i tenim a.d-t-1 3 

CoroU.ari 1 -

Si (A, ,U) ês a i , albores: 

(A, ,U) ês a d-t-1 si, i només si, (A, ,K ) satisfà 
o 

p.d t-1 

Corol.lari 2 -

Si (A,.,u) és a de H , aleshores (A, ,a) és a d-t-1 

Hi ha àlgqbres d-tipuâ 1 que no s6n àlgebres de Hilbert (cf Apèn-

dix Ex. 1 ) 

II.2.2. 

En aquest apartat estudiem les àlgebres implicati ves que hom obté 

al fer quocient amb un s d co 

TBORBtA II.8.-

Sigui (A, ), De<£), D s d.co , aleshores (A/D, ,d) 

compleix! 
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1 - Per tot de D, d = D 

2 - Per tot aeA, â â » D 

3 - Per tot a,b €A, 1 b » D i ï ä = B, impliquen â = b 

4 - Per tot a € A, i tot de D, ä d » D 

5 - Per tot a,b,c e A, ä (b c) = b (a c) 

6 - Per tot a,b,c€A, (ä b) ((c a) (c.b)) = D 

7 - (A/D, »D) ês a i 

— a, b, c designen les classes de representants 

a, b, c i d,respectivament, donades per la relació 

d'equivalència definida per D 

En efecte 

Les demostracions de 1,2,3,4,6,7 són anàleg« a les del Teorema II 6 

5 surt de que, en ésser D s d.co , per tot a,b,c eA, 

a.(b c) 4: b (a c) 

i per simetria, i per la compatibilitat de la relació amb l'operaciót 

a (b c) = b (a c) 

Definició II «8— 

(A,.,U) és àlgebra d-completa (a d-co ) sit 

a.d-co.l - Per tot AÉA, a a a U 

s d-co 2»- Per tot a,b€A, a.b a u i b a = u,impliquen a = b 

a d-co. 3.- Per tot aeA, a.u » u 

a.d-co^.- Per tot a, b, c€A, a.(b.c) » b.(a c) 

a.d-co.5.- Per tot a, b, ce A, (a.b) ((c.a) (c b)) a u 
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Proposició II.5.-

Si (A, ,u) és a.dUco.» aleshores és a.i 

En efecte: 

Cal veure que la relació : aá-h sit i només si, a.h » u , ês d'ordre 

i que u n'és l'element màxim 

1.— a.cUco 1. ens dóna la reflexiva 

2.- a.cUco 2. ens dóna l'antisimàtrica 

3.- S i a b » u i b c » u , aleshores per a.cUco5 , tenim 

(h.c) ((a.h) (a c)) » u "»per a cUco 3 

((a.h) (a c)).(h.o) » uj 

aplicant a d-co.2 

(a.h).(a.c) « b.c » n 

però per a.d~co.3 i per hipòtesi 

(a.c) (a.h) » u 

d'on a.c » a.h s a 

4«- Per a d-co3 u és el màxim . 

Propietats.-

Si (A,.,U) ês a.d-co , satisfà 

1 - Per tot a,he A, a ("b a) = u 

2 - Per tot a,h,c € A, a ¿h c si, i només si, h ¿ a c 

3 - Per tot a,b,c fi A, (a h) ((h c) (a c)) » u 

4*- Per tot a,b,ceA, a<b, implica c a^c.b i 

h c£ a c * 
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5 - Per tot a,b,ceA, a bí(c a) (o b) 

6.- a.b • b per tot bé A, si, i només si, a s a 

7 - Per tot a,b,c e A i per tot n eW , n 

a.(ba.c) m bn.(a.o) 

En efecte* 

1.- ja que u « b.u a b,(a.a) s a.(b a) 

2.— és immediat apart ir de a.dr»co4* 

3*— per a.d-co 5* i a»d-co.4., temmt 

u » (b.c) ((a.b).(a.c)) > (a.b).((b.c) (a.c)) 

4.- a ̂ b,implica a.b » u i aleshores per a.d-co.5» a.d-co.3, i 

a.d-co.2. (c.a).(c.b) » u , aizä és c.a^c.b; 

d*altra banda, per la propietat 3 , a.d-co 3* i a.d-co 2 

a¿b, implica (b c).(a.c) a u i aleshores b c¿a c 

5 — és immediat de a.d*co*5* 

6.- si a a u , aleshores, per la propietat 1,1) íu b i 

u.((u.b).b) « (u b) (u b) a u , 

per tant (u.b) b a u, d'on u.b » b j 

si a b a b, per tot b £A, fent ba a, a a » a = u 

7*- per inducoi6i 

- n a 1 és a cUco 4* 

- si Tal per tot k¿n, aleshores 

a.Cb^.c) - a.(bB (b.a)) - bn (a (b.c)) - bn (b.(a c)) a 

- b^.ia-c) 
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TEOREMA II 9 -

Si (A,.,ti) ( s a i , les següents condicions són 

equivalents: 

(1) (A,.,u) és a.cUco. 

(2) Pep tot D e <£) , D és s.d.co. 
o 

(3) {u} és s.d.co. 

En efecte: 

(1) implica (2), Gom que tot D e«9 conté u, aleshores D 
o 

satisfà a.d*.col, a.cUco.3, a cUco.5. i a més per tot de D 

a «A, d ¿-a.d, tenim que a.d I) 

(2) implica (3) és obvi. 

(3) implica (l), A/{u} = A I en virtud del Teorema II 8 , 

(A,.,U) és a.d-co. 

Corol.lari.-

Sigui (A,.,U) a d-oc^aleshores (A, ,K ) satisfà 
o 

p. d« f. 

Les propietats dels s.d.co* ens permeten d'afirmar que tota àlgebra 

de Hilbert és àlgebra d-completa. El recíproc,però^és fals(cf Apèn. 

TEOREMA 11.10.-

Si (A, ,U) és a.dUco , aleshores 

(A,.,U) és a. de H. si, i només si, és a.cUt-1. 
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En efecte* 

Sabem que (A,.,u) ês a. de H si, x només si, (u^ês s d c 

Are bê, si {u} és s.d co pel corol larx del Teorema II 5 , 

la condició necessària i sufxcient per que sigui s d c és que sxgui 

s*d.t-1., això és que (A, ,u) sxgui a.d*>t-l. 

II.2 3. 

El tercer tipus de sistemes deductius que obtenxem, en el paràgraf 

II·l, éren els s d.f., i per tal de poder obtenxr quocxent x one 

aquest sigui àlgebra xmplxcatxva defxnxem els s d f 

TEOREMA II 11 -

Si 0 és s.d.f*. de (A,.), aleshores (a/D,.,D) complexx* 

1.- Per tot de D, d. » D 

2.- Per tot aeA, a.â a D 

3«- Per tot a,b,c eA, ä.'B = D i c = D, impliquen 

Â . C A D . 

4 - Per tot a.b £A, â î » D i í I » D, implxquen 

a A U 

5.- Per tot aeA, â.D a D 

6.- Per tot a,b eA, existeixen n,m elf 3 n>l, m^l, 

tals que äa.(bm a) = D 

7 — Per tot a,b,c€A i per tot * 1, 

existeixen r,s,t e 'S , r,s,t>,l, tal s que 

c))r ((lV&)S (â* c)) a D 
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8— (A/D,.,B) ês a.i. 

a, h, c designen les classes de representants 

a,h,c i d, respectivament, donades per la relació 

d* equivalència definida per D 

En efecte: 

g 

Com que D ôs s d.f , aleshores la relació d'equivalència : 

a si, i només si, a heD i h.aeD , ês congruència A més 

1 — puix que D ês s.d.f* i satisfà m p. 

2.— per s.d.f* 1 i s.d f*. 2 

3— per s d.f*.3. il. 

4 — per la mateixa definició de = ̂  

5 — per s.d.f*.4 il. £ 

6.- per s.d.f « I i i 

7— per s.d.f*.2 i 1 

8.- és evident després de 1, 2, 3, 4» i 5* 

Definició II 9 -

Diem que (A, ,u) és àlgebra dUfehle (a.cUf )si: 

a.cUf.l— Per tot aeA, a.a « u 

a.^.f.2.- Per tot a,h 6 A, a h = u i h a » u , impliquen 

a • h 

a.cUf.3.- Per tot a,h,c éA, a.h « u i h.c « u, impli-

quen a.o « u. 

a.i~f.4.- Per tot aeA, a.u « u. 
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a.d-f.5»- Per tot a,beA, existeixen n,m e B , n^l, 

IB^I, tals aue an (bm a) » u 

a.d-f.6.- Per tot a,b,ceA, i tot * , p tfe® »«x'̂ l, 

1, existeixen r,s,teX; r>l,s>l 

t ̂  1, tais que 

(a* (b<* o))r ((ar b)a.(at o)) » u. 

Es olar que tota a d-f és a i que satisfà a d-f 5, i a d-f 6 

TEOREMA 11.12»-

Si (A, ,U) és a.X , les segments condicions són equi-

valents: 

(1) (A, ,U) ês a d-f 

(2) /u} és s d.f 

(3) Tot De o© , és s d f. o 

En efecte: 

(1) si, i només si, (2), en virtud de a.d~f 5» a d-f 6, a.d-f.l i 

a.d-f.2. 

(2) si, i només si,(3), és obvi. 

Corol.lari 1 -

Si (A, ,U) és a.i., aleshores: 

(A,.,u) és a d-f si , i només si, (A, ,K ) satisfà 

p.d.f 

Corel lari 2.-

Tota a cuco és a d-f 
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El reoíproc del Corol lari anterior és fals (of Apèndix Ex 2) 

Proposició II.6 -

Signi (A, ,u) a. i i C m operador conseqüència 

definit en A finitari 

Si (A, ,C) satisfà p d f , aleshores 

1.- £(C) Ç c© 

2«~ )f(c) si, i només sx, C(0) - {u} 

En efeote 

1.- La proposició II 3 ens din que %(G) » CAL VEURE 

que per tot T 6 $(C),ueT Però per tot a£A, existeix n ^ H 

n>l, tal que áa a €C(jrf), i com que a a • u » a u, tenim 

a11, a =»u.£C(0) ç T 

2 — Si fê(c) » <€> , aleshores C(0) -fu] 
o 

Recíprocament, sabem que |£(c) Sigui D e £) Cal veure 

que C(d) » D, Si b€C(D), existeixen b , ..jb^eD, tala que 

existeixen ,. . ,k€ Jf\ {0} 5<• 

.< 1») . -{u}çD 

per m.p. reiterat^beD 

TEOREMA 11.13— 

Si (A,.,u) és a.¿-f, tal que per tot a,b,ccA 

i tot r,s€®\satisfà» 

a (b .c) » u si, i només si, b' *.(ar c) - u, 

aleshores: 
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aleshores: 

(A,.,U) és a. de H si, i només si, és a d-t-1 

En efecte: 

Donat que en tota a. de H. ¿ujSs 8 d o , pel Corol lari 3 del 

Teorema II.4 {vi és rm s.d f , i pel Teorema II 5 és s d t-lj 

el TEorema 11,7 acaba la demostració en un sentit 

Si (A,.,U) és a.d-t-1, aleshores {U} és s d.t-l, per tant pel 

Teorema II.5, |u} és s.d.c. i (A,.,u) és a. de H. 

II•3 Àlgebres d-completes i operacions reticulars. 

En aquest paràgraf estudiem les àlgebres d-completes en les que 

l'ordre indult dóna lloc a «na estructura reticular 

II.3.1. 

Considerem (A,.,v,u) i (A,.,v,A,u) segons el conveni adoptat en 

els preliminars. 

Definició 11.10.-

Diem que (A, ,V,U) és un supr^-reticle cUcomplet 

(s-r d-co.) si: 

s-r d-co 1.- (A, ,U) és a.d-co 

9-r^d-co 2 - (A,v) és un supra-reticle 

s-r.d-co.3.- Per tot a,bcA, avb » a si,i noméé 

si, b.a » u 
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Ss clar j de s-r d-co 3 » que l'estructura supra-reticular dona 

el mateix ordre que l'estructura implicative, a més tot s-r d-co 

és s-r.i. 

Definició II 11.-

Diem que (A,V,A, ,U) és reticle d-complet (r d-co ) 

quant 

r.cUco.l - (A,.,u) és a d-co. 

r d-co 2 — (A,V,A) és reticle 

r d-co.3 - Per tot a,b€A, avb = b si, i només si, 

a b s u 

Es clar que tot r.ä-co és s-r d-co, i a més,és r i 

Si (A,.,v,/\,u) és un r d-co.,satisfà les segments propietats. 

Propietats -

1 - Per tot a,b£A, aA(b a) « a 

2 - Per tot a,b€A, aAb^aA(a.b) 

3»- Per tot a,b,céA, a.(bAc)¿(a b)A(a c) 

4.- Per tot a,b,céA, (avb) c » (a c)A(b c) 

En efectex 

1.— ja que a ¿b.a 

2.- com que b¿a b, aAb¿a/v(a.b) 

3— en un reticle tenim b AC ác i bACíb, per tant per lee propie-

tats de les a.d-co tenim a (bAc)éa.b i a (bAc) ¿a c, 

aleshores a.(b AC) ¿ a b Aa.c 
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4«- per un raonament semblant a la propietat 3 tenim: 

(avb) c¿(a.c)A (b c) , 

d'altra banda si t^(a c)A(b c), aleshores t^a c i téb c, 

per a.d.00 3, tenim a^t c i b^-t c, per tant avb^t o, 

d'on t^(atfb) c«sifem t » (a C)A (fc c), aleshores 

(a.c)>\ (b c)é (avb) c , d'on s'obté l&igualtat 

Tot r de H. és un r cUco i, per tantj tota a. de Ht és un r d-co 

Proposició II 7 -

Sigui (A, ,V, ,U) r cUco , aleshores 

(A, 03 a. de Ht si, i només si, compleix 

per tot a,b,c £ A: - a^(ab) ® a b 

- a (bAc) » (a.b)A(a.c) 

En efecte: 

Teure Teorema 0 21 

En l'apèndix , Ex 3 , hom trobarà un exemple de r d-co que no és 

pas r• de H i per tant no és pes a. de Ht 

II.3 2. 

Imposant certes restriccions en un a de H (cf Rasiowa (l8), i 

preliminars Definició 0 19 i Teorema 0 18) podem obtenir un supra-

reticle En aquest apartat estudiem quines condicions cal imposar 

a un a.d-co , per tal que sigui un supra-reticle dUoomplet 
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En les àlgebres de Hilbert, la condició per tal que sigui un supr-reticle 

de Hilbert que dóna Abbott(cf Rasiowa(l8)) és equivalent a la condició 

que dóna Saies(cf F A Saies(25) J Pla(l3)) In tm àlgebra d-completa 

aquesta equivalència no es satisfà 

Proposició II 8 -

SI (A,.,U) és a.d-co , aleshores 

Per tot a,b€A, (a.b).a » a, implica (a b).b » (b a) a 

En efectet 

Cal utilitzar la propietat 3 de les a d-co 

(ab) b é (b a) ((a.b) a) - (b a) a 

i, per simetria, obtenim la igualtat desitjada 

El recíproc ós fals (cf Apèndix Ex.4) 

Proposició II 9 -

Si (A, ,U) ÓS a d-co tal que, per tot a,b€A, (ab) a » a, 

aleshores (A, ,u) ês a de A i per tant a de H 

En efectet (*) 

Cal veure que és a. de H 

2 

1.- Per tot a,b€A, a.b » a b 

- a.b^a^ b val sempre 
(ï) 

La segona part de la demostració és supèrflua ja que, de 1 es esgaeix 

qms (A,.,u) és a. cUt-1 i pel Teorema 11.10 és a deH La donem amb l'única 

finalitat de presentar una demostració directa , a partir de (a b) a = 

de l'axioma que dóna la diferència essencial entre les a.d-co i les a de H 
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- *a proposició II 8 ens diu que (a2.!)) (a "b) » (a. (a b)) (ab) = 

» ((a.b).a) a » a.a » uj 

2.« per tot a,b,ccA, tenim a.(b.c) » (a.b) (a.c) 

- a.(b c)> (a.b).(a.c) val sempre 

- a.(b c) ¿-a((a b) (a c)) = (a b) (a (a.c) - (a b) (a c) 

T aOREMAII.U.-

Si (A, ,U) és a.d-co. tal que per tot a,beA 

(sub) b » (b.a).a , aleshores 

(A.,.,vfu)és s-r.d-co, on avb » sup (a,b) » (a.b) b 

En efecte* 

1 - avb » 3up(a,b) 

i - a v b » bva per hipòtesi 

ii.- si a¿b, per tot ceA, a c^b c, i per tant (a.c) c¿(b c) c 

és a dir avcirbvc , i per conmutativitat cva ¿ ovb 

iii.- si a¿o i aleshores 

a v b á a v c ^ c v c « (c.c).o = u c » c 

ir.- a més aé(b.a).a i b é(b.a) a 

2.- És clar que l'ordre donat pel suprem v, és el mateix que 

el de l'àlgebra implicativa. 

Definició 11.12.-

Diem que (A,.,u) és àlgebra de Sales (a. de S.) 

quan satisfà les hipòtesis del Teorema II 14» 
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a. de S 1 - (A,.,u) és a cUco 

a de S.2 - Per tot a,"be A, (a "b) b > (b.a) a 

A. Rodríguez (21)» ka obtingut les àlgebres de Sales per un altre 

mètodes feu quocient per sistemes deductius, 1 les dóna equacional-

ment. 

Despres de la Proposició II 8,és clar que tota a. de A. és a de S 

Ús conegut que tota àlgebra de Abbott que té element minim és 

àlgebra de Boole (cf. F.A. S al 03(25^ A r a veiem què es guanya en 

(* ) 

les àlgebres de Sales quan tenen element mmim Abans,però, 

veiem més propietats. 

Propietats.-

En tota a. de S (A, ,u) tenim: 

1.- Per tot a,b,c€A, (a.c).((b.c) ((avb) c)) « u 

2.- Per tot a,beA, (avb) a « b a 

En efectes 

1 — (a.c).((b.c) ((a b) b) c)) - (a.c) (((a.b) b).((b c).c))= 

- (a.c) (((a.b).b) ((c b) b)) £ (a.c).(a.c) = u 

2— ((b.a).a) a » (b a) va » b.a 

Per un tractament distint d'aquest problema veure A. Rodríguez(21^ 
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TEOREMA 11,15»-

Si (A,.,U) ês a de S amb element mínim 0, per tot 

a,b€ A, definim: 

-»a » a 0 , aAb = ~~r(~,av*b) - ̂ ((fa) fb)) Cb)) 

aleshores 

( A u ) ês r 4-co. amh negació forta de Morgan, 

això ês 

- (A,V,A, ,U) és r d-oo 

- aéb, implica ""'h ¿^a 

- T a ) = a 

-laMi) « "'a V nh 

- 7(avli) » "'a A "'h 

En efecte: 

1»- ôs negació forta: 

- si a¿b, aleshores a.0^h 0 i "̂ b ̂ a 

- a > avO a (a.O) 0 = T a). 

2.- A ês l'ínfim , donat que és negació forta i v és el suprem 

3.- La negació és de Morgan: 

- 7( a A b) A V(Tavl>)) = "'avT) 

- ""'(avb) « (avb) 0 *>\a, 0)A¡¿> 0)a "'aA^b. 

Propietats.-

Si (A,.JI,0) és a. de S amb el ement mínim, te him: 

1 - Per tot a,béA, aAb¿a>*(a b) 



2— Per tot a,b,Cí A, av(b a) « b a 

3— Per tot a,b,ceA, (avb) c » (a.c)A(b.c) 

4 — Per tot a,b,c€A, (a.c) ((b c) ((avb).c)) 

5— Per tot a,b€A, (avb). a » b a 

6 — Per tot a,b,céA, a.(bvc) » (b c) (a c) » 

« (c b) (a.b) 

7— Per tot a,b£A, a b - (b 0) (a 0) 

8.« Per tot a,b,ceA, a (bAc) » (a b)A(a.c) 

9 - Per tot a,b,c A, (a Ab) c « (b a) (b c) » 

En efecte* » (a.b) (a c) 

1» 2, 3 es satisfan ja que és r d-co 

4,5 es satisfan ja que és un a de S 

6.« a.(bvc) » a ((b c) c) » (b c) (a c) 

» a ((c b) b) = (c.b).(a b) 

7*- a.b » a.(bvO) o (b 0) (a.O), per 6. 

8 — (a .b) /N(a c) » ((b O) (a 0)) A((C O) (a.O)) » 

- ((bO)v(c O)V(aO) » ((bAc) 0) (a.O) -

• a (((bAc) o) .0) » a.(bAc) 

9 — (a Ab) c - (c 0) ((a Ab) O) » (c 0) ((a 0) v(b O)) 

- ((a.O) (b 0)) ((c.O) (b 0)) - (b a) (b c) 

Nota.» Les àlgebres de Sales amb element mínim poden donarse 

axiomàticament (cf A.Rodríguez, jseguiit l'axiomàtica que dóna 

M. Hajaberg per a les lògiques - valorades. 
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TEOREMA II 16 -

Si (A, ,u,0) és a de S amb element mínim, aleshores 

(A,V,A) ês reticle distributiu 

En efectes 

Cal veure solament (cf Szász (26)) Per tot a,b,c£A, 

av(bAc) ̂  (avb)A(avc), 

però, 

av(bAc) = (a (bAc)) (bAo) » ((a b)A(a c)) (bAc) = 

9 (((a.b) A(a c)) b) A(((a b) A (a c)) c) = 

= (((a.b) (a c)) ((a.b) b)A(((a c) a b)) ((a c) c))^ 

>((ac) c) A ((a b) b) » (avb) A (ave) 

Proposició II 10 -

Un a. de S amb element mínim, (A, ,u,0), és de Boole 

si, i només si, per tot a,be A, 

aA(a b) » aAb 

En efectes 

La prepiáai enunciada, per la proposició II 7, implica que (A, ,u,0) 

és àlgebra de Heating, doncs 1* altra condició ês la propietat 8}i 

per tant a de H que satisfà la condició: 

(ab) b » (b a) a 

per tot a,b£¿; per tant és àlgebra d'Abbott amb element mínim i 

per tant àlgebra de Boole 

El recíproc és evident 
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L'existència d'àlgebres de Salea amb mínim que no són pas àlgebres 

de Boole està garantida per l'exemple 5 de l'apèndix 

Com a conseqüència del Teorema II 16, A Rodríguez trobà, les 

següent? propietats: 

Propietats.-» (A. Rodríguez (21 )) 

Si (A, ,U,0) ós a de S amb mínim , aleshores: 

10 - a (bvc) a (a.b) v (a c) 

11.- (a/\b) c» (a c) v(b c) 

12 - (a b) v(b a) a u 

per tot a,b,c eA. 

II.3 3. 

Per a poder estudiar els sistemes deductius en supra-reticles 

d-complets ens calen les següents propietats: 

TEOREMA 11.17.-

Si (A,.,V,U) ós s-r d-co , aleshores per tot a,b,cçA, 

i tot n eH t n>l 

(avb)n c a u si, i només si, per tot r,s e K » tals 

r , s » 

que 0 ^ r , s ^ n i r + s a n , a (b c ) a u 

On a a b a u. 

Bn efecte: 

La demostració la fem per inducció 

Si a - 1, - (avb) c a u si,i només si, avbéc si, i només si, 

aíc i bí-c si, i només si, a.c a u i b.c a u 



Suposem-ho cert per k<n, n>l, 

ti nl 

- Si (avl>) c » u, tenim (avb) ((avb) c) » u, d'on per 

hipòtesi d ' inducció, per tot r,s€lT, 0 ér,s ̂ n, r4-s » n-1: J» g 
a (b .((avb).c)) » uj 

però, 

a v b ^ a i avb»b impliquen 

ar#(bS(a.o)) » u i ar (bS(b.c)) = u, 

d'on 

ar4>1 (b® c)) » u i ar (b®4,1 o) = u, 0^r,s^n-l 4̂-s - n-

- Si per tot r,s€lT, 0¿r,s^n i r+s = n tenim 

ar (bS c) » u, 

aleshores per tot <* , o^pén-l » n-1, tenim 

que 

a*4*1 c) » U i ( b ^ c) » U , 

i això implica 

a ¿ a * ( / c ) i béa0' c), 

aleshores 

Oí ß 
(avb).(a (b c)) » u, 

d'on 

»«.(b* ((avb) e)) - u, 

i per hipòtesi d'inducció 

(avb^.CíavbJ.c) « u, 

p«r tant 

( a v b)B. c 
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TEOREMA. II 18.-

Si (A, ,V,A,U) és r.d-co. tal que , per tot a,b,c eA 

a.(bAc) » (a."b) A (a.c), aleshores 

Per tot ne 1T\ {0} 5 

(avb)n c - A (ar (hS.c)) 
r. s»o 
r+s=>n 

On a a b a u » 

En efecte: 

Cal generalizar la. hipòtesi del Teoremas Per tot n£]H\[Ó^i 

tota família (aj, . . . de A 
i U i é n 

«.( Â O - Ä (o a ) 
Í - 1 i a 1 

La demostració és per inducció: 

- per n • 1 és obvi 

- si val per tot k-¿n, n>l, aleshores: 

e.( A a<> a o-((/\ O A(a )) -
i - 1 i a 1 

n - 1 
a (C.( / \ a ))A(C a ) a 

i a 1 
n - 1 

/ \ (c.a ))/v(c.a. ) a 
i a 1 

- Ä (o a ) 
i - 1 

La demostració del Teorema també és per inducció: 

- por n a l 

(a v b).c,a (a.c) A(b.c) » {a.(u c))A(u.(b c)) 



74 

si -ral per tot k¿n, n>l, aleshorest 

(avb)1*1 o . (avb) ((avb)n o) -

r - 0 
r4-s • n 

• ( a - ( r < > <a <b° ( / > i»' (»* •)))) 
r+s - a i+s • n 

- ( S s farW (b° c)))/v(pX\ (a
r (b81*1 o))) -

rj.s - a i*s - a 

(ar (ba c)))/N(r^;X (a
r (b8 o))) -

r4-s - zl·l·l rl.8 - nl·l 

(D (2) 

Ba (l) r varia de 1 a all i per tant s varia de a a 0t 

fca (2) r varia de 0 a a i s varia de 1 a n M , així obteaims 

t v^ 1 
(avb) c 

a 4- 1 
(a1*1 (b° O))A( (ar (b8 o)))/s(a° (b^1 o)) -

r • 1 
rt^aU 

a 4» 1 

r - 0 
r4-s - all 

(a' (b8 o)) 

Corol lari.-

Ea tota a de S amb mínim, (A, ,a,0), teaimt 

Per tot a,b,c£A, 

(avb)n .o - r < \ ( a
r c)) 

ri-s * » 

per tot a€ (Oj, 



75 

Proposició II 11«-

Si (A,V,A, ,U) ês r DUOO tal que per^tot a,"b,c ek} 

a.(bAc) » (a.b) A (a c), aleshores 

1 - (a c)((b c) ((avb) o)) = u 

2— (a b) ((a.c).(a (bAc))) = u 

3.- a (b (aAb)) « u 

Per tot a,b,c £ A 

Bn efecte: 

1 — (a.c).((b c) ((avb) c)) = (a c) ((b c) ((a c)A(b c)) = 

» (a c) (((b c) (a.c)) A ((b c) (b c))) = 

- (a c) ((b c) (a c)) « n 

2— (a.b) .((a.c) (a.(bAC))) = (a b) ((a c) ((a.b) A (a c))) = 

= (a b) (((a c) (a.b)) A ((a.c) (a c))) = 

» (a b) ((a c) (a b)) = u 

3— a (b.(aAb)) » a.((b.a)A(b b)) -

« a.(b a) = u. 
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III SISTEMJiiS DEDUCTIUS M ESTRUCTURES IMPLICATTVES ESPECTRES IRRE-

DUCTIBLE T TKRKDUCTIBLE MINIMAL. COMPLETAMENT IRREDUCTIBLE. 

PRIMER I MAXIMAL 

La importància dels sistemes deductius en àlgebres ímplicatives és 

deguda al fet que a tota congruència li podem associar un tínic sistema 

deductiu(cf. Teorema 0 12) i, en el cas de les àlgebres d-completes, 

a tot sistema deductiu li podem associar una tínica congruència (cf 

Teorema III 19) 

Malgrat que l'objecte principal del nostra estudi són les àlgebres 

d-completes, els resultats els donarem en el cas més general possible 

III.l. Sistemes deductius en àlgebres i reticles ímplicatius 

En aquest paràgraf estudiem la informació que el conjunt dels siste-

mes deductius dóna sobre l'estructura de l'àlgebra 

III.1.1 

Sigui (A,.,u) a.i., i 00 el conjunt dels seus sistemes deductius. 

S»bem que i K (0) = u. 
o o 

TEOREMA III 1 -

S * n o m 6 s S1> P e r "to"k a»ljeA> a^b, implica 

a.b¿b 
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Sa efectes 

Si - ¥ » aleshores si a^b, donat que F({a, ab}) és sistema 

deductiu, b £ F( {a, a.b}) Com que P és operador conseqüència 

unitari i b/p(a), aleshores beP(a.b), això és a.b^b 

Suposem que a^b implica a b^b Siguí T i a, a b€.T 

- si a^b, aleshores béT 

- si a^b, aleshores a b^b, per tant béT, 

així doncs Té <9 D'on r <£) 

TEOREMA III.2.-

Si l'àlgebra implicat i va (A, ,u), satisfà que^per 

tot a,be A, a.(b.a) s u, aleshores: 

si, i només si, 1'operació ve donada per 
o 

per tot a,b£A, a.b » u si, i només si, a^b 

a.b » b, en altre cas 

En efectes 

Si l'operació ôs la donada en l'anunciat, és conegut que 

(i Pla (l2j¡). 

Si ̂ F» <£) , pel Teorema anterior si a^b, a b¿b. D'altra banda 
o 

b.(a.b) « u,implica b¿a b, aleshores si a^b, a b » b 

W ' 

Aquesta operació és l'anomenada caa5mca( J. Pla(l2^? A.Sales^jJ), 

i d£na Hoc a estructura d'àlgebra de Hilbert 
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Corol·lari -

Si (A, ,U) ÉS a d-co ,aleshores 

o$0 -^si, i només si, l'operació és la del Teorema m 2 

TEOREMA III 3 -

L'àlgebra implicativa (A, ,u) és a d-t-1 si, i només si, 

per tot a£A, P(a) » K (a) 
o 

En efecte: 

Es conegut (H Rasiowa(l8) que en un àlgebra impLcativa , pex tot acA 

P(a) » KQ(a) si, i només si, per tot a,byccA, a (b c) » u i 

a.b = u,impliquen a c a u Això és (A, ,u) és a d-t-1 

Corol lari -

Si (A, ,U) és a de H , aleshores,per tot a£A, P(a) ® K (a) 
o 

TEOREMA III 4 -

Si (A, ,U) és a d-t-1, satisfà: 

S ai, i només si, K és un operador conseqüència 
o o 

unitari 

En efecte: 

Si <£> »3«, trivialment K és unitari 
o o 

Si K és unitari, per tot a,beA, beK ({a,a b}) i,per ésser 
o o 

(A, ,tt) a.d-t-1 sb6 P(a) - KQ(a) o beK^a b) » P(a b), aleshores 

a^b implica a.b^b i,pel Teorema III 1, 
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Corol lari -

Si (A, ,U) ês a de H , aleshores 

Ko ês unitari si, i només sx, 1*operació ês la definxda 

en el Teorema III 2 

III 1 2« 

Sigui (A,.,V,A,U) un reticle implicatiu i ^ la classe de tots 
r 

els filtres de reticle 

TEOREMA III 5 -

En un reticle xmplicatiu (A, ,V,A,U), les següents 

condicions són equivalents: 

(1) 
r o 

(2) (A, ,u) és a d-t-1 

(3) Per tot a,b£A, a A a b ̂  "b 

En efecte: 

(1) implica (2)* í1 Ç 1 c o m <luo K 0
 ê s fiaitari, pel 

Teoremà 1.6 , per tot a£A, P(a) • K0(
a) 1 segons el Teorema 

III.3. (A, ,U) és a ¿Ut-1 

(2) implica (3)4 Si (A, ,U) ês a.d-t-1 , aleshores per tot a,béA 

P(aAa h) » K (aAa b), per tant beP(aAa b) i aAa b£b 
o 

(3) implica (l) sigui T£ IF , cal veure que T satisfà m p , 

si a,a.b £ T, aleshores a A a.b £ T, per tant btT. 

Co rol, lari 1 - (J Plà(l3)) 

En un reticle de Hilbert (A,V,A, ,U) T^ÇC&Q 
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Corol lari 2 -

Si (A, ,V,A,U) ês r d-co 3(A, ,U) és a de H si, i 

només si, OÇÇo^ 

En efectes 

Pel Teorema II 9 (A, ,u) és a. de H si, i només si, (A, ,u) 

és a d-t-1 que^pel Teorema anterior,és equivalent a -

Corol lari 3.-

Si (A, ,V,A,U) és r d-co , aleshores 

(A, ,V,A,U) és àlgehra de Heyting si, i només si, y » <£> 
r < 

En efecte 

El directe és evident 

Recíprocament* Si y » <£> f aleshores y <z£) i segons el 
T O r ~ o 

Corol lari 1 és un reticle de Hilbert Com que y » <£) , pel 
r o 

Teorema 0 15 és un àlgebra de Heyting 

Más endavant donem una demostració del Corol lari 3» sense 

utilitzar àlgebres de Hilbert 

TEOREMA III 6 -

En un reticle implicatiu (A, ,V,A,U) ,les següents 

condicions son equivalents 

M ^ o ^ r 

(2) Per tot X £ A , K (x) - K (F (x)) 
o o r 

(3) Per tot a,b, € A, KQ(a,b) = KQ(aAb) 
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En. efecte* 

ts una conseqüència immediata del Teorema 1.7 

Del fet que K és un operador conseqüència finitari- obtenim les 
o ' 

següents propietats. 

Proposició III 1 -

Un reticle implicatiu (A, ,V,A,U) tal que 

jr 3 <¿) »satisfà 
r o 

1— Per tot S SA, S finit, K ( s )» K ( A a ) 
o o _ 

a<rS 

2.- Per tot X£A, K (X.) « ^ J K0 (a.) 
0 a € P (X) 

r 

3— Per tot D6<£) , K (D,a) = l^jK(d^a) 
0 0 _ o 

dé D 

Bn efectet 

1.— La demostracxo ês per inducció sobre el Cardinal de S 

- Si Card(s) » 1 o 2, és cert pel Teorema III 6 

- Suposem que per tot XÇA, tal que Card(X) «k<n és cert, n>l 

Sigui S ÇA, Card(s) = n, S » {a^ , fem S'= »a
n-1] » 

per hipòtesi d'inducció K (S*) - K ( a), per tant 
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2 - Si X^A, per (2) del Teorema III 6 i per ésser finitari, tenim: 

K0(X) » K 0 (F r (x ) ) = L J K0(N) - L A o ( A 
NÇPr(X) NÇP (X) ° a^N 
N finit N fiíit 

S l ) r(n) 
b€P (X) 

r 

D altra banda si a£ L J K (b), existeix ce P (X), tal que 

* p
r o o

 0 

a*Ko(c), i tenim a£KQ(c)ç:Ko(Pr(x)) - KQ(X) 

Per tant K (x) = K (b) 
b £ P ( X ) ° 

r 

3 - Si D£C2), i a«A, en virtud de 2, KQ(D,a) = L·J K (b), 

b€Pr(D,a) 

per6, b€ Pr(D»a) si, i només si, existeix dçD, tal que d aíb, 

aleshores: K (D,a)C ̂ -Ac (dAa) 
o d€ D o 

D'altra banda si b e l / K (dAa), aleshores existeix de D tal que 
o 

d£D 

ï>€Ko(dAa)ÇK0(Pr(D,a)), per tant b£KQ(D,a) 

Aix6 demostra l'altre, inclusió 

TEOREMA III 7— 

Si (A, ,V,A,U) és rrcUco, aleshores 

S CT si, i només si, per tot a,b,c¿A, l'existència 
o - r 

d'un n € H » n>l, teil que (aAb)n c = u, és equivalent 

a l'existència de m,p£H\(0^ tais que am (bP c) = u 
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En efecte: 

Segons el Teorema III 6 , <Sq C VÇ
 í b equivalent a que,per tot a,be A, 

f(a,b) »z(a^b), per tant , per tot c^A. 
o o 

ceK^a^b) si, i només si, csK^ta,!)), 

però, 

0€ K (a,b) si, i només si, existeix pcI\ÍO}tal que \> ceK ( a) 
o o 

si, i només si, existeixen ra, p¿ TS\[o) talí que 

a™ (bP c) « u^ 

d*altra banda 

(a^b) si , i només si, existeix ne UN {o}, tal que 

Corol lari 1 -

(aAb) n c = u 

Si (a,.,v,A,u) és r d-co, aleshores: 

S 0 C ¥ t
 x nonís si, per tot a,bé A, existeixen 

n,m€W\|o} tais que a° (b™ (aAb)) • u 

En efecte 

Si o^cO^, » donat «lu« (aAb) (aAb) « u, existeixen 

tais que a*1 (bm (aAb)) » u 

Suposem que existeixen n,me TR\{0\ tais que a11 (bm (a Ab)) » u, 

aleshores aAbéK (a,b),per tant K (aAb) » K (a,b) Lfaltra, inclu-
o o o 

»16 es compleix sempre. P«r tant *o(a,b) » K^a/sb), i pel Teorema 

IH.6, (FvO*D0 
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Corol.lari 2 -

Si (A, ,U) és àlgebra de Sales amb mínim, aleshores 

«¿».C % 

En efecte: 

Donat que en un àlgebra de Sales amb element minim, per la Proposi-

ció II 11 , per tot a,b,cé"A, a (b (aAb)) » u, pel corol lari 

anterior <£) C ¥ 

O— yT 

TEOREMA III 8 -

Si (A, ,V,A,U) és r 4-co aleshores: 
o£) « 'J* si, i només si, (A, ,V,A) és a de Ht 
o r 

En efecte: 

Es clar que si és a de Ht s « y 
o r 

Suposem que c£) = J? Per demostrar que (A, ,V,A) és a. de Ht 
o r 

només cal veure que per tot a,b,ceA 

(aAb) c = u si, i només si, a (b c) » u (Definició 0 21 ) 

- Si (aAb) c » u, aleshores donat que o&Çj^, pel Teorema III 7 , 

existeixen m,p€ H \ { o ) ,tals que am (bP c) » u, i com que 

F(a) » K (a) i P(b) • K (b), per tant a (b c) » u 
o o 

- Si a.(b.c) » u, pel Teorema III 7> existeix nen , tal que (a/\b)nc» u 

i com que fi (Z<£) t tenim (aAb).c = u. 
r — o 

Corol.lari -

Si (A,V,A, ,U) és r de H , 

(A,V,A, ,U) és a de Ht, si, i només si, <£) - 'Jt . 
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Propietats -

Un reticle ¿-complet (A, ,v,A,u),tal que 7Ç 

satisfà 

1 - Per tot D £ £), i per tot ae A: 
o 

KQ(D,a) « [xéA/ existeixen de D, n é H (aAd)n x = uj-

» ̂ XÊ.a/ existeixen de D,n,m eH\ ¿Oj, 

dm (a11 x) » u ] 

2 - Per tot D € <£)Qt tot a,b£D, existeix nc!T\{o} 

tal que : 

a11 be D si, i només si, existeix de D i meÄ\£oj 5 

tal que (dAa)n b- u. 

En efectes 

Sóní conseqüències immediates de les propietats donades en la 

Proposició III l5i del Teorema III 7 

III.2 Espectres Irreductible, Irreductible Minimal, Completament Irre-

ductible Irreductiblet Primer i Maximal en àlgebres d-conrpletes 

Donat que & és un sistema clausura d'operador conseqüència fini-
o 

tari podem considerar els sistemes deductius irreductibles, 

èompl et anient irreductibles, maximals i primers com a tancats de 

c¿) • Pel seu estudi , per obtenir llur caracterització i la relació 
o 

que lli ha entre ells, utilitzem ois resultats obtinguts en el Capítol I 
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III 2 1. 

Abans d»iniciar l'estudi dels sistemes deductius esmentats, ens 

cal obtenir més informació de l'estructura de cS , en un àlgebra 
o 

d-completa, (A, ,U) ES clar que ( veure Teorema 0 3) podem dotar 

d estructura de reticle complet, amb l'ordre donat per la 

inclusió, l'ínfim donat per la intersecció i el suprem donat per 

Dlf D 2 € c0o, sup^Dg) = V D2 = K^D^D^j 

a més (JSo?V,A) té element mínim i elemèn+ màxim A 

TEOREMA III 9 -

En (o£)o,V,f\), 1' 

operació f\ és completament distribu-

tiva repecte a V, això és: 

Si D ^ C c0o,i€ I, 3>n( V D ) = V (DAD1) = Kq( U (DAD^)) 
i€l íeI ±€I 

En efecte: 
La inclusió Dn( V D V (DAD,) es satisfà en tot reticle complet 

i € I i€ I 

Demostrem l*altra inclusió per parts 

1 - Demostrem: D ^ VKQ(a))Ç (Dn D ^ V (DPlK^a)) , per tot D ^ e 

I per tot a€A 

Si ï f D H ^ V K j a ) ) , aleshores x€D i x é B ^ K j a ) - K^D-^a), 

per tant esisteix nc ®x(o} , tal que * x e ^ 

Pern b » a11 x, com que x ¿b, bè Df\ D^ (i) 
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Fem c » (an.x) x = "b x Com que a11 c » a11 ((a11 x) x) » 

(a11 x) (a11 x) » u, 

i c^ x, tenim ccD/'MC (a) 
o (ii) 

Per construcció b x =c, per tant xe K (b,c) » K (b) TE (c) i 
O 0 0 

per (i) x (ii) K (b) VK (c)c (DOB,) V (DHE (a)), per tant 
o o l o 

xe (DPiDj V(DOK (a)) 
i o 

Això demostra la molusiô 

Demostrem per inducdó sobre m, que per tot n ¿ I \ ^ e s compleix: 

Per tot a,, ,a e A, i tot Dé £> x 
1 m o 

m m 
Dn( V k (a ))ç y(DflK (a ) 

i = 1 i = 1 

- Per m » 1 és 1 

Suposem que ôs cert per tot k<.m, m>l Per 1 tenim: 
m m - 1 

Df|( V Ko(ax)) - (( V Ko(ai))7Ko(am))Ç 

m - 1 
Ç(vn( V 

i l o m 

"m - 1 
\/ (DAKo(ai)) 

i - 1 

V (DñKjzj) 
i » 1 

V(DAZ (a )) 
o m 

Demostrem el cas general: 

Siguin DjD^e c£>ot i€ I, 

si xe DO ( V Bj)» aleshores xe D i xe V Dt- Kq( U 1^), 
ife I ié I ic I 
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per ésser K finitari, existeixen a - ,a £ V j D (iii), 
1 m i d 1 

m 
tais que x€KQ({a1, ,an}) = V KQ(a ) , i segons 2. 

0 " 1 

m m 
X£Dr\( V K (a ))C V (DflK (a)) 

3 - 1 j = i 0 3 

Per tot j, lSj^m, per (íii), existeix k gl, tal que 

a £ D, , aleshores 3 V 
m 

x€ )ç v 
j » 1 j ic i 

AixS demostra la inclusió proposada 

Corol,lari 1,-

Si (A, ,U) ês a d-co, aleshores és un reticle 

distributiu 

En efectet 

En el Teorema anterior si Card(l) » 2, obtenim la distributivitat 

de^ respecte a V, i per dualitat surt l,altra(cf.Sz asa (26)) 

Del Teorema anterior no es dedueix la distrubutivitat completa, 

és ben conegut que hi ha àlgebres de Hilbert en les que no 

es dSna (cf A Diego(4)) 

El Teorema generalitza un resultat donat per A Diego 

Corol.larl 2 - (A Diego (4)) 

Si (A,»,u) ês a. de H , en (c$,n»V) O és completament 

distributiu respecte 1 
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III.2 2 

En un álgebra implicativa (A, ,u) anomenem respeotivament espectre 

irreductible (Spl(A)) i espectre completament irreductible (SpCl(A)) 

els conjunts de sistemes deductius de S irreductibles i completament 
o 

irreductibles Per espectre irreductible minimal (SpIm(A)) i espectre 

maxiraàl (SpM(A)) entenem,respectivament, els conjunts de sistemes 

deductius de oO irreductibles minimals i de sistemes deductius de S 
0 o 

maximals, si existeixen 

Obtenim una caracterització algebraica dels elements d'aquests conjunts 

En el cas de SpM(A) i 3pCl(A),dels Teoremes I 3 i I 4 es dedueix imme-

diatament els següents resultats, demostrats per J Pla en la seva 

Tesi doctoral (12): 

TEOREMA III 10 -

Si (A, ,U) és a d-co , i D€ i aeA: 

D és maximal lligat a a, D » M , si, i només si, 

a^D i per tot b^ D, exsiteix n € U \ [ o j , tal que 

bn acD 

Corol lari -

Si (A, ,u) és a cUco i D£ <£>Q 

D € SpCl(A) si, i només si, existeix a€A, tal que a^ D 

1 per tot b^ D, existeix n € [oj, tal que bn aéD 
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TEOREMA III 11 -

Si (A, ,U) és a d-co i DE <£) » 
o 

DéSpM(A) si, i només si, per tot a,"b existeix 

neir\{o}, tal que a11 b€D 

La relació entre ambdós espectres ést SpCl(A)2SpM(A) 

La caracterització dels elements de Spl(A) ve donada pert 

TEOREMA III 12 -

Si (A,.,U) és a cUco i DÉ i) , tenimt 
o 

D € Spl(A) sx, x només sx,per tot a,b^D, existeixen 

x¿D, i n,melT\^0j, tais que aQ x = bm x • u 

En efecte 

Per ésser (o£) ,f) ,V) un reticle distributiu, per tot a,beA i 
o 

tot D € C© , es satisfà 
o 

K (D, K (a)riK (b)) « K (D,a)nK (D,b), 
0 0 o o o 

i segons el Teorema I 1 

D£Spl(A) si, i només si, per tot a,b^D, KQ(a)o KQ(b)^D 

que és equivalent a: 

existeixin x £ D i n,m eW\{0 j-, tais que a11 x » u i bm x =» u 

El Teorema anterior generalitza un resultat ja conegutt 

Corol lari,- (A Diego ) 

Si (A, ,U) és a. de H i Diöö 

D€Spl(A) si, i només si, per tot a,bj¿D, existeix 

x¿ D, tal que a¿x i b^x 
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TEOREMA III.13 -

Si (A, ,uj és a d-co., aleshores 

Per tot D£Spl(A), existeix D'e SpIm(A), tal que 

D'ç D 

En efecte: 

Per la distributivitat de ,í\,7) i p e r la Proposició I 2 

s'obté la demostració de l'enunciat 

Aquest Teorema ens diu que SpIm(A) / $ D'altra banda és clar 

que SpIm(A)ÇSpl(A) i que SpCl(A)ÇSpl(A) 

III.2 3. 

En un s-r i. (A,.,^u) té sentit parlar de sistemes deductius primers, 

el conjunt dels quals anomenem espectre primer (SpP(A)) Estudiem 

la relació de SpP(A) amb els espectres considerats en III 2 2 

Proposició III 2 -

En tot supra-reticle implicatiu l'espectre primer 

està mclbs en l'espectre irreduotible 

En efectei 

Es una conseqüència immediata de la Proposició I 8 

Del Teorema I 8 es dedueix la següent Proposició: 

Proposició III 3 -

Si (A,.,v,u) és s-r i , aleshores: 

SpP(A) » Spl(A) si, i només si, per tot a,b¿ A, D€JS> 

K (D, avb) - K (D,a)AK (D,b) 
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TEOREMA III U -

Si (A, V,U) ês s-r d-co, aleshores SpP(A) - Spl(A) 

En efecte: 

Segons la proposició anterior només cal veure que per tot a,"bé A 

i tot 
o 

KQ(D,avb) » Ko(D,a)nKo(D,b) 

Donat que (oQ 7 ) tenim 
o 

E (D,a)AK (D,b) » K (D,K (a)AÏ (b)) 
O O 0 0 0 

per tant és suficient que es compleixi: 

K (avb) » K (a)r\K (b) 
o o o 

La inclusió K (avb)c K (a)HK (b) es compleix donat que a¿ avb i 
o — o o 

b ¿ avb. 

Si c€ KQ(a)A ÇQ(b), aleshores existeixen n,me]H\(o}, tais que 

an o « bm c = u, fem r » màx(n,m) Si a^elTV {o} , stfn tais 

que <X » 2r, Oé* aleshores, 

<V¿r, implica /3>r, i tenim 

a* ( / c)> a* (br c) - u , 

si Q/> r, tenim 

Ü (b^.p) = (a* c) > b* (ar c) - u, 

D'acord amb el Teorema II 17, com que«' iß son arbitraris tenim 

(avb) c a u , 

això és céK (avb) Això ens demostra l'altra inclusió 



93 

Després del Teorema anterior SpP(A) queda "ben determinat, així 

com llur relació amb els altres espectres 

Corol·lari 1 -

Si (A, ,U) és a de S., aleshores SpP(A) = Spl(A) 

Corol·lari 2 - (J Pla ) 

Si (A, V,U) és s-r de H ,aleshores SpP(A) « Spl(A) 

III.3» Radicals en àlgebres d-conrpletes Semisimplicitat Separació 

Finalment estudiem els radicals en àlgebres ¿-completes amb la 

fi de saber si l'àlgebra pot posar-se com a producte sub-directe 

d 1 un cert producte. Fem també algunes consideracions sobre 

separació. 

III 3 1. 

Si (A,.,U) és a.i. anomenem radical irreductible (RICA)) i radical 

completament irreductible (RCI(A)) a la intersecció de tots els 

elements de Spl(A) i de SpCl(A)A respectivament 

Proposició III 4«-

Si (A,.,u) és àlgebra implicativa,RL(A) = RCI(A) » {U} 

En efectes 

Donat que Spl(A) SpCl(A), tenim que RI(A)STRCI(A) per tant només 

cal veure que RCI(A) » [ uj 
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Sabem (Teorema 0 8 ) que SpCl(A) ês base a S, Xj per tant  o {u} 

RCI(A) - D a K (0) » 
D€SpCl(A) 0 

Per radical irreductible minimal(RIm(A)fr radical maximal (RM(A)) 

entenem la intersecció de tots els elements de SpIm(A) i de 

SpM(A)t respectivament. Es clar que no sempre existeixen 

TEOREMA III 15.-

Si (Ay ,u) ês a d-co , aleshores Rlm(A) = {n}" 

En efecte: 

Si a£RIm(A) = f | D, aleshores 
D € SpIm(A) 

si D£ SpIm(A) , a<£ D 

Sigui TeSpl(A), sabem que existeix D'ESPIN^A) tal que D ' C T , 

per tant aeT, per tot T£Spl(A), aleshores a £ - RI(A), 
Te Spl(A) 

això és a a u 

Es clar que en un a d-co , en general, 

RM(A) 4 {*K c f Apèndix Ex 4.) 

Donem una condició suficient per a la igualtat que generalitza un 

resultat obtingut per A Rodrigues per les àlgebres de Sales amb minim 
TEOREMA III l6 -

Si (A, ,U) és a d-co i satisfà que per tot a,b«A, 

existeix neB\{0}, tal que (an.b) a a a,aleshores 

SpM(A) - SpCl(A) 
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En efectes 

Hem vist que la inclusió SpM(A) ̂  SpCl(A) es satisfà sempre 

Només cal veureydonos¿ que SpCl(A)çSpM(A) 

Sigui DéSpCl(A), segons el Teorema I 3 , existeix aeA, tal que 

D « M Sigui h^ M , per hipòtesi existeix nelíT\(ej, tal que 
c* SL 

(a11 b).a « a. 

Are hé per tot mel^o), m>l, tenim s (a1 b)m a » a En efecte: 

(a11 h)m a » (a11 h)1""1 ((a11 h) a) a (a11 h)"*"1 a i per inducció 

resulta que: (a? h)m a = a 

Per tant per tot me3I í(a
n'$ na^M , i segons el Teorema 

II 10, an.héM í que implica que heK (M ,a) 
a o a 

D*altra "banda h^M implica aeK (M ,b) i tenim r a o a 

K (M ,h)ÇK (M ,a)OK (M ,h)CK (M ,h), 
o a o a o a o a 

d'on K (M ,h) » X (M ,a) 
o a o a 

Si b,c¿M tenim K (M ,h) a K (H ,a) • K (M ,c) per tant J r a o a o a o a 

ccz (M ,b)4d'on hB céH 
o* a " a 

D'acord amh el Teorema III 11, M » DeSpM(A) St 

Corol lari -

Si (A,*,U) és a.d-co que satisfà les hipòtesis 

del Teorema III 17» aleshores RM(A) A ¿ u} 

Si (A,.,v,u) és un s~r i anomenem radical primer (RP(A)) la inter-

secció de towels elements de SpP(A) En les àlgebres d-completes, 

després del Teorema III.15 , és clar que RP(A) » (u) 
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TEOREMA III 17 -

Si (A, ,V,U) és s-r d-co tal aue per tot a,bfA, 

existeix n£!T\{o}, (a11 b) v a - u, aleshores: 

SpM(A) = Spl(A) = SpCl(A) 

En efecte: 

Com que SpM(A)CSpCl(A)ÇSpl(A) es satisfà sempre, hem de demostrar 

que Spl(A)^SpM(A) Sigui D€Spl(A) i a , W D Per hipòtesi existeix 

n£ UV , tal que (a11 b) v a = u, i donat que a^D i D£ SpP(A) , Teore-

ma III 14,tenim a11 b€D Segons el Teorema III 11 DéSpM(A) 

Notem que en el cas de les àlgebres de Sales les hipòtesis dels 

Teoremes III 16 i III 17 coincideixen El recíproc d'aquests Teoremes 

és fals (cf. Apèndix Ex 6) 

III.3.2. 

Ja hem dit, que el nostre interns pels sistemes deductius en les 

àlgebres d-completes ve donat pel fet que aquests poden identificar-se 

amb les congruències Si (A, ,u) és una àlgebra implicativa i repre-

sentem per(3 (A.) el conjunt de totes les seves congruències; per 

oada Q , <9^ (3(a) definim Q^ 4 © 2 quan per tot a,b£A, a Q^ b implica 

a b Aquesta relació döta 0(A) d'estructura de reticle, 

((5(A),H,?) (cf Sz&sz (26)) 

TEOREMA III 18 -

Si (A, ,U) és a d-co , aleshores els reticles: 

(©(A),A,V) i són isomorfs 
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En efecte: 

Considerem, per cada &€(3>(a) A — > A/@ la projecció canònica 

associada ad Sigui ̂ fde (3(A) en cQ tal que B ) = Ker 71 Q 

que pel Teorema 0 12 és monomorfisme d'ordre 

D'altra banda pel Teorema 0 13, donat que (A, ,U) és un àlgebra 

implicativa que satisfà 

(a.b) ((c a) (c b)) • u i (a.b) ((b c) (a c)) • u 

per tot a,b,c A, l'aplicació f̂ és isomorfism d'ordre i per tant 

de reticle 

Per tant, utilitzar sistemes deductius és equivalent a utilitzar 

congruènòies 

Proposició III 5 -

Si (A, ,U) és a d-co , aleshores és producte sub-directe 

dels segments productes directes: 

( i r A/D, ,U ) , ( i r A/D, ,U2) Í 
D€ SpIm(A) D€Spl(A) 

( T ^ r A/D, ,u ) 
DéSpCl(A) 3 

Ou nif x • 1,2,3, designen, respectivament, les classes 

de u. 

En efecte: 

La demostració surt del Teorema 0 28, de la fmitarietat de I del 

Teorema m . 1 5 

Corol lari -

Si (A, ,U) és a d-co per tot a,b£A, a / D 
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a,/ u, b / u, existeix D£Spl(A) (o D£SpIm(A),o 

D C SpCl(A) tal que a b¿D o b a^D 

Un cas interessant el constitueixen les àlgebres simples (definició 0 23) 

TEOREMA III 19 -

Si (A, ,U) és a d-co, aleshores: 

(A, ,U) és simple si, i només si, per tot a,b A 

a / u, existeix nelî \ | o j , tal que a*1 b = u 

En efecte: 

Pel Teorema 0 27, la semicimplicitat de (A, ,u) ês equivalent a que només 

tingui dues congruències, per tant cQ̂  = |a, ̂ ujj Això fa que [ u j 

si gui de SpM(A) que equival a que, per tot a,b€A, a / u, exiseteixi 

n€ [o], tal que a*1 b = u 

Corol,lari 1 -

Si (A, ,U) és a d-co , albores 

(A, ,U) ês simple si, i només si, SpM(A) = [^ij 

Corol lari 2 -

Si (A, ,U) és a de H , aleshores: 

(A, ,U) és simple, si, i només si, A • 

Del corol lari 1 i del Teorema 0 28 se'n segueix: 

Proposició III 6 -

Un a d-co ês semi-simple si, i nomeâ si, RM(a) « |uj 
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I del Teorema III 16, es dedueix una condició suficient per la 

semi-simplicitat 

Proposició III 7 -

Si (A, ,U) ês a d-co que satisfà 

per tot a,b € A, existeix tal que 

(a11 b) a - a, aleshores 

(A, ,U) ês semi-simple 

III 3 3 

En les àlgebres de Hilbert els conjurts Spl(A) , SpCl(0 i Splm(4.) 

separen els elements del conjunt A Això, en general,no ês cert 

en les àlgebres d-completes (cf Apèndix Ex 3), a menys que 

1*àlgebra sigui de Hilbert, com veurem Abans ens cal, però., demostrar 

una propietat nova. 

Lema — 

Si (A, ,U) ês a d-co , aleshores 

Per tot a,b £ A, i tot ne 

((a b) b)n b = anb 

En efecte 

Ho demostrem per induccióÎ 

- si n « 1 , com que 

a b£((a b) b) b ês sempre cert, tenim ja una desigualtat* 

d'altra banda, com que 
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(((a.b) "b) b) (a b) > a((a b) b) = (a b) (a b) = u, resulta que 

((ab) b) b ̂ a b i per tant 

a b = ((ab) b) b 

- Suposem-ho cert per tot k<n, 

* b = a (a11"1 b) - a (((a b) b)""'*) = ((a b) b)*1"1^ b) = 

» ((a b) b r t i a b) b) b) = ((a b) b)n b 

TEOREMA III 20 -

Si (A, ,U) ês a d-co , aleshores 

Spl(A) senara els elements de A si, i nomês si, 

(A, ,U) ês a de H 

En efecte 

Suposem que Spl(A) separa els elements de A, aleshores,donat aue 

Spl(A) ês una base de S . per la Proposició 1 9 , K (a) = K (b) 
0 0 0 

implica a = b 

Segons el Teorema II 10 , demostrar que (A, ,u) ês àlgebra de 

Hilbert , equival a demostrar aue (A, ,u) ês a d-t-1, que, segons 

el Teorema III 3, ês el mateix que veure aue, per tot a£ 

K (a) = p(a) La inclusió P(a)cK (a) ês satisfà sempre 
o — o 

Sigui b£KQ(a), aleshores, pel Teorema II 9, existeix nelT\{0¿ 

tal que a11 b » u i aplicant el Lema anterior tenim 

((a.b) b)n b » u, 



per tant iJCK^a b) b)), i cora que b^(a b) b, tenim 

(a b) b€KQ(b) D'on es segueix que KQ(b) = KQ((a b) b), i per 

tant b » (ab) b Segons el Lema anterior 

a b = ((a b) b) b = b b = u 

Això ês ai-b, d'on b€P(a) La aual cosa demostra que KQ(a) = P( 

El recíproc ês sempre cert (cf A Diego(4)) 

Corol lari -

Si (A, ,U) ês a d-co, aleshores 

SpIm(A) separa els elements de A si, i només si, 

(Ay ,U) ês a de H 

En efecte 

Com que SpIm(A) CZSpl(A), si SpIm(A) seoara els elements de A, 

aleshores Spl(A) separa els elements de A i pel Teorema anterior 

(Ay ,U) és a de H 

El recíproc ês sempre cert 
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APÈNDIX 

L'objecte d'aquest apèndix és il lustrar x completar amb exemples les 

diferents classes de sistemes deductxus x d'àlgebres implicatives 

definxdes* 

D una banda, els exemples que donem ens permeten d assegurar que 

les classes de sistemes deductius i d'àlgebres implicatives que 

compleixen les difemts definicions donades són no buides D'altra 

ens garanteixen que s6n diferents, això és, que no coincideixen 

ni entre elles ni amb les ja conegudes 

Exemple 1 -

En primer lloc donem un exemple d'àlgebra d-tipus 1 que no és ni 

álgebra de Hilbert , ni àlgebra d-completa, i per tant un sistema 

deductiu de ixpus-1 que no és ni clàssic, ni complet 

Sigui A « £o,lJç]R En A definim la següent operació binària 

si a,bcA, a b » 1, si, i només si, a 6 b 

a b « 0, en altre cas 

1.1 (A, .1) és a d-t-1 

En efecte 

- Per definició (A,.,l) és àlgebra implicativa 

— Cal veure que satisfà a d—1-1 4 

Si a,b,c£ A són tal s que a (b c) » 1 i a.b - 1, aleshores 
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a¿h.c i a¿-"b 

Comparait a i e tenim: 

- a » 0, aleshores a c « 1 

- h ¿c, aleshores aíc i a c = 1 

- a / o i h>c, aleshores h c » 0 i a ( h c ) » 0 , que contradiu 

la hipòtesi 

Per tant (A, ,l) ês a.dUt-1 

1.2— fi] és s d» t-1 

Es una conssqïtència de 1 1 

1 3.- (A, ,l) no ês a d-co , i per tant no ês a de H  

En efecte: 

Si 0 <a<h , aleshoers a (b a) = a 0 = 0 / 1, i per tant no ês 

a. d-co 

1 4.- Il] no és s d co . i per tant no ês s d c  

Es conseqüència de 1 3 

1.5 - A més»donat que[0,lj ês oadena, ês reticle implicatiu 

Exemple 2 -

En definir les âlgehres d-fehles , afirmàvem que, en general, no s6n 

àlgehres d-completes, i per tant els sistemes deductius fehles no 

sén, en general, sistemes deductius complets L'exemple que donem 

wis ho mostra. 
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Sigoi A » |a,b,u] amb l'operació binària donada per la sellent taulat 

a b u 

a u u u 

b b u u 

u a a u 

2.1.- (A,.«u) és à.i 

En efectes 

La relació definida x,ycA, x^y si, i només si, x y « u 

és relació d'ordre, amb u com element màxim A més , l'ordre 

donat ens dota a A, d'estructura de cadenas â -b-á-u 

2.2— juV és s d f* 

En efectes 

En primer lloc cal determinar el conjunt del sistemes deductius o 

de l'àlgeljra implicativa , que és 

- {û  és s.d ja que (A, ,U) és a I 

- {u,a} no és s d ja ques 

u.b « a i u,a£(u,a) , i 

- {u,b} tampoc és s d , ja ques 

b a - b i be(u,b} i a^{u,b} 

Aleshores » [ A,Ju} J 

Per demostrar que juj és s d f utilitzarem el Teorema II 4 

i veurem que (A, ,K ) satisfà el p d f 
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Tenim que K (a) = Z (b) = K (a,b) • A, per tant 
0 0 0 

b£Ko(a) i a Tj = u ,i aeK^l) i b* a a u, 

Aleshores (A, ,Kq) satisfà p d.f i (ujés s d f 

D'altra "banda en la relació definida per D tot element només 

es relaciona amb ell mateix, per tant és d'equivalència i congruència 

2.3«- (A,.,U) és a.d f 

ja que {uj és s d.f i (A, ,U) és a i 

2 4«- Inj no Sa s d co 

En efecte 

b (u.b) • b.a / u 

2 5*- (A,,,u) no és a d-co 

Es conseqüència de 2 4* 

Exemple 3» 

La classe dels sistemes deductius complets i la classe de les 

àlgebres d-completes son no buides, donat que tot sistema deductiu 

clàssic és complet 

L'exemple que donem ens permet veure que no tota àlgebra d-completa 

és de Hilbert, per tant tampoc àlgebra d-tipus 1, 1 que no tot 

sistema deductiu complet és clàssic. D'altra banda veiem que no 

tota àlgebra dUcompleta és de Sales, aixi com,que no tot retiole d-

complet és reticle de Hilbert 
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sigui A = jo,3çm , amb 1*operació X definida perí 

si a,bçA, a*b = 1 si, i nonés si, a^"b 

= b/a en altre cas 

Aquest exemple fou donat per J Pla (12), i demostrà: 

3 1 — fl\ és 3 dUco  

3 2«- fl) no és s d c 

Com que kf {l} = A, també es compleix 

3 3«- (A,ai,l) és a d-co  

3 4»- (A,a,l) no és a. de H  

3 5— (A,g,l) no és a de S  

En efecte: 

Si a>0, aleshores (axO)acO = 0 * 0 = 1 

(0 * a) * a = Isa = a 

3 6.- Donat que^tÔ,]] és una cadena, és un reticle d-conrplet, 

(A,xtvt ,l)tque no és reticle de Hilbert  

3.7.- =[A, {l}, (0,1]} (J Plà(l2)) 

Això ens diu que RM(A) / (l}, a més = Spl(A) i no separa 

els elements de A 

Exemple 4 -

L'exemple que donem és a de S , per tant la classe d'aquestes no ês 

"buida« A més també veiem que no ês àlgebra de Sales amb mínim 

L'exemple es 1'anterior treient-li l'element mínim , ês a dir, 
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fem E a (OjiJSB , amb la mateixa operació x Per tal que l'operació 

estigui "ben definida cal veure que ós interna, això ós: si a,b<fE, 

aleshores axbeE, en efecte: 

- si a¿b, aleshores axb » leE 

- si a> b, aleshores com que b / 0, axb a b/a / 0 i per tant 

6s d'E. 

De 3.3 deduïm que: 

4 1»- (E.at.l) ós à d-co 

4.2— (E,x,l) ós a de 3  

En efecte: 

- Si a<b, aleshores axb » 1 i per tant (axb)xb » lxb - b 

i (bxa)xa = (a/b)xa, pot passar: 

- b<l, aleshores a <a/b i (a/b)*a - b 

- b a l , aleshores a/b - a i (a/b) x a - a x a » l a b 

- Si a>b, el procés ós simètrio a l'anterior 

- Si a a b, (ax a) x a =a 

4«3— (E.x.l) no 6s a. de a amb minim  

Ja qtje no t£ element minim 

4*4*- (3,x,l) no ós a. de A  

Es una conseqüència de 3 4 

Ifota: Si comparem aquest exemple amb l'anterior, observem que per a 

obtenir una a. de S amb mínim no n'hi ha prou amb afegir un elemen* 

mínim. 
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Exemple 5» 

Donem un exemple d'àlgebra de Sales amb element mínim que no és 

àlgebra de Boole. L'exemple es degut en part a J Lukasiewicz (of 

jíukasiewios - Tarsfci (7) ) Aquest només utilitzà els nombres ra-

cionals de [0,1] i per a peder valorar les lògiques polivalent s 

comprovà que es satisfan les propietats que necessitem 

Pem A » (0,íj , amb l'operació -*> definida 

Si a,beA, a-»b » min (l,bll-a) 

5.1. (A.-»,l) és a. de S amb mínim 

En efecte: 

- (A,-*, ) és àlgebra implicaiíiva, ja que 

atbeA, a-»-b a 1 si, i només si, b 4* l-a>l si, i només si, 

a»b. 

- D'altra banda 1 és el màxim 

- (A,-*>,1) és àlgebra de Sales amb element mínim, ja que la 

aplicació de [0,3 x [0,1 en [0,| donada per 

f(a,b) a mín(l, bH-a ) és continuai per tant tota propietat 

que compleixin els racionals la compliran tots els reals 

5.2. (A.V.A...1) no és àlgebra de Boole 

ja que 1/2 € A 1 n(l/2)- l-(l/2) i(l/2)v(l/2Í- 1/2 Ju 
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Exemple 6 -

Donem un exemple d'àlgebra d-completa (A, ,u) que a més ês de Sales 

semi-simple, o equivalentment RM(A) = [u], I que no satisfà la 

hipòtesi del Teorema III 17 

Definim (A, ,u) com el producte directe de jU^), i€ M ; on 

per tot i t » , (i^ ,ux) és l'àlgebra de l'exemple 4, per tant 

A - (o,i] H , i a l a = 

а.b » (a b.). _ Es clar que u = 1 per tot i € U 

1 1 ÎÇJI 1 

6 1. (A,.,u) és semi-simple  

En efectes 

J". Pla (12), demostra que en ((0,lj ,*) [lj ês sistema deductiu 
maximal coxa ha tancat de S , això és (i , ,u ) és àlgebra oUcompleta 

simple 

En virtud de l*observaoió anterior (A, ,U) és a d-co semi-simple 

б.2. M ^ [ ( a
r) r e JJ€ A/ \ * l}c SpM(A), per tot ié" 1ï 

En efecte: 

" oE), ja que si a, a.bei^, aleshores a x •
 a

x • 1 e n 

((0,lj ,*,l) per tant \ ® 1, per tant béMi 

-MjÇSpüCA), jaque : si a,b£Mi5a = (
a
r ) r 6 W , ̂  - ( ^ r c M 1 

a. y 1 i b / 1 en ((0,l] ,*,l), P«r tant existeix neï^jo), 
i i 

tal que ai° b » 1, aleshores a11 b - (a^ t
r) r € 2 f

€M i  

6 3 (A...u) no satisfà la hipòtesi del Teorema III 17 
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En efectet 

Per a demostrar-ho hem de trobar dos elements de A, a i b, tais que 

per tot ne B , n>l, ((a11 b) a) a /u 

Per ésser (A, ,u) semi-simple només cal veure que per tot n € F , n¿l 

existeix D6 SpM(A) tal que ((a11 b) a) a 6 D 

Fem a - (l/2) i b» ( l / ^ 1 ) ^ , 

En primer lloc efectuem a11 b = c, on c = (c^)^ ̂  i 

c^ - 1 si i<n,i ĉ . « 1/2^1-n si k>n Ho fem per inducció: 

- Si n - 1, 1/2 l/2k4'1 - l/2k 

- Suposem-ho cert per tot r<n, n> 1: 

a11 h « a.(a11-* b) a c 

n—1 
- si k < n-1, » \ \ ) - \ 1 - 1 

- si k - n-1, ̂  . ak ( a ^
1 b^) » afc . ^ 1/2 - 1 

, ^ \ 1 , Jcl·l-(a-l) , , /«W"2-n 
- si k}n, V s ®k ' = ' ' 

- l/2k4-1-n 

Per tant donat n ^ H n»l, (anb) a» d = 1 

V i - « » J i W W V i - ^ l / 2 ) 1 / 2 - 1 / 2' <"r t a n t 

((a11 b) a) a f M, 
n+1 
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