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INTRODUCCIOC

L’algebraitzaci8 del cilcul proposicional clissic déna lloc a les
algebres de Tarski-lindenbaumy la del cilcul proposicional intui-
cionista a les de Heyting, i 1la del cilcul proposicional implicatin

positiu, en el que solament hi ha implicacib, a les de Hilbert

Una de les tdcniques que s’utilitzen en aquestes algebraitzacions,
seguint la 1fnia de A Monteiro i A Diego, és la que usa els siste-
mes deductius, que foren introduits per A Tarski (27) En un sistema
formal per sistema deductin s’entén un conjunt de f&rmules que conté
els axiomes 1 &s tancat per les regles de deduccid Aixf, en el cilcul
proposicional implicatiu positiu P"'(x) sobre el conjunt X, D;P;(x) &s
sistema deductiu quan, per qualssevol férmules °‘,/9,K tenim

l1-oy,X—>B€ D, 1mplicage D

2 - ad—>(R»x) D

3o = (B =Y))=(@=B)=(x—>¥))eD
Des d’un punt de vista purament algebraic i prescindint del llenguatge
formal, podem considerar que disposem d’un conjunt A, no buit, amb una

operaci§ biniriaj; el que fa que DS A i satisfi



Per tot a,b,ce€A:

l~a, abeD, implica beD

2~a(va)ed

3-(a(bve)) ((21v) (ac))ed
D reb el nom de sistema deductiu clissic de (A, ) La relacid: a _—’:Db
81, i només s1, a b¢D 1 b a€ D, &s congrudncia, i D &s classe d’equi-

val¥ncia L’estructura (4/D, ,D)rep el nom d’3lgsbra de Hilbert

Considerant qliestions purament algebraiques J Pla (12) estudia quines
propietais cal conserva 1 quines no per a poder obtenir un quocient
en (A, ), a partir d’un conjunt DS A, conservant determinades propieta*s
13giques Aixf obté uns conjunts que anomena sistemes deductius complets,
que per tot a, b, c€ A, satisfan:

l~a2a, a b€D, 1mplaica beDd

2 - s1 deD, aleshores a deD

3-aa€d

4 - (21) ((c a) (cv))eD

5-(a(ve)) (b(ac)eDd

El proposit d’aquest treball és estudiar les estructures algebraiques
que s’gbtenen mitjangant aquests sistemes deductius i que hem anomenat

31 gebres d-completes



La memdria t& quatre parts Les dues primeres sén preliminars 1 les

altres constitueixen 1’estud: rpoposat

Al Capftol O donem tots els concevntes i resultats, ja coneguts, que

ens han estat necessaris

Al Capitol I hem estudiat algunes propretats dels sistemes clausura 1
dels operadors conseqiidncia, que necessitem en tot el treball ¥Es

A Tarski (27)-(28) qui introdueix per primera vegada el concepte
"operador conseqiidncia" - Definicié 0 1 - En la definicid que ell
déna imposa a més que 1’operador sigui finitari 1 que el conjunt sobre
el que es defineix sigui numerable Segons el Teorema 0 5, considerar
un operador conseqiidncia: €s el mateix que considerar un sistema clau-
sura Amd§s proporcionen una eina forga potent a l’hora d’estudiar les
Al gebres d-completes, ja que el conjunt de sistemes deductius - només
imposem el modus ponens -~ de (A, ) 6s un sistema clausura fortament
anductiu -~ o be l’operador conseqiidncia associat és finitari - Teorema
0.7 - Les estructures que analitzem sén iAlgebres implicatives - H Ra-
siowa (18), Definicié O 11 — 1 per tant hi ha definida una relaci$
d’ordre en el conjunt A Aixd ens porta ha estudiar sistemes clausura
en conjunts ordenats i reticulats D’altra banda per tal d’obtenir els

espectres i radicals de 1’31gebra, analitzem els elements distingits



d’un sistema clausura - Irreductibles, Completament Irreductibles,

Maximals, i Primers

Al Capftol IL obtenim les Algebres d-completes i donem les seves
propietats Abans,perd, esiudiem algunes qlestions que egstaven per
resoldre 1 que ens permeten tractar el problema amb més claredat TFou
A Tarski (28) qui s’adond que les ldgiques cldissiques satisfan el
Teorema de la Deducci§ Es a dir, s1 D és un sistema deductiu clissic
1 KD és 1’operador conseqiidncia 1ligat al sistema clausura dels deduc—
tius que contenen D, alxhores:

Per tot a,beiA, i tot XS A

a beKD(K) si, 1 només si, be KD(XU{a})
El recfproc &s cert -~ B Verdf (32) - : S1 D és sistema deductiu que
satisfd la condici$§ del Teorema, aleshores D és clissic
J Pla (12) demostra que en el cas que D sigui sistema deductiu complet,
satisfd un Teorema de la Deduccié feble

Per tot a,bcA i tot XS A:s

b€KD(XUZa.}) si, i només s1, existeix

n(a,b,Xp(X)) € N\[0}, tal que a" beEKy(X)
El recfproc no &s cert - J Pla (12) - En la definicié II 6 introduim
els sistemes deductius febles que sén els que caracteritzen la
condicid del Teorema de la Deducci§ feble Hem hagut d’afegir conda-

cions per tal de poder algebriizar les 1ldgiques a que donen lloc Certs



tipus de sistemes deductius febles sén sistemes deductius clissics
81, i només si, s6n a més sistemes deductius de tipus-1 -~ Teorema
II 5 - Aquests caracteritzen la condicié:

Per tot a,b€A:s

bPeX;(a) si, i només si, a beD,
que no &s altra que la condici§ del Teorema de la Deduccié de Tarski
en el cas X = ¢ Seguim, en aquest capf{tol, obtenint les Algebres
implacatives que resulten dels sistemes deductius complets, febles
i de tipus-1l I estudiem les propietats de les Algebres d-complets
En el tercer par3graf analitzem quines propietats es guanyen quan
1’ordre de 1’31gebra confereix al conjunt estructura supra-reticular
o reticular - supra-reticles d-complets, definicié II 103 reticles
d-complets, definicié II 11 - I seguint la lfnia dels treballs de
J Abbott (1) i F de A Sales (23)-(24)-(25), estudiem un cas en el
que s’obté una operacié supra-reticular expressable en termes de 1’ope-
racié inicial Obtenim les ilgebres de Sales - Definicié II 12 -,
que generalitzen les d’Abbott -~ Definicib O 19 - i que quan tenen

element minim -~ Teorema II 15 -~ 86n un reticle distributiu amb negacié

forta de Morgan

Al Capftol II] estudiem el conjunt de sistemes deductius de les

3lgebres d-completes, que essent un sistema clausura finitari, ems



permet aplicar al seu estudi els resultats del Capftol I Per una

part ens donen informaci$ sobre 1’estructura de 1’Algebras aix{
obtenim caracteritzacions de les Algebres de tipus-1 - Teorema III 3 -y
del fet que l’operacié sigui la canonica — Teorema III 4 —, 1 de les

Al gebres de Heyting - Teorema III 7 -; en termes dels sistemes deduc-—
tius Per l’altre, Ja que en aquestes Algebres el reticle dels siste—
mes deductius i el reticle de les congru®ncies poden i1dentificar-se

~ Teorema II 18 —, podem analitzar els espectres i els radicals amb
aquells Primerament ens ha calgut veure la distributivitat del reticle
dels sistemes deductius - Teorema III 9, seguint la 1fnia de la tesi
de A Diego (4) - per tal de poder caracteritzar algebraicament els
elements dels diferents espectres — Teoremes III 10, III 11, III 13 -
1 veure que en els supra-reticles d-complets els espectres primer i
i1rreductible coincideixen — Teorema III 14 - Tots els radicals
considerats sén el sistema deductiu trivial - Proposicié IIT 4 i
Teorema III 15 - excepte el maximal i donem una condicié suficient

per que ho sigui - Teorema III 16 ~ Donem una caracteritzacif de

les 2lgebres d-completes simples - Teorema III 19 - i una condicié
suficient per a la semi-simplicitat - Proposiciéd III 7 - I veiem

que en les 2lgebres d-completes la propietat ".,’espectre 1rreductible

separa els elements de 1’21 gebra ", caracteritza les 3lgebres de Hilbert

Fainalment presentem un Apdndix on es troben analitzats uns exemples



de les Algebres 1 3’els sistemes deductius estudiats, als quals fem

refrdncia en tot el treball, a fi 1 efecte de donar exemples i
contraexemples També ens permeten veure que les diferents classes

d’algebres 2 sistemes deductius estudiats sén no buides i no

coincidents

En la memdria han quedat molts camins oberts Hem preferit deixar
1’estudi de certs aspectes per a posteriors treballs per no alterar
la 1ima d’expos1cié Problemes que estan per resoldra sén: la repre-
sentac1§ *opdlogica de les Algebres d-completes i la caracteritzacié

de la semi-simplicitat, entre altres

L’interés d’aquestes esiructures logico-algebraiques és que inclouen
les classiques, les multivalorades i que estan molt lligades als
conjunts difusos, fins al punt que si hi ha representacié topoldgica
d'aguestes Algebres, creiem que &s en espais topologics definits en

conjunts difusos

He de fer constar que aquesia memdria és quelcom més que el resultat
d’un treball individualy &s, a més, la conseqiidncia de la tasca d’un
equip que fa uns anvs iniciaren F de A Sales, J Pla i B Verdf i

al que més tard s’hi afegiren J M Font, A Rodriguez i 1’autor I que

superant totes les dificultats, s’ha dedicat a 1’estudi de certs

aspectes de la ldgica



Vull agrair al Dr F de A Sales, director d’aguesta memdria, els

seus encertats consells a 1’hora d’abordar les diferents qiestions gue
ens hem plantejat, al Dr J Pla 1’eniusiasme que ha posat en els dife~
rents problemes discutits, a B Verdf llur objectivitat a 1’hora de
Jutjar aquest treball i a J M PFont i a A Rodriguez els suggeri-

ments 1 pacidncia
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O CONCEPTES PRELIMINARS

01

Definici 0 1 -

Una famflia de subconjunts ‘G d’un conjunt no buit

S s'anomena sistema clausura (s ¢ ) sobre S, s1 &s

una famflia tancada per interseccions arbitriries,

8s a dar

S€E%, 1 Ti€$ s 1€1I, aleshores QIT"e 6

Definicié 0 2 -

Una aplicaci$ C de (P(S) en ((S) s’anomena operador

conseqiidncia (o c) sobre S, si1 per tot X,YCS, satisfi

0 cl-X<C(X)
0c2«XSY, implica C(X)cC(Y)
o0 c 3~ c(c(x)) = c(x)
Els subconjunts de S tals que X = C(X) s’anomenen tancats respecte

a C.

TEOREMA O 1 -

Cada sistema clausura sobre S &s un reticle complet

respecte a 1’ordre definit per la inclusié conjuntista
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tenim ques

Si Xié g,iel, aleshores inf Xi = /\Xi, 1
i€l i€l

sup X, {zeé/ Uz cz}

del 1€l

TEOREMA O 2 -

Cada operador conseqiidncia C definit sobre S defineix
un sistema clausura:
e = {xss/ c(x) = x}
TEOREMA O 3 -
La famflia de tots els sistemes clausura definits sobre

S &s un reticle complet respecte a 1a inclusié conjuntista,

on G"/\é’i

I

sup 2; mf{g / §.C G, per tot iéI}

ieI

TEOREMA 0.4 -

La famflia de tots els operadors conseqiidncia C
definits sobre S &z un reticle complet (respecte
a 1’ordre: 01< C,si, 4 només si, per tot X<S,
¢,(x)<¢ (X)), on € = ;.1:[’ ¢, =i, i només =1,

o) = \c J(%), per tot XCS, 1
i€ 1

owp C_ = mf{c / € ,<G, per tot i€I}
i€l



TEOREMA 0.5 -

Definicid O 3

11

El reticle complet ds tots els operadors conseqiidncia
sobre S, 1 el reticle complet de tots els sistemes

clausura sobre S sén dualment isomorfos per la

P

corresponddncia C l———> 6( C) L’aplicaci$ inversa

ve donada per:

k?‘l (é)(x) = @‘1‘, per tot X<S

T=2X

TEOREMA 0,6.~

Definicid 0 4

Definicid 0 5

Si B &s una famflia de subconjunts de S, el sistema
clausura [B] , famflia de totes les interseccions ar-
bitraries d’elements de B, s’anomena generat per B,

o b8, que B és una base de [B]

[B] 83 el més petit sistema clausura sobre 3,
que conté B.
Una famflia no buida F de subconjunts de S s’anomena

fortament inductiva , s1 per cada cadena g_de fﬁ',

es compleix: U reF

Te‘g

Un operador consegiidncia C sobre S s’anomena finitari

si per cada X<8, satis®h: C(X) = l }c(n)
N&X
N finit
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TEOREMA 0.7 - (Schmdt)

Un operador conseqWi®ncia C &s finitari si, i només si,
el sistema clausura \3(C) &s fortament inductin

Definicib 0.6e~

81 X és un conjunt tancat respecte a C, direm que X

8s wm tancat irredmctible(t 1) per tot Tl,ng % (c)

X = Tlﬂ‘l‘z si, 1 només s1, X = ™ °oX =1,

Definicif 0 7 -

Si Xé§(0), direm que X és completament irreductible

(t ¢ 1) si, per tota famflia N<HC)
X = QL T si, i només si, XEN
Es clar que si X &s t ¢ 1 , aleshores X és ¢t i

T EOREMA 0 8 - (Plerce, Verdd (32))

Si C és finitari, aleshores la famflia de tancats com-
pletament 1rreductibles és la més petita base de ‘g(c)
Del Teorema anterior es dedueix immediatament que si C és finitari

la famflia de tancats irreductibles &s una base de 5(C)

Definici8 0 8 = (J Pla)

Un operador conseqiiencia C sobre S direm que &s unitari

si compleix per tot X&3, C(X) = f\c({x})
x€X

Per tal d’abrenjar la notaci§ escriurem C(x) en 1loc de C({x})
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Definicid 0 9 - ( F A Sales )

51 C &s un operador conseqiidncia sobre S, direm

que L = (S,C) és una 1dgica abstracta

0.2

En tot aquest ireball per (A, ) entendrem un conjunt no buit A,
amb una operacid biniria

Definicib 0 10 -

Siguir (A, ) 1 D SA, direm que D &8 un sistema deductiu

(s d) quan per tot a,beA compleix
8 du~ S1 a,a b&D, aleshores b D
La propietat s d. &s més coneguda com a Modus Ponens(m p )

TEOREMA O 9 -

La famflia de tots els sistemes deductius <&

és un sistema clausura fortament inductiu sobre A
A 1’operador conseqii2ncia associat a &) 1'escriuren K, que segons
els Teoremes 0 7 i 0 9 @s finitari Donat D€ &, amb D {£ ¢,
notarem per o@D la famflia de tots els sistemes deductius que
contenen D, que es un sistema ciusura, 1 per KD 1’operador
conseqiidncia associat
En tot el treball per (A, ,u) entendrem un cogunt A, no buit,

amb una operacié biniria , i un element distingit u de A

Definicié 0 11 -

- Direm que (A, u) &s un 2lgebra implicativa (a i ) gquan:
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per tot a,bc A, compleix

a i1l - La relacié§ definida:
alb si, 1 només si, a b= u
és d’ordre

ai2~ au=auu

Definicib 0 12.-~

Si (A, ,u) s wn 3.i i DCSA, direm que D és

*
sistema deductiun de (A, ,u)(s 4 (1)) quan:

8d(i) 1 -Desms d de (a, )

sd (i) 2~ €D
Donat que en un Algedbra implicativa {u}é«:@, aleshores Qiu}és
el conjunt de tots els s d (i), que notarem per o??o, 1 Yoperador
conseqiidncia agsociat I’ escriurem Ko

Teorema 0 10 ~ (J. Pla (13) F A. Sales(24))

Sigui Dun s d de (A, ) tal ques
l - per tot a€A, a.a€D
2.- per tot a,b,c €D, a byb ¢ €D, implica a c€D
3 - per tot a€A, d€D, a d€D
Aleshores tenim
a) La relacié a$ b si, i només s2, a.beD,
8s una relaci§ de pre-ordre

b) D és classe d’equivaldncia, per la relaci$ d’equiva-

13ncia que indueix el pre-ordre de a)

*Rasiowa(1d 1’anomena filtre implicatiu
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A la relacif d’equivaldncia indulda pel pre-ordre de D, quan existeixi,

1’anomenarem relacis 4’ equivaldncia definida per D
TEOREMA 0 11 - (J P11 (12))

Si D es un s d. de (A, ) tal que satisfi les hipdtesis

del Teorema 0.10., i la relaci8 d’equivaldncia definida

per D &s congrudncia, aleshores:

1 - D &8s 1la classe midxima perlordre indult en el conjunt
quocient, que notem per A/D

2.- (4/D, ,D) 68 m a.i.

Definicif O 13.-

-

Siguin (A,.u) 2 (A’,x, u’) a.2 1.i , 1 £ una aplicacid
de A en A’, direm que f & wn morfisme d’algebres impli-
catives quan:

- per tot a,b €A, £(a b) = £(a)xf(D)

- £(u) = u’

TEOREMA 0 12.—- ( H Rasiowa(18))

Si £ &8s un epimorfisme entre les ilgebres implicatives
-1

(2,.un) i (A’,x, u'), aleshores Ker f = f ({u’})e@o

A més 1a relacié a= b si, i nom8s si, a.b,b acKerf

és congrudncia en (4, ,u)

TEOREMA O 13.-

Si (A,o,u) és un a i tal que per %ot a,b,ccd,
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(a1) ((be) (ac)) =a
(a.b) ((c 8) (o b)) = u

Aleshores s1 D € 090 y 1a relaci§ a = _b si, i només

D
si, a.byb a €D s congrudneia.

A més si,per tot a€A,u a = a,(4/D, ,u) es m a i

que satisfl les condicions esmentades

Definicié 0.14.~

Signi (A, ) 1 DD, direm que D es sistema deductiu
cldssic (s d ¢ ) sa:
Sed.0.1 - Per tot a,beA,a (b a) €D

8.de6.2 ~ Per tot a,b,0€4,(a (b.c)) ((a.d) (a c))eDd

TEOREMA O 14 -

Si D ésun s d ¢, aleshores satisf3 els Teoremes O 10 i

O.1l1.

Definicid 0.15.~

Direm que (A, ,u) &s 3 gebra de Hilvert (a.de H )

( o 21gebra d’implicacad positiva) guan

a. de H1 - Per tot a,b€A, a.(ba) = u

a. de H.2.~ Per tot a,b,ccA, a.(b.c) = (a.b) (a.c)

a, de H 3.~ Per tot a,b€A,a b= u i bea = u,impliquen

3=bo

TECRENA 0415.-

Sigui (A,.) i D€, aleshores

D & s dec si, 1 només si, (a/D, ,D) és a. de H
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0.3.

En tot el treball per (A, ,C)entendrem un conjunt A, no buit, amb
una operacié bindria , 1 un operador conseq@idncia C.

Definicié 0 16 -~

Darem que (A, ,C) satisfd: el principi de la de

de Tarski (p 4 T ) si,per to* a,beA, XSA

bec(xVia}) si, i només si, a b€EC(X)
Per tal d’abreujar escriurem C(X,a) en lloc de C(XV { a})

TEOREMA 0.16 - ( B. Verdd (32))

Sigui (A, ,C),les condicionss

1l - C és finitari

2.- (A, ,C) satasfi el pd T

sén equivalents a les condicions:

3.- Per tot a,b €A, acC(@), implica b aeC(f)

4= a (a, ( (s a). )) €c(d) , implica
ara (3l (34,3  ))ec(d)

per tota permutaci8 T € gl
5.~ Per tot X SA, 1 per tot acA, a&C(X) s1, i només si,
existeix wn subconjunt F = {al, a2, o ,a.n} de X

tal que:

a, (a,0(c0 (a) a). .)e€c(f) o aec(g)
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TEOREMA 0 17 -
Sigui (4, ) 1 D€D, aleshores

(A,.,KD) satisfi el p 4 T s1,1 només s1 , D €g s d ¢

TEOREMA 0.18.-

S1 (A,.,u) 8s a i , aleshores

(A,.,Ko) satisfd el p.d.T. si, i només si, (A,.,u)

s un a. de H
0cdem
Per (A,., V,u) entendrem wm conjunt A, no buit,amb dues operacions
bindries . iv,i un element distingit u de A; i per (4, ,v,~,u)
entendrem un conjunt A, no bmat, amb tres operacions bin2ries ,viAa,
i un element distingit u de A.

Definicié 0.17 -

Direm que (A,.,v,u) &s supra-reticle implicatiu

(s-r i ) gquans

s-rei.l- (A, ,u) &s a.i

s=rei 2.- (A,v) &s un supra-reticle
S-r.l1.3 ~ per tot a,bcA,

a.b = u s1, 1 només s1, avb =D

Definicis 0 18 -

Direm que (A, ,v,u) s supra-reticle de Hilbert

(s=r. de H.) quans
g-To d6 Helew (AyeyVyn) &8 s—r i

S=Xe de He2.~ (A,o,u) &8s a. de H,



19

Definicis O 19 -

Sigui (A,.,u), direm que &s Algebra d’Abbot+ (a.de A.)
(o 3lgebra d’implicacid) quan:
a. de A 1.- (A, ,u) 88 a. de H.
a. de A 2 ~ Per tot a,beA, (ab) a= a
La condicil a de A 2 &s equivalent a 1la seglient (F A.Sales(23))
a de A,2” - Per tot a,bcA, (ab) b= (b a)a

TEOREMA O 18 -

Sigui (A, yu) un a de A , si definim avb = (a b) b,
aleshores (A, ,V,u) és m s-r de H
Definiocis O 20 -

Direm que (A, ,v,rn) &s reticle implicatiu (r 1 )

quant
1‘ i.l - (A, ’u) 68 a io
r 1.2.- (A,Vv,n) &s reticle

reis3 = Per tot a,bcA, a.b = u si, i només s1, anb = a.

Definicié 0.21 - (J P13 )

Direm que (A, v ,A,u) 8s reticle de Hilbert (r de H )

quan?
r de E.lo- (A, ’V ,A ’u) es r 1
r. de Ho2.- (A, ,u) 8s a., de H

Definicié 0.22.~

Direm que (A, ,v,A) 8s Algebra de Heyting (a. de Ht )

quans
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a. de Ht.l - (A,v,A) &s reticle
a. de HY 2 - Per tot a,b,ccA, anb<c si, 1 només si,
b<a.c

TEOREMA O 20 -

Si (&, ,vyn) &3 a de Ht , satisfd
1 <~ per tot aybeAy, aa=Ddb=u
2 - (A, yvyA,u) &s T deH

3 - (A,v,A) &s reticle distrubutiu

TEOREMA 0 21.- (J P1a(l))

(4, yvyn) &s 2 de Ht si1, i només si, satisfi:

l1-(ab)Aad=1

2 - (a.b)aa=and
3-(avd) c=(ac)a(bec)
4 - a(bne) = (av)a(ac)

5«aa =5bb
Per tot a,b,ceh

TEOREMA 0 22 - (J Pla(13))

Si (Aye,vya,u) &s v de H , aleshores &s a de Ht sa1,

1 només si, satisfi la condicib 4 del Teorema O 21

TEOREMA O 23 ~ (F de A Sales(23))

1 -51 (A, ,u) s 2 de A , aleshores si té& element
minim O, es pot dotar d’estructura d’3lgetra de Boole
a (A,v,A,7,1,0), on Ta =20, avd = T2 b,

aAb = ("av™), per tot a,becA



21

0050

Sigui (4, ,u) a.i , notarem per 7 al sistema clausura dels seus
filtres d’ordre, i per F a loperador conseqiidncia agsociat que &s

wmitari.

TEOREMA O 24.—

si (A, ,u) és mn a i , aleshores o@og F .
Sigui (4,.,v,A,u) r i , notarem per ’}; al sistema clausura dels
seus filires de reticle, 1 per Fr a 1’operador conseqii®ncia associat
que &s finitari,

TEOREMA O 25.-

si (A,.,vyA,u) &8 ¢ de H , aleshores tr;c_:ébo

TEOREMA 0 26.~ (J Pla (13))

Unr deH (A, ,u) & a de Ht s1, 1 només si,
T 5
0'6.
Per A= (4, {fd&ﬂz entendrem un conjunt A, no buit, i wna coleccié
no buida d’operaciéns { :t‘x}x , definides sobre A. Direm que «f s mn
[y

dlgebra abstracta (a 2a) -_

Definicid 0 23.~

Direm que un ilgebra abstracta <= (A, lfa}XéT) s
simple quan tot epimorfisme de f en wn altra a a
®= (B, {gxim) del mateix tipus,o bé& &s 1somorfisme,

o b B es redueix a un sol elemenlt
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TEORREMA 0.27.-
A &s simple 8i, i només s1, només té les dues
congrudncies trivials:s la identitat i la que

relaciona tots els elements de A

Si cﬂi = (Ai’ ifuhﬂ), i€I,85 una famflia d’2lgebres del mateix tipus,

notarem per T ()ﬂ al seu producte directe
1€X

Definicid 0.23 -

S’anomena producte sub-directe de (Mi):.e pr @ tota

sut dlgebra R de T r‘c)qita.l que , per tot a eA s 161,

iel 1

existeix un element de R tal que la seva component en A,
&s a,
TEOREMA O 28,- (G. Birkoff)

Un &lgebra A es pot representar com a producte sub-directe

de certes lgebres del mateix tipus (¥, )1 c1 ®

i només si, existeix una famflia de congrudncies

inf =

A més, s1 la condicib es sat:.sf%,d/ &s isomorf a un

producte subdirecte de ( (ﬁ/ @1) i€l

Definicié 0.24.~

Un dlgebra ¥ 8s semi-simple quan es pot representar

com a producte sub-directe d’ilgebres simples.
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Hom pot trobar les demostracions dels Teoremes anteriors en les
obres citades en la bibliografia,dels seglents autors
A. Diego, A Monteiro, Pierce, J Pla, H Rasiowa, H Rasiowa

- R Sikorski, F A Sales, Suzko-Brown, G Sz&sz, B Verdu
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I. CONSEQ!EECIA I ORDRE TANCATS IRREDUCTIBLES, PRIMERS I MAXIMALS

SEPARABILITAT

En aquest cap{tol, estudiem els tancats irreductibles, maximals i primers
d? un sistema clausura, en el cas més general i en el cas en qué el

sistema clausura estd definit en un conjunt ordenat o reticulat

I.1l. Tancats irreductibles, completament irreductibles, i maximals en

un sistema clausura,

Sigui L = (4,C) una 13gica abstracta
101.1.

Proposici§ I 1 -

Sigui T € §(C), T £ #, si per tot a,b £ T, c(a)NC(DXLT,
aleshores T &8s t.i
En efecte:

Si T 6s tal que,per tot a,b¢T, c(a)Nc(b)£T 1 T no 83 ¢ 1 , aleshores

existeizen T ,T,€ {(C) tals que

Sigui a€® \T 1 bET,\T, aleshores c(a)Nc(v) C 2,NT, = T

que contradiu la hipdtesi
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TEOREMA I 1 -
S5i C és tal que, per tot T ¢ F(C) 1 per tot a,beA,
c(rvlc(a)nc(n))) = c(T,a)Nc(T,b), aleshores:
si T és t 1 , satisfd que, per tot a,bg T, C(a)N C(b)¢T
En efecte:

Si T & t 1 i existeixen a,b¢T tals que C(a)NC(b)C T, aleshores
T = ¢(Tv(c(a)Nc(v))) = c(r,a)Nc(T,b)
i T¢ ¢(T,a), TgCc(T,D)
que contradiu el fet que T &s t i
Corol lari -
Si ¥(C) satisfi la hipdtesi del Teorema I 1 i s1
P E {2(0), T of @, aleshores:

T és t 1 s1, 1 només s1, per tot 2,b¢T, C(a)NC(D)LT

Per tal d’abreujar, escriurem C(X,Y) en lloc de C(XVY), X,TCA

Proposicif I 2 -

Si C &s finitari i satisf3 la hipdtesi del Teorema I 1,
per tot T€P(C), T t 1 , aleshores existeix un tancat
irreductible minimal contingut en T

En efecte:

Si T & t i , d’acord amb el Lema de Zorn, només cal demostrar que la
famflia dels tancats irreductibles continguts en T és inductiva infe-

riorment. Aquesta famflia no &s buida, doncs T hi pertany Considerem una
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descendent d’aquesta famflias C?C -CTy =T, amb i€I

[\ 8st1i jaaquesiang/ \1, existeix T_ de 1a cadema tal
ic1 jer *

que a,b£T 1 per tant c(a)ﬂc(b)¢'1‘k, 1 temam que C(a)NC(b) (T,
1€1
El Teorema O 1 acaba la demostracié

I1l.2,

Com a conseqfidncia immediata del Teorema 0 8 +tenim

Froposicié I 3 -

Si C &s finitari, aleshores per tot X € 5(C), i per
tot a¢X, exasteax Tt ¢ i tal que agT i XCT

Proposici8§ I 4 -

Si C &s finitari, aleshores per tot X € B(C) 1 per tot
afX, existeax T t 1 tal que a¢T i XCT

Proposici§ I 5 -

Si C &s finitari 1 X,Y € §(C), aleshores
XCY si, i només s1, per tot T t i (per tot T t ¢ 1 )
YCT, implica XCT

En efecte:

Que si XCY, aleshores tot T t 1 que conté Y també conté X,és

evident.

Suposem que tot tancat irreductible que conté Y també conté X:
3i X¢I, aleshores existeix a€X tal que agfYi,segons la Proposicid

T.4.,existeix T t i tal que TCT 1 a€T, per tant YCT i XCT, que

contradiu la hipdtesi



27

Definici8 I 1.~

Sigui xeA, direm que T € §(C) &s un maximal 1ligat a x

(T = ¥ )quan T 6s maximal en @_={Se(c)/ x¢s)}

TEOREMA I.2.-

Si C &s finitari, aleshores per tot x cANC(#), existeix
un maxamal lligat a x

En efecte:
81 x¢C(#), aleshores é’x £ @ Segons el Teorema Q7 B (C) s fortament

inductiva, per tant si (T ) &s una cadena de G_, |_JT € 8(C),
1'iel Y

?
x ¢ :I.k'e)ITi i tenim que 1L€JIT16 éx D’acora amb el Lema de Zorn

@z 6 maximals.
TEOREMA I.3e~
Si C &s finitari, aleshores
T & un ¢t c.1. s8i, i només s1, existeix un xeANT,tal que

T=M
x

En efecte:

Suposem que T &8s t.c 1., &3 clar que Tg/\ Mx = 1, Si yeT’, aleshores
xcA\T

ye®, Ja que si y£T, tindriem M i y¢ /-\ Mx, contradicci§ Com que
x€EAN\T

T 88 t.c.i. per definicid T = Mx’ per un cert x€ AN T

Reciprocament:Si T = M_, x €A, aleshores x¢ ANT i segons la Proposicié
x

1.3 existeix un T’ t.c.i. tal que x¢€T’ 1 PCT' Com que T &3 un

maximal 1ligat a x,T = T’
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Definicif I 2 -

Sigur T ¢ B(C), direm que T &s tancat maximal (%t m )

quan
tem 1 - TGA

tm2-51Xx¢€§(C), TEX, implicaX = 4

TEOREMA T 4 -

Donat T € g(C), T# A, T & t m s1, 1 només si, per
tot a,b ¢ T, beC(T,a)

En efecte

Si T és maximal, donats a,b¢T, TGC(T,a), per tant C(T,a) = A

Recfprocament Suposem que T &s t2l que, per tot a,bgT, be C(T,a)

S1 X € f(C) 1 TE X, donat beA teminm

- bET, per tant, bEX

~ b¢T, perd com que T¢X, existeix a€X\T 1, per hipdtesa,

be ¢(7,a)C X,

per tant X = A Aixd demostra que T és maximal

28



I.2. COnseg‘B.&ncia,ord.re 1 _estructures reticulars Tancats Primers

I.2.1.
Sigui (A,C) una 1dgica abstracta, en 1a quéd el conjunt A &s ordenat
respecte a la relacib <

TEOREMA T 5.

Les segllents condicions sén equivalents

(1) ge)eF

(2) Per tot a,beA, a<h, wmplica C(b)< C(a)

(3) Per tot aca, F(a)cc(a)
En efectes
(1) implica (2) s1 a< b, com que C(a) &s un filtre d’ordre,
b eC(a), aixd &z ¢(v) Cc(a)
(2) implica (3) si beP(a), 6s a<b 1 beC(a), per tant F(a)< Cha)
(3) implaca (1) si T e€¥g(C), a€T 1 a<b, tenim beF(a)cc(a)c T,
per tant beT , i aleshores T &s un filtre d’ordre

coml olali o=

Si A t6 maxim u, i %(C)C F, aleshores C(#) = ¢#,0 bé&
ue c(g)

En efecte:

S1 ¢(f) £ #, existeix acC(f), com que u>a, nuec(a)=C(d)

I.2.2.

Sigui (A,C) una 1dgica absiracta,enla que A té estructura reticular,

€s a dir, en A hi ha definides dues operacions v, A, tals que (4,v,n)

&8s un reticle.

29
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Proposicif I 7 -
Si ﬁ,g@(C)g ¥y aleshores per tot acA,F(a) = C(z2)

En efecte:

La demostracié es trivial donat que Fr(a.) = P(a) per tot acA

TEOREMA I.6 -

Si C &és finitari, aleshores

jﬂrg‘é(c)c_?s:.ﬂ només si, per tot acA, F(a) = ¢(a)
En efecte:
El directe 8= la Proposici§ I 7

Reciprocament. Si per tot acA, F(a) = C(a),d’acord amb el Teorema I 5
‘é(c)g’]{eera demostrar que fﬁ;g@(c), veurem que s1 FE€ R, C(F) = F,
d’acord amb o.c 1 només cal veure que C(F)CF

Si a€C(F), per &sser C finitari, existeixen b ,by, 4P €F, tals que

a€c(v, ,b ,b ) Donat que F &s un filtre de reticle z = A b, €F,
1 n

2’ i=1

a més per tot i, 1<i<n, b, >z, per tant b, €F(z) = C(2z) i a1x5 ens diu

i i

que c(bl,‘b ,bn)Cc(z) = P(z) CF A1xd demostra que acF, 1 tenim

2
que C(F)CP

TEOREMA I 7 -

Les segllents condicions sén equivalents
(1) Cle)cT,
(2) c(Fr(x)) = C(X), per tot X<A

(3) ¢(a,b) = ¢(anb), per tot a,beA
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En efecte:
(1) implica (2) = B(c) C 73;, segons el Teorema O 5, Fr'—é c,
que implica (B.Verdu(3;),Brown-Suszko(3)) C oF =C
(2) implica (3) si a,b€A, aleshores

¢(a,b) = C(Fr(a,b)) = ¢(F (a~D)) = c(anD)
(3) implica (1) siTeZ(c) 2 a,be T, aleshores C(a,b)C T, per tant
C(aArb)CT, d’on aAbeT A més s1 acT i bya, ¢(a) = 6{aAd) = ¢(a,d),
per tant C(a)ST Aixd demostra que T€ ’Tr
I.2.3
En aquest apartat considerem que el conjunt A de la ldgica abstrcta
(4,C) només té estructura de supra-reticle, aixd és, en A hi ha definida
una operacié v, tal que (A,v) &s supra-reticle Suposem també que
B(e)CF.

Definicié I 3.~

Sigui 7¢ B(C), direm que T &s un tancat primer (t p) s1

t.p - per tot a,b€A, si avbeT, aleshores ac¢T o beT

Proposicif I 8 -

Tot tancat primer €s tancat irreductible.

En efecte:

Si 7€ B(C) és t.p. i a,b¢T per definici6 avb¢T, com que R(C)C F,

d?acord amb el Teorema I 5,avbeC(a)\c(b) Per tant C(a) NC(bBIL T,

i segons la Proposici§ I 1 T és t i.
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TEOREMA 1.8 -
S1 C &s finitari, aleshores
Tancats irreductibles 1 tancats primers coincideixen
si, i només s1, per tot a,beA 1 per tot T € &(C)
c(T,a)Nne(r,b) = ¢(T,avd)
En efecte
Si1 tancats primers 1 tancats irreductibles coincideixen, per demosirar
la igualtat només cal veure que C(T,av1b)DC(T,a)NC(T,b), 32 que
1’altra inclusié sempre es satisfd Sigui T’ t 1 tal que C(T,avd)C T’,
aleshores 'I'_C_T’ 1 avbeT’ Com que T’ &s, per hipdtesi, t p , tenim
que PCT’ 1 acT o be?, d’on C(T,a)C T’ o C(T,b)C T’, per tant
c(Ty2)NC(T,b)C T’ 1 per la Proposicad I 5 jJa hem acabat
Reciprocament, s1 C(T,avb) = ¢(T,a)NC(T,b), per tot T € B(C) 2
a,be A; en particular sigui T wn t 1 Suposem que T no és t p ,
aixd 8s, existeixen a,b¢ T, tals que avbeT, aleshores
c(m,2)Nne(r,d) = Cc(Tyavd) =T, 2
rgc(r,a), T&C(T,Db)

que contradiu el fet que T sigui t 1

Coro lari1 1 -

Si C &s finitari 1 tancats irreductibles coincideixen

amb tancats primers, aleshores

c(avd) = c(a)Nc(p)
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Fen servir el Teorema anterior B Verdu(33)demostra el seglient

Corol lari 2 -

S1 A 1€ estructura de reticle, aleshores

(A,v,A) &s un reticle distributiu si, 1 només s1,
filtres de reticle primers 1 filtres de reticle

irreductibles coincideixen

I 3 Conseoli®ncia i separabilitat

I31
Sigui (4,C) una 1dgica abstracta

Definici8 I.4 -

Sigur BCY(A), direm que separa els elements de A

s1 Per tot a,bcA, a # b, existeix Be B tal aque

a¢B 1 beB,o a€B 1 b¢B

Proposicid I 9 -

Sigur B una base de %(C) B separa els elements
de A s1, 1 només si, per tot a,beA, C(a) = C(1),
implica a =D

En efecte

Per &sser P base de ©(C), tenim que s1 TE€ ¢(C) 1 a¢T, exasteix B

tal que 2¢ B i TC3B

Suposem que b separa els elemenis de 4 1 ¢(a) = ¢(b), aleshores

per tot BeBtal que a€ B &s c(a)<B 1, per tant, be€B Si1 fos a2 # b
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els elements de ) no separarien els de A
Suposem que C(a) = C(b), implica a = b, aleshores a £ b , implica
c(a) # ¢(v). Per ésser P base de '{(C) sempre podem trobar un tancat

de /jbque contingui wn 1 no contingua 1’altre

Corol.lari

Si C &s finitari,les seglients condicions sén equivalents:
(1) La classe de tancats completament irreductibles
separa els elements de A
(2) La classe dels tancats irreductibles separa els
elements de A
(3) Per tot a,beci, ¢(a) = C(b), implica a = b
En efecte:
La demostraci8 es immediata donat que si C és finitari,la classe

de t.c.1 1 la classe de t i son bases de G(C)

Proposicid I1.10 -

si ¢(a) = ¢(b), implica a = b, aleshores o bé C(F) = ¢
o bé existeix d€A, ¢(g) = {d}
En efecte:
Si c(f) # 4 1 a,beC(f), aleshoers C(a) = C(f) = C(db), per tant a = b.
Aixd demostira que C(ff) només conté a un element

I.3.2

Sigui (A,v,A) un reticle i (4,C) wna ldgica abstracta
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Proposicid I.1l1 -
Si 'FrC @(G)Cfﬁ'lc& finitari, aleshores la classe
dels tancats irreductibles separa els elements de A
En efecte:
La demostracié és immediata, ja que per tot a « A, F(a) = C(a)

TEOREMA T 9 -

S1i C &s finitar: i Z(C)C F,, aleshores per tot a,bcA,
¢(a) = ¢(v), implica a = b si, i només s1, &(C) = /};
En efecte:
si %(c) = ’J'*'r §s clar que per 1la Proposicié anterior, i 1aI 9 ,
C(a) = ¢(b) implica a= 1
Suposem que C({a) = C(b), implica a = b Per demostrar ’Frgg(c), segons
el Teorema I.§, només cal veure que C(a) = F(a)
- F(a) cc(a), ja que G(C)C
- 8i bec(a), ¢(a) = C(a,d) = C{aab) , per tant anb = a, aixd &s
b?a. D'on beF(a). A1xd  demostra que C(a) CF(a)
Corl lari -
Si C &s finitari i G(C)GT, no hi ha cap base de §(C)

que separi els elements de A
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II. SISTEMES [DEDUCTIUS, DEDUCCIY I ESTRUCTURES IMPLICATIVES

IT1.1. Sistemes deductius 1 deduccid

Amb les notacions adoptades en els preliminars, considerem (A, ),

€ D
D @,Kni A

IT.11

Definicib II 1 -

Diem que D &s un sistema deductiu de tipus 1 (s 4 t-1 )

s1 compleix

8 det=1l 1 -~ Per tot acA, a 2€D

8 d =1 2 -~ Per tot a€A, dcD, a d€D

8 det-1 3 - Per tot a,byceA, a (bc)eD i a b€D,

ampliquen a ¢€D

Es clar que s1 D ésun s 4 t-1 , D ;! g,per s d t-1 1 A més satasfd

les seglients propietats

Propietet 1 ~
La relaci§ definida en A per:

a éD b s1, 1 només s1i, a.bED
&s relaci§ de pre-ordre

En efecte
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l.- Bs reflexiva per s 4 t-11
2-51iabeDa1bceD, aleshores, per s d t-1 2 , a (b ec)eD, i

Per s d 4=1 3 a c¢cD Per tant &s transitiva

Per tal d’abreujar 1’escriptura, farem a b = a (an-l b) , per tot

neN, n>1

Propietat 2 -

Per tot a,bcA 1 tot neW, a beD s1, i només sa1,
a.bed
En efecte
S1 a.b<€D per s d.t=1 2, tenim que per tot ne W, :—.v.n beD
El dipecte el demostrem per induccié:
-sin=1, és obma
ntl
- Suposem-ho cert per un né¢ N, n>1, aleshores si a b €D, tenim
n-1
ae(a.(a ~ b)) € D, i com que a.,a¢D, de s d t~1 3. resulta gque

a.(a.n"]'.b)e D, és a dir 2" beD 1 per hipdtesi d’induccié a beD

Definicié II 2 -

Direm que (A, ,C) satisfd el principi de la deduccis

de tipus 1 (p d t-1 )quans

p det=l.~ per tot a,bciA , a bec(¢) si, 1 només =1,
be c(a)
El p.d.t-1 no & sind el p d.T per a singletons, aix{,s1 (4,.,C)

satisf) p.d.T., satisf2 també p d -1
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si (A, ,C) satisfl el p.d.t-1 , aleshores compleix les seglients
propietats:

Propietat 3 -

c(g) £ ¢

En efecte:

Bs obvi, ja que per tot aei, aeC(a) i per tant a acC(f)

Propietat 4 -

c(g)e®

En efecte:

S8i a, a beC(f), aleshores b&C(a) = C(¢)

TEOREMA II.l -

Donat DED

(A, ,xn) satisfh p 4 t-1. si, i només si,D &3 wn s 4 t-1
En efecte
Suposem que (A, ,KD) satisfd p d t-1 , aleshoress
1- aeKD(a.), implica a.aeKD(¢) =D
2.- S1 a€cA, 1 deD = KD(¢), tenim deKD(a), per tant a deKD(¢) =D
3.= S a.(bc)eDiabeD, aleshores b celn(a) i beKD(a.) i

com que X_(a)¢ ©_CH, tenim CGKD(a) iaceDd
D D=
Suposem que D &s s d.t-1 Si a€ A, considerem el conjunt:
D(a) = {veAr / abeD},

veurem que D(a) = KD(a)
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1 - D(a)eod , ja que si ceD(a) 1 ¢ be D(a), aleshores a ce D
a (c b)eD, 1 per s d -1 3, a beD, per tant be B(a)

2 - aeD(a), Ja que a agd

3 - B(a)e a@n, ja oue per tot d€D, a deD, i tenim de D(a)

4 -8iDd'e o@n, 1 a€D’, aleshores D(a)c D’, ja que si beD(a),
aleshores a b¢DCD’ 1 aeDd’, d’on beD’

Aix1 doncs D(a) = KD(a), aleshores beKD(a) si, 1 només si, beD(a),

que per definicié equival a a beD

A continuaci8 estudiem la relacid que hi ha entre el fet que (i, ,C)
satisfaci el p d t-1 1 el fet que C(F) sigui s d t-1 Cal observar

que, d’antuvi, la propietat 3} garanteix que C{f) # ¢

Proposicid II 1 -

s1 (A, ,C) satisfi p d t-1 , aleshores
c(#) 6s s d t-1 si, i només si, per tot acA
c = K
(a') c(¢)(a)
En efecte
Per hipdtes:1 b<¢C(a) si, 1 només s1, a beC(#); a més , per la
propietat 4, C(#) = Kc(¢)(¢) Pel Teorema II 1 que C(f) sigui
s d t-1 equival a que (A, ’KC(¢)) satisfaci el p d t-1 , aixd és,
bEK a), 1 aixd ecuival a que
a beKc(¢)(¢) s1, 1 només s, C(¢)( )
C(a) = K a
(2) = Eypgy(a)

Proposici§ II 2 -

si c(f) és s d t-1, aleshores

(4, ,C) satsisfi p 4 +-1 s1, 1 només s1, per ©t ach
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6(a) = Eg(gy(a)

En efecte:
El Teorema II.1 ens diu que (a, ,Kc (¢) ) satisfi el p 4 t-1
Aixf doncs (A, ,C) satisf} el p.d t-1 si, 1 només si,
bec(a) si, i només si, a be C(f) = KC(¢)(¢) si, 1 només si,
bEK a)e
c()(®

A1xd ens diu que per cada acA, C(a) = Kc(¢)(a)

Corol.lari -
Si per tot acAi, C(a) = ch)(a), aleshores
(a, ,C) satisfh el p det-1 81, i només si, C({)

s s 4 t-1
El Teorema II 1 fa patent que tot s d ¢ &s un s d.t-1

En la Propietat II.1l hem vist que tot s 4 t-1 indueix un pre-ordre,
perd, en general, la relacié d’equval®ncia msociada no és pas compatible
amd 1’operacié

Definicié II 3 -

X
Sigui Déd) direm que D és un s d -1  gquan

sdtl¥1-Dsssdtl
s.d 1:-1* 2 o La relaci§ de pre~ordre definida per D

8s compat_ble amb 1’operaci$
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II.1l.2.

En la seva Tesi Doctoral J Pla defineix els gistemes deductius
complets:

Definici8 II 4.~

Sigui DE Y, direm que D &s un sistema deductiu complet

(s.d.co )quans
8 d.co.l - Per tot a,becA, a 2a€D
s.d.co 2 —Per tot a€¢A, d¢D, a d¢D
s deco 3 - Per tot a, b,c€4,

(a ) ((c a) (e B))eD

8 d.co 4 —~ Per tot a,b,c €A,

(a (b.c)) (b (2.¢))eD
£s clar que s d col implica que tot s d co &8s no buit

Si D 86s un s d co. satiafd les seglients propietatss:

Propietats: (J. Pla (12))
l.- La relack’definida en A per

aéDb si, i només 31, a b€D

&8s un pre-ordre
2.— La relacid d’equaval®ncia (-—_-D) induida pel
pre-ordre s compatible amb 1’operaci$

3.- a SD b a, per tot a,b<cA

4e= Si a éDb i c€A, aleshores ¢ a <£_¢ b, per tot a,bed

D
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Sem a..'béD (c.a) (¢ b), per tot a,b,ceA
6.~ a.d £ (vec)da ¢) , per tot a,b,ceh
T~ (a.b) (a.c) éDa.(b c), per tot a,b,c €A
8= af—D(a. b) b, per tot a,beA

9e= a.b = D b per tot b€A, siy 1 només si, aeD

Propietat 5.~

Per tot a,bycecA i tot neX,
a.(b" ¢) Eybn (a.c)

En efecte:
La demostracié§ es fa per induccié
La prgietat 8s certa per n = 1, en vartut de s d co 4
Suposem que és certa per n>1, aleshores

a. (v o) = e (b (2° ¢)) =0 (a (87 o)) =

=b (7" (a 0)) 5,5™ (a o).

Obsevem que en la segona equivaldncia &s essencial 1la compatibilitat

de 1a relaci8 amb 1’operacié.

Bs obvi que tot s.d.c &s s d.co. perd el reciproc ,en general, és

fals (cf. apéndix Ex. 3) També es pot veure que hi ha s d co

que no sén s d.t-l., azxfcoms d.t-1 que no sén s.d co (cf Apdndax Ex.1)

J. Pla (op cit.) estudia quin tipus de principi de la deduccis satisfan

els s.d.co0., 1 demostras:
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TEOREMA IX.2 - (J Pla (12))
Si D és un s d co , aleshores per tot a,beA 1 tot XTA

beK (X,a) s1, 1 només si, existeix un ne ™o},

a.n.b € KD(X)

On n depdn de a,b i de KD(X)
El reciproc en general no &s cert (J P12 op.cit.).
Estudiarem els sistemes deductius que carecteritzen aquest principa
de la deduccaé.

Definici8 II.5.-

Sigui (4,.,C), direm que satisf3 el principi de la

deducci8 feble (p d £ ) quan:

Per tot a,bc A, 1 tot XA,
be C(X,a) si, 1 només si, existeix ne M\{0}, tal que
a® beC(x).
En la definicid n depén de a, b i de C(X), en tot el tnball ho suposarem
alxf i en cas contrari ho especificarem
TEOREMAIX, 3.~
Suposem C finitari, aleshores:
(a,.,C) satisfd p.d.f. s1, i només s1, per tot P finit,
F= {bl’bz’ ..,bn}gA, les segllents condicions sén
equivalents:
le= beC(F)

2.~ existeixen kl’k2""’kn€ Mot , tals que
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Kk, k, Kn
bt (b (. (B D) L))ec(d)
3o~ Per tota permupacis z ¢ Sn’ existeixen h'tm’hc(ﬂf

h‘C(nF o\ ’LO} s tals que

{‘Zm f‘z(z)

bzu) (bc(z)’

%tcn)
(. (5% . )ecd
En efecte:
Si (4,.,8) satisfd p d.f , aleshores @

1. si, i només s1, 2¢ Pertot becA i tot F ={b1,b2, ,bn}

be c(blt "bn) = ¢( {h19 ’bn.-l} ’ bn)
8i, i només si, existeix kne IT\{O}, tal que

kn
LI ec(bl,. ,‘bn_l)

1 reiterantel procés obtenim k,k,y k€ ¥\ {0}, tals que

k4 ,.ka kn
* * .00 * c
bt (B, % (eee(B " 1) L)) ec(d)
l.si, i només si, 3.1 en el raonament anterior 1’ordre dels subindexs
és arbitrari, ara b& els exponents que van apareixent depenen de
1’ordre.

Reciprocament, les equivaléncies impliquen que (A, ,C) satisfi

el p.d.f.s

- 81 X = @, aleshores be C(#,a) si, 1 només s1, existeix un cert
ne M0j, que a® be c(d).

~ 81 X § ¢, aleshores beC(X,a) si, i només si, beC(F), on F

F &s finit i PCXU{a}
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Podem suposar sempre, sense perdre generalitat, que
ac F, Ja que en cas contrari agafem FU{alen lloc
de F,

Aixf dones be C(bl,‘bz, ..,'bn,a.), i per 2

equival a que existeirxin kl,kz,...,km_le N\{o}, tals que

B (o (W) ecd),

si, i només si, a.k""bec(bl, ,‘bn)C_:._'G(X).

Proposicié I1I.3 -

si (A, ,C) satisfiA p.d £ i C &3 finitari, aleshores
1 -C(g)ED
2.- %(c) = Beig)
En efecte:
l.- Suposem que a i a.beC(#), aleshores C(f) = C¢(a) i bec(g)
2.~ Sigui Te B(C), aleshores C(F)C T
A més T, )a que si a,a beT aleshores beC(T,a) = C{T) = T
D?altra banda, si Déc@c(¢), considerem ac C(D), sabem que exis-
teix F = {bl,bz,...,bn} C. D tal que a€C(F), aixd &s existeixen
Ky ..,knem{o} , que ‘bllg'.(bgl.(...(bn".b) .))ec(g)en,

per m p. reiterat aeD, per tant C(D) = D i D¢ E(c)

Definicié II. 60-

Sigui (4,.), D€ & Diem que D &s un sistema deductiu

feble (s d £ ) quan:
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s.d f.1 - Per tot a,beA, existeixen k,re N\{0}, tals que
a¥ (v7 a)eD
8 dof 2 -~ Per tot a, b, c €A, i per tot oy By ¥ € WO},

existeixen s,m,r ¢ MO}tals que

(a™ (1P ¢))® ((a¥ )™ (a” c))e D.

Esclarque s1 D és s A4 f , D # #§, ja que per tot acA, existeixen

k,r e N\io},ak*r a€Dd

TEOREMA IT 4 -

Sigma (A, ), De D,aleshores
(A,.,KD) satisfh el pd f si, i només si, D &3 wmn
Sedlf
En efecte:
s1 (a, ,xn)satisfa el p d £, aleshoress
l.~ Com que a.ex")(a.,b) qualsevol que sigui beA, existeixen k,r em\{og
tals que a* (v° a)e D
2.~ En primer lloc veiem que per tot a,b,cecA i tot &, 8,y € N\{0}
c €k (a*.b, a” (vF c), a) = D7, (1)
s clar que a, 2 beD’ i per m p reiterat beDd’, aleshores
a, b, 2’ (bﬁ c)€ D’ i,per m p reiterat,ceDd’
(1) &s equivalent a que existeixin r,s,t ¢ F™0} que
(o (v° &) ((a¥.1)%.(a® ¢))eD
Recfprocament Veiem que si D &s un s.d.f , aleshores donats D¢ o@D

1 aca, 0¥ {be A/ existeix n e B\{0} que a” b eD”}s K,D(D”,a.)
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8o Dté &, Ja que si ce ]Jt ied eDt, aleshores existeixen n,me¢ mgo}
tals que at.c €D” 1 (ced) €D” 1 per s 4 £ 2.-, tenam:
(a" (co1))"(a" €)® (a* b)) e D
per certs rys,t de MVjper m p reiterat a.t bed?” d’on bep®
b- D'cD* i a.eDt, ja que
- existeixen k,r ¢ M\{0}, que Rt aeDsD”, per tant ac o*
- si b€D”, existeixen k,r € N\ {0}, que bk(a.r b) € DSD?, 1 per
m.p. reiterat a .b €D’ 1 per tant ped®
En particular DCDY, 1 DoC o@D
Co- Si TE€ 08]), aeT i D”CT, aleshores
per tot ‘beD*, existeix ne W\0}, que a beDTT i per m.p
reiterat €T D’on D‘g 7
Aixfdones D* = K,D(D”,a). I hem obtingut una caracteritzacié dels
elements de KD(D”; a)s
beKD(D”,a.) si, i només s1, existerx n e N\{0}, que a’ beDd”,

per tot a,bcA i tot D”éa@n.

S1 fem D= KD(X) obtenim la demostracif del Teorema

Corol olari le.-

si (A,.,C) satasfa p d £ i C &s finitari, aleshores
c(f) és s arf

Corol lari 2.-

8i ¢(#) &s s 4 t-1. i C 8s finitari,

(4, ,C) satisfi en p.d.f. si, i només si, G(C) = e (d)
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Corol.lari 3.—

Tot s deco €s s 4 f

El reciproc del Corol.lari 3. , en general, no és cert (cf Apdndix
Bx, 2. )
La relacil entre certs tipus de s.d f 1 els s d ¢ ve QJonada per

TEOREMA IT.5 —

Sigur D s d.f tal que per tot a,b,c €A, i tot r,s e N\{0}
a".(b® c)eD, implica b° (a’.c)e D,
aleghores D 8s s.d.c. si, i només si, D és 3 d.t-1
En efecte:
Bs clar que tot s.d.c. &s s d t-1
Suposem que D &s s d t-1 La condici§ que hem imposat es generalitza
per inducci$:
per tot a 5.0 43 ,beA, si a.f‘ (alzc; ( .(a:° b) .))eD

aleshores-
k-(1 k(l kan
a ()o( ()( (au })‘b)- ))é D

) * 2w
per tot ky.. ok € Fiojfota permutacas ze }1, i tot ne W)
Per demostrar que D 8s clissic veiem que (4, ,K.D) satisfA p d T
Sigui XCA, 1 a,b €As
SiXx £ ¢, - si a.d eKD(x), aleshores beKD(X,a) per é&sser D s.d.f.
-81i 'bGKD(X,a), aleshores existeix n € B {0} que a".b eKD(X),

aixd implica que existeix F = {bl,. ,bp}gx, tal que

a® b EKD({bl, . ,b',})



o0 equivalentment, existeixen ks k.€ ¢} que

B (e (o (aRh). L) e
i per 1la condicié imposada
n k.{ kr-
a .(bl .f (br b)) ))eD
com que D s s d t-1 ,per la propietat 2.
(v ( (37w ))ed

i finalment

b‘;‘.(. (b:" (a b)).. )eD

que implica

a.b eI(D('bl, ..,br)gxn(x)
SiX = @, a.beD si, i només si, beKD(a.) , Jaque D s s d t-1
El Teorema anterior generalitza el segilent resultat:

Corol lari - (J Pla(12)
D &s s.d.c i, i només si, D s s d.co. 2 s.d.t-1
En efectes
El directe &s trivaal.
El reciproc &s cert ja que si D és s d.co ,satisfl les hipotesis

del Teorema anterior.

A 1’hora de pretendre obtenir estructures deductives- algebraiques
ols s.d.f. no ens van b8, piux no sén pre-ordenadors (en el sentit

dels Teoremes 0.10 1 0.11 , i Propietat 1 ). Per tal d’obtenir

49
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pre-ordre, compatibilitat de la relaci8 d’equivaldncia indu¥da amb

1 que D sigui la classe maxima en el quocient, necessitem definair um

nou tipus de s 4 f.

Definicié II 7 -

Sigui (A, ), DED Diemque D s s 4 f ", quan
s d.f ﬁ.-— D és s.d f
x
s d.f 2 - Per tot a€A, a acA
s d.ft3 - Per tot a,by,cecld, a €D i b c€eD, impliquen
aced
X
s.d.f 4 - Per tot deD, bt a€A, a deD
s d ft5 - La relacié§ d’equival®ncia definida per:

a _-?.-Db si, i només s1, a b€D i b a€D,

&s congrudncia

En la definicié anterior, de 1,2 1 3 se’n dedueix que la relacié
definida per D &s d’equival¥®ncia També &s clar que tot s d eo és

s.d.f‘, peré el reciproc no és, en general, cert (ef Apdndix Ex 2)

II.2.~ Algebres implicatives 1 deduccid

En aquest pardgraf estudiem certs tipus d’2lgebres implicatives,
1’interés de les quals radica en el fet d’obtenir-se per quocient

modul els sistemes deductius estudiats en el pardgraf II 1
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També donem la relacid que existeix entre les Algebres implicatives

obtingudes 1 els principis de la deduccid

Considerem (A, ), c@, K, D€°9, KD, tal com hem convingut en els

oreliminars

IT.2.1

TEOREMA IX.6.-

BEn efecte:

Digui D s.d t-1 , aleshores (A/D, ,D) satisfis

l.~ Per tot d€D, d = D

2 - Per tot acA, 23 =D

3 - Per tot a,becd, a.b=D i b a=D, 1mpliguen
a=d

4.~ Per tot a€A, aD =D

5 -~ Per tot a,b,c €A , si a.(b.c) = D 1 2a.b = D,

aleshores a.c = D

6 - (A/D,.,D) s un Xl1gebra implicativa

a, B, C representen les classes d’equivaldncia

de representanta,b,c,respectivament, per la relacié
d’equivaldncia definida per D, i A/D el seu conjunt

quocient

Recordem que si D §s mn s 4 t-1 * la relacid d’equavaléncia de-

finida per D s congrudmncia
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1l ~ donat que D satisfi m.p , i per tot a cA, 1 tot deD, a deD,
aleshores (cf, J.P12 op cit ) d = D

2.~ ja que per tot acA, a a€d

3.~ en virtud de la mateixa definicié de a.

4o~ jJaque a d = a.D i a deD, d’on 3.d = D

S5¢= ja que D &8 s.d.t-1.

6.= la relaci a<b si, i només si, a <,b és una relacié d’ordre,

i per 4, D &s 1’element mixim en A/D ja que , per 1 , D eA/D

Pefinicis IX.8 -

Diem que (A, ,u) &3 un Algebra d-tipus 1 (a d-t-1 )

quan

a d=t-l.1l.~ Per tot a €A, a.n

]
-]

8¢d-t~1 2 -~ Per tot aclA, a a

u

a d-t-1 3 - Per tot abcA,a d

b a=u, impliquen
a=Db
a det-l 4 - Per tot a,byc €A, a (bec) m uiabdb=n,

impliquen a c = u

Proposicié II.4.-

Tota Algebra d-tisus 1, &s dlgebra implicativa

La demostraci8 &s trivial

Hi ha  Algebres implicatives que no sén dlgebres d-tipus 1 (cf Apeéndix

kg)‘



TEOREMA II 7 -

Sigui (A, ,u) 2 i , aleshores:

(4, yu) 6s a d-t-1 si, 1 només si, {u} &s s d t-1
En efecte:
Si (4,.,u) &s a d-t-1, per a d~t-1 1, a det-1 2,a det-l 4y {u}&s

S.d t=l

Reciprocament, si {u} &s s.d.t-1 8s cumpleixen a.d-t-1,1, a dwt-L2,

23.det-1.4, i com que (A,.,u) &5 a.1 tenim a.d-t-1 3

Corollari 1 -

Si (A, ,u) &s a i , alehores:
(A, yu) & a d-t-1 31, i només si, (A, ,Ko) satisfi

p.d +1

Corol.lari 2 =

si (A,.,u) és a de H , aleshores (A, ,n) &s a d-t-1

Hi ha 3lgebres d-tipus 1 que no sén Xlgebres de Hilbert (cf Ap3n-
dix Ex.1)

I1.2.2.

En aguest apartat estudiem les 3lgebres implicatives que hom obté
al fer quocient amb un s d co

TEOREMA II.8.-

Sigui (A, ), DeH, D s d.co , aleshores (A/D, ,D)

compleix:

53
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1 - Per tot deDy d = D
2 - Per tot a€A, aa=1D
3 - Per tot a,b€A, a b=Diba=D, impliquen a = ®
4 - Per tot acA, i tot deD, a d=1D
5 — Per tot a,b,ccA, a (bc) = b (a <)
6 - Per tot a,b,ccA, (2 1) ((c a) (c.b)) =D
7-(a/D, ,D) s a i

—_— ay by ¢ designen les classes de representants
a, by ¢ i d,respectivament, donades per la relacié
d’equivaléncia definida per D

En efecte

Les demostracions de 1,2,3,4,6,7 sén anldlegs a les del Teorema II 6§

5 surt de que, en &sser D s d.co , per tot a,b,c €A,

a.(bc)<d (ac)
i per simetria, i per la compatibilitat de la relacié ambd 1’operacié:
2(v¢c)=3 (a0

Definicié II.8.-

(Ay.yu) &8s Algebra d-completa (a d-co ) sai:

a¢d=co0.1 - Per tot a€Ay, aas=nu

& d-co 2,- Per tot a,becA, a.b=uiba= u,impliquen a = b
a d-co0.l.~ Per tot acA, a.u=1u

a.d~cof.~ Per tot a, b, c€A, a.(b.c) = b.(a ¢)

2.d-co.§.- Per tot a, b, cc A, (a.d) ((c.a) (¢ b)) = u



Proposicié II.5.-

8i (A, ,u) 8s a.d-co., aleshores 8s a.i

En efecte:
Cal veure que la relacif : a<b si, i només si, a.b = u , &s d’ordre
i que u n’8s 1’clement mixim
l.= asd=co 1. ens déna la reflexiva
2= a.d=co 2, ens déna 1’antisimdirica
3-Siabdb=uibdoc=1u, aleshores per a.d-co5 , tenmim

(bec) ((a.p) (2 ¢c)) = u *,per a deco 3

((a.1) (a ¢))e(bec) = uy

aplicant a d-co.2

(a.b).(aec) = bec = u

perd per a.d-co.3 i per hipdtesi

(a.c) (a.b) = u

d’on 23.¢ = a.b =1

Qo= Per a d=cald u &8s el mixim .

Propietats.-

si (Ay.,u) 8s a.d-co , satisfd

1 - Per tot a,beld, a (ba)=nu

2 - Per tot a,by,c€A, a<b c si, i només si, b<ac
3 - Per tot a,b,celd, (ad) ((be) (ac)) =nu

4o~ Por tot a,b,cel, a<b, implica ¢ a<c.d i

bPeccac
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5 —= Per tot a,byccA, a b<(c a) (¢ b)
6e— 3eb = b per tot beA, si, i només si, a = u
T -~ Per tot a,b,ccA i per tot neN, n>1,

ae(b ) = b . (2.0)

En efecte-

l.~ ja que u = b.u = b.(a.a) = a.(b a)

2.~ &3 immediat apartir de a.d-cod.

3e= per a.d-co 5. i a.d-co.4., tenims:
u= (bec) ((2aeb)e(aec)) = (aeb).((bec) (a.c))

4.~ a £byimplica a.b = u 1 aleshores per a.d-co.5, a.d-co.3, i
8ed~c0.2. (Cea).{ceb) = u , aixd 83 c.a<c.b}
d’altra banda, per la propietat 3 , a.d-co 3. i a.d-co 2
a<b, implica (b c).(a.c) = u i aleshores b c<a c

5.~ &8 immediat de a.deco.5.

6.~ 8i a = u , aleshores,per la propietat 1,b<u b i
e((n.b)eb) = (ud) (ud) =u,
per tant (u.b) b = u, d’on u.b = b ;
8i a b= b, per tot beA, fent b= a3, aa=a=1

7.~ per induccié:

«-n=1 8 a deco 4.
- #i val per tot k €n, aleshores
2. (?¥1.0) = a.(b® (bea)) = B* (a (bec)) = B (b.(a c)) =

= bn*lo(&oc)
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TEOREMA IT 9 —

Si (A,.,u) 88 2 1 , les seglents condicions sén
equivalents:
(1) (a,.,u) &8 a.d-co.
(2) Per tot DEo&o, D és s.d.co.
(3) f{u} 8s s.d.co.
En efectes
(1) implica (2), Com que tot D € c@o conté u, aleshores D
satisfd a.d-col, a.d-co0.3, a d-co.5. 1 a més per tot deD
acA, d £a.d, tenim que a.d D
(2) implica (3) 8s obvi.
(3) implica (1), A/{u} = A 1 en virtud del Teorema II § ,

(Ayeyu) 83 a.d-co.

Corol.lari.-
Sigui (A,.,u) a d-ogaleshores (A, ,Ko) satisfl

podofo

Les propietats dels s.d.co. ens permeten d’afirmar que tota ilgebra
de Hilbert 6s Algebra d-completa. El reciproc,perd,és fals(cf Apen.

Ex34%).

TEOREMA II.10.-

si (A, ,u) és a.d-co , aleshores

(A,.,u) 8s a. de H. si, 1 només s1, &s a.d-t-1.
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En efecte-

Sabem que (A,.,u) s a., de H si, 1 només si, {Bés s dec

Are b8, si [u} &s s.d co pel corol lary del Teorema II 5 ,

la condicié necesdria i suficient per que sigui s d ¢ 8s que saigui
Sedet-l,, aixd s que (A, ,u) sigui a.det-l.

II.2 3.

El tercer tipus de sistemes deductius que obteniem, en el pardgraf
IT.1, 8ren els s d.f., i per tal de poder obtenir quocient 1 cue

aguest sigui Algebra implicativa definiem els s d £

TEOREMA II 11 -

i D &s s.d.f>. de (A,.), aleshores (A/D,.,D) compleix-

l.- Per tot deD, d= D

2.~ Per tot acA, 3.2 =D

3.~ Per tot a,b,c€A, 3. h=D i DT =D, impliquen
3.C = D.

4 - Per tot a.b€A, 2 b= Dib3a=D, impliquen
2a=9

5.~ Per tot a€A, a.D = D

6.~ Per tot a,becA, existeixen n,meN, n>1l, m21,
tals que 3 (%" 3) =D

7.~ Per tot a,b,c €A i per tot a(,/s NN wpyE>1,
existeixen r,s,tc¢ N, r,s,t51, tals que

3% (3% 3)° ((3%F)° (3° %)) = D
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8.- (A/D,.,D) &s a.i.
a, b, ¢ designen les classes de representants
a,byc i d, respectivament, donades per la relacié
d’equivaldncia definida per D

En efecte:

Com que D &8s s d.2* s aleshores la relacié§ d’equivaldncia @

-
a =

Db si, i només si, a beD i beacD , s congrudncia A més

l.= puix que D 8&s s.d.f‘ i satisfa m p.
2.- per s.d.f* 14 s.a £h. 2
3.- rer s dofto3o il.
4.~ per la mateixa definici§ de =5
X
50- per g.d.? 04 il.
F
60- per S.d.f ol i1
&
Te= per g.d.f 2 i1

8.— 63 evident després de 1, 2, 3, 4, 1 50

Definicid II 9 -

Diem que (A, ,u) &8s Algebra d-feble (a.d-f )si:

2eGef.l.= Per tot acA, aca= u

2¢Guf o2+~ Por tot 2ay,bcAy ab=uibda=1u, impliquen
a=b

8edef. 3o~ Per tot a,b,c €A, a.Db = u i bec = u, impli-
quen a.C = W.

aobfo4.- Per tot aeA, a.uU = U,



a8ed=f.5.~ Per tot a,bcA, existeixen n,m <« N, n>1,
m:>1, tals aue a® (V" a) = u
2.d-f.6.~ Per tot a,b,ce A, i tot x ,pm yeWN ,x>1,
@21l,¥> 1, existeixen r,s,telN, r>1,8>1
t21, tals que

(2% (v® ¢))T ((a¥ )3.(a% o)) = u.
£s clar que tota a d-f &s a i que satisfi a d-f 5, i a d=f 6

TROREMA 11.12.-
S8i (A, ,u) 83 a.1 , les seglients condicions sén equi-
valents:
(1) (A, ,u) 8s a d-f
(2) fu} 6s 8 d.f
(3) Tot D€ o&o, s s d f.
En efecte:
(1) si, i només si, (2), en vartud de a.d-f 5, a d-f 6, a.d-f.1 i
8.d-f.2,

(2) si, i només si,(3), és obvi.

Corol.lari 1 -

si (A, ,u) &s a.i., aleshores:
(Ayep,u) s a &-f si , i només si, (4, ,Ko) satisfi

podof

Corol lari 2.-

Tota a deco &8 a d-f

60
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El reciproc del Corol lari anterior &s fals (cf Apéndix Ex 2)

Proposiocid II.6 ~

Sigui (A4, ,u) a.i 1 C un operador conseqii®ncia
definit en A finitari
si (4, ,C) satisfd p d f , aleshores
l- %(c) €8
2.~ %(cC) =a9° si, i només s1, C(4) = {u}
En efeote
l.= La proposicis II 3 ens diu que §(¢) = OQC(¢) Cal veure
que per tot T € B(C),neT Perd per tot ac A, exasteix ne N,
n
n>l, tal que a acC(f), 1 comque a a = u = a u, tenim
n
a .aawel(d)cT
2.- 31 G(c) - 080, aleshores C(#) =f{u}
Reciprocament, sabem que ((C) Qe@o o Sigui D 6090 Cal veure
que C(D) = D, Si beC(D), existeixem b , -+sb €D, tals que

1

existeizen k ,. .,knem{oh ¢

br'.( (b]:' b) . )ec(d) = {u}sn

per m.p. reiterat ;bed

TEOREMA II.13.-

si (A,.,u) 8s a.d-f, tal que per tot a,b,ccA
1 tot r,8eM\ {0}, satisnas
a’ (v®.c) = u si, i només s1, v°.(a" ¢) = u,

al eshores:
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aleshores:

(8,.,0) &s 2. de B 51, i només s1, &s a d-t-1
En efecte:
Donat que en tota a. de H. {ulés s d o s pel Corol lari 3 del
Teorema II.4 {u} &s un s.d £ , i pel Teorema II 5 &s s d t-1;
el TEorema II,7 acaba la demostracié en un sentit

Si (4,.,u) és a.d~t-1, aleshores {u} &s s d.t-1, per tant pel

Teorema II.5, {u} &s s.d.c. i (4,.,u) &s a. de H.

II.3 ilggbres d-completes 1 operacions reticulars.

En aquest pari3graf estudiem les 32lgebres d-completes en les que
1l’ordre indu¥t dona lloc a wna estructura reticular

II.3.1.

Considerem (A,.,v,u) i (4,.,v,4A,u) segons el conveni adoptat en

els preliminars.

Definicié IT.10.~

Diem que (A, ,v,u) &s un supra-reticle d-complet

(s-r d-co.) sit

s-r d-c0 1.~ (A, ,u) 8s 2.d-co

8=r.d=co 2 - (A,v) &3 un supra-reticle
S=Ted=C0.3e~ Per tot a,bec Ay, avb=a s1,i només

Si, b.a = 1
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Bs clar , de s—r d-co 3 , que 1’estructura supra-reticular déna
el mateix ordre qus 1’estructura implicativa, a més tot s-r d-co

&8s s-.r.i.

Definicid II ll.-

Diem que (A,v,A, ,u) &8  reticle d-complet (r d-co )

quans

red~co.l - (A,.,u) &s a d-co,

T dvco 2.~ (A,v,A) &3 reticle

T d-co.3 -~ Per tot a,b€A, avb= Db si, 1 només =1,

ab=1u

Bs clar que tot r.d-co &s s-r d-co, 1 a més,&s r 1
si (A,.,v,A,u) 88 un r d-co.,satisfl les seglients propietats.
Propietats -
1 - Per tot a,beA, aA(ba) = a
2 - Per tot a,b€A, anb<aA(a.b)
3.~ Per tot a,b,c €4, a.(bAc)<(a D)A(a c)
4.~ Per tot a,b,c€l, (avhd) ¢ =( c) A(b c)
En efectes
le= ja que a <b.a
2.~ com que b<a b, aarb<an(a.b)
3.~ on un reticle tenim bAc £c 1 bac <b, per tant per les propie-
tats de les a.d-co temim a (bAc)<a.b i a (bAac) ¢a c,

aleshores a.(bAc)<a bAaa.e



4.~ per un raonament semblant a la propietat 3 tenim:
(avd) c4(a.c)A (b e),
d’altra banda s1 t<(a ¢)A (b c), aleshores t<ac i t<d ¢,
per a.d-co 3, tenim a<t c i <%t ¢, per tant avb <t o,
d’on t<(avb) cSifemt = (a ¢)A (b c), aleshores

(ae0)A (b c)<(avd) ¢, d’on s’obté laigualtat
Tot r de H. é3 un r d-co i,per tant,tota a. de Ht és un r d-co

Proposicid II 7 -

Sigur (A, ,v, ,u) T d-co , aleshores
(A, yv,A,u) &s a. de Ht si, 1 només si, compleix
per tot a,b,c€A: — a2(ab) = a4d
- a {(barc) = (a.b) A (a.c)
En efecte:

Veure Teorema 0 21

En 1’apdndix , Ex 3, hom trobard un exemple de r d-co que no és

pas r. de H i per tant no és pes a. de Ht

I1.3 2.

Imposant certes restrioccions en un a de 4 (cf Rasiowa (18), 1
preliminars Definicid O 19 i Teorema O 18) podem obtenir un supra~-
reticle En aquest apartat estudiem quines condicions cal imposar

a un a.d-co , per tal que sigur un supra-reticle d-complet

64
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En les Algebres de Hilbert, la condicid per tal que sigur un supr-reticle
de Hilbert que déna Abbott(cf Rasiowa(18)) és equivalent a la condicié
que déna Sales(cf F A Sales(25) J Pla(13)) En un 2lgebra d-completa
aquesta equivaldncia no es satisfi

Proposici§ II 8 -

81 (4,.,u) &s a.d-co , aleshores
Per tot a,beA, (a.b).a = a, implica (a b).b = (b a) a
En efectet
Cal utilitzar la propietat 3 de les a d-co
(ab) b £(ba) ((a.p) 2) = (ba) a

i, per simetria, obtenfm 1la i1gualtat desitjada

El recfproc &8s fals (cf Apdndix Ex.4)

Proposicié II 9 -

Si (A, ,u) 8s a d-co tal que, per tot a,beA, (a D) a = a,
aleshores (A, ,u) 68 a de A 1 per tant a de H

En efecte: (&)

Cal veure que &8s a., de H

l.- Per tot a,be€A, a.b = a.2 b

- a.bg a.2 b val sempre

(x)

La segona part de la demostraci6 &s supdrflua ja que, de 1 es esgueix

que (A,.,m) &8 a.dwt-1 i pel Teorema II.10 &s a del La donem amb 1’fnica
finalitat de presentar una demostraci$ directa ,a partir de (a b) a= a,

de 1’axioma que déna la diferdncia essencial entre les a.d-co i les a de H
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- 2a proposicié II 8 ens diu que (a2.b) (a b) = (a.(a b)) (a b) =
= ((a.1).3) a = a.a = uy
2.~ per tot a,b,cc A, temim a.(b.c) = (a.b) (a.c)
- a.(b €)> (a.b).(a.c) val sempre

- ad(bec)<a((ab) (ac)) =(aD) (a (a.c) = (2 1) (ac)

T BOREMAII,14.-

si (A, ,u) &s a.d-co. tal que per tot a,beA
(a.d) b = (v.a).a , aleshores
(Ay.yv,u)8s s8-r.d~co, on avb = sup (a,b) = (a.b) b
En efecte-
l-avdb = sup(a,d)
i-avb= bva per hipdtesa
ii.- 8i a<b, per tot cc4, a ¢2b c, i per tant (a.c) c<(b ¢c) ¢
és a dir avec £bvec , i per conmutativitat cva £ cvd
iii.~ si a4c i b4c, aleshores
avb<avc<4cvc = (c.c)ec=nc=c¢
ive— a més a4(b.a).a i b <(b.a) a
2.- Bs clar que 1’ordre donat pel suprem v, &s el mateix que

el de 1’31 gebra implicativa.

Definicié II.1l2.~

Diem que (A,.,u) 8s ilgebra de Sales (a. de S.)

quan satisfi les hipdiesis del Teorema II 14:
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a. de S 1 - (A,.,u) 83 a d-co

a de S.2 - Per tot a,bec A, (2 b) b= (b.3) a

A. Rodriguez (21), ha obtingut les Algebres de Sales per un altre

mdtode: fert quocient per sistemes deductins, 1 les déna equacional-

ment,
Despres de la Proposicié II 8,6s clar que tota a. de A, és a de S

Es conegut que tota Algebra de Abbott que t& element minim &s
Algebra de Boole (cf. F.A. Salesg( 25& Ara veiem qué es guanya en

(&)

los Algebres de Sales quan tenen element mainam Abans,perd,

veiem més propietats.

Propietats.~

En tota 2. de S (A, ,u) tenim:
l.- Per tot a,b,c€h, (a.c).((b.c) ((avd) c)) = u
2.- Per tot a,beA, (avb) a="Dba
En efectes
le= (@ec)o((bec) ((a B) B) ¢)) = (a.c) (((a.D) B)((P ¢).c))=
= (a.c) (((a.1).d) ((c b) b)) £ (a.c).(d.c) = nu

2.~ ((b.a).a) a= (ba)va = bea

()
Per un tractsment distint d’aquest problema veure A. Rodriguez(21)
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TEOREMA IT.15.-
Si (A,.,u) 83 2 de S amb element mfnim O, per tot
a,be A,definim:
Ta=a0,arb=("avh) = ((B) () ("))
aleshores
(4,5yv;A7, 1) 85 © d-co. amb negacié forta de Morgan,
aixd &s
- (A,v,A, ,u) 88 r d-co
- a4b, implica b £77a
- (Ca) = a
-(aAb) = Ta v
- (avd) = "a A b
En efecte:
l.- &8s negaci8 forta:
- 81 a<b, aleshores a.02b 0 i “b<Ta
- asav0 =[@0) 0= ("a).
2.~ A&s 1’{nfim , donat que 7 &s negacib forta i v &s el suprem
3.~ La negaci8 &s de Morgant
- (aab) = ((Tavd)) = "av™

- avd) = (avd) 0 ={a 0)Alb 0)= 7aa 1.

Pragietats.-
S1 (A,.p,0) 88 a. de S amb element minim, tenim:

1 - Per tot a,beA, anbsaAa(ab)
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2.~ Per tot a,b,ceA, av(ba) = b a
3o~ Per tot a,b,ccl, (avb) ¢ = (a.c)A(b.c)
4.~ Per tot a,b,ccA, (a.c) ((bec) ((avb)ec)) = u
5.« Per tot a,beci, (avb). a= b a
6.~ Per tot a,b,ced, a.(bvec) = (be) (ac) =
= (¢ 1) (a.D)
T~ Per tot a,beA, a b= (b0) (a0)
8e= Per tot a,b,ce A, a (bAc) = (a b)A (a.c)
9 - Per tot a,b,e A, (aAb) c = (ba) (be) =
En efecte = (a.b) (a ¢c)
1y 2, 3 es satisfan ja que 8s r d-co
4,5 es satisfan ja que s un a de S
6o ae(dve) = a((bec)c)=(bec) (ac)
= a ((c b) B) = (c.b).(a D)
Te= acb = a.(bv0) = (b 0) (a2.0), per 6.
8e= (a .D) A(a 0) = ((b0) (a0)) A((c 0) (2.0)) =
= ((b0)v(c 0)(a 0) = ((bAc) 0) (a.0) =
= a (((bAc) 0).0) = a.(bAc)
9= (aAb) ¢ = (c0) ((anb) 0) = (¢ 0) ((a0)v(vo))
= ((2.0) (v 0)) ((c.0) (v 0)) = (b a) (vec)

Nota.- Les Algebres de Sales amb element minim poden donarse
axiomdticament (cf A.Rodrfguez,)segnixt 1’axiomitica que ddna

N. Wajsberg per a les ldgiques G\'o - valorades,
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TEOREMA IT 16 -

Si (A, ,u,0) s 2 de S amb element mfnim, aleshores
(A,v,A) &8s reticle distributin
En efecte:
Cal veure solament (cf Sz4sz (26)) Per tot a,b,ccA,
av(bac) > (avid)a(ave),
perd,

av(bac)

(a (bAc)) (bac) = ((aB)a(ac)) (bac) =
(((aev) A(a ¢)) D)A(((a V)A(ac)) ¢) =
(((a.p) (a c)) ((a.d) B)A(((ac) a D)) ((ac)c))>

2((ac) c)a((ab) B) = (avb)A(ave)

Proposici8§ II 10 -

Un a. de S amb element mfnam, (A, ,u,0), &s de Boole
81, 1 només si, per tot a,b¢A,
an(ab) = anrd
En efectes
La prepitas enunciada, per la proposicié II 7, implica que (4, ,u,0)
&s Algebra de Heyting, doncs 1’altra condicié és la propietat 8,1
per tant a de H que satisfi la condicié:
(ab) b=(ba)a

per tot a,b¢Aj; per tant §s Algebra d’Abbott amb element minim 1
per tant Algebra de Boole

El recfproc &s evident
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L'existincia d’Mlgebres de Sales amb minim que no sén pas 3] gebres

de Boole estd garantida per 1’exemple 5 de 1’apdndix

Com a conseqiidncia del Teorema II 16, A Rodriguez troba les
segients propietats:
Propietats.- (A. Rodriguez(21))
si (4, ,u,0) s a de S amb mfnim , aleshores:
10 - 2 (bve) = (a.b) v(a ¢)
1l.= (2aAb) ¢ = (2 ¢c) v (Db ¢)
12 - (ad)v(va)=u
per tot a,b,cc A.
II.3 3.
Per a poder estudiar els sistemes deductius en supra-reticles

d-complets ens calen les seglients propietats:

TEOREMA II.17.-

si (A,.,v,u) &s s-r d-co , aleshores per tot a,b,c cA,
i totnelN, nyl
(av'b)n ¢=1usi, i només s1, per tot r,se¢ N , tals
r,.s
que 0¢r,s¢nirt+s=n,2a (b ¢)=1u
On a.o = bo = U,
En efecte:

La demostracif la fem per induccid

Sinel, - (avh) c = u si,i només si, avb<c si, 1 només si,

a<c i b%o si, i només si, a.c = u1 bec=n



Suposem=ho cert per k<n, n>1l,
- 8i (avd)® ¢ = u, tenim (a.vb)n"l ((avb) ¢) = u, d’on per
hipdtesi d ’inducci8,per tot r,s €N, 0<r,s <n, ris = n-ls:
a” (°{(avb).c)) = us

perd,
avbya i avb>b implaiquen

a o(1%(2.0)) = w1 a (v3(v.c)) = u,
d’on

a.ﬂ'l ('bs ¢)) =uz a® (bs*l ) = u, 0<r,s<n-1 r¢s = n-1

- 8i per tot rys6eN, 0<£ry8<n i rés = n tenim
a® (b°¢) = u,
aleshores per tot « ,€W, «,p<n-1 «4+f = n-1, enim
que
a4 (bﬁc) =ui a ('bs"'1 ¢) =1,
i aixd amplica
agal ('bb ¢) 1 b<a” ('bﬁ c),
aleshores
(avb).(a“ (bg ¢)) = u,
d’on
aX.(v® ((avd) ¢)) = u,
i per hipdtesi d’induccié
(avp)*l.((avb).e) = b,
per tant

(avb)n.c =W

72
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TEOREMA II 18.-
si (4, ,v,A,u) &s r.d-co. tal que, per tot a,b,c €A.
as(bAc) = (a.b) A (a.c), aleshores
Per tot ne N\ {0},

(avp)® c=/\ (a° (v%.¢))

rs=n

On ao = b
En efecte:
Cal generaltzarla hipdtesi del Teorema: Per tot ne W\[0§, 1

tota fam{lia (ai)léién de A

c.(/\a)- /\(03)

i=1 i=1

La demostraci8 &s per induccié:
- perna= 1l & obvi

- 81 val per tot k<n, n>1, aleshores:

n-1
c.(/\a):c.((/\ a)A(a)) =
i{i=1 i=1

=(o.(/\ a)A(c a) =
i=1
n-1

=¢ /\\ (c.a. ))/\(c.a. ) =

i=1l

a/\(ca)

i=1l
La demostraci$ del Teorema també &s per induccié:

-perns=1

(a2 v B)ec,n (2.¢) A(bec) = €a.(n ¢)) Alu.(b c))
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- si val per tot k<n, n>1, aleshores:

(av)®! 6 = (avd) ((avb)® ¢) =

CGvw QA o) -

rés = n
a
- (a.(,{% (a7 (5® NINAM (L3 (a7 (3° o)) =
™8 =n nNes = n
N c)))A(,{n} (a7 (v*! o)) =
™8 = n ™8 = n
nil .8 n r . s
= (N @0 MAZIN (" (7o) -
r¢s = n}l s = ndl
—
(1) (2)

En (1) r varia de 1 a ntl i per tant s varia de n a O,
%n (2) rvariade O ani s variadel an $ 1 , aix{ obtenim:

ntl

(ave)™ P o (@™ (2 AL\ (87 (0 A (5 o)) -
rés=nil
ntl .8
-~ N\ (a7 (¥ )
s = nil

Corol lari.-
En tota a de S amb minim, (A, ,u,0), tenim:
Per tot a,b,c€A,
n A r,.s
(avd)? o= D (3" (27 0))
NS = &

per tot ne W\ {0},
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Proposicié II 11.-
Si (A,v,A, ,u) 83 * deco tal que per,tot a,b,cel,
as(bAc) = (2.1) A(a ¢), aleshores
1-(ac)({(ve) ((avd) e))=n
2.= (a b) ((a.c).(a (bAC))) = u
3= a2 (b (aAb)) = u
Per tot a,b,ccd
En efecte:
le= (2aec).({p ¢) ((avDd) ¢)) = (ac) ((vc) ((ac)A(be)) =
= (2 ¢) (v c) (a.0))A((v c) (b)) =
=(ac) ((re)(ac)) =n
24- (2.1) {(a.c) (a.(vn0))) = (a B) ((a¢) ((a.0)A(ac))) =
= (a 1) (((a ¢) (a.0))A((a.c) (a¢))) =
=(a®) ((ac) (ad)) =n
3e= a (be(a Ab)) = a.((D.a)A (D D)) =

= a.(b a) = u.
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III SISTEMES DEDUCTIUS N ESTRUCTURES IMPLICATIVES ESPECTRES IRRE-

JUCTIBLE, IRREDUCTIBLE MINIMAL, COMPLETAMENT IRREDUCTIELE,

PRIMER I MAXIMAL

La importancia dels sistemes deductius en 3lgebres implicatives és
deguda al fet que a tota congrudncia 1i podem associar un fnic sistema
deductiu(cf. Teorema O 12) 1, en el cas de les Algebres d-completes,

a tot sistema deductiu 11 podem associar una finica congrudncia (cf

Teorema III 19)

Malgrat que 1’objecte principal del nostra estudi sén les ilgebres

d-completes, els resultats els donarem en el cas més general possible

III.1l. Sistemes deductius en Algebres 1 reticles implicatius

En aquest pardgraf estudiem la informacié que el conjunt dels siste-
mes deductins déna sobre 1’estructura de 1’ilgebra
III.l.1

Sigui (A,.,u) a.i., 2 090 el conjunt dels seus sistemes deductius.

Sapem que Q.QOQF, i Ko(¢) = u,

TEOREMA III 1 -~

090 =jrsi, i només s1, per tot a,b€A, a’{b, implica

a.b<d
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En efecte:
Si 090 =F s aleshores si a{b, donat que F({a, a b}) és sistema
deductiu, bec P({a, a.b}) Gom que F &s operador conseqii®ncia

unitari 1 bgF(a), aleshores beF(a.b), aixd &s a.b<b

Suposem que a£b implica a b<b Sigmr TeF, i a, a beT
- 81 a<b, aleshores beT
- si a4V, aleshores a b<b, per tant beT,

aix{ doncs 'reoi% D'on F(C °80

TEOREMA ITI.2.-

Si 1’Algebra implicativa (A, ,u),satisfd que,per
tot a,beA, a.(b.a) = u, aleshores:
a@o =F 81, i només si, 1’operacié ve donada per’t
per tot a,bEA, 3. b = u 8i, i només si, a<b

a.b = b, en altre cas

En efectes
Si 1’operaci§ &s la donada en 1l’snunciat, &s conegut que 080’ T
(X P12 (12).
si Fa 090, pel Teorema anterior =i a £b, a b<b. D’altra banda

b.(a.b) = u,implica b<£a b, aleshores si afb, ab=1

@¢)
Aquesta operaci§ &s 1'anomenada camdnica( J. Pla(12) F A.Sales(23),

i d8na 1loc a estructura d’Algebra de Hilbert
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Corol.lari -
81 (A, ,u) 6s a d-co ,aleshores

090 =7si, i només si, 1’operacié &s la del TeoremaIIT 2

TEOREMA III 3 -

L’¥ gebra implicativa (4, ,u) és a d-t-1 si, 1 només si,
per tot acA, F(a) = Ko(a)
En efecte:
Es conegut (H Rasiowa(18) que en un Algebra implcativa , per tot acA
F(a) = Ko(a.) si, i només s1, per tot a,byceA, a (bec) = ua

2.b = u,impliquen a c = u Aixd &s (A, ,u) &s a det-l

Corol lari -

si (A, ,u) &s a de H , aleshores,per tot ac A, F(a) = Ko(a)

TEOREMA III 4 -

si (4, ,u) &3 a d-t-1, satisfi:
A =¥ si, 1 només si, K _és un operador conseqiidncia
unitari

En efecte:

Si 090 =F, trivialment Ko és unaitari

Si K &s unitari, per tot a,beAl, beKo({a,a b}) i,per &sser
(A, ,u) a.d-t-1 ,be F(a) = Ko(a) o beKo(a. b) = P(a b), aleshores

a4b implica a.b<b i,pel Teorema III 1, 090 =T
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Corol lari -
Si (A, yu) &8 a de H , aleshores
K, és unitar: si, i només si, 1’operacid &s la definida
en el Teorema III 2

IITI 1 2.

Sigui (Ay.,v,A,u) un reticle implicatiu 1 ?r la classe de tots

els filtres de reticle

TEOREMA III 5 -

En un reticle implicatin (A, ,v,A,u), les seglents
condicions sén equavalents:

(1) Fecd

(2) (4, ,u) 6s a a-t-1

(3) Per tot a,bcA, anrabé& b

En efecte:

(1) implica (2)°* ?’rg (,Doc_? i com quo X &s finitari, pel
Teoremd 1.6 , per tot a€lA, F(a) = Ko(a.) 1 segons el Teorema
I1T.3. (A, ,u) 63 a d-t-1

(2) implica (3)e¢ Si (A, ,u) &s a.d-t-1 , aleshores per tot a,beA
P(ana d) = Ko(a/\a b), per tant beF(ara b) i aana b4D

(3) implica (1) sigma Te¢ ?’r, cal veure que T satisfi m p ,
sl a,a.beT, aleshores aAa.beT, per tant bveT.

Corol.lari 1 - (J P1a(13))

En un reticle de Hilbvert (4,v,A, ,u) T C.9,



Corol lari 2 -

Si (A, 4vyA,u) &8 r d-co ,(A, ,u) 88 a de H si, i
només si, FLCb)

En efecte:
Pel Teorema II 9 (A, ,u) s a. de H si, i només si, (A, ,u)

és a d-t-1 que,pel Teorema anterior,és equivalent a T, s

Corol lary 3.-

si (A, ,v,Au) &s r d-co , aleshores

(4, ,v,Ayu) &s Algebra de Heyting si, i només si, F o= a9°
En efecte

El directe &s evident

Reciprocament. Si T, = 080, aleshores :P;'§°9c> i segons el

Corol lari 1 &s un reticle de Hilbert Com que 7; = (;9‘), pel

Teorema O 25 &s un 2lgebra de Heyting

M&s endavant donem una demostraci§ del Corol lari 3, sense

utilitzar Algebres de Hilbert

TOOREMA IIT 6 -

En un reticle implicatiu (A, ,v,A,u),les seglents
condicions son equivalents

1) fCx

(2) Per tot X<4, xo(x) - xo(pr(x))

(3) Per tot a,b, €4, Ko(a,b) = Ko(a/\b)



81

En efecte:

¥s una conseqii®ncia immediata del Teorema I.7

Del fet que Ko &s un operador comseqii®ncia finitari, obtenim les

seglients propietats.

Proposicié III 1 -~

Un reticle implicatiu (A, ,v,A,u) tal que
}; o ogo,satisfé.

l.~ Per tot S €A, S finit, X (s)= K (/\ a)
aeS

2.~ Per tot XC4, K (X) = U/ ()
a€F (X)

3.~ Per tot De&) K (D a) = UK(d/\a)
deD
En efecte:s
l.~ La demostrac.o 8s per induccid sobre el Cardinal de S
- 8i Card(S) = 1 o 2, &s cert pel Teorema III 6
- Suposem que per tot XCA, tal que Card(X) =k<n és cert, n>1
Sigui SCA, Card(S) = n, S = {a ’ ,an§ , fem S'= S(al, ,an_l} ’

per hipdtes: d'induccib X (S’) =K ( /\ a), per tant
i=1

K (s) = K (7 a)=kK S (& (87) K (a)) =

=K(K(/\a),x(a))=x(/\ 3 ) =

i-l i'l

-x((/\a)A(a))sx(/\a)

i=1 i=1
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2 - Si X&A, per (2) del Teorema III 6 1 per 8sser finitari, tenim:

K@ = k(7 00) = L/ k- \_/x (A aC

NcF (X) NgFr(x) aelN
N finit N finit
- U K (b)

(o]
be Fr(X)

D’altra banda si ae¢ U Ko(b), existeirx ce€ Fr(X), tal que
b F_(x)
r

a€K (c), 1 temim aeKo(c)gKo(Fr(X)) = K (X)

Per tant Ko(x) = u Ko(b)

be Fr(x)

3-82 Deoﬂo, i achA, en virtud de 2, KO(D,a.) = u Ko(b),
beP(D,2)

perd, be Fr(D,a) s1, 1 només si, existeix deD, tal que d a<h,
<\

aleshores: KO(D,a.)~ d.e_DK@(dLAa)

D’altra banda s be‘UKo(dAa), aleshores existeix de D tal que
deDd

beK (ana)SK (F.(D,2)), per tant b€k (D,2)

Aix6 demostra 1’altre inclusié

TEOREMA III 7.~

si (A, ,v,A,u) &s r.d-co, aleshores
090 C ’]i_’ s1, 1 nomds si, per tot a,b,c€ A, 1’existdncia
d’un neX¥, n>1, tal que (a./\b)n ¢ = u, 8s equivalent

a 1’exist®ncia de m,péN\iOk tals que a® (bp c) = u
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En efecte:
Segons el Teorema III 6 , aﬂog ’J‘-.; és equivalent a que,per tot a,bec A,
t;(a,b) =K°(a.Ab), per tant , per tot ceA,

ce Ko(a/\b) si, i només si, ce Ko(a,b).,
perd,

ce Ko(a,b) si, i només s1, existeix pe M\ {0} tal que P ceKo( a)

s1, i només si, existeixen m, pe¢ N\ {0} tals que
a” (B°¢c) =u,

d’altra banda

ceKo(aAb) si , 1 només si, existeix nec I\ {0}, tal que

(2~D)% c =

Corol lari 1 -

8i (ay.,vyA,u) 83 r d-co, aleshores:
QQO C ?:r si, 1 només si, per tot a,bec A, existeixen
n,mel{\{o} tals que a° (b (aAb)) = u
En efecte
Si ogogf}; , donat que (aAb) (aAD) = u, existeixen n,mem\{o},
tals que a® (b" (anbd)) = u
Suposem que existeixen n,me N\{0} tals que a® (v" (aab)) = u,
aleshores aAbe¢ Ko(a,b) ,per tant Ko(a AD) = Ko(a.,'b) L’altra inciu-

8i8 ea coumpleix sempre. Per tant Ko(a,b) = Ko(a/\b), i pel Teorema

1.6, F.Dd),
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Corol.lari 2 -

Si (A, ,u) &s Algebra de Sales amb mfnim, aleshoree
Do C Fr
En efecte:
Donat que en un 2lgebra de Sales amb element minim, per la Proposi-
¢ié II 11 , per tot a,b,cci, a (b (aAb)) = u, pel corol lari

anterior °90—C- j.;

TEOREMA IIY 8 -~

S1 (A, ,v,Au) &8 T d-co aleshores:
o% = 7-; si, i només si, (A, ,v,A) &3 a de Ht

En efecte:

Es clar que s1 8s a de Ht ogos ?17:

Suposem que aQo = }; Per demostrar que (A, ,v,A) 83 a. de Ht

només cal veure que per tot a,b,cel

(aAb) ¢ = u si, i1 només s1, a (b c) = u (Definicié 0 22 )

- Si (aAb) ¢ = u, aleshores donat que o@ogjifr, pel Teorema III 7 ,
existeixen m,p€ F\{O},ta]s que a° ('bp ¢c) = u, i com que 9"1;090
P(a) = Ko(a) i P(b) = Ko(‘b), per tant a (b c) = u

- Si a.(bec) = u, pel Teorema IIT 7, existeix neWN, tal que (a~b)ca u

i com que ,//:;'C_:_o@o, tenim (a Ab).c = W.

Corol.lari -
si (A,v,A, Ju) és r de H ,

(a,vyAy ,u) 68 a de Ht, si, i només s1, c@o - 74;.
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Propietats -
Un reticle d-complet (A, ,v,A,u),tal que Qigg;'7;
satisfd
1 - Per tot D ¢ ,90, 1 per tot acA:
KO(D,a.) = {xe A/ existeixen deD, ne K, (aad)? z = u}
= {xeA/ existeixen deD,n,me N\ [0},
& (a° x) = u.}
2 - Per tot D ¢ 080, tot a,beD, existeix ncW\ {0}
tal que 3
a® beD si, 1 només si, existeix deD i mel\{oj)
tal que (d A a,)n b= w
En efecte:s
Sén conseqiidncies immediates de les propietats donades en la

PPoposicié III 1.i del Teorema III 7

ITI.2 Espectres Irreductible, Irreductible Minimal, Completament Irre-

ductible Irreductible, Primer i Maximal en Al gzebres d-completes

Donat que 090 &s un sistema clausura d’operador conseq@idncia fini-
tari Ko’ podem considerar els sistemes deductius irreductibles,
tompletament i1rreductibles, maximals i primers com a tancats de
°Be' Pel seu estudi , per obtemir llur caracteritzacié 1 la relacid

que hi ha entre ells, utilitzem cls resultats obtinguts en el Capftol I
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III 2 1.

Abans d’1niciar 1’egtudy dels sistemes deductins esmentats, ens
cal obtenir més informacif de 1’estructura de a@o, en un ilgebra
d-completa, (A, ,u) Es clar que ( veure Teorema 0 3 ) podem dotar
a o@o d’estructura de reticle complet, amb 1’ordre donat per la
inclusié, 1’{nfim donat per la interseccid 1 el suprem donat per
Dy Dy € o)y sup(Dy,D,) = D; V D, =K (D;,D,);

a més (i‘)o,v,{'\) té element mfnim {u} 1 elemént miaxam A

TEOREMA III 9 -

En (o@o,v,f\), 1’operac1§(\ &s completament distribu~

tiva repecte a V, aixd é&s:

81 D,0,€ D,,i¢ I, DAV D) = V (dnD,) = X (LU (0nD))
iel ieI iel
En efecte:

La inclusi§ DA(\V/ Di);) V (DND,) es satisfh en tot reticle complet
1€1X iel

Demostrem 1*altra inclusié per parts

1 - Demostrem: D (nlvxo(a))g_:(nn Dl) v (DﬂKo(a)), per tot D,D; € a@o
1 per tot acA
Si xeDﬁ(D1VK°(a)), aleshores x€D i xeDIVKO(a) = Ko(Dl,a.),
per tant esisteix ne W{0}, tal que a x €Dy

Fem b = a® x, com que x £b, be D(\D1 (1)
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Fem c = (2ex) x= bx Comque a" ¢ = a® ((a® x) x) =

= (a° x) (an x) = u,
ie»x, tenim ceDf\Ko(a.) (ii)
Per construcci§ b x =c, per tant x¢ Ko(b,c) = Ko(b) 1O'Ko(c) i

per (i) 2 (ai) xo(b)vxo(c)c (Dnnl)v(nnxo(a)), per tant

xe (DN nl) \ (D(\Ko(a))

Aixd demostra la i1nclusié

2+~ Demostrem per induci$§ sobre m, que per tot mel\{o},es campleix:

Per tot a, ,ac4, 1 tot De ;@ :

DN ( v K (2,))C \/(Dmc (a,)
i=1

-Perm=18s1

« Suposem que &s cert per tot k<m, m>1 Per 1 <+{enim:

m-1

DN ( \/K(a))=nn(( V K (a))VE (a)) <
i=1 i=1
me1

c@nl V £ (2,))7(DNK (o Ne
i=l1

me-1
\‘ \/ (Dnz (a )Jv(nnz (a. )) =

i=1

- V(A ()

i=1
3.~ Demostrem el cas generalt
Sigain D,D € .,90, ic I,

si zg])n(\/D ), aleshores xcD i xe \/ D = K(UD)
iecI ic I ic I
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per &sser K finitari, existeixen 35 93 € W D (i11),
ie¢I

m
tals que x¢ Ko({al, ,a.m}) = V Ko(aj) s i segons 2,
a=1

m m
xe Df\(j\f IKO(aj))Q j\=/1(nn Ko(ag))

Per tot j, 1 <3< m, per (1ii), existeix kje I, tal que

D
aae k ? aleshores

J

m
x€ \/(m’m]c )TV (zmnl)
=1 J 1¢lI

A1x3 demostra la inclusié proposada

Corol.lar: l.-~
si (A, ,u) &s a d-co, aleshores (@o,ﬂ ,V) &s un reticle
dastributia

En efecte:s

En el Teorema anterior si Card(I) = 2, obtenim la distributivitat

deN respecte a V, i per dualitat surt 1’altra(cf.Szasz (26))

Del Teorema anterior no es dedueix la distrubutivitat completa,
és ben conegut que hi ha 2lgebres de Hilbert en les que no

es dSna (cf A Diego(4))

El Teorema generalitza un resultat donat per A Diego

Corol.lari 2 = (A Diego( 4))

si (Aye,n) s 2. de H , en (o%,(\,V) (\ &s completament

distributin respecte V
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II1.2 2
En un 2lgebra implicativa (4, ,u) anomenem respectivament espectre

irreductible (SpI(A)) 1 espectre completament irreductible (SpCI(A))

els conjunts de sistemes deductius de :90 irreductibles i completament

irreductibles Per espectre irreductible minmimal (SpIm(A)) 1 espectre
maxamal (SpM(A)) entenem,respectivament, els conjunts de sistemes
deductius de o<9° .rreductibles minimals 1 de sistemes deductius de Q@o
maximals, s1 existeixen

Obtenim una caracteritzacié algebraica dels elements d’aquests conjuntis
En el cas de SpM(A) i SpCI(A),dels Teoremes I 3 1 I 4 es dedueix i1mme-
diatament els seglents resultats, demostrats per J Pla en la seva

Tesi doctoral (12):

TEOREMA III 10 -

Si (A, ,u) és a dwco , 1 DE AL, 1 acA:

D és maximal lligat a a, D = Ma.’ 81, 1 només s1i,

a¢D i per tot b¢ D, exsiteix n€ N\ {0}, tal que
» a€D

Corol lari -
Si (A, ,u) és a d-co i D€ o@o

D€ SpCI(A) si, i només si, existeix a€A, tal que agD

n
i per tot b¢ D, existeix ne W\ {0}, tal que b a€D



TEOREMA TII 11 -
Si (A, ,u) &8 a d-co 1 D€(9°’
DeSpM(A) s1, 1 només s1, per tot a,b ¢D,existeix

ne N\ {O}, tal que a.n bED
La relaci$ entre ambdds espectres &s: SpCI(A)>SpM(A)
La caracteritzacié dels elements de SpI(A) ve donada per:

TEOREMA III 12 -

Si (Ay.,u) s a d~co i D& 190, tenims
D¢ SpI(A) s1, 1 només si,per tot a,b¢ D, existeixen
n m
x¢D, 1 n,meN\{O}, talsque a x=b x=u
En efecte
Per &sser (o?)o,n,v) un reticle distributiu, per tot a,beA i

tot D¢ o@o, es satisfi

o N D,b

K (9, K _(a)NK (b)) = K _(D,a)NK (D,D),

i segons el Teorema I 1

DeSpI(A) si, i només si, per tot a,b¢D, xo(a)nxo(b)g’n
que 8s equivalent a:

n m
existexin x ¢ D i n,mecM {0}, talsquea x=u1b x=1u

El Teorema anterior generalitza un resultat ja conegut:
Corol lari.-(A Diego )
si (A, ,u) 8s a. de H i neoso

De SpI(A) si, 1 només si1, per tot a,b¢D, existeix

x¢ D, tal que a<x i b<x

90
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TEOREMA ITI.13 -
Si (4, ,u) és a d-co., aleshores
Per tot De& SpI(A), existeix D’e SpIm(a), tal que
D’Co

En efecte:

Per la distributivitat de (o@o,r\, V) i per 1a Proposici§ I 2

s’obté la demostracié de 1’enunciat _

Aquest Teorema ens dau que SpIm(A) # § D’altra banda &s clar

que SpIm(A)C SpI(A) i que SpCI(A)<SpI(A)

III.2 3.

En un s-r 1. (A,., %u) & sentit parlar de sistemes deductius primers,

el conjunt dels quals anomenem espectre primer (SpP(A)) Estudiem

la relacié de SpP(A) amb els espectres comsiderats en III 2 2

Proposicid IIT 2 -

En tot supra-reticle implicatiu 1’espectre primer
estd 1nclds en 1’espectre irreductible

En efecte:

Es una conseqii®ncia immediata de la Proposicid I 8

Del Teorema I 8 es deduerx la segilent Proposicié:
Proposicié III 3 -
si (A,.,v,u) 6s s=r i , aleshores:
SpP(4) = SpI(A) si, i només si, per tot a,beA, Ded

xo(n, avb) = xo(n,a)n KO(D,b)
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TEOREMA IIT 14 -
si (4, v,u) &s s-r d-co, aleshores SpP(A) = SpI(A)
En efecte:
Segons la proposici§ anterior només cal veure que per tot a,bcA
i tot :Deoé)o
KO(D,avb) = KO(D,a)f‘\Ko(D,b)
Donat que (o@o,f\,‘?) tenim
KO(D,a)f\ KO(D,b) = xo(n,xo(a)nxo(b))
per tant &s suficient que es compleixi:
Ko(avb) = Ko(a)ﬂxo(b)
La inclusié Ko(av‘n)g: xo(a)n Ko(b) es cumpleix donat que a<avb i
b<£avb.
Si ce Ko(a)n xo(b), aleshores existeixen n,m e]N\{O}, tals que
aca=b = u, fem r = max(n,m) Si a/,,sem\{o}, sén tals
que & &8 = 2r, 04« ,8<2r, aleshores,
o £r, implica A27T, i tenim
a’ (‘r.vp c))a?( (v° c) = u,
gi «>r, tenim
el (b‘g.y) - 1° (2 ¢) > vP (2 ¢) = u,
D’acord amb el Teorema II 17, com queo 1@ son arbitraris tenim
(av b)2r c=1u,

aixd 6s ceX (avb) A1xd ens demostra 1’altra inclusié
o
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Després del Teorema anterior SpP(A) queda ben determinat, aix{

com llur relaci§ amb els altres espectres

Corol.lari 1 -

Si (4, ,u) 83 a de S., aleshores SpP(A) = SpI(A)

Corol.lari 2 - (J Pla )

S1 (A, vyu) 8s s~r de H ,alsshores SpP(A) = SpI(A)

IIX.3. Radicals en Algebres d-completes Semisimplicitat Separacié

Pinalment estudiem els radicals en 2lgebres d-completes amd la

fi de saber s1 1’21gebra pot posar-se com a producte sub-directe

d *un cert producte. Fem també algunes consideracions sobre
separacié.

IIT 3 1.

Si (Ayeyu) &s a.i. anomenem radical irreductible (RI(A)) i radical
completament irreductible (RCI(4)) a la interseccid de tots els

elements de SpI(A) 1 de SpCI(A), respectivament

Proposicié III 4.-

Si (A,.,u) 8s Agebra implicativa,RI(A) = RCI(A) = {u}
En efecte:s

Donat que SpI(A) =2 SpCI(4), temim que RI(A)SRCI(A) per tant només

cal veure que RCI(A) ={u}
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Sabem (Teorema 0 8 ) que SpCI(A) &s base de‘-‘go = ﬁu}’ per tant

RCI(A) = m D =K (#) = fu]

De SpCI(A)

Per radical irreductible minimal(RIm(A)L radical maximal (RM(A))

entenem 1la intersecci de tots els elements de SpIm(A) 1 de

SpM(A), respectivament. Bs clar que no sempre existeixen

TEOREMA III 15.~-

Si (A, ,u) &s a d-co , aleshores RIm(A) = {uy

En efecte:

S1 aeRIm(A) = m D, aleshores

Dé SpIm(A)
si D€ SpIm(A), aeD

Sigui TeSpI(A), sabem que existeix D’¢ SpIm(A) tal que D’cT,

per tant aeT, per tot T€ SpI(A), aleshores a € /_\ T = RI(A),
Te SpI(A)

aixd és a=1u

Es clar que en un a d-co , en general, RM(A) # {u}(cf Apéndix Ex4)
Donem una condicié suficient per a la igualtat que generalitza un

resultat obtingut per A Rodrigues per les Algebres de Sales amb minim

TEOREMA IIT 16 -

si (&, ,u) &s a d-co i satisfl que per tot a,beh,

existeix ne N\{O}, tal que (an.b) a = a,aleshores

spM(A) = SpcI(A)
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En efecte:

Hem vist que la inclusid SpM(A) S SpCI(A) es satisfd sempre
Només cal veure,doncs,que SpCI(A)<SpM(A)

Sigui DeSpCI(A), segons el Teorema I 3 , existeix a€A, tal que
D= M, Sigui b¢M , per hipdtesi existeix ne ¥\ {e}, tal que
(2" b).a = a.

Are b8 per tot mcm\{O}, m)1l, tenim: (,:-1n b)" a = a En efecte:
(3n b)m a = (3n b)m-l ((an b) a) = (an b)m-l a i per induccié
resulta que: (a.n D% a=a

Per tant per tot meN, (2" §° a g M_, i segons el Teorema

II 10, a".b éHa; que implica que beKo(Ma,a.)

D’altra benda b¢M_implaca aeK (M_,b) 1 tenim

Ko(na,b)g xo(ua,a)n Ko(Ma,'b)C..I Ko(Ma,b) ,

d’on KO(Ma,b) = Ko(Ma,a)

Si b,c,(Ma tenim Ko(Ma,b) = Ko(Ma,a) = Ko(Ma,c) per tant
ek (¥_,b),d’on b oceM

D’acord amb el Teorema III 11, M= De SpM(4)

Corol lari -

Si (A,.,u) 83 a.d-co que satisfi les hipdiesis

del Teorema III 17, aleshores RM(A) = {uj

si (A4,.,v,u) s wn s~r i anomenem radical primer (RP(A)) 1a inter-

seccid de totsels elements de SpP(A) FEn les 3lgebres d-completes,

després del Teorema ITI.15 , &s clar que RP(A) = {u}
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TEOREMA III 17 -

Si (&, ,v,u) &s s-r d-co tal aque per tot a,beA,
existeix n ¢ W\ {0}, (a" b) va = u, aleshores:
SpM(A) = SpI(A) = SpCI(A)
En efecte:
Com gue SpM(A)<SpCI(A)CSpI(A) es satisfi sempre, hem de demostrar
que SpI(A)SSpM(A) Sigur De SpI(A) i a,b¢D Per hipdtesi existeix
ne W\ {0}, tal que (a® b) va = u, i donat que af D i D& SpP(A), Teore-

ma III 14,temim a’ bE€D Segons el Teorema ITI 11 D& SpM(A)

Notem que en el cas de les ilgebres de Sales les hipdtesis dels
Teoremes III 16 1 III 17 coincideixen El1 reci{proc d’aquests Teoremes

és fals (cf. Ap3¥ndix Ex 6)

III.3.2.

Ja hem dit, que el nostre interss pels sistemes deductius en les

Al gebres d-completes ve donat pel fet que aquests poden identificar-se
amb les congrudncies Si (A, ,u) &s una 3lgebra implicativa 1 repre-
sentem per(™) (A) el conjunt de totes les seves congrudncies; per

cada 81,82€ @(A) definim @1492 quan per tot a,b€A, a 91 b implica
a 92 b Aquesta relaci§ dsta (F)(A) d’estructura de reticle,
(®(a),N,T) (of Szsz (26))

TEOREMA III 18 -

si (A, ,u) & a d-co , aleshores els reticles:

(@(A) ,\,7) 1 (@o’n’v) sén isomorfs
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En efecte:

Consideram, per cada 96@(.&),"”8: A — A/e la projeccid candnica
associada 29 Sigm \fde &(a) en o@o tal que \P(9) = Ker Tl g

que pel Teorema 0 12 &s monomorfisme d’ordre

D’altra banda pel Teorema O 13, donat que (A, ,u) és un ilgebra
implicativa que satisfd

(aed) ((c a) (¢ 1)) =11 (aed) ((be) (ac)) =nu

per tot a,b,c A, 1’aplicaci8 ‘f &s isomorfism d’ordre 1 per tant

de reticle

Per tant, utilitzar sistemes deductius &s equivalent a utilitzar
congrudndies

Proposici§ III 5 -

S1 (A, ,u) s a d-co , aleshores &s producte sub-directe

dels segients productes directes:

( T A/Dy 9u) ’ ( T/T-A/Dr yuz) i

De SpIm(A) 1 DeSpI(A)
( T~ 1 a/p, )
D& SpCI(a)

On U, 1= 1,2,3, designen, respectivament, les classes
de u.
En efecte:
La demostraci8 surt del Teorema 0 28, de la finitarietat de Ko 1 del
Teorema III.15

Corol lari -

si (A, ,u) s a d-co per tot a,bé4l, a £ o
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a,# uy b # u, exastexx De SpI(a) (o D€ SpIm(a),o

D& SpCI(A) tal que a b€D o b agD
Un cas interessant el constitueixen les Algebres simples (definicié 0 23)

TEOREMA III 19 -

s1 (A, ,u) és a d-co, aleshores:
(A, ,u) &s simple s1, 1 només s1, per tot a,b A
a ;( u, existeix neN\{O}, tal que a" b=
En efectes
Pel Teorema O 27, la semicimplicitat de (A, ,u) &s equavalent a que només
tingui dues congrudncies, per tant 080 = {A, {n}} A1xd fa que {u}
sigur de SpM(A) que equival a que, per tot a,bei, a ;l u, exiseteixa

ne W\ {O}, tal que a b=u

Corol,larr 1 -~

S1 (A, ,u) &s a d-co , alghores
(4, ,u) 8s simple s1, 1 només si, SpM(A) = hu}}

Corol lari 2 -

si (A, ,u) s a de H , aleshores:
(A, ,u) &és simple, si, 1 només si, A = {O,u}
Del corol lari 1 i del Teorema O 28 se’n segueix:

Proposicib III 6 -

Un a d-cc &s semi-simple si, 1 nome§ si, RM(A) = {u}
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I del Teorema III 16, es dedueix una condicid suficient per la
semi-simplicatat

Proposicié§ IITI 7 -

Si (A, ,u) 83 a d-co que satisfd
per tot a2,b€ A, existeix ne W\ {o}, tal que
(a® b) a = a, aleshores
(A, ,u) &s semi-simple
IIT 33
En les 3l gebres de Hilbert els conjurts SpI(A), SpCI(4) 1 SpIm(1)
separen els elements del conjunt A Aixd, en general no és cert
en les 3lgebres d-completes (cf Ap2ndix Ex 3), a menys que
1’21 gebra sigur de Hilbert, com veurem Abans ens cal, perd, demostTar

una propietat nova,

Lema -
S1 (A, ,u) &s a d-co , aleshores
Per tot a,b€4d, 1 tot ne M0}
((ab) D) b=2ab

En efecte

Ho demostrem per inducci$:

- sin=1, com que

ab<((ab) b) b &s sempre cert, temim ja una desigualtats

d’altra banda, com gque
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(((2.) b) ) (a b)22a((ab) b) = (2 1) (a b) = u,resulta que
((ab) b) b<a b 1 per tant
ab=((a2b) b) D

- Suposem~ho cert per tot k«<n,
a®b=a(a® ) =a(((ab) DD = ((ab) 1) Hab) -
= ((a 1) B N((ab) b) B) = ((a 1) B

TEOREMA III 20 -

S1 (A, ,u) &s a d-co , aleshores

SpI(A) sevara els elements de A si, 1 només si,

(4, ,u) s a de H
En efecte
Suposem que SpI(A) separa els elements de i, aleshores,donat oue
SpI(A) &s una base de 090, per la Proposici6 I 9 , Io(a) = Ko(b)
implica a = b
Segons el Teorema II 10 , demostrar que (4, ,u) &s 2lgebra de
Hilbert , equaval a demosirar aue (4, ,u) &s a d-t-1, que, segons
el Teorema III 3, &8s el mateix que veure que, per tot nel,
Ko(a) = F(a) La inclusié F(a)C Ko(a) &s satisfd sempre
Sigui be Ko(a), aleshores, pel Teorema II 9, existeix ne ]N\{O}

tal que a b=u japlicant el Lema anterior tenim

((a.v) B)" b = u,
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Per tant be Ko((a. b) b)), 1 com que b<(a b) b, tenim
(a b) bsKo(b) D’on es segueix que X _(b) = K ((a b) b), i per
tant b= (a b) b Segons el Lema anterior
ab=((ab) ) b=bb=u
A1xd &s a<b, d’on beF(a) La cual cosa demostra que Ko(a) = F(a)

El reciproc &s sempre cert (cf A Diego(4))

Corol lari -

si (A, ,u) &s a d-co, aleshores
SpIm(A) separa els elements de A si1, i només si,
(&, ,u) 8s a de H
En efecte
Com que SpIm(4) <SpI(A), s1 SpIm(A) sevara els elements de A,
aleshores SpI(A) separa els elemets de A 1 pel Teorema anterior
(A, ,u) és a de H

El reciproc 8&s sempre cert
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APENDIX

L’objecte d’aquest ap¥ndix &s 11 lustrar 1 completar amb exemples les
diferents classes de sistemes deductius 1 d’dlgebres implicatives

definidese

D’una banda, els exemples que donem ens permeten d’assegurar que
les classes de sistemes deductius i d’3lgebres implicatives que
compleixen les difemts definicions donades sén no buides D’altira
ens garanteixen que sén diferents, aixd &s, que no coincideixen

ni entre elles ni1 amb les ja conegudes

Exemple 1 -
En primer 1lloc donem un exemple d'Algebra d-tipus 1 que no és na

Algebra de Hilbert , n1 iAlgebra d-completa, 1 per tant un sisiema

deductiu de tipus-1 que no &s ni classic, ni complet

Sigui A = [O,l]g]ﬁ En A definim la segilent operaci$ biniria
si a,bed, ab=1, si, i només s1, a£ b
ab= 0, en altre cas

1.1 (A, ,1) &s a d-t-1

En efecte
- Per definicié (A,.,1) &s Algebra implicativa
- Cal veure que satisfi a d-t-1 4

Si a,byccA sén tals que a (bc) =11 a.b=1, aleshores
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a<b.c i asd

Comparart a 1 ¢ tenime

- a =0, aleshores a ¢ = 1

- b<c, aleshores a<c1ac=1

-af04ib>c, aleshores bc =01 a (bc) = 0, que contradin
la haipdtesa

Per tant (4, ,1) és a.d~t-1

12+~ f1}8s s d.t-1

Es una comeqiitncia de 1 1

1 3.~ (A, ,1) no 88 2 d-co , i per tant ho s a de H

En efecte:
Si 0<a<b , aleshoers a(ba) =a0=0#¢1, i per tant no &s

a. d-co

14.-{1} no s s dco , 1 per tant no 8s s d ¢

Es conseqii®ncia de 1 3

1.5 - A més,donat que [0,1] &s oadena, &s reticle implicatiu

Exgmle 2 -

En definir les Algebres d-febles , afirmavem que, en general, no sén
Al gebres d-completes, i per tant els sistemes deductius feblss no
sén, en general, sistemes deductius complets L’exemple que donem

ens ho mostra.
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Sigui A = {a,b,u} amb 1’operaci$ bindria donada per la seglient taulas

2ele= SA:.:U.! és A1

En efecte:
La relacif§ definida x,yecA, X<y si, i només si, xy=1u
&s relaci8 d’ordre, amb u com element mixim A més , 1’ordre

donat ens dota a A, d’estructura de cadenat a<b<u

2.2.~ {uy s s d f'k

En efecte:
En primer lloc cal determinar el conjunt del sistemes deductius o@o R
de 1’2lgebra implicativa , que &s od Ju
~ fu} &3 s.d ja que (4, ,u) &s 22
- {u,a} no 8s s 4 ja que:
wb=aiuacfyal,i bdiu,al
- {u,b} tampoc &s s d , ja que:
ba=1bibefu,b} i ad{u,b}
Aleshores o@oaiﬁt,{n}g
Per demostrar que {u& 8s s 4 £ wutilitzarem el Teorema II 4

i veurem que (A, ,Ko) satisfi el p d f
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Tenam que Ko(a) = Ko(b) = Ko(a,b) = A, per tant

beKo(a) iab =nu,i aeKo(b) ibea- u,

Aleshores (A, ,Ko) satisfd p d.f 1 fujés s d f

D'altra banda en la relaci definida per D tot element només

es relaciona amb ell mateix, per tant &s d’equival®ncia i congrudncia

2¢3¢= (A,.,u) &s a.d f

ja que [u} &s s d.f i (A, ,u) &s a 2

2 4o- tul no &s s d co

En efecte

b (ued) = bea £ n

2 5¢= (A,.,u) no 8s a d-co

Es conseqtidncia de 2 4.

Eer!El e 30
La classe dels sistemes deductius complets i la classe de les
Algebres d-completes son no burdes, donat que tot sistema deductiu

clagasic &8s complet

L’ezemple que donem ens permet veure que no tota Algebra d-completa
8s de Hilbert, per tant tampoc Algebra d-tipus 1, 1 que no tot
sistema deductin complet &s clissic. D'altra banda veiem gque no
tota Algebra d-completa 8s de Sales, aixf com,que no tot reticle d-

complet &s reticle de Hilbert
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Siguy A =[0,]JCR, amb 1’operaci§ x definida pers:
si a,bcld, axb =~ 1 s1, 1 nonds s1, a<b
= bfa en altre cas
Aquest exemple fou donat per J Pla (12), 1 demostris

31.- [} &8s s d-co

3 2.~ Ll} no s s d ¢

Com que A/ {1} = A, també es cempleix

3 3.~ (A,%,1) 85 a d-co

3 4= (A,x,1) no &8s a. de H

3 5.- (A,%,1) no &s 2 de S

En efecte:

Si a)0, aleshores (ax0)x0 =0x0=1

(0xa)xa=1xa=a

3 6.- Donat que3(0,]] &s una cadena, és un reticle d-complet,

(A,x,v, ,1)sque no &s reticle de Hilbert

37 @ =4, (1}, (0,1} (5 rPa(12))

Aixd ens diu que RM(A) # {1}, a més 080 = SpI(A) 1 no separa

els elements de A

Exemle 4 -

L’exemple que donem &s a de S , per tant la classe d’aquestes no é&s
buida. A més també verem 7Jue no &s dlgebra de Sales amb minaim

L’exemple es 1’anterior treient-11 1l’elemen} minim , és a dir,
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fem B = (O,JJSB s amb la mateixa operaci§ = Per tal que 1l’operacid
estigui ben definida cal veure que &s interna, aixd 4s: si a,beB,
aleshores axbeE, en efecte:
- 81 a<b, aleshores axb = 1k
- 8i a> b, aleshores comque b 0, axb = b/a ¥ 0 i per tant

és d’E.

De 3.3 deduam que:

41.- (B,x,1) 83 2 d-co

4.2.~ (E,x,1) 8s a de S

En efecte:

- Si a4b, aleshores azxb =1 i per tant (axb)xb=1lxb= D
i (bxa)xa = (a/v) xa, pdt passar:
- b<1, aleshores a {(a/v i (a/b)xza =1
- b =1, aleshores a/b= 2 i (a/b)xa=axa=1l=abd

- Si a>b, el proces &s simdtric a 1’anterior

-Sia=1, (axa)xa =2

4¢3~ (E,x,1) no &s a. de 8 amb minim

Ja que no té element minim

4.4.~ (B,x,1) no &s a. de A

Es una conseqi®ncia de 3 4

Nota: Si comparem aguest exemple amb 1’anterior, observem que per a

obtenir una 3. de 8 amb mfnim no n’hi ha prou amb afegir un elemen*

mfnim,
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Exe_n_lgle 5.

Donem un exemple d’X1gehra de Sales amb element mfnim que no és

Al gebra de Boole. L’exemple es degut en part a J Fukasiewicz (cf
ﬂuka.siewios - Tarski (7) ) Aquest només utilitzl els nombres ra-
ctonals de [0,1] s 1 per a paer valorar 1les ldgiquespolivalents

comprov® que es satisfan les propietats que necessitenm

Fem A = [0,1] , amb 1’operaci6 — definida

Si a,beA, a-»b = min (1,btl-a)

501, (A, >,1) 88 a. de S amb mfnam

En efecte:

- (A,-», ) &s Algedbra implicasziva, ja que
a,be A, a->b =1 si, i només s1, b & 1l-a>1l s1, i només si,
a>b.

- D’altra banda 1 &s el mixim

- (4,»,1) &s Algebra de Sales amb element mfnim, ja que la
aplicacié de [0, x [0,] en [0,] donada per

f(a,b) = mfn(l, bbl-a ) &s continmai per tant tota propietat

que compleixin els racionals la compliran tots els reals

5¢2¢ (A,¥,A,.,1) no &s Algebra de Boole

ja que 31/2¢4 1 '(1/2)= 1-(1/2) 1(1/2)v(/2 = 1/2 Hu
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Exemple 6 -

Donem un exemple d’ilgebra d-completa (A, ,u) que a més &s de Sales
semi-simple, o equivalentment RM(A) = {u}, 1 que no satisfd la

hipdtesi del Teorema III 17

Definim (A, ,u) com el producte directe de (1,, ,ul), 1€ N3 on

per tot ic N, (Ii, ,nl) &s 1’21 gebra de 1’exemple 4, per tant

A= (O,ljn,isn.a=(a.) (v,)

= €
iicm’b i’ie W 4,

aob = =
(al bi)ie Es clar que u = 1 per tot i€ W

N

61, (A,.,u) &s semi—simple

En efectes

J. Pla (12), demostira que en ((0,1] ,x) {1} és sistema deductiu

maximal com ha tancat de <& , aixd &= (Il, ,ui) és Algebra d-completa
simple

En vartud de 1l*observaci$ anterior (A, ,u) és a d-co semi-simple

2. N = SpM(A), per tot i¢ N
6.2, M= f(a) €8/ a =1}espu(a), pe €

En efecte:

- Hif OZ%, ja que 8i a, a.b€M , aleshores a = a b =1en

((0,1] 4%,1) per tant b; = 1, per tant beM;
- KiGSpM(A), ja que : si a,b€M ,a= (a'r)rem , b= (br)remi
a, o114 LA 41 en ((0,1] ,x,1), per tant existeix ne N\ {0),

n n
tal gue ain bi = 1, aleshores a b = (ar br)reme Mi

63 (A,.,u) no satisfl la hipdiesi del Teorema IIT 17
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En efecte:

Per a demostrar-ho hem de trobar dos elements de A, a 1 b, tals que
per tot ne N, n>1, ((a” 1) a) a #u

Per &sser (A, ,u) semi-simple nomds cal veure que per tot neN, n>1l
existeix D€ SpM(A) tal que ((a” b) a) a€ D

k-l-l

Fem a = (1/2) 1 v = (1/2 ken

n

En primer 1lloc efectuem 2 b = ¢, on ¢ = (ck)ke]N i

c; = 1 8ii<n,ic = 1/2k4-1-n si kyn Ho fem per induccié:
k

-Sin=1, 1/2 1/21“"l = 1/2

- Suposem-ho cert per tot r<n, n) 1:

a” b= a.(a,ﬂ"1 b) = c

sik<n—-1,c=ak( bk)=ak1=1
n~(n-1)

sikmal, o m oy (37 ) =y 1/2 s 1/2-1
- 8i k>n, ck = ak (%n-l bk) = ak 1/2k¥1-(n_1)= 1/2 1/2k4-2-n

- 1/2KH-n

Per tant donat n¢ W, ny1l, (a b) a=4d = (dk)ke:m’ 1

2
- ((a® 11 n4.1) am_l) 847 = (1/2° 1/2) 1/2 = 1/2, per tant

((a" v) a) ag Mo
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