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INTJJODUCCIÖ 



L any 1923 David Hilbert introduí el calcul proposicio-

nal implicatiu positiu pensat com una estructura alge-

braica (A, ens proporciona 1 estructura anomenada al-

gebra de Hilbert Antoni Monteiro els anys seixanta 

generalitza aquesta estructura alsebraica mtroduïnt el 

concepte de pre-algebra de Hilbert La idea intuïti-

va d aquesta generalització és que irentre que on 1 al-

gebra de Hilbert al concepte de veritat està represen-

tat per un element distingit anomenat 1 absorbent per 

la dreta en la pre-algebra de Hilbert el coi ce te tc 

veritat ve donat per un cert sub-«-onjunt distingit J 

no buit absorbent per la dreta aquests sub-conjunts 

distingits D s anomenen sistemes deductius (clàssics) 

Aquesta idea intuïtiva es pot traduir algebraicament dc 

la manera següent en una algebra de Hilbert la rela-

ció definida en A per mitja de 

X ¿ y si, i nomes si x y = 1 

Is una relacifi d ordre en una pre-algebra de lilber-c, 

la relació paral lela 

x y si i nomes si x y € 0 

és una relaci6 de prc-ordre Per pas al quocient m6dul 

el pre-ordre aquest es converteix en un ordre 0 er 1 i 

1 àlgebra quocient ês una algebra de Hilbert 

Aquest fet ens permet de relacionar els sistemes deduc-

tius classics amb les operacions pre-ordenadores respec-

te de conjunts pre-ordenadors (Sales 119733) tal com fou 

realitzat entre operacions ordenadoras i álgebras de Hil-

bert (Sales C19711) 

i 

L·'·any 1930 Alfred Tarski introdueix el concepte d opera-

dor conseqüència Aquest concepte s introdueix axiomàti-



canient i es una aplicació Cn de P(A) en P(A) Un ele-

ment x de A es una conseqüència del conjunt S S A 

S / 0 si i nomes si x € C (S) En 1 article Unter-
n 

suchungen über den Aussa^enkalkul TarsKi demostra en 

el teorema I que 1 obtenció dels teoremes del calcul 

proposicional a partir d un sistema d axiomes X propor-

ciona un o p e n d o r conseqüència Cn(X) £s clar que aquest 

resultat admet una ráplica en el cas deX càlcul da pro» 

posicions positiu fcns limitarem sempre a aquest 

tn el cas de deduccions finites és a dir x e Cn(X) 

si, i nomes si existeix un conjunt finit Y £¡ X tal que 

x e. Cn(Y) ês conegut el següent resultat 

x 6 Cn(íx1 ) 

o equivalentment 

X, X * X 
1 n 

si i nomes si 

i— X. — • (x_ —• ( —» (x x) )) 
1 2 n 

Si interpretem — c o m una llei de composicio interna 

en el conjunt A de les proposicions i la designem 

tenim que 

X es una conseqüència de í x^ si i nomes si 

la prooosicio x^ (Xg (x^ x) )) es vera 

Plantejat el problema d aquesta manera hem trobat un 

lligam entre el concepte de consecuencia i el concep-

te ésser ver Podem dir s 

x, ,x t x 
1 n 

si i nomes si 

x. (x„ x) )) e D 
X A n 

tl que acabem de fer ens permet de construir operadors 

conseqüència, a partir del sub-conjunt distingit D i de 



1 operac o de 1 estructura algebraica (A, ) Aquesta 

idea fou portada a terme en bales {19743 i nosaltres 

la reprenem aci per aprofundir-la 

Les nostr»s aportacions estan clasificades en tres ca-

pítols i cada un d ells consta de 8 paragrafs En fé-

rem un breu resum 

Ln ol primer capítol el paràgraf 1 recull els concep-

tes indispensables per tal de poder relacionar els dos 

problemes plantejats en el cas concret de les conseqüèn-

cies immediates un element x de A és conseqüència d un 

sol element y aixo es, 

y i — . X 

D 

o equivalentment 

y X fi D 

Les consequencies immediates respecte de D condueixen 

d una manera natural al concepte d operador de deducció 

debil o immediata (def 1 1 1 ) Resulta que una con-

dicio necessaria i suficient per tal que C^ sigui un o-

perador consequencia es que D sigui un sistema pre-orde-

nador debil respecte de 1 operació de (A ) (teor j. 1 1 

Aquest resultat obliga a definir el concepte ae sist-»ma 

pre-ordenador debil (def I 1 4) i d operador conseqüència 

(def I 2 ) 

L anterior teorema permet d establir en el paragraf I 2 

una aplicació $ entre el conjunt PO(A) - dels sistemes 

pre-ordenadors dèbils de A - i el conjunt A ( P ( A ) K ) - de 

les clausures definides en P(A) = P(A) - \ 0 V Veiem que, 

en general $ no es pas exhaustiva puix els operadors 

conseqüència induïts per el concepte de deducció debil 

són morfismes respecte de les reunions arbitràries i en 

canvi, el operadors clausura no cal que ho siguin (prop 1 2 1) 



Un cop analitzada 1 exhaustivitat de $ passem a analit-

zar la mjectivitat i trobem que en general la înjec-

tivitat falla Això ens porta a introduir el concepte 

d element factoritzable (def I 2 1) en (A ) i a demos-

trar que 1 aplicació $ es injectiva si i nomes si 

tot element de A es factoritzable (prop 1 2 2) 

Fet aixo ens trobem que, en aquestes hipòtesis, $ indueix 

una bijeccifi entre el reticle dels sistemes pre-ordena-

dors de A i la Im ^ Veiem aleshores que ^ és un mor-

fisrne d ordre - per tant es un morfisme reticular 

Ara be 1 estructura reticular amb que cal dotar la Im $ 

per tal que es verifiqui aquest isomorfisme es tal que 

la Im ¿k n o e s pas sub-reticle del reticle de les clau-

sures (prop 1 2 3) 

ün exempie ens permet d alirmar que, en general, PO ( A ) 

no es pas un reticle modular 1 per tant no pot esser 

tampoc associatiu (prop 1 2 % ) 

En el p-irarraf I 3 es fan certes consideracions sobre 

com estendre un operador conseqüència - definit en P ( A ) * -

a un operador clausura definit en tot í(A) L extensió 

mes natural es la que converteix 1 operador clausura en 

un operador clausura topolôgica (def I 1 3 ) 

c.1 parat,raf I k trencant potser 1 anàlisi anterior 

dona unes notes marginals sobre com s6n els sistemes 

pre-ordenadors en certes estructures algeoraiques S ob-

tenen resultats bastant çenerals si 1 estructura alge-

braica disposa de certs elenents distingits (cor 1 1 2) 

fcn el cas concret dels grups s obte que la condicio ne-

cessari« 1 suficient per tal que un sub-conjunt D sigui 

pre-ordenador es que sigui un sub-grup que contingui els 

quadrats dels elements del grup (prop I k 1) Es veu 

tambe que tot sistema pre-ordenador dèbil es un sub-grup 



normal (prop 1 4 2) pero el recíproc es fals Ls 

comparen els dos conjunts quocients A , i A , 
D ' — D 

induïts respectivament pel sub-grup 

normal i pel pre-ordre - i es veu que coincideixen 

obtenint-se un grup quocient totalment desordenat (prop I 4 3) 

La idea inicial s ha pres analitzant el cas classic 

perd en ell els sistemes deductius - que són pre-or-

denadors dèbils i més - son absorbents per la dreta 

i satisfan el modus ponens Lstudiam que significa 

en el llenguatge dels operadors consequencia la intro-

ducció d aquests conceptes Recollim certes condicions 

necessaries i suficients que es troben en bales [19741 

l en donem d altres que son originals Aquest anàlisi 

ocupa els paragrafs I 6 i I 7 

S indica tambe i creiem que es un resultat interessant 

de quina manera la presencia de 1 absorcio per la dreta 

i del modus ponens permetáestendre els operadors conse-

qüència a operadors clausura sobre tot 1 (A) de forma 

que deixin d esser operadors clausura topologica Re-

trobem així el resultat ja classic de lògica les 

tesis ea dedueixen del no-res (Porte £196"%J) 

Tambe trobem una incidència entre el concepte de siste-

ma deductiu (def I b 2) (via íonteiro) i el concepte de 

sistema deductiu (via Farski) que es tot sub-corjunt 

S S A tal que Cn(S) = S (S ¿ 0) tots sistema deductiu 

via Monteiro es deductiu via Tarski si i nomes si 

verifica M P Hi poden haver sistemes deductius via 

Tarski que no ho siguin via Monteiro 

El capítol acaba veient en I 8 que si be tot sistema 

pre-ordeiiador permet de definir una relació d equiva-

lència SJJ en general el sis tena pre-ordenador que la 

defineix no és classe d equivalència en A / e Aixà 
» n 



ena porta a introduir el concepte de sistema pre-orde-

nador maximalment tancat (def I 8 1) Es demostra que 

D es classe d equivalencia en A / si i nomes si D 

és maximalment tancat (prop X 8 3) A mes resulta que, 

en presència de 1 absorcio per la dreta D es maximal-

ment tancat si, i només âi, 1) verifica el modus ponens 

(props I 8 k i I 8 5) Això proporciona un altre enfo-

cament 1 una altra demostració d un raiiultat obtingut 

en bales C1973J S obté també que 1 absorcio per la 

dreta equival a que la classe d equivalència engendra-

da pels elenents de D - que es única - sigui maxima en 
< A / é á D ) ( P r ° P 8 I 8 1 1 I 8 2) 

Els darrers resultats de I 8 ens diuen que sempre és 
-és. 

possible^construir un sistema pre-ordenador maximal-

ment tancat a p a r t e d un sistema pre-ordenador donat D 

i que la construcció es pot fer de baix a dalt (prop 

I 8 7 ) 1 de dalt a baix (prop I 8 6) en el sentit de 

tnderton 11972J A fi de veure que els dos mètodes de 

construccio donen el mateix sistema deductiu cal sal-

var una dificultat (que consisteix en veure que en la 

construccio des de baix es pot suprimir la hipótesi su-

plementaria D D £ D que no es necessaria en la cons-

truccio des de dalt) Aixd es precisament el que s ob-

té en la darrera pagina del primer capítol - generalit-

zant d aquesta manera un resultat de Sales [1973J 

El capítol II prêté generalitzar el concepte de 

deducció debil o immediata donant el concepte de deduc-

ció orta En vistas a aquest fi en el paràgraf II 2 

a partir del concepte de sistema pre-ordenador fort (def 

II 1 l) s introdueix el concepte de deducciS forta Hem 

conseguit donar una caracterització de sistema deductiu 

fort diferent de la donada per Sales 1197^ 



A continuació anaXitz nt el teorema II 2 1 que esta-

bleix que una c ndicio suficient per tal que 1 operador 

de conseqüència forta K^ P(A) M • • — P(A) sigui un o-

perador clausura en (PÍA) , & ) es que D sigui un conjunt 

pre-ordenador fort ens sorprèn que no es generalitzi 

totalment el teorema anàleg relatiu a sistenes pre-orde-

nadors dèbils i operadors conseqüència dèbils, el qual 

«firma que la oondlciß fis neeassAria i suficient A 

què és degut que en el cas fort la condiciS no sigui 

necessaris? La resposta a aquesta i'eninta ens porta a 

adoptar un de les dues solucions següents 

- o bé abandonem la definició de sistema pre-ordenador 

fort donada per Sales [197^3 i n adoptem una altra 

de diferent perfectament precisa que no reneralitza 

la nociS de sistema deductiu dèbil - i aixo s allunya 

dels nostres interessos puix desitgem que tal com 

passa en el cas dels sistemes deductius classics, els 

sistemes pre-ordenadors forts siguin sistemes pre-oi— 

denadors dèbils 

- o bé renunciem a generalitzar totalment el teor 1 1 1 

Aquest analisi constitueix el paragraf II 2 

En el paragraf II 3» seguint el paral lelisme amb el cas 

dèbil, introduïm una aplicació definida «.ntre 

P O F Í A ) - conjunt dels sistemes pre-orderadors forts de A -

i A ( P ( A ) ) - conjunt de les clausures definides en P(A) 

Veiem que en general 1 aplicació 5 n o e s 111 exhaustiva 

ni injectiva i que una condicié necessària per tal que 

$ sigui injectiva és que tot elenent de A sigui factorit-

zable Tambe veiem que el reticle (POFÍA),A v ) no Is 

distributiu 

En el paragraf II k demostrem que, en el cas dels grups 

un sub-conjunt D és un sistema pre-ordenador fort si i 

només si és un sub-grup que conte als quadrats dels exe-



ments del grup (Aquest resultat es analeg al resul-

tat obtingut en el cas dels sistemes deductius dèbils 

en grups pero les demostracions en un i altre cas son 

totalment diferents en el cas fort la demostració es 

mes *barrocaf i utilitza el fet que afirma que tot sub-

grup que conte els quadrats és normal) 

S anlitía també, fent us d un resultat obtingut par 

bales T19733, 1 associativitat de 1 operacio 1 s arri-

va a la conclusió que pel que fa referència a la lógi-

ca 1 associativitat es mes aviat molesta es a dir, 

no es possible fer lógica - en el sentit que es precisa -

en un grup 

bl paragraf II 5 compara les propietats dels operadors 

Cjj X Kjj - aixd es possible puix tot sistema pre-ordena-

dor fort es debil Veiem (prop II 5 2) que K^ no es 

pas un morfisme respecte de les reunions arbitraries 

que tota consequencia debil de S es tambe una conseqüèn-

cia forta (prop II 5 1) que tot sistema pre-ordenador 

fort D defineix un operador consequencia K^ que Is un o-

perador consequencia en el sentit de Tarski [1930J 

Ês possible caracteritzar 1 absorcio per la dreta i el 

M P per mitja de 1 operador Veiem que el M P es 

pot caracteritzar per mitja de Kp i el resultat es ana-

le L al obtingut en el cas debil pero no així 1 absorcio 

per la dreta, puix la caracterització valida en el cas 

debil es redueix a una condicio suficient (props II 6 1 

2 i 3) 

bl resultat mes important de II 7 «stattet* que si D és 

un sistema deductiu fort (def II ( 1), aleshores per 

tot S S . A , S / 0 C K j sj(S) = K d(S) que ens diu que tot 

conjunt de consequencies fortes de S es pot mirar com 

un conjunt de conseqüències dèbils de S respecte d un 



sistema deductiu debil que depen de S Aquest resultat 

te sentit puix que Sales 1197^3 denostra que per tot 

S S A S ¿ 0 KJJ(S) es un sistema deductiu debil Ln la 

prop II 7 es demostra que si D 6s un sistena deductiu 

fort, absorbent per la dreta aleshores D es la intersec-

ció de tots els sub-oonjunts de consequencies fortes d un 

sol element (Aquest resultat es diferent del ootingut 

•n «1 oas dábil i allà valem qua D é* abaorbon« per la dra-

ta si i només si D esta contingut en la intersecció 

de tots els sub-conjunts de consequencies dèbils d un sol 

element i si a més D satisfà M P aleshores es dona la 

igualtat ) 

El capítol II s acaba en el paragraf II 8 on s estudia 

la relació d equivalència forta ^ ^ (def II 8 l) es 

una relació d equivalencia íntimament vinculada amb el 

sistema pre-ordenador fort La finalitat del paragraf 

es d analitzar quines diferencies i quines analogies 

existeixen entre aquesta nova relació d equivalencia i 

la relació d equivalencia induïda pel pre-ordre S p 

El primer resultat prova que la relació d equivalencia 

forta conte la relació d equivalència debil Es denos-

tra que aquestes dues relacions son precisament les 

relacions d equivalencia induïdes en A neis operadors 

CJJ i KJJ S obte una condició necessaria i suficient 

per tal que les dues relacions coincideixin D ella 

s en dedueix una condició suficient - que s expressa 

en termes de 1 operacio (prop pag 5) Aquesta darre-

ra condició es molt interessant puix les algebres de 

Hilbert les pre-algebres de Hilbert les estructures 

autodistributives per 1 esouerra etc la verifican i 

per altra banda ens insinua ja les anomalies que pre-

sentarà - respecte de la lògica clàssica - 1 estudi 

l3gic realitzat en el tercer capítol amb sistemes de-

ductius complets 



També on el cas dels grups hi ha igualtat entre les dues 

r«»l cions d equivalència però per motius totalment dife-

rents en els grups m t e m la normalitat de D i 1 exis-

tència d elei ent invers 

fcn el cas dels sistemes deductius clàssics D la relació 

d equivalencia debil g ^ és una congruencia Aquest re-

sultat no es vàlid si 0 és només un s u t e m aeductiu de-

bil Una condicio suficient per tal que s ^ sigui una 

congruenc a es que D verifiq 11 les lleis del sil lo^isme 

(baies C19','0 ) aixo dona lloc a íntnduir els sistemes 

dedtctius semi-coriplets (def III 1 6) Hem comparat els 

siste os de iuctius semi-coi plets amb els sistemes deduc-

tius classics i hem vist que si be tot sistema deductiu 

ela sic es semi-co plet un semi-complet esta lluny d un 

classic loro si a un sistema deductiu seni-corplet li 

m p o s e m qie cu ípleixx la cor mu acié de pre lsses obtenim 

un sistera deJuctiu complet (def III 1 7) que si be es 

diferent d un sistena deductiu clàssic n es batant ana-

leg 

Ln el para raf III 2 donem un sistema independent d axio-

mes i er a caracteritzar els sistemes de iuctius complets 

Un i exultar \ ^ n t i b l me t mteress nt consisteix en laver 

po»ut caracteritzar la aiferen ía existent entre els con-

ceptes de sistema deductiu classic i sistema deductiu com-

plet hi ha tres ropietats usuals dels sistemes classics 

que no son s tisfetes pols sistemes complets aquestes 

tres propietats SOT equivalents si un sistema complet en 

Verifica una es classic i per tant satisfà les altres 

dues (Prop III 3 3 i pags següents) 

Una d aquestes propietats es la que justifica el fet 

que encara que en el cas clàssic les relacions = ß i <*» ß  

coincideixin, no sigui així en el cas conplet 



El paragraf III 3 acaba donant una caracteritzacifi dels 

sistemes deductius complets en ternes de 1 operador 

conseqüència forta - aixo te sentit puix Sales 11974] 

estableix que tot sistema deductiu complet s fort 

L analogia existent entre els sistemes d ductius clas-

sics 1 els sistemes deductius complets ens ha portat 

a fer lògica positiva anb ells - on el sentit de Montei-

ro [1971J LI cinc darrers ja agrafs del capítol III 

estan dedicats a aquesta tasca 

En el paragraf obtenim una generalització del teorena 

classic de compacitat i del teorema de la ded ccio de 

Tarski in el cas del siste a classic engendrat per ^ 

D(S) el taorena de compacitat ens diu cue x e D ( S ) si 

i nomes si existeix n sub conjunt finit S^ de S i 

x € D ( S ) o equivalentment S x £ T (on T es el conjunt 
o o 

de les tesis classiques) en el cas co ij let si (S> es 

el sistema deductiu co plet engendrat per S aleshores 

x £ < S ) si i nomes si existeix una succès ío fin ta 

d elements de S s tal aue s x e T (on T es el con-
o o c c 

junt de les tesis completes) La diferencia es essercial 

puix en el cas classic les premis es que i ervenei en 

la deducció de x ( a u r t i r Je ù) o es pod n r et r  

(o r îllor encara no te sentit ue s rejet i c m ) i n 

canvi en el cas complet si es i o len repetir i Peor ill ^ 1) 

LI teorena de la ded ccio de farski diu que x£L>(D s-Mz tJ 

si i nomes si z x s dedueix de 0 (o e uival ntnent 

si i nones si 7 x £. D) Ao te can e ia de entit il -

po ar a la pr mi sa z que mtervi nui, e la deducció, 

un nombre de ve,ades m s g-an nue 1 Ara be en el cas 

deis sisten s 1 ductiu complets i te entit ts a dir 

xe i zl) si i nones si existeix un noTbre natural 

n % 1 tal que z ( n* x= z (z ( (z x) )) D „quest 

teorema generalitza el clàssic puix en el cas classic 

z x i Z
( n ) x sôn equivalents (leor III k 2 nota l) 



Ln altre resultat que s obte a que fa q e els sistemes 

dod cti s cor plets millorin els sistemes deductius clàs-

sics es oue m estri ctura alt,eoraica mirada com un 

sistema lôçic classic not essor înconsist nt (aixd es 

el conjunt de les tesis cla siques es tot A) i en canvi 

mirada com in sistena l o n e complet pot e ser consistent 

I n el i arafraf sei; lent 1 e donat una cara terització dels 

s sternes 1 ductius complets i muximals la caracteritza-

ció içeneral tza 1 quo os dona n el cas 1 s íc i con-

s steix i nit j e es recolza en el teo e a ue la deduc-

c o en no podor a ec; rar q e n 1 (Teor III 5 1) 

Un resultat ue al ies acar en relació i b els sistemes 

ed et us d ímnls es q e M es un sist ma 1 luctiu 

m X mai elis íc si i nones si = ^ te exacta ent dues 

cl ses <_s encr ]ítza ei ol cas complet utilitzant la 

r 1TCI6 d equivalencia forta (cor 2) b observi final-

iii t qi e la condicio que car eteritza la i aximalitat a 

partir 1 un sistema dod ctiu classic es tant forta que, 

si un s ste a dedu tiu compl t la verifica es maximal i 

ell sic(\otos l 1 

¿Jy 

LI par n f III 6 n pern ot rçcneraliti-ar el concepte de 

sister le etil complet lligat a un el ment (def III 6 l) 

i l s c e c acter ty c on t s Jtats s n unions 

als bt fut en el cas cl ssic le çener litzacions s6n 

del n te X ti s a la obtingudes en el par sraf anterior 

puix provenen del tpore a de la deduce o 

Ln 1 j enultim pari raf hem pretès generalitzar el teore-

ma classic U(1 ) - it(A) on li(A) » "1 r d c 1 lássic de A 

i L>(t) cs el sistema deductiu clàssic engendrat pels ele-

ne ts de 1 lerce ns 1 em vist obligats a generalitzar el 

concepte d element de 1 íerce i hem introduït els elements 

de Pierce en sentit -ímpli (def III 7 1) Hem demostrat 

que si > cs el sistema deductiu complet engendrat pel 



conjunt P dels elements de 1íerce en sentit ampli, 

aleshores 

R c(A) a <p > 

on R c(A) es el radical complet \o sabem quines rela-

cions existeixen entre R (A) I <P> 
c 

El darrer paragraf generalitza, al cas dels sistemes de-

ductius complets els concej tes de siste a irreductible 

i totalment irreductible i hem demostrat que anu les 

modificacions pertinents que provindran dej, toor ¡n.- do 

la deducció sSn vàlids els resultats que genera^itzan 

els obtinguts en el cas classic 



Crec sincera ent qie no existeix el treball individual 

i per aixo he volgut redactar aquesta m moria en plural 

i vull açrair d una manera expressa 1 ajuda la forma-

ció i els con ells que d na manera directa o indirecta 

han permes la realització del present estudi 

Em cal exfressar la meva gratitut a tots i cada un dels 

neus estres i d una manera especial al Dr Enric Lines 

i i scardo que fou el primer en encoratjar-me vers 1 m -

VCitlUClO 

l·ls doctors Joaquim Cascante i Davila i Nadal Batle i Ni-

colau en desvetllar-me 1 ínteres per les questions de la 

lógica ate rttica han contribuït en certa m n e r a en la 

ria J-Itzac ío 1 aquest treball 

Els com anys i mies del Departa ent de Calcul de Irobabi-

1:tats i tadistica ^latematica de la Universitat de Bar-

celona han enriquit amb la seva ajuda i ínteres i discu -

sio la prese it memoria i d una manera especial Enric Tri-

1Jas i lluiz i Francesc bsteva i Masseguer 

Ivnrd lonet i Guiñó" i Francesc Miserachs i Sola en jut-

jar 1 is i 1 estil d 1 llenguatge han col laborat a la 

claredat de les id as no hi pot haver ide«s clares si 

€ 1 roj i 11 rg iatj,e es fosc 

X-a fundació Juan arch en concedirme una beca d es u-

dis 1 a po sibilitat econòmicament la realització del pre-

sent treball 

I d una añera olt especial al meu mestre Dr i-rancesc 

d àsus Sales i Vallès ell ha sigut sens dubte per 

mitja dels seus suggeriments de les seves intuïcions, 

dels seus esti i Is 1 anima d aquest treball 

Lis errors sen rieus i a ningú mes cal fer-ne responsable 

Barcelona Abril 1975 



CAPÍTOL I 

CONJUNTS IRC-ORDENADOHS DÎBILS 

I SISTT. I^A DFCDLCTILS DT3ILB 



I 1 Deducció immediata i operadors clausura 

Definició 1 1 1 

Sigui (A ) una estructura algebraica 

Per cada D ê  A no buit definim 1 ope-

rador 

û 0 PÍA)* ». P(A) 

per mitjà do 

A d ( s ) ^ x é A ( 3 z ) ( z 6 S i i x e i » ) 

Un tal opeiador A p 1 anomenarem 1 ope-

rador de ded iccio ímme nata o dèbil re-

latiu a D 

Direm tambe que x es una conseqüència immediata o dèbil 

de S respecte de 1 op rador A p SI I nomes si x c í ^ l S ) 

o equivalentnent que A p ( S ) es el conjunt de totes les 

cons quencies ínmediates o dèbils de S respecte de D 

Nota 

Ln la definició de A p s exclou la possibilitat de que 

S = 0 això queda reflexat en el terme P(A) que p e r 

conveni significa P(A) -

Mes endavsnt veurem si es o no possible d estendre la 

definició de a tot P(A) 

Definició 1 1 2 

Donat un conjunt A una aplicació 

C P(A) * P(A) 

tal que 

Cl S & C(S) per tot S fi. A, 

C2 s x fe S 2 implica C Í S ^ & C Í S g ) par 



tot parell S^ i>2 de sub-conjunts de A 

C3 C(C(S))-C(S) per tot S s A 

1 anomenarem un operador consequencia 

en A 

C(S) es el conjunt 3e les consequencies de S per mit.ia 

de 1 operador C (Tarski £1930], Rasiowa-Sikorski [19573) 

D e f i n i c i ó 1 1 3 

Donat un conjunt ordenat (A tota 

aplicació 

¿ A A 

que verifiqui 

cl X ^ S x per tot X de A 

c2 X ^ y implica <5x 5 S y per tot 

parell d elenents x y de A 

c3 5(âx) = S x per to x de A 

s anomena un operador clausura en (A. á, )  

(Birkhoff £19481) 

En el cas que A poseeixi elenent mínim 0 

aleshores es diu que S es una clau ura to-

polo.gica si a mes de cl c2 c3 es veri-

fica 

ck $0= 0 

(Kuratowski fl96l] ) 

Per tant, tot operador conseqüència en A és un operador 

clausura en ( P ( A ) C ) perè no hi ha cap rao per a que 

siguí una clausura topologica 

Aixo fa que el següent abus de llenguatge sigui admis-



sible £eta aplicació 

C PÍA)* •» P(A) 

que verifiqui Cl C2 i C3 a anomenarà també un operador 

conseqüència en A 

Definició I 1 k 

Donada una estructura algebraica (A ) 

i un cert sub-conjunt D de A direm 

que D ês un sistema pre-ordenador res-

pecte de 1 operació si i nomes si 

verifica 

P01 X X É D per tot x de A 

F02 s i x y e D i y z 6 D aleshores 

x z 6 D per tota terna x y z 

d elements de A 

(Sales £1973 ] ) 

Per questions de claredat sobretot en el capítol II 

els sistemes pre-ordenadors introduïts en la definició 

I 1 4 els anomenarem sister es pre-ordenadors dèbils 

És obvi que si A/ji fet que des d ara admetrem D ¿ 0 

ja que {z z = x x per tot x de A f & D 

fis ciar tambe que la relació definida en A per mitja de 

x y si 1 nomes si x y € D 

es un pre-ordre si 1 nomes si D es un sistema pre-or-

denador respecte de 1 operacio 

Tambe es sabut que la relació definida en A per 

x a n y si 1 nomes si x y e D i y x e D 



(o equival en tment si i nomes si i y x) 

Ss una relaciS d equivalència si i nones si D es pre-

ordenador El conjunt quocient A. o A.  
D D 

esta ordenat per mitja de la relació d ordre 

D O 0 CyJ D si i nomes si x D y 

on £xj_ [yj n designen les classes de A. de repre-
u D 

sentants x i y respectivament (Fuchs [I963J) 

Mes endavant analitzarem en quines condicions el cor-

junt pre-ordenador D és classe d equivalència respec-

te de la relacifi d equivalència per ell induïda (veu-

re I 8) 

El teorema que segueix ens diu que una condicio neces-

saria 1 suficient per a que sigui un operador con-

seqüència en A es que D sigui un sistema pre-ordenador 

Abans d enunciar-lo 1 de demostrar-lo convenim d escriu-

re 

A d(X) en lloc de 

1 en general per tot conjunt finit S = ̂ x^ x^ } 

\ ( x l x k ) 6 n X l 0 C d e ÚD ( Í- X1 

Teorema 1 1 1 (Sale CJ.97*J> 

£y„ es una clausura en ( P( A) & ) si 1 

nodes si D es un sistema pre-ordenador 

respecte de 1 operació 

2a efecte 

C3 Sj ß S 2 implica A D < S ) C. q u e 

y e Ajjís^ si 1 nomes si ( ¿ z) (z e S x z z y € 0) 

d on per hipòtesi ( 3 z ) ( z € S 2 1 z y e D) 1 per 



tant y £ ¿ ^ ( S ^ 

Cl & D ( S ) 2 s P®1" TOT S de P(A)* SI i nomes si per 

tot X de A x X 6 D ja que 

- si fem S = £x} aleshores ^x ̂  ç. AQ(X) I per de-

fir c o t nin jue x x D Això val per qualse-

vol X de A 

si x X e D per tot x de A i y g S con que 

S & A tenim quo y y C. D d on y £ A P ( S ) i aixd 

val per tot y de S Així doncs S £ A Q ( S ) 

C3 A D ( A D ( S ) ) = & D < S ) per tot S de P(A)* si i no-

mes si per tota terna x y z d elements de A, tenim 

que 

x y e D i y z e D impliquen x z e D 

ja que 

s i x y e D i y z e D tenim que y £ A Q ( x ) i y z D 

d on z f c A . D ( A D ( x ) ) = i per tant x z é D 

- si z £ &Q(AJJ(S)) aleshores tenim que y z fcD 

per un cert y de A ^ í b ) existeix doncs un 

cert x de S tal que x y Ê D i y z é 0 Per hi-

pótesi x z £ D Això ens diu que z € ^jj^®) 

Aquest resultat val per tot z de A p í A ^ C S ) ) i 

per CL tenira que ù> D( £> D(S)) * 

I 2 L aplicació 

En aquest apartat analitzarem 1 aplicació definida 

sobre el conjunt PO(A) dels conjunts pre-ordenadors de 

A i amb valors en que designa el conjunt de 

totes les clausures que es poden definir sobre P(A)* 



Ês a dir tenim que 

<§ PO ( A ) - Ò ( P ( A ) * ) 

definida per mitjà de 

per cada D E - P O U ) §(D)= A D 

Proposicio 1 2 1 

La imatge ÍF><PO<A)> esta inclosa en el 

sub-conjunt de A ( P ( A ) ) format per 

les clausures que son morfismes respec-

te de les reunions arbitraries 

Sn efecte 

A & D ( S ) ) & D ( x ) ja que 
x e s 

z £ £k D(S) si i nomes si ( 3 x ) ( x e S i x z é D) 

si i nomes si, ( B X I Í X É S I zfe û ^ l i ) ) 

si i nomes si, z <= ^ J A.„(x) 

x e ¿ 

B A D ( ^ S I ) = 

I E I K É U S 

« V I ¿ > D ( S ) 
l e í "

 1 

ja que z £ V l ^ x ) 

JteU"», 
tl 

si i nomes si 

SI i nomes si 

SI 1 nomes SI 

SI 1 nomes SI 

SI 1 nomes SI 

SI i nomes SI 

1 6 X 

z e > 

> i z e A D ( x )) 

S i 1 zfe A d(X))) 

• U 1 

z g v. << 6 d ( s ) 
1 e l 



Així doncs 1 aplicació §> en general no es pas exhaus-

tiva puix que PÍA)* admet operadors clausura que no són 

pas morfismes respecte de les reunions arbitraries 

Exemple Fem A = E i considerem la clausura topoldgica 

Cl P(A)* P(A) 

definida per 

P(A)* 3 X Cl X = X 

Sigui ara B = (O l) Tindrem que 

= = B 
xeB xtB 

En canvi 

= B c LO 11 
X £ B 

Aquest resultat ens porta d ura manera natural a consi-

derar si donada una estructura algebraica (A ) i una 

clausura S en (P(A)* ç ) que sigui morfisme respecte de 

les reunions arbitraries es possible trobar un conjunt 

pre-ordenador D (respecte de 1 operació ) tal que 

§ ( D ) = = <S 

S I analitzem el següent exemple veiem que en general 

no existeix cap conjunt pre-ordenador D Si, A tal que 

$(D) = 

Uestructura (A ) on A es el conjunt A= ^x y i 1 o-

peració ve donada per la taula 

x y 

y x z 

z y y 

x z y 

x 

y 

z 



cont€ com a unies sistemes pre-ordenadors (respecte de 

1 operacio de A) els sub-conjunts D.̂  = {y} x = A 

Considerem ara en P(A) 1 operador clausura ¿ de-

finit per 

S(x)= íx yf 

%(y) = m 

&(z)= 

&(X) } Six) per tot X de F(A) K 

X £ X 

Cal veure que 1 operador clausura ¿ es diferent dels o-

peradors clausura i (que son els unies opera-

dors clausura de P(A) que provenen de sistemes pre-o*-de-

nadors de A) Perd tenim que 

á (x) = ¿ B U ) 
1 

i 

è> (x) = A ¿ ¿(x) 
2 

Això acaba la demostració 

Nota 

Donada una clausura en P(A)* que siguí morfisme respec-

te de les reunions arbitraries es possible de definir 

una operació en A de manera que existeixi un conjunt 

pre-ordenador i) tal que la clausura sigui precisament 

¿V 
A fi de respondre a aquesta pregurta considerem 

A = l x y , z y i & ( x ) = í x y > 8(y)=íy* S U ) = A * y z f 
i per tot X de P(A>* S(X)=\, ) £(*> 

xfiX 

Desitgem definir 1 operacio i el sistema pre-ordenador 

D de manera que 

X X x y, y y z x z y z z é D 



i 

x z y x y z ^ D 

Podem fer D igual a un conjunt unitari per exemple 

D = ^x J i, aleshores definir t t = X si, i només si 

t t ha de pertànyer a D i t t x en els casos res-

tants ( t i t s5n variables que designen els objectes 

de A) 

0 a tuesta manera hem definit una operació i un sis-

tema pre-ordenador D tals que 

Í - A D 

Ara be la no unicitat de i de D ens diu que plante-

jar aquest problema amb tanta generalitat no condueix 

a cap resultat interessant 

Nota 

La nostra definició I 1 2 d operador conseqüència es 

mes dèbil que la definició donada per Tarski [1930} 

ell defineix un operador conseqüència com un operador 

que verifiqui Cl i C3 però dona una condició que im-

plica la nostra condició C2 Ara bé els nostres ope-

radors de deducció immediata en verificar la proposi-

ció 1 2 1 verifiquen la condició de Tarski i per tant, 

són operadors conseqüència en el sentit de Tarski 

La prop I 2 1 es més forta que la condició de Tarski 

Li cop analitzada 1 exhauativitat de cal estudiar 

si es o no injectiva És a dir cal veure si 

Dĵ  ¡Í D g implica & i 

Abans de respondre a aquesta qiiestió donaren la se-

güent definició 



Definició 1 3 1 

bn una estructura algebraica (A ) un e-

lement z de A Is factoritzable i 1 no-

més si existeix un parell d elements de 

A, x 1 y tais que 

z = x y 

Ara veurem en primer lloc que si (A ) admet un slsment 

no factoritzable aleshores ^ no ¿a pas injectiva 

En efecte 

Sigui D^ un sistema pre-ordenador de (A ) i sigui z un 

dels elements no factoritzables de (A ) Aleshores po-

den donar-se dues possibilitats (a) z £ D^, (b) z ^ D^ 

Ca) Si z e D x sigui D g = - ^z] 

A 

x £ Dj, perd x x / z d on x x ¿ D ^ P 0 1 

P02 si x y £ D 2 i y t e D g aleshores x y e Dĵ  

i y t £ D^ i per tant x t & D^ peri 

(b) 

x t / z d on x t Dg 

B A « A ja que 
D1 2 

y €. & (x) si i només si x y g D. (perô 
i A 

x y / z) d on x y fe D„ per tant y A _ (x) 
¿ 2 

D altra banda y G £>D (x) si i només si 

x y 6 D 2 Dj d on $ fc (x) 

Això val per tot x de A i per tant per tot S ô, A 

S / 0 (cal aplicar la part A de la prop 1 2 1 ) 

Si z 4. D x fem D 2 •= D x w < z f 

El raonament que serveix per a demostrar que Dg és 

pre-ordenador i que « es analeg al seguit 
1 2 



en (a) 

Suposem ara que tot z de A és factoritzable aleshores 

la aplicació $ es mjectiva 

bn efecte 

A y g A Q ( x ) si i només si z on z = x y 

B Si D )í D aleshores existeix un z £ D i z ¿ D 
1 a 1 ~ 6 

(o al revés) Però z es factoritzable per tant 

z = x y x e A i y e A i s i z ë D ^ tenim que 

y £ 

i com que y 4- n 1 u e z 4- Do ) ^ n ¿ ^ n 
U2 ¿ U 1 2 

Hem demostrat, doncs la següent proposició 

Proposicio 1 2 2 

L aplicació ^ és injectiva si i no-

mes si per tot z de A existeixen dos 

elements x y de A tais que x y s z 

Aixó comporta el seg ent resultat L aplicació 

$ PO(A) Im $ ç. A(P(A)*) 

és una bijecció si i nomes si (A ) es tal que tot ele-

ment z de A es factoritzable 

Proposició 1 2 3 

L aplicació çf PO(A) » Im ^ es un 

isomorfisme reticular si dotem a la 

Im d una estructura convenient de re-

ticle 

Nota Cap de les dues operacions que 

cal introduir en la Im es la induïda 



per lea ja existents en ¿±(P(A)X) 

A fi de demostrar aquesta proposició recordarem els se-

güents lemes 

Lema 1 2 1 

(a) La intersecció de sistemes pre-ordena-

dors de A (respecte de 1 operació ) és 

un sistema pre-orderador de A (respecte 

de 1 operacio ) 

(b) Si B S A en virtut de (a) e possible 

parlar de siste a pre-orderador engendrat 

per B fis la intersecció de tots els sis-

temes pre-ordenadors de A que contenen a 

B (La col lecció no es pas buida ja que 

A n es un ) 

(c) (P0(A) , V ) es un reticle si 

D 1 A D 2 = D I O D 2 

1 

D1 V D2 = A ^ D D e PO(A) I Di £ D 1= 1 2\ 

(hard [19^0]) 

Lema 1 2 2 

L aplicació ^ P0(A) » Im Is un îsorror-

fisme d ordre 

En efecte 

Si Dj^O D a aleshores per tot S £ A S ¡¿ 0 tenim que 

z £ A d (S) si i nomes si ( 3x)(x £ S i x z e t^) 
1 

d o n (-3x)(x £ S i x z C D 2) Per tant z fe A D 2
( S ) 

Hem demostrat, doncs, que D Ce D implica ò> _ ¿ 
X ¿ 1 " 2 



Lema 1 2 3 

Tot isomorfisme d ordre entre reticles és un 

isomorfisme reticular 

La demostracio es pot veure per exemple en Dubreil Du-

b r e i l - J a c o t m [196*0 

Tot axxá ens porta a definir en Im J les operacions /S i 

V per mitja de 

A n * A D a ) . Á A 

1 ¿ 1 ¿ 
i 

* D 2
 D 2 ) - A D 1 V D 2 

Això demostra la proposicio I 2 3 

Ens cal pero justificar la nota de la proposicio 1 2 3 

Lema 1 2 4 

Sigui (A A , V ) un reticle 

(a) La intersecció de clausures, definida 

puntualment, &s una clausura 

(b) La reunió de clausures, definida pun-

tualment f»n general no es pas una clau-

sura 

En efecta i 

(a) Cl /S á 2 ) (x) » S^tx) A 

C2 x ^ y implica S ^ x ) * «^(y) i â 2 ( x ) g § 2 ( y ) 

i, per tant, A S g M x ) £ A Á 2 > ( Y ) 

C3 Per Cl sabem que 

. 2 

Cal veure doncs que es verifica la desigual-

tat en sentit contrari 



A ¿ 2 ) ( ¿ 1 A < * 2 ) ( x ) « S i ( S ± ( x ) ) = á 1 ( x ) 1 = 1 , 2 

D on 

( S j A 5 2 ) 2 ( X ) 5 1 ( X ) a S 2 ( X ) = ( ^ / V ^ 2 ) ( X ) 

(b) Per a veure que la reunió de dues clausures no Is, 

en general una clausura n^hi ha prou amb considerar 

l'exemple següent 

S^íx) = x S (x) = x 

S 1 ( z ) = y ¿ ¡ ( z ) = z 

r 5 1(y) = y &2(y) = u 

S j i i u ) = U , = u 

ÉS ob vi que (¿^ v B 2)
2 ¿ N/ ig J a q u e  

( v ¿'g)(z) = y z — v 

( S ^ â 2)
2(z) = v î 2 ) ( y ) = y v u = u 

Aquest lema ens diu que v no pot pas esser i-

gual a A n v̂ i û n (on ( Ò ^ A n ) ( S ) = A (S) ̂  A „ (S) ) 
1 2 1 2 1 2 

(Veure nota 3 pag l6) 

Ara bê, A n A n si es una clausura per tant pot oco-
1 2 rrer que 

A D a - A D i A Ad¡. = § ( 0 ^ A D 3) 

La dificultat rau en el fet de que ês exigir molt oue la 

intersecció de dues clausures associades a sistemes pre-

ordenadors de (A ) sigui tambe una clausura associada a 

un sistema pre-ordenador LI següent exemple ens mostra 

que aquesta presumpció Is falsa 

Considerem el conjunt A=^x,y,z,t^ amb 1 operació donada 

per la taula 



x y z t 

x y y t 

z x y t 

z z x t 

t t t x 

Els conjunts = y ^ i D2 S S^ X' Z}' evidentment, sis-

temes pre-ordenadors de (A ) 

6s obvi que si S=J^x z^ aleshores 

y € A D ( S ) R\ A ( S ) 
1 2 

ja que x y = y Dj i z y = z €. D 2 perô en canvi D^ ry D ¿ =.{ x^, 

i 

Y I ¿ D , A D < S )  

ja que v y = x si, i només si, v = y perá y S 

Aixo acaba la demostració de la proposició 1 2 3 

Notes 

1 &s obvi que A A A D 2 ) = A 
X a 1 

S A o A 
Di °2 

ja que 

z € A _ d ( S ) si, i només si ( 3 x ) (x g S i x z € D 
1 2 

si i nomes si ( • 3 x ) ( x £ S l x 8 6 D i x s € Dg) 

D on ( 3 X ) ( X Ê S 1 X * € D ) 1 ( ¿ x ) (X E S i x z E DG) 

2 Malgrat la nota 1 A N ^ D (x1 = A N (x) r\ A _ (x), 
1 2 1 2 

ja que z 6 A _ <x) A A _ (x) implica x z g. D i 
1 2 1  

x z € Dg , d on x z £ Dj n D 2 i per tant z <£ AQ ^ ß (x] 

X 2 

3 En general, m u & D , ni & D U D s6n clausures, 
1 2 1 2 



però en canvi 

( A w A d )(S) = A (S), 
1 2 1 2 

ja que 

as £ ( A A ) (S) si, i només si z e A (S) ó z e A (S) 
1 2 1 2 

si x nomes si (£lx)(x€.S i x z eD^) 6 ( 3 x ) ( x £ S x x ze4) 

si, i nomes sx ( äx) (x S S i x z 6 0 

si, x nomes si z £ A _ ^ D (S) 

1 2 

Tampoc la reunxo de clausures definida en la Im 

no es la restricció de la reunié de clausures exis-

tent en el reticle A(P(A) M) 

Segons Ward [19^0] si tenim un mf-semi-reticle 

complet que conte el màxim aleshores la reunié de 

dos objectes del inf-semi-reticle es defineix per 

mitjâ de la següent expressió 

x V y = / \ z on B = t ^ x i t ^ y } 
z & B 

Aleshores s obte un reticle (ês obvi que aquesta 

definició és vàlida per reunions arbitràries i el 

reticle que s obte és complet ) 

En el nostre cas tenim 1 mf-semi-reticle complet 

( A(P(A)*), A ) que conté el màxim, que es precisa-

ment, A a x per tant resulta esser una clausura 

aasooiada • un sistema pr«-ord»n«dor d» (A ) 

L operació que fa d aquest inf-semi-reticle complet 

un reticle complet és, com ja hem indicat, la se-

güent 8 

V - A à , on B = í «¿(P(A) ) û > à 1 6 II 
i e I 1 Se B 1 

En la Im qp tenim definida 1 operacxo 

V = § < D , ) 

i e i i i € i 1 



En general aquestes dues operacions no coincideixen 

pas, i això no es rar si tenim en compte 1 explici-

tació de la nota de la prop I 2 3 És a dir la in-

tersecció de clausures associades a sistemes pre-or-

denadors no ha d esser forçosament una clausura asso-

ciada a un sistema pre-ordenador mentre que la reu-

nió de clausures de la Im $ sí que ha d esser una 

clausura associada a un sistema pre-ordenador 

L exemple que segueix tanca la discussió es consi-

dera el conjunt A= ^x y,z t} proveït de 1 operació 

donada per la taula 

x y z t 

X X z t t 

y t x y t 

z t t x t 

t t t t x 

i aleshores els conjunts D^ = i són 

sistemes pre-ordenadors de (A, ) 

Les clausures associades a D^ i a D^ que anomenem, res-

pectivament A ^ i A g , verifiquen « 

A i ( x ) = A X ^ A 1 < y ) = ^ y z > , A 1 ( t ) = \ t ^ , 

A 2 ( x ) = U , y f , A2(y)=SyV» A ^ z ) * ! ^ , A2<t)=.\t} 

i, nom qua »4n «afí.«»«« r*«p«ot« de lea reunion« •ar-

bitràries , queden definides per tot arreu 

Considerem ara la clausura mes petita d entre les més 

grans que A ^ i 5 1 anomenarem S 

A fí de construir-la considerem 1 aplicació f reunió 

de A ^ i de , es a dir, considerem 1 aplicació 

f P ( A ) K P(A), 

definida per mitjà de 



f(\xV) = -ix y\, fUx.yfr) = ̂ x,y,z^ f x,v,z ¡ ) = < x y .z b 

f(4yv) -^y.sfc. f H x f(^x,y,tj)= A 

f(4z¡.) =Az|. , f(jx t¡i f ( } x » t } ) = A, 

f ( H H = U ! , fC.Jy Z p - ^y Zj. , f ({y z t = ̂ y,z t j, 

f(\y t p = \y,2¡ tf f(A) = A 

f(-|z t^ ) = -Iz tj 

£s fácil de comprovar que f ¡fe A ^ i f A,, perd 

en canvi no és pas una clausura, ja que 

f2(ixV) 4 f(UI) i f2(íx t|),ífHx t() 

Definim doncs, à = f, per tot X 6 PÍA)* -•Uxfr, J,x,t^ 

i i S ( ^ x t \ ) = A 

D aquesta manera hem construït la més petita de les 

clausures que contenen a A ^ i a A g 

És obvi que no existeix cap sistema pre-ordenador D 

de (A, ) tal que S = A ^ puix que si existís tin-

dríem que A ß ( x ) = ̂ x y z\ i per tant, x z = t fi D i 

x y = z € D i x x = x e . D d on D 2, H x z t J- D altra 

banda, A D ( y ) = ̂ y z \ i per tant, y z = y fe D Tenim, 

doncs que D « A perd aleshores <5 = A a i com que 

A ^ ( z ) = A ¿ l z ^ * S(^z^) el sistema pre-ordenador D 

no existeix 

Proposició 1 2 4 

El reticle (PO(A), A , V ) , en general, 

no is modular i, per tant, tampoc no 

Sa associatiu 

En efecte 

Considerem el conjunt A = ^ x , y proveït de 1 operacio 

x y z t _ 

X X z z z 

y y x z z 

Z t t X z 

t t t t X 



Els conjunts D^ = \ x ̂  D J Í ^ X y|, = 

sfn pre-ordenadors respecte de 1 operació 

Construïm ara D g v D^ D 2 v "4 1 D j v 

i) D^ v D^ conte a D^ i a D^ i per tant, a y z i et 

z x a com que desitgem que D^ v D^ sigui un sis-

tema pre-ordenador cal que y x = y & D ^ v D^ 

D on D^ v D^ a A 

ii) D 2 -v D^ = Dg D^, ja que Dg \J D^ Is un sistema pre-

ordenador 

Iii) Dg s/ D^ a Dg O D^ ja que Dg vJ D^ 4s un sistema pre-

ordenador 

Si anomenem Dj a Dj v D^ i D^ « D^ v D^ obtenim el se-

güent reticle 

Aquest reticle no ós pas modular ja que contó un pentà-

gon 

Aixo acaba la demostració (SzSsz C1971Î) 

En la prop 1 2 1 hem vist que està format per 

clausures que s4n morfismes respecte de les reunions ar-

bitraries Qui passa amb les interseccions? 



Proposici6 1 2 5 

Si D es un sistema pre-ordenador res-

pecte de 1 operació tenim que 

à( r\ s ) s A n ( s ) 
D _ T x , T D i 

i £ I 1 e I 

1 en general no es dona pas la igual-

tat 

En efecte 

a z s a_ ( S ) si 1 nomes si (3 x)(x g O S 1 x zeD) 
I C I H I 1 

si 1 nomes si (3x)( Vi)(i g I x ç S 1 x z e D ) 

D on ( ̂  1) (1 6 I — * ( 3x)(x Ç S J . i x z FCD)) que sig-

nifica que ( V i)(i g I z e ApíS^)) d on resul-

ta que z £ A. ( S ) 

1 € I U 1 

B Considerem ara el conjunt A= }x,y zf proveït de 1 ope-

ració 

x y z 

y x z 

z y y 

x z y 

El conjunt es un sistema pre-ordenador de (A, ) 

Tenim que 

û
D < * , y ) « 

ApCx z)= ix.zf, 

i per tant 

A p í x y) r\ A d ( X Z) = }x ZF 

i, d altra banda, 

& D ( x ) = û D U x y} a *x,zp 



I 
I 3 Extensió de A p a P(A) 

Sx volem estendre A ^ a P(A) hem de fer-ho de manera 

que, sx £ Sg, aleshores A D ( S ) Ç A p i S g ) 

Per tant cal que 

a a 0 ( X ) , 

per tot x de A 

Una possxbxlxtat immediata es 

D<0> = 0, 

x si A _ ( x ) = 0 en vxrtut de la prop I 2 5, ês 
x & A 

1 unxca extensió possible (si volem que la citada propo-

sicxo es conservi un cop s hagi estes 1 operador A p ) 

Suposem ara que "̂""N A (x) ¿ 0 Ês clar que podem defi-
x 6 A ° 

nxr A ß ( 0 ) = T sempre que es verifxqui 

(a) T £ O A (x) 
x e A 

i 

(ii) A D < T ) = T 

Pot semblar que aquestes condxcions són molt restrxcti-

ves (i potser ho són), però mós endavant veurem que, si 

D es un sistema pre-ordenador absorbent per la dreta i 

verifica el 'modus ponens , aleshores se ns obren noves 

possibilitats 

A fi que 1 extensxó de A D a P(A) sigui vàlida per tot 

sistema pre-ordenador D definim 

V 0 ) = 0 ? 

obtenim axxx una clausura topolSgica (Kuratovrski C1966 3) 



Això ens permet de definir una topologia en A, íntima-

ment vinculada a D i a 1 operacio definida en A 

Un tancat de A es un sub-conjunt T g A tal que 

Û d ( T ) = T 

Aquest problema s aparta de 1 interès immediat d aquest 

treball i no 1 aprofundirem 

Nótes 

1 Si bê de moment, hem donat 1 extensió que permet 

d introduir una topologia, mes lluny veurem que 

això s aparta dels interessos de la lògica 

2 En la definició 1 1 3 hem definit com a clausura to-

pològica tot operador ¿ sobre un conjunt ordenat 

(A, $ ) que cumpleixi Cl, C2 C3 i Ck quan general-

ment, el concepte de clausura topològica es defineix 

en reticles ( A , A , V ) i aleshores es substitueix la 

condiciS C2 per la condició (Kuratowski 119661 i 

Rasiovra-Sikorskx [1957]) 

C2 Six V y) = S x V <5 y, per tot parell x y fe A 

Cs clar que 

Cl, C2 , C3 i C4 impliquen Cl, C2, C3 i Ck 

perd, un general, el recíproc no Ss pas cert 

Considerem el reticle definit per la figura adjunta 



En ell es considera 1 operador clausura 

So = 0 5 x = x , Xy = y ât = u, §u = u 

Ês ciar que S es una clausura topolôgica en el sen-

tit de la definició I 1 3 pero en canvi no ho es 

en el sentit de huratowski En efecte 

x v > = t i S(x v y ) = J t = u 

i 

Sx v ¿y = x v y = t 

Aixi resulta que la definició introduïda en I 1 no 4s 

un reflex massa exacte del concepte usual de clausura 

topolôgica (si be es el mes ôptim que es pot donar en 

un conjunt ordenat que no sigui reticle) 

Malgrat tot això els operadors A p que hem introduït són 

op»radors clausura en (P(A) , , \J ) que Is un reticle -

pero en virtut de la prop 1 2 1 verifiquen C2 i molt 

mes 

Per tant resumint tot el que ha estat exposat podem 

a'irmar que defineix una topologia en (A ,D) en el 

sentit de Kuratowski 

I 4 Consideracions de tipus algebraic sobre 

la naturalesa dels sistemes pre-ordenadors 

Donada una estructura algebraica (A, ) designarem per 

A 2 el conjunt 

2 2 
A = { z z 4 A i ( 3x)(x S A i z = x ) ̂  

2 
Si D Is un sistema pre-ordenador de (A ) A g: D (per POl) 



Proposicio I 4 1 

En un grup (A, ), H e: A es un sistema 

pre-ordenador respecte de 1 operacio 

si, i nomês si (H ) Is un sub-grup 
2 

tal que A £ H 

En efecte 
2 

A Si H es un sistema pre-ordenador A e. H, per tant 
2 

e € H (ja que e = e e e A ) 

Suposem que x €. H, aleshores, aplicant P02 a 

-1 

X X = e e. H, 

e x = x £ H 

s obté que e x 1 = X ^ 6 H 

B Recíprocament suposem que H £ A es un sub-grup de 
/ \ 2 

(A, ) tal que A & H Aleshores 

P01 x x g. H, per tot x de A 

PO 2 s i x y & H i y s s è H aleshores 

x = hj y - 1 z = y" 1 h 2 on h^ h,, g H 

i per tant, x z = h , y - 1 y" 1 h_ e. H 
2 

(ja que (H ) es tancat i A H) 

Proposició I 4 2 

Tot sub-grup H d un grup (A ) tal que 
2 A fi H fis normal 

En efecte : 

Êb un resultat conegut d algebra que si un sub-grup H 

d un grup (A, ) conté el commutador C(A) aleshores H Is 

normal (Veure Dubreil Dubreil-Jacotin [1964J) Per tant 

ens cal veure que si un subgrup H de (A ) conte A a-

leshores conte C(A) 

Per tot x, y de A, 1 element xyx * es pot escriure 

-1 -1 , -1, , "I -1 W -1 -1 V -1, -1 -1 -1 . xyx y = x ( XX J y ( x yy x) (y xx y ; x (x yx xy x ; y 

2 , -1 .2 , -1 ,2 , -1 -1.2 , -1.2 
« x (x y) (y x) (x yx ) (xv ) , 



I 

que es un producte d elements de H Per tant C(A) CL H 

La proposició recíproca de la prop I 4 2 es falsa, puix 

3Z ç. Z Is un sub-grup normal de í que no conte pas el 

conjunt dels quadrats dels elements de (Z 4-) que ês 2Z 

Exemples 

1 En (Z els unies sistemes pre-ordenadors respec-

te de 4 son 2Z i Z 

2 Ln un grup en el que tot element és auto-oposat 

(per exemple, els grups dels anells de Boole) re-

sulta que tot sub-grup es un sistema pre-ordenador 
2 , , 

puix A = H er , i no n hi ha mes 

La prop I 4 2 ens planteja el següent problema donat un 

sistema pre-ordenador D d un grup (A ) tenim dues rela-

cions d equivalencia les dues induïdes per D una es la 

que D indueix com a sub-grup normal 1 altra es la que D 

indueix com a sistema pre-ordenador Disposem doncs de 

dos conju its quocients, que son 

A/D 1 A / « d 

El primer esta dotat d una estructura de grup el segon 

esta ordenat Demostrarem que 

A/D = A / - d 

Proposició 1 4 3 

Si (A, ) es un grup i D es un sistema 

pre-ordenador de (A, ) aleshores, per 

cada x de A 

x D = tx]_ 

La demostració de la prop I 4 2 ens fou facilitada per 
la nostra amiga Pilar Bàyer i Isant i aprofitem per a-
gra"r-li 



En efecte 

A y e x D si, i només si, x - 1 y 6 D i y x"* &• D 

i com que x x = e = x x e D resulta (per P02) que 

x y £ D i y x 6. D 

d on y 6 [i) D 

B y S [x3 n si, i nomes si x y f e D i y x e D i , com 
-1 —1 

que x x = x x = e fc D resulta que (per P02) 

x" 1 y e D, 

d on y 6 x D 

D aquesta proposició s-̂ eit dedueix que si x ^ ^ y ales-

hores x y 

En efecte 

x S U y implica x y 6, D i, per B, prop I 4 3 y g, D 

Això comporta que per cada x de A, 

Cjj(x) = x D = Txjp 

ja que 

y e CJJ(X) si, i nomes si x y e D 

si, i només si, y x e, D (en virtut de 1 obser-

vació anterior) si i nomes si y e 

Hem demostrat doncs la següent proposició 

Proposició I 4 k 

Tot grup quocient mòdul un sub-grup nor-

mal que contingui els quadrats esta to-

talment desordenat respecte de la relació 

d ordre induïda per el propi sub-grup 

Tot conjunt cuocient ordenat per mitja 

de la relació d ordre induïda per el 

sistema pre-ordenador D es un grup quo-

cient mòdul D totalment desordenat per 4 D 



En Xa primera part de la demostració de la prop I 4 1 no 

intervé cap altre fet que l'existència de 1 element neu-

tre Això ens permet d establir el següent corol lari 

Definició I 4 1 

Anomenarem sub-estructura de (A, ) tot 

sub-conjunt de A tancat per 1 operació 

de A i si A te elements distingits im-

posarem que el sub-conjunt tambS els po-

seeixi 

Corol lari 1 

Si (A ) es una estructura algebraica 

amb element neutre e, aleshores tot sis-

tema pre-ordenador de (A, ) es una sub-
, , 2 

estructura de (A ) que contingui A 

El recíproc però, no es pot pas garantir 

En (N ) considerem 1 estructura engendrada pels produc-

tes de quadrats per cubs ës a dir 

2 3 
D = { n m n, m g. Nf 

El conjunt D axxi definit es tancat respecte de 1 opera-

ció i conte els quadrats i, malgrat tot, no es pas un 

sistema pre-ordenador de (N, ), ja que 

2 2 2 2 
n ra m 6 D i 1 n m £ D 

i, en canvi existeixen m C H tais que m D 

Exemples 
1 Si (A, ) es idempotent ' i te neutre, com per exemple 

(P(A),r») i (P(A),u), resulta que 1 ánic sistema pre-
2 

ordenador de (A, ) es A (ja que A a A) 

2 En (N,+) els unies pre-ordenadors possibles són 2N i N 



3 En (H, ) els unies sistemes pre-ordenadors possibles 

s6n els sub-conjunts de N tancats per que contenen 
2 , , 

N (i ja hem vist que no tots ho son) 

Corol lari 2 

Si (A ) és una estructura algebraica amb 

element u neutre per 1 esquerra i absorbent 

per la dreta aleshores tot sistema pre-or-

denador respecte de 1 operació es una 
2 

sub-estructura de (A ) que conté A 

En efecte : 

És obvi que u £ D i que, si x i y pertanyen a D, x y e D 

Exemples 
1 En una àlgebra de Boole definim la implicació 

x — » y « per mitjà de ""x v y 

Aleshores 1 element màxim de 1 algebra satisfà les con-

dicions imposades en el cor 2 

fis clar que D= {uj es pre-ordenador en (A —») (en rea-

litat és ordenador) 

Els altres sistemes pre-ordenadors haurand ésser tan-

cats per la implicació i hauran de contenir u ai-

xò ens proveeix d un reflex del calcul de proposicions 

clàssic« 

2 En una algebra de Hilbert (H ) 1 element maxim u és 

neutre per 1 esquerra i absorbent per la dreta (Mon-

teiro fl971J) Per tant, tot sistema pre-ordenador 

D de (H, ) serà tancat per 1 operació de 1 àlgebra 

i contindrà u aixd ens aporta un reflex del càlcul 

de proposicions clàssic i positiu 

Malgrat tot, les condicions anteriors son molt restricti-

I 



ves ja que hi ha moltes operacions sense neutre i sense 

elements com els descrits en el cor 2 que, en canvi ad-

meten sistemes pre-ordenadors i, en general no podem 

pas assegurar que aquests sistemes pre-ordenadors s i g u m 

sub-estructures 

Exemple 

En Z definim 1 operaciS (x,y) » x - y 

Si a £ Z i D es un sistema pre-ordenador que conté a, 

aleshores 

(i) a g. D 

(il) o = z - z per tant, o €, D, 

( m ) si x - y = a i y - z = a, aleshores x - z = 2a 6 

(iv) si na e. D amb n % 0 aleshores (n*l)a e D 

ja que existeixen elements x,y,z de Z tais 

que 

x - y = n a i y - z = a 

d on 

x - z = (n + l)a e D 

Tenim doncs que D 5 aN pero aN es pre-ordenador i con-

te a Per tant D = aN 

Aquest sistema pre-ordenador no es pas una sub-estructura 

de (Z,-) ja que 

a n - a m s a (n-m) aN, si n < m 



1 5 L absorció per la dreta 

Des d ara, com que tota clausura 6s un operador con-

seqüència utilitzarem la notació Cp per designar-la 

Definició 1 5 1 

Un sistema pre-ordenador D respecte de 

1 operació de (A ) es absorbent per 

la dreta si i nomes si, 

x D S D, per tot x de A 

Proposicio 1 5 1 (Sales [1974]) 

Un sistema pre-ordenador D és absorbent 

per la dreta si i només si, 

D Ê C D ( S ) , 

per tot S £ A 

En efecte : 

A Si z e D, aleshores z e. C D(S) per tot S £. A, S i 0 

En particular, per cada x de A, z ^ 1» P e r 

tant, 

x z ê D 

i D es absorbent per la dreta 

B Si D (• absorbent pur 1« dret* i x « D , aleshores 

x 6 C D<
S)» á a <i«e y x e D, per tot y fe S 

Corol lari 

D verifica 1 absorció per la dreta si i 

nomes si, 

D g „ C (S) = O C (X) 
S 6 P( A) U X € A 



\ 

Notes 

1 En general, x D / D És suficient comprovar el següent 

exemple A = \x,y\ i x x = y y = X y = y x = x i A ês pre-

ordenador i x A = U t f A 

2 En el cas que D sigui absorbent per la dreta, si este-

nem C D a P(A), tot sencer fent 

CD<0) = 0 

haurem de rectificar la proposicio 1 5 1 

La qüestió es la segílent És possible de definir 

CD(0) . D 

Aquesta definició estaria íntimament vinculada amb les 

definicions donades usualment en lògica (Porte II965I) 

No podem precipitar-nos Ens cal estar segurs de que 

C D(C D(0)) . C d(D) = D 

i això, en general no ós cert 

1 6 El modus ponens 

Definició I 6 1 

Un ui»tem« pre-ordenador D vérifie« «1 

modus ponetta si, 1 només al, 

x y 6 D i x € D impliquen y fe D 

Proposició I 6 1 (Sales [197*3) 

Un conjunt pre-ordenador D verifica el 

modus ponens ( M P ) si, i nomês si 

D = Cjj(D) 



En efecte 

A S i x y e D i x e . D , aleshores y « C
D <

D ) • D x D veri-

fica M P 

B Si x € Cd(D), aleshores, per un cert y de D, y x €. D| 

per M P , x C D i, per Cl resulta que C ß(D) = D 

Proposició I 6 2 

Una condició necessària 1 suficient per 

a que un sistema pre-ordenador D verifi-

qui M P es que existeixi un sistema pre-

ordenador D tal que 

C d(D ) = D 

És clar que D S D 

En efecte 

A Si D verifica M P , fem D' a D 

B Suposem ara que per un determinat conjunt pre-orde-

nador D», tenim C D(E') = D però, en canvi, C d ( D ) ¿ D 

Aleshores Cjj(D) ïp D i, per tant, existirà un xfeCpCD) 

tal que x D 

Existeix un z £ D tal que z x 6 D, però x 4- D Ara 

bl, per hipòtesi, z 6 C Q(D ) 1, per tant, existeix 

un y e. D tal que y z fe. D 

Apiiçant POS a 0 tenim qua y x 4. R, per un oert y da 

D' , d on x g CjjtD ) e D Contradicció 

Proposició I 6 3 

Un sub-conjunt D de A ês un filtre res-

pecte del pr»-ordre < D si, 1 nomes si, 

D verifica M P 

En efecte t 

A x í D y i x f c D i D verifica M P , aleshores y £ D 



B x y e D i x e D i D é s filtre d ordre, aleshores y 6 D 

Notes 

1 Si D és absorbent per la dreta i verifica M P ales-

hores podem estendre C ß a PÍA), definint 

C D(0)= D 

Això ens diu intuïtivament *• que, si el conjunt de 

premisses és 0, les deduccions immediates respecte 

d un sistema pre-ordenador absorbent per la dreta i 

que verifiqui el M P - que podem interpretar com a 

tesis - sén precisament, le3 tesis 

2 Suposem ara que D jí D si D i D son absorbents per 

la dreta i verifiquen M P aleshores segons la no-

ta 1, C D(0)= D i C D (0)= D i per tant, C p i C ß , però 

no per aixo cal deduir que tot element de A es facto-

ritzable En efecte, considerem A = i 1 operaci6 

x x = y y = x y = y x = x 

Per tant a 1 estendre I operador C^ a PÍA), tot sen-

cer tal com s indica en la nota 1 resulta que no és 

possible estendre la prop 1 2 2 

3 La prop I 6 2 es pot debilitar, puix no cal suposar 

que D es un sistema pre-ordenador ien la demostra-

ció aquest fet no intervé en absolut) Per tant, la 

pedem anunciar l *D verifica M P «i, i només si, exis-

teix un subconjunt S S A, S ¿ 0 tal que Cp(S) s D 

4 ) • D significa que D verifica el M P respecte de 

D , això és, z x & D i z C D impliquen x e D 

5 Un sistema pre-ordenador pot verificar M P i no ésser 

absorbent per la dreta 

Considerem ÍZ,-) i sigui D = a Z , on a 6 Z 

D verifica M P , però no és pas absorbent per la dreta. 



ja quo 

A x - y = na i x = m a impliquen y = ma - na = (m - n)a g aZ 

B Si z a Z i na € D, aleshores z - na e aZ si, i no-

mes si, z e aZ 

En un grup (A ) tol» sistema pre-ordenador verifica M P , 

però nomês A és absorbent per la dreta 

Si D Ss absorbent per la dreta i verifica M P i x € O, 

aleshores C^íx) = D 

Ja hem vist, prop 1 5 1, que Cjjtx) 2 D Cal veure que 

Cjj(x) c. D Sigui y 6 Cpíx), aleshores x y « D i x e D , 

d on y e D 

Per tant si D i D són dos sistemes pre-ordenadors que 
1 ú 

verifiquen M P i són absorbents per la dreta i D^ <p D^, 

S2 'V • »2 » c
D l 'V • \ 

Definicié 1 6 2 

Un sistema pre-ordenador que verifiqui M P 

s anomana un sistema deductiu dèbil 

I 7 Absorció per la dreta i M P i elements distingits. 

Proposició 1 7 1 

Si (A, ) admet un element neutre per 

1 esquerra e, aleshores tot sistema 

pre-ordenador verifica M P 

En efecte 

Si x y £ D i x e D, aleshores, per hipòtesi i per P02, 

e y = y e D 



Nota 

En un grup (A, ) tot sistema pre-ordenador dèbil és un 

sistema deductiu dèbil 

Proposició 1 7 2 

Si (A ) admet un element neutre per 

1 esquerra i absorbent per la dreta, u, 

aleshores tot sistema pre-ordenador D 

és absorbent per la dreta 

En efecte 

Si y 6 D i x e A, aleshores u y = y £ D i x u = u e. D i 

per P02, resulta que x y S D 

Corol lari 

Si (A, ) admet un element neutre per 1 es-

querra u, que és absorbent per la dreta, 

aleshores tot sistema pre-ordenador és una 

sub-estructura que verifica M P i és ab-

sorbent per la dreta 

En efecte 

Cal aplicar la prop I 4 l,cor 2, i les props I 7 1 i I 7 2 

Nota 

Es possible de debilitar la hipótesi de la proposició 1 7 2 

imposant que u sigui absorbent per la dreta sobre D (això 

vol dir que, per tot x de A, x u £ D) 



I 8 El conjunt quocient A , Sistemes pre-ordena-

dors maximalment tancats 

Considerem ara el conjunt quocient A, tal com fou 
/ S * D 

introduït en la pâg 5 Notem en primer lloc, que C^ 

indueix una aplicació, que seguim anomenant C^, 

definida per 

Cp A «- P(A) 

C D(x) = C D ( ( x H 

(Recordem que C ^ í ^ x p el designàvem Cjj(x) per conveni 

Pâg 5) 

Aquesta aplicació indueix una relació d equivalència en A, 

definida per 

x, y e. A, x s D y SI i nomes si, C
D ( X ) =

 CI)(Y) 

És fàcil de constatar que aquesta relació d equivalència 

ós la mateixa que la definida en la pâg k i 5, induïda 

pel pre-ordre 

Observem a continuació, que el sistema pre-ordenador D, 

en general, no ós classe d equivalència , per veure-ho, 

considerem el conjunt A = {x y,zf., proveït de 1 operació i 

x y x z 

y z y y 

z x y y 

i el sistema pre-ordenador de (A, ) Resulta que 

ry] D « \ y»* \ ¿ D 

És per aixd que designem el conjunt quocient per mitjâ de 

A . _ i no per mitjâ de A que fóra el usual 

' ~ D 



ProposiciS I 8 1 

Una condició necessària i suficient 

perque D estigui contingut en Cxl^, 

on x fe D, ês que 

D D £ D 

En efecte 

A S i x , y é D i D D Ç D aleshores x y € . D i y x £ D , 

d on 

y e CxlD 

B Si D £ on x fe D alaeshores, si y z £ D 

x y f e D i z x f e D i , per P02, z y e D 

En particular, si D és absorbent per la dreta (A D S D), 

aleshores, per cada x fe D, D £ [ x J D (Sales T1973]) 

Proposicio I 8 2 

Si D £txíjj, on x fe D, aleshores la clas-

se [xj. és máxima en A , si, i només si, 
D ' D 

D és absorbent per la dreta 

En efecte 

A 0 es absorbent per la dreta i, per tant, per tot x fe D, 

i tot y de A, s obté y x fe, D D on 

Cy}D * 0 C*3p» «A X • D 

B Si fyJD Cxjj, on x « D, aleshores com que aquesta 

desigualtat es vàlida per qualsevol element y de A, 

tenim que, si z fe A i t fe D, aleshores 

C«JD é d CtjD 

que per definició, és equivalent a z t fe D 

Notes 

1 La prop 1 8 2, en donar la condicié suficient, completa 

un resultat de Sales [19733 



2 En les hipêtesii de la prop I 8 2 resulta que CxJ Q 

on x £ D, ós absorbent per la dreta pero, en general, 

no ês possible d assegurar que siguí un sistema pre-

ordenador Es suficient de considerar el següent e-

xemple A = ̂  x y,z,t J i D = ̂ x J. l 1 operació 

x y z t 

x x x y z 

y x x t z 

z x x x z 

t x x t x 

Veiem que D ês un sistema pre-ordenador de (A, ), 

absorbent per la dreta i que la classe d 1equivalèn-

cia 

CxJD = 

verifica Cx] D 2 D i ês absorbent per la dreta, perô 

no ês pas un sistema pre-ordenador de (A, ), ja que, 

si be 

x z £ [x]D i t x 6 L X ] D , 

en canvi, t z ^ C x j D 

De considerar els subconjunts de A que contenen a 

CxJJJ i són pre-ordenadors de (A, ) en trobarem dos, 

«6n y 1 A Reault* dones, que «1 «late» 

ma pre-ordenador engendrat per [xJD , que ós \j«.,y t| , 

no ós absorbent per la dreta 

3 Sigui B un sub-conjunt de A Direm que B Is un 

conjunt absorbent per la dreta sobre D si, i nom?s 

si A B â D 

En les hipótesis de la prop I 8 2 resulta que Cxlp, 

on x £ D, Is el màxim sub-conjunt de A que ês absor-

bent per la dreta sobre D En efecte 



A Si y ê £xjp i z e A i t e D , aleshores z t e D 

i t y fi. D, d on z y € D 

B Si y £ CxJß i verifica A y S D, aleshores x y £ D 

Per altre banda tindrem, per tot z & D, 

z x £ D x z £ D i y z £ D , 

d on y x £ D i finalment, y £ Zxjp Contradicció 

4 En les hipòtesis de la prop 1 8 2, tx]D = D si, i 

nomes si, D verifica M P (Sales [1973J) En efecte ; 

A z f e D i z y e D implica tzJ D= D = txJ D [y] D 

Per la prop I 8 2, [xJ D = CyJ D i, per tant, y € D 

B Si y £ i z £ D, aleshores z y £ D i, per M P , 

y c D 

D aquest resultat se n segueix el següent 

l ' x = D, on x £ D, si i nomes si, D ós el màxim sub-con-

junt de A absorbent per la dreta sobre D 

Definició I 8 1 

Un conjunt pre-ordenador D és maxima1-

ment tancat respecte de 1 operació de 

(A, ) si, i nomes si, 

M T 1 D D S D, 

M T 2 d existir un conjunt T ( A tal 

que T D aleshores 

D T ^ D S T D ^ D 

És clar que A és maximalment tancat respecte de (A, ) 

Proposicio 1 8 3 

Una condició ne i â n a i suficient per 

tal que D sigui cl at»e d equivalència en 

A , _ es que D sigui maximalment tancat 
D 

respecte de 1 operació de (A, ) 



En efecte 

A En virtut de la prop I fi 1, = D implica í'T 1 

Suposem ara que existeix un conjunt T tal que T & A 

i T jj? D aleshores ( 3 z) (z g T i z ^ D) Si T D £ D 

i D T £ D, tindrem que, si x € D, 

x z g D x z x € D, 

d on z £ [X]JJ Contradicció 

B Per MT 1 i la prop I 8 1 tenim que D £.Ex]D, on 

x é. D Si y g Cx] D i y £ D aleshores T = D u | y ( ^ D 

És clar que 

D T = D D u D y £ D, 

T D = D D > j y D £ D , 

ja que D D £ D, D y & D i y D Ä D (puix D & tx3D i 

y £ Cxjp) Contradicció amb MT 2 

Proposició 1 8 4 

Si D |s maximalment tancat i absorbent 

per la dreta, aleshores D verifica M P 

En efecte 

Si x y €. D i x 6 D, aleshores x y £ D i a mis per tot 

z de A, z x e D ; per tant si fem z = y tenim que 

y 6 tx3 D= D 

Proposició 1 8 5 

Si D Is absorbent per la dreta i veri-

fica M P , aleshores D Is maximalment 

tancat 

En efecte 

Per tot T £ A, es verifica T D S.D5 d on D D Ä D 

Si T ^ D, aleshores T D £ D per tant hem de demostrar 

que D I í D Si no fos així tindriem que per tot y & T , 

x y £ D i x £ D i , per M P , y fe D, d o n T = D Contra-

dicció 



Hem arribat, utilitzant un altre camí a un resultat que 

es troba en Sales Cl973j 

Si D ês un sistema pre-ordenador absorbent per la 

dreta D g A , _ a i . i nomSs s i , D verifica M P 
/ s a D 

Ara 1 enunciaríem 

En presència de 1 absorció per la dreta, M P 

i M T (maximalitat tancada) són equivalents" 

Les proposicions I 8 4 i I 8 5 ens diuen I 

Ab p d i M T . M P 

Ab p d i M P y M T 

Ens preguntem ara si el M P i la M T de D impliquen 

1 absorcio per la dreta de D 

Disposem ja de dos exemples que responen negativament 

aquesta pregunta 

- En un grup (A, ), tot sistema pre-ordenador D ós 

maximalment tancat (puix ós classe, pig 25-26) i 

verifica M P perd no ós absorbent per la dreta, 

a menys que D = A 

- L exemple de la nota 5 de I 6 ens permet de calcular 

[xJ D, on x B na 

y 6 CXJJJ s i i n o m ó s s i , y - x s p a i x - y = q a , 

d'en y = (p4> n)a i, per tant, y ^ D 

D verifica D D g D i per la prop I 8 1, tenim que 

C x j D = D 

Per tant, D ós maximalment tancat i Y e n f i c a M P i 

no ês pas absorbent per la dreta La prop 1 8 2 ens 

diu que D no es classe màxima 



Acabarem aquest capítol veient que, a partir d un sis-
tema pre-ordenador D, ês possible de construir-ne un al-
tre D tal que D S. D i, a més D sigui maximalment 

o — o o 

tancat Aquesta construcció ês inductiva i es pot fer 

des de dalt i des de baix (en el sentit d tnderton [1972]) 

Proposició I 8 6 

yf 

Sigui D un sistema pre-ordenador i si-

gui la família de tots els sistemes 

pre-ordenadors maximalment tancats que 

contenen a D El conjunt 

D = N D 

° D e S 

ós un sistema pre-ordenador maximalment 

tancat 

En efecte t 

A Dq és un sistema pre-ordenador, en virtut del lema 

I 2 1 i del fet que A sigui maximalment tancat 

B Ara cal veure que per cada x £ D , Cx ̂  = D 
o 

Suposem que x £ D q 1 aleshores x fi D, per cada siste-

ma pre-ordenador D de S 
Ês clar que y S L x J D si, i nomês si x y €. i 

o 
y x & D

0 «i* i només si per tot D e © x y t D i y x f e D 

si, i nomês si, per tot D y g = D (ja que x e D) 

si, i nomês si, y € £>0 

Corol lari 

(a) Tot sistema pre-ordenador D* engendra 

un sistema pre-ordenador maximalment 

tancat 

(b) Si A admet un sistema pre-ordenador ab-

sorbent per la dreta, propi, que verifi-

qui M P , aleshores D ês propi 



\ 

I 

En efacte 

(a) A Ç-& , ja que A Is maximalment tancat 

(b) Prop I 8 5 i prop I 8 3 

Aquesta proposició ens dóna una construcció de D^ des de 

baix A continuació donarem una construcció des de dalt 

Sigui D un sistema pre-ordenador que verifiqui MT 1 (això 

ós D D £¡ D) Sigui ara C q la classe engendrada per D , 

mòdul D Per la prop I 8 1, C està definida, Ja que 

D Sigui ara 0]L el més petit sistema pre-ordena-

dor que contó a CQ i que verifica D^ D ^ ç D^ (existeix 

puix A A S.A) Tenim 

D S C ç: D 
o 1 

Reiterem el procés agafant com sistema pre-ordenador base 

D^ i obtenim 

D è C o * D x ft D 2, 

etc 

D aquesta manera obtindrem una successió 

D q c o t>1 & SÍ D 2 S. C 2 A 

(que naturalment pot devenir estacionâria J és a dir, 

pot existir un nombre natural k tal que D j t
= C j = I>j» 

per tot } ^ k) 

Considerem ara _ 
ao 

C À — ^ D 
kal * 

A C és pre-ordenador 1 

P01„ Per tot x de A i tot k e » , x x e D k c 

P02 S i x y ^ C i y z e C , aleshores x y € i 

y z 6 D g i, per tant, J y é " t i y » e Dt» 

on t = mâx ^r,s^ Perâ D^ Is pre-ordenador, 

d on x z £ D t C 



I 
I 

B C its classe d equivalència môdul C 

Suposem que x fi C i que y asc x Aleshores, per un 

cert nombre natural k, x e D. i, per tant, x 6 D « 
ic r 

si r i k 

D altra banda, x y Ç C i y x e C implica que x y e D^ 

i y x C Dp per uns certs nombres naturals m i p 

Si fem s = max } r ,n,m aleshores x, x y i y x e D ^ , 

d on x e I) i y e t x J_ = D 3 ü s 
s 

Tot axxo ens dxu que Cx]ç S C 

Per a veure 1 altra desigualtat aplicarem la prop 

I 8 1 ; és a dir, cal demostrar que C C C¡ C Perô 

això és immediat, ja que si x,y S C, aleshores 

x e D^ i y 6 D x, si fem t = mâx aleshores te-

nim 

x e D t, y £ D t x X y e D t  

D on x y £ C x la demostració está acribada 

Hem demostrat, doncs el següent teorema 

Proposició 1 8 7 

A partir d un sistema pre-ordenador D 

tancat (és a dir que verifiqui MT 1), 

1 expressió 
00 

c « K J D , 

k=l * 

on cada D^ es defineix com anteriorment, 

és un sistema pre-ordenador, maxxmalment 

tancat, 1 conte a D 

Disposem doncs, de dos mètodes per a construir un sis-

tema pre-ordenador maximalment tancat a partir d un sis-

tema pre-ordenador D que verxfiqui MT 1 les props 



I 8 6 i X 8 7 «1® proporcionen La pregunta a la 

que cal respondre ara ês la següent Cs possible <1 as-

segurar que C = D^? La resposta ês afirmativa 

Proposicio I 8 8 

Si D ês un sistema pre-ordenador tancat 

i, a partir d ell construïm els siste-

mes pre-ordenadors maximalment tancats 

C i D^, seguint els metodes donats en 

les props I 8 7 1 I 8 6 , respectiva-

ment aleshores 

C = D 

o 

En efecte 

A DG ÇN. C, ja que es el més petit pre-ordenador maxi-

malment tancat que conté D,i C es un dels sistemes 

pre-ordenadors maximalment tancats que contenen D 

B Per veure que C 4 D q es procedeix per inducció 

(1) C & D , ja que 
o o 

y € C o si i només si, per un cert x e D, 

x y £ D i y x £ D Això implica que x y £ Dq 

1 y x £ D 1 x € D 0 per tant, y £ CxJ ß = D q 

o 

D^ fc D^ ja que D^ ês el mes petit sistema pre-

que centS i que vérifie» Oj Dj î* Oj 

(ii) Suposem ara demostrat, ja, que D^ £ 0 Q, per 

k i l l ,n Aleshores D , £ D (És obvi re-
' * n+1 o 

p e t m t (i), si fem D ) 

( n i ) De tot 1 exposât anteriorment resulta que 

D & D per tot k £ N Per tant, 
« 0 00 

C = D. £- D 
k=l R 0 



I 
I 

Ara bé, en lea hipótesis de la prop I 8 7, hi ha una con-

dició (MT l) que no intervé en les hipòtesis de la prop 

1 8 6 Això ens planteja el següent problema s 

Suposem que D K és un sistema pre-ordenador qualsevol 

(és a dir, no cal que verifiqui MT 1) i considerem el 
if 

sistema pre-ordenador D engendrat per D a b la condi-

ci6 que D verifiqui MT 1 A partir de D* construïm 

i, a partir de D construïm C 1 odem assegurar que 

D^= C La resposta a aquesta pregunta es afirmativa 

En efecte 

fis clar que D q S D, puix D ^ g D* i per ser maximal-

ment tancat, verifica MT 1, però D es el mínim sistema 

pre-ordenador amb aquestes condicions 

Aleshores tenim 

D * £ D ç D i D* g. D & C 
o 

Hem vist que Dq és el m m i m sistema pre-ordenador maximal-

Bent tancat que conté D , però C és maximalment tancat i 

conté D* Per tant, 

D «i C 
o 

Cal veure, doncs, que C S D q 

Tenim que 

D D i D D Si D, 
o ' 

per tant D és el més petit sistema pre-ordenadoï^que 
° . m. t , 

conté D i C es el sistema pre-ordenador"engendrat per D 

Estem en les condicions de la prop I 8 8 i, per tant, 

D = C 
o 

Aquests darrers teoremes generalitzen un resultats analegs 

obtinguts per Sales (Sales Ü1973J) allí hom suposa que 

els sistemes pre-ordenadors D de partida són absorbents 

per la dreta (i, per tant, verifiquen automàticament MT 1) 

Això fa que, allí, las construcciones de dalt i des de 

baix coincideixin sense necessitat d aquesta darrera pre-

cisió 



CAPÍTOL II 

CONJUNTS PRE-ORDENADORS FORTS 
I SISTEMES DEDUCTIUS FORTS 



II 1 Sistemes pre-ordenadors forts 

Abana de donar la definició de sistema pre-ordenador 

fort respecte de I operació d una estructura algebrai-

ca (A ), conve recordar la indicació que segueix la de-

finició I 1 k en la que s ens diu que a fi d evitar con-

fusions, els sistemes pre-ordenadors introduïts per aque-

lla definició s anomenaran sistemes pre-ordenadors dèbils 

Definició II 1 1 (Sales fl97^1) 

Donada una estructura algebraica (A ) i 

un cert conjunt D Çk A direm que D ós un 

sistema pre-ordenador fort respecte de 

1 operació si i nomes si verifica 

P0F1 x x e D, per tot x de A, 

P0F2 si per un cert x de A, existeixen 

n elements y^, y n tals que 

y l ( y 2 ( (y x) J n 

i, per cada i e i1,2 

teixen m elements de A 
x 

tals que 

- (z„ ( 
"I ' 2 

aleshores 

)) e D 

« n ) 
i 

z i 
i z « m * 
i 

)) e. D 

1 ! 31 / 
*1 U 2 ( 

, n , n 
m -1 m c)) )) <s D 

Notes 

1 Els elements y^, i s 1,2, ,n que intervenen en la 

definició II 1 1, així com els elements z*, k = 1 

m^, 1, ,n, poden esser iguals o diferents 

2 Adoptarem un conveni respecte dels parèntesi En una 

expressió sense parèntesi associarem per la dreta 



Així, 

y l y 2 y n X 

significa 

y, (y2 < < y n x > )) 

Quan y_ = y 0 « = y *= y escriurem x en lloc de 
1 a n 

y <y ( <y x) )) 

(n) 

Cal adonar-se que y és un operador i no un element 

de A 

La idea de 1 operador ens permet de considerar 

y l y n 

com un operador de A en A i, com que 1 ordre és essen-

cial podem indicar-ho també de la següent manera 

Designem per mitjà de Sp(A) el conjunt de les succes-

sions finites d elements de A i per cada successió 
s e. S„(A) definim 1 aplicació 

F 

f : A 
s 

per mitja de 

f (x) = s x * y. y x 
s J. n 

sempre que s = (y^ y ) 

Si s^ i «g són dues successions finites d elements de 

A designarem per s s 0 la successió que s obtl per 
1 ¿ 

jujttaposicio de Sj i Sg, així, si s^b ( y ^ ,yn> i 

s„ = (z, , z ) def m i m 
¿ 1 m 

' l ' î ' ^ l V « V ^ + l W ' 

on t i = y^ per x 6 il, n} i ^ = z i _ n , per 

i € i n+1 n+m} 

Ês clar que la successió Sj s 2 va associada a 1 apli-



;xó f o f En efecto 

(f o f )(x) = f is» x) = s. (s„ x) = 
S 1 s 2 B1 d 1 2 

" y l y n S 2 X = 

= y l y n Z1 

a (a, s ) x = f . (x) 
1 <i s 2 

Quan la successió s g S f(A) es redueixi a un element 

de A la identificarem amb ell Així si s = (y) es-

criurem s = y 

Amb la notacio de la nota 3 la condicio I0F2 es pot es-

criure 

P0F2 sx per un cert x de A existeix una successió fi-
nita s = (y, ,y ) e S (A) tal que s x 6. D i per 

X n r ^ 
cada i £ {1 n^ existeix una successió s e S„(A) 

i * 

tal que s y^ g, D aleshores 

t x 6. D 

on t s s. s 
1 n 

Proposició XI 1 1 

Si D és un sistema pre-ordenador fort i 

existeix una aueosaaló a s (y^ ,yn> 

de Sjp(A) d ordre n i per un cert i de 

{l, ,nj, existeix una successió de 

Sp(A) tal que, per un cert x de A es 

verifiquen 

s x e D i s i y i é . D , 

aleshores la successió 

t = yl yi-l Si yi+l y n 

verifica 

t X e D 



En efecte 

Per hipòtesi, disposem de la successió s = (y^i * 

de la successió s^ que verifiquen 

s x fi 0 i s i y i e D 

Ara construïm les n successions s k 6. S_(A) k & il, ,n}, 
r 

per mitja de 

s i k i i i 

k = i 

k f y k s i 

5 = \ s si 
l. x 

Aleshores es clar que s y^ 6 D per tot k C ^1, n^ 

(El cas k = i es segueix de la hipótesi i els casos k ¿ i 

es segueixen de POFl ) 

Per tant 

s x 6 D on s = (y l f y Q) 

je 
S y,, € D per tot k g {1 2, ,n), k 

d on per hipòtesi 

t x € D, 

. 1 î-l i i+1 n 
on t = s s s s ® = yl yi-l s i yi+i 

Proposicio II 1 2 

Sigui D un sttb-conjunt de A Si, per 

«ad« successió s * (y^ 

s x € D per un cert x de A i, per ca-

da s 1 (1 « i * n) tal que s* y^ e D, 

es verifica que t x D on t designa 

la successió 

t = y l yi-l 8 Í yi+l yn» 

aleshores D és un sistema pre-ordena-

dor fort 



En efecte 

Suposem que tenim una successió s s (y^ q u e 

per un cert x de A verifica s x g D i també n succes-

sions s 1 tals que 

s 1 y x 6. D i = 1, 

k+1 

aleshores en particular es verificarà 

s x 6 D i s 1 y 1 é D 

l per hipòtesi podem assegurar que 

t x e D on t = s 1 y 2 y n 

k k 1 
Suposem ara que t x £ D on t = s s" y 

k+1 
(k < n) Com que s ^k+l £ D aleshores 

, k+1 _ _ k+1 1 k k+1 
t x e D, on t a s s a y k ^ 2 

Ara bê el nombre d elements de s es finit i per tant 

la proposició queda demostrada 

Hem demostrat doncs una definició alternativa de siste 

ma pre-ordenador fort es la definició següent 

Definició II 1 1 

Un sub-conjunt D d una estructura alge 

braica (A ) es un sistema pre-ordena-
jbù.  

dor respecte de 1 operacio si i no-

més si, verifica « 

P0F1 x x & D per cada x de A 

P0F2* 1 existencia d una successió 

s = (yx »yn) tal que per un 

cert x de A verifica s x £ D 

i d una successió s 1 per un 

cert i e tal que 

y^ £ 0 impliquen 



on t « y x
 yi-i 8 

Proposició II 1 3 

Tot sistema pre-ordenador fort Ss un 

sistema pre-ordenador dâbil 

En efecte 

POFl es identic a POl 

P0F2 implica P02 ja que s i x y f e D i y z & D aleshores 

x z e D (Cal fer s = y 1 s 1 = x ) 

El recíproc en canvi és fals com ho prova 1 exemple 

de la prop I 2 k tn efecte considerem el sistema pre-

ordenador debil D g = { x yf aleshores 

y x = y fi D 

z (x y) = x e. Dg, 

per tant si Dg fos un sistema pre-ordenador fort tin-

dríem que 

z (x x) e Dg, 

però resulta que z (x x) = z t = t Dg 

Nota 

Les condicions POFl i PQF 3 «6n independents i 

Acabem de veure que un conjunt D pot verifioar POF 1 

(que Ss POl) i no verificar P0F2 

Ara cal veure que un conjunt D C A pot verificar 

P0F2 i en canvi, no verificar POFl Fem A = 

dotem-lo de la llei de composició x x = x y = y x = 

= y y = y i considerem D= ^x^ És clar que D verifi-

ca P0F2 i no verifica pas POFl 



II 2 Sistemes pre-ordenadors forts i opeiadors clausura 

Teorema II 2 1 (Sales [19743) 

Si D es un sistema pre-ordenador fort 

aleshores 1 aplicació 

K d P(A) m ». P(A) 

definida per 

K D(S) = (xfi A ( 3 s) (s Ê Sp(S) 1 S x e D)f. , 

és un operador clausura en (P(A)*, ç ) 

En efecte : 

C2 Sĵ  s S 2 implica ^ ( S ^ & K Q ( S 2 ) , ja que 

y € Kj)(Sl) si i non ês si ( -3 s) (s e SpíS.^ i s x e D) , 

d on per hipótesi ( 3 s) (s ê S^ (S,,) i s x e D) i 

per tant y e KpiSg) 

Cl K D(S) s S per tot S S A S / 0 ja que 

si y & S, aleshores per POFl y y S. D i per tant, 

existeix una successió s a (y) e Sp(S) tal que 

s y & D 

d on y £ K D ( S ) 

C 3 K 0 ( K B ( S ) ) . K 0 ( S ) , p e r t o t S fiâ A , S / 0 ja q u e , 

per Cl, K D(K U(S)) 3 K ß(S) i, d altra banda si 

y & Kp(Kp(S)), existeix una successió s e. S p(K D(S)) 

tal que s y £ D 

Ara bê, s * (y^ ,y ) on per cada i £ U 2, n}, 

y x É K D(S) 

Per tant per cada i ê 2, ,nj , existeix una 

F< successió s* e.S R(S) tal que 

s 1 y 6 D 



i aplicant P0F2 resulta que 

t x e D 

on t = s 1 s11 i ês obvi que t £ Sj,(S) Per 

tant y £ Kpis) 

Nota 

En el cas deis sistemes pre-ordenadors dâbils teniem el 

teorema 1 1 1 que donava una condició necessària i sufi-

cient per tal que C^ fós una clausura 

En el cas dels sistenes pre-ordenadors forts, el teore-

ma II 2 1 dóna una condicio suficient per tal que K^ 

sigui una clausura 

Anem a veure si es possible millorar el teorema II 2 1 

Cl La condicio Cl, K D(S) S per tot S e P<A)* no 

ens assegura pas que D verifiqui x x D, per tot 

x de A 

En efecte Fem aleshores 

K D(x) 

d on en podem deduir 1 existencia d una successió 

finita s = (x x) £ S P ( S ) tal que s x £ D Per 

tant, resulta que 

KjjíS) 9 9 per tot $ « P(A)1* si i noraSs 

si per cada x de A existeix un nombre na-

tural n x % 1, tal que 

X x X e D " 

Aquesta condícia 1 anomenarem P0F1 i tindrem 

KpíS) 2 S si i només si P0F1 1 

Podria ocórrer que POPI i P0F2 impliquessin P0F1 i 

aleshores la condicio Cl juntament amb P0F2 ens asse-



guraria que D és un sistema pre-ordenador fort perd 

això no passa segons ho prova el següent exemple 

El conjunt A = <x y zV proveït de l*operació 

x x y 

z x y 

x x y 

Ês clar q u e v e r i f i c a F0F1 i POF2 i malgrat tot, no 

verifica pas POFl 

C3 De manera semblant K D(K D(S)) = K D(S) per tot 

S e F(A)* no ens assegura pas que D verifiqui 

la condició P0F2 

Suposem que s x e D on s s (y^ Ê 1 

que per cada i « 2 iif. existeix una succes-

sió s 1 = (zf ) e S_(S) tal que s 1 y. e D, 

1 " Dii F x 
aleshores la definició de K^ens diu que per cada 

i € \ 1 2 nj 

y i 4 

i, per tant, per tot i e ^ l 2 nf, tenim que 

Y ± FI K D ( Z 1 

d on resulta que 

yt e K D ( Z Î > 
i 

_ / _1 1 n n s 
D 1 \ 21 z m n 

s £ S F ( K D ( z J , )) 
n 

i per la definició de Kg, s obtê que 

x ê K d ( K d ( 4 , , « £ > > - * „ < « £ , £ ) 
n -

(en virtut de la hipòtesi) 
n 

Això ens diu que existeix una successió 

t €. S„(z?', ,zn ) tal que t x £ D, però no podem 
i1 1 m 



pas assegurar que la successió t sigui precisa-

ment t . s 1 

Si anomenem P0F2 la condició que hem déduit de 1 hipâ-

tesi K D(K D(S))= K d(S) per tot S e P(A)*, que es 

si yj y n x e D 1 per cada i e -{1 2 n^, 

ex steixen m elements de A z* z* .tais que 
i 1 m^ J 

2 Î zm 6 D 

i 
aleshores existeix una successió s de 

S_(zJ z*1 ) tal que 
r 1 m 

n 
s x e. d 

obtenim la següent proposicio 

K D ( K D ( S ) ) = K D ( S ) per tot S € P(A)*, si, i nomês 

si D verifica P0F2 

Ja hem vist que C3 implica P0F2 Cal veure que, si D 

verifica P0r2 (i POFl o POFl ) aleshores tenim que 

K D ( K D ( S ) ) = K D ( S ) p e r tot S de P ( A ) * A r a bê s i D 

verifica POFl o POFl aleshores I V ^ K ^ S ) ) S K ^ S ) 

Per tant cal veure que si x & K d ( K q ( S ) ) aleshores 

x 6 K U ( S ) (qualsevol que sigui S £ P ( A ) * ) 

x & K D(K Q(S)) s i i nomes s i ( 3 s ) ( s e S F(K 0(S)) i • x « D) 

d on 

(3 s) (s = (y l f ,yn) i y ¿ £ K ß ( S ) i s x c D) 

i per tant per cada i c 41,2, tnkt existeix una suc-

cessió finita s 1 e. Sp,(S) tal que 

s 1 y i £ D 

i , i i , 
on s = (z , ,zm ) 

i 
Per tant per tot i 6 2, 



*t 6 V * l * >*m ) 

n 
i 

X « K D ( y i y n) 

d Aon por P0F2 , resulta que 

x e Kd(ZJ, ) 
n 

Ara bé els elements z 1 j = 1 2, m i = 1 2, 
J i 

s6n elements de S i per tant per C2, 

implica 

x e K D ( S ) 

Com abans ês possible comprovar que P0F1 i P0F2 no im-

pliquen pas POF2 Considerem el següent exemple el con-

junt A = ^X y^ , proveït de 1 operacio x x » y » y = y , y JW -

x y • X En ell considerem el conjunt D = ^ x l , aleshores 

Kjj(x) sA, y y l í A , ItjlAlíA, 

ja que 

( 2 ) , , 
x x = x (x x) = x y = x, 

x y = x 

y x = x 

( 2 ) , , 
y y • y (y y) • y x » x, 

p e r t a n t K Q ( S ) S S ( P G F 1 « ) i K ^ K ^ S ) ) = K D ( S ) ( P O F 2 ) 

(per tot S 6 P(A)K ) I , en canvi si bê 

(2) 
x x É D i x y e D, 

resulta que 

„ ( 2 ) 
y = x ( x y ) = x x = y j É . D 

Tampoc no ês veritat que, si D satisfa P0F1 i P0F2 , sa-

tisfaci P0F2 Considerem el següent exemple el conjunt 



A = J x,yJ i 1 operació x x = x y = y y = x, y x = y i el sub-

conjunt de A, D = aleshores 

KJJ(X) = A , 

K J / Y ) = A 

ja que 

K D ( A ) = A 

X X £ D 

X y 6 D, 

y y E D, 

(2) 
x 6 D, 

i en canvi D no satisfà pas P0F2, puix si bS 

(2 ) 
x s D i x y e D, 

y ( 2 ) y f D 

Tot el que s ha exposat ens porta a la següent conclusió 

si volera definir el concepte de sistema pre-ordenador 

fort de manera que es generalitzi el teorema 1 1 1 cal 

defínanlo com aquell sub-conjunt D de A que verifica 

P0F1 i P0F2 però aleshores ens trobem amb un greu in-

convenient i es que falla la proposicio II 1 3 es a dir 

que aquest nou concepte de sistema pre-ordenador fort no 

generalitza pas el concepte de sistema pre-ordanador dè-

bil (def I 1 4) que es el que nosaltres desitgem realment 

(ja que en el concepte de sistema deductiu classic  

(Monteiro [1971], Diego [i966j) el pre-ordre induït juga 

un paper important 1 en lògica, la terminologia 

tambe ens dona un pre-ordre) 

És per això que hem donat la definició tal com es troba en 

la def II 1 1 



IX 3 Kotes sobre 1*aplicació <j¡ 

Definim l'aplicació ^ POF(A) 

mitjà de 

D £ POF(A), |>(D) = K d 

A ( P ( A ) K ) per 

Aquesta aplicació en general no es pas exhaustiva ja 

que 1 anterior discussió ens permet de con truir conjunts 

B ¿ 0 , B & A que verifiquin P0F1 i P0F2 i que per tant, 

1 operador K a ells associat sigui un operador clausura 
o 

Ara be si B verifica P0F1 en sentit estricte (es a dir 
( JI) 

si existeix un x de A tal que m m \ n e N j n ^ O i x x E 

es més gran que 1), es molt possible que no existeixi 

cap sistema pre-ordenador fort D tal que K ß = K ß 

Considerem el següent exemple el conjunt A = \x,y z}t 

proveït de Hoperació 

Considerem el sub-conjunt B s no es pas un sistema 

pre-ordenador fort pero en canvi 1 operador 

x y z 

X X z z 

y z x z 

z x x y 

K_ i P(A)* - P ( A ) , 
B 

definit per 

K B ( S ) = ^ X C A: O S ) ( S e s F ( s ) i s x e D)F 

és un operador clausura, ja que 

Kgíx^xj., Kjjíx.y) = H* y h 

KB<y)=iy|. K B ( X , Z ) = A , 

Kg(z) = * x,y,zf, K 0(y,z) = A, 

K D(A)= A 'B 



Cal veure que no existeix cap sistema pre-ordenador fort 

tal que 1 operador conseqUencia forta a ell associat coin-

cideixi amb Kg Considerem els possibles sistemes pre-or-

denadors forts de (A, ) B^= i A Perô B^ no ho 

es ja que 

y (z 2 ) e Bj 1 z x ë" B^f 

pero en canvi 

y (z x) = y x = z ^ 

Per tant 1 unie sistema pre-ordenador fort ês A, perd 

es clar que 

k A * k B 

ja que K A(x) = A ¡Í K ß(x) 

Pel que fa referenda a la mjectivitat de $ hem trobat 

una condició necessària es la mateixa que la donada en 

la prop I 2 2 1 la demostrado tambe ês semblant 

Proposicio II 3 1 

Si $ ês injectiva aleshores tot ele-

ment de A ês factoritzable en (A ) 

En efecte 

Suposem que no fês així disposaríem d un cert element x 

de A que no fóra pas factoritzable 1, per tant« si consi-

derem un sistema pre-ordenador fort D^ resulta que tam-

bó ho seran els subwconjunts 

És clar que Dg ¡¿ Dg i que D 2 ~ Dg = i que K Q (S) s K D X(S), 

per qualsevol S €. P(A)*, ja que ** 

i) si x € D x, aleshores 0 2 ~ ° 1
 1 D 2 ^ °1 

il) s i x ^ D x, aleshores Dg = °1 1 °2 * ' 



Iii) x C Dg e n tots dos casos i en cap d ells x e Dg, 

iv) y t K d (S) si i només si ( 3s)(s feS^ÍS) i s y e D 2) 

d on ( -3 s) (s € Sp(S) x s y 6 Dg) (ja qua Dg = D g ) i 

per tant, y « KJJ (S) 
2 

v) y s KJJ (S) sx x només sx ( 3s)(s e S
F (

S ) x s y e Dg) 

per3 s y ¿ x (ja que x no és factoritzable i s v si 

que ho és su osem s s (z, ,z ), aleshores i l ' n * 
s y = z . (z_ ( (z y) )) x, fent z = z 0 z y, 

x A n ¿ n 

resulta que s y • z^ z), per tant tenim que 

O s ) ( s e S P ( S ) i s y C Dg) 

que equival a 

y € K- ( S ) , 
2 

x axxô acaba la demostracîo 

Respecte del recíproc no hem estat capaços de trobar-ne 

nx una demostració nx tampoc un contra-exemple Mes en-

davant tornarem sobre aquest punt 

Axxd fâ que no poguem donar cap proposicio análoga a la 

prop 1 2 3 , malgrat que ^ és un morfisme d ord-e ja 

que si D^ i Dg son dos sistemes pre-ordenadors forts 

1 D^ g. Dg, aleshores 

\ * \ 
puix, si S £ PÍA)* 1 y £ KJJ (s) aleshores existeix una 

successió s de Sp(S) tal q u i s y fi. D^ x, per tant, s y 

pertany a Dg, d on resulta que y £. KJJ (S) 

És fâcxi^eure que la intersecció de sistemes pre-orde-

nadors forts es tambe un sistema pre-ordenador fort 1, 

p*r tant és possible parlar del sistema pre-ordenador 

fort engendrat per B S A (ja que A n és un) 



Una conseqüència immediata de les definicions i de la 

prop II 1 3 ês que tot sistema pre-ordenador dèbil en-

gendrat per B es un sub-conjunt del sistema pre-ordena-

dor fort engendrat per B 

En 1 apartat II % veurem que, en un grup els unies 

sistemes pre-ordenadors forts son els sub-grups que 

contenen els quadrats dels elements de A Això ens 

permet demostrar que en general el reticle dels sis-

temes pre-ordenadors forts de (A ) 

(POF(A) A , v ) 

no ês pas distributiu 

Considerem un grup auto-oposat que contingui, al menys 

tres elements diferents x, y i O i considerem els sub-

grups 

jO.yj. ÍO ( O x y x t y f , 

aquests sub-grups contenen tots els quadrats dels ele-

ments del grup i per tant son sistemes pre-ordenadors 

forts Construïm el reticle que formen 

40 x y x t y | 

Resulta doncs, que el reticle dels sistemes pre-ordena-

dors forts d un grup auto-oposat amb tres elements, al 

menys no es pas distributiu (Birkhoff 0.9483) 

Pel que fa referència a 1 extensió de K Q a P(A) tot sen-

cer ens trobem igual que en 1 apartat I 3 Definim K (0)= 0 



II % Consideracions de tipus algebraic sobre la natu-

ralesa dels sistemes pre-ordenadors forts 

Tot sistema pre-ordenador fort és un sistema pre-ordena-

dor d¿bil (prop II 1 3 ) i per tant en les hipdtosis 

de la prop I 4 1 i dels seus corol laris resulta que tot 

sistema pre-ordenador fort és una sub-estructura que con-

té els quadrats dels elemente de A 

En el cas particular dels grups (prop 1 4 1) tenim que 

tot sub-grup que conté els quadrats de A és un sistema 

pre-ordenador ddbil La pregunta que ara ens fem és t 

qué passa amb els sistemes pre-ordenadors forts d un 

grup? La resposta com veurem, generalitza la prop I 4 1 

gràcies a que tot sub-grup que conte els quadrats dels e-

lements de A és normal (prop 1 4 2) 

En efecte : 
2 

Suposem que D Çt A és un sub-grup de (A, ) tal que A ¿ D 

Aleshores D és un sub-grup normal (prop 1 4 2) 

Si, per un cert x de A es verifica 

yl yi-l yi yi+l y n X e D 

i, per un dels índex i £ ^ 1 2 n}, es verifica 

zm yi e D» 

aleshores 

y l yi-l Z1 Zm Z1 zm yi yi*l y n X 

Ja que, per 1 associativitat del grup, 

yl yi-l Z1 zm Z1 Zm yi yi+l y n X 

- y l yi-I ( zl zm> ( zl z m } yi yi*l y 

2 

i, com que (Zj z m) £ D (per hipòtesi), resulta que, 

en virtut de la normalitat del sub-grup D, existeix un e-

lement d £ D tal que 



y l yi-l ( zl Z m ) 2 " d y l yi-l 

x, per tant, 

y l yi-l ( Z 1 Z m ) 2 yi yi+l y n * * 

- d y l yx-l y i yi+l y n X * D» 

ja que d £ D i y^ ŷ ^ y i + 1 y^ x 6. D 

D altra banda tenim que 

y l yi-l ( Z1 Z m ) ( Z1 *•> y i yi+l y n 

= yl yi-l ( zl z m } ( Z1 Z m y i ) y x + 1 y n *' 

• d y l yx-l Z 1 z m yx+l y n x» 

on d £ D i, per tant, 

d y l yx-l Z 1 Zm yi+l yi+2 y n X e D 

que, en un grup, comporta que 

y l yx-l Z 1 Z m yill y n X « D 

x tenxnt en compte la prop II 1 2, queda demostrat que 

D ês un sistema pre-ordenador fort 

Notes 

1 La demostraciS donada es pot estendre a qualsevol 

estructura assocxativa (A, ) i a qualsevol sub-con-

junt D de A tal que 

(i) D D C D, 

( n i A 2 a D, 

(iii) D verifica M P , 

si, a mes verifica 

per cada y de A i cada x de D, existeix un x fi. D 

tal que 

y x = x y 

Aixô es molt restrictiu x mes^quan que 1 associati-



vitat més aviat ens molesta de cara a les nostres 

pretensions es a dir, els sistemes pre-ordenadors, 

si be es poden definir en qualsevol estructura (A, ) 

des d el punt de vista logic convé mes aviat que 

1 operació no sigui associativa i aixo es degut al 

fet de que el que realment importa des d el punt de 

vista lògic són el M P i 1 absorció per la dreta 

(que ens informen respectivament de iue si un te-

orema expressat en forma implicativa te 1 antecedent 

verdader, també és verdader el seu consegüent i que 

de qualsevol expressió s en segueix un teorema ) i 

en aquesta línea, Sales ha demostrat (en Sales [1973]) 

Si D es un sub-conjunt de (A ) absorbent per 

la dreta i que verifica M P , i 1 operacio es 

associativa, aleshores D = A 

En efecte 

Si x g A - D, tenim que (x x) (x x) £ D si D ve-

rifica ROI, però per 1 associativitat 

(x x) (x x)= (x (x x)) x 

i, com que x x G D, 1 absorció per la dreta ens 

diu que x (x x) 6 D i, per M P , resulta que 

x € D Contradicció 

En el cas dels grups hem vist que tot sub-grup que 

conté els quadrats és un sistema pre-ordenador pe-

rò cal observar que en general un sub-grup no és 

pas absorbent per la dreta (si es diferent de A), 

si bé verifica el M»P 

2 Al marge de la qüestió de 1 associativitat, les con-

dicions anteriors són molt fortes i per tant, no 

tots els sistemes pre-ordenadors forts les verifiquen 

Així el conjunt A=\x,y\, proveït de 1 operacio cons-



] 

tant x x = y y = x y = y x = x admet un sub-conjunt D = }x 

que ês un sistema pre-ordenador fort perd no verifi-

ca pas M P 

Així el conjunt A s ^ x y,zj, proveït de 1 operació 

x y z 

x x z z 

y z x z 

z z z x 

admet el sistema pre-ordenador fort D = i, en 

canvi no es pas tancat 

3 Cn el cas dels grups tenim que 

K (x) x ( n ) D = V J x" D = x D»-- D, 
n€ N n S N 

2n 

ja que x D & D (puix D conte els quadrats del ele-

ments de A) i x 2 P + 1 D s x D 

En 1 apartat I 4,pag 27 veiem que Cjj(x) = x D 

Aouests dos fets ens suministren un contra-exemple de 

la prop recíproca de la prop II 6 1 com veurem mes 

endavant 

II 5 Comparacions entre Cp i K^ 

Ja hem repetit moltes vegades que tot sistema pre-ordena-

dor fort es un sistema pre-ordenador debil (prop II 1 3)î 

per tant si D es un sistema pre-ordenador fort, podem 

considerar simultaneapient els operadors clausura C ß i Kp 

Pretenim comparar-los 



Proposició II 5 1 

Per tot S g. P(A)* C D(S) £ K d(S) * 

general no es verifica pas la igualtat 

En efecto 

A Si y £ C D(S) aleshores (3 x)(x C S X v D) Fem 

ara s = (je) •£ S (S) i tindrem que y £ K (b) 
r D 

B Per veure que, en general no es verifica pas la igual-

tat disposem de dos tipus de contra-exemples 

(i) els grups Hem vist en la nota 3 Pag 68 que 

C D(x) = x D Kp(x) = x D w D 

(ii) les algebres de Hilbert Sigui (A ) una al-

gebra de Hilbert i sigui D s ^u j. i S = ^ x x y ̂  

Aleshores 

C (S) = Ê A x z = u ó ( x y ) z = uf = 

= I z e A X £ z o x y ^ z ^ 

en canvi si y < x o y no es comparable amb x 

i y < x y aleshores tenim que 

x ( x y ) y = x ( ( x y ) v1» = ( x y) (x y) = u 

1, per tant, y fi K D(S) i y C D(S) 

Concretament si A»^x,y,z,t uf fis un conjunt 

proveït de 1 estructura de Hilbert 

X y z t u 

x u y u u u 

y z u z u u 

z t y u t u 

t z y z u u 

u X y z t u 

obtindrem el conjunt ordenat : 



I 

u 

y * 

Ara fem S = ^y z\ puix z = y x i x <.z i y no 

ês comparable amb z i obtenim 

C D(S) = }y,z t,u|. 

i, en canvi, 

K d(S)= A 

(puix que y z x = y (z x) = y t = u) 

Proposició II 5 2 

Els operadors clausura Kp no són pas 

en general, morfismes respecte de la 

reunió si bS 

KjjCS W S ) S K d(S) K d(S ) 

En efecte 

A x € K d(S) V-< K d(S ) si, i nomes si x £ K D <
S ) 6 

x e Kp(S ) si, i només si, (3s)(o fi S p(S) i s x « D) 

o ( 3 « )(• £ &p(S ) i s x 6.D), 

per tant, 

(3t)(t e s F(s w s ) i t x c D) 

que, per definició significa que x € S ) 

B Per veure que en general no es verifica pas el 

signe de igualtat, serveixen els contra-exemples 

anteriors 

(i) pel que fâ referència a grups (x) = x D u D, 

Kjj(y) = y D V D i, en canvi, 



K D(x,y) = x D w y D w x y D w y x D o D 

(ii) pel que fâ referència a les àlgebres de Hil-

bert 

K
D(y> = 

K D ( Z ) = } Z , U } 

K u(y,z) = A 

Notes 

1 KJJ no és naturalment morfisme respecte de les in-

terseccions puix, si definim Kjj(0) = 0, pot molt be 

ocórrer que 

Kjj(S) n KJJ(S ) 

sigui diferent del buit 

En particular si en 1 exemple anterior d álgebra de 

Hilbert fem 

KjjMyf = K d(0) = 0 

tenim que 

* * V y > ° K D U ) 

2 Malgrat no verificarse que KJJ sigui morfisme respecte 

de les reunions arbitràries, KJJ és un operador conse-

qvldncia en el sentit de Tarski (Tarski (1930J) Tars-

ki anomena operador consequencia a tot operador Cn, 

Cn P(A) »- P(A) 

tal que verifiqui C1,CJ i T on T diu « 

per tot S S A, Cn(S) = Cn(F), on F és finit 

Tarski demostra que C1,C3 i T impliquen C2 Ara bé 

en el cas dels operadors consequencia KQ, associats 

a sistemes pre-ordenadors forts resulta que Cl C2 i 

C3 impliquen T, puix 



(i) x e K p ( S ) si, i només sit existeix un sub-con-

junt finit F, F 6 S tal que x 6 ^ ( F ) 

En efecte 

x e. K Q ( S ) SI, i nomes si, ( 3s)(s C S p(S) 1 s x CD)j 

suposem que s = *y n)
 1 considerem el sub-

conjunt finit de S, 

F = "i yi' >yu\ 

(pot esser unitari) Ës clar que s e. S_(F) ; 
p 

per tant, ( 3 s ) (s e S p(F) i F finit £ S i s x G D) 

Per veure la inclusió en sentit contrari, és 

suficient adonar-se que, si F & S aleshores 

S P ( F ) S S P ( S ) 

(il) Per demostrar la condició T K n(S) a K ^ J K_(F) , 

F & S 

F finit considerem un element x de A; 

x 6 KQ ( S ) SI i nomes si existeix un sub-conjunt 

F de S, finit, tal que x € K D(F) 

(Veure nota pâg 10 ) 

Per tot S S A Sjí0, es verifica 

K D ( C D ( S ) ) * K D ( S ) i C D ( K D ( S ) ) » K J J F S ) 

En efecte l 

z « Kn(Cri(S)) si, i nomês si, y, y z 6. D i u u x m 
y A fi. Cjj(S), i = 1 m, si, i només si, 

y x y m z € D i y x e D i ^ € S, i = 1, ,m 

d on, com que D ês un sistema pre-ordenador fort, 

Z 1 z m z £ D i z ¿ e S i » 1 ,m 

i aixo significa que z £ Kjj(S) 

La desigualtat en 1 altre sentit s obte aplicant C2 

a eD<s) 2 S 

L altra igualtat es demostra analogament 



II 6 Absorció par la dreta i M P 

Pel que fâ referència a la prop 1 5 1 veiem que en el 

cas dels sistemes pre-ordenadors forts i dels operadors 

conseqüència associats K^, el resultat es mes dèbil 

Proposició II 6 1 

Sigui D un sistema pre-ordenador fort 

respecte de 1 operació de (A ) Si 

D es absorbent per la dreta alesho-

res 

D & K d(S) 

per tot S € P Í A ) * 

En efecte : 

Per la prop II 5 1 tenim que, per cada S £ PÍA)*, 

cDís) S K D ÍS ) 

i, per la prop 1 5 1« tenim que, si D ós absorbent per 

la dreta Í1 absorcio per la dreta no té res a veure amb 

que 0 sigui fort o dèbil), par cada S €. PÍA)*, 

D £ C P Í S ) 

Per tant, per cada S £ PÍA)*, 

D fi K D Í S ) 

El recíproc, que era vàlid en el cas dels sistemes pre-

ordenadors dèbils, ara no ho ós 

Hem vist que en el cas dels grups, Kpíx) = x Û w D i, 

per la prpp II 5 2, KpíS) 2 D, per tot S PÍA)* Mal-

grat aixè, D no es pas absorbent per la dreta si D / A 

Pel que fâ referència al M P , veiem que pel contrari, 

els teoremes que s obtenen són anàlegs als obtinguts en 

I 6 En efecte t 



Proposició XI 6 2 

Un conjunt pre-ordenador fort D veri-

fica M P si, i només si, 

K d(D) • D 

En efecte 

A D S Ky(D) en virtut de Cl 

Suposen ara que K q(D) & D Aleshores CQ(D) & D, d on 

Cjj(D) = D i aplicant la prop I 6 1, resulta que D ve-

rifica el M P 

B Si D verifica M P aleshores, per tot z e l ^ t D ) , te-

nim que 

yl y n z € D ' 

on cada y e D ( i = 1 , 2 ,n) i aplicant reiterada-

ment M P , la demostració queda establerta 

Proposició IX 6 3 

Una condicio necessària i suficient 

per tal que un sistema pre-ordenador 

D verifiqui M P és que existeixi un 

sub-conjunt S de A tal que 

K e(S)= D 

fis clar que D 72 S 

En efecte 

A Si D verifica M P aleshores, en virtut de la prop 

II 6 2, fem S s D 

B Si K d(S) = D aleshores, d una banda, S £ C ß(S) â Dç 

suposem ara d altra banda que K ß ( S ) = D perd que 

KJJ (D) i D Aleshores existeix un x e K D<D) tal que 

x ^ D i, per tant, per certs y. é D (i=1,2, ,n), 



tindrem 

y n x € D, 

perd per hipótesi, y 6. K n(S), per tot 16. 41,2, 
l i 

i, per tant, existeixen m^ elements de S z 1, 

tals que 

1 - " i ' * u m i 

i i ^ „ Z1 z m y i 0 D ' 1 
d on, donat que D és un sistema pre-ordenador fort, 
resulta que 

z* z" X € D 
1 n 

i, finalment tenim que 

x 6 K D < S ) = D 

Contradicció 

Corol lari 

Una condició necessària i suficient per tal 
que un sistema pre-ordenador fort D verifi-
qui M P es que existeixi un sistema pre-
ordenador fort D tal que 

K D(Dt)= D 

És clar que D 2 D 

(Vagis I 6, sobretot nota 3 ) 

Definició II 6 1 

Un sistema pre-ordenador fort D que 
verifiqui M P 1 anomenarem un siste-
ma deductiu fort 



II 7 Els sistemes deductius forts 

Una propietat realment important trobada per Sales (Sa-

les IT1974] ) es que, si D és un sistema deductiu fort, ab-

sorbent per la dreta aleshores K^(S) es un sistema de-

ductiu dèbil, per qualsevol S £ P(A)* 

Amb precisió : 

Lema II 7 1 

Si D és un sistema deductiu fort en (A, ), 

aleshores K ß(S) verifica M P , qualsevol que 

sigui S e P(A)* 

En efecte 

Si x £ ^ ( S ) i x y € Kd(S), aleshores existeixen dues suc-

cessions s,, s„ de S_(S) tals que 

± A r 

Sj X € D, 

s 2 x y £ D, 

i, per P0F2 resulta que 

s 2 s x y S D, 

on s 2 s^ £ SpfS) Per tant, 

y £ k d < s ) 

Lena II 7 2 

Si D es un sistema deductiu fort en (A, ), 

aleshores, qualsevol que sigui S de P(A) K 

K D(S) verifica P02 

En efecte s 

Si x y £ K^ÍS) i y z € K Q(S), aleshores existeixen dues 

successions s., s, de S (S) tals que 



8 1 x y e D» 

» 2 y z e D, 

d on, por P0F2 

« 2 Sj x z 6 D, 

on Sj i Sg pertânyen a S p(S) Per tant, 

x z € K d(S) 

A fi de poder assegurar POFl cal que per cada x 6. A, 

x x € KJJ(S) És clar que, si D & K D(S), el problema es-

tarà resolt per tant, 

Lema II 7 3 

Si D ês un sistema deductiu fort de (A ) 

absorbent per la dreta, aleshores qualse-

vol que sigui S de P(A)*, K D<S) verifica P01 

En efecte 

Êa conseqüència immediata de l'observació anterior j. du 

prop II 6 1 

Tot aixâ demostra la proposició 

Proposició II 7 1 (Sales tl97*3) 

Si D es un sistema deductiu fort de (A, ) 

absorbent per la dreta aleshores, per 

qualsevol S de P(A)*, tenim que KpíS) es 

un sistema deductiu dèbil 

Proposició II 7 2 

Si D(S) designa el sistema deductiu dè-

bil engendrat per S i D es un sistema de-

ductiu fort, absorbent per la dreta, ales-

hores 

k D(S) c= D(S vj D) 



En efecte 

K d(S) p o t s W D ) puix KJJ(S) » S i Kjj(S) 2 D 

Si D p D(S D), aleshores si y 6 K
D<

s>t 

( 3 s ) (S E i s Y 6 Q)» perd cada un dels termes de 

la successió s pertany a D (puix D J S ) 1, per M P , 

y e D (puix D 2 D) 

Proposició II 7 3 

Sigui D un sistema deductiu fort, ab-

sorbent per la dreta, de (A, ) i si-

gui S 6. P(A)*, aleshores 

C K D (S) ( s > £ V s w s >• 

per tot S de P(A)* 

En efecte t 

x € c
K ß ( S ) (

s > S 1» i només si, ( 3y)(y €. S i y x € K
D <

S ) ) 

si, i nomes si, ( 3 y)(y 6 S i ( 3 s) (s e S p(S) i s y x 6 D)) 

d on (3y)(3s)(y 6 S i s €. Sp(S) i s y x e D) , 

d on ( 3 t)(t e S^ÍS W S ) i t x € D) 
r 

La successió t es precisament t = s y 

Corol lari 

Si D és un sistema deductiu fort, absorbent 

per la dreta, de (A ), aleshores 

(i) si S £ S ' , tenim C R ( S )(S ) & K D ( S » ) j 

(li) per tot S de P(A)*, C R ( S ) ( S ) S K ^ S ) 

En efecte 

(i) Aplicant la prop II 7 3 { 

(ii) Cal fer S <-« S en la prop II 7 3 

Proposició II 7 4 

Si D és un sistema deductiu fort, ab-

sorbent per la dreta, de (A, ) i S i 



S pertanyen a P(A)* i S £ S, 

aleshores 

k D ( s > S C K D ( S ) ( S > 

En efecte l 

x € KJJ(S ) s i , 1 n o m ê s s i , ( 3 s ) ( s e S F ( S ) 1 s x € D ) 

d on, per la prop II 6 1, en resulta que 

s x £ Kjj( S ) 

Ara bê, si fem s = ( y ^ ¡y^) , on cada y £ S ( i = l , , 

per Cl i C2 resulta que 

y A Ê K D ( S ) Ç K D ( S ) , i = 1 , 2 , n 

Si apliquem reiteradament M P (prop II 7 1) resulta que 

y n x £ K 0 ( S ) , 

on y n É S i, per tant, 

X e C K 0 ( S )
( S > 

Corol lari 

Per cada S Ê P(A>*, tenim que 

c K d ( S )
( s > - k D ( s > 

En efecte s 

Fem S s S en la prop II 7 k i, tenint en compte el corol-

lari anterior, està demostrat 

Això ens diu que donat un sistema pre-ordenador fort D, 

absorbente per la dreta, de (A ), el conjunt de les con-

seqüències fortes de S Ç P(A)* respecte de D coincideix 

amb el conjunt de consequencies dèbils de S respecte del 

sistema pre-ordenador dèbil K (S) 

Corol lari 

Per tot S € P(A) M tal que S fi S C= K D(S), 



es verifica 

C K D <
S > * S > - V S ) 

En efecte t 

CK d(S)
( S> S C K d ( S )

( S > Ä ' V S i ' V * » - V S > 

en virtut de C2 i de la prop I 6 1 Aplicant el cor 

de la prop II 7 4 resulta que 

C K d ( S )
( S > - V S ) 

Proposicio II 7 4 

Si D es un sistema deductiu fort i 

absorbent per la dreta de (A, ), a-

leshores 

v s > -
S6P(A)* x E A 

En efecte s 

A Ês obvi que 

K d < S > £ / O K d(x) 

SeP(A)* xfeA 

puix, per cada x de A, P(A>* 

B Per la prop II 6 1 resulta que per tot S de P(A) 

tant 

D S ^ K n(S) 

M 

D S K D<S) per tant 

S 6 P Í A ) * D  

Cal veure doncs que 

K (x) Si D 

XE A 

Però això és immediat si tenim en compte les props 

II 6 1 i II 6 2 En efecte t sigui { x } S D aleshores 

D S K d ( X ) 

i, com que ¿ D tenim per C2, que 

KJJ(X) & K D(D) . D 



Així resulta que existeix un x de A tal que K D(x) — D 

i aix<3 acaba la demostracio 

Notes 

1 Si tots els sistemes pre-ordenadors forts de (A ) són 

sistemes deductius forts i absorbents per la dreta a-

leshores 1 aplicació $ definida en 1 apartat §11 3 

Is infectiva ja que com hem vist en la part C de la 

demostració de la prop II 7 4 si x 6 D ^ ( x ) = D A-

gafem doncs x É D A D aleshores Kjj(x) = D i K^ (x) = 

= D i, com que D / D iesulta que K ^ ¿ K^ 

2 Si D Is un sistema deductiu, absorbent per la dreta de 

(A ) (dèbil o fort), aleshores, en general, C^ÍS) no 

verifica pas M P 

En efecte 

A Si Is dèbil es clar considerant B(ii) de la prop 

II 5 1, puix y x = z 6 C D ( S ) i y £ C
D
( S ) P e r à x t C D < S ) 

B Si es fort aleshores S)= K^ÍS) i això, com hem 

vist (prop II 5 1) en general Is fals Just_*"_-

quem-ho x £ KpíS) si i només si s x 6 D (on 

s « S„(S)) d on y. y x € D (on y. e S) 
r i n i 

Així doncs 

y n x e C D ( S ) 

i, per tot i » 1,2, ,n, 

y± ec D<s) 

Si apliquem reiteradament M P en C D(S) tindrem que 

x ec D(s) 

3 És obvi que, si D és un sistema deductiu de (A ), fort 

i absorbent per la dreta, aleshores K D(S)= C D(S) impli-

ca que C D(S) verifica M P 



II 8 La relació d equivalència forta 

Sigui D un sistema pre-ordenador fort en (A, ) i definim 

en (A ) la relació següent 

x «"WJJ y si i nomes si existeixen dos nombres 

naturals n m ¡fe. 1 tais que 

(n) (m) . 
x y 6 D i y x € D 

Proposició II 8 1 

La relació .N»d ós una relació d equi-

valència en (A ) 

En efecte 

(i) x * ja que per POFl x x € D 

(îi) si x y aleshores, per definició y x{ 

(iii) si x y i y z aleshores per hipdtesi, 

tenim que 

(n) _ (m) _ 
x y e D i y x E D 

i 

y ( n } z € D i z ( m } y 6 D 

i com que D es fort resulta que 

x ( n m ) z e D i z ( n œ > x 6 D 

Proposició II 8 2 

Si x « D y, aleshores x — « D yj 

en d altres paraules, si x Q designa 

la classe d equivalencia de represen-

tant x mòdul -w p aleshores 

f x 3 d - * d 

bn general, no es verifica pas la 

igualtat 



En efecte t 

A De la definició de s D i de la definició de es 

segueix la inclusió txJp ft x ß 

B En (0 l3 definim la següent operació 

f1 si i només si x € y 

x y s 
^ si i només si x ^ y 

fis possible de demostrar (Sales J1974J) que Daili-

es un sistema pre-ordenador fort Ara be 

x SJJ y si i només si x = y 

i en canvi 

ja que 

I i ' 

î 2 x 2 v2 ï' 2 1/2 

Aquesta relació d equivalencia definida en (A, ) 1 ano-

menarem relació d equivalencia forta i la relació que D 

defineix considerat com a sistema pre-ordenador dèbil 

1 anomenarem relació d equivalencia dèbil 

Nota 

fia clar que si D verifica P0F1 en lloc de P0F1, la re-

lació fóra la mateixa (puix per cada x de A, x x, 

ja que per cada x de A, existeix un n natural > 1 tal que 

x ( n ) x 6 D i, en la simètrica i en la transitiva POF 1 no 

interve ) 

Proposició II 8 3 

La relació t-s precisament, la re-

lació d equivalència induïda per 1 apli-

cació 



Kjj A — — P ( A ) , 

definida en virtut de 

K D ( X ) = 

Nota 

En la pag 5 ®s precisava el següent conveni de notació : 

Kp(x) = y) ara be en la proposicio anterior hi 

ha un abis de llenguatge per quant K ß(x) ês la imatge de 

1 element x de A per mitjá de 1 aplicació K^ A m P(A) , 

1 abus consisteix en haver donat el mateix nom a dues a-

plicacions diferents com son K ß PÍA)* » P(A) i 

Kp A »PÍA), malgrat que la definició justifiqui a-

quest abus (veure I 8 pâg 37) 

A 

En efecte 

x y equival a y <6, D i x e D, per certs 

nombres naturals n, m > 1 Suposem ara que z € K Q(x), 

aleshores existeix un nombre natural p > 1 tal que 

i per P0F2, 

per tant 

x ( p ) Z C D 

y l m p ) z € D, 

* «. Kpty) 

i per simetria Kjj(x) = Kpty) 

B Si KQ(X) = Kjj(y), aleshores, per Cl x € Kjj(y) i, per 

tant, 

(m) n 
y x € D 

i per simetria 

x »-D y 

D on resulta que per cada x de A, 



El problema que s ens planteja, un cop analitzada la re-

laclo d equivalència forta consisteix en veure en qui-

nes condicions coincideixen la relació d equivalència 

forta induïda per un sistema pre-ordenador fort amb la 

relació d equivalencia dèbil que aquest sistema pre-or-

denador indueix si s el considera com sistema pre-or-

denador dèbil 

En virtut de les props II 8 3 i la donada en I 8,pag 37 

és fàcil comprovar que 

XJJ = si» x nomes si, per tot y de A 

KJJ(y) = K p ( x ) si i n o m e s si C Q ( x ) = C ß ( y ) 

Aquesta condicio es pot enunciar tambe i 

x n =
 S 1 i nomes si cada y de A pel que exis-

verifiquen 

existeixen 

G D i 

una condi-

qual en 

a nosaltres 

IxJjj es que, 

x v"' y fe D impliqui x y fe D (on n » 1 ) 

teixen dos nombres naturals n m ^ 1 que 

x ( n ) y 6. D i y(m) x fe D 

satisfà la relació 

x y f e D i y x £ D 

(És clar que s i x y G D i y x f e D aleshores 

dos nombres naturals n m ^ 1 tals que y 

y ( m ) x « D) 

La condició que acabem de trobar ens mena cap 

cio suficient en general no necessaria, de la 

treurem moltes conseqüències interessants per 

És la següent : 

Una condicio suficient per tal que XJJ = 

per tot parall x, y d elements de A, 

Aquesta condició ens diu que si per tot x de A, 

CJJ(X) = KJJ(X), 



aleshores x D = 

(n) 

(Cal observar que x y € D implica x y €. D i Cpíx) = 

són equivalents) 

L anterior condicio no es pas necessària puix com ês sa 

but, (A ^ B ) i (C -»D) implica (A i C =>B i D), perd, en 

canvi al reves no es pas cert (Bourbaki £19703) 

L estructura (Z +) fent D = 2Z ens proporciona un exem-

ple concret ja que d una banda 

Cjj(n) = 2Z + 1, si n ^ 2Z, 

C D(n)= 2Z si n 6 2Z 

i en canvi, 

K D(n)> Z , si n 4 2Z, 

K D(n) • 2Z , si n 6 2Z 

i d altra banda, 

[n]jj = ñ D = 2Z 4- 1, si n 4-
 2 2 

fh]D = ñ D = 2Z si n 6 2Z 

Per tant fxJ D= x D, per tot x de A no implica pas en 

general, C D(x)= K ß(x), per tot x de A 

Nota 

Si bé en II 7, nota 2 i també en la prop II 5 1 hem obser 

vat que, en general, C Q(S) 1 K^(S) no coincideixen quan 

S es un conjunt unitari la situació es un xic diferent i 

Recordem que en una àlgebra de Hilbert (A, ) per tot x, 

y de A, es verifica 

(n) 
x y = x y 

(qualsevol que sigui 1 enter n > 1 ) Així doncs, 

x ( n ) y € D si, i nomes si, x y fe D i, per tant, en una al 

gebra de Hilbert, tot sistema pre-ordenador fort D verifi 



ca 

Cjj(x) a Kjj(x), 

per tot x de A, i, per tant, 

En el capítol III veurem que tot sistema deductiu d una 
àlgebra de Hilbert es un sistema deductiu classic (puix 
conté u) 

Si D és un sistema deductiu fort tal que, per tota ter-
na x,y,z d elements de A verifica 

(x (y z)) ((x y) (x z)) €. D, 

aleshores, si existeix un nombre natural n tal que 

* ( n ) y e d , 

es verifica que 

* y C D 

En efecte t si n podem escriure 
(n) , , (n-2) .. , o V x y * x (x (x y)) (on x y = y) 

i, per hipdtesi, 

( x ( n ) y) ((x x) (x ( x ( - 2 ) y))) e D 

i, per M j» 
* ( B - X ) y 6 D 

Si repetim aquest procés tindrem 

x y C D 

Si n a 1, no hi ha res a demostrar 

Per tant, tot sistema deductiu clàssic verifica aquesta 
propietat (veure II ) 

Les anteriors consideracions ens permeten d enunciar els 



següents fets 

I tn tota estructura (A, ) auto-distributiva per X es-

querra (aix( es que verifiqui x (y z) = (x y) (x z) 

per tota terna x y z), tot sistema deductiu fort ve-

rifica, per tot x de A C D(x) = K ß(x) 

II Tot sistema deductiu clàssic (veure cap III) de (A ) 

verifica C 0(x)= K D(x), qualsevol que sigui 1 element 

x de A 

III En el capitolo III definirem els sistemes deductius 

complets i veurem que C^(x)= K 0(x) si, i nomes si 

0 es un sistema deductiu classic (III 3 ) Els sis-

temes deductius complets propis es caracteritran per 

la distinció existent entre les dues relacions d e-

quivalencia que defineixen 

fcn la prop II 8 2 hem vist un sistema deductiu com-

plet no clàssic (puix CD<^-) / * 

En el capítol III veurem tambó que un sistema deduc-

tiu complet D es maximal si, 1 nomes si per tot x, 

y de A tais que x ^ D 1 y ^ D resulta que x y x 

per tant si 1 nomes si, A . te nomes dues clas-

ses d equivalència (Això generalitza un teorema de 

A Monteiro ) 

IV En el cas dels grups les dues relacions d equivalèn-

cia, « p 1 tampoc no es distingeixen, si be C^(x) 

1 Kjj(x) poden ésser diferents (pag 8 5 ) 

El motiu és ben be un altre la normalitat de D i X exis-

tència d element invers 

(n) - _ . (m) _ 
x ~ D y si, a nomes s i , x y £ D i y x € D 

si, 1 nomes si x y £ D i y x € D ó 

x y 6 D i x 6 D o 

y £ D i y x 6 D o 

x « D 1 y £ D 



si, i nomes si x y e D Ó y x t D 

puix 

1 s i x y e D i y x e D aleshores x y e D i y x e D 

o x y e D i x f e D ô y x e D i y e D ô x 6 D i y S D 

2 per la disjunció de cansos (öourbaki tl970j) ja 

que cada un dels antecedents, ell tot sol implica 

el consegüent 

x y S D i y x 6 0 implica x y € . D i y x S I > 

x y e D i x e D implica y € 0 i x e D implica y x 6 D 

per tant, 

x y 6 D i x € D implica x y e D í y x e D 

y x £ D i y e D e s fâ anàlogament a 1 anterior 

X 6 D i y e D implica x y e D i y x e D 



I 
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III X Els sistemas deductius clàssics i els sistemes 

pre-ordenadors 

En aquest apartat recollim les definicions i primeres 

propietats dels sistemes ded ctius clàssics Hom les 

pot retrobar en Diego [1966] Monteiro [197XJ Sales 

C.19731 Rasiowa [1974] 

Definició III 1 X 

Un sistema de liietiu classic d una estruc-

tura algebraica (A, ) es tot sub-conjunt 

D de A que verifiqui 

DCI x {y x) £ D per tot x, y de A 

DC2 (x (y z)) ((x y) (x z)) € D per 

tota terna x y z de elenents de A 

M P s i x £ D i x y £ D aleshores y £ D 

Definició III 1 2 

Un sistema deductiu clàssic ês propi si, 

i nomes si D / A 

Ês obvi que tot sistema deductiu classic 6s / 0 seripre 

que A¡í 0 (i això ho suposem en tot moment ) 

Definició III 1 3 

Un sistena deductiu classic D de (A, ) 

es maximal si i nomos si, 

DCMl D ês propi 

DCM2 si existeix un sistema deductiu 

clàssic D de (A, ) tal que 

D 2 D , 

aleshores 

D = D ó D = A 



Definició III 1 k 

La intersecció T de tots els sistemes 

deductius classics de (A ) s anomena 

el conjunt de les tesis de (A ) 

Ês facil de veure que la familia o& de tots els sistemes 

deductius classics de (A ) ês un reticle complet 

La tesi doctoral d en Diego (Diego [I966J) prova que a-

quest reticle es distributiu 

Definició III 1 5 

L estructura algebraica (Af ) es deduc-

tivament consistent si 1 noraés si, T / A 

En cas contrari, es diu que és deductiva-

ment inconsistent 

Proposicio III 1 1 

Tot sistema deductiu classic D de (A } 

verifica 

I L absorció per la dreta A D S D 

II la reflexivitat (POl) x x e. D per 

tot x de A 

III la transitivxtat (P02) si x y €. D 

i y s C D aleshores x z C D 

En d altres paraules tot sistema deduc-

tiu classic ós un sistema deductiu dèbil, 

absorbent per la dreta el recíproc pe-

rò ós fals 

En efecte 

I y (x y) £. D en virtut de DC1 1, com que, per hipòte-

si, y £ D, resulta que 

x y £ D, 

qualsevol que sigui y €. D i x £ A 



IX Per tot x y de A tenim que, per DC2 

(x (y x)) ((x y) (x x)) £ D 

però, per DC1 x (y x) 6. D i per M P s obté que 

(x y) (x x) £ D 

Això val insistim per tot x, y de A Agafem doncs 

y en D Per I tindrem que x y 6 D i novament per 

M P 

X X £ D, 

per tot x de A 

III Si y z £ D, aleshores per I x (y z) £. D i, per DC2, 

(x (y z)) <<x y) (x z)) £ D 

aplicant, doncs, M P tenim que 

(x y) (x z) £ D 

Per hipòtesi tenim que x y £ D per tant aplicant 

novament M P , s obte el resultat desitjat, que is 

x z £ D 

Considerem ara el conjunt A = ̂  x y z} proveït de 1 ope-acio 

x y z 

x x y z 

y x x y 

z x z x 

Ës clar que D = ( x ( ês un sistema deductiu debil absorbent 

per la dreta, però en canvi no ës pas un sistema deduc-

tiu clàssic, puix 

y (z y) = y z = y D 

Aquesta proposicio es supèrflua puix mes endavent demos-

trarem que tot sistema deductiu complet 5s un sistema de-

ductiu fort (prop III 3 2 veure Sales [197^1), bsorbent 

per la dreta i aquest resultat implicará, en particular 



la prop III 1 1, ja que demostrarem (prop III 3 1 

veure Sales [1974]) que tot sistema deductiu clàssic és 

complet Si 1 hem enunciat i demostrat es per una ban-

da per justificar 1 anàlisi dels sistemes deductius dè-

bils realitzat en la primera part del treball i per al-

tra banda per justificar la defínelo de sistema deduc-

tiu complet que donarem mes endavant (def III 1 7) 

Abans d analitzar els sistemes deductius complets donem 

les propietats immediates dels sistemes deductius clàs-

sics 

Proposicio III 1 2 

Tot sistema deductiu clàssic D de (A ) 

indueix un pre-ordre ¿ p i una relació 

d equivalencia m p i per tota terna 

x, y, z d elements de A es verifica 

1 x y x 

2 
'D 

3 z i g x y implica x ^ p z y 

(1 anomenarem commutacio de premis-

ses C P ) 

4 x ÄJJ y implica z x < P z y 

(1 anomenarem isotonia per la dreta ) 

5 x « p y implica y « « D x z 

(1 anomenarem anti-isotonia per l'es-

querra ) 

6 x y « D (z x) (z y) i x y (y z) (x z) 

(les anomenarem lleis del sil logisme ), 

7 x (y z) S p (x y) (x z) 

(es 1 auto-distributivitat per i esque-

rra de 1 operació induïda en A , _ ) 
' D 

8 x y S p y per tot y de A si, i no-

més si, x 6 D (D és neutre per 1 esque-

rra en A ) 



9 x (x y) B p x y 

10 x (x y) y 

En efecte 

Les demostracions es troben en Diego 11966], Sales CL9735» 

Rasiowa P-974J Nosaltres nomes demostrarem 8 i 9 La 

propietat 8 la denostrem puix en les obres citades es do-

na tan sols la condicio suficient, i no es dona la condició 

necessaria i la 9 la demostrem (er la li i ortancia que es 

endavant adquirirà 

8 

A Si x fe D aleshores com que per 1, y x y 

cal veure que (x y) y fe D AIAO es una conseqüèn-

cia immediata de 10 i del fet que D sigui un fil-

tre (prop I 6 3 ) 

B Si x y y, per tot y de A, aleshores si fem 

y = x tindrem que 

X X H p X 

1 com que per II, x x C D, resulta que x g D 

9 Apliquem 7 1 tenim que 

x (x y) aSp (x x) (x y) 

i, per 8 com que x x £ D (segons II) resulta que 

x (x y) « D x y 

fis clar que, si D es un sistema deductiu classic, la rela-

ció d'equivalència e D es una congruència Ara bé donat 

un sistema deductiu debil 1 absorbent oer la dreta en ge-

neral, l'equivalència SSfp no ho es pas una congruència 

En Sales C1974J s ens diu una condicio suficient per tal 

que Œ d sigui una congruencia, si D és un sistema deductiu 

dèbil 1 absorbent per la dreta, es que verifi iui les lleis 

del sil logisme ' Un resultat bastant semblant, saliant 

les diferències essencials es troba en Rasioi a [l97'i] 



La demostraci6 si bS ês simple, la reproduïm aquí per 

1 interés que té aquesta condició en la definició de 

sistema deductiu semi-complet 

Si X « D X i y WQ y aleshores x x & D 

X x A D y y « D i y y «. D Si ara apliquem 

les regles del sil·logisme i el M P obtenim les 

relacions següents 

y y C D implica (x y) (x y ) C. D, 

x x feD implica (x y) (x y) «. D 

y y € D implica (x y ) (x y) « D, 

x x e D implica (x y ) (x y ) 6 D 

Perd D ¿s un sistema pre-ordenadort d on, per P02t 

* y * y 

fis lícit de preguntar-nos si la condició ¿s necessària 

La resposta és negativa considerem el conjunt A « ̂ x y 

dotat de 1 operació 

z 

x y z 

x x y 

x y x 

Ês clar que D a ( x } Sa un sistema deductiu dSbil i absor« 

bant per la dreta que no verifica pas les lleis del Sil« 

logisme, puix 

(x z) ((yx) (yz)) = z ( x y ) a z y = y ^ , D 

perd, malgrat aixd, 

C x ] D M * l , P«i* * Y £ D i x « 

fy] d a i yf » p u l x * y # D í * y 4-°t 

C ® J D M
z b P«ix x z $ D i z y 4- 0, 

i per tant, la relació S D ês una congrudncia 



Nota 

Per tal que sigui una relació d equivalència és su-

ficient que D sigui un sistema pro-ordenador dèbil i prou 

En 1 anterior demostració només hem necessitat les lleis 

del sil logisme el M P i P02 1 er tant el resultat 

precedent os valid encara que 1) no sigui absorbent per la 

dreta 

Tot aixo ens permet d enunciar la proposicio s e q u e n t 

Proposicio IXI 1 3 

Ln tota estructura algebraica (A ) 

la relaciâ induïda per un sistema 

deductiu classic D és una congruència 

El recíproc perá, no ês pas cert es 

a dir, un sistema deductiu que verifi-

qui les regles del sil logisrae no es 

necessàriament clàssic 

En efecte 

A La primera part ha quec"at demostrada en les conside-

racions precedents i en la prop III 1 2(6) 

B Per veure la segona part considerem el conjunt 

A = { x y z}, proveït de la llei 

x z z 

X X z 

X X X 

El sub-conjunt D = { x } és un sistema deductiu dèbil i 

absorbent per la dreta en el que no es verifica pas 

C P puix 

X (y y) = x y m X 

i 

y (x y ) s y z s z, 



I 

que ena assegura que x (y z) çé^ y (x a) Per 

tant, prop III 1 2, D no és pas un sistema deductiu 

clàssic Haigrat tot D verifica les lleis del sil-

logisme ja que per tota terna u v, w d elements de 

A es verifica 

(u v) ((w u) (w v)) 6 D 

ja que si *r v = x 1 absorció per la dreta ens ga-

ranteix la validesa d aquesta llei del sil logisme 

Si (w u) (w v) = x s aplica el mateix raonament 

Cal, doncs analitzar només el casos restants 

(x y) ((x x) (x y))= (x y) (x z) = z z £ D 

(x z) ((x x) (x z))= (x z) (x z)= z z £ D, 

(x z) ((y x) (y z)) = (x z) (x z) = z z e D, 

(y z) ((y y) (y z))= (y z) (x z)= z z © D 

De forma anàloga es demostra 1 altre llei del sil lo-

gisme 

Preposició III 1 k 

Tot sub-conjunt D s. A que 

verifiqui 

1 M P , 

2 les lleis del sil logi»me, 

verifica tambe P02 

En efecte 
Si, per tota terna x y, z d elements de A, es verifica 

(y z) ((x y) (x z)) € D 

i, s i y z e D i x y e D aleshores aplicant reiteradament 

M P resulta que 

x z C D 

Notes 

1 fcn la prop III 1 4 només ens cal una llei del sil lo-



gisme 

2 Parlar de sistemes deductius dèbils, absorbents per 

la dreta que verifiquin les lleis del sil logisme 

és sobre-abundant 

Definició III 1 6 

Hem vist que un sistema deductiu semi-"omplet no té per-

què verificar la commutacio de prenisses(C r ) 

Ara desitgem cercar quines de les propietats dels siste-

mes deductius clàssics (enumerades en les props III 1 1 

i III 1 2) son satisfetes pels sistemes deductius semi-

complets 

Per definició, tot sistema deductiu semi-conplet satisfà 

M P , I, II i III (prop III 1 1) i 6 (prop III 1 2) És 

clar que verifica també k i 5 (prop III 1 2) puix 

x Ä D y implica x y e. D i per les lleis del 

sil logisme i el M P resulta que 

Ara bé les restants propietats (aix3 és DC1 DC2, i 1, 2 

3» 7 S 9 i 10 de la prop»III 1 2 ) en general, no les ve-

rifica pas 

A f£ de concretar aquesta darrera afirmació introduïm 

dues estructures algebraiques E= (A ) i C = (A ,K), defi-

nides per A = {x,y z ) i per 

Un sistema deductiu debil aosorbent 

per la dreta, que verifiqui les lleis 

del sil logisme s anomenarà sistema 

deductiu semi-complet 

z X «S D z y i y z «eD x z 

x y z M x y z 

x x z z x x y y 

y x x z y x x y 

Z X X X Z X X X 



És fàcil de comprovar que 0 = ) x [ es un sistema deductiu 

semi-complet tant per 1 una com per 1 altra 

En (E D) no es verifica pas DCl puix 

y (x y) = y z = z 4- D 

i, per tant tampoc no es verifica 1 (prop III 1 2) 

Segons hem vist en la prop III 1 3 tampoc no es verifica 

C P (aixo es 3 prop III 1 3) 

Sn (t. D) no es verifica 2 (prop III 1 3), puix que 

y Ä D y z 

i, en canvi 

y y y 

ja que 

x y = y 4 D 

Tampoc no es verifica DC2 puix 

(y (x z)) ((y x) (y z))= (y y) (x y)s x (x y)= 

= * y = y 4-D 

1, per tant no es pot pas verificar 7 

No val tampoc la desigualtat de 7 en sentit contrari, puix 

((x y) (x z)) (x (y z)) = x y » y ^ D 

Pel que fa referència a 8 êe immediat que la desigualtat 

y « D * y 

$s, precisament, 1 Ln quant a 1 altra desigualtat tenim 

que 

(z y) y = x y ^ D 

que no val m en (E,D), ni en (E D ) 

La relació 10 tampoc no es cumpleix, ja que 



x ((x z) z ) s x (y z) = x y = y ^ D 

Considerem ara 1 estructura algebraica F = (A ) defini-

da per A = {x,y,z} i per 

x 

y 

x y z 

x x y 

X X X 

Ês fàcil comprovar que D = ^xj ês un sisterta deductiu semi-

complet però no satisfà la relació 9 (prop III 1 2) 

y (y z) = y y = x, 

y z = y 

i per tant, 

y (y z) y z 

Hem demostrat, doncs, el següent resultat 

Proposició III 1 5 

Si D és un sistema deductiu semi-complet 

de (A ) aleshores satisfà les dues í-

sotonies i en general, cap altra de les 

anteriors propietats indicades pels sis-

temes deductius classics (llevat de les 

incloses en la definició de sistema de-

ductiu serai-conplet) 

Definició III 1 7 

lin sistema deductiu complet es tot sis-

tema deductiu semi-complet que verifiqui 

la commutacio de prennsses(C P ) 

Proposició III 1 6 

fcn tot sistena deductiu complet D de (A, ) 



es verifiquen 

(i) DCl I M P 

(il) I, II i III (prop III I 1) 

( n i ) 1,3 k 5 6,8 i 10 (prop III 1 2) 

En efecte 

A Les propietats M P I II III 3 i 6 es verifiquen 

en virtut de la definició de sistema deductiu complet 

B DCl es obvi puix 

y (x y) e s D x (y y) 

i, com que y y & D x D es absorbent per la dreta, re-

sulta que 

y (x y) 6 D, 

per tot x, y de A 

1 es conseqüència inmediata de DCl 

k i 5, puix que D es un sistema deductiu semi-complet 

10 es verifica a que 

x ((x y) y) B j (x y) (x y) 

i per tant, x (x y) y per tot x y de A 

8 es demostra tal com s ha fet en la prop III 1 2 

Encara mes en tot sistema deductiu complet es verifica 

la part de 7 que no Sg DC2 , fis a dir, per tot x, y, z de A 

(z x) (z y) *S D x y 

ja que 

y «g D x y implica (x y) z y z (por 5) 

i aleshores 

x ((x y) z) srQ (x /) (x z) « D x (y z) (por 4 i C P ) 

Si considerem ara el sistema (F,D) introduït en la pâg 

lOlveiem que D es u i sistema de lue lu complet que no /a-



rifica pa» 9 (pag 101) i tampoc no verifica ni DC2 

ni 2 

En efecte 

DC2 

y (y z) = x 

(y y) (y z)= x y = y 

per tant 

(y (y z)) ((y y) (y z)) 4- D 

2 

y <6„ y 2 perô en canvi y y jfcD y z 

Fixem-nos en el fet que DC2, 2 i 9 estan íntimament 

relacionats El que ës clar, al menys (prop IXI 1 2) 

es que DC2 implica 2 i 9 (si es verifiquen les propie-

tats de sistema deductiu complet) 

Si no es verifica DC2 tampoc no es pot vcri'icar 7 

Amb aixè queda completament exhaurit 1 anàlisi del sis-

temes deductius semi-conplets i co iplet* Tel que fa re-

ferència a les propietats immediates aels istemes deduc-

tius classics 

Net* 

bn presència de C P i de V P la propietat DC1 és equi-

valent a la reflexivitat (101) 

si x x £ D, aleshores y (x x) e D i per C ) x (y x) £ P 

- si x (y x) € D, aleshores y (x x) e D i f„nt que y fe D 

s obte x x fe D 

(tn la primera part de la demostracio cal que L> sigui ab-

sorbent per la dreta ) 



III 2 Independència dels axiomes dels sistemes deductius 

complets 

Abans de seguir endavant i forjar un teoria l3gica amb 

sistemes deductius complets volem analitzar les míni-

mes condicions que cal donar per tal que D sigui un sis-

tema deductiu complet 

Si tenim en compte la prop III 1 un sistema deductiu 

complet D de (A, ) és tot sub-conjunt D de A que verifi-

qui 

bDCl x x € D per tot x de A 

SDC2 x y e D i x e D impliquen y 6. D ( M P ) 

SDC3 A D S D 

SDCk (x y) ((z x) (z y)) fe D per tot x y z de A 

SDC5 x (y z) «íD y (x z) per tot x,y z de A 

tes condicions SDC4 i SDC5 impliquen 1 altre llei del sxl-

logisme, ja que 

(y z) ((x y) (x z)) fi D (en virtut de SDC4) 

i aleshores 

(x y) ((y z) (x as)) 6 D (en virtut de àDC5 i SDC2) 

i obtenim el que pretenien 

Si es verifica SDC5 es verifica C P , per simetria 

Teorema III 2 1 

Les condicions SDC1, SDC2, SDC3, SDC4 i 

SDC5 són independents 

En efecte 

Independència de SDCl En 1 estructura A = y amb 

1 operacio 



x x y y 

y X X X 

* y y . 

el conjunt D = { x ̂  verifica clarament SDC2 i SDC3 i en 

canvi no verifica pas àDCl Cal comprovar que (A D) 

verifica SDC4 i SDC5 Només cal analitzar els casos en 

els que el darrer parèntesi no val x 

(x y) r(x x) 

(z y) [(x z) (x y ) 3 = x 

(x y) [(z x) 

(z y) L<* ») U y ) J = X  

proven que SDC4 es verifica 

(x z) rix X / 

(y z) L(x 
j (x z)3 = x 5 

(x z) r u x) 

(y z) Le 
) (z z)3 = x 

(z y 

) f x fy y = xi x (y z) f" y rx x=x? 

) U < X y ) 1 * [y y = x ] x (z z) ! z z ) J = ly y=xj 

Ix fy y = x | z (x z) f"x fy y=x | 

y ( z y)J " [y y = x] z (y z) [y ( z z ) J = U x = J 
que proven que SUC5 es verifica 

Nota 

Si (A, ) admet un element neutre per 1 esquerra SDC5 

implica SDCl, puix si u (a 1 element neutre per 1 esque-

rra de (A ) aleshores 

U 3 (u (u x) ) (u (u x) ) = X X 

Independència de SUC2 

Considerem A = { x y} proveït de 1 operació constant x x = 

= y y = x y = y x = x aleshores D = ̂ x } verifica totes les 

condicions SDC menys SDC2 (es a dir, M P ) puix 

x y € D i x 6 D i y ^ D 



I 

Independència de SDC3 

Sigui (Z 4- ) el grup aditiu dels nombres enters i 2Z el 

sub-grup dels nombres parells Veiem que 2Z verifica 

SDC1 i SDC2 lambe verifica SDCÍ i SDC5 puix 

(x 4- y) 4- ( (z 4- x) 4- (z 4- y) ) = 2 ( x + y + z ) fe 2Z 

x * ( y 4 · z ) = y 4 · ( x 4 · z ) i per tant x 4- (y 4- z) W 2 z
 y + * 

Perá 2Z no verifica pas sdc3 puix si x és senas, x 4- 2z ^ 2Z 

Independència de SDC4 

Considerem (^x y,z t^ ) on 1 operació està definida per 

it y z t 

x y z t 

X x z x 

x y x x 

x x x x 

admet un sub-conjunt D=^x(, que satisfà SDC1,SDC2 i SDC3 

Tambe satisfa SDC5 puix 

y (x y)=x=x (y y) z (x y)=y=x (z y) t (x y)=x=x (t y), 

y (x t)=x=x (y t) z (x t)=x=x (z t) t (x t)=x=x (t t); 

y (x z)=z=x (y z), z (x z)=x=x (z z) t (x z)=x=x (t a) 

x (y z)=z=y (x z)j z (y z)=x=y (z z), t (y z)sx»y (t z), 

x (z y)=y=z (x y), y (z y)=x=z (y y) t (z y)=x=z (t y) 

Per tant per tot u, v, w de A u (v w) v (u w) 

(els casos que falten son obvis) 

Ara be 0 no verifica pas P02 ja que, si be tenim 

y t = x e u , 

t z = x G. D 

no es pas cert que y z ^ D (puix y z= z) Aleshores, en 

virtut do la prop III 1 les lleis del sil logisme no 

es satisfan pas 



Independència de SDC5 

En la prop III 1 5 es dóna un exemple en el que si bl 

es cumpleixen SDC1 SDC2 SDCJ i SDC4 no es cumpleix 

pas SDC5 

Aixd acaba la demostració 

Malgrat tot fent un abús de llenguatge quan es referim 

a un sistema deductiu co plet, entendrem seapre un sis-

tema d ductiu dèbil absorbent per la dreta que verifi-

ca les lleis del sil logisme i C P o en d altres pa-

raules, un sistema deductiu semi-complet tal que per 

tota terna x y z d elements de A 

x (y z) « u y (x as) 

Hem vist també que en general un sistema deductiu com-

plet no és pas un sistema deductiu clàssic (vegis (h D) 

pSg 101) Aiuest resultat es troba ja en bales [1974] 

si bé 1 exemple donat es diferent (vegis II 8 pag 8j) 

III 3 Sistemes deductius complets, sistemes deductius 

forts i sistemes deductius clàssics 

Proposició III 3 1 

Tot sistema deductiu classic és com-

plet (Al revés perd és fala ) 

En efecte 

Ha estat provat an l'apartat III 1 

Un resultat trobat per Sales (Sales £197^3) que enunciem 

i demostrem aquí per 1 interés que presenta i per la uni-



I 

tat que dóna als tres capítols del present treball, ós 

el següent 

Proposicio III 3 2 

Tot sistema deductiu complet ós un 

sistema deductiu fort 

Corol lari 

Tot sistema deductiu classic ós un sistema 

deductiu fort 

bn efecte 

I si D es un sistema deductiu complet aleshores si 

s - í ( h i h i » h j V A s j i a ( h i » V ' h i ' - « v 'ij 

resulta que 

s. x £ D si i nomis si s . x € D 
ij ji 

Suposem en primer lloc que j = i+l Tindrem 

h i hi+l h i + 2 h n x hi+l h i h i + 2 h n X 

i com que és una congruencia resulta que 

h l h i h i 4 1 h n X « D h l h i + l h i h n X 

Si j = i + k k > 1, aleshores 

h l h i h i + l hi+2 h j - 2 h j - i h j h n x 

h l \ + l h i hi+2 V 2 h j - l h j h n X 

« D 

h l hi*l hi+2 h j - 2 hj-l h j h i h n X 

® b h l h j hi+l h i + 2 h j - 2 h j - l h i h n X 

II Suposen ara que s x G. D, on s = (h^ '^n^ * 

que existeix una successió finita (k^, ' 

que s 1 hj 6 D 



Cal demostrar que 

h, h , k, k. h ,, h x e . ü 
1 1-1 1 j í+l n 

Per I tenim que 

h h, h , ta ,, h x £ D 
i 1 î-l 14-1 n 

i per la llei del sil logisme 

(k h.) (k h h , h h x) e D 
j 1 j 1 î-l î+l n 

i reiterant la llei del sil logisme 

(k, k h ) (k k h, h h h x ) C D 
1 j i 1 J 1 i-l i+l n 

i per hipótesi i per M 1 resulta que 

k. k h h , h h x € D 
1 J 1 i-l i+l n 

i aplicant I reiteradament s obté finalment 

h, h , k k h h x e D 
1 1 - 1 1 j i+l n 

i en virtut de la prop II 1 2 D ës un sistema deduc-

tiu fort 

En la pag 101 hi ha un exemple de sistema deductiu cor plet 

no classic Ln la prop III 1 2 donem les propietats més 

immediates dels sistemes deductius classic hn les pâgs 

102 i 103 veiem que un sistema deductiu complet no té 

perque satisfer les propietats 2 1 9 de la prop III 1 2 

i tampoc no té perque satisfer DC2 

Naturalment, si un sistema deductiu complet D verifica 

DC2 (com que també verifica DCl 1 M P (prop III 1 6)) 

és un sistema deductiu classic (def III 1 l) 

Ara be si un sistema deductiu complet verifica 9 es clas-

sic £s a dir, tenim 

Proposició I I I 3 3 

Tot sistema deductiu complet D tal que 



I 

per tot x, y de A verifiqui 

x (x y) x y 

es clàssic 

hn efecte 

Volem demostrar que per tota terna x, y z d elements 

de A es verifica 

(x (y z)) ((x y) (x z)) fi D 

Considerem el sub-conjunt S = {x y y (x z)} Com que D 

és un sistema deductiu fort (prop III 3 2) podem consi-

derar KQÍS) Per definició K D ( S ) "3 S i, per la prop 

II 7 1 Kjj(à) és un sistema deductiu dèbil Per tant, 

com que 

x y 6 S S Kjj ( S ) i y (x z) e S K^ (b) 

aplicant P02 resulta que 

x (x z) & Kjj(i> ) 

t-n virtut de la hipótesi x (x y) Ä „ x y per tot x y 
( n ) 

de A d on resulta que per tot n x y a ^ x y, 

per tot x y de A (ja que es verifica DCl) 

Per tant, del fet que x (x z) € K^ÍS) s en segueixen 

tres possibilitats 

(a) (x y) (x (x s)) « D i 

(b) (y (x z)) (x (x z)) & D 

(c) (y (x z)) ((x y) (x (x z))) D 

(la quarta possibilitat simètrica de (c) és equiva-

lent a (c) en virtut de C P ) 

Ara bé per hipòtesi, x (x z) x z 

i com que a ( j es una congruencia per tot v de A 

v (x (x z)) S J J v (x z) 

qualsevols que siguin x i z de A Per tant, 



( a ) 
(b) 

(c) 

(x y) (x z) e D 

(y (x z)) (x z) 6 D 

(y (x z)) ({x y) (x z)) 6 D 

Si apliquem C P i tenim en conpte 1 absorció per la 

dreta del sistema deductiu complet D tindrem 

(a) (x (y z)) {(x y) <x z)> <£ D 

(b) (x (y z)) ((x y) (x z)) «S D 

(c) (x ( y z ) ) ( x z ) C D i pei tant 

(x y) ((x (y z)) (x z)) <£ü i per tant 

(x (y z)) ((x y) (x z>) € D 

Això acaba ia demostració 

Corol lari 

Tot sistema deductiu complet que verifiqui 

la condició 2 de la prop III 1 2, és un sis-

tema deductiu clàssic 

En efecte 

Com que tot sistema deductiu complet verifica per cada 

x, y de A, 

x (x y) y 

en virtut de C P i de la reflexivitat res ilta que 

si ea verifica la condició 2 de la prop III 1 2 te-

nim que 

x (i y) x y 

i per tant el sistema deductiu complet D es clàssic 

(prop III 3 3) 

De tot el que precedeix resulta que en un sistema de-

ductiu complet qualsevol les relacions 

x (y z) (x y) (x z), 

» Í D x y implica z x z y, 



\ 

I 

x (x y) x y 

son equivalents 

Aquest resultat ens diu que la diferència entre un 

sistema deductiu comí let (no classic) i un sistema deductiu 

classic es pot considerar des d el punt de vista al-

gebraic i des d el punt de vista logic 

Des d el punt de vista algebraic tenim que ai D és un 

sistema deductiu complet (no classic) 1 operació in-

duí la en el conjunt quocient A / a no es pas autodistri-

butiva per 1 esquerra ês a dir no s obte pas una al-

gebra de Hilbert 

Des d el punt de vista l&gic tenim que si D ês un sis-

tema deductiu complet (no clàssic) j ot ocorrer que un 

element y de A sigui consequencia forta d un element x 

de A i, en canvi, no en sigui consequencia dèbil Al-

trament dit 

y £ n o 1 'Plica Pas y e, c¡j(x) 

Així doncs cn un sistema deductiu complet (no clàssic) 

es pot parlar del grau d una premissa si n O 
(n ) x y 

n € N i x x y y € D i per t o t m m C N m < n 
x y x,y 

x(n,> y f̂c D, direm que n^ ^ 6» el prau de la premlasa 

x en la deducció de y 

Aquest resultat no es troba en lògica clàssica, puix to-

ta premissa x te grau 1 en virtut de 9 (prop III 1 2) 

Finalment teniri que si be en un sistema deductiu clàs-

sic la relació d equivalència forta (II 8) i la re-

lació d equivalència dèbil ss D (I 1) coincideixen (II 8 

pag Ü7) en canvi cn un sistema deductiu complet (no 

classic) la situació es totalment un altra (veure prop 

II 8 2(D)) L estructura (F,D) (pàg 101) reafirma aquest 

fet 



FXJ D M X T , RYS D = Í Y} CZ3 U = -JZ^ 

* 0 = * ** = I V *> = Y D 

Aquesta condició 9 de la prop III 1 2 es tan caracterís 

tica que tot sistema deductiu fort que la verifiqui 

si a mes verifica C P es un sistema leductiu co plet 

i per tant un sistema deductiu classic Amb precisió 

Proposicio III 3 k 

Tot sistema deductiu fort absorbent 

per la dre a i) que verifiqui 

x ( y z ) « D y (x z) 

x (x y) D x v 

er tota te na x y z d elements de 

A ós complet i, per tant classic 

En efecte 

Fem S = { x y z xj Aleshores z y 6 K^ÍS) puix Is 

un sistema de luctiu debil absorbent per la dreta i con 

té a S (per demostrar que KD(t>) es absorbent per la dre 

ta és necessària la commutació de prertisses ) Per hi 

pdtesi nomós és possible un dels tres casos següents 

(z x) ( z y) e W I 

(x y) (z y) 6 D 

(x y) ((z x) (z y)) € D 

Per 1 absorció de D i per C P la demostració está acá 

bada Aplicant la prop III 3 3 s obte la segona part 

Hem vist ja (prop II 7 1) que, si D es un sistema deduc 

tiu fort i absorbent per la dreta aleshores (per tot 

à €. PÍA)*) ljj(i>) es un sistema deductiu dèbil 

Ara veurem seguint Sales [197'0 que D cs un siste-



ma deductiu complet també ho es (qualsevol que si-

gui S de P(A) K) (Ln el cas deis sistemes de luctius 

complets Ky es pot e tendre a tot P(A) en el sentit de 

la nota 1 de I 6 i el teorema que hem enunciat és vàlid 

per tot 5 de í(A) ) 

Com que per tot S de 1 (A)* D £ K y ( S ) es immediat que 

K Q ( S) verifica les lleis del sil logisme i C P Només 

cal veure doncs que K^ÍS) es absorbent per la dreta 

això es consequencia de la propietat C P de D Ln efec-

te si x €. A i y €.h„(S) aleshores s y e D on s G. S. ( S ) 
u r 

Ara be com que D es absorbent per la dreta 

x s y 6 D 

d on aplicant reiteradament C P , resulta que 

s x y e U S 

i com que S c K^(b) i K D(S) verifica M P tenim que 

x y e K D ( S ) 

Hem demostrat la següent proposició 

Proposició III 3 5 (Sales Cl97'lJ ) 

Si D es un sistema deductiu complet 

K d(S) tambe es un sistema deductiu 

complet per tot S de P(A) 

Proposicio III 3 6 

S I per tot S de P(A) K D ( S ) és un 

sistema deductiu complet aleshores 

D també ho és 

Ln efecte 

Fem à = D i aleshores tenim que K ß(D)= D 

Hem o b t m ç j t doncs una condició n< cessaria i suficient 

per tal que I) sigui un sistema deductiu complet i és que 

per tot i> de i(A), Kyi 0) si<çm un si temo deductiu complet 



III 4 Teoremes de compacitat i de la deducció en 
sistemes deductius complets 

L analogia existent entre els sistemes deductius complets 
i els sistemes deductius classics ens nena a intentar 
d analitzar quines variacions presenten en 1 àmbit dels 
sistemes deductius complets certs resultats importants 
vàlids en el cas dels sisteme« de I icti s clàssics 

Ens cal indicar que la inspiració dels capítols restants 
la debem fonamentalment a A Monteiro [19711 

És un fet que la intersecció de sistemes deductius com-
plets es un sistema deductiu complet i que A tot sencer 
és un sistema deductiu complet Aixo fa que sigui lícit 
parlar del sistema deductiu complet engendrat per s S A 
S / 0 Perô com que A es un sistema deductiu classic 
també és licit parlar del sistema deductiu classic en en-
drat per S S A (Veure Monteiro [1971]) 

Per aquest motiu donem el següent criteri de notació 

D(S) designara el sistema deductiu classic engendrat 
per S 

<S> designara el sistema deductiu complet engendrat 
per S 

Oe la def de D(S) de la def de <S> i de la prop III 3 1 
es dedueix que 

< S > i D ( S ) 

i en general no coincideixen (Ln 1 estructura algebrai-
ca F, pàg 101, 0= ^x^ és un sistema deductiu complet, no 
clàssic i com que tot sistema deductiu es pre-ordenador 
1 unie sistema deductiu distint de D es A que és clas-
sic i per tant, complet Així doncs en h tenim que 

{ x ̂  = < x > ^ D(x) = A 



I 

Hem demostrat doncs que és certa la següent proposició 

Proposició III 1 

(a) La intersecció d una familia ar-

bitraria de sistemes deductius 

complets Is un sistema deductiu 

complet 

(b) Si S ós un sub-conjunt no buit, 

de A aleshores existeix el sis-

tema deductiu complet engendrat 

per S que designem < à ) i veri-

fica 

<S> & D(b) 

La igualtat en general no es 

dona 

Proposicio III 4 2 (Sales [197*0 ) 

Si D ós un sistema deductiu complet 

i S S A S ¿ 0 aleshores 

K d(S) = <S w/ D> 

En efecte 

Per un costat tenim que K^ÍS) es el sistema deductiu dé-

bil engendrat per b V D (prop II 7 2) per tant 

KQ(S)S> < S D > ( p u i x tot sistema deductiu complet que 

conte a S w D es un sistema deductiu dèbil (props III 3 2 

i II 1 3) perd al revés an general no és cert) 

D altra banda (prop III 3 5) e s u n sistema deduc-

tiu complet i conte a S V»/D d on K D ( S ) 2 < S SJ D> 

Un resultat analeg val pels sistemes deductius classics 

Si D es un sistema deductiu classic K ^ ( S ) tambe ho es i 

aleshores 



K D ( S ) S Dis D) 2 < S W D ? 

perd realment, <S w D> es classic i, per tant 

D ( S w D ) = < D w S)(veure prop III 4 3>-

Definicio III 4 1 

hl conjunt T U on és el con-
C * 

junt de tots els sistemes deductius 

complets s anomena el sistena complet 

de les tesis 

i er contraposicio el conjunt T definit en III 1 4 1 a-

nomenarem el sistema clàssic de le tesii de A 

Ês fàcil de veure que 

T FE T 
c 

(i en general no es verifica pas el signe de igualtat) 

Definició III 4 2 

L estructura algebraica (A ) es corn-r 

pletament inconsistent si i només si 

T = A 
c 

Proposició III 4 3 

Tota estructura algebraica completament 

inconsistent és deductivament inconsis-

tent (def III 1 5) 

Al revés pero, no es cert 

En efeete 

A Si I { s A com que T c S T & A resulta que T = A 

B En 1 exemple donat per (F D) (Pag 101) tenim 

T c = ̂  X (• i en canvi T = A 

Aquest resultat tan simple es important puix ens diu que, 



I 

«i be un sistema algebraic (A ) considerat com un sis-

tema lògic classic no és consistent (això 6s tot x de A 

és tesi i per tant no aporta cap informació respecte 

dels objectes que son vers respecte de tot sistema deduc-

tiu) pot molt be ocorrer que considerat com un sistema 

lògic complet encara ens faciliti certa informació res-

pecte dels objectes vers (si be el concepte ésser ver 

ha estat modificat) 

Proposicio III 4 4 

E,1 sistema complet de tesis és un sis-

tema deductiu classic si i nomes si 

tot sistema deductiu complet de (A ) 

és classic Aleshores es clar que 

això equival a T c = T 

En efecte 

Si T c és un sistema deductiu classic aleshores per tot 

x y z de A 

(x (y z)) ((x y) (x z)) e T, 

perd com que tot sistema deductiu complet D de (A, ) 

conte a resulta que tot sistema deductiu complet de 

(A ) verifica DC2 i, per tant es classic 

Hecîprocament puix T c és un sistema deductiu complet de 

(A ) 

Aleshores es cumpleix la igualtat T c = T 

Si T = T aleshores T es un sistema deductiu clàssic i 
c c 

per la primera part tot sistema deductiu complet de (A ) 

ho és 

Aquesta proposicio ens diu que tot sistema deductiu cou-

plet no classic no pot contenir cap sistema deductiu 

classic Un sistema deductiu complet no 

classic es hereditàriament complet Malgrat tot, un 



sistema deductiu clàssic pot contenir sistemes deductius 

complets propis (no classics) L estructura (F = (A )) 

tantes vegades mentada ens proporciona un exemple d a )uest 

fet 

El conjunt de les tesis completes T c verifica la següent 

propietat 

< S O T c ) = < S > 

En efecte 

<S \J T > = <S> 2 T, w S 
c o 

x per tant 

<S w Tc> = < S > 

Això juntament amb la prop III 4 1 ens permet d enun-

ciar la següent proposicio t 

Proposició III 4 k 

Tot sistema deductiu conp et coincideix 

amb el conjunt de les consequencies 

fortes d un cert conjunt S respecte del 

sistema deductiu complet T 

c 

En efecte : 

Sx P ós un sxstemn deductiu complet, aleshores 
D * < D > = < D O Tc> » K t (D) 

c 

Aixi doncs, hem establert que tot sistema deductiu com-

plet ós igual al conjunt de consequencics fortes d un 

cert conjunt respecte d un cert sistema deductiu complet 

i, recíprocament tot conjunt de consequencies fortes 

d un cert conjunt respecte d un sistema deductiu complet 

ós un sistema deductiu complet 

Aquest resultat es analeg al resultat que s obtó en el 

cas dels sistemes deductius classics 



Teorema III k 1 (de compacitat ) 

I er tot S A es verifica que 

<S> = K t (S) 
c 

La demostració d aquest teorema s ha establert más 

amunt 

En notacio usual aauest teorema s enuncia d una altra ma-

nera es defineix la relació 

S i x 

si i nomes si existeix una succesié finita s £ S_(S) 
ü 

tal que 

s x e T 

c 

Aleshores resulta que à v — x equival a x e, K^, (S) i, per 

tant el teorema de compacitat es pot enuncia? 

( S ) si i nomes si S t—, - x 

Nota 

La diferencia esencial entre el teorema classic de com-

pacitat (aixd és el teorema de compacitat relatiu a 

sistemes deductius classics A Monteiro op cit ) i 1 an-

terior radica en el fet següent en el cas classic la 

notacio 

S i x 

indica la existencia d un sub-con.junt finit S^ 4 S tal que 

S » x 

o 

(o equivalentment S o x 6 T en el ben entés de que 1 or-

dre amb que intervenen els elements de S^ en la notacié 

S Q x £ T no importa en absolut, puix T verifica C P ja 

que es un sistema deductiu classic) mentres que en el cas 

complet la notacio 

S « x 



indica 1 existència d una successió finxta s ® Sj(S) 

tal que 

s x € T c 

(L ordre dels termes de la successió no ós important 

puix T c verifica C P el que sí Is realment important  

es que els elements s^ de s poden estar repetits i en 

canvi en S q no podien pas estar-ho ) 

Ês gracies a la propietat 9 de la prop III 1 2 que en 

el cas clàssic 1 existència del sub-conjunt S^ es equi-

valent a 1 existència de la successió s en canvi, en 
o 

el cas complet si be 1 existència d un sub-conjunt im-

plica 1 existència d una successió no ós pas cert que 

1 existencia d una successió impliqui 1 existencia d un 

sub-conjunt 

En 1 exemple donat en la part B de la denostració de la 

prop II 8 2 D s ^ l V es un sistema deductiu complet (no 

clàssic) (Sales Cl97'l] ) tn ell 

\i\-i 

puix si considerem la successió finita s m (^ -j) obtenim 

1 ,1 i, i i A i i . 
2 2 ï ~ 2 1/2 3 2 2 

Ara bó no existeix cap sub-conjunt S Q de S tal que 

1 
"o 

Nota 

Amb aquesta nomenclatura D = Kp(0) significa que 0 

si i nomes si x £ 0 

Teorema III k 2 (de la deducció) 

Si D ós un sistema deductiu complet de (A, ) 



aleshores 

x e <D w í z » = k t ( D w u i ) 
c 

si i nomes si existeix un nombre na-

tural n x 1 tal que 

I ï € D 

En efecte 

A i z ( n x ) 

impliquen, per M 1 que 

x £ <D w 4 z*> = K t (D w < zfc) 
c 

B x e K t ( D ^ < z > ) si I nomes si 
c 

z, z x € T on z = z o z £ D 
1 n c i i 

si i només si y. y , z z x C T on y , £ 
i. n-K c j 

k) „ ... _ ^ 

(per C P ) d on per M P 

z z x €. D 

Si k 1 aleshores k és n si k = 0 aleshores 
x 

X € D i per 1 absorció de D z x £ D 

Notes 

1 Aquest teorema que hem anomenat teorema de la deduc-

ció generalitza el teorema de la deducció classic o 

de Tarski que diu 

si D es un sistema deductiu classic de (A, ) 

aleshores 
x e DCDWJZO = K t ( D U U | ) 

si i nomes si 

z x £ D (A Monteiro, op cit ) 

òi D es un sistema deductiu classic afirmar 1 existèn-

cia d un nonbre natural n^ 1 tal que 

z x £ D 

o be afirnar que z x fi l) es oxcatament el mateix puix 



tot sistema deductiu clàssic satisfa la condició 9 

prop III 1 2 Mes encara si D ês un sistema deduc-

tiu clàssic el sistema deductiu complet engendrat 

per ^Dv^H zl> és classic puix conte un sistema deduc-

tiu classic(prop III 4 4 conclusions) i i er tant 

el teorema de la deducció conplet és, precisament 

el teorema de la deducció de Tarski si D es un sistc 

ma deductiu classic 

2 El sistema deductiu complet engendrat per un sistema 

deductiu complet D i un element z de A es LI) W H z\) 

segons hem convingut | perd tambe és per definició 

< D > V < Z > i es cumpleix la següent igualtat 

C D ^ I Z J > » < D > V ( Z > = 

= ^ X X € A i < 3 N X ) ( N X E N X i Z Z ( N X _ 1 ) 

i, per tant, 

(z > s x X É A i I 3 n x ) ( n x i k * i ! « J z ( n x - 1 ) x)} 

III 5 Sistemes deductius complets maximale Radical 

complet 

Definició III 5 1 

Un sistema dedudctiu complet M és 

maximal (o complet-maximal) si i 

nomes si, 

1 és propi ( M / A) 

2 si existeix un sistema de-

ductiu complet D tal que 

M S D aleshores 

D = M ó i) = A 



! 

Teorema III 5 1 

Un sistema deductiu complet M de A ês 

maximal si x només si, 

1 M / A 

2 sx x y e. M aleshores existeix 

un nombre natural n tal 
x y 

que 

X("X y) y M 

En efecte 

A M es maximal, per tant M / A i, si x £ M i y £ M 

aleshores 

^M sji xV> ? M 

x per tant <M x V > = A D on y e < M u | * y > i, 

pel teor III 4 2 existeix un n^ ^ ^ 1 tal que 

( nx.y) Ä M x ,J y 6 M 

( n x Y) 
B Suposem ara que si x y £ M aleshores x y G M 

per un cert n 1 
x y 

Si 0 existirá un x e D tal que x M Ara bé 

si y € A poden donar-se dues possibilitats t 

(a) y £ M i per tant y € D 

(b) y $ M x per tant existeix n tal que 
x y 

x(
nX y) y m ^ d x p e r M p y € D 

Per tant per tot y de A, y & D d on D = A 1 M ês 

maximal 

hn el cas classic tenim un teorema analeg (A Montexro op 

ext ) x d ell s en segueixen dos corol larxs que dxuen 
.ma» mal. 

M es un sistema deductiu classic de (A ) si 1 no-

mes sx per tot x ^ M 1 tot y e A es verifica 

X y e M 



M es un sistema deductiu clàssic maximal de (A ) 

si i només si A / s te exactament dues classes 
M 

que són M i A-M (Sales 1.1974J) 

El primer corol lari és valid (amb les nodificacions 

pertinents) en el cas dels sistemes detictius complets 

maximals d¿ (A ) es a dir es verifica 

Corol lari 1 

M es un sistema deductiu complet maximal 

de (A ) si i nomes si per tot x £ M i 

tot y €. A es verifica 

<n,c y> c M x y G. M 

per un cert n >> 1 
x y 

En efecte 

Si y £ M Is obvi (teor III j 1) si y 6. M per 1 ab-

sorció de M 

D ací es dedueix que M es un sistema deductiu complet 

maximal de (A ) si i nomes si per tot n S. N* 

y ^ M implica x e M 

Si x è M contradicció amb el corol lari 1 

- Si x ( n ) y ^ M implica x € M, aleshores M 6s maximal 

puix si no ho fós existirien x M i y 4- M tais 

( n) K 
que x y 6 M qualsevol que fós n £ N Contradic-
ció 

El segon corol lari en canvi ês fais 

Considerem ((O 13, - J ) on x y = si i només si y < X 

i x y = 1 en els altres casos 

A {if és un sistema de luctiu complet (sales T1J74]) 

maximal 

En efecte 



Si x ^ H ^ V i y ^ W » aleshores existeix un » > X 
x» y 

* , ( n* y) tal que x ' y « l 

Suposem que x <£ y aleshores n = 1 
x y 

Suposem quo y < x aleshores x y = ̂  (que és > y) 

si x í í aleshores x ^ = x x y » l i n » 2 
x x ' x,y 

- si no <.x i aleshores x ^ = ̂ 2|(que ês > X * X * 

Cs impossible que 

y < î < £ 2 < - < . i n < < * P e r tot n 

* X X 

puix si fos aixi y < x n per tot n 6 N, 

pero 0 < x < 1 i (x11) » O i y > O Contra-

dicció 

Ara bé, 

x ^^jy y si i només si, x y » 1 i y x » 1 

Aixd és, si, i només si x s y i y « * Per tant 

Si A que contradiu 1 enunciat analeg al cor 
m 

clàssic segon 

El problema radica en el fet que la relació d equivalèn-

cia no es la adequada per a formular el corol lari La 

relació d equivalència adequada es la relació forta <wj 

introduïda en 1 apartat II 8 

Corol lari 2 

D é» un sistema deductiu complet maximal de 

(A, ) si i només si A , t é dues classes 
' D 

d equivalència que són D i A - D 

En efecte 

A SI D es un sistema deductiu complet maximal de (A ) 

i x, y S D aleshores x y e D i y x e D i x y 

si x £ D i y ^ L>, aleshores pel teor III 5 1 exiteixen 



dos nombre naturals n m i l tais que 

x ( n ) y £ D x y ( m ) x € D 

x per tant x — p y 

si x S D i y ^ D aleshores y x e. 0 però en canvi 

no existeix cap nombre natural n tal 

que x ( n ) y e D (p<ix si existís a-

plicant reiteradament M P , obtindríem 

una contradicció ) 

Per tant A, te exactament dues classes que son D i 
' D 

B Si A/ té dues classes és clar que una d elles Is 

D, puix s i x £ D i y € . D aleshores x y £ D i y x £ D 

i per tant 

D S- x D on x € D 

Suposem ara que D ^ x ß on x & D Aleshores existeix 

un y € Xjj tal que y ^ D pero això no es pas possible 

puix 

- (n) 
y £ x D implica x y £ D 

i per M P y £ D 

Per tant A, s (D A - D( i aleshores s i x ^ D i y ^ D 

x y i en virtut de la definició de i del teor 

III 5 1 0 és maximal 

Notes 

1 Un sistema deductiu complet D tal que si x ^ D i y £ D, 

cumpleixi 

x y £ D 

és clàssic i per tant maximal clàssic 

Cal demostrar que per tot x v de A es verifica 

x í 2 ) y ^D x y (Pr°P 1 1 1 3 ^ 



En efecte 

Si x ^ D i y ^ D per hipòtesi puix x y € D î 

si y 6 D per 1 absorció, x y € D 

s i y ^ È D i x € D aleshores no existeix cap n natu-

ral tal que x^*1^ y € D (puix en 

cas contrari per M P y D) 
( 2 ) 

Per tant x y j z D x x y ^ D x , 

per 1 hipótesi 

(x ( 2 > y) (x y) e D 

Així doncs D es clàssic x per les propietats dels 

sistemes deductius clàssics maximals (Monteiro op 

cit ) O és classic maximal 

2 La condició x ^ D, y ^ D implica x y € D es tan 

forta que, si un sub-conjunt D de A que verifiqui 

M P i l absorcio per la dreta la verifica alesho-

res D es un sistema deductiu classic x maximal 

En efecte 

En virtut de la nota 1 només cal demostrar que D is 

un sistema deductxu complet es a dxr que D satis-

fà 

SDC1, SDC4 i SDC5 

(puix SDC2 x SDC3 s han imposat d avant ma ) 

SDC1 Si x e D, per 1 absorció x x € D si x ¿ D, 

per hipòtesi x x fe D 

SDC4 Volfcm denostrar que, per tota terna x, y, z 

(y z) ((x y) (x z)) 6 D 

Si z e D per 1 absorció està demostrat 

s i z ^ D i x S D i y e D aleshores x z £ D ( M P ) 

x x y 6, D d on per M P , (x y) (x z) 4 D 

i ( tambe per M P ) y z £ D !• malnent 

(per hipòtesi), (y z) ((x y) (x z)) £ D 

si z £ D x x ^ D aleshores (per hipòtesi) x z € D 

i per 1 feb0o*es<í està acibat , 



s i t ^ D i x 6 D i y Í D aleshores (per M P ) 

x z 1 x y £ D i (per hipótesi) 

(x y) (x z) & U i (per 1 absorcio) es-

ta acabat 

SPC5 Semblantment per tota terna x y z de A 

(x (y z)) (y (x z)) 6 D 

Si z € D aplicant 1 absorcio fet 

s i z ^ D i x f i D i y é D aleshores (per M P ) 

y (x z) D i x (y z) r̂ D i (pe- hipò-

tesi) fet 

s i z ^ l ) i x £ D aleshores (per 1 hipòtesi) 

x z fi D i (per 1 aosorcio) fet 

s i z ^ O i x â D i y ^ . ] ) aleshores (per M l ) 

x z ^ D 1 (per 1 hipòtesi) y (x z) Ç. D 

i (per 1 absorcio) fet 

3 Tot sistema deductiu classic maximal M és un sistema 

complet maximal però (per la nota 1) veiem que, al 

reves, no es pas veritat 

Definició III 5 2 

Anomenarem radical deductiu complet de 

(A ) i el designarem H c(A) a la inter-

secció de tots els sistemes deductius 

complets maximals de A 

És obvi que si R(A) es el radical deductiu classic de (A ) 

aleshores 

H (A) & l·l(A) 
c 

i, en general no coincideixen 

Si (A ) no admet sistemes deductius maximals complets 

aleshores R (A)= R(A)= A 
c 



III 6 Sistemes deductius complets lligats a un element 

fc-n aquest apartat analitzarem els sistemes deductius com-

plets maximals amb la condició de no contenir un cert e-

lement x de A que naturalment cal que no si£ux un element 

de T c (puix T c ^ D per tot sistema deductiu complet) 

Així doncs cal suposar d entrada que A es completament 

consistent (T 4 A) i que x ^ A però x ^ 

Proposició III 6 1 

LI conjunt de sistemes deductius com-

plets que no contenen a x ós inductiu 

superiorment 

En efecte 

Si (D.) _ _ es una cadena de sistemes deductius complets 
i i 6 I r 

que no contenen a x aleshores V J D es un sistema de-

R Í Í 1 

ductiu complet que no conté pas a x 

(Que no conte a x és obvi que verifica SDC4 i SDC5 és 

consequencia del fet que T Çi ^ ^ D Que D es 

i€i 1 iei 1 

un sistema deductiu debil absorbent per la dreta es tro-

ba en Sales tl973]> 

Rota 

tu una cadena de sistemes deductius dèbils (D ) _ _ ab-
i i e i 

sorbents per la dreta si un membre de la cadena és com-

plet aleshores és un sistema deductiu complet, 

ifel 1 

sik un dels membres es un sistema deductiu clàssic ales-

hores D. es un sistema deductiu classic 

i € I 1 

El lema de Zorn ens permet d afirmar 1 existència de sis-

temes deductius complets maximals entre els que no conte-

nen a x En efecte la família de sistemes deductius 



complets que no contenen a x és inductiva superiorment 
i per tant existeix un sistema deductiu complet maxi-
mal entre els que no contenen a x 

Definició III 6 1 

Lis sistemes deductius complets maxi-
mais entre els que no contenen a x 
s anomenen sistemes deductius complets 
lligats a x 

El teorema que segueix ens proporciona una caracteritza-
ció dels sistemes deductius complets lligats a x en ter-
mes de la llei de compo icio de (A ) 

Teorema III 6 1 

Un sistema deductiu complet D està lligat 
a x de A (x ^ T c ) si, i nomes si, satisfà 

1 x 4 D 
2 si y 4 D aleshores existeix un 

n > 1 tal que X V 
( n x v) y x y ' X & D 

En efecte 
A Si D està lligat a x cal que x ^ D i per tant es 

satisfà 1 
Suposem que y ^ D aleshores 

<D U i yfc> ^ D 

i, com que D és maximal entre els que no contenen 
a x x g ( D U f yt>> i segons el teorema de la de-
ducció. existeix un n tal que 

' x y 
( n x v) yK x y ' x € D 

B Recíprocament si x ^ D i D és un sistema deductiu 
complet tal que D f D considerem un elenent yfi D 
tal que D Ter (2) existeix un nombre natural 



n > 1 tal que 
x y 

y< nx»y) x 6 D D 

i per M P reiterat 

x e. d 

resulta doncs que D es maximal entre els sistemes 

deductius complets que no contenen a x 

Nota 

Tot sistem deductiu clàssic lligat a x es un sistema de-

ductiu complet lligat a x puix si D ês un sistema clàssic 

lligat a x x existeix un sistema deductiu complet O , no 

classic tal oue D S D i x £ D' obtenim una contradicció 

puix si D conte un sistema deductiu classic, és classic 

(prop III k 3 consideracions) 

Al revés pero es fals I xisteixen sistemes deductius 

complets lligats a x que no son pas classics En 

((0 1} , ílf1 es un sistema deductiu complet lligat 

a tot x ¿ 1 però en canvi com que T = (0 l] no tó sen-

tit pensar en sistemes deductius classics lligats a x / 1 

Proposició III 6 2 

Donat un sistema deductiu complet D 

i un element x £ D existeix un sis-

tema deductiu complet D' lligat a x 

tal que 

D S D 

bn efecte 

La família dels sistemes deductius complets que no con-

tenen a x i contenen a D és inductiva superiorment Se-

gons el lema de Zorn existeix un element maximal de la 

família diguem-li D Suposem que existeix un sistema 

de uctiu complet D tal que 

D ^ D 



com qua D 6 D no és pas possible que x t̂ D (puix D 
és maximal amb aquestes condicions) Per tant D es-
tà lligat a x 

III 7 Els elements de Pierce en el cas dels siste-
mes deductius complets 

En el cas dels sistemes deductius classics d una estruc-
tura algebraica (A ) sabem (A Monteiro, op cit ) que el 
conjunt P dels elements pierclans genera un sistema de-
ductiu clàssic que comciceix anb el radical classic 
Concretament si anomenem element plercia classic a tot 
element de A de la forma 

((x y) x) x 

on x i y pertanyen a A i anomenem P el conjunt 

P = \ z z € A l z = ( (x y) x) x p e r x y de A }• 

tenim que el següent teorema 

D(P)* H(A) 

A fi de poder donar un resultat paral leí encara qua 
més dlbil ena cal intriduir els elements plercians com-
plets 

Definició III 7 1 

Anomenarem element pgrcià complet (o 
també element jterciä en sentit ampli) 
a tot element z de A de la forma 

z = ((x y ) x ) x 

on x i y pertanyen a A i n "i- 1 



Anomenarem P el conjunt de tots els 

elenents ptercians complets Així 

P =}(íx y ) í n ) x) x x e A i y e A i neN*}. 

Ês clar que P S P 1 per tant <P> & <P > 

Tot sistema deductiu classic que conte P conté P i 

naturalment tot sistema deductiu classic que conté P 

conte P 

La primera afirmació es conseqüència del següent fet 

si D és un sistema deductiu classic aleshores 

(x y ) x s 0 (x y) x 

i com que és una congruencia resulta que 

(<x y ) ( n ) X ) x S o ((x y) x) x 

per tant un sistema deductiu classic conté els elements 

piercians classics si i nomes si conté els elements 

piercians complets 

Aixo ens permet d establir que 

D(P) = D(P ) 

i finalment, obtenim 

< P > £ . < P > & D ( P ) = 0(P ) 

D altra banda sabem que R C<A) S R(A) i que R(A)= D(P)= D(P ) 

h 1 que no sabem perd son les relacions d'inclusió que 

verifiquen 

< P > S U P > 

i 

RC(A> 

A continuació demostrarem que es satisfa la següent re-

lació 



Proposició III 7 1 

R (A) £. <P > 
c 

hn efecte 

Suposen que x ^ <P > Aleshores existeix un sistema de-

ductiu complet S x llitçat a x, tal que 

<P > s. s x 

Per tot z de A tenim que 

((x z ) < n ) x) x e sx 

qualeevol que sigui n N per tant 

(x z)(n) x t S x  

per cap n de N* {per M P ) 

Aix¿ implica (teor III 6 1) que x z £ s x i» P e r tant, 

z xV> 

L arbitrarietat de z fa que 

< S x o 4 zt> = A 

Això ens assegura que S^ ês maximal en A puix si D ês 

un sistema deductiu complet ¡p S^ aleshores 

x e. D 

i per tant D 5 < S x ^ * s A 

Per tant existeix un sistema deductiu complet maximal 

que no conte x i aleshores R (A) tampoc no conte x 
c 

0 on resulta que 

R (A) S <P > 
c 

Lns queda per fer la següent pregunta coincideixen els 

sistemes deductius complets R ß(A) i <P >? 

La resposta en general és negativa En el cas 

({0,13 t^lj·) hem vist que I{
C(A) = = f montres que 

<P > ̂  puix hi ha percians diferents de 1 Per e-



1 2 
xemple si fem y = — i x = — tenim 

((x y) x) x = f I = §¿|=|,í 1 

1, com que < P > è < P } es clar que < P > / -f lf 

Hem obtingut doncs la següent cadena 

li (A) = i < P > € D(P) = D(P ) = R(A) 
c 

L exemple precedent ens diu que en ceneral, R c(A) 

Per tant en general disposem de la situació sequent s 

R (A) 
C < P >«. D(I ) = D(I ) = R(A) 

< P > 

Ara be el sistema deductiu complet > és clàssic 

En efecte 

Hem vist en la demostrado de la prop III 7 1 que, si 

x 4 ^ P ^ existeix un sistema deductiu complet lligat a 

x, S^ que es maximal Ara apliquem a S^ la nota 1 del 

apartat III 5 per tal de demostrar que S^ és un sistema 

deductiu maximal classic 

En la citada demostració hem vist també que, per tot 

z €. A 

x z ttSx 

Suposem que z ^ S ^ i y 4. s x y ^ existeix un 

sistema deductiu complet lligat a y S^, tal que 

S S S 
x y 

(prop III 6 2) Ara be y £ S y i per tant 4 A 

Pero S es maximal i per tant S = S Així, doncs, 
x y x 

y é <P > S, S l y z G S = S J y y * 

Això ens diu que x 4- K ( A ) 

Per tant, si x e R(A) aleshores x « <P >, és a dir, 



R( A) S <P > 

i per la prop III 4 3 ^P > es un sistema deductiu clas-

Hem obtingut finalment la següent configurado 

R (A) 
C fe < P > « D(P) = D(I ) = R(A) 
< P > 

Notes 

1 Si definiu P = } ( ( (x ( m ) z) ( n ) x) x x z 6 A i n m e n" j. 

resulta que <P > a ̂ P > puix 

a) P £ P i, per tant <P > S <P > 

b) x z ^ x z implica z) x ^ (x z) x 

que a la seva vegada implica 

(x z) <<x < n ) z) x) ^ (x z)^"^ x 

però 

(n) , , (n) . ,, (n) . . 
x z z implica (x z) ((x z) x) ^ 

«S(x z) <(x ( n ) z) x) 

Per tant 

, (n) V(2) ^ , .(2) 
(x z) X ^ (x z) X 

Suposem ara que 

, (n) «(m) ^ - .(m) 
(x z) x ^ (x z) x 

aleshores 

, \ (n) . (m) i ^ , ,(m+1) 
(x z) {(x z) x) ^ (x z) x 

però com que 

, (n) . ,, (n) v(m) , . ,, (n) .(m) . 
(x z) ((x z) x « (x z) ((x z) x) 

resulta que 

, (n) .(m+1) ^ , .(m+l) 
(x z) x ^ (x z) X 

Per tant, per tot n m de N s obte 



((x Z )
( m ) x) x « ( ( x ( n ) Z ) ( m ) x) X, 

d on 

P £ <P > 

puix que <P > es un filtre (Tots els símbols de 

pre-ordre que intervenen son relatius al sistema 

T ) Així < P > < P > i aixo acaba la demostra-
c 

ci6 

2 Si existeix un sisteria deductiu maximal no classic 

aleshores 

R (A)¿ H(A) 
c 

puix si no f6s així tot sistema deductiu complet 

i maximal contindria el conjunt R(A) que es clàssic 

i fora classic Contradicció 

3 Una condicio necessaria i suficient per tal que 

<P > = ^P ^ es que P .jigui classic (aixà es 

<P> = D(I )) 

4 Si ^P ^ = A aleshores no existeixen sistemes deduc-

tius maximals classics pero poden existir sistemes 

deductius complets i maximals 

5 Si no existeix cap sistema deductiu maximal alesho-

res R (A) = A I R(A)= A 
c 

6 Si R (A)= T direm que A 4s deductivamont seml-slm-c c — 
ple (des d el punt de vista complet ) 

Si ((x x) x ® T
c P e r tot x y de A aleshores 

<P > = T l, per tant R (A) = T i ¿ P > = T D on T 
c c c c c 

és un sistema deductiu classic i tots els sistemes 

deductius de (A, ) seran classics 

Recíprocament si tots els sistemes deductius s6n 

classics aleshores T = T, < P > = D(P), R (A) = U(A) i 
c c 

val el teorema de semi-sijnplacitat classic (Montearo op ca 



Ara bé si R (A)= T no podem pas assegurar que tots 
c c 

els sisteries deductius s6n classics l per tant tam-
ja, 

poc^podem donar per segur el teorema de la semi-sim-

plicitat com una condicio necessària i suficient 

Alguns exemples 

I ((0,11 41J) Ja hem vist que R C<A) = U f = A 

Tambe hem vist que (P> jí ̂ lf 1 u e I1? maximal per 

tant < P > = A Així, 

U f $ <P> =<p > = D(P) = D(P ) = U( A ) = A 

II Considerem ara ( C O I ) X f > o n O x = l per tot x 

x O i O , per tot x ¿ 0 x y es defineix com en I, si 

x/ÍO y 0 Cal co iprovar que ^lf es encara un sis-

tema deductiu complet 

SDC1 0 0 = 1 

SDC2 x 1 = 1 per tot x C t O l] 

SDC3 x y = 1 i x = l aleshores y 4 0 i, per tant y » 1 

SDC4 
y = O, x y a O i fet 

(x y) <(z x) (z y)) 
y O i x = 0 x y = l i z x » 0 :fet, 

y / 0 i x/0 i z » 0 z y = 1 1 fet 

y / 0 i x / 0 i z ¿ 0 fet 

s o c 5 

0 x z s 1 1 fet fx « 0 x z s l i fet 

| x ¿ 0 i y = O f y (x z) = 1 i fet, 

^ * 1 x jí O i y jf O i z = 0 y (x z) * O (x (y z)) (y x 

i x (y z) = O i fet 

x / 0 i y / 0 i z / 0 i fet 

Sistemes deductius complets : {1¡ (0 1], [O 1] 

Sistemes deductius maximals (0 1] que és clàssic 

puix per tot x y diferentB de zero 

(x (x y)) (x y) € (0,1] 



cal analitzar qué passa per 

x = O 6 y = O 

si x = O, x y = 1 i fet 

si x¡¿0 y = O aleshores 

x (x y) = O i x y = O i fet 

Per tant, R(A)= R C(A) = D(P)= (0 1]= <P>, puix no hi 

ha cap percia=0 Si x y € (0,1}, veure I si 

x = 0 o y = 0 aleshores 

- x = O implica O y = 1 i 1 O a O i O O = l d on 

((x y) x) x = 1 / O 

» x ̂  O i y = O inrolica x 0 = 0 i O x = l i 1 x = x / 0 

d on 

( (x y) x) x = x i 0 

III Considerem 1 estructura producte A = (0 11 x (O 1] 

i 1 operacio producte induïda per 1 operació de I 

Sistemes deductius complets -{(1,1)}, 

M = U x 1), 0 < x 

M =^(1 y), O < y 4 

A 

Sistemes deductius maximals M i M*, puix si 

(Zj Zg) i (v^ Vg) son elements de A - M 

(per exemple) existeix un n 1 tal que 

( z l ' Z 2 ) ( n ) ( V1 V = 

* ( 4 n ) V, z< n ) v 2) = (1 1) 

(veure A pags I25 i 1°6) perd no son pas 

classics puix en general, n ¿ 1 

Per tant H(A) = A= D(P) 1 R (A)= T = 1(1 1)1 C C 1 

fc.3 fàcil de comprovar que (P^ = A puix hi ha per-

cians tan petits com volguem n hi ha prou en veure 

que hi ha percians que no estan ni en M no en M 

«<i,i> ( 1 1 » < ± A » . 1 1 ) . ( f f ) 



III 8 Sistemes deductius complets irreductibles 

Definició III 8 1 

Un sistema deductiu complet D / A es 

irreductible si i només si D = D^r^D,, 

implica D^ = D ó l>2 = D 

Definició III 8 2 

Un sistema de luctiu complet D / A es 

completament irreductible si i no-

mes si 

d = D 
i £ l 1 

implica 1 existencia d un índex i Ç. I 

tal que = D 

Proposició III 8 3 

Tot sistema deductiu complet i maximal 

es completament irreductible 

En efecte 

SI D : f^S D aleshores D 3 D per tot i e I 
i i 

i € I 

Ara bS D / A per tant existeix un x de A tal que x ^ D 

existeix doncs, un índex i 6 I tal que x 4- D Però 
o iç 

D ós maximal, per tant, per tot i © I o D ^ = A o D ^ = D 

És clar que D = D 
lo 

Proposicio III 8 k 

Un sistema deductiu complet es com-

pletament irreductible si i només 

si, existeix un x ^ D tal que D = b^ 

En efecte 

A Si 0 = S i D = D , aleshores existeix un D ^ D 
X l € I 1 1 



tal que x ^ D^ per tant D • D 

B Si D no está associat a cap x C A - D considerem 

d = s 
xeA-D x 

on cada S^ ^ D 

Aleshores D £. D = s 
x e A-D 

Si t 6 aleshores, per tot x €. A-D, t S. S 
xfeA-D X X 

D on es Redueix que t e D (puix si t ^ D tindríem 

un S, tal que t ffc S, i per tant, t £ ( ^ S ) 
* X xeA-D x 

Per tant D = ! ) S î S 3 D per tot x e A-D 
_ , x X T 

x e A - D 

Aixo ens diu que en aquestes condicions D ne és 

completament irreductible 

Corol lari 1 

Tot eliétema deductiu complet propi està 

contingut en un sistema deductiu complet 

completament irreductible 

En efecte 

És una consequencia immediata de les props III 6 2 i 

III 8 2 

Corol lari 2 

Si x £ T c i per tot n e N*, y 4 y
( n - l )

 x 

( ) 0  

(on y x = x ) aleshores existeix un siste-

ma completament irreductible D tal que x ^ D 

i y € D (aixô es D els separa) 

En efecte 

x ^ <y> (nota2 teor III k 2) Sigui S un sistema de-

ductiu complet, lligat a x i que contingui <y> (prop 

III 6 2 ) Ara be x £ S x 1 y 6 S x 1 S x es completament 

irreductible (nrop III 8 2) 



Proposició III 8 3 

Tot sistema deductiu propi es inter-

secció de sistenes deductius comple-

tament irreductibles 

En efecte 

Com que ü r̂ A el conjunt B = ^ x 6 A x £ U (. / 0 

Per cada x £ B considerem un sistema deductiu complet 

lligat a x S x t*l que S D (prop III 6 2) Aleshores 

x e B x 

s Però tambe es obvi que si x D aleshores x £ 

puix x e B x e B 

Corol lari 1 

La intersecció de tots els sistemes deduc-

tius completament irreductibles ês T 

Corol larx 2 

Si tot sistema deductiu completament i-

rreductible es maximal aleshores 

R (A) = T 
c c 

i per tant 

T fi < P> « U(1 ) o R(A) » T 
c 

Nota 

Si D és un sistema deductiu complet clàssic, aleshores 

i £ I 1 

si i nomes si, tots els sistemes deductius son clàs-

sics 

Per tant, si tot sistema deductiu completament irreduc-

tible és maximal, aleshores (A ) és semi-simple (en el 

sentit clàssic R(A) = D(P) = T ) 
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