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I N T R O D U C C I Ó . 

Si M és una varietat diferenciable de classe C°° i X un 

camp sobre M; s i X s'anuí.la en un punt p de M, alesho-

res indueix, de manera natural , un endomorfisrae de 

1'espai tangent T^M. De fet s i yeT^M i Y és un camp t a l 

que Yp=y, es defineix , 

Ax(y)=(x .Y)p. 

Suposem ara que M és una varietat riemanniana, podem as_ 

sociar a X un endomorfisme que c o i n c i d e i x i amb e l del 

parágraf anterior fent, 

A ^ Y = ( X , Y ) - V ^ Y = - V y X . 

Si X és un camp de K i l l i n g (isometria i n f i n i t e s i m a l ) , 

1'operador A^ és antisimétric respecte de la m é t r i c a . A 

mes , com que les transformacions de curvatura son contin_ 

gudes en 1'álgebra d'holonomia de M i derivant 1'opera­

dor kj^ s'obté una transíormació de curvatura quan X és 

K i l l i n g ( ^ Y ' ^ X ~ ^ X Y ^ ' lícit de plante jar-se s i 1 ' opera­

dor Aj, mateix ja és de 1 ' álgebra d ' holonomia. 

Per a varietats riemannianes compactes, Bertram Kostant 

(K) demostrá (l'any 1955) que l'operador A^ pertany a 

l'álgebra d'holonomia per a qualsevol camp de K i l l i n g X. 

2 

El pía R amb la métrica habitual té camps de K i l l i n g , 

I ' operador A^ deis quals no pertany a l'álgebra d'holono_ 

mia, que en aquest cas es redueix a 1 zero. 

Si hom busca a 11res exemples menys t r i v i a I s pot l i m i t a r 

l a recerca a varietats i r r e d u i b l e s . Així deduiex ( v i d . 

Curras (C.l) i (C. 3 ) ) que s i M és una varietat r iemannia_ 

na, completa , i r r e d u i b l e , en la qual hi ha un camp de Ki_ 

II ing X no holónom ( i . e . 1 ' operador A^ no pertany a 1' á 1_ 

gebra d'holonomia), M és una varietat de Kaeh1er degene­

rada o una var ietat d'hiper-Kaehler. 



L'objectiu d'aquesta memoria és fer un estudi semblant 

per a varietats semiriemannianes i , en p a r t i c u l a r , per a 

varietats de Lorentz. Tant en unes com en les a l t r e s es 

segueix v e r i f i c a n t ^ y ^ X ~ ' ^ X Y ^ l^e les transformacions de 

curvatura son contingudes en 1'álgebra d'holonomia. 

En un afany de s i m p l i f i c a d o hem comen^at per estudiar 

varietats i r r e d u i b l e s i varietats gairebé i r r e d u i b l e s 

per l'acció del grup d'holonomia. Berger a (B) va des-

criure els possibles grups d ' holonomia r e s t r i n g i t s de va_ 

r i e t a t s riemannianes i r r e d u i b l e s , no localment si m é t r i -

ques. Com veurem en l a memoria, aquelles descripcions ja 

resolen la questió de la per tinenta de a 1 'álgebra 

d'holonomia en les varietats que t r a c t a . Es dones, en 

les varietats de Lorentz, gairebé i r r e d u i b l e s , en qué 

ens hem interessat especialment. 

Aqüestes v a r i e t a t s , definides per Wu (W.l), apareixen, 

de manera natural, a l transportar a l cas semiriemanniá 

la noció riemanniana d ' i r r e d u i b i l i t a t . Venen c a r á c t e r i t ^ 

zades perqué teñen subespais invariants que son degene-

rats i no d'altres subespais invariants no degenerats, 

l l e v a t deis t r i v i a l s . 

Entre e1les hem trobat exemples de varietats de Lorentz 

compactes que teñen campa de K i l l i n g globals, 1'operador 

A^ deis quals no pertany a l'álgebra d'holonomia. Així 

dones, la hipótesi de compac i t a t , que comportava que tot 

camp de K i l l i n g fos holónom en e l cas r i e m a n n i á , no és 

s u f i c i e n t per fer acomplir aquest fet quan la métrica és 

semidefinida. La mancanga no prové de la compacitat, s i ­

no de la forma de Car t a n - K i l l i n g , que és definida positi_ 

va en e l cas riemanniá i semidefinida en e1 cas semirie­

manniá . I en alguns casos, no permet una descomposició 

de l'espai en suma directa d'un subespai i el seu ortogo_ 

n a l . Quan aquesta des c o m p o s i c i ó és possible s'obtenen re^ 

i v 



sultats semblants ais de Kostant. 

En concret, 

Si M és una varietat semir iemanniana, compacta, (t) 

la forma de C a r t a n - K i l l i n g , h l'álgebra d'holono­

mia; s i 'Ĵ  I no degenerada i X és un camp de Ki ­

l l i n g , aleshores, existeixen heh i B̂ eh-*- s a t i s f e n t , 

A^=h+B^ i (í>(B^,B^)=0 

i , 

s i M és una varietat de Lorentz compacta, gairebé 

i r r e d u i b l e localment, s i c|) és no degenerada, al e ¿ 

hores, tot camp de K i l l i n g és ho l ó n o m . 

L'esquema per capítols és com segiieix. 

El capítol primer va encaminat a presentar el teorema de 

descomposició de de Rham-Wu, que estén, al cas semirie-

m a n n i á , el conegut teorema de descomposició de de Rham. 

La demostrado que donera és de Wu (W.l) i és inspirada 

en el fet que les transformacions de curvatura i les se-

ves derivados caracteritzen una v a r i e t a t . 

El comengament del capítol segon és un r e c u l l de r e s u l -

tats que necessitarem postoriorment. Així s'introdueix 

la forma de Cart a n - K i l l i n g (algú pot pensar que ens hem 

pres una Ilicéncia massa agosarada anomenant-la a i x í ) , 

i s'exposen els rudiments sobre isometries i n f i n i t e s i -

mals. Tot aixó permet de donar una generalització del 

teorema de Kostant i d'estudiar el comportament de 1'ope 

rador A^, associat a un camp de K i l l i n g X, en varietats 

de curvatura constant. Tant s i l a constant val zero com 

s i no val zero. 

En e l capítol primer ja comentem que les varietats irre^ 

duibles resulten i n s u f i c i e n t s en el cas s e m i r i e m a n n i á . 

V 



Fan f a l t a , a mes, varietats que tinguin subespais de 1' es_ 

pai tangent, degenerats, invariants per l'acció del grup 

d'holonomia. D'aquestesen diem varietats gairebé i r r e d u i 

bles seguint l a notació de Wu. E l capítol tercer és dedi-

cat a estudiar d'entre aqüestes v a r i e t a t s , aquelles que, 

a mes, siguin de Lorentz. Cal destacar que aqüestes dar-

reres son provexdes d'una foliació de dimensió 1 (conse-

quentment, també una de codimensió 1) p a r a l . l e l a , en l a 

direcció d'un camp v e c t o r i a l de norma zero. 

E l capítol quart és dedicat a estudiar les possibles a l ­

gebres d'holonomia de varietats de dimensió menor o 

igual que c i n c , que siguin de Lorentz i gairebé i r r e d u i ­

bles localment. Tot aixó va encaminat a escatir el cará£ 

ter holónom o no holónom deis camps de K i l l i n g sobre 

aqüestes v a r i e t a t s . Tant en el capítol anterior cora en 

aquest, donem exemples de varietats de Lorentz gairebé 

i r r e d u i b l e s . Un d'ells é s , a mes, una varietat compacta 

i és proveit d'un camp de K i l l i n g no h o l ó n o m . 

Finalment, el capítol cinqué conté generalitzacions d'a-

quests exemples, així com del teorema de Kostant, ja co­

mentada en el capítol segon. També conté aplicacions 

d'aquests teoreraes quan el tensor de R i c c i de la varie­

tat satisfá condicions prou bones. 

Habitualment designarem els camps véctorials per les dar_ 

reres l l e t r e s de l ' a l f a b e t , i en majúscula (U,V,W,X,Y,Z) . 

E l tensor métric és denotat per g i per < , >. 

Les algebres de Lie que en l a l i t e r a t u r a es designen mit_ 

jan?ant l l e t r e s g ó t i q u e s , venen denotados per les l l e ­

tres corresponents, en negreta. 

v i 



CAPÍTOL I 

El teorema de descomposició de de Rham-Wu 

I.l Isometries d'entorns n o r m á i s . 

Si M i M' son varietats semiriemannianes de la ma-

teixa dimensió i í n d e x , i peM, p'eM'; ens proposem de 

trobar condicions per t a l que, donada una isometria L 

L:TpM ^Tp,M', sigui l a d i f e r e n c i a l en p d'una isome­

t r i a definida en un entorn normal de p. 

D e f i n i c i ó . Si L:T M y T ,M' és una isometria l i n e a l i 
. p p 

s i U és un entorn normal de p de manera que exp , está 
-1 / ̂  

definida en L(exp (U)), aleshores l'aplicació (Jv , 
-1 ^ , 

$̂  =exp loLoexp : U >-M', s'anomena a p l i c a d o polar 
L p p 

de L. En a l t r e s paraules, envia exp (v) a exp i(Lv) 
~l P P 

per a qualsevol v de exp (U)cT M. L'aplicació "polar de 
P P 

L" sempre existeix per a entorns suficientment p e t i t s . 

Lema 1 . Segons la notado anterior: 

1. <íij^envia geodésiques radiáis a geodésiques r a d i á i s . 

2. d$, =L. 

3. Si U és suficientment p e t i t , aleshores -̂̂  és un d i f e ^ 

morfisme sobre un entorn normal de p' en M'. 

4. Si M' és completa, está definida en cada entorn 

normal de p. 

demostrado 

y ̂  designa la geodésica per^^CO) amb vel o c i t a t v. 

1. Les geodésiques radiáis son de la forma -̂ ^ (t) =ex p ̂  (t v ) 

*L(Yy(t))=expp,oLoexp~^oexpp(tv)=expp,(tLv)=7^^^j(t). 

2. d$L(v)=d(Dj^(7^(0)) = ($Lo7^)' (0) = -Yj^^(0)=Lv. 

3. Si U és suficientment p e t i t , Í^CU) está contingut en 

un entorn normal de p' on exp^, és un difeomorfisme, i 

és una composició de di f eomorf ismes ^ 
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4. És cia r perqué exp^t está definida sobre tot Tp,M'. 

q . e . d . 

Si y és una geodésica en M amb 'y(0)=p; y la geo­

désica per p'eM' amb (0) = L( -^(0) ) ; designem per e l 

transport paral.leí a l l l a r g de y. Si es v e r i f i c a : 

per a tot X,Y,Z de T̂ ^̂ ^̂ M, on, 

direm que L conserva la curvatura sobre l a geodésica y. 

Teorema 2. (Cheeger-Ebin; B.O'Neil) 

Siguin M i M' vari e t a t s semir iemannianes i L:T M —>-T ,M' 
5 P P 

una isometria l i n e a l que conserva la curvatura sobre ca­

da geodésica per peM; aleshores; 

1 . Si U és un entorn suficientment petit de peM, hi ha 

una única isometria $ de U en un entorn normal V de p'gM' 

de manera que d#i =L. 

2. Si M' és completa, aleshores per a cada entorn normal 

U de p hi ha una única isometria > M* de manera que 

d*|p = L. 

demostrado 

U n i c i t a t . 

Siguin Í):U ^ VcM' de manera que dC |^ = dii»|p = L; Conside-

rera A= fq eU: d C =d ̂  }, A és un subconiunt tanca t de U. 

Si q eA, prenem WcU, entorn normal de q, aixó é s , W = exp^W' 

per un cer t W * entorn de O en T^M. S i r e W , existeix v^W' 

de manera que r=exp^(v) i : . 

C(r)=c( 7v^^>>=V(d,)(v)(l>=V(,^)(,)(l) = '̂ ( \ , ( l ) ) = ̂ (r) 

Aleshores ^ i \¡s coincideixen sobre ex p W' . D'aci d ̂  ^ = 

= d ^ per a qualsevol r de U; i A també és obert. Com 

que és no buic i U és connex , obtenira el r e s u l t a t . • 

Existencia . 

Es s u f i c i e n t provar que l'aplicació polar de L del lema 
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1 és una isometria. Aixó é s , per a cada veT^M, qeU> hem 

de demostrar que g(d 4>ĵ( v ) , d v ) ) = g( v , v ) . 

Sigui dones 4̂  1' aplicació polar de L, : U *• M' i 

l'entorn de O a T M corresponent a U via exp . Hi ha un 
P P 

únic xeUj i un eT^(TpM), de manera que 

d(expp)|^(y^)=v. (2.1) 

Si -y designa l a geodésica amb "condicions iniciáis *Y(0) = 
= p, -yC O) =x i Y el camp de Jacobi sobre y amb c. i . Y(0) = 

=0, í ( 0 ) = y ^ , es v e r i f i c a : 

g(v,v)=g(Y(l),Y(l)). (2.2) 

Com que L és l i n e a l , d L= L , aixó é s , dL ( y ̂  ) = (Ly ) . De la 

definició de i de (2.1) tenim: 
-1 

(d$)(v) = d(expp, oLoexpp ) ( v ) = dexpp , ( dL( y ̂  ) ) = dexpp , | L J , ^ ^ L X 

(d4>)(v) = (dexpp, ) ^^(Lyj^^). (2.1)' 

Si Y' designa e l camp de Jacobi sobre ̂ ^cM' amb c . i . 

Y' (0)=0, Y*' (0) = Ly , es v e r i f i c a : 

g(d<í>(v),dí>(v))=g(Y'(l),Y'(l)) ( 2 . 2 ) ' 

Prenem ara E j , , . . , E ^ una base ortonormal de T^M. Desig­

nen per E|=L(E_^) i per E^(t) ( respectivament E^ (t)) els 

transportatsparal . l e l s de E. (resp. E!) a l l l a r g de Y 

( r esp . 7, ) . Escrivim Y=Z y E . . Les f u n c i o n s y satisfan 
Li X X 

el sistema d'equacions di f e r e n c i á i s de Jacobi: 
j 2 m . . . 

- ¡ f r ^ l R . .ĵ a yJa (2..3) 

amb c . i . Y(0)=0, Y(0) = yj^;on les a's son constants que 

verifiquen 7(t)=Ia'''E^(t). 

Respectivament, e s c r i v i n t Y'=£y' E_!̂ , les funcions y' 

satisfan-: • . 

^ " = l R V j , a ' S ' J a - ' < (2.4, 

Observem que de la definició de Yj^^, a''*' = a'̂  i de la con­

servado de l a curvatura sobre geo d é s i q u e s per p, 

= R*?., . Les funcions y''",y'"'' satisfan el mateix sistema 

d'equacions di f e r e n c i á i s amb les mateixes condicions ini_ 

c i á i s ; de la u n i c i t a t de l a s o l u c i ó , coincideixen. 

_3_ 



Per tant: 

g(d<i,(v),d<í.(v))=g(Y'(l),Y'(l)) = Z e . ( y ' ^ ( l ) ) ^ = 

=Zei(y^(l))'=g(Y(l),Y(l))=g(v,v). 

q . e • d . 

Remarca . En r e a l i t a t es v e r i f i c a <̂ *J'y( ̂  ) = '̂-y ' "̂ "'̂ •y"̂  

P e r q u é , de la c o n s t r u c c i ó , Y ' ( t ) = ( , o L o ^ - M Y ( t ) ) i 

Y'(0) = L(Y(0)). D'aquí que: 

Y'(l)=dexpp,(tY'(0)) .,(^)=dexpp,L(tY(0))|-.(o)= 

= dexpp , odL o( dexp"^) ( Y( 1) ) = d*( Y( 1) ) 

q . e . d . 

Teorema 3. (B. O'Neil) 

Siguin M i M' varietats semirieroannianes connexes i com 

pletes, M simplement connexa. Si L:TpM >- T^tM' és una 

isometria l i n e a l que conserva l a curvatura sobre cada 

geodésica per p, aleshores hi ha un únic reves.timent se_ 

miriemanniá $:M-—^ M' de manera que d$i =L. 

demostració 

Notacions: 

Per a qualsevol kgl siguí v la k-pla de vectors de T^M 

v = ( V ̂  , . . . , v*̂ ) . Definim inductivament com la g e o d é s i ­

ca diferenciable a trogos 3^ : (O,k) y M determinada per 

^ l ~ ' Y v ^ j ( 0 l ) ' ̂ ^P*'^®"' d e f i n i t 3 j : ( 0 , j ) > M i s i g u i w el 

transportat paral . leí de v al llarg de Sj fins a 6^(j) 

Definim 6 j + i ( 0 , j ) " ^ j ^ ^ j + 1 ^ ^ ̂  ®^ t e ( j , j - l ) . 

Sigui ara v un deis anterior s i T : T M >• T .. . M el 
» V p 0^(k) 

transport paral.leí sobre Respectivament en M ' per 

Lv = (Lv 1,...,Lv^) s i g u i r ^ ^ : T^M' • T^ ( k ) ^ ' ®^ trans­

port p a r a l , leí a l l l a r g de 3̂ ^̂  • Aleshores e l transport 

de L sobre g és L =T, O L OT ̂  : T M •>- T M' essent q = 3 ( k ) , 
Py V Lv V q q ^ v 

q'=3j^^(k). Com que L conserva la curvatura sobre cada 

g e o d é s i c a , t a m b é . 

Peí teorema 2 hi ha un entorn .de 6 ^ ( k ) i una isome­

t r i a ^ :U ^ M' de manera que d# /, v=L Sense pér-
V V ^ V 1 3 ^ ( k ) V. ^ 
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dua de generalitat podem suposar convex i que s i i 

son no di s j u n t s , l a seva intersecció és convexa i per 

tant connexa. 

Anem a construir M un revestiment de M. 

ConsideremE={(q,U^): qeM, v = (v^,...,v'^) K E N } def inim 

en £ l a relació d ' equivalencia -v per (q ,U.^)q ' , ) s i 

i només s i q = q' i <l> = $ en U nU , Es pot dotar (B, O'Ne-
v w v w ^ 

i 1 , Matched coverings p . 203) E/'V d'una estructura semi-
rieraanniana de manera que les seccions X íU ^ Z /"^ si_ 

. . , . ^ x'' U,U ) 
guin isometries. v 

Amb aquesta estructura l'aplicació Tí: Z/'̂  *• M és una i_ 

sometria l o c a l . A mes ( B . O ' Neil , prop . 32 , p . 2 O 4) tt és 

un revestiment s i i només s i tt eleva g e o d é s i q u e s , aixó 

és , s i donada a una geodésica en M i x un punt de la f i_ 

bra de o( O) , existeix a , geodésica en M = % amb o(0) = }? 

i Tr( 0) = 0 . 

TT satisfá aquesta condició . 

Efectivament, s i 0 és l a geodésica en questió i l a 

suposem recoberta per ^, . . . , Û ĝ . Si (y,U^, i)'\.(y,U^i + i ) 

aleshores, d e f i n i n t o Tp,~i/Tj )~ \ ±° o y obtenim 1 ' e_ 
^ V ̂  ir 1 

1e V a c i Ó . Hem de veure dones que podem recobrir q per 

U^i,...,U^s adequats. Prenem v=(v^,...,v ) de manera que 

3 uneixi p amb o(0); v = f"Há(0) ) i w ( s ) = ( v i, . . . , v 

sv ) s e (o , 1 j . Aleshores e l darrer segraent de B^^g'j 

és una repar a m e t r i t z a c i ó de o ,^ s . Hi ha una partició 

0 = so <s 1 < . . . <Sf¡j=l de manera que o ( (s ^ , s^) )c U - x 

Només f a l t a veure que (y ,U^^ ^ ^^Xj , ^) . 

Si T designa el transport paral.leí a l l l a r g de 0 des­

de o ( S j _ _ ^ ) a o(s^) (respectivament: x' sobre %(^Q.)°Of 

\ ( S i ) ^ ° ( ^ i - i > > ^ * w ( S i ) ^ ^ ( ^ i > ) > -

L /• X = T ' ~ ¿ E , V o T . Com a isometria l o c a l , A / % 
W( Sj^_ i) u{s^} ^ ' *w( s¿) 

conserva el transport p a r a l . l e í . Obtenim dones: 

d # , , 
W( S j) 

d<|) o X 
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- 1 

w(s 
o(s 

en consequéncia $ ^ i $ ^ s coincideixen en 
* w(s¿_ i) w ( s ¿ ) 

w(Si_i) w(si). 

Les aplicacions $ o ir: A (U ) »-M' coincideixen en les 
^ V V V 

interseccions A (U )nA (U ) i defineixen $ :M y M' 
V V w w 

que és una isometria l o c a l . 

Finalment, com que M és simplement connexa, existeix u-

na secció global A:M >- M de manera que X j, - • 

= # oA:M-—>- M' és una isometria l o c a l ; l a completi tut de 

M i la connex ió de M' garanteixen que $ és un r e v e s t i -

ment s e m i r i e m a n n i á . , 
q . e . d . 

1.2 El grup d'holonomia d'una varietat semiriemanniana. 

Si M és una varietat semi riemanniana connexa i peM, 

considerem e1 conjunt de les cor bes tancades , d i fe-

renciables a tronos, amb punt base p. El transport paral, 

leí sobre cada una d'aquestes cor bes determina un auto-

morfisme de T M que és una isometria. El conjunt de to­

tes les isometries així obtingudes s'estructura de mane_ 

ra natural com un grup i s'anomena grup d'holonomia de 

M amb punt base p. El designarem per G^. 

Si y és una corba de M amb extrems ^(0)"=?» 7(l)=q» el 

transport paral.leí a l l l a r g de "y proporciona un isoraor^ 

fisme entre G i G fent: 
p q 

TeG oToT -1 eG 
p 1 1 q 

Quan en l l o c de considerar totes les corbes tancades, 

diferenciables a trogos, amb punt base p, tenim en com_g_ 

te només aquelles que son homotopes a constant, obtenim, 

V i a transport p a r a l . l e í , un grup, subgrup de 1'anterior 
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que denotaren! per G° i en direm grup d'holonomia r e s t r i i i 

g i t amb punt base p. 

Es verifiquen (K.N. Teorema 4.2 p. 73) 

a) G° i Gp son grups de L i e . 

b) G° és la component connexa de l a Id. en G^. 

L'álgebra d ' holonomia , álgebra de G^, que se sol ideri 

t i f icar amb T-j.^Gp=T-j.^G° és una subálgebra de po(n) . 

Teorema 4. (Ambrose-Singer) 

L'álgebra d 'holonomia peM está generada per les trans^ 

formacions de curvatura Ryy X.YeT M i pels seus trans-
A X p 

portats T~¡{R^^^^)oT^ X.YeT^^Q^M, 

Una demostrac ió es pot trobar "en K.N. p. 89 Teo . 8.1 i p . 

151 Teo. 9.1 . 

1.3 El teorema de descomposició de de Rham-Wu. 

De f i n i c i ó . Si M és una varietat semiriemanniana, peM, G^ 

e l grup d'holonomia de M amb punt base p, direm que M és 

i r r e d u i b l e quan els únics subespais de T^M invariants 

per Gp son els t r i v i a l s ; direm que és redulble quan hi 

hagi algún subespai de T^M no degenerat respecte de la 

mét ri c a , invariant per G ̂ ; altrament direm que M és gai­

rebé i r r e d u i b l e . Aixó é s , M és gairebé i r r e d u i b l e quan 

existe i x un subespai invariant per G on la métrica hi 
P 

degenera i no n'existeix cap d'invariant no degenerat, 

no t r i v i a l . Afegirem localment a aquests adjectius quan 

consideren! 1' acció de G° sobre T M en l l o c de l a de G .* 
P P P 

P r o p o s i c i ó 5. Sigui eo>ei,...,e^ una base de R"̂"*"̂  en l a 

qual hem defin i t una métrica mitjan^ant l a mat r i u, 

• O 1 

1 O 

Id 
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S i g u i G un grup d ' i s o m e t r i e s de R " ^ ^ r e s p e c t e de l a m é ­

t r i c a a n t e r i o r , que v e r i f i q u i : 

i ) L'únic v e c t o r p r o p i de t o t s i cada un d e i s e l e -

ments de G és eo. 

i i ) Vwe{eQ}-^ , e l s u b e s p a i G(w) generat per w i l e s 

seves r e s p e c t i v e s iraatges conté e^. 

A l e s h o r e s G actúa gairebé i r r e d u l b l e m e n t sobre . R ' ^ . 

demostrac ió 

E l s u b e s p a i generat per és i n v a r i a n t i d e g e n e r a t . 

S i ¥ f o s un s u b e s p a i no degenerat de R"^"*"^ i n v a r i a n t per 

G, V"*" també ho s e r i a i e ̂ ^.v2 v ^ e ? , V2eV-'- . Per a 

q u a l s e v o l geG, g ( eQ ) = g ( v ^ ) + g ( V 2 ) . Pero g(eo)=eo i 

g C v ^ e V i g( v 2 ) e V ^ . Així dones g ( v ^ ) = v^ i 8("^2^~^2' 

D'aixó i ( i ) en deduim e QZV o e^eV'^. Suposem e^eV; s i 

dim ¥<n + l , e x i s t e i x ueV'^ i en p a r t i c u l a r e^Xu, De ( i i ) 

e^eV-L . Con t r a d i c c i ó perqué s i ¥ és no d e g e n e r a t , 

R'^'*'-^ = V#V ' * ' , Ha de s e r dones dim V=n+1. 
q . e . d , 

Prenem una v a r i e t a t s e m i r i e m a n n i a n a r e d u i b l e M i peM , 

A TpM h i ha un s u b e s p a i (J5|)p i n v a r i a n t per G^. S i q és 

un a l t r e punt de M,y una c o r b a de p a q, d i f e r e n c i a b l e 

a t r o n o s i (Dj^)q e l t r a n s p o r t a t de (D-|)p p a r a l . l e l a m e n t 

a l l l a r g de y, es v e r i f i c a : 

Lema 6. ^ ^ i - ^ q ^® independent d e l camí e l e g i t . 

d e m o s t r a c i ó 

S i 7 i ó s ó n dos camins de p a q ,7 «̂6 és un camí t a n c a t 

amb punt base p. A l e s h o r e s ' e l t r a n s p o r t ' p a r a 1 . 1 e l so­

bre y «ó d e i x a i n v a r i a n t e l s u b e s p a i (D^) . Aixó és 

S-^.6^^1>p= <°l>p' \ - ^ . r V ^°' ' 6 = ( S > ~°^ ó .D'aquí 

•queT^Dj^)pCT^Dj^)p. C a n v i a n t e l s papers de 1í i ¿ o b t e n i m 

l a i g u a l t a t . 
q . e . d . 

A p a r t i r de (D^) hem c o n s t r u i t , per t r a n s p o r t p a r a l -
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leí una d i s t r ibució D sobre M i com que, per h i p ó t e s i , 

(D,) és no degenerada respecte l a métrica i el trans-
1 p ^ ^ ^ 

port paral.leí és una isometria, deduim que ^1=^2 

una a l t r a distribució no degenerada, invariant per tran¿ 

port paral.leí i de manera que, per a qualsevol qeM, 

Proposició 7. 

1 . La d i s t r ibució D ( r esp . ) és dif erenciable i i n -

v o l u t i v a . 

2, Si (resp• M2) és la subvarietat i n t e g r a l maximal 

de (resp. D2) per p, M̂  (resp. M2) és una varietat 

totalment g e o d é s i c a . Si M és completa, M̂  (resp.M2) tam 

b é . 

demostrado 

1. Per p r o v a r que l a d i s t r ibució í) ̂  és dif erenciable , 

prenem qeM i x ̂  x" un sistema de cordenades normáis 

válid en un entorn U de q. Si X ̂ , . . . , X̂- és una base de 

( D. ) i z = (a ^, . . , , a^j) eU def inim X-j_ = t X-j_ on y és la ge£ 

désica X = a¿ t . Clarament X ̂  , . . . , X j. és una base de ( D ) ̂  

per a qualsevol z de U. 

El carácter i n v o l u t i u de D, prové del fet de ser ÍX,YJ= 
1 t 

~Vj^Y-VyX i Vĵ Y = lim—-(ToY^^_Y^) i cada un deis dos mem-

bres de la s u b s t r a e d ó pertany a (D^) . 

2 . Si Y és una geodésica per p amb c.i.Y(0)e(Dj) , com 

que Y(0) és paral.leí a l l l a r g de Y , ^( ̂  ) e( ) ^ ̂  . 

Així dones Ye M ̂ . 

D'a 11ra banda s i Y és una geodésica de M. amb c . i . 

Y(O ) = p, Y(O) , considerem la geodésica x de M amb c . i . 

x(0)=p X(0)=Y(0). Com que és totalment geodésica 

xcM^ i Y = x. Si M és completa x ± per tant Y ê  teñen el 

seu domini a R. , 
q . e . d . 

Per f a c i l i t a r la demostrado del seguent teorema i n t r o -



duim e l seguent: 

Lema 8. 

Si i=l ,2 son varietats semiriemannianes; H^xñ2 e l 

producte; K : M ̂  x M 2 — l e s projeccions, s i y és una 

corba en XM2 i Y un camp sobre y es v e r i f i c a : 

Y és para 1 .1 e 1 a l l l a r g de Y s i i només s i rr̂  (Y) és pa­

r a l .leí sobre tí.(Y). 

Teorema 9 . 

Si M és una varietat semiriemanniana completa simple­

ment connexa i reduible, peM, , D2 son les d i s t r i b u ­

ción s obtingudes transportant (D]^)p> ^^2^p" '̂̂  '^l' '̂ 2 

son les subvarietats integráis m á x i m a I s de D^, D2 peí 

punt p, aleshores existeix una isometria 4):M^xM2 >• M. 

demostració 

Sigui (M2 resp. ) l a varietat i n t e g r a l de (resp.) 

per p ; i :Mĵ  >- M (I2 :M2 >• M resp.) la inclusió . 

I¡^(p)=p^ { l y (P)=P2 resp.). Sigui també ñ^-^h 

(^2""^ M2 resp.) el recobriment universal de (M2 res_ 

pee.) i pje7T~iHpj) (p2e7T2 H P 2 ) -respec . ) . 

L : T , ~ ~ .(M-xM ) y T M definida u t i l i t z a n t l a commuta 
( P j , P 2 ) 1 2 p . -

t i V i t a t del seguent diagrama: 

T,~ ~ .(M,xM„) ^—^ ^ y T M 
(P I . P 2 ) I 1 2' p 

d( 7T̂  , Tr2) 

• T( )(MiXM2) > Tpd^CMp) I T^IL^OU)) 

^ ^ d l ^ ® d l 2 

Si proVem que L conserva la curvatura sobre geodésiques 

que surten de ( p > P2 ̂  estarem en condicions d ' api icar 

e1 Teorema 3. 
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Com que ^j^^Í2 recobriment semiriemanniá de ^j^^^2 

és s u f i c i e n t provar l a conservado de la curvatura sobre 

geodésiques de H^x-H^ que passin per (p-|^,p2)' 

Del lema 7 n'hi ha prou considerant geodésiques de la 

forma (y,^^) (resp. (p^,7)), 

Sigui dones ('Y,P2)(t) = ( 7(t) ,p2) una geodésica en MjXM2 

peí punt (p^,p2). La designarem per iy,p2^ ° ̂  segons la 

pensem en M|XM2 o en M. Hem de demostrar que: 

L ' = ^ ( , . P 2 ) ° < " I * " 2 > ° ' ^ " \ Y . P 2 ) 

N'hi haurá prou provant-ho pels X,Y,Z d'una refe r e n c i a . 

Prenem dones E ^ . . . , E ^ F S . . . , bases de (D^) , (D2) ; 

E , F-^ els transportats de E^, F ^ paral. lelament a 1 
l l a r g de ( Y , P2) i també al l l a r g de Y . Aleshores: 

1. R . .=0 pero L' , ,E^eD, i L' . . F ^ c D . i R,,„=0 

£ipj ' ( Y , P2) 1 ( Y , P2) 2 XY 

per XeDj^, YeD2 a causa del teorema A. Així dones 

^ L ' , , x E ^ L ' , , , F J 
( Y . P 2 ) ( Y,p2) 

2. Obviament s i X E D , , L'. .X = X i g ualtat que es v e r i -
•'- V Y » P 2 J 

f i c a i d e n t i f i c a n t amb la seva imatge Ij^(Mj^). D'a­

quí que: 
L ' , . R . . E ^ = R . . E ' ^ = 

( Y , P 2 ) F / E J E " E J 

^ ' ^ a , P 2 ) ^ ' ^ ' ( . , P 2 ) ' ' ^ ' ( . . P 2 ) ' ' -

3. L ' , , . ( R . .?^)=T(R . . F ^ ) 
( Y . P 2 ) ' p i p J Y ' p i p j 

^ ( Y . P . ^ ) ( Y , P 2 ) ^ ̂ '^2^ F " F J 

D'a 11ra banda, de l a 2- i d e n t i t a t de Jacobi , 

? . R + 7 R . .+ ? . R =0 
F ^ F F*^ E^pJ F ^ F E ^ 

pero R . . = R . .=0. 
p i p J p K g l 



Així dones V i ^ ^ j ^ k ~ 0 . En consequéncia , 

y .R i ,-=0 i T ( R i iF^) = R i Í F ^ . 

y F'-pJ y F^F^ F ^ F J 

4 . Finalment, R ^ i ^ j F ^ = 0 i Ry^^Z=0 si X.YeD^, Zed^ ates 

que 

^XY^"^'^ZX^"^^YZ^"° ^ ^ Z X " ^ Z Y " ° -
En resum, en tots i cada un deis casos es v e r i f i c a (*). 

Del teorema 3 hi ha un recobriment semiriemanniá 

(Jj.-M̂ xM̂  »-M. Com que per hi p ó t e s i M és símplement con­

nexa, $ és una isometria. D'altra banda ^(M^jp^) és la 

subvarietat i n t e g r a l maximal de ^^(D^). Així dones 

íi:(Mj^,P2) >• és una isometria i passa e l mateix amb 

(p-|̂ ,M2) i ^2 • que-M^ i M2 ja eren simple-

ment connexes i que Mj^xM2 i M son isometriques. 
q . e . d . 

Corol . lar i 10. 

Sigui M una varietat semiriemanniana, completa i redui-

ble; peM,. (^¡)p*(^2^p de s c o m p o s i c i ó de T̂ M en subes^ 

pais invariants per l'acció del grup d'holonomia . D^, 

D2 les dist r i b u c i o n s obtingudes traslladant p a r a l . l e l a -

ment (Dj^)^ i (I^2^p' ^ ^± '^^^ subvarietats integráis 

maximals de D. peí punt q. Aleshores: 

1. Existeixen V, V^, V2 entorns de q en M, M-ĵ  , M2 i una 

isometria ^-.V^xV^ ^ V. 

2. G°(M)=G°(M^)xG°(M2) 

demostrado 

1. Prenem 7T:M y M el recobriment u n i v e r s a l . Com que 

és una isometria l o c a l , e l grup d'holonomia r e s t r i n g i t 

de M en q és el mateix que e l grup d'holonomia r e s t r i n ­

g i t de M en q; d'aquí que '^'^'^^1(0^)^ ens f a c i l i t i una 

descomposició de T~M en subespais invariants per l'ac­

ció del grup d'holonomia. Com que M és símplement conne^ 

xa i completa, estem en condicions d'aplícar el teorema 

9. Existeix dones una isometria entre Mĵ xM2 i M. Isome-
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t r i a que composada de manera adequada amb Tt ens p r o p o r ­

c i o n a 1. 

2. Prové de s e r : 

G°(M)^~(M)=^G^M^)x(G^M2)=(G°Mj)x(G°M2). 

q . e , d . 

S i D° és e l s u b e s p a i maximal de T^M on e l grup d'ho 

lonoraia h i actúa t r i v i a l m e n t i s i l a métrica g es no 

degenerada, podem descomposar T^M en s u b e s p a i s i r r e d u i ­

b l e s (gairebé i r r e d u i b l e s ) . 

En r e a l i t a t podem e s t a b l i r e l : 

Teorema 11. 

S i M és una v a r i e t a t s e m i r i e m a n n i a n a , simplement conne­

xa peM. S i g és no degenerada, T M admet una descom-

posició o r t o g o n a l en s u b e s p a i s i r r e d u i b l e s , o gairebé 

i r r e d u i b l e s «D'^. A l e s h o r e s s i M""" son l e s s u b v a r i e t a t s 
P i 

integráis maximals de D per p, 

1. M és isométrica a l p r o d u c t e M°xM^K..xM^ on M° és pía 

na i M''" i r r e d u i b l e o g a i r e b é i r r e d u i b l e . 

2. G (M)=G (M^)x...xG (M^) on cada G (M^) és e i grup 
P P jí̂  _ P P -I 

d'holonomia de M i actúa t r i v i a l m e n t s o b r e e l s (D-^ ) 

3. La d e s c o m p o s i c i ó de l ' e n u n c i a t és única l l e v a t de 

1 ' o r d r e . 

d e m o s t r a c i ó 

Tenim T M = © D p , La suma a mes de s e r d i r e c t a és o r t o g o ­

n a l , A l e s h o r e s (1) i (2) son c o n s e q u é n c i a d i r e c t a d e l 

Teorema 9, 

Per (3) v i d . K - N , P.186-Lema. 
q . e , d . 

Del que hem v i s t f i n s a quí es pot c o n c l o u r e que, peí 

que f a a l ' e s t u d i l o c a l (de p r o p i e t a t s l o c á i s ) de varie_ 

t a t s s e m i r i e m a n n i a n e s , hom no es pot redui.r a e s t u d i a r 
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e l cas en e l qual e l grup d'holonomia r e s t r i n g i t actúa 

irredu'iblement. També cal teñir present les varietats 

en les quals e l grup d'holonomia r e s t r i n g i t deixa inva­

riants subespais on la métrica degenera. 

L'estudi deis possibles grups d'holonomia r e s t r i n g i t s 

de varietats riemannianes o semiriemannianes i r r e d u i ­

bles e l va fer M. Berger (B.l ) • Posteriorment, H, Wu 

(1963) generalitzá el teorema de descomposició de de Rham 

(W.l), generalització en la qual ens hem i n s p i r a t per 

fer les demostracions anteriora; H. Wu p r e s e n t a també 

diferents p a r t i c u l a r i t a t s de les varietats gairebé irre_ 

duibles localment i en dona exemples (W.3), així com 

també proseguí 1'estudi deis possibles grups d'holono­

mia r e s t r i n g i t s de varietats semiriemannianes gairebé 

i r r e d u i b l e s . Darrerament M. Caben i M. Parker (C-P.) 

han completat aquest estudi per a varietats semirieman­

nianes localment simétriques i gairebé i r r e d u i b l e s ( l o ­

calment) . 

Si hem xafardejat una mica en el terreny de les varie­

tats gairebé i r r e d u i b l e s localment , no és pas perqué eŝ  

tiguem interessats en proseguir en la línia deis tre-

ba11s de Wu, Caben i Parker ja esmentats, sino que ens 

proposem d ' u t i l i t z a r a q ü e s t e s varietats com a pedrés de 

toe, per contrastar la v e r i f i c a d o de certs fenómens co-

neguts en varietats riemannianes. 

En concret ens proposem estud iar s i , donat X un camp de 

K i l l i n g en una varietat semiriemanniana compacta, l'ope_ 

rador A^==L^-V^ = - V X és o no contingut en l'álgebra d'ho­

lonomia de la v a r i e t a t . Realment e l que ens pregunten 

no és res mes que s i , sota la h i p ó t e s i de compacitat, 

un element que infinitesimalment pertany a una álgebra 

de L i e , hi pertany de f e t , Aixó vo1 d i r : tenim VyA^ = R ^ Y 
que pertany a 1'álgebra d'holonomia (Teorema 4 ) ; és su­

f i c i e n t que la varietat s i g u i compacta per t a l que A„ 
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p e r t a n y i a l'álgebra d'holonomia? 

Aquest problema, en e l cas R i e m a n n i á , va ésser p l a n t e -

j a t i r e s o l t a f i r m a t i v a m e n t per B, K o s t a n t (K.) l'any 

1955. 
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C A P Í T O L I I 

G e n e r a l i t z a c i ó d'un teorema de K o s t a n t . 

V a r i e t a t s s e m i r i e m a n n i a n e s de c u r v a t u r a c o n s t a n t . 

I I . i G e n e r a l i t a t s . 

P r oposició 1. La forma de C a r t a n - K i l l i n g 

#:End(V)xEnd(V) »- R 
(A,B)< <!)(A,B)=Tra9a(AoB) 

és no degenerada en p o ( n , s ) , álgebra de L i e d e l grup 

p s e u d o - o r t o g o n a l P 0 ( n , s ) 

demostració 

S i g u i peM i X j , . . . , X ^ una base o r t o g o n a l i u n i t a r i a de 

T M. D e f i n i m X . * X . : T M ^T.M 
P 1 J P P 

Z t - . <Z , X ̂  >X ,̂ - <Z , X j >X ̂  . 

E l s p r o d u c t e s X ^ * X ^ formen una base de po(n, s) . Es ver i_ 

f i c a : 

( ( X . *X^)<,(X^*X^) ) (Z)-(X.«Xj ) (<Z,Xj^>X^-<Z,X3_>Xj^) = 

=<Z , X , > ( < X . , X , > X .-<X . , X , > X . ) - < Z , X T > ( < X . , X , >X . - < X .,X, > X . ) 

= ( <Z , X j ^ > g . ^ -<Z , X ^ > g . ^ ) X j + ( < Z , X ^ > g . ^ - < Z . X j ^ > g . j ^ ) X . . 

D ' a l t r a banda s i ipeEnd (V) on V és un e s p a i v e c t o r i a l on 

h i ha d e f i n i d a una métrica s e m i r i e m a n n i a n a i s i X . és 

base o r t o g o n a l i u n i t a r i a ±1=e.=g^., es v e r i f i c a 

t r a t a iii=^e^<iÍj(X^),X^>. Així dones : 

4>( (X.«X .) , (X, *X, ) ) = t r a t a ( ( X . * X .) , ( X, *X, ) ) = ̂ e. <( X . *X . ) o 

°^\*^l > í \ ^ ' ^ h > = ^ S Í ^ 8 k k 8 i l " g h l 8 i k > 8 j h - * - ^ 8 h l 8 j k "§hk§jP 

^ih^''§jj^Sjk§il""^jl§ik'*§jj^§iÍ^§il§jk"^ik^jl^^ii" 
= S j j ^ 8 j k S i r§jl 8 i k > + 4 i ^ S i i g j j , - g i k 8 j i ) = 2(g .j^g.^-gj.^g.j^) 

Com que i < j i k<l i m p l i c a Sj_]^8j}^=0» 1^ i g u a l t a t a n t e r i o r 

és ^--2g.^g.|^. 

Així l a m a t r i u de $ en l a base de l e s X.*X , c o n s t a de 
1 J 

±2 a l a d i a g o n a l , # és dones no degenerada. A mes és de 

l a forma ( n { n - i ) / 2 , n ( n - 1 ) / 2 - s ( n - s ) ) . 
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Proposició 2. La forma de C a r t a n - K i l l i n g és p a r a l . l e l a . 

d emostració 

Hem de veure ?v#=0. S i g u i peM i X,,.,..,X base normal A 1 n 
i u n i t a r i a . Aixó és ( X . ) =0. (?„$)(A,B)= 

A,- J P A 
=X#(A,B)-$(y„Á,B)-#(A,?YB). S i ( a , , ) ( b , , ) son l e s ma 

A A 1 J 1J 

t r i u s de A i B r e s p e c t i v a m e n t en l a base X j , . . . , X ^ , t e ­

nim : 
X#(A,B)=X tra?a(ÁoB)=X(Ie.<a.jb Xj^.X.>)=Xle|a.jbj. ( D 

*(?j^A,B) = tra9a(?^AoB)=rej_<(V^AoB)X. .X¿> = 

Ie,<V A(b, ,X,).X,> = Ie <V (A(b, ,X,))-A(V (b X ) ) , X > = 

Ie.<V„(a ., b. .X, )-A(Xb . .)X .-A(b . .V„X .) , X. >* ^ 1 X ̂  j k i j k ^ i j ' j ^ 1 j X j 1 
l e . (X(a ., b. .)<X, ,X.>+a ., b. .<?YX, ,X.>-(Xb. .)a ., <X, ,X.>) = ^ 1^ ^ j k i j - ^ k 1 j k i j X k 1 i j j k k 1 ̂  

l £ ' ( X ( a ..b. .)-a . . (Xb. .) ) = le^ ( Xa . . ) b . . (2) 

*(A,V^B) = Ie^a_..(Xb.j) (3) 

Clarament ( l ) = ( 2 ) + ( 3 ) 

(*) Motem que X és un v e c t o r en p i per t a n t ^„X,=0. 

I I . 2 Camps de K i l l i n g 

D e f i n i c i ó . ün camp de K i l l i n g o i s o m e t r i a i n f i n i t e s i m a l 

s obre una v a r i e t a t s e m i r i e m a n n i a n a és un camp X peí qual 

l a d e r i v a d a de L i e de l a métrica s ' a n u l . l a . 

Aixó és L^g=0, 

E l t e n s o r métric no v a r i a s o b r e e l f l u x e d'un camp de 

K i l l i n g . 

Propo s i c i ó 3. S i X és un camp v e c t o r i a l sobre una vari_e 

t a t (M,g) s e m i r i e m a n n i a n a , son e q u i v a l e n t s : 

1. X és.un camp de K i l l i n g 
2. "F̂  son i s o m e t r i e s 

d e m o s t r a c i ó . 

1-^1. Com que L„g= l i m l(*í^^g~g) s i és una i s o m e t r i a * 
3̂  A -̂-̂Q — t t 

'^j-g = 8' A l e s h o r e s Lj^g=0. 

l-»-2. S i V és un v e c t o r tangent en un punt d e l dom i n i 

d e l f l u x e , a l e s h o r e s també ho és d^g(v)=w per s s u f i c i ­

entment p e t i t . De ser LYg=0, l i m l ( g ( d * F w,df w)-g(w,w))=0, 
A t->0 t 
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Com que 4» ̂o 4*,. = f^^^ , 

l i m ( l / t ) (g(d4'g^j.(v),d4'g^^(v))-g(dTg(v),dH'g(v) ) =0. 

Aixó em diu que l a funció 

s ^gCdWgCv) .dfgCv)) 

té derivada nul.la és dones constant. Per tant, 

g(d'F^(v).df ̂ (v))=g(v,v)=0. q.e.d. 

Proposició 4. També son equivalents: 

1 . X és K i l l i n g . 

2. Aj^ és antisiraétric respecte de g. 

demostració 

Recordatori: 

( L ^ g ) ( Y , Z ) = X g ( Y , Z ) - g ( L ^ Y , Z ) - g ( Y , L ^ Z ) . 

1- ̂2. De ser X K i l l i n g , ( L ^ g ) = 0 ( 4 . 1 ) . Aixó comporta 

Xg (Y,Z)=g (L^Y,Z) + g ( Y , L ^ Z ) (4.2).D'a 11ra banda 

Xg (Y,Z) = g(V^Y,Z)+g (Y ,V^Z) ( 4 . 3 ) . Fent ( 4 , 3 ) - ( 4 . 2 ) 

s'obté 0 = g(VYX,Z)+g(Y,y2X) ( A .4 ) Aixó és 

g(A^Y,Z)=-g(Y,A^Z) (4.5). 

2- ̂1. De (4.5) obtenim (4.4). Fent ( 4 . 3 ) - ( 4 . 4 ) obtenim 

(4.2) per a qualsevol Y,Z. Aixó és (4.1). 
q.e.d. 

Proposició 5. Si X és K i l l i n g i V un camp a r b i t r a r i , es 

v e r i f i c a : 

^•^(x,v)=í^x'^v^-

2.V^(A^)=R^y. 

Com es veurá en l a dem o s t r a c i ó aquesta proposició és va 

l i d a per a transformacions a f i n s . 

demostració (K.N. p.231) 

1. L Y ( V^Z) = 1 im i ( V„Z-ili^(VyZ)). De la proposició 3 , ijj ̂  
^ ^ ^ t-̂ 0 t ^ ^ ^ ^ 

son isometries; en pa r t i c u l a r a f i n i t a t s i verifiquen 

\ ( V Y Z ) = V ^ Així dones, 
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D'aquí que 1. es v e r i f i c a sobre camps. 

Sobre f u n c i o n s : 

( L ^ , y y ) f = L ^ ( ? y f ) - ^ v ( L x f )=X(Vf ) - V ( X f ) 

també es v e r i f i c a l a i g u a l t a t . Hem p r o v a t per t a n t 1. 

2. (V^(AX))(Z)=Vy(A^Z)-A^(VyZ)= 

=-?y( ?2X) + ?^ 2^=-^v^^X^~^X^^+^X^'^¥^^'^X^^^^^"' 
= 7^ V y Z - l ^ ?^Z+ ?^( L ^ Z ) - L ^ ( VyZ ) = ( de 1) 

=^x^2-^V-^(x.v)2=4v^-

q.e.d . 

Proposició 6. 

S i X és un camp de K i l l i n g en una v a r i e t a t (M,g) semi­

r i e m a n n i a n a i s i d e f i n i m f=Yg(X,X), a l e s h o r e s : 

a) grad f=Á^X 

b) H ^ ( ¥ , W ) = g(?^X,?yX)+g(Rj^^X,W)=g(?^(A^X),W) 

c) áf = - t r a 9 a (A^^oAj,)-Ricci (X,X) 

demostració 

a) - g ( g r a d . f , Z ) =Zf =|-Zg( X , X ) = | 2g ( V^X , X) =-g( Z , ?^X) =g (Z , A^X) 

b) L'hessiá d'una funció f és un t e n s o r (0,2) simétric 

t a l que: 

H^(V,W)=g(?^(grad f ) . W) = g(?^(A^^X) ,W))= 

= 8(( Vy(A^))X + A^( VyX),W) = 8(R^yX,W) + g(A^( VyX),W) = 

= g(R^yX,W)-g( VyX,A^W)=8(R^yX,W)+g( ?yX,VyX). 

c) áf = d i v ( g r a d f ) = d i v ( A ^ X ) = t r a g a ( V ^?^(Á^X)) = 

= t r a 9 a ( V ^( ?yA^ )X) + t r a 9 a ( V ^A^(?^X)) 

= tra9a(¥ -*R^yX)-tra?a(¥ -^A^oÁ^(¥)) = 

= - R i c c i ( X , X ) - t r a ? a ( A^o A'̂ ) . 

e s s e n t R i c c i ( X , Y ) = t r a?a ( ¥ »-R^^Y), 

q . e . d . 

S i p és un punt a r b i t r a r i de M i si?|;^ és un grup u n i p a -

ramétric d ' i s o m e t r i e s (en r e a l i t a t s e r i a s u f i c i e n t trans_ 

f o r m a c i o n s a f i n s ) g e n e r a t per X en un e n t o r n de p; s i x 

és l'órbita de X per p, P^=íp^(p); d e n o t a r e n per x f e l 



transport paral.leí a l l l a r g de T de p a p . Per cada 
^ t 

t considerem l a transformado l i n e a l de T M, C.=X^o(^ ) 
p t u t 

Es v e r i f i c a : 

P roposició 7. (K.N. p.245) 

és un grup uniparamétric de transformacions lineáis 

( s i les son isometries, també ho son les C^). 

Ct+s=Ct°Cs i C^=exp(-tAx). 

demostració 

Com que a p l i c a el tros de T que va de p a p^ en el 

tros de 1 que va de p^ a P̂ -̂ g i P^l f ^ t que ^i^ ^ és compa^ 

t i b i e amb el transport p a r a l . l e í , tenim: 

Per tant, 

Així dones hi ha un endomorfisme (en e l nostre cas una 

isometria) F de T M t a l que C =exptF. Hem de veure F = - A Y 

p L A 
Per demostrar-ho provarem que: 

lim-(C^Y -Y )=-(A„) Y per Y ET M. 
^^Qt t p p^ ' X^p p ^ P P 

Considerem primer e l cas on X ^0. Aleshores p té un en-
P i 

torn coordenat i un sistema de coordenados normáis x 

de manera que la corba T és x ̂  = t , x^=. ..=x" = 0 per a va­

lora p e t i t s de t . Podem estendre Y^ a un camp Y en M de 

manera que ^.(Y^)=Y^., i . e . (L Y Y ) ^ = 0 . 
L p p L A p • 

Es v e r i f i c a : 

-(AyY) =(V Y) - ( L „ Y ) =(V Y ) ^ = : 
A p A p A p A p 

=lim - ( t h -Y )=lim 7(Tno(^,)*Y -Y )= 
t O p^ p t O t * p p 

=lim Í ( C Y -Y ) . 
t-0 ^ t P P 

Si Xp=0, és un grup un i p a r a m é t r i c l o c a l de transfor­

macions locáis que deixen p f i x el transport paral.leí 
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Tn es r e d u e i x a l a i d e n t i t a t . A l e s h o r e s iVyY) =0. 
U A p 

X P P A p A p A p t P t p 

=lim -(C^Y -Y ) . 
t t p p^ 

q.e.d. 

Pro p o s i c i ó 8 (K.N. p.246) 

S i M és una v a r i e t a t s e m i r i e m a n n i a n a , X un camp de K i ­

l l i n g i h l'álgebra d'holonomia de M, a l e s h o r e s 

(h, A j j ) c h . 

Remarca; E l r e s u l t a t és válid per a Xtransforraació i n f i ­

n i t e s i m a l a f i . 

demostració 

De l a proposició a n t e r i o r , será s u f i c i e n t p r o v a r 

( h , C j c h . 

S i -y d e s i g n a un l i a ? amb punt base p, designará e l 

llag o Y > amb punt base p ̂  ; a l e s h o r e s : 

D'aquí que: 

^t°S°^t^=^°^"\^*°S°^*t^ Í 
t , , . , , s-1 o t o 

= T 0 o T y o ( l D ^ ) ^ ( U i ^ . ) ^ o T ^ = T Q o T y o T ^ . . 

Aixó mostra que C o i oC ^ és un- element de G . Aquest 

element es de G si y ho e r a . 
P ' 

q.e.d. 

I I . 3 E l teorema f e b l e 

Teorema 9. ^ . • ^ . 

S i g u i M una v a r i e t a t s e m i r i e m a n n i a n a compacta i o r i e n t a ^ 

b l e . S i l a forma de C a r t a n - K i l l i n g $ és no degenerada 

sobre h , álgebra d' holonomia de- M i s i X és un camp de 

K i l l i n g en M, a l e s h o r e s l ' o p e r a d o r Ay descomposa, de ma 

ñera única A^ = h + B^ on heh; B^eh i t r a 9 a ( , Bj^)=0. 

demostració 

De l e s hipótesis $,, és no degenerada;^ també per l a 
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proposició II.1. Podem dones descomposar po(n,s) fent 

po(n,s)=h*h"*" ( 1' ortogonal és respecte de $) . D'aquesta 

descomposició A^=h+B^, amb heh, B̂ eh"*". 

Es v e r i f i c a : B ^ és p a r a l . l e í . 

En efecto, de l a proposició I I . 5 . 2 '̂ Ŷ X~̂ XY* •'^'slt'^a 

banda VYA^=Vyh+VyB^. Peí teorema 1 . 4 , VyA^eh. Així dones 

com que h és tancat respecte de la d e r i v a c i ó , Vy^jrEh. 

Pero com que # és p a r a l . l e l a (prop. I I . 2 ) ^Y^j^eh"^ 

(0=Y$(B^,h) = $ ( \ ^ B ^ , h ) + <í)(B^, Vyh) ) . 

hn resum VyB^ehnh-^ = { 0 } . 

Calculem div(B^X)= tra?a(V.- »-V^(B^X) ) = 

= tra9a(V. ^( VyB^) X ) + tra9a( V. K B ^ ( VyX)) = 

=-traga (V* ^( B^o Â ^ ) ( V ) ) =-tra9a(B^o (h+B^) ) = 

=-tra9a(B^oh)-tra9a(B^oBj^) . 

A mes Y < | ( B ^ , B ^ ) = 2 $ ( ? Y B X ' - ^ X ' ^ " ° ' ^ ^ ^ X ' ^ X " * 

és constant . 

Integrant d i v ( B ^ X ) sobre M, obtenim: 

0 = j^div (B^X)=-

I concloem k=0 

^tra9a (B^oB^ )=k Vol.M 

q . e . d , 

Remarca: Hem suposat M orientable. Peí cas no orientable 

prendríem el revestiment de les orientacions, que és de 

dues f u11es i tindríem : A^ = h + B^ com que 1'esmentat revés 

timent és una isometria l o c a l , A^=h+B^.Per tant e l re-

sultat del Teorema 9 és cert tant s i M és orientable 

com s i no . 

II.4 Varietats de curvatura constant. 

Nota: • • • • 

Remarquem que en e l cas semiriemanniá no és v e r i t a t 

• e l conegut r e s u l t a t : 

M varietat compacta -> M varietat completa. 

Un exemple i n s t r u c t i u es pot trobar en B.O'Neil 

p. 143 "The C l i f t o n Pohl torus". També en el següent 

capítol d'aquesta memoria. 
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Ja hem enunciat a l f i n a l del capítol I que estem 

interessats en saber quan l'operador pertany a l'ál 

gebra d'holonomia. En aquest apartat presentem e l com-

portament d'aquest operador en varietats de curvatura 

constant. 

Comencem per observar: 

Proposició 10. Si M és una varietat semiriemanniana de 

curvatura constant k?^0, l'álgebra d'holonomia h c o i n c i -

deix amb po(n,s), endomorfismes ant i s i m é t r i c s de l'es-

pai tangent. 

demostració 

Sigui Xj^,.,.,X^ una base ortogonal i u n i t a r i a en un en-

torn de p. La curvatura s'expressa : 

RY2T=k(<T,Y>Z-<T,Z>Y) 

^ té en l a base de les X's una matriu de l a forma: 

' ' i j 

i zeros en els 

al t r e s l l o c s . 

Com que les transformacions de curvatura i els seus 

transportáis p a r a l . l e l s generen h (Teorema 1.4) i R 

generen po(n,s) tenim e l resultat d e s i t j a t . 
X . X . 
1 J 

q . e . d . 

C o r o l . l a r i 11. Si M és una varietat serairiemanniana de 

curvatura constant k^O i X és un camp de K i l l i n g , l'o­

perador Aj^eh. 

demostració 

De la proposició anterior i de l a proposic ió I I . 4 . 

q . e . d . 

Remarca: 

Observem que per a varietats de curvatura cons­

tant kj^O, l'operador A^eh independentment que M s i g u i 
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0 no s i g u i compacta. (Aquest cas conté en particular 

les h i p e r q u á d r i q u e s ) . 

Veurem que en el cas k=0 es segueix v e r i f i c a n t A^eh so­

ta la hipótesi de compacitat de M . 
Abans de res enunciem un teorema de J.A.Wolf. 

Teorema 12. 

Si és una varietat semiriemanniana plana, h o m o g é n i a , 

connexa i completa, aleshores M " és isométrica a un quo. 

cient R /r essent r un grup abeliá I l i u r e de ra genera-

dors, m<n, que és fidelment representat com a grup dis-

cret de translacions d'un subespai l i n e a l de R " . 
Si f és e l grup d ' holonomia l i n e a l de , h: p 4̂/ és 

1 ' homomorfisme d'holonomia; aleshores m és abeliá Iliure, 

r= F'x ker h per algún subgrup F'cF i mSn-2 en el cas que 

S i M " és compacta o s i M"^ és r iemanniana o de Lorentz 
s" s 

o s i dim M "̂ 5, aleshores H'={ld} i F és un grup de trans^ 
s 

lacions de R . 
s 

(Vid: J.A.Wolf. Spaces of Constant curvatura . Teor.3.7. 

. 1 1 p.135). 

C o r o l . l a r i 13. Si M és una varietat semiriemanniana, 

plana, compacta i h o m o g é n i a , aleshores és p a r a l . l e l i t z a _ 

ble. 

d e m o s t r a c i ó . 

Compacta +homogénia—>- completa (B.O'Neil p . 258-prop . 39 ) . 

Del teorema anterior G=Id (G grup d'holonomia). Alesho­

res, f i x a t s V base ortogonal u n i t a r i a de T M, 

i n p 

el seu transport paral.leí ens defineix n camps ortogo-

nals u n i t a r i s , g1 oba 1s i p a r a l . l e l s . 

q . e . d . 

Proposició 14. Sigui M una varietat semiriemanniana com 

pacta i connexa, V un camp global p a r a l . l e í , X un camp 
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de K i l l i n g . Aleshores g(V,X) és constant. 

d e m o s t r a c i ó . 

Prenem f=g(X,V). Es v e r i f i c a grad f = Á ^ V . Efectivament 

gCgrad f,Z)=Zf=Zg(X,V)=g(?2X,V)+g(X,y2V)= 

=-g(Z,?yX)=g(Z,A^V). 

A mes Aĵ V és p a r a l . l e í . 

\ ( A ^ V ) = ( 7 Y A X ) V - A ^ ( V Y V ) = R ^ Y V = 0 . 

Com que f está definida en M , varietat compacta, f 

aconsegueix un máxim (també un mlnim). En un d'aquests 

punts grad f=0. Pero grad f és paral.leí i s'anul.la en 

algún punt, aleshores grad f=0. 

q.e.d. 

Remarca: 

1 . No cal que M s i g u i compacta. Es s u f i c i e n t que f acón, 

segueixi un extrem r e l a t i u . 

2. Observem que de la prop. 14 és dedueix f h a r m ó n i c a . 

Aquí no es pot u t i l i t z a r com en e l cas riemanniá e1 fet 

que les úniques funcions ha r m ó n i q u e s definides en varié, 

tats compactes son les constants; ens ho mostra 1'exem-

pie ( V - 9 ) del darrer capítol . 

3. Si és una varietat semiriemanniana p a r a l . l e l i t z a -

ble i V , . . . , V^ , n camps independents globals i para 1-

l e l s i X és un camp de K i l l i n g de manera que g ( X , V^ ) 

aconsegueix un extrem r e l a t i u per a qualsevol i , alesho. 

res X és p a r a l . l e í . 

C o r o l . l a r i 15. Si M " és una varietat semiriemanniana 
g 

compacta, homogénia i plana, aleshores tot camp de Ki- . 

l l i n g en M " es p a r a l . l e í . 
s 

q.e.d. 

L'exemple seguent ens mostra un camp de K i l l i n g no pa-

ra 1 .1e1 en una varietat semiriemanniana , plana i homo-

gé n i a , pero no compacta. Aquest camp será no h o l ó n o m . 
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Exemple 16. A R " plana, considerem x""" un sistema de co-
s 

ordenades global, ortogonal i u n i t a r i . Si e.=g(3 i , 3 i ) , 

el camp X = ̂ j^x^ - £ ^ 2 ^ ^ camp de K i l l i n g global 

no p a r a l . l e í . 

Teorema 17. 

Si és una varietat semiriemanniana plana, compacta i cojn 

pl e t a , i s i X és un camp de k i l l i n g , aleshores X és pa­

ra l . leí . 

demostrado 

1. A ^ X és un camp de Jacobi sobre g e o d é s l q u e s . Efectiva_ 

ment: 

? Y ? Y ( A J J X ) = V Y ( ( V Y A ^ ) X + A ^ ( V Y X ) ) = 

= - V Y ( A ^ A J , Y ) = - ( V Y A X ) ( A X X ) - A 5 ^ ( V Y ( A ^ Y ) ) = 

= - A ^ ( ( V Y A X ) Y ) - A ^ Á ^ ( V Y Y ) = 0 ( Y geodésica) 

2 . D'altra banda no hi ha punta conjugats en varietats 

semiriemannianes planes. Efectivament s i M és plana i 

p,q£M; p és conjugat de q s i i només s i existeix 0 geo­

désica de p a q i J camp de Jacobi sobre a v e r i f i c a n t 

J(p)=J(q)=0. L'equació d'un camp de Jacobi ortogonal a 

a en varietats de curvatura constant k és: 

Y ' ' =-k <a', 0 ' > Y=0 en e l nostre cas. 

Per tant, 

Y = A . t + B que no es pot anuí.lar en p i q s i 

no és Y=0. 

3. Si f =-jg (X , X ) , grad f = A^X . (prop.11.6.a) . 

Siguin p i q punts on f aconsegueixi un máxim i un raí-

nim respectivament. Considerem M ^ R " el recobriment uni­

versal de M; p,q dos punts de la f i b r a de p i q respec-

tivament. La recta pq geodésica O de M. TTOO és 

una geodésica de M que va de p a q, 

4. AyX és un campde Jacobi sobre 0 que v e r i f i c a (A^X) -
A A p 

=(A^X)^=0. Com que en M no hi ha puntsconjugats k^X=0 i 

g(X,X)=ctt. 

5. TT (X) és un camp de K i l l i n g en M de norma constant. 
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Ara b é , els caraps de K i l l i n g en M^5" son de la forma, 

i = l ^ j=0 ^ J 35<i 

amb K-?=-K^, Xf. = l , i — ^ el sistema de coordenades ja es 

mentat en l'exemple a n t e r i o r . Efectivament: 

g(V3X.-^)=g(.Le.Kj-^,-^)=e^K 
— 3xs 1=1 1 i 3 x i 3xS s 

8 ( V _ 3 3 . — ) = . . . =cl^. 

9x-

i tots son d'aquesta forma perqué les constants deter­

minen un espai v e c t o r i a l de d imensió n + (n-l) + . . . + 1 = 

6. Si a mes X ha de teñir norma constant només pot ser 

X = ¡ K ° - ^ per K9 adequats . 

7. C o n c l u s i ó : X és p a r a l . l e í . Per tant com que TT és una 

isometria l o c a l , X també és paral . l e í . 

q . e . d . 
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C A P Í T O L I I I 

Varietats de Lorentz gairebé i r r e d u i b l e s localment 

III.1 La foliació p a r a l . l e l a 

Proposició 1. Si M és una varietat gairebé Irreduible 

(resp. localment), i peM, aleshores e1 grup d'holonomia 

(resp. e l grup d'holonomia r e s t r i n g i t ) deixa invariant 

un subespai i s ó t r o p . 

d e m o s t r a c i ó . 

Per hipótesi existeix un subespai V de T̂ M invariant per 

l'acció del grup d'holonomia G i on l a métrica h i dege­

nera ; existirá dones weV de manera que g(w,v)=0 per a 

qualsevol v eV. 

Considerem W el subespai G(w) , que és generat per l'ac­

ció de G sobre w. Els seus e1ement s son de l a forma , 

Xc(w)+uiKw) on A, ueR , Ĉ JJeGp 

D ' a 11 r a banda g ( 5( w ) , Í|J( w ) )=0 perqué ^ és una isometria 

i g(c(w) ,4!(w)) = g(w,c"^(w))=0. 

Així dones , e1 producte, 

g(Aí (w)+yil;(w) , A' c'(w)+u' tj;'(w))=0 

i e l subespai W és isótrop i invariant per G. (Tot el 

que hem fet també ho podríem repetir prenent G° en l l o c 

de G), . 
q.e.d. 

Obs e r v a c i ó : No és necessária l a c o n d i c i ó M de Lorentz 

en l a prop. 1 . 

Proposició 2. Si M és una varietat de Lorentz gairebé 

i r r e d u i b l e (resp. gairebé i r r e d u i b l e localment) , alesho. 

res : 

i ) Hi ha una d i s t r i b u c i ó diferenciable nul.La, de 

dim.1, invariant per 1'acció del grup d'ho 1 o-

n o m i a (resp . grup d'holonomia r e s t r i n g i t ) . 
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i i ) Aquesta distribució és única s i dim M>2. 

dem o s t r a c i ó . 

De l a prop. 1 e x i s t e i x , per a cada peM, un subespai de 

TpM isó t r o p , invariant per l'acció del grup d'holono­

mia (resp. grup d'holonomia r e s t r i n g i t ) . Com que M és 

de Lorentz els subespais isótrops son de dim 1. 

Si Rv^,Rv2 son dos subespais de T^M invariants per G 

(resp. G°), R V J ^ « R V 2 , que és invariant per G (resp. G°), 

ha de ser degenerat s i dimM>2, aixó és g(vyV2)=0 i 

Rv^*Rv2 és i s ó t r o p . Aixó no és possible perqué M és de 

Lorentz i ja hem d i t que en un espai v e c t o r i a l de Lo­

rentz la dimensió deis subespais isótrops és 1. 

En resum Rv^=Rv2. 

D'aquí l a d i s t r i b u c i ó . 

Per t a l de garantir-ne la d i f e r e ñ c i a b i l i t a t només ens 

cal transportar paral.lelaraent l a direcció invariant a l 

l l a r g de camina en un entorn simplement connex de cada 

punt. El transport és independent del camí e l e g i t peí 

fet que el subespai en questió és invariant per G ° . 
q . e . d . 

Remarca. La distribució també és, per tant, totalment geo_ 

d é s i c a . 

Proposicó 3. Si M és una varietat de Lorentz de dim>2, 

es v e r i f i c a M gairebé i r r e d u i b l e localment M gairebé 

i r r e d u i b l e . 

d e m o s t r a c i ó . 

Si M és gairebé i r r e d u i b l e localment, de l a proposició • 

anterior existeix una dist r i b u c i ó nul.la D, de dim 1: 

G^(D)=D. A mes aquesta distribució és ú n i c a . 

Si pi^qeM i 'Y i o son geod é s i q u e s en M, de p a q es v e r i 

f i c a (*) X ('^p) = T^(Dp)=D^ . Perqué tant j (D^) com (D^) 

son invariants per G ° . Efectivament, s i 5 és un camí 

amb punt base q, homotop a constant, ^ és un camí 
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amb punt base p, homotop a ctt. Així dones es v e r i f i c a 

"•̂^ X )=D ; pero T, ^ . - l = t, -1 o T ̂  o T, ; T^oT (D ) = 

(*) Ens diu que D és invariant per G. Aixó prova l'e-

xisténcia d'un subespai degenerat invariant per G. 

D'altra banda no hi ha cap subespai no degenerat inva­

riant per G. En cas d'haver-n'hi un, també s e r i a inva­

riant per G° contra la hipótesi de ser M gairebé i r r e -

duible localment. 
q . e . d . 

De f i n i c i ó . Una varietat semiriemanniana de Lorentz és 

orientable temporalment si i nomps s i existeix un camp glo 

bal de norma negativa. 

Si M és una varietat semiriemanniana de Lorentz gairebé 

i r r e d u i b l e localment i orientable- temporalment, i D l a 

distribució de la prop. 2, podem construir un camp 

sobre M, de manera que R V Q = : D i g(^Q,^Q)=0. A mes |q?íO 

per qualsevol qeM. 

Efectivament com que M és orientable temporalment exis­

teix Z , camp global de norma negativa. Si D és la dis­

tribució de la prop. 2 i W genera D, es v e r i f i c a g(Z,W)7^0; 

perqué els vectors ortogonals ais vectors temporals son 

espaciáis i W no ho é s . Així dones, triem V ̂  = , ^ y) ' • 

g ( Z , Z ) ' 
Remarca. Observem que prenent V̂ = ^ Q + Z obtenim un 

a l t r e camp global i g j|^y ^j^y s'expressa en la base 

^Q>^1 mitjangant la matriu, 

' O 1 

l 
1 O 

Es pot presentar una varietat diferenciable M amb una 

connexió , definint una connexió en el f i b r a t de refe-

réncies lineáis L(M). Es conegut que s i la connexió és 
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riemanniana hi ha un subfibrat de L(M), el de les refe-

réncies ortonormals i l a connexió hi redueix. Es poden 

trobar referéncies d'aquests conceptes a K . M pp, 53/83 .84/ 

/ l i s . Remarquem especialment: 

Proposició 4. (K.N Lema 2 Prop. 7.1, p.84). 

Si Q(M,H) és un subfibrat de P(M,G) i F una connexió en 

P. Si per a cada ueQ, e l subespai horitzontal de T^P és 

tangent a Q, aleshores l a connexió V és reduxble a una 

connexió en Q. 

Proposició 5. 

Si e„,eT,...,e és una base de l'espai de Lorentz L ,-, 
U i n n+ i. 

en l a qual la métrica ve definida per l a matriu, 

0 1 

1 O 

Id 

(1.1) 

i és una isometria de l^j^^j^ que té e^ com a vector pro_ 

pi , aleshores, la matriu de i) en l a base de les e's és: 

t 
w 

O X 

o 

-1 

essent X?̂ 0; XeR, weR"̂  ^, AeO(n-l) 

g(w,w) Aw 
a = — 

2 X 
•eR V = -

X 
eR n-1 

de m o s t r a c i ó . 

Cora que \lj(eQ) = XeQ, amb Xĵ O perqué i]j és isometria, l a mâ  

t r i u de i) en la base de les e's é s : 
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X a w 

O p 

O 

De ser isometria s'ha de v e r i f i c a r : 

X- O X 

O 

o 

t 
a w 

1 

o 

o 

o 

o Id 

O 

w 

0 

1 

o 

1 o 

o o 

o Id 

,-1 

D'on s'obté 2aX+g(w,w)=0 

g(u , u)=0 -y u = 0 

Xy + g(u , V ) = 1 X= M 

Xv+Aw=0 

A^A=Id 

i d'aquí el r e s u l t a t . 

q.e.d. 

Def inició . Designarem per H el grup d'isometries de í^^^^-^ 

que teñen O Q com a vector propi. De la proposició 5, 
,n-l 

aquest grup és isomorf a RxR xO(n-l), amb l'operació: 

( X.'^w.A) • ( y / v , B ) = ( X U , A ' ^ V + ' ^ V ^ B . A B ) 

La terna ( X , ^ w , A ) de R X R " ^xO(n-l) correspon a l a matriu; 

X -g(w,w) 
/2X 

O 

O 

L-1 

-Aw / A 

O 

A 

Com que O(n-l) és un grup de L i e , y també ho é s . La se­

va álgebra és isomorfa a R X R " ^xo(n-l) amb l'operació: 

{(a,w,A),(b,v,B) )=(0,b^w-a'^v-'^vA-'^wB,(A,B) ) 

La terna (a,^w,A) de R X R " ~ x o( n-1 ) correspon a la ma­

t r i u : 
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a o -w 

O -a O 

.0 w A 

Si M és una varietat de Lorentz gairebé i r r e d u i b l e l o ­

calment i dim M>3, de les proposicions 2 i 3 hi ha en M 

una ! distribució p a r a l . l e l a i uul.la que n'hem dit D. 

Si L(M) és el f i b r a t de referencias lineáis en M, de -

finim B(M) a i x í : 

. Un element u de L(M) és un isomorfisme entre R " ^ ^ 
i T , ,M. 

. Com que M és de Lorentz prenem L^_^en comptes de 

R"''̂  i O Q , e , . . . , e^ una base com en l a proposició 

anterior . 

. L'element u de L(M) pertany a B(M) s i i només s i 

u(OQ)eD i l a matriu de l a métrica en l a base de les 

u(e^ ) 's és del tipus (1.1). 

Proposició 6, B(M) és un f i b r a t p r i n c i p a l sobre M amb 

grup e s t r u c t ú r a l a . 

d e m o s t r a c i ó . 

D'una bandaH actúa Iliurement sobre B(M). Com que L(M) 

és un f i b ra t p r i n c i p a l amb grup - estructural GL( n +1 ) , es 

v e r i f i c a M=̂ }<(̂ 1) ̂  . i L (M) és localment t r i v i a l . De les 
GL(n + l ) B c M y 

def i n i c i o n s de B(M) i U , també és MS^^-^ i B(M) l o c a l -

ment t r i v i a l . 

q . e . d . 

Prop o s i c i ó 7. La connexió de L e v i - C i v i t a associada a g 

en M, redueix a B(M). 

d e m o s t r a c i ó . 

De l a proposició 4, prenem u(t) corba diferenciable en 

M i u(t) corba horitzontal de L(M) amb punt base u(O) 

que es projec ta en u(t) . En un entorn t r i v i a l i t z a n t , 

S(t) = (u(t),WQ(t),Wj(t), ...,w^(t)) 
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Per t a l de poder apl i c a r la prop. 4 d'aquest capítol 

s'ha de v e r i f i c a r : 

i i ) g s'expressa en l a base w^(t) mitjan^ant la ma­

t r i u (1.1). 

Com que w_^(t) és el transport paral.leí de w^(0) al 

l l a r g de u ( t ) , es v e r i f i c a i ) perqué WQ(0)eD i D és una 

distribució p a r a l . l e l a ; i i i ) perqué e l transport p a r a ¿ 

leí és una isometria. 

Aixi dones, podem aplicar la prop. 4 i obtenim el re­

sultat . 
q . e . d . 

C o r o l . l a r i 8. Si (M,g) és una varietat de Lorentz gaire^ 

bé i r r e d u i b l e , aleshores e l seu grup d'holonomia és is£ 

morf a un subgrup de R X R " ^ x ü ( n - l ) ; l a seva álgebra de 

Lie és isomorfa a una subálgebra de R X R " ~ x o ( n - l ) . 

Aquests grups, á l g e b r a , ho son amb les operacions d e f i -

nides a l a pág. 32. 
q . e , d . 

C o r o l . l a r i 9. Si h és l'álgebra d'holonomia d'una varie^ 

tat de Lorentz de dim n+1 gairebé i r r e d u i b l e localment, 

es v e r i f i c a dim h s l + ü i ü l l l 

q . e . d . 

C o r o l . l a r i 10. Les varietats de curvatura constant de 

dim>2 no son gairebé i r r e d u i b l e s localment. 

demos trac i ó . 

Ef ectivament,' s i M̂^ és una varietat de curvatura cons­

tant kî O i dimensió n+1 es v e r i f i c a per n>l , 

dim h „ =Í!líJ^>SÍJLli) + i . 
\ 2 2 

M Q no és gairebé i r r e d u i b l e localment. Del t e o r . 1 . 4 , ' J J - Q ^ 
Aixó comporta que qualsevol vector s',estén, en un en-

torn del punt, a l'espai tangent del qual pertany, a un 

camp p a r a l . l e í . En pa r t i c u l a r un- vector de norma d i f e -

rent de zero. 

q . e . d . 
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I I I . 2 E l Torus de C l i f t o n Pohl 

L'estudi de varietats semiriemannianes és una font de 

sorpreses. E l s esquemes bastits sobre la base de l a geô  

metria riemanniana, esdevenen febles i cedeixen en admê  

tre l'existéncia de vectors diferents de zero i de nor­

ma zero. 

Ja hem esmentat un d'aquests casos en II.A. Un a l t r e és 

el seguent: 

-Les isometries poden teñir vectors propis de valors 

propis diferents de i l . 

Aixó comporta que sigui essencialment diferent suposar 

que G° deixa invariant VQ i suposar que el deixa f i x . 

El Torus de C l i f t o n Pohl T, que ja hem esmentat per mo_s 

trar que compacte no implica complet, també ens serveix 

com a varietat que v e r i f i c a : 

1) Si peT i u,v generen les direccions nul.les de T^T, 

tant u com v son invariants per l'acció de G ° . 
P 

2) Existeix ;lJeG° : i){u)^±u i)(v)^±v^ 

Exemple 

Considerem M = R ^ - { ( ü , 0 ) } amb la métrica ds^=—^ 2• La 
m u l t i p l i c a d o per un escalar c?̂ 0 és una isometria. 
Definim y: M -——>• M . El grup d'isometries P = { } generat 

(U,V)H-(2U,2V) 
per y opera de forma própiament discontinua sobre M; 

aleshores T=M/„ és una s u p e r f i c i e de Lorentz. T o p o l ó g i -
2 2 2 

cament T és el quocient de l ' a n e l l , de R , l<x +y ¿ 4 , 

per la relació induida per y sobre els punts de la vo-

ra; que és (Cos2Tit , Sin2TTt)'^^2 (Cos27Tt , Sin2Trt) . 

T és per tant un torus. 

Operant es pot comprovar que T no és un torus p í a . Com que 

és una s u p e r f i c i e , G° deixa invariant cada una de les 

direccions nul.les (Prop. IV.2). Tanmanteix, s i peT i u,v 

son vectors en aquelles direccions a T T, ha d ' e x i s t i r 

^£G° : il;(u)± u HK v)/±v ja que, en cas c o n t r a r i , (Prop.III.12) 
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u es podría estendre a un camp paral.leí en un entorn 

de p i tindríem | p"*̂  contra el fet que T no és p í a . 

Per a la primera o b s e r v a c i ó , notis que l a corba a(t)= 

= /,0) és una geodésica de M definida entre -ooi 1. 

Així dones M é s no completa. En consequéncia tampoc ho 

será T tot i essen tcompacte. q e d 

Nota 

D'altres exemples relacionats amb (1) i (2) es troben 

en (A.-M.) 

I I I . 3 Cas en el qual VQ satisfá G ° ( V Q ) = V Q . 

Proposició 11. Si M és una varietat de Lorentz gairebé 

i r r e d u i b l e localment, de dim>2, s i D és la distribució 

de la prop. 2 i s i W eT M és t a l que R.W =D , son equi-
^ ^ P P ^ P P ^ 

valents: 

a) R Y V W =0 per a qualsevol X , Y £ T M,i per a tot peM 
AY p p 

b) h(Wp)=0 per a qualsevol hehp, i per a tot peM 

c) 4j(Wp)=Wp per a qualsevol ^ e G° i per a tot peM 

d e m o s t r a c i ó . 

a b . Del teorema d ' Ambrose-Singer ( T . I . 4 ) l'álgebra 

d'holonomia ve generada per les transformacions de 

curvatura i els seus transports p a r a l . l e l s . En concret 

els generadors son de l a forma R „ „ i TO'''(R „ v^o'^ ° " 
AI T A T 1 j 

designa el transport paral.leí a l l l a r g d'una geodésica 

que parteix de p . 
De (a) R x Y ^ p " ° - ^ ' a l t r a banda, o (R^^^^) oT) = 

= ^ " ' ( ^ X T Y ( ^ ^ ) ) = ^ " ' ( ^ X T Y ^ W ^ ( 1 ) > = ̂ ^ " ' ( ^ X T Y ^ ( 1 ) ) = 

=AT~^(0)=0. 

°° i 
b c . Pera cada heh considerem Z„h / . , . Aquesta serie 

p 1=0 i ! 
és convergent en un cert entorn V de Oeh . Exp (V) és 

P P 
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un entorn de IdeG . Considerem W=VnV ''• . W és un entorn 
P , °° n 

simétric de Id. A mes u_,W = G ° . Així dones un element 
n = 0 p 

qualsevol de G° es pot escriure \¡¡^ \\)^ , ip̂ eW . 

1 p O 1 ! p^ i = l 1'. p 

Concloem per tant' que per a qualsevol element \\) de G° es 

satisfá \i;(W )=W . 
P P 

c -> a. Si y 1 a son camina tanca ts homotops a constant , 

amb punt base p, e l transport paral.leí x.̂  i v e r i f i -

ca yWp ) =T^(Wp). 

Així dones podem estendre a un camp W d e f i n i t en un 

entorn de p. Es verificará ^XY^P"'^XY^ |p~^ 
q . e . d . 

Proposició 12. 

Si (M,g) és una varietat de Lorentz gairebé i r r e d u i b l e 

localment i s i es v e r i f i c a alguna de les condicions ( a ) , 

(b) o (c) de l a prop. 11, aleshores e l grup d'holonomia 

r e s t r i n g i t de M és isomorf a un subgrup de •'•xO(n-l) 

i l a seva álgebra d'holonomia a una subálgebra de 

R " •^xo(n-l) amb les operacions esmentades en els pará­

graf s darrers de la p á g . 32. 

Es v e r i f i c a dim hŜ -̂̂ -̂ —í-̂  . 

de m o s t r a c i ó . 

Obvia del corol. lar i 8 i de la prop. 11 d'aquest capítol 

q . e . d . 

I I I . 4 Una primera a p r o x i m a c i ó . 

Teorema 13. 

Si M és una varietat de Lorentz gairebé i r r e d u i b l e l o ­

calment i s i X és un camp de K i l l i n g en M, es v e r i f i c a 

A^eRxR""-^xo(n-l ) . 

Remarca. Aquesta pertinenga és feta en el mateix sentit 
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que hcRxR" ^xo(n-l) del c o r o l . 8. 

dem o s t r a c i ó . 

1 . S i C Q , e , . . . , e^ és una base de R 

s'expressa mitjan?ant l a matriu, 

n+1 
on l a métrica g 

0 1 O 

1 O O 

O O Id 

les matrius antisi m é t r i q u e s en aquesta base son de l a 

forma, 

forma, 

a 0 
t 1 
-u 

(*) 0 -a 
t 
-w 

w u A 

W E R Aeo(n- 1), aeR, u, W E R 

7, un element qualsevol h 

b 0 -
t 1 

V 

0 -b 0 

0 V B 

beR, veR n-1 > Beo(n-l) 

3. Del carácter a n t i s i m é t r i c Â ^ és de l a forma (*) 

4. De l a prop. II.8 {A^,h)eh. Així dones, 

't 

t 
W V 

a 0 
t 1 

- u ' b 0 t 
- V 

0 -a 
t 

- W > 0 -b 0 

w u A 0 V B 

O 

t 
-w V 

-(Bw-bw) (av-bu-Bu+Av) 

(-av+bu + Bu-Av ) 

'̂ (Bw-bw) 

(A,B) 

e h, 
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D'aqui que Bw-bw=0. Aixó és Bw=bw. Pero B és antisimé­

t r i c a i w és un vector e s p a c i a l . Tenim dones que o bé 

w=0 ó b=0 i Bw=0. Si es v e r i f i c a w=0 ja hem acabat. 

Si es v e r i f i c a b=0 i Bw=0 per a qualsevol heh, també 

s'ha de v e r i f i c a r w^v=0,ja que en cas contrari 

( A ,h)?íh. En c o n s e q u é n c i a , 

b 0 t 1 
- V "0 ' ' 0 • 

0 -b 0 0 = 0 

0 V B w . 0 . 

i M no seria gairebé i r r e d u i b l e localment, ja que e l 

camp (0,0,w) és invariant per G° i (0,0,w) és e s p a c i a l . 

S'ha de v e r i f i c a r dones w=0. 

q . e . d . 

Proposició 14. 

Sigui M una varietat de Lorentz gairebé i r r e d u i b l e l o ­

calment amb álgebra d'holonomia h. Anomenem Do la di s ­

tribució p a r a l . l e l a que sabem que existeix perqué M és 

gairebé i r r e d u i b l e localment, i suposem h (Do)=0. La pro_ 

posició III.12 ens garanteix l'existéncia l o c a l d'un 

camp paral.leí VQ en la direcció D o . 

Si X és un camp de K i l l i n g , son equivalents: 

i ) A ^ V Q ^ O 

i i ) gCV^jX) és constant 

d e m o s t r a c i ó . 

Observem que g r a d ( g ( , X ) ) =A ^ V Q . Efectivament Zg (VQ,X)= 

q . e . d . 

Proposició 15. 

Essent M , h, D o , V^, X, com en la proposició a n t e r i o r , 

s i gCX.V^) és constant i diferent de zero, aleshores 

existeix un camp global V, en la direcció D o , paral.leí 

i , naturalment, de norma zero. 
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d e m o s t r a c i ó . 

Prenem V t a l que RV=Do i g ( V , X ) = l . Si pcM, com abans, 

com que h (Do) = 0 podem suposár que és un camp local paral 

l e í , en l a direcció Do i d e f i n i t en un entorn de p. Per 

hipótesi g ( X , V Q ) = k . D'altra banda V=fVQ en l'entorn de 

p perqué tant V com VQ generen D o . 

Així dones, 

l=g(V ,X)=g(fVQ ,X)=fg(VQ ,X)=f.k i f és constant. 

En consequéncia e l camp V é s p a r a l . l e í . 

q.e.d. 

Proposició 1 6 . 

Si M és una varietat de Lorentz compacta gairebé i r r e ­

duible localment amb álgebra d'holonomia h. Si VQ és un 

camp global p a r a l . l e í , de norma zero, en la direcció de 

la distribució D o , i X és un camp de K i l l i n g , es v e r i f i 

ca A ^ V Q ^ O . 

d e m o s t r a c i ó . 

Ja hem v i s t en la demostració de l a prop. 1 4 que 

grad g ( V Q , X ) = Á ^ V Q . Del teorema 1 3 , A^VQ=aVQ. A mes a és 

constant. Efectivament: 

RxY(Vo) = (VYA^)VQ=(VYAx)VQ + A^(VYVQ) = VY(A^VQ)=^Y(aVQ) = 

= (Ya)VQ+a7YVQ i ^xY^^O^"*^ perqué V Q és p a r a l . l e í . 

A mes, s i V Q , V J ^ , . . . , V ^ designa una base on l a métrica 

s ' e s c r i g u i , 

0 1 0 ' 

1 0 0 

O O Id 

es v e r i f i c a a=Vjg(VQ ,X). 

Efectivament , cora que grad(g (X , V Q ) )=aVQ , Vj^g( VQ , X ) = 

=8(Vi.aVQ)=a. 

De la compacitat de M, g(VQ ,X) aconsegueix un máxim (mí^ 

nim) i en e l l a = V ̂  g ( VQ , X ) = 0 . Així dones, AJ^VQ = 0 . 

q.e.d. 
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C o r o l . l a r i 17. 

En les hipótesis de l'enunciat a n t e r i o r , s i X és un camp 

de K i l l i n g , XpEDojp per algún p de M implica XeDo\ 

demo s t r a c i ó • 

La prop. anterior mostra g(,X)=constant i D t= V Q . 

q . e . d . 

Corol.lar i 18. 

En les mateixes hipótesis ( X , V Q ) = 0 , ja que, 

Ax^o=4V^x^o=o i Vo=o-
q . e . d . 

Exemple 1 9 , que mostra l a necessitat de l a compacitat en 

la prop. 16. 

Fem abans un petit c á l c u l : 
3 3 

Considerara V ^ = ~ T ; — p a r a l . l e í , V , = — — , ¥„,..,¥ una refe-
0 3ao 1 3ai 2' ' n 

réncia on l a métrica s'escrigui mitjan^ant l a matriu, 

0 1 O 

1 O O 

O O Id 

Suposem també que ( V ^ , V ^ ) = 0 i i = 2, . . . , n. 

Pretenem trobar condicions per t a l que X=: E ^'^^^ s i g u i 

de K i l l i n g en una varietat gairebé i r r e d u i b l e localment. 

El teorema 13 estableix que -tindrá per matriu: 

a 

( 4 . 0 ) 

,n-l 

O - \ 

O 

O 

-a O 

A 

on aeR, veR , Aeo(n-l). 

Es v e r i f i c a : 

( 4 . 1 ) A , V Q = - V ^ ^ X = - ( V Q X Í ) V . - X % , J . = - ( V Q X S V , . 

(4.2) A x V ^ = - V y ^ X = - ( ( V j x i ) V . + x ^ ? y ^ V . ) = - ( V ^ x ^ x J r ^ J ) V . ^ 

on V,, V .=:r, ̂ v.. 
J Ij 1 
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(4.3) A^V^=-?^ X=-((V^x^)V.+x^yy V.)=-(VjX^+x''rj¿)V. , 

on v_, V, = r.,^v.. ^ 

Vj k jk 1 

Comparant amb l a matriu s'hauria de v e r i f i c a r : 

(4.4) - V Q X ^ = a ; VQX"'"=0, on i , . . . , n 

(4.5) V^x°+xJr^°=0; _(a^xl+xJr^^)=-a; 

-(V^x^ + x-̂  j ) = (V^x°+x'^r^°) , on i = 2,...,n 

(4.6) Vjxl+x''r_.l=0; -(V^.xSx''r.j) = (V.xJ + x''r.¿), 

on i,j=2,...,n. 

D'aqui es conclou que: 

x°=-aag+F(aj , . • . .â )̂ 

x^=aa^+K, on K=ctt. 

x =x ( a-ĵ  , , . . . , ) , on i = 2,...,n. 

Concretem ara les observacions anteriors en un .cas t r i ­

dimensional . 
3 9 

Prenem a_ , a a un sistema de coordenades de R ; 3.=~—, 

i=0,l,2. Definira en aquest sistema una métrica g raitjan-

gant la matriu, 
1 

O 

O 0 

1 u g 

O g 

on g i h son funcions de , i h?̂ 0 arreu. 

Si definim V Q = 3 Q , ^^^=9^^, V 2 = h (-g 9 Q + 8 2 ) , es v e r i f i c a : 

fv V 1=0- fV V 1=0- ÍV V 1=-^V --^V 

Operant s'obté: 

' o O O 

7 V = O • vv = O O O 
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i R 
^ 1 2 

0 
n n 

V V 2 0 0 0 

0 0 0 

r h h 
Així dones, VQ és paral.leí i 1'álgebra d'holonomia té 

dimensió <1 . S i R^ y V^¡¿0 , 1' álgebra d ' holonomia tindrá 

dim. 1 , Vindrá generada p e r , 

0 0 -1 

0 0 0 

0 1 0 

en l a base de l e s V's 

S i V = x 

' 0 0 ~ 1 ' 
f 0 1 

X 
2 ̂  

- X 

0 0 0 1 
X 0 i 

0 1 0 
2 

X x l 

' 0 0 -1 

0 0 0 

0 1 0 

r 2 ^ í 1 1 
- X - X 

0 0 
1 

X 0 

Observem que l ' e s p a i g e n e r a t per V i l e s seves imatges 
1 

té dim. 3, l l e v a t x =0.En aquest c a s , o bé té dim. 2 

)) 
2 

2 0 2 
(x 5¿0) i e l s u b e s p a i i n v a r i a n t que determinen (x ,0,x ) 

i ( -X , 0 , 0 ) és d e g e n e r a t , o bé té dim. 1 i e l s u b e s p a i 

i n v a r i a n t que d e t e r m i n e n també és d e g e n e r a t . 

Així dones l a v a r i e t a t que obtinguem será gairebé i r r e ­

d u i b l e e s t r i c t a m e n t . 

Pretenem.que e x i s t e i x i u n camp de k i l l i n g X t a l que 

A^VQ5¿0 ( v i d ( 4 . 0 ) ) . 

S'haurá de v e r i f i c a r : 

(4.5) ' 3 ^F-x^~^=0; 

3 x2 3 h 
(4.6) ' __2_+x'-i~-=0 

-(3jX^+x 
1 3 l S , 32 

)=-
2h^ 

Aixó é s , 

-43-



2 3i S 
(4.7) a^F-x^-^=0. 

(4.8) -O v ^ ( a a , + K ) Í l Í ) = A ! : - x 2 A Ü . 
1 1 h h h 

(4.9) a2X^+(aa^+K)3^h=0 

2 

Ens interessem per una possible solució amb x =0. 

S'haurien 4e v e r i f i c a r , 
(4.7)' 3^F=0 

(4.8) » -(aa,+K)- ̂  

(4.9) ' (aa^ + K) 9^h=0, i d'aquí 3j^h=0. 

Una solució d'aquestes equacions é s : 

F=G(a2), g=-||-Ln<aa^+K), h=l. 

3 
En r esum, s i en el semiespai de R d e f i n i t per aoc ̂  + K>0 

hi definim la m é t r i c a , 

'o 1 O 

1 O g 

^0 g 1 

es v e r i f i c a : 

. El camp —2— és p a r a l . l e í . L'álgebra d'holonomia té ái_ 
3a 
O 

mensió menor o igual a 1, pero Ry y 5̂ 0; per tant dim h=l. 
2 

De la proposició (1.5) , aquesta varietat és gairebé 

i r r e d u i b l e (localment). El camp X = ( - a x ° + G ) V Q + ( a x ) V ^ 

és un camp de K i l l i n g i ky^¡Q = aVQ^O s i aj^O. 
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C A P Í T O L I V 

Crups d'holonomia r e s t r i n g i t s de varietats 

de dimensió baixa gairebé i r r e d u i b l e s localment. 

Si X és un camp de K i l l i n g sobre una varietat de Lorentz 

M gairebé i r r e d u i b l e localment, direm que X és holónom 

quan l'operador A^ pertany a l'álgebra d'holonomia de M. 

En aquest capítol estudiarem e l carácter holónom o no ho_ 

lónom deis camps de k i l l i n g d e f i n i t s en varietats de Lô  

rentz gairebé i r r e d u i b l e s localment. Hom es pot preguntar el 

perqué de l'estudi d'aquesta questió en aquest tipus de va_ 

r i e t a t s . Dones b é , B . Kostant proposá un estudi com 

aquest per a varietats riemannianes compactes. El resul_ 

tat que demostrá fou que tot camp de k i l l i n g en una va­

r i e t a t riemanniana compacta és holónom (K.). La pregun­

ta seguent, ben natural, per c e r t , pot ser: e l result a t 

de Kostant és degut a l fet que l a métrica és riemannia­

na, o és s u f i c i e n t que s i g u i una 2-forma no degenerada?. 

En concret, aquell resultat val per a varietats de Lo­

rentz?. 

Abans de res estudiem els casos mes s e n z i l l s . Si M és 

una varietat de Lorentz, irreduible no localment simétrica de (B.l) 

l'álgebra d'holonomia de M és po(n+l,l); de la prop. 

I I . 4 . 2 , tot camp de K i l l i n g és h o l ó n o m . En aquest cas, 

el carácter compacta de M és supe r f l u . 

Un a l t r e g r a o , seguint en ordre de d i f i c u l t a t , son les 

varietats gairebé i r r e d u i b l e s localment. Fem~ne, dones, 

l ' e s t u d i . 

IV. 1 Cas en el qual dim M=2. 

Proposició 1. Si M és una s u p e r f i c i e de Lorentz compac­

t a , M és difeomorfa a un Torus o a una ampolla de K l e i n . 
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d e m o s t r a c i ó . 

M adraet un recobriment M que és una superficie de Lo­

rentz orientable temporalment,(que pot ser e l l a matei-

xa o un revestiment de dues fulles); aixó é s , existeix un 

camp global de norma negativa. Una supe r f i c i e així ha 

de teñir característica d'Euler zero. 

Com que e 1 nombre de f u l l e s del recobriment és<2 , s ' ob̂  

té X(M)=0. 

I d'aquí e l r e s u l t a t . 
q.e.d. 

Proposició 2. Si M és una supe r f i c i e de Lorentz, M és 

gairebé i r r e d u i b l e localment o bé M és plana. 

d e m o s t r a c i ó . 

Remarca. El grup d'holonomia r e s t r i n g i t G ° és format 

per isometries de T M que conserven l'orientació i 

l'orientació temporal (vid : B.O'Neil, pp237/238) . 

SiTeG° i VQ , V ̂ eTpM satisfan que l a métrica s'expressa , 

en l a base VQ , V , mitjangant l a matriu, 

O 1 

. 1 O , 

es v e r i f i c a : 

T(VQ)=aVQ+bVj 

T(V^)=cVQ+dV^ 

També g ( T(VQ),T(VQ))=0; d'aquí que 0= g(aVg + bV^,aVQ+bV^ = 

= 2ab; l=g(T(VQ) , T ( V p ) = ad + bc i 0=g ( T( V ^ ) , t( V ̂  ) = 2cd . 

Així dones: 

( i ) a=0, d=0 i bc=l, ó bé 

(ii ) b=0 i c=0 i ad=l. 

Si es v e r i f i q u e s ( i ) , 

. T ( V - ) A T ( V , )=bV,AÍ_V_ = V ,A V _ = - V , A V , . T canvia l'orientació. 
U i i j j U l U U i 

Per tant, s'ha de v e r i f i c a r ( i i ) i tant VQ com V ̂  son 
direccions invariants per G° 
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Si a = l per a tot T , M és plana. Si (3a^l) e l s camps V Q , 

V, son invariants per G° i no hi ha subvarietats no de-
1 p 

generades invariants per G° , Si n'hi haguessln M seria 

plana i a=l, 
q . e . d . 

Teorema 3. Si M és una supe r f i c i e de Lorentz compacta, 

aleshores, tot camp de K i l l i n g és ho l ó n o m . 

d e m o s t r a c i ó . 

dim h <1. 
P 

Si dim h =1, h coincideix amb els endomorfismes a n t i s i 
p ' p 

métrics de T M. 
P 

A^eh^ per ( I I . 4 . 2 ) 

P 

X p ^ 
Si dim h =0, M és plana. En aquest cas, 

div A^X=tra9a(v .V^(A^X)): 

= tra?a(ve-^ (V A^) X) + t ra^a ( v i — A ^ (V X)) = 
V A A V 

=-tra9a( vt- • R^^X)-tra9a(vi »-A^oA^(v) ) = 

=0-tra?aA^oAj^. 

Integrant sobre M s'obté tra9a(A^oA^^)=0. Pero la forma 

de C a r t a n - K i l l i n g és definida positiva (*) en su p e r f i ­

cies de Lorentz. A i x i dones, Ay=0 i X és holónom. 
^ q.e.d 

(*) Efectivament , s i prenem una base , V de manera que 

la métrica g s'expressi en aquesta base mitjangant l a 

matriu, 

0 1 

1 O 

una matriu antisimétrica és de la forma, 

a O 

O -a 

Es v e r i f i c a , 

= 2a' 
a 0 a 0 'a2 0 ' 

traga 
0 -a 

o 
0 -a 

= traga 
0 a^ 
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C o r o l . l a r i 4. Si M ésuna s u p e r f i c i e de Lorentz, compacta 

i plana, aleshores, tot camp de K i l l i n g és p a r a l . l e l . 

q . e . d . 

IV.2 Cas en e l qual dimensió de M^S. 

Del capítol I I I , l'álgebra d'holonomia d'una varietat 

de Lorentz gairebé i r r e d u i b l e localment, de dim 3 és una 

subálgebra de RxR (Corol. III . 8 ) . En a l t r e s paraules, s i 

peM i VQ ,V^ ,V ^ e T p M son t a i s que g s'expressi en l a base 

^0'^1'^2 ""i^J^^í^^t l a matriu, 

0 1 0 

1 O O 

O 0-1 

els elementa de l'álgebra d'holonomia h s'expressen en 

la mateixa base, mitjangant matrius de l a forma 

a O -c 

O -a O 

O c O 

Així dones, dim h<2. Prenem X, camp de K i l l i n g en M. 

Si dim h=2, h coincideix amb tot RxR; cora que A^eRxR 

(Th. III.13) A^eh. 

Si dim h=l , considerem T el r a d i c a l de la forma de Car_ 

t a n - K i l l i n g definida sobre l'álgebra d'holonomia. Diem 

r = dim r. Distingirem dos casos: 

a) =̂0 

Si r = 0, $ j ̂  (forma de Cart a n - K i l l i n g ) és no degenera, 

da. Del teorema II.9 podem descomposar A^ = h + B on heh i . 

BehJ- i traga (B,B)=0. 

B s'expressará dones mitjangant una matriu, 

• O O -b • 

0 0 0 

O b O 
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Un generador de h és de l a forma. 

r 1 0 0 ' • 0 0 -1 

X 0 -1 0 +u 0 0 0 

0 0 0 . 0 1 0 

y^O, car l'álgebra d'holonomia no pot deixar invariant 

<VQ,VJ^>-^; i X5¿0, car r = 0. 

Prenent '^Q»^]^»'^2 ^"^^^^ats, podem suposar que un genera­

dor de h és la matriu, 

1 O -1 

0 - 1 0 

.0 1 o, 

En aquest cas M no és gairebé i r r e d u i b l e localment. El 

subespai generat per V ^ + V ^ és invariant per i en cori 

sequéncia per G ° . Tanmateix, com que (A^,h)ch (prop. II.8) 

s'ha de v e r i f i c a r : 

e h 

1 0 -1 0 0 -b 0 0 -b 

0 -1 0 > 0 0 0 = 0 0 0 

0 1 0 0 
• 

b 0 0 b 0 

i d'aquí h=0 i AyEh. 

b) r=l i M compacta i global i p a r a l . l e í . 

En aquest cas, prenent V2 adequat, h ve generada per 

0 0-1 

0 0 0 

O 1 O 

Així dones, hp (VQ)=0. Ara l a prop. III.16 ens estableix 

A^eh. 

dim h=0 no es pot donar perqué suposem M gairebé i r r e ­

duible localment i qualsevol camp no nul s e r i a , en aquest 

cas, invariant per G ° . 
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En resum: 

Teorema 5. Si M és una varietat de Lorentz gairebé irre^ 

duible localment, de dim 3 i s i X és un camp de K i l l i n g 

sobre M , es v e r i f i c a : 

a) dim h = 2 , X és holónom 

b) dim h=l i r=0, X és holónom 

c) Dim h=l, r = l , i M compacta i camp global paral, 

leí de norma zer o , X és h o l ó n o m . (Vid exemple III. 19) . 

d) dim h^O, en qualsevol cas. 

IV . 3 Cas en qual dim M=4. 

Sigui M una varietat gairebé i r r e d u i b l e localment que 

podem suposar orientable temporalment. En cas c o n t r a r i , 

consideraríem un recobriment (2:1) adequat. Sigui V Q e l 

camp construxt en l a p á g . 30. 

Es poden d i s t i n g i r dos casos, 

a) h(VQ)5¿0 

" b) h(VQ)=0 

a) i ) Si dim h = l . 

Triant un generador adequat h de h , podem suposar 

h(VQ)=VQ. (3.1) 

Suposem V^ com e l de l a p á g . 30. Aixó és g ( , V ^ ) = 1 ; 

g(V^ )=0. Aleshores, h(V^)+V^ és ortogonal a RV^sRV^. 

(3.2) 

Efectivament, g ( , h ( V ^ + V ^ = g ( , h ( V ^ ) ) + g ( , V ^ = 

=-8(h(VQ) ,Vp + g(VQ,V^)=0 (de 3.1). A mes, h ( V p + V^ veri 

f i c a g(h(Vp+Vj,h(Vj)+Vp>0. g(h(V^)+V^,h(Vp+VpsO 

perqué h(V^)+Vj^ és ortogonal (3,2) a un espai h i p e r b ó -

l i c en una varietat de Lorentz M. El producte és estric_ 

•taraent p o s i t i u p e r q u é , en cas contrari , h( )e {V^ , V i 

el subespai R V Q © R V J ^ seria invariant per h contra la h i ­

pótesi de ser gairebé i r r e d u i b l e localment. 
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Prenem V2' i t a l que és 
8(h(V^)+V^,h(V^)+V^)^/2 

u n i t a r i i ortogonal a ^ 0 * ^ 1 * ^ 2 * ^ " base V Q . V ^ . V ^ . V ^ 

h s'expressa mlíjan^ant l a matriu, 

1 0 -a 0 

0 - 1 0 0 

0 a 0 -c 

0 0 c 0 

on ,a=g(h(vp+Vj,h(V^) + V ^ ) V 2 ^ 

Finalment Y = ( a z , — ( c +l)z/^.z,-cz), és invariant per h 

Efectivament, 

1 O -a O 

0 - 1 0 0 

O a O -c 

O O c O 

az /2 
- ( c 2 + l ) z / . 

z 

-cz 

-az/2 

(c2 + l ) z / ^ 

-z 

cz 

Tanmateix g(Y,Y ) =0 . Pero g( ,Y)=-*^-^~tL)z^o. Així dones, 
a 

el subespai R V Q ® R Y és invariant per h i no degenerat; és 

per tant, també invariant per G°i no degenerat, contra 

la hipótesi de ser M gairebé i r r e d u i b l e localment. 

Tenim, dones , que s i h ( V Q ) ^ 0 , d im h ^ l . 

O b s e r v a c i ó . 

La proposició III . 7 estableix que 1'álgebra d'holonomia 

és una subálgebra de RxR x o ( 2 ) . Una base de RxR xo(2) és 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 - 1 

0 0 1 0 

^3 = 

1 0 0 0 

0 „ 1 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 - 1 0 

0 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 0 

o o 0 - 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 1 0 0 
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on les matrius s ' han pres en una base » » ̂ 2 ' ̂ 3 ' 

sent V Q i V ^ els de l a página 30 i V2 i V ^ t a i s que, 
en aquesta base l a matriu de g é s , 

Es v e r i f i c a . 

1 ' 3 3 

1 ' 4 4 

0 

1 

O 

o 

1 

o 
o 
o 

o 
0 

1 

o 

o 
o 
0 

1 

2' 4 3 

(3.3) 

^ r ^ l ^ ^ 2 ^ 2 + ̂ 3 ^ 3 ^ ^ ^ 4 
h2 = b2^2 + b3^3+b^^^ 

i i ) Si dim h = 2 

Siguin h j i h2: Rh^+Rh2=h, Com que h(VQ)?^0, podem supo­

sar a mes, 

(3.4) 

(3.5) 

De (3.3) es v e r i f i c a : 

(h^ ,h2)=(b3-a2b^.+a^b2)^3+(b^+a2b2-a3b2)^^. (3.6) 

Com que h és una á l g e b r a , hauria de ser, 

(h^ ,h2 )=ot^h^ + a2h2 (3.7) 

De (3.6) i (3.7) s'ha de v e r i f i c a r a^=0, i 

I r . Cas. (3.8) (h^,h2)=0, o 

2n. Cas. (3.9) b2=0 i b3-a2b^=Ab3 i b^+a2b3=Xb^. 

En e l I r . cas, de (3.8), 

>3~^2^4"^^4^2"° 
b^+a2b3-a3b2=0 , consequentment 

(3.10) b3=a2b^-a^b2 

b,+a ? b , - a « a / b T - a „ b „ = 0 i b,= 
4 2 4 2 4 2 3 2 4 

(a2a4+a3)b2 

1+ao 
(3.11) 

Cora que b2?^0, podem suposar b2 = l • 

En e l primer cas, dones, l'álgebra d'holonomia h és gene^ 
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rada per, 

1+aé l4a2 

Observem que en aquest cas l a forma de C a r t a n - K i l l i n g 

és no degenerada en h . 

En e l segon c a s , de (3.9), 

(3.12) -a2b^=(X-l)b3 

(3.13) a 2 b 3 = ( X - l ) b ^ 

M u l t i p l i c a n t (3.12)x(3.13) o b t e n i m , 

(3.14) -a2b3b^=(X-l)2b3b^. 

De (3.9) b2=0, de (3.12,13 i 14) i de s e r dim h=2, s'ha 

de v e r i f i c a r 32=0 i A = l . (3.15) 

Podem s u p o s a r , per t a n t , que l'álgebra d'holonomia és 

generada p e r , 
2 2 

í|^^+a3 ili3 + a^ip^ i ^ 3 ^3''"^4 ^4 ^ 3 + ̂ 4 = ! " 

Observem que en aquest cas e l r a d i c a l de l a forma de 

C a r t a n - K i l l i n g r e s t r i n g i d a a h té dim 1. 

S i X d e s i g n a un camp de K i l l i n g , en e l p r i m e r c a s , peí 

t e o r . I I . 9 , es v e r i f i c a A^=h+B amb heh i B t a l que 

t r a g a ( B o B ) = t r a g a ( B Q h ^ = t r a g a ( B o h 2 ) = 0 . Així dones, B 

s'expréssa m a t r i c i a l m e n t p e r , 

O - d ^ -dg 

O -d. 

O d. 

O d. 

O 

O 

d. 

O 

-d 

O 
1 

Ara b é , de ser t r aga (B o h ) = 2d ^ (1-a2) i t r aga (B o h 2) =-2d 

deduim d^=0 (3.16). 

D ' a l t r a banda, (B,h^)ch ( p r o p . I I . 8 ) . Pero 

(B,hj^)=(-d2+a2d3)ii)3 + (-d3-a2d2)^4. D'aquí que -d2 + a2d3=0 

i -d3-a2d2=0. Aixó és (3.17) d2=a2d3 i ~d3=a2d2. Aixó 
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comporta d2(l+a2)=0, que només es v e r i f i c a s i (3.18) 

d2=0. De (3.17,18) d^=0 (3.19). A i x i dones, B=0 (3.16, 

18,19) i A^eh. 

En e l segon cas, fent un canvi de ref e r e n c i a , prenent 

1 (a^V^+a^V^), 1 (a,V.-a.V.) podem V V 
O' 1 ' 

, 2, 2.V2 
(a3+a^) 

4'2 ''S 3-

escriure , 

O 1 O -a 

0 - 1 0 0 

O a O O 

0 0 0 0 

•̂2 = 

O O -b -c 

0 0 0 0 

O b O O 

O c O O 

(3.20). essent a=(a^+a^) '2 i b +c =1 

Podem escriure k^=x-^ii)^+X2^2'^'^3^u i abans pe. 

ró en la nova base). 

De la (prop. I I . 8 ) , 

(A^,h-|^)Gh i ( A ^ , h 2 ) £ h . 

Pero, 

(3.21) ( A^ , h^] =(x^a-X2 ) lî g + í X2a-x^) ip̂  , i 

(3.22) (A^,h2)=(x^b-X2c)4^3+(x^c + X2b.'^4 

Aleshores ha de passar, 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

x^a-X2=Ab 

X2a-x^=Ac 

x^b-X2C=ub , 

x,c+x b=Uc, fent (3 . 25) . b +(3 . 26).c s'bté 
.2.2, ..,^2, 2 

(3.27) x^(b"+c")=u(b^+c') 

i de (3.20) Xj=ii. 

I de (3.25) i (3.26) X 2 = 0 (3.28) 

Hem obtingut, 

A ^ = x 4J+ x3 lÍJj + x^ip^ = x ̂ h^ - Xh2 

(3.23) i (3.24) 

En concret A^^eh. 
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i i i ) Si dim h=3 

Considerem h ^ +a^+a^\\)^ + a , 2̂'̂ '̂ 2̂ 2'*"̂ 3̂ 1 "̂ 4̂̂ 4 ' 

i h2==C24'2+C2^2+c^i|i^ generadors de h . Podem suposar ^ 2 = 0 

perqué s i b2J^0, podem suposar b2=l i ^3'=^3~^2^2' '̂̂  

b2=0 canviem els papers de h 2 i h^. 

Aleshores, 

{h2,h^ ~h2C'^^¿^~b2^¿i.^j^^' tant, 

(3.29) b „ = 0 , o 

(3.30) ~c¿^^l¡^+c^rü^=-^(c^^^ + c^yl)¿^) , i d'aquí 

(3.31) 0^ = ̂  2 ? ''4~~'~Z~' qual comporta, 

(3.32) c^ = —-^c^. Absurd l l e v a t que 0^=0 i c^=0. 

Ha de ser, per tant, (3.29) b2=0. Com que h 2 i h^ son 

linealment independents i generen <^2,4'¿^>, podem t r i a r 

una base de h de l a forma, 

^ = ̂ 1+^2^2' ^̂2 = ̂ 3 ^ S=^4' 

Es distingeixen dos casos: 

I r . Cas. a 2 = l • En aquest cas el r a d i c a l de la forma de 

Cartan-Killing restringida a l'álgebra d'holonomia, coijn 

cideix amb l'álgebra d'holonomia. 

2n. Cas. ^2^^ ' dimensió del r a d i c a l en qiiestió és 2 

i l a de l'álgebra 3. 

Mostrarem en el present capítol un exemple de varie­

tat compacta d'aquest t i p u s , amb un camp de K i l l i n g X 

no h o l ó n o m . 

iv) Si d im h = 4. 

De la (prop. I I I . 7 ) , h=RxR^xo(2), i del ( L e o . I I I . 1 3 ) , 

tot camp de K i l l i n g és h o l ó n o m . 

En resum. 
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Teorema 6. S i M és una v a r i e t a t de L o r e n t z gairebé ir r _ e 

d u i b l e l o c a l m e n t , de dim 4, i s i VQ és un camp de norma 

z e r o , de manera que, l a direcció és p a r a l . l e l a i s'ob_ 

té t a l com hem i n d i c a t en l a p á g . 30. S i h ( V Q ) Í ¿ 0 es v e r i , 

f i c a , 

i ) 2 s d i m s h < 4 

i i ) S i X és un camp de K i l l i n g i dim hj^S, A^eh. 

Per a l cas de dim 3, v i d exemple 8 de l a 

p á g . 5 9 . 

q . e . d . 

Recordem que de l a p á g . 5 0 quedava per e s t u d i a r 1 ' a p a r -

t a t b ) . 

Ens l i m i t a r e m a e s t u d i a r un s u b a p a r t a t en e l q u a l supo-

sarem també 1'e x i s t é n c i a d'un camp g l o b a l p a r a l . l e l en 

l a direcció V _ . 

De l a ( p r o p . 1 1 1 . 1 2 ) h és una subálgebra de R x o ( 2 ) . 

Aixó é s , en una r e f e r e n c i a com en l a u t i l i t z a d a en ( a ) , 

1' álgebra , d ' holonomia és una subálgebra de R4'2®R^3®R^4 • 

S i r d e s i g n a l a dimensió d e l r a d i c a l de l a forma de Car_ 

t a n - K i l l i n g , es v e r i f i c a 0 s r s 2 . 

D i s t i n g i r e m d i f e r e n t s c a sos en funció de r . 

1) r=0. 

En aquest c a s , dim h=l i h és generada per un element de 

l a forma, 

0 0 
- h 

-b2 

0 0 0 0 

0 
h 

0 ~h 

0 b 0 
2 2 

b + b „ b2 b 
Fent un canvi de r e f e r e n c i a , V ¿ = V Q ; ¥*=-• " 2 0 " ^ ^ 1 - ^ 2 — ^ 

^ 2 = f V ^ 2 ^ 3 b 
• ^ Q + V ^ , e l generador de h s ' e x p r é s s a , 



0 0 0 0 

0 0 0 0 

o o o -b 
O O b O 

Fet que ens mostra que h deixa invariant e l subespai gê  

nerat per ^Q'^[, n° degenerat. La v a r i e t a t , dones, no és 

gairebé i r r e d u i b l e localment. 

Remarca. Tanmateix, s i X és un camp de K i l l i n g , i l a va_ 

.16, s ' exprés-r i e t a t és compacta. A^eh. De III .13 i 

sa mitjangant una matriu de la forma, 

0 0 -e 
1 -^2 

0 0 0 0 

0 
1̂ 

0 -d 

0 
^2 

d 0 

i de la prop. I I . 8 

Operant, 

(A^,h]eh 

( A x . h ) = 

O 

O 

O 

O 

0 
-^1 -^2 

0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

1̂ 
0 -d 0 0 0 -b 

^2 
d 0 0 0 b 0 

0 0 
~^^2 

be^ • 

0 0 0 0 

0 be2 0 0 . 
> 

0 -bej 0 0 

que hauria de pertányer a h. Així dones, b ( , ) = O , O ) 

Aixó és 6 2 = 6̂ =̂0 i A^eh. 
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2) r = l . 

i ) dim h = l . 

S i i) és un generador de h , prenent com a r e f e r e n c i a 

V Q , V J , t}>(Vj)> ^3 de manera que s i g u i u n i t a r i i o r t o ­

g o n a l a i s a l t r e s , l a m a t r i u de ^ é s , 

O 

O 

O 

o 

o -1 

0 o 

1 o 

o o 

o 
o 

o 

o 

La q u a l cosa mostra que és i n v a r i a n t per h i com que 

és un v e c t o r e s p a c i a l , e l s u b e s p a i que genera és no de-

g e n e r a t . D'aqui que l a v a r i e t a t no s i g u i gairebé i r r e ­

d u i b l e l o c a l m e n t . 

i i ) dim h=2 

Aquest f e t no és p o s s i b l e . Suposem h ̂ ,h2 generadors de 

h . d e l r a d i c a l , a l e s h o r e s , 

O 

O 

O 

o 

o 

o 

a. 

•a 1 

O 

o 

o 

- a , 

O 

O 

o 

D ' a l t r a banda t r a ? a ( h2oh2 )=b ¡¿0, per t a l que r = i , 

0 0 ba2 

0 0 0 0 

0 0 0 

0 f! 0 

(h^,h2) = 

com que ( a j , a 2 ) i (-32,3^^) son l i n e a l m e n t i n d e p e n d e n t s , 

també ho son h^,h2 i [hj^,h2) c o n t r a l a hipótesi dim h = 2 
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3) r = 2. 

i ) dim h = 3. 
2 

S i M és cotnpac ta , h=R xo(2) (prop. I I I . 12) , i s i X és un 

camp de K i l l i n g , A^eh (III.13 i III . 16). 

i i ) dim h=2. 

En aquest cas, l'álgebra d'holonomia ve generada per 

i 

Mes endavant veurem un exemple d'una varietat compacta 

de Lorentz, amb dim h=r=2 i amb un camp de K i l l i n g glo­

bal no holónom ( A ^ ¿ h ) , 

En resum: 

Teorema 7. Si M és una varietat de Lorentz gairebé irre_ 

duible localment, de dira 4 i s i V Q és e l camp de l a p á g . 

3 0 i s i h ( V Q ) = 0 per qualsevol heh, aleshores respecte 

de h tenim. 

i ) dim h=3 i r=2, o b é , dim h=2 i r=2. 

i i ) S i X és un camp de K i l l i n g i M és compacta 

i dim h=3, aleshores A eh. 
x 

q . e . d . 

Exemple 8. 
» 1 2 

Considerem l a circumferéncia S submergida en el pía R 

Designem per U^ = S^-{(1 , O)} ; U2 = S^-{(-1,O)} . 

Uj2 = H x , y ) e S ^ y > 0 } ; < ̂  ' y ^ : y<0} . Ob servem que 

^1^^2 ^® dues components connexes, Uj2 i ̂ 12' 

Definim M, e l f i b r a t sobre S^ determinat per, 

1. Els U. i=l,2 son oberts t r i v i a l i t z a n t s . 
A 1 1 1 

2. La f i b r a és S xS xS '• • 
3. S i a^,a^,a„ designen coordenadas angulars 

1 1 1 

habituáis sobre S xS xS , les funcions de 

t r a n s i d o venen donades peí diagrama. 
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3^xS^xS^xU^ ̂  S^xS^xS^x(Uj2^Uj~) — ^ S^xS^xS^x(U^JuU—S^xS^xS^xU2 

\ 

( a ^ + a 2 , a ^ , « 2 . 2 ) 

/ 

Aixó é s , 

Aut(S^xS^xS^) 

: Ŝ xŜ xS"*-- S^xS^xS^ 

z»-

( a o , a ^ , a 2 ) ^ 

^ ^ z : S^xS^xS^— 

•(a^-a2,a^,a2), s i zeU^2 

—^S^xS^xS^ 

(aQ,aj,a2> •(aQ+a2,aj , ^ 2 ) , s i zeU^2 

Si TT designa l a projecció Tr:M—->S , considerem TT ̂ (U ^ ) amb 
les coordenadas 0^,0^,a2 ja esmentades i t^'-ÍO,!) 1 • 

En l a base 3 ^ = ^ i=0,...,2, 0;=^^^ ^3' ^ e2^it3 

definim sobre TT'̂ Ĉ U^̂  ) una métrica mitjangant la matriu, 

0 1 0 0 

1 

o 

o 

h 

2t, 

0 

2t, 

1 

O 

O 

0 

1 

e s s e n t h una funció r e a l d i f e r e n c i a b l e que depén de a^p.^ 

i t 3 * 
La métrica així definida és de Lorentz. 

Efectivament, en la base 

—^^0"*"^ 1'~2~" ̂ 0"*"̂  1 ' ~̂ 3̂̂ 0'*'̂ 2 ' ̂ 3 ''•̂  métrica anterior té 
per matriu, 

-1 

O 

O 

O 

0 

1 

O 

O 

O 

0 

1 

O 

O 

O 

0 

1 
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Sobre ifKU^), obert de M, hi considerarem un sistema de 

coordenados a^.a^.a^.t^, on aQ,aj^,a2 s o n , com abans, 

coordenados angulars sobre Ŝ xS''"xS'''i t^rCO,!) >-\J2 

t ' . 
27Ti(t!+l/2) 

e i 

Si SQ , 3 | , 8 2 , 3 ^ . designen les parcials respecte de 

, a| definim en aquesta base una métrica aiT~HU2) 

mitjangant l a matriu, 

0 

1 

O 

O 

1 

h' 

2 t ' 

O 

0 

2 t ' 

1 

O 

O 

O 

0 

1 

essent h' una funció real que depén de °'Q »̂ '2 • ̂ 3 • En 

la intersecció deis oberts de coordenados e s , v e r i f i c a , 

S^xS^xS^xU 
12 

(S'xS'xSNU^p u (S^xS^xS^xU^') 

(x,y,z,t) 

S^xS^xS^xU 

(«O ' " 1 ' " 2 ' ^ 

1 

2lTÍt 
3) 

S^xS^xS^xU, 

De la definició del f i b r a t 

^ ¿ ~ ^ 0 ~ ^ 2 ^ ̂  teU^2 ( r e s p . <^Q+<^2 teU ") 

«1=^1 

Oí2~a2 

2Trito 2Tri(tQ + l / 2 ) „ , . . i . i / o . ^-7 
e -i = e -> . E s dones, t3+l/2=t+k, .keZ. 

De l e s d e f i n i c i o n s de t g i t 3 , en ü | 2 ' t 3 £ ( 0 > l / 2 ) i 

t ' e ( l / 2 , l ) . En U^2' t 3 e ( l / 2 , l ) i t ^ e ( 0 , l / 2 ) . 
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D'aqui que, 

t2 = t2+l/2 s i teUj2 (resp. tí^^-t^-l/l s i teU^2)' 

Es v e r i f i c a per tant, 

(3.33) aQ=aQ-a2 

t^=t3+l/2 

on els primes per tanyen a Tr~^( U2) i els no primes aTr~^(Uj); 

tant uns com els al t r e s designen un punt de Tr"^(U^2)* 

bé es v e r i f i c a , 

(3.34) a¿ = aQ+a2 

^ = «1 

a'=a2 

t ^ = t 3 - l / 2 

on els primes pertanyen a'iT~^(U2) i els no primes aiT~(U-j^); 

tant uns com els a l t r e s designen un punt de 7T~-'(U^ 2) • 

Aqüestes aplicacions son continúes perqué "^'^(^12^ ^ 

TT^Í U-Ĵ  2 ) son les components connexes de Tr~-̂ ( U 2 ) • 

De (3.33) 

3a^=3a{ 

3t2=3t3 

i de (3.34) 

3aQ=3a¿ 

3aj=3aJ 

3a2=3a¿+3a2 

3t3=3t^ 

Finalment definim h de manera que lim h=lira h=0, i les 
t 3 - 0 t3-
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successives derivades de h s a t i s f a c i n l a mateixa condi-

c i ó . 

Definim h' per h' _i,,t x=h| , i h'i -w /, o\\=0 
^ TT H^Ji2^ 1̂  ̂ ^12^ 1̂  H(1,0)) 

La continuxtat de h' prové de la condició de límit impo_ 

sada a h . 

En resum, hem mostrat M mitjangant dos oberts i W2, 

i en cadascun d ' e l l s i en un sistema de coordenades apro^ 

piat (ttp,aj,a2,t^) hi podem d e f i n i r una métrica de Lo­

rentz per la matriu, 

(resp. amb primes) 

0 1 0 0 

1 h 2t^ O 

O 2t3 1 O 

0 0 0 1 

Per t a l que aquesta métrica s i g u i ben definida a tot M 

ens cal comprovar que s i Y',Z' s'identifiquen r e s p e c t i -

vament amb Y,Z, aleshores g(Y',Z')=g(Y,Z). 

Efectivament, 

Ó = gOao'9cío)=§(9ct¿.3a¿)=0 

g(3ao»3ai)=g(3a¿.3aJ)=l 

g ( 3 a o ' 3 a 2 ) = 8 ( 3 a ¿ . + 3 a ¿ + 3 a 2 ) = 8 ( 3 a ¿ . + 3 a ¿ ) + g ( 3 a ¿ . 3 a p = 0 

g(3ao'3a3)=8(3a¿.3a3)=0 

g(3a^ ,3a^) = g(3aJ ,3ap=h; de l a d e f i n i d o de h i h' 

g ( 3 a ^ , 3 a 2 ) = g ( 3 a J , í 3 a ¿ + 3 a p = í l + 2 t ' = + l + 2 ( t 3±l/ 2 ) = 2 t 3 

1 

O 

O 

h 

.2t 

0 

1 

g(3a^,3a3)=g(3a;,3ap=0 

g ( 3 a 2 , 3 a 2 ) = g ( 3 a ^ í 3 a ¿ , 3 a ' í 3a ¿ ) = g (3a ' , S a ^ í 2g (3a¿ , 3a¿) 

g(3a¿,3a¿)=l 

g ( 3 a 2 , 3 a 3 ) = g ( + 3 a ¿ + 3 a ¿ , a a 3 ) = g ( + 3 a ¿ . 3 a 3 ) + 8 ( 3 a 2 . 3 a 3 ) = 0 

g(3a3.3a3)=g(3a3.3a3)=l 

Tenim, dones, (M,g) una varietat de Lorentz, compacta i 

de dim 4. 

Fent uns quants cálculs s ' o b t é . 

0 

1 
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(3.36) 

(3.37) 

73aQ= 

4t3-h 

1 

-2t3 

O 

1 

O 

O 

o 

-2t, 

0 

1 

O 

o 

o 

0 

1 

0 3oh/2 0 • 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

?3aj = 

V3t3 = 

^0^2 

O 

O 

o 

2 9nh • 
(-4t3+h)-2-+t332h 3 2h/2 

0 
-V/2 

3̂ /2 

0 
^2^2 

0 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 -1 0 0 

0 33h/2-2t3 1 0 

0 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 0 

o 

-1 

33h/2-2t, 

0 

1 

O 

Respectivament amb p r i m e s . 

-64-



Observi's que Ba^Oap és un camp de k i l l i n g global per 

qué 3|gij=0 (resp. 3jg|j=0), 

Si hom continua r e a l i t z a n t cálculs obté: 

(3.41) 

o 

O 

o 

2 0̂̂ 0*̂  
(-4t^+h)-^+t33Q32h 

O 

O 

o 

o 

o 

o 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44f°''3 7 

^ 2 ^ 

O 

O 

O 

9 3̂ 3/-, h 
(4t3-h)_ii! t33232h-2t3 

^2^2^ 

1-
^2^2^ 

O 

O 

3Qh 3233h 

O 

O 

O. 

(3.45) 

(3.46) 

3a|3t3" 

2 

O 

O 

O 

2 . ? 3 V 
(4t3-h) t33332h+t33Qh 

3332h 3oh 
-t^3^3„h 

2 2 3"3"0 

-1 

ô'̂ ~'̂ 3̂ 2̂  -

O 

O 

o 

1-
3̂ 3 

O 

O 

o 
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En la base ^Q»^]^»^2'^3 ( ^ ® ^ P * ^ ' ) » ° " métrica s' expre¿ 

sa segons la matriu. 

0 

1 

O 

O 

1 

h 

2t, 

o" 

0 

2t, 

1 

O 

O 

O 

0 

1 

els endomorfismes antisimétrics que deixen invariant V 

teñen matriu de l a forma, 

2 
a -a(4t3-h)-2t2b 

O 

O 

O 

O 

-a 

2t2a+b 

2t2d+c 

-b -c 

O O 

O -d 

d O 

En consequéncia l a dimensió de l'álgebra d'holonomia h 

és menor o igual que quatre i les components (a,b,c,d), 

en designen un element qualsevol. 

De (3.A1), . ..,(3.46) les transformacions de curvatura 

generen una subálgebra continguda en l'hiperplá d=0. Per 

calcular l'álgebra d'holonomia h, prenem un punt p de 

TT-Mup n 7r-KU2) . Sabem (teor. 1.4) que l'álgebra d'holo 

nomia és generada per les transformacions de curvatura 

en p i per les transformacions de curvatura en qualse­

vol a l t r e punt, portadas a p per transport p a r a l . l e l . 

Donat un a l t r e punt q, podem suposar p,qe7T~^(U.) i=l o 2̂  

i y camí que uneix p amb q, també contingut en TT"'- (U_j^). 

" 'Deis sirabols de C r i s t o f f e l ( 3 . 3 7 ) ( 3 . 4 0 ) , 

existeixen funcions f , f , ^2'^3 '̂"b " ^ O " " 

dicions iniciáis f(0) = l , f2(0) = l , fĵ (0)= 

f2(0)=0, tais que els camps f(t).9Q i 

f^(t).8Q+f2(t).32 + f3(t).32 son paral.léls 

al l l a r g de 7 . 

D'aquí i deis cálculs (3,41) , . . . , (3.46) s'obté, 
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Aixi dones l'álgebra d'holonomia h també és continguda 

en l a subálgebra (hiperplá) d=0. Té dones, dim h<3. 

D'altra banda, per h genérica les transformacions de 

curvatura (3.41), (3.44) i (3.46) son linealment inde­

pendents. En consequéncia la dimensió de l'álgebra d'ho­

lonomia per h genérica és 3 i en son generadors, 

1 -(4t3-h) 0 0 ' 0 -2t3 -1 0 

0 -1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 -1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 1 0 0 

i 

Observi's que hj,h2»h3 i Ag son 1inealment independents. 

Resumint dones, ^ 

(M,g) que hem d e f i n i t és una varietat de Lorentz, com­

pacta, de dim 4 , gairebé i r r e d u i b l e localment; efectiva, 

ment, e l camp és invariant per l'acció de l'álgebra 

d'holonomia i e l subespai que genera és degenerat; a, 

mes, no hi ha cap a l t r e vector p r o p i per h ̂  , h2 i h^-, i , 

per acabar, qualsevol vector de conté V Q en el subespai 

invariant que genera. La proposició (1.5) demostra que 

(M,g) és gairebé i r r e d u i b l e . 

Finalment, el camp és de K i l l i n g i és global i l'ope_ 

radorAg no pertany a l'álgebra d'holonomiaj ni satisfá 

l a t e s i del teorema feble (teor. I I . 9 ) . 
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Exemple 9. 

Si en l'exemple anterior (ex. 8 ) fem h=0 s'obté una va­

r i e t a t compacta, de Lorentz, de dim 4 que e.s pot reco­

b r i r amb dos oberts Û^ i A cadascun d ' e l l s i en la 

base , 3a , , 3 t^ , l a métrica s'expréssa mitjangant 

l a matriu, 

0 1 0 0 ' 

1 O 2t2 O 

O 2t3 1 O 

0 0 0 1 

Els símbols de C r i s t o f f e l en un deis oberts (en l ' a l t r e 

és igual pero amb primes) venen donata per les matrius, 

O O -2t^ 

0 0 0 

O O 1 

0 - 1 O 

o o 1 

0 0 0 

0 0 0 

- 1 0 0 

2t 1 o 
3 

0 0 0 

1 O o 

0 0 0 

3Q,3J^ determinen camps g l o b a l s . S'estenen a 3Q, 3 |̂  , res^ 

pectivament. 3„ és p a r a l . l e l . 3. K i l l i n g . L'álgebra d'h£ 

?3. = 

O 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

V3.= 

O 

o 

o 

o 
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lonomia és generada per les transformacions de curvatura 

i pels transports p a r a l . l e l s de les transformacions de 

curvatura. 

Com que les transformacions de curvatura venen donades 

per , 

(3.46) 

(3.47) 

Ra ^ = O 

(3.48) 

'^1^3^ 

0 - 2 t 3 1 0 

0 0 0 0 

0 -1 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 -1 0 0 

(3.49) 
R 
^2^3 

O 

i com el campS^ és p a r a l . l e í , l'álgebra d'holonomia vé 

generada per, 

0 2t3 -1 0 0 0 0 "1 

0 0 0 0 
i 

0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 

Efectivament , 

El Teorema 1.4 estableix que l'álgebra d'holonomia h és 

generada per l e s transformacions de curvatura R^y i- pels 

seus transportats T - ^ O ( R y v ^°' ' ^ ' X,YeT / ( ^ - . M . Per l a pro_ 
y T A X I Y 2 1\^) 

posició I t l . 1 2 , l'álgebra d'holonomia hcR xo(2). (3.46),..., 

(3.49) mostren que les transformacions de curvatura en 
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qualsevol punt son contingudes en e l rad i c a l de la for-
2 

ma de Cartan-Killing restringida a R xo(2); r a d i c a l que 

es conserva per transport p a r a l . l e í . Aixó é s : 

Si T^B designa T^o(BoT~'), (x^B) (X ) = T ^ (B(T"'X ) ) , XeT^^j^M. 

Si és base ortogonal i u n i t a r i a i g(E^,E.)=e^, tenim, 

tra9a (T^BoT^C)=Ee.<(T^BoT^C)(E.),E.>= 

= Ee.<T^(B(T-HT^(C(T-HE. )))))),£.> = 

= Ee.<(BoC)(T-iE. ),T-^E.>=tra9a(BoC) . 

Així dones, dim h <2. D'altra banda dim h>2, perqué (3.47) 

i (3.48) son independents. Per tant, dim h=2 i h és ge­

nerada per ^3j^32 ^ ^^1^3* 

D'altra banda l'operador Ag v e r i f i c a tra?a(Ag oAg )^0. 

Tenim, dones, Ag ¿ h . 

Hem obtingut, per tant, una varietat de dim 4, compacta, 

de Lorentz, gairebé i r r e d u i b l e localment i un camp de 

K i l l i n g d-^ de manera que l'operador Ag no deseomposa 

com a suma d'un element de h i B t a l que tra9a(BoB)=0. 

Aquesta varietat és del tipus ( S . i i ) ) de l a pág. 59. 

Exemple 10. 

Aquest exemple és el que ens va ins p i r a r a construir 
/ 1 3 1 1 

els a n t e r i o r s . T o p o l ó g i c a m e n t é"s S xS-̂  — ^ S xS , essent 

S^-^ S^ f i b r a t de Hopf. 

Aquí ens limitarem a estudiar l'estructura métrica amb 
^ 1 3 

qué dotarem S xS . 
1 1 2 

Prenem dues copies de S xS xR , amb coordenades respec-

tives ( 9 > u , a » b ) ; essent 9 i y coordenades angulars de S'̂  
2 

i a,b coordenades cartesianes de R (resp. 6',y',a',b'). 

A cadascuna d'elles hi considerem l'obert S^xS^xR^-{(0,0)}, 

i s i g u i ^ el morfisme, 
S^xS^xR^-{(0,0)}--^^ S^XS^XR 2 - { ( 0 , 0 ) } 

(9,y,a,b) >- 9' será la coordenada angular cor-
responent a: 

^ -(bCose + aSin9 ,bSine-aCos9) . 
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W'=U 
- a 

a'=-
a^b^ 

b 

"a^b^ 

„ (S^xS^xR^)ú(S^xS^xR^) , > . 
Considerem M=-i ^— -. Topologicament 

1 1 
M=S xS . (Vid la construcció del f i b r a t de Hopf. La S 

del producte prové de la coordenada y ) . 

De l a d e f i n i d o de 4» es v e r i f i c a , 

ae =38' 

3U= 3ii' 

3a=-b'3e'+(a'2-b* ^)3a'+2a'b'3b' . 

ab=-a'3e'-2a'b'3a*+(a'2-b*^)3b'. 

Consideren! ara la métrica (amb primes o sense, segons 

en quin deis dos oberts ens trobem) . 

0 1 0 O 

-b', a) 
l+a'2+b'2 M+a'^+b' 

-b' 1 
O /l+a'2+b'2 /(l+a'2+b'^)' ° 

° '^/l+a'^b'^ ° /(1+a'^b'^)' _ 

Per t a l que es t i g u i ben definida "globalment", s'ha de 

v e r i f i c a r , 

(3.50) - ^ =-b'4-(a'^-b'")—^ +2a'b'' ^ . 
1+â +b̂  l+a'2+b'2 l+a'2+b'2-

(3^51) ^=_ a ' - 2 a ' b ' — ^ ^ ¿ - ^ +(a'2-b'2) 

l+a^+b^ l+a'2+b' 2 l4-a'2+b'^ 

p,52) 1 =(a'^-b'2) - i j+4a'2b'2 i 

(l+a'+b^) d+a'^+b'^) (l+a'Hb'2) 

(3.53) 0=-2a'b'(a'^-b'^) ^ -+2a'b'(a'^-b'^) — 

d+a'^+b") d+a'^+b'^) 

Efectivament, 
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(3.50) 

-b'+(a'2-b'2)-

-b' 
-+2a'b" 

l+a'2+b'2 l+a'2+b'2 l+a'2+b 

£ =.b'H (b'(-a'2+b'2+2a'2))^ 

=-b'(l-
a'^+b'2 

-)= ( 1 -
^ ^ ' ^ ^ ' V ( a W ) ^ . b V ( a V b ^ ) 

l+a'2+b'2 a^+b^ l+^^'-*-^'V(aa+b^) 

)= (1-
2 a^+b^ 

)= 

l+V(a2+b=^) 

b I b a^+h^ b 
-d-

U a W a^+b^ l+a^+b^ l+a^+b^ 

(3.51) 

-b' a' 
„a'-2a'b' +(a' ̂-b'̂ ) -a'4" 

1+a'^+b 

' 2 1 u f 2 

=-a'(l-. 
a'-̂ +b 

1+a'^b''-

^^^^^^V(a^.b^)^ 

1+a'^+b'^ 

(2b'2+a'^-b'^)= 

Va^+b^ 

1+a'^+b'^ a^b^ l^(a^+b^)/^^,^^,^2 (a^+b^) l - f a % b ^ / ^ , ^ j ^ , 

a 

2 ., 2, 2 . , 2v 

-d-
2 . 2 

.) = 

a 1+a^+b^-l 

a^+b^ 1+a^+b^ 1+a^+b^ 

(3.52) 

(a'^~b'^)%4a'^b'2 (a'^+b'2)' ((^'+'^')/(a2+b2)' 

(l+a'2+b'2)2 (i+a'2+b'2)' 

V(a^+b^)' 1 

(l+aHb^)/^^a^^2)^ (1+a^+b^)' 

(3.53) 

O b v i . 

Observem que e l d e t e r m i n a n t de l a métrica és --
1 

(1+a^+b^) 

La connexió de L e v i C i v i t a a s s o c i a d a a l a métrica vé do­

nada p e r : 
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( 3 . 5 4 ) 

V9o= O 

( 3 . 5 5 ) 

V 3 ^ = 

( 3 . 5 6 ) 

( 3 . 5 7 ) 

va = 
3 

O 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

-a 

-a 

O 

0 

1 

/l+a2+b2 

/l+a^+b^ 

O 

0 

1 

-2ab 

-2a 

^/l+a^+b^ 

O 

_1 

O 

/(l+a^+b^)' 

O 

/l+a'+b' 

2Vl+a2+b2 

-b 
/l+a^+b^ ""^'Vci+a^+b^) 

O 

-1 

O 

o 

-2b 

-2a 

/l+a^+b^ 

/l+a^+b^ 

<a-b^)/(l,a^,ba)^ 

O 

"^ V i w + b ^ 

-2^/l+a2+b2 

2ab/^.^3a4.ba)^ 

O 

^^/l+a^+b^ 

-2b 
/l+a^+b^ 

Aq ü e s t e s m a t r i u s están r e f e r i d a s a l a base de 3 Q , 3 p a 2 , 

8 3 , essent 3 , - ^ , 3 ^ , ^ , 

Observem que 3 ^ és paral.leí i 3 ^ és K i l l i n g i que amb-

dós s'estenen a M ( 3 ^ a 3 ¿ i 3 ^ a 3 J ) . 

C a l c u l a n t l e s t r a n s f o r m a c i o n s de c u r v a t u r a o b t i n d r e m : 

( 3 . 5 8 ) 

0 i = l , 2 , 3 . 

( 3 . 5 9 ) 
0 V(i+a2+b2)^ 0 

R 0 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 0 0 0 
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( 3 . 6 0 ) 

^ 1 ^ 3 

( 3 . 6 1 ) 

R 
^ 2 ^ 3 ' 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

^/l+a^+b^ 

O 

O 

- 1 

O 

o 

o 

o 

V(i+a^+b^)' 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

-"^^/(l+a^+b^)' -"^^/(l+aW)' 

0 

0 - A 

V(l+a^+b^) 

O 

/ ( 1 + a W ) ' 

O 

De les transforraacions de cuvatura ( 3 . 5 9 , 3 . 6 0 , 3 . 6 1 ) i 

de ser 3Q un camp p a r a l , l e í , s'observa que l'álgebra 

d'holonomia és generada per R̂  g , R^ g i Rg g , i té 

dimensió 3 . 

La varietat M é s , dones, del tipus ( 3 . i ) de la pág. 5 9 

I V . 4 Cas en el qual dim M = 5 i e l camp VQ és p a r a l . l e í . 

Lema 1 1 . Si M és una varietat de dim n+ 1 , compacta, de 

Lorentz, gairebé i r r e d u i b l e localment amb h ( V Q ) = 0 , es­

sent V Q la direcció de l a distribució p a r a l . l e l a D o ; i 

s i r és la dimensió del r a d i c a l de l a forma de Cartan-

K i l l i n g r e s t ringida a l'álgebra d'holonomia, es v e r i f i ­

ca : 

h és una subálgebra de R " ^ X O ( r )X O ( n - ( r +1)). 

d e m o s t r a c i ó . 

Si Vj és l ' a l t r e camp esmentat en la pá g . 5 0 » cora que 

els elements de h son endomorfismes a n t i s i m é t r i c s , es 

v e r i f i c a h ( V ^ ) c ( R V Q ® R V ^ ^ . A mes g és definida p o s i t i v a 

en ( R V Q ^ R V ^ - ^ ; així dones, g és una forma b i l i n e a l simé 

t r i c a i definida p o s i t i v a en h ( V ^ ) . 
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Podem t r i a r hj^,...,h^ generadora del rad i c a l de l a for­

ma de Cartan-Killing restringida a l'álgebra d'holono­

mia, satisfent g(h^(V^),hj(V^))=3^^. 

Prenem V^^^=h^íV^) i afegim vectora 1inealment indepen-

dents a '^1'^2'* * *'^r + 1 ^^^^ obtenir una base. Aixó 

ho podem fer de manera que la m é t r i c a , en aquesta base, 

vingui donada per la matriu, 

0 1 0 

1 0 0 

0 0 Id 

base la matriu de h. 1 é s . 

O -'-e. 1 

O 

O 

O 

e . 1 

O 

H. 
1 

e.eR" ^ , H^eo(n-l) ; e^= ( O , . . . , 1, . . .,0 ) i = l v r . 

Per ser generador del r a d i c a l , 

0=<t>{ĥ  ,h^) = traga(h^oh^) = traga (H^oH^) 

i com que la forma de Ca r t a n - K i l l i n g és definida negati 

va en o ( n- 1) , s ' ha de v e r i f i c a r ' H^ = 0 . I h^ té per matriu , 

O 

O 

O 

O 

O 

e . 1 

t 
- e . 1 

O 

O 

Finalment , un element h de l'álgebra d'holonomia h s.'.es_ 

c r i u en aquesta base mitjangant una matriu com, 

0 0 t 
- w 

0 0 0 

0 w H 
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i com que (h^,h)£h, i 

0 0 
t 

- e. 1 0 0 

0 0 0 > 0 0 0 

0 e, 1 0 0 w H 

O 

o 

o 

o -"-He. 
1 

O O 

He^ O 

que pertany a l ra d i c a l de <̂  j , aleshores (He^)^=0, Vj>r 

Pero (He^) . = H J . Obtenim, 

H = r + 1 

O 

r + 1 

O 

q.e.d 

( i ) dim hSr + £ÍXzli+í-"-'^-0(n-r-2). . ^ase de h vé 

C o r o l . l a r i 12. 

( i ) dim hSr+£ 

donada per matrius de l a forma, 
• 

0 0 -^e. 

0 0 0 

0 . e. 0 

e.eR"-l, e. =(0,...,1, 
l 1 
. ..,0) i = l r 

0 -0 -̂ w 

0 0 0 

0 w H 

amb W E R " " ^ , w=(0,...,0,w^ , , . . ,w 
r+1 n 

( i l ) En les hipótesis del lema 11 , 

bal i paral •leí i s i X és un camp 

n-1 
) i Heo(r ) x o ( n - l - r ) 

O 

c a , 

A^£R"""-^xo(r)xo(n-(r + l ) ) 
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d e m o s t r a c i ó . 

( i i ) De la proposició III.16, l'operador A „ e R " ~ ^ x o ( n - l ) . 

Per passar de o(n-l) a o ( r) xo (n-1-r ) en ( i ) d'aquest cô  

r o l . l a r i , només hem u t i l i t z a t e l fet que (h.,h.)eh, per 

h^,hj un p a r e l l qualsevol d'elements de h. Aixó també 

ho satisfá A^ ja que, de l a proposició 11. 8 , (A^,h)c h. 

q . e . d . 

Sigui M una varietat de Lorentz, gairebé i r r e d u i b l e l o ­

calment, de dim 5, i camp global p a r a l . l e l de norma 

zero (h(VQ)=0). Si r és l a dimensió del r a d i c a l de la 

forma de Cartan-Killing restringida a l'álgebra d'holo­

nomia i X és un camp de K i l l i n g , passa que A^eh?. 

i ) r = 0 

Aquest cas el resoldrem, mes en general, en el capítol 

seguent. 

i i ) r = 1. 

Del c o r o l . l a r i 12, dim hS2. En r e a l i t a t dim h=2 ja que 

s i dim h=1 i h fos un generador de h, <V Q , V ^ , h ( V ^ ) > i 

s e r i a un subespai invariant per h i no degenerat. 

Així dones, del lema 11, podem suposar h generat per, 

0 0 -1 0 0 0 0 0 -a -b 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

hl = 
0 

0 

1 0 

0 0 

0 

0 

0 

0 
ih2 = 

0 

0 

0 

a 

0 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 0 0 0 0 0 b 0 1 0 

i del c o r o l . l a r i 12, 

0 0 
-^1 - X 2 - X 3 

0 0 0 0 0 

0 

0 

0 

\ 
X 2 

^3 

0 

0 

0 

0 

0 

^4 

0 

0 
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De l a proposició I I . 8 , 

(A^,h2) eh i (A^,h2) = 

0 0 0 bx^-X3 X2-ax 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 x„-bx, 
3 4 

0 0 0 

0 -X2+ax¿^ 0 0 0 

D'aquí que X2-bx^=0 i X 2 ~ a x ^ = 0 , perqué (Aijjh2) pertanye_ 

r i a a l r a d i c a l de l a forma de C a r t a n - K i l l i n g r e s t r i n g i ­

da a h; i hem v i s t que aquest r a d i c a l era generat per 

Així dones , A^ = x h + x2h2 • 

D e l c o r o l . l a r i 12, 2Sdim h á 3 , pero dim h=3, j a que s i 

dim h=2, M no s e r i a gairebé i r r e d u i b l e l o c a l m e n t . 

En una base adequada l'álgebra d'holonomia és generada 

p e r . 

0 0 -1 0 0 0 0 0 _1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 h2 = 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 -c 

0 0 0 0 0 

0 • 0 0 -1 0 

0 0 1 0 0 

0 c 0 0 0 

-amb c^O per t a l que M s i g u i gairebé i r r e d u i b l e l o c a l ­

ment 

S i X és un camp de K i l l i n g es v e r i f i c a . 
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0 0 0 0 0 0 
'̂ 4̂ ~̂ 3 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 
1̂ 

0 
-̂ 4 

0 =Xĵ ĥ +X2h2+x̂ h2+ 0 0 0 0 0 

0 4̂ 
0 0 0 0 0 0 0 

0 X3 0 0 0 0 x„-x,c 
3 4 

0 0 0 

i el teorema feble es v e r i f i c a , 

iv) r=3. 

a) dim h=3. Ens remetem a un exemple general que es trac-

tara en el capítol seguent, on es mostrará una varietat de 

Lorentz, compacta, i gairebé i r r e d u i b l e i un camp de K i ­

l l i n g X no ho l ó n o m . A mes, com en aquest cas l a dimensió 

del r a d i c a l de l a forma de Ca r t a n - K i l l i n g restringida a 

l'álgebra d'holonomia será la máxima possible. 

b) dim h=4. 

Lema 13. 

' 0 -X2 • ' 0 -Yo 

S i ^ 1 
0 

- ^ 3 i 0 
- ^ 3 

. ^2 X 3 0 
^ 3 

0 

son linealment independents, també ho son, 

0 
~^1 

-X 

^1 
0 -X 

^̂2 3̂ 
0 

O -y. -y2 

"̂ 3 
^1 O 

2̂ 3̂- O 

O -X, 

^1 O 

2̂ 3̂ 

-X2 • ' 0 
"^1 -̂ 2 

-X3 
^1 

0 
-^3 

0 
2̂ 3̂ 0 

Tornem a b). 

En una base adequada els generadors de h s o n , 

q.e.d. 

0 0 - 1 0 0 • 0 0 0 - 1 0 

0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 
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0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0, 0 0 0 0 0 0 0 -a -b 

0 0 0 0 0 0 0 a 0 -c 

0 1 0 0 0 0 0 b c 0 

' 0 0 - X 2 - X 3 

0 0 0 0 0 

i 0 X 
1 

0 -X5 

0 X 
2 ^4 0 

0 X 
3 

Xj 
^6 0 

i del lema 13 i de l a proposició II.8, A^eh. 

c) dim h=5. Una base de h vindrá donada per h^,h2,h3,h^ 

anteriors i 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 -a' -b' 

0 0 a' 0 -c' 

0 0 b.' c* 0 

i aixó no és possible peí lema 13. 

d) dim h = 6. Del teorema III.13 i de l a proposició III.16, 

es v e r i f i c a A^eh. 

Teorema 14. 

Si M5 és una varietat de Lorentz, compacta, gairebé irre_ 

duible localment de manera que e l camp VQ és gl o b a l , pa_ 

ral.leí i de norma zero, es v e r i f i c a , 

i ) 2Sdim hS6, dim h^5. 

Si r és la dimensió del r a d i c a l de l a forma de Cartan-

K i l l i n g sobre h i X és un camp de K i l l i n g en , 
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i i ) r=0 -i-A^eh. (Ho veurem en e l capítol seguent). 

i i i ) r = l ->A^eh. 

iv) r = 2 •*-Â  = h+B, on heh i Beh-t- i traga ( B o B ) = 0 . 

v) r = 3 ->-dim hj^5. 

vi) r = 3 i dim h=4 -> A^eh. 

v i i ) r = 3 i dim h=6 ->- A^eh. 

q . e . d . 
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C A P Í T O L V 

Camps de K i l l i n g i el Tensor de Ri c c i 

V. 1 Un teorema com e l de Kostant. 

Lema 1. 

Si (|) és la forma de Cartan-Killing definida en End(V) i 

V és un espai v e c t o r i a l , i A,B,CeEnd (V), aleshores, 

* ( A , (B,C)) = (}>( (A.B) ,C) 

de m o s t r a c i ó . 

(J)(A, (B,C)) = tra9a (Ao(B,C) ) = t r aga ( Ao ( Bo C-Co B ) ) = 

= tra9a (Ao ( B o C ) - A o (Co B) ) = tra9a( Ao (BoC))-tra9a( A» ( C o B ) ) = 

= tra9a( ( AoB ) oC)-traga (A°(C°B))=traga (Co ( A o B ) )-tra9a( ( C ° B ) ° A ) = 

= t r a 9 a ( C o ( A o B ) ) - t r a g a ( C o ( B o A ) ) = t r a 9 a ( C o ( A o B ) - C o ( B o A ) ) = 

=tra9a (Co (A°B-B °A ))=traga (Co ( A , B ) ) . 

q . e . d . 

Lema 2. 

Si A,BeEnd(V) i ( A , B ) = 0 , aleshores, per a qualsevol peK(x) , 

es v e r i f i c a Ker p (A ) és invariant per B. 

d e m o s t r a c i ó . 

Si wEKer p ( A ) , 

p ( A ( B ( w ) ) ) = B ( p ( A ( w ) ) ) = 0 
(*) 

(*) Aquesta igualtat prové de ( A , B ) = 0 . 

q . e . d . 

Lema 3. 

Si A E R X R " ^xo(n-l) en el sentit de l a proposició I I I . 7 , 

A és de la forma, 

b O -^v 

O -b O 

o , V i¡ 

on beR, V £ R " ~ ^ i ̂ iíco(n-l). Llavors s i h^O o ^^0, hi ha 
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components p r i m a r l e s de A que son subespais no degene-

r a t s per l a m é t r i c a . 

d e m o s t r a c i ó . 

Com que i|)Eo(n-l), en certa base ortonormal e^, > 

matriu de i) s'escriu, 

o bé , 

0 
"^1 

0 0 . . . 0 0 

^1 
0 0 0 . . . 0 0 

0 0 0 . . . 0 0 

0 0 
^2 

0 . . . 0 0 
* • •m • * * • 

• 
• 

• « • • * • • 
0 0 0 0 . . . 0 -a 

r 
0 0 0 0 ... 0 

pot donar a,=a. 0 a|̂ =0. 

0 
-^1 

0 0 . . . 0 0 0 

^1 0 0 0 . . . 0 0 0 

0 0 0 
-^2 . . . 0 0 0 

0 0 0 . . . 0 0 0 

» * • • 
• • • • * * • 
• * # • • • • 
0 0 0 0 . . . 0 - a 

r 
0 

0 0 0 0 ... 0 0 

0 0 0 0 . . . 0 0 0 

, e ^ , l a 

s i n - l = 2r+-l ; també es pot donar a.-a. 
1 3 

o a, =0 
k 

en l a base 2 y • * • ' e s c r i u r á , 

b 0 -
•̂ 11 ~^12 -^21 -^22 • w • -^r2 

0 -b 0 0 0 0 # « # 0 0 

0 
^11 

0 -a 
1 

0 0 • • • 0 0 

0 
^12 ^1 

0 0 0 • * • 0 0 

0 
^21 

0 0 0 
~^2 . . . 0 0 

0 
^22 

0 0 
^2 

0 . . . 0 0 

o 
o \2 O 

O 

o 
o 

o 

o 

o 

o 
a_ 
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(No es pérdua de generalitat haver suposat n-l=2r). 
2 2 

iCer(A +ajld) és un s u b e s p a i i n v a r i a n t per A, no dege­

n e r a t r e s p e c t e de l a m é t r i c a . 

Efectivament, suposem Ojía^j^a^, i j ^ l , aleshores, 

Ker(A^+a^Id)=<-
^1^12+^^11 

t,2^ 2 
b +3^ 

•^0+^2 

^^11-^^12 

b^+a^ 
-eQ+e3> 

que es no d e g e n e r a t . 
2 2 

S i a^=aj, dim Ker(A +ajld)=4, en comptes de 2, pero 
c o n t i n u a e s s e n t no d e g e n e r a t . 

b̂ O o exis t e i x a^jéO perqué t r a g a ^ 5^0, per h i p ó t e s i . 

q.e.d. 

Teorema 4. 

S i g u i M una v a r i e t a t de L o r e n t z de dim n+1, compacta, 

gairebé i r r e d u i b l e l o c a l m e n t , de manera que e l r a d i c a l 

de l a forma de C a r t a n - K i l l i n g r e s t r i n g í t a l'álgebra 

d'holonomia h és {O}. I s i g u i X un camp de K i l l i n g de M; 

a l e s h o r e s , l ' o p e r a d o r A^ p e r t a n y a h . 

dem o s t r a c i ó • • 

D e l teorema I I . 9 A^ és descomposa en A^=Bj.+k, keh i 

B^Ehl-, i tra9a(Bj^°B^)=0. Mes e n c a r a , es v e r i f i c a 

( B x , h ) = 0 , Vheh. 

E f e c t i v a m e n t , d e l lema 1, <()( (B^ , h ) , 1) = 4)(B ̂ , (h , l ) ) =0 , 

perqué (h , l ) eh i B^eh^t-. Així dones , 4)( ( B ^ , h ) , 1 ) =0 , V I e h . 

Com que | és no degenerada, i (B-jj,.h)eh per l a propo­

sició I I . 8 , passa que (B^,h)=0, Vheh. 

Deis teoremes 11 . 9 i I I I . 13 , B es pot e x p r e s s a r , en 
A 

una c e r t a base V ^ , V m i t j a n g a n t l a m a t r i u , 

b 

O 

O 

O 

-b 

essent beR, veR 
n-1 

i B e o ( n - l ) 

t 
- V 

O 

B 

A mes •b =tra9a ( B o B ) . 
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Distingirem dos casos: 

a) b?¿0. 

Del lema 3 hi ha alguna component primaria de on la 

métrica no hi degenera. (Les components primarles son 

de la forma Ker p(Bx) per un cert peR(x). Com que 

(Bj^,h)=0, Vheh, podem aplicar e l lema 2, deduint que 

l a component primaria en qüestió és invariant per h . 

En aquest cas M no seria gairebé i r r e d u i b l e localment. 

b) b=0, I en consequéncia B=0. 

Com que els elements de h s'escriuen, en la base habi­

t u a l , mitjangant matrius com, 

O a 

O 

O 

a 

O 

O 

-a 

w 

O 

H 

O 

O 

O 

-a 

w 

w 

O 

H 

O O 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

Hv+av 

-"-(Hv+av) 

O 

O 

de la proposició II.8 i del fet que i> , és no degenera 
h ~ 

da, s'ha de v e r i f i c a r Hv+av=0 per a qualsevol H,a satis, 

f ent, 

a 

O 

O 

o 

w 

t 
- w 

O 

H 

£ h. 

Si 37̂ 0 per algún element de h, ha de passar v=0, ( 1 . 1 ) , 

perqué H £ o ( n - l ) i v és vector propi de H, de valor pro^ 

pi a^O. 

Si a=0 per a qualsevol element de h i v/0, com que v 

és de norma p o s i t i v a , podem t r i a r una referencia V Q , V ^ , 

V „ , , , . , ¥ = — — — , En aquesta referencia els elements de 
/ n II v II 
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h s'escriuen com, 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

w 

w 

weR , w n-1 

n-1 

cR, Heo(n-2) . 

t 
- w 

O 

H 

O 

-w 

O 

O 

O 

n-1 

Algún w 5̂¿0 ja que, en cas c o n t r a r i , v generarla un 

subespai no degenerat i invariant per h . 

Podem prendre, per tant, una base de h com, 

li=(0,w.,0,H.) 

I^=(0,w^,l,H^) 

i = l ^ r - l 

El subespai generat per ^ determina un ideal J 

de codimensió 1 en h. 

Efectivament, 

(I.,Ij)=(0,w,0,H) 

Així dones, s i ( I . , I . l = £c^.I, , és cí'.=0 i J és un i d e a l . 

Prenem L=(0,w,e,H) un generador de j^ch (ortogonal res_ 

pee te de l a forma de C a r t a n - K i l l i n g ^ ) . Es v e r i f i c a , 

(1.2) <{)( (L,I.) ,Ij)=4,(L, (I, .1 .) ) . 

del lema 1; i , j e { l , . . . , r } . 

De (1.2) i de 1 ' elecció de L, • 

(1.3) (t,( (L,I.) ,1 .)=ct)(L, [I. ,1 ,} )=0 

ie{l,...,r} i j£ { 1 , . , . , r - i } 

T a m b é , 

(1.4) <í>((L,I^) ,I^) = <J)(L, ( I ^ , I ^ ) ) = 0 

Com que (J) és no degenerada per hipótesi , de (1.3) i 

(1.4) en r e s u l t a , 

(1.5) (L,I^)=0; Vie{ 1 , . , . ,r} . 

La matriu de L és de 1 a forma, . 

O 

O 

o 

o -"u 

O o 

u U 
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amb Uj¿ O perqué és no degenerada per h i p ó t e s i . 

Peí lema 3, hi ha una component primaria de L on l a me_ 

t r i c a no hi degenera. Com que L commuta amb els , 

i = l ^ r , (1.5), aquesta component és invariant per a cada 

I ^ , i en c o n s e q u é n c i a , per h . Contradicció amb e l fet 

de suposar que M és gairebé i r r e d u i b l e localment. Con­

tradicció que prové de suposar a=0 i v^O. 

Així dones, 

(1.6) a=0 -> v = 0 . 

(1.1) i (1.6) ens donen el resultat d e s i t j a t . 

q.e.d. 

V.2 Un p a r e l l d'exemples. 

Exemple 5. Vn >2, n eN, existeix M̂ 2̂ » varietat de Lo­

rentz, compacta, gairebé i r r e d u i b l e localment, amb á l ­

gebra d'holonomia h de dim h=n, que v e r i f i c a , 

i ) r a d i c a l <i)|ĵ =h. 

i i ) X camp de K i l l i n g , t a l que A^^h i no es descom­

posa en A^ = h + B amb traga (BoB) = 0 , heh . 

d e m o s t r a c i ó . 

Per indúcelo sobre n. 

n=2. Vid exemple IV.9. 

Observem que per a cada punt p de , existeix un en­
torn U i un sistema de coordenades de manera que, 

P • 
3Q és global i p a r a l . le 1 . 

• ^ 3, és K i l l i n g i g l o b a l . 

0 0 

2t^ 0 

1 0 

0 1 

La métrica g s'escri u, 

0 1 

1 O 

O 2t3 

0 O 
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Suposem cert e l resultat per a . A causa de la induc_ 

c i ó , podem suposar que per a cada punt p de hi ha 

un entorn U i un sistema de coordenades de manera que, 

O 
és global i paral.leí 

La métrica g 
» 1 

és K i l l i n g i g l o b a l . 

s' e s c r i u , 

0 1 0 . . . 0 

1 2t3 . . . 0 

0 

• 
2t3 1 

• • 
0 

< 

• 
• • 
• • 

• • 

O o o 

Considerem M , i =M xS'''. M xS''' és compacta. Si (p,z)eM xS''' 
n+1 n n ^ n 

i Up és l'entorn que existeix en per hipótesi d'in-

d u c c i ó , un entorn de (p,z) será U xS'''. Si a designa 
l p n + i 

la coordenada angular en S , definim, 

i l a métrica g^_^^ raitjangant la matriu, 

0 1 0 0 

O 
^ n+1 J 

2t^ O 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

0 

1 

o 

o 

o 

o 

o 

Aquesta métrica és ben definida perqué g^ ho era i peT_ 

qué és g l o b a l . Els símbols de C r i s t o f f e l s o n , 

(2.1) 

V 3 Q E 0 
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( 2 . 2 ) 

2 

O 

( 2 . 3 ) 

V 3 .= 
1 

( 2 . 4 ) 

n+1 

O 

( ? a . ) 

2 

O 

O 

o 

o 

i l e s t r a n s f o r m a c i o n s de c u r v a t u r a en cada punt venen 

donades p e r , 

(2.5) 

R . E O 
- 3 0 
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(2.6) 

Rg_̂ g HO ; i , j e{2 , . . . , n + 1 }. 

(2.7) 

R 
3 l 9 i 

( 2 . 8 ) 

R 
h^n + l ' 

O 

3 ,3 , f 
n+1 n+1 

3 , 3 , f 
n+1 n+1 

O 

O 

De l a indúcelo- i de (2.8), les transformacions de curv_a • 

tura en un punt genéric p generen una álgebra de dim 

n+1, que coincideix amb el r a d i c a l de la forma de Car­

t a n - K i l l i n g definida sobre aquesta á l g e b r a . 

9 Q és un camp p a r a l . l e í . Així dones, determina una dis^ 

tr ibució i n v a r i a n t , R 3 Q . També és invariant (R3Q) 1; a i ­

xó é s , R 3 Q # R 3 2 ® • . . ® R 3 ^ ^ I . D'aquí que e l transport pa­

ral.leí de 9 ^ , i=2Tn+l, al l l a r g d'un,cami y s i g u i de 

la forma ^Q^Q+A2^2'''' ''"""̂ n + l^n+l ' ^ d'aquest f e t , con-

juntament amb (3.47), (3.48) i (3.49) del capítol IV i 

(2.5), (2.6), (2.7) i (2.8) d'aquest capítol i del teore 

ma 1.4, es dedueix que l'álgebra d'holonomia de M̂ _̂ ^ 

és l a que hem descrit en el parágraf anterior. 

En resum, 

La varietat M̂ ^̂  és compacta, de Lorentz, gairebé irre^ 
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duible localment, la seva álgebra d'holonomia h té d i ­

mensió n + 1 i v e r i f i c a rad(í)|j^=h. A mes el camp s'es-

tén a un camp de K i l l i n g X sobre M̂ ^̂  i A^^h ni satis^ 

fá el teorema febl e . 

Exemple 6. Considerem V\ ^^^^^^ varietat de Lorentz, 

compacta, gairebé i r r e d u i b l e localment, com la que hem 

descrit en l'exemple an t e r i o r . Hem v i s t que per a cada 

punt p, existeix un entorn i un sistema de coordena^ 

des, de manera que, 

. 3Q és un camp global i p a r a l . l e l 

. 3̂  és un camp global i K i l l i n g 

. g s'expréssa en funció deis camps coordenats 

mitjangant una matriu, 

0 

1 

O 

O 

1 

'11 

12 
O 

0 

8 ; 

1 

o 

'12 

O 

O 

O 

Id 

Prenem també K^ una varietat riemanniana, compacta, de 

curvatura constant k, dimensió d i f una funció real i 

positiva definida sobre K^, f-K^—>-R>o. 

Definim V=M^xK^. Si (p,q) és un punt de V i l'entorn 

esmentat en el parágraf primer, i un entorn coordenat de q en 

K̂ , UpXÛ  és un entorn de (p,q) en V on hi definim una métrica 

mitjangant la matriu, 

O 1 

O 

O 

O 

§11 

§12 

O 

0 

8 

1 

O 

12 

O 

O 

O 

Id 

O 

O 
'Kd 
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essent g],=(g,,) +f , i g,r la métrica propia de de_ 

f i n i d a en U^. 

Designarem per 3̂  els camps coordenats en U i per 3^ 

els camps coordenats en U^. 

Es v e r i f i c a , 

(2.9) 1. g(V-_3j,3i^) = gj(Vg.3j..9k). 

2. g(V- 3j,1k)=- 4 fj^f=-l/2<gradf ,li^>, s i i = j = l 

^ -O altrament 

3. g(Vg I j ,3j^)= i f j f , s i i = k=l 
i =0 altrament 

A . g(V-^_3j,1,,)=0 

5. g(V-g_ 3j ,ik) = 0 

7. Com que (3.,3.)=0, passa V-̂  3. = V^ 3. 
1 j °i °j 

A i x i tenim que, 

(2.10) 1. 3j = y- 3"̂.; i o J 5 ^ 1 . 

2. Vr 3 I = V T 31- i gradf. 

3. ?^ 3i=V= 3-i=0; i ^ l . 
di J dj 1 

^3jj=^3j^l^ * (3jf)3o. 

i a mes , 

6. rij=o. 

Operant amb aquests resul t a t s s ' o b t é . 

-92-



( 2 . 1 1 ) 

= o per a i.Jí^l 

O O 

( 2 . 1 2 ) 

o 

(2.13) 

(2.14) 

R^ = =0 , i5^1 

(2.15) 

R _ = = 

00 

es 
o. 

o 

o 

O o'-

0 0 0 

i ( ( 7 ^ , 3 j ^ ) . f - 3 j 3 k . f ) 

O 

O 

O 
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Com que era una varietat de curvatura constant, s i 

f és t a l que V= (gradf) son linealment independents 

(̂ j = l T d ) , les transf ormacions de curvatura en un punt 

genéric determinen l'álgebra generada per, 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

1=1rn; 

j = Ud; 

0 0 -e . 0 

0 0 0 0 

0 e, 
X 

0 0 

0 0 0 0 
i 

e . = 
1 

(0.. .1. 

0 0 0 -e 

0 0 0 o' 
0 0 0 0 

0 e . 
3 

0 0 

j 

e .= 
J 

(0. . .1 . 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 

1. . .0)eR' 

1 . . .0)eR' 

i j 
' 0 * 

* 0 

i « • • • i 
i). .co(d) 

. -1 j • . -1 
0 0 _ 

en una base VQ , V ̂ , . 
• • '«d 

on 

0 1 0 

1 0 0 

0 0 Id 

i S K j S d . 

i VQ s i g u i el camp global paral.leí i nul-
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Com que 3Q és g l o b a l i p a r a l . l e l , l a proposició I I I . 

12, e s t a b l e i x que dim h<n+d+^-Í^Í^-^-^^~~~—~ - D'alt^ra ban. 

da, d e l teorema 1.4, l'álgebra d'holonomia és generada 

per l e s t r a n s f o r m a c i o n s de c u r v a t u r a i e l s seus t r a n s -

p o r t s p a r a l . l e l s . De ( 2 . 1 6 ) , (2.17) i ( 2 . 1 8 ) , 

dim h>d+n+^-~-i-^ ; perqué l e s t r a n s f o r m a c i o n s de c u r v a ­

t u r a determinen una subálgebra d'aquesta d i m e n s i ó . 

Notem que s i (f^Rx ) 3 ̂ =X3Q , i=0,2,...,n, a l e s h o r e s l e s 

t r a n s f o r m a c i o n s de c u r v a t u r a j a generen l'álgebra d'ho_ 

lonomia j a que l a subálgebra que determinen conté e l s 

seus t r a n s p o r t s p a r a l . l e l s . 

S i g u i o un camí en M. De (2.10) i de ( 2 . 1 ) , (2.3) i 

( 2 . 4 ) , e l t r a n s p o r t p a r a l . l e l 'de 3^ a l l l a r g de 0 vé do_ 

nat per un camp de l a ^ f o r m a , 

f Q ( t ) 3 Q + f 2 ( t ) 3 2 + f 3 ( f ) 3 3 + f . ( t ) 3 , 

en e l ben en t e s que, s i i=0 , 2 , 3 , e l d a r r e r terme no 

a p a r e i x . 

De ( 2 . 1 1 j ( 2 . 1 5 ) i de (2 . 5 ) , . . . , ( 2 . 8 ) , 

^XY^^o"^0'''^2'^2'^^3^3**'^i^i^"^'^0 ^ T ( A ¥ O ) = X ¥ Q . 

Concloem dones, que l'álgebra d'holonomia és generada 

per l e s t r a n s f o r m a c i o n s de c u r v a t u r a ( 2 . 1 6 ) , (2,17) i 

(2.18) i té dim h=d+n4-"-"^—--^. La dimensió d e l r a d i c a l 

de 4> és d + n, a d i f e r e n c i a de l'exemple a n t e r i o r , en 

e l q u a l t o t a l'álgebra d'holonomia e r a c o n t i n g u d a en 

e l r a d i c a l . 

De l a pro p o s i c i ó 1.5 i de s e r p a r a l . l e l dedu'im que 

V és una v a r i e t a t de L o r e n t z , gairebé i r r e d u i b l e l o ­

c a l m e n t . De l a co n s t r u c c i ó V és compacta i "3̂ ^ és un 

camp g l o b a l i de K i l l i n g que s a t i s f á , 

2 

i no e x i s t e i x e n h £ h , ¿ r t r a g a £ =0, t a i s que Ag*^=h + <1. 
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Nota: Per t a l de garantir que v= grad(f) son l i n e a l -
3j 

ment independents, considerem peV i prenem coordenades 

normáis en p=(Pj^,P2)« En r e a l i t a t , de ( 2 . 1 0 , 5 ) és su f i_ 

cient de prendre-les a p2^^{} ^ "í"® localment adopti 

la forma , 

satisfent f . 
1 

f= Z.f .(x.) 
X = l 1 1 

^0 i f . 

P 2 

^0 

P 2 

d 
Aleshores, grad(f) ^i^ií^i^t ) 3j_ i grad ( f ) 

P 'p p 
2 2 P2 

= (3 .3 . f. )3 ., que variant j = 1,. .. ,d son linealment 
J J J J 

independen t s . 

V.3 Camps de K i l l i n g i e l Tensor de R i c c i 

En tot aquest apartat, s i no es diu e l c o n t r a r i , M se­

rá una varietat de Lorentz, compacta, gairebé i r r e d u i -

ble localment; Do la direcció n u l . l a invariant peí 

grup d ' holonomia ; h l'álgebra d'holonomia de M i 

h (Do ) = O. Aixi dones, de l a proposició 1 1 . 1 1 , per a ca­

da punt p, existeix un camp paral .leí d e f i n i t en un 

entorn del punt en 1 a direcció Do . 

Es v e r i f i c a , 

Proposició" 7. Si e l tensor de R i c c i és semidef i n i t .ne-

gatiu i l a forma de Ca r t a n - K i l l i n g és no degenerada en 

h , o b é , s i el camp es pot estendre a un camp pa­

ral,leí a tot M, sempre en la direcció D o , aleshores 

qualsevol camp de K i l l i n g X satisfá g ( X , ) = 0 . 
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d e m o s t r a c i ó . 

Notem que s i h(VQ )=0, la forma de Cartan-Killing és s¿ 

midefinida negativa en h . Efectivament, en una base 

V Q , V , . . . , , on l a métrica g s ' expressi mit jangant l a 

m a t r i u , 

0 1 0 

1 0 0 

0 0 Id 

els elements de h son de l a forma, 

O O -'̂ v 

0 0 0 

o -v B 

V £ R " •'•, B£o(n-l) i l a forma de la traga és semidefini-

da en aqüestes matrius. ( 3 , 1 ) 

Si X és un camp de K i l l i n g i peM, considerem V Q camp 

paral.leí d e f i n i t en un entorn de p en l a direcció D o . 

Si V Q es pot estendre a un camp global i paral . l e í , l a 

proposició 1 1 1 . 1 6 estableix A ^ V Q = 0 . Si la forma de Car_ 

t a n - K i l l i n g és no degenerada en h , e l teorema 4 també 

estableix A ^ V Q = 0 . 

En ambdós casos, dones, per l a proposició I I I . 1 4 , es 

v e r i f i c a g (VQ,X)=ctt en l'entorn en q u e s t i ó . Si aques­

ta constant fos diferent de zero podríem suposar que 

és 1 . En aquest cas , prenent una referencia V Q . X . V ^ , . . 

. . , V , de manera que la métr i c a s ' e s c r i g u i . 

0 1 0 

1 2f 0 

0 0 Id 

on f= -]¡ g (X , X) , obtenim de la proposició II . 6 de la re­

marca i n i c i a l i del fet de suposar e1 tensor de R i c c i 
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semidefinit negatiu, Af20. Efectivament, 

Af =-tra?a(A^oA^)-Ricci (X ,X)S0. 

Com que M és compacta, 0=/j^Af; obtenim, dones, Af=0 i , 

per tant, traga (A^o Â >=0 . (3.2) 

En la referencia a n t e r i o r , l'operador A^ s'expréssa 

mitjangant l a matriu. 

O 

O 

O 

o 

o 

t 

0 

o 

(3.3) 

E l O que correspon a o(n-1 ) prové de (3.2). 

2 

Integrant sobre M la fórmula Af =(Af) f+g ( grad(f), grad(f)) 

s'obté, 2 
0=/j^(grad(f),grad(f)) (3.4) 

Pero de la proposició 11. 6 , grad(f)=A^X, i de (3.3), 

n 
grad(f) és espacial; en concret , ^ x ^ ~ i - 2 ^ i ^ i ' ^ que 

els vectors son ortogonals i e s p a c i á i s , Av també és 
X " - A 

espacial . 

(3.4) ens d i u , per tant, grad (f )=0. Aleshores f és c on_s 

tant i X p a r a l . l e l . X és paral . leí per (3.3) i v = 0. 

El subespai generat per i X s e r i a invariant per h i 

no degenerat per g; c o n t r a d i c c i ó amb el fet d.e suposar 

M gairebé i r r e d u i b l e localment. Aquesta contradicció 

prové d'haver suposat g ( X , ) ^ 0 . 

q . e . d . 

Teorema 8. 

Si el tensor de R i c c i és semidefinit negatiu i s i la 

forma de C a r t a n - K i l l i n g r e s t r i n g i d a a h és no degenera, 

da, aleshores, s i X és un camp de K i l l i n g sobre M, X 

és p a r a l . l e l i de norma zero. 
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d e m o s t r a c i ó . 

E l teorema 4 mostra que l ' o p e r a d o r pertany a h . Com 

en l a proposició a n t e r i o r , s i f = ^ g ( X , X ) , es v e r i f i c a 

£if=0 i , també cora abans, t r a 9 a ( A ^ o A ^ ) = 0 , (3,4) 

Prenem V„,¥,,•..,¥ una r e f e r e n c i a de manera que l a me 
O 1 n ~ 

t r i c a s ' e x p r e s s i raitjanfant l a m a t r i u , 

0 

1 

O 

1 

O 

o 

o 

.0 

Id 

En a q u e s t a r e f e r e n c i a l ' o p e r a d o r 

O 

s escriu, 

O 

o 

o o 

B 

eR 
n-1 

, B e o ( n - l ) , amb B=0 per ( 3 . 4 ) . 

Així dones, A-^ és d e l r a d i c a l de 0 ^, De l e s hip ó t e s i s 

A^=0, En a l t r e s p a r a u l e s X és p a r a l . l e í . Com que M és 

gairebé i r r e d u x b l e l o c a l m e n t , X ha de s e r de norma z e ­

ro i coffl que, de l a p r o p o s i c i ó 7, g ( X , ¥ Q ) = 0 , ha. de s e r 

X=kVQ. 

F i n a l m e n t k és c o n s t a n t . 

q.e.d. 

C o r o l . l a r i 9. 

S i e l t e n s o r de R l c c l és s e m i d e f i n l t n e g a t i u i s i l a 

forma de C a r t a n - K i l l i n g r e s t r i n g i d a a h és -no degenera_ 

d a , a l e s h o r e s , - ' '. 

i ) o bé no h i ha camps de K i l l i n g g l o b a l s , l l e v a t 

d e l O, o bé 

i i ) h i ha un camp g l o b a l p a r a l . l e í de norma z e r o i 

e l s únics camps de K i l l i n g que h i ha son e l s m ú l t i p l e s 

d ' a q u e s t . Aquest p o s s i b l e camp está en l a direcció pa-
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r a l . l e l a R V 
O * 

Exemple 10. Aquest exemple mostra que la hipótesi del 

teorema 8 no es pot d e b i l i t a r . Mostrarem una varietat 

compacta, de Lorentz, gairebé i r r e d u i b l e localment amb 

tensor de R i c c i semidefinit negatiu i amb un camp de 

K i l l i n g no p a r a l . l e í . 

Considerem M e l producte S xS xS i a., 1=0,1,2, 

coordenades angulars standart de S . Si f :M-»-R>Q és una 

funció regular real p o s i t i v a , que només depén de (X^, defi­

nim la métrica g sobre M en la base 3a^, mitjangant la matriu. 

0 

1 

O 

1 

O 

o 

o 
o 
f 

Calculant s'obté. 

' 3 0 = 0 

o 

o o 3^f/2f 

O 

O 

O 

O - ^ j f / 2 ] 

3jf/2f 

O 

O 

3̂ 32 

O 

O 

o 

™(3^3^f-((3^f)2/2f)) 

-Ka^aif-COif) /2f)) 

o 
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RicOQ,aQ)=o 

RicO^,aj^)=~0^3^f-(0^f)^/2f )) 

RicO2,32)=0 

El tensor de R i c c i és semidefinit negatiu si i només 

s i 2f3^3^f-(3^f)^S0. Si és diferent de zero, l'álge­

bra d'holonomia té re d i c a l no t r i v i a l . 

Resumint; (M,g) és una 3-varietat compacta, de Lorentz, 

gairebé i r r e d u i b l e localment. 82 és un camp de K i l l i n g 

no p a r a l . l e í . Per t a l d'obtenir R i c c i á O , hom pot pren-

dre , 

f=i((Cosa,)^+2Cosa,-3). 
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Nota. 

E l lector s'haurá adonat que del § 3 del capítol H I es 

distingeixen dos casos segons h ( V Q ) ^ 0 , o h(Vg)=0. En cajn 

v i , en aquesta memoria analitzem de manera mes o menys 

completa e l cas h ( ¥ Q ) 5 ¿ 0 , I en h (VQ)=0 s'afegeix l a hipó­

t e s i que e l camp V Q s i g u i global i p a r a l , l e í . Fem cons­

tar que, s i la varietat en qüestió és simplement connexa, 

o s i e l grup fonamental és f i n i t , l ' a f e g i t no és cap res_ 

tr i c c i ó . 

Qué passa en e l cas en qué el camp V ^ només sigui d e f i ­

nit localment? No ho sabem. Tanmateix, com que alió que 

ens preguntávem era la v e r i f i c a d o o no d'un resultat i 

l a resposta és negativa, en l a memoria es donen contrae-

Xemp1es, aquest desconeixement no afecta la solució del 

problema que ens várem pl a n t e j a r . 

A mes, tant els contraexemples com els exemples que hem 

donat s a t i s f an que el camp V Q és global i , en alguns ca_ 

sos, p a r a l . l e í . 
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