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INTRODUCCIO.

Si M és una varietat diferenciable de classe C® i X un
camp sobre M; si X s'anul.la en un punt p de M, alesho-
res indueix, de manera natural, un endomorfisme AX de
l'espai tangent TPM‘ De fet si yeTpM i Y és un camp tal

que Yp=y, es defineix,
Ax(}’)=(x!¥)p'

Suposem ara que M és una varietat riemanniana, podem as
sociar a X un endomorfisme que coincideixi amb el del

paragraf anterior fent,

AXY=(X,Y)—VXY=—VYX.

Si X és un camp de‘Killing (isometria infinitesimal),
1'operador Ay és antisimétric respecte de la métrica. A
més, com que les transformacions de curvatura sbén contin
gudes en 1'algebra d'holonomia de M i derivant 1'opera-
dor AX s'obté una transformacid de curvatura quan X és
Killing (VYAxaRXY), és licit de plantejar-se si l'opera-

dor Ay mateix ja és de 1'algebra d'holonomia.

Per a varietats riemannianes compactes, Bertram Kostant
(K) demostra (l'any 1955) que 1'operador Ay pertany a

l1'algebra d'holonomia per a qualsevol camp de Killing X.

E1l pla R amb la métrica habitual té camps de Killing,
1'operador Ay dels quals no pertany a 1'algebra d'holongo

mia, que en aquest cas es redueix al zero.

Si hom busca altres exemples menys trivials pot limitaf
la recerca a varietats irreduibles. Aixi deduiex ( vid.
Curras (C.1) i (C.3)) que si M és una varietat riemannia
na, completa, irreduible, en la qual hi ha un camp de Ki
1ling X no holdnom (i.e. l'operador Ay no pertany a 1'al
gebra d'holonomia), M és una varietat de Kaehler degene-

rada o una varietat d'hiper-Kaehler.
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L'objectiu d'aquesta memdria és fer un estudi semblant
per a varietats semiriemannianes i, en particular, per a
varietats de Lorentz. Tant en unes com en les altres es
segueix verificant VYAX:RXY i que les transformacions de

curvatura sén contingudes en 1'dlgebra d'holonomia.

En un afany de simplificacidé hem comen¢at per estudiar
varietats irreduibles i varietats gairebé irreduibles
per 1l'accibé del grup d'holonomia. Berger a (B) va des-
criure els possibles grups d'holonomia restringits de va
rietats riemannianes irreduibles, no localment simétri-
ques. Com veurem en la memdria, aquelles descripcions ja
resolen la questid de la pertinenga de Ay a 1'dlgebra
d'holonomia en les varietats que tracta. Es doncs, en
les varietats de Lorentz, gairebé irreduibles, en que

ens hem interessat especialment. .

Aquestes varietats, definides per Wu (W.1), apareixen,
de manera natural, al transportar al cas semiriemannia
la nocid riemanniana d'irreduibilitat. Vénen caracterit
zades perqué tenen subespais invariants que sén degene-
rats i no d'altres subespais invariants no degenerats,

llevat dels trivials.

Entre elles hem trobat exemples de varietats de Lorentz
compactes que tenen camps de Killing globals, 1l'operador
Ay dels quals no pertany a l1'dlgebra d'holonomia. Aixi
doncs, la hipdtesi de compacitat, que comportava que tot
camp de Killing fos holdnom en el cas riemannié; no és
suficient per fer acomplir aquest fet quan la métrica és
semidefinida. La mancan¢a no prové de la compacitat, éi-
n6 de la forma de Cartan-Killing, que és definida positi
va en el cas riemannid i semidefinida en el cas semirie-
mannid. I en alguns casos, no permet una descomposicid

de 1l'espai en suma directa d'un subespai i el seu ortogo

nal. Quan aquesta descomposicid és possible s'obtenen re
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sultats semblants als de Kostant.
En concret,

Si M és una varietat semiriemanniana, compacta, ¢
la forma de Cartan-Killing, h 1'dlgebra d'holono-
mia; si ¢|h és no degenerada i X és un camp de Ki-

1ling, aleshores, existeixen heh i Bxehl satisfent,

Ay=h+B, i 0(By,B,)=0

i,
si M és una varietat de Lorentz compacta, gairebé
irreduible localment, si ¢lh és no degenerada, ales

hores, tot camp de Killing és holodnom.

L'esquema per capitols és com segueix,

El capitol primer va encaminat a presentar el teorema de
descomposici6 de de Rham-Wu, que estén, al cas semirie-
mannida, €l conegut teorema de descomposicidé de de Rham.
La demostracid que donem és de Wu (W.1l) i és inspirada
en el fet que les transformacions de curvatura i les se-

ves derivades caracteritzen una varietat.

El comencament del capitol segon és un recull de resul-
tats que necessitarem posteriorment. Aixi s'introdueix
la forma de Cartan-Killing (algl pot pensar que ens hem
pres una llicéncia massa agosarada anomenant-la aixi),

i s'exposen els rudiments sobre isometries infinitesi-
mals. Tot aixo permet de donar una generalitzacié del
teorema de Kostant i d'estudiar el comportament de 1wogg
rador AX’ associat a un camp de Killing X, en varietats
de curvatura constant. Tant si la constant val zero com

si no val zero.

En el capitol primer ja comentem que les varietats irre

duibles resulten insuficients en el cas semiriemannia.



Fan falta, a més, varietats que tinguin subespais del'es
pai tangent, degenerats, invariants per l'accid del grup
d'holonomia. D'aquestes en diem varietats gairebé irredul
bles seguint la notacid de Wu. E1l capitol tercer és dedi-

cat a estudiar d'entre aquestes varietats, aquelles que,
a més, siguin de Lorentz. Cal destacar que aquestes dar-
reres sbén proveides d'una foliacid de dimensid 1 (conse-
qﬁentment, també una de codimensibé 1) paral.lela, en la

direccidé d'un camp vectorial de norma zero.

El capitol quart és dedicat a estudiar les possibles al-
gebres d'holonomia de varietats de dimensib menor o
igual que cinc, que siguin de Lorentz i gairebé irredui-
bles localment. Tot aixo va engaminat a escatir el carac
ter -holdnom o no holdnom dels camps de Killing sobre
aquestes varietats. Tant en el capitol anterior com en
aquest, donem exemples de varietats de Lorentz gairebé
irreduibles. Un d'ells és, a més, una varietat compacta

i és proveit d'un camp de Killing no holdnom.

Finalment, el capitol cinqué conté generalitzacions d'a-
quests exemples, aixi com del teorema de Kostant, ja co-
mencada en el capitol segon. També conté aplicacions
d'aquests teoremes quan el tensor de Ricci de la varie-

tat satisfa condicions prou bones.

Habitualment designarem els camps vectorials pef 1es'da£‘
reres lletres de 1l'alfabet, i en majlscula (U,V,W,X,Y,Z).
El tensor meétric és denotat per g i per < | >,

Les algebres de Lie que en la literatura es designen mit
jancant lletres gotiques, vénen denotades per les lle-

tres corresponents, en negreta.,

cvi



CAPITOL I

El teorema de descomposicidé de de Rham-Wu

I.1 Isometries d'entorns normals.

Si M i M' sbén varietats semiriemannianes de la ma-
teixa dimensidé i index, i peM, p'eM'; ens proposem de
trobar condicions per tal que, donada una isometria L
L:TpM*"*'TP,M', sigui la diferencial en p d'una isome-

tria definida en un entorn normal de p.

Definicid. Si L:TPM——+ TP‘M' és una isometria lineal i
si U és un entorn normal de p de manera que expp. esta
definida en L(expgl(U)), aleshores l'aplicacid ¢L ,
®L=expp,oLoexp;1: U—— M', s'anomena aplicacid polar

de L. En altres paraules, @L envia expp(v) a exp_(Lv)
per a qualsevol v de expgl(U)CTpM. L'aplicacidé "polar de

L" sempre existeix per a entorns suficientment petits.

Lema 1. Segons la notacid anterior:

1. ¢ envia geodésiques radials a geodésiques radials.

2. d®L|p=L'

3. Si U és suficientment petit, aleshores o és un difeo
morfisme sobre un entorn normal de p' en M'.

4, Si M' és completa, @L esta definida en cada entorn

normal de p.

demostracio

Yy designa la geodésica pef'yV(O) amb velocitat v.

1. Les geodésiques radials s6n de la forma yv(t)=exp (tv)
QL(Yv(t))zexgp'°L°exp;1°eﬁPp(tV):epr'(tLv)zYL(v)(t)‘

2. oy (v)=dd, (7,(0))=(0 oy )" (0)=§ (0)=Lv.

3. Si U és suficientment petit, ®L(U) esta contingut en

un entorn normal de p' on exp , és un difeomorfisme, i

3 és una composicid de difeomorfismes.



4. £s clar perqué exp esta definida sobre tot T _,M'.

qg.e.d.

Si y és una geodésica en M amb y(0)=p; ' la geo-
désica per p'eM' amb §'(O)=L(§(O)); designem per TYel
transport paral.lel al llarg de Y. Si es verifica:

(PL(RXYZ)) =R
per a tot X,Y,Z de T

P, ()P (1)FL(P)
Y(I)M on,
PL_TY'OLQT’Y“I‘

direm que L conserva la curvatura sobre la geodésica vy.

Teorema 2. (Cheeger-Ebin; B.0'Neil) '

Siguin M i M' varietats semiriemannianes i L:T M — T ,M'
una isometria lineal que conserva la curvatura sobre ca-
da geodesica per peM; aleshores:

1. Si U és un entorn suficientment petit de peM, hi ha
una Gnica isometria ¢ de U en un entorn normal V de p'egM'
de manera que d@;p:L.

2. Si M' és completa, aleshores per a cada entorn normal

U de p hi ha una Gnica isometria ¢:U——— M' de manera que
do| =L.
P

demostracid

Unicitat.

Siguing,b: U~ VcM' de manera que dCI ~dw} L. Conside~

rem A= quU dclq~d¢{q}. A és un subconjunt tancat de U.

Si qeA, prenem WcU, entorn normal de q, aixd és, W=exp W'
per un cert W' entorn de 0 en TqM. Si - reW, existeix veW'

de manera que r:exp (v) 1i:

1
Aleshores g iy c01nc1de1xen sobre exp W', D act dg
=dy . per a qualsevol r de U; i A tambe és obert. Com
que és no buit i U és connex, obtenim el resultat.

Existéncia.

Es suficient provar que l'aplicacié polar de L del lema



1 és una isometria. Aixd és, per a cada veTqM, qelU, hem
de demostrar que g(d@L(v),d@L(v))=g(v,v).
Sigui doncs 4 l'aplicacid polar de L, @L:Um~+ M' i UT
l'entorn de O a TpM corresponent a U via expp. Hi ha un
tnic xelUp 1 un yxaTx(TpM), de manera que
d(expp)¥x(yx)=v. (2.1)

Si Yy designa la geodésica amb condicions inicials Y0)=
=p, ?(O)=x i Y el camp de Jacobi sobre Yy amb c.i. Y(0)=
=0, Y(O)=yx, es verifica:

g(v,v)=g(Y(1),Y(1)). (2.2)
Com que L éslineal, dL=L, aixd és, dL(y )= (Ly)L . De 1la
definicid de @L i de (2 1) tenim:

(dep)(v)= d(expp oLcexp )(v) dexp (dL(y Y )=dexp '!LxLny

<d@)(v>=<dexyp,),Lx<Lny>. (2.1)"
Si Y' designa el camp de Jacobi sobre‘ixcM' amb c.i.
Y'(0)=0, f'(@)=Ly, es verifica:
g(do(v),do(v))=g(Y"'(1),Y" (1)) (2.2)'
Prenem ara El""’En una base ortonormal de T M. Desig-
nem per ET=L(E‘) i per E.(t) (respectivament E'(t)) els
transportats paral.lels de E (resp. E! ) al 11arg de Y
(resp. YLx) Escrivim Y=Ly E Les funcxans y satlsfan
el sistema d'equacions dlferencials de Jacobi:
—‘ﬁlr R 8 alydak (2.3)
amb c.i. Y(0)=0, ?(O) ye.ion les a's son constants que
verifiquen Y(t) Ja'E. (t)
Respectivament, escr1v1nt Y'= Zy‘lE' les funcions y'i
satisfan:
LS A ITEAS AL O
Observem que de la definicid de Yy a't2al i de la con-
servaci6 de la curvatura sobre geodésiques per p, R?jk:
_R'?Jk l.Les funcions y ,y'l satisfan el mateix sistema
d'equacions diferencials amb les mateixes condicions ini

cials; de la unicitat de la solucid, coincideixen.




Per tant:
g(do(v),do(v))=g(¥' (1),¥'(1))=Ze (y' (1)) 2=
=Ze, (y7(1))%=g(Y(1),Y(1))= g(v v).
g.e.d.
Remarca. En realitat es verifica dQ"Kt)“ yroko T
Perque, de la construccid, Y'(t)= (T t oL T §(Y(t)) i
‘& (0)= L(Y(O)) D'aqui que:
Y'(1)= dexp L (£Y1(0)) .,(O)=dexpp.L(ti(0)>l

Y'(0)~
~dexpp,odLo(dexp1}(Y(l)) =dd(Y(1))

q.e.d.
Teorema 3. (B. O0'Neil)

Siguin M i M' varietats semiriemannianes connexes i com
pletes, M simplement connexa. Si L:TpM——+ Tp,M’ és una
isometria lineal que conserva la curvatura sobre cada
geodésica per p, aleshores hi ha un (nic revestiment se

miriemannia ¢:M— M' de manera que d@lp=L.

demostracid

Notacions:

Per a quélsevcl kzl sigui v la k-pla de vectors de T M

v=(v},...,vK). Definim Bvinductivament com la geodési-

ca diferenciable a trogos BV:[Ozk)-* M determinada per
1| (0,1)} Suposenm definit B :(0,3)—> M i sigui w el

41 al llarg de B fins a 8 (3

Biv1](0,3)7B5 1 Byur(BD=r, (e- st te(5)3-1

transportat paral.lel de v

Definim

Sigui ara v un dels anteriors i ’I‘T M-~ T (k)M el
-transport paral.lel-sobreﬂ& Respectlvament en M per
'Lv=(Lv1,...,ka) sigui Tyt T M e T (k) M' el trans-
port paral.lel al llarg de B v' Alesho%es el transport
de L sobre By és LV=TLv°Lo¥i:TqM-+ TqM’ essent q:Bv(k),
q'=BLV(k). Com que L conserva la curvatura sobre cada
geodésica, L, també.

Pel teorema 2 hi ha un entorn U de B (k) i una isome~

tria @v:Uv—~* M' de manera que d@ V16, (k) Sense peér-



dua de generalitat podem suposar UV convex 1 que si Uv i
u, sé6n no disjunts, la seva interseccid és convexa i per
tant connexa.
Anem a construir M® un revestiment de M.
Considerenm I = Kq,UV): qeM, ve(vl,...,vh keN} definim
en L la relacid d'equivaléncia ~ per (q,Uv)m(q',Uw) si
i només si g=q' i ¢ =%, en Uanw. Es pot dotar (B. O'Ne-
il, Matched coverings p.203) %/n~ d'una estructura semi-
riemanniana de manera que les seccions N ¢ U — L/Vv si
guin isometries. = (x, U )
Amb aquesta estructura l'aplicacié m I/~ —* M és una i
sometria local. A més (B. O0'Neil, prop.32, p.204) T és
un revestiment si i només si w7 eleva geodésiques, aixo
és, si donada o una geodésica en M i X un punt de la fi
bra de o{0), existeix d , geodésica en M*=E/m amb §(0)=%
i W3)=0.

T satisfa aquesta condicid.
Efectivament, si o0 és la geodésica en questid i la
suposem recoberta per U ,,...,U0 5. Si (y,U Gy Uiisen)
aleshores, definint 01100 (U 1) Avlocluvi obtenim 1'e
levacibé. Hem de veure doncs que podem recobrir ¢ per
le,...,UvS adequats. Prenem v=(v1,...,v } de manera que
B uneixi p amb o(0); v =T HH0)) i w(s)=(vl,...,vK,

v Kpp v

K+1
)

sv se(0,1). Aleshores el darrer segment de Bw(s)

és una reparametritzacid de o 0,s)" Hi ha una particid
0=So<51<{- <sp=1 de manera que ¢((s 1-1984 ))CUW(S_)
Només falta veure que (y, W(Sl_l))q{y Uw(s )) -

Si T de51gna el transport paral.lel " al llarg de © des-

b

de o(s;_,) a O(Si) (respectivament: ' sobre @w(si)cg,

de (pw(si)(O(Si‘l)) a (bW(Si)(O(Si)))‘

[

= 'L . Com a isometria local
LW(Si-l) T o W(Si)OT 1 C N (DW(SI)
conserva el transport paral.lel. Obtenim doncs:
) -1

dg Y . ‘
{ W(Si)jg(si_l) i {dq’w(sﬂ}o(si) N *



r—1 -
T oLw(si)oT

{dQW(Si)]

=L

G(Si—l)—

wis -1 Féw(s iux)]

. o(s 1)
en consequencia Qw(s

. i Qw(si) coincideixen en
Uw(si_ 1)nUw(si) .

Les aplicacions @VOW:AV(UV)~_q-M' coincideixen en les
interseccions kv(Uv)ﬂAw(Uw) i defineixen o®:M¥—5 M’
que és una isometria local,

Finalment, com que M és simplement connexa, existeix u-
na seccidé global A:M— M* de manera que X Uozxo ; o=
0%, A\:M—> M' és una isometria local; la completitut de
M i la connexibé de M' garanteixen que ¢ és un revesti-

ment semiriemannia.
qg.e.d.

I.2 E1 grup d'holonomia d'una varietat semiriemanniana.

Si M és una varietat semiriemanniana connexa i peM,
considerem Cp el conjunt de les corbes tancades ,dife-
renciables a trogos, amb punt base p. El transport paral.
lel sobre cada una d'aquestes corbes determina un auto-
morfisme de TpM que és una isometria. El conjunt de to-
tes les isometries aixi obtingudes s'estructura de mane

ra natural com un grup i s'anomena grup d'holonomia de

M amb punt base p. El designarem per G .
Si y és una corba de M amb extrems y(0)=p, y(l)=q, el
transport paral.lel al llarg de y proporciona un isomor
fisme entre Gp i Gq fent:

TeG_ ~——1_oTot =1 eG

p Y Y q

Quan en lloc de considerar totes les corbes tancades,
diferenciables a trogos, amb punt base p, tenim en comp
te només aquelLes que sb6n homotopes a constant, obtenim,

via transport paral.lel, un grup, subgrup de 1'anterior



que denotarem per G; i en direm grup d'holonomia restrin
git amb punt base p.
Es vefifiquen (K.N. Teorema 4.2 p. 73)

a) G; i Gp sébn grups de Lie.

b) G; és la component connexa de la Id. en G_.
L'algebra d'holonomia hp’ dlgebra de G_, que se sol iden

. M — o ¥ +
tificar amb TIde“TIde és una subalgebra de po(n).

Teorema 4. (Ambrose-Singer)

L'dlgebra d'holonomia hp peM esta generada per les trans
formacions de curvatura RXY X,YETPM i pels seus trans-
portats T;S(RTXTY)QTY X,YeTy(O)M, y(1)=p.

Una demostracidé es pot trobar 'en K.N. p.89 Teo.8.1 i p.
151 Teo. 9.1 .

I.3 El1 teorema de descomposicid de de Rham-Wu.

Definicibd. Si M és una varietat semiriemanniana, peM, G
el grup d'holonomia de M amb punt base p, direm que M és

irreduible quan els (nics subespais de TpM invariants

per Gp son els trivials; direm que és reduible quan hi

hagi algun subespai de TpM no degenerat respecte de 1la

métrica, invariant per Gp; altrament direm que M és gai-

rebé irreduible. Aixd és, M és gairebé irreduible quan

existeix un subespai invariant per Gp on la metrica hi
degenera i no n'existeix cap d'invariant no degenerat,
no trivial. Afegirem localment a aquests adjectius quan

considerem 1'accid de G; sobre TpM;en 1loc de 1la de Gp.'

Proposicid 5. Sigui €os€1,...,e una base de RO+1 en 1a

qual hem definit una métrica mitjang¢ant la matriu,
| 01
10
Id



Sigui G un grup d'isometries de Rn+l respecte de la me-
trica anterior, que verifiqui: ‘
i) L'Gnic vector propi de tots i cada un dels ele~
ments de G és eo.
ii) \1’»47:5{4530}“L , el subespai G(w) generat per w i les
seves respectives imatges conté e,
Aleshores G actua gairebé irreduiblement sobre‘Rn+1.

demostracid

El subespai generat per e, és invariant i degenerat.
Si V fos un subespai no degenerat de Rn+l invariant per
G, V' també ho seria i eo=vy+v, amb vlgv, vzg\!‘L . Per a
qualsevol geG, g(e0)=g(v1)+g(v2)‘ Pero g(e,)=e, i
g(vl)gV i g(vz)ng . Aixi doncs g(vl)xvl i g(v2)=v2.
D'aixo i (i) en deduim eyseV o eOSVL. Suposem e, eV; si
dim Ven+l, existeix uaV'L i en particular ey tu. De (ii)
e,eVt . Contradiccidé perque si V és no degenerat,

Rn+l:V$Vl, Ha de ser doncs dim V=n+1l.
g.e.d.

Prenem una varietat semiriemanniana reduible M i peM .
A TpM hi ha un subespai <D1)p invariant per Gp“ Si q és
un altre punt de M,Y una corba de p a q, diferenciable

a trogos i (Dl)q el transportat de (Dl)p paral.lelament
al llarg de Y, es verifica:

Lema 6. (Dl)q és independent del cami elegit.

demostracid

Siyi Ssén dos camins de p a q,Y 8 és un cami tancat
amb punt base p. Aleshores el transport paral.lel so-

bre Y %8 deixa invariant el subespai <D1)p Aixd és

- c by - - - - =1 1 ¥
T_Y 1’6(Dl>p (El)p’ pero TY 1‘8 '{Y 10T6 (T'Y) oTé Dlaqui
*que TéDi)pc:T¢Dl)p. Canviant els papers de Yi Cobtenim

la igualtat. q.e.d.

-

A partir de (Dl)p hem construit , per transport paral-



lel una distribucid D, sobre M i com que, per hipdtesi,
(Dl) és no degenerada respecte la métrica i el trans-
port paral.lel és una isometria, deduim que D1~-D2 és

una altra distribucid no degenerada, invariant per trans

port paral.lel i de manera que, per a qualsevol qeM,

(Dl)qe(Dz)q=TqM

Proposicid 7.

1. La distribucid Dl (resp. DZ) és diferenciable i in-
volutiva.

2. Si M1 (resp. MZ) és la subvarietat integral maximal
de Dl (resp. D2) per p, M1 (resp. MZ) és una varietat
totalment geodésica. Si M és completa, M1 (resp.Mz) tam
bé.

demostracid

1. Per provar que la distribucib D1 és diferenciable,
prenem geM 1 x!,...,x" un sistema de cordenades normals
vdlid en un entorn U de q. Si Xl,.,.,Xr és una base de
(D ) i z=(a,,...,a,)el definim x*

de81ca x1~a t. Clarament Xl,..‘,X

i=T X1 on «y és la geo
*
r

Daad

s una base de (Dl)z
per a qualsevol z de U.

El caracter 1nvolut1u de D1 prové del fet de ser (X,Y)=
=VyY-vyX 1 vy¥= 11m“—(T Y t—Yp) i cada un dels dos mem-
bres de la substracc1o pertany a (D )

2. S1i Y és una geodésica per p amb c.i. Y(O)E(D )p com
que Y(O) és paral.lel al llarg de Y , (t)E(Dl)
Aixi doncs YcM

Y(tr)*®
1° . .

D'altra ?anda si Y és una geodésica de Ml'amb c.i.
Y(O0)=p, Y(0), considerem la geodésica T de M amb c.i.
T(0)=p T(0)=Y(0). Com que M

TCMI i Y=T. Si M és completa T i per tant Y estenen el

I €s totalment geodésica

seu domini a R. )
q.e.d.

Per facilitar la demostracidé del seguent teorema intro-



duim el seguent:

Lema 8.

Si Mi i=1,2 sbébn varietats semiriemannianes; MLXMZ el
producte; ?E:MIXMZ——@'Mi les projeccions, si Yy és una
corba en MlxMz i Y un camp sobre Yy es verifica:

Y és paral.lel al llarg de Y si i només si Wi(Y) és pa-

ral.lel sobre ﬂi(y).

Teorema 9.

Si M és una varietat semiriemanniana completa simple-
ment connexa i reduible, peM, Dl’ D2 sdén les distribu-

cions obtingudes trgnsportant (Dl)p, (Dz)p. Si Ml’ M2

son les subvarietats integrals maximals de Dl’ D2 pel

punt p, aleshores existeix una isometria yY:M,xM,—— M.

1772
demostracid

Sigui M1 (M2 resp.) la varietat integral de D1 (Dzr&mJ

per p; i IX:M1-+ M (Iz:M2~—+-M resp.) la inclusib.

Igl(p)zpl (151 (p)=p, resp.). Sigui també Mlaib-ﬁl

(M2~£%'M2 resp.) el recobriment universal de M1 (MZ res

pec.) i §1€ﬂ§l(p1) (§2€ﬂ;1(p2).respec.).

L:T(~ ~ )(MlxMz)——+ T M definida utilitzant la commuta
P1+P; P .

tivitat del seguent diagrama:

d(ﬂl,ﬂz)i _
T<pl’p2)(M1xM2) ey TP(IK(MI)) ) Tp(IZ(MZ))
dIledI2

Si provem que L conserva la curvatura sobre geodésiques

que surten de (ﬁl,ﬁz) estarem en condicions d'aplicar

el Teorema 3.

-10-~



Com que ﬁlxﬁz és un recobriment semiriemannia de MIXMZ

és suficient provar la conservacid de la curvatura sobre
geodésiques de MlxM2 que passin per (pl,pz).

Del lema 7 n'hi ha prou considerant geodésiques de la
forma (Y,pz) (resp. (pl,Y)),

Sigui doncs (Y,Pz)(t)=(¥(t),p2) una geodésica en My xM,
pel punt (pl,pz). La designarem per (w,pz) o Y segons la
pensem en MIXMZ o en M. Hem de demostrar que:

Z)=R

$ A

X L'
(Yspz) (Yslpz)
Y o T
L -.T( \f’pz)OCdIl@dlz) t (Y:Pz)

N'hi haurad prou provant-ho pels X,Y,Z d'una referéncia.

zgenem doncs E;,...,E; F;,..,,FS bases de (Dl)p’ (D2)p;

R Fj els transportats de E;, Fp paral.lelament al
llarg de (Y,pz) i també al llarg de Y. Aleshores:
. R, .=0 perd L' Elep, i L" Jep, i -
1 pip pero (7’p2) ) & (Y,pz)F o 1 RXY 0

per XEDI’ YeD, a causa del teorema 4. Aixi doncs

2
R ] i ] j :O.
L E-L F
(Y, py) (Yspy)
2. Obviament si XeD,, L' X=X igualtat que es veri-
1 (Y»p%)

fica identificant Ml amb Ja seva imatge II(MI)' D'a-

qui que: V
k k

L' R ., E"=R , .
(YyP2) ElEJ EIEJ

. . 1 k
=R, , i, j L E™.
o) PR (et (R

F*y=1.(R . .F

3. L' (R .

R, iy j L' F"=R ., |
L (m»z)F - (v,p2)F REFY FiFd

D'altra banda, de la 22 identitat de Jacobi,

VR 4T R 4T R =0
gt plp®  g* glyd gl pFg?
perd R . .=R =0,
glpd  pkgt

~11-



Aixi doncs V iRFij =0. En consequéncia,

. k k
VR =0 i (R 5 sF™)=R ; .F,
y pipd Tg pipit )=Rpig]
4, Finalment, REiEjF =0 i RXYZ=O si X,YeDl, ZeD2 atés
que
RXYZ+RZXY+RYZX=O i RZX=RZY=O.

En resum, en tots i cada un dels casos es verifica (%).
Del teorema 3 hi ha un recobriment semiriemannia
Q:ﬁlxﬁz—-+ M. Com que per hipdotesi M és simplement con-
nexa,® és una isometria. D'altra banda @(Ml,ﬁz) és la
subvarietat integral maximal de ®*(D1). Aix1i doncs
@:(Ml,ﬁz)——+ Ml és una isometria i passa el mateix amb
(ﬁl,Mz) iM,. Aixdo ens diu que:M; i M, ja eren simple-

ment connexes i que MLxM2 i M sbén isométriques.
qg.e.d.

Corol.lari 10.

Sigui M una varietat semiriemanniana, completa i redui-
ble; peM,_(Dl)p@(Dz)p una descomposicid de TPM en subes
pais invariants per l'accio del grup d'holonomia . Dl’
D2 les distribucions obtingudes traslladant paral.lela-
ment (Dl)p i (Dz)p; qeM i Mi les subvarietats integrals
maximals de Di pel punt q. Aleshores:

1. Existeixen V, Vl’ V2 entorns de q en M, Ml’ M2 i una

isometria @:leV2—~+ V.

2. G2 (M)=6g (M )xGe (M)

demostracid

1. Prenem m:M——> M el recobriment universal. Com que
és una isometria local, el grup d'holonomia restringit
de M en q és el mateix que el grup d'holonomia restrin-
git de M en q; d'aqui que dﬁ~ |(D ) ens faciliti una
descomposicid de TqM en subespals 1nvarlants per 1'ac-
cidé del grup d'holonomia. Com que M és simplement conne
xa 1 completa, estem en condicions d'aplicar el teorema

. 9, Existeix doncs una isometria entre MlxM2 i M. Isome-

-12-



tria que composada de manera adequada amb m ens propor-
ciona 1.
2. Prové de ser:
GO (M)2G ~(M)=(G~M, )x(G~M, ) 2(GOM, )x(GM,).
S (M)26 () 2(G M) )x (G M) 2(G2M X (GEM,) d
qle‘ L

Si D; és el subespai maximal de TPM on el grup d'ho
lonomia hi actua trivialment i si la métrica gIDO és no
o 1¥p .
degenerada, podem descomposar TpM en subespais irredui-
bles (gairebe irreduibles).

En realitat podem establir el:

Teorema 11,

Si M és una varietat semiriemanniana, simplement conne-

xa peM. Si ngo és no degenerada, TpM admet una descom-

posicidé ortogonal en subespais 1rredu1bles , 0 gairebé
irreduibles QD;. Aleshores si M* sén les subvarietats
integrals maximals de Dt per p,

1. M és isométrica al producte M°xM'x ..xM' on M° és pla

na i Mi irreduible o gairebé irreduible.

2. G (M) =G (M )x...xG (M ) on cada G (M ) és el grup
d'nolonomla de ut i actua trlvlalment sobre els (DJ)
i3,

3. La descomposicidé de 1l'enunciat és (nica llevat de

1'ordre.

demostracid

Tenim TPM=QD§. La suma a més.de ser directa és ortogo~
nal. Aleshores (1) i (2) sbén conseqﬁéncia directa del
Teorema 9. |

?er (3) vid .K-N, P.186~Lema. q.e.d.
Del que hem vist fins aqui es pot concloure que, pel
que fa a 1'estudi local (de propietats locals) de varie

tats semiriemannianes, hom no es pot reduir a estudiar

-13-



el cas en el qual el grup d'holonomia restringit actua
irreduiblement., També cal tenir present les varietats
en les quals el grup d'holonomia restringit deixa inva-
riants subespais on la métrica degenera.

L'estudi dels possibles grups d'holonomia restringits
de varietats riemannianes o semiriemannianes irredul-
bles el va fer M. Berger (B.1) " Posteriorment, H., Wu
(1963) generalitza el teorema de descomposicid de de Rham
(W.1), generalitzacidé en la qual ens hem inspirat per
fer les demostracions anteriors; H. Wu presenta també
diferents particularitats de les varietats gairebé irre
duibles localment i en dond exemples (W.3), aixi com
també prosegui 1'estudi dels possibles grups d'holono-
mia restringits de varietats semiriemannianes gairebé
irredulbles. Darrerament M. Cahen i M. Parker (C-P.) -
han completat aquest estudi per a varietats semirieman-
nianes localment simétriques i gairebé irreduibles (lo-
calment).

Si hem xafardejat una mica en el terreny de les varie-
tats gairebé irreduibles localment, no és pas perqueé es
tiguem interessats en proseguir en la linia dels tre-~
balls de Wu, Cahen i Parker ja esmentats, sind que ens
proposem d'utilitzar aquestes varietats com a pedres de
toc, per contrastar la verificacid de certs fendomens co-
neguts en varietats riemannianes.

En concret ens proposem estudiar si, donat X un camp de
Killing en una varietat semiriemanniana compacta, l'ope
rador AX=LX—VX=-VX és 0 no contingut en 1'algebra d'ho-
lonomia de la varietat. Realment el que ens preguntem
no és res més que si, sota la hipdtesi de compacitat,
un element que infinitesimalment pertany a una algebra
de Lie, hi pertany de fet. Aixo vol dir: tenim VYAXzRXY
que pertany a l'dlgebra d'holonomia (Teorema 4); és su-

ficient que la varietat sigui compacta per tal que AX

“14-



pertanyi a 1'algebra d'holonomia?
Aquest problema, en el cas Riemannia, va ésser plante-

jat i resolt afirmativament per B. Kostant (K.) 1l'any
1955,
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CAPITOL IT

Generalitzacid d'un teorema de Kostant.

Varietats semiriemannianes de curvatura constant.

I1.1 Generalitats.

Proposicidé 1. La forma de Cartan-Killing

$:End(V)xEnd(V)—s R
(A,B)———— 0(A,B)=Traca(A.B)
és no degenerada en po(n,s), algebra de Lie del grup

pseudo-ortogonal PO(n,s)

demostracid

Sigui peM i Xl""’xn una base ortogonal i unitdria de
T M. Definim X_ %X ,:T Mo T M
P i1 P % g
Z <Z’Xi> jw<Z,Xj> 5
Els productes XiakXj formen una base de po(n,s). Es veri
fica
((Xi*Xj}O(XR*Xl))(Z):(Xiﬂxj)(<Zka>X ~<Z,X

1 1> X )=

=<Z,Xk>(<Xi,Xl>Xj~<Xj,X1>Xi)—<Z,Xl>(<Xi,Xk>Xj—<Xj,Xk>Xi)

z(<Z,Xk>gi1~<2,X1>gik)Xj+(<Z,Xl>gjk*<Z,Xk>gjl)xi.
D'altra banda si ¢e€End(V) on V és un espai vectorial on
hi ha definida una métrica semiriemanniana i si Xi és
base ortogonal i unitaria il=€i=g.

ii? es verifica
traga¢:Z€.<w(X.),X.>. Aixi doncs:

@((X %X . ) (X xX )) traga((x *X ), (X *X ))= Za <(X xX Yo
G(X *X )(X ), X > ZE ((gkkgll ghlglk>gjh+(ghlgjk 8hk331)
81h) (ngg11 831g1k)8 8:1(8518 k78118178457

gjg(gjkgll 8318 k) gll(gllgjk glkg 1) Z(g}kgll gjlglk)

Com que i<j i k<l implica 8,18 =0, la igualtat anterior

, jk
es "Zgjlgik'

Aixi la matriu de ¢ en la base de les Xi¥X‘ consta de
+2 a la diagonal, ¢ és doncs no degenerada. A mes és de

la forma (n(n-1)/2,n(n-1)/2 - s(n-s)).

-16-~



Proposicid 2. La forma de Cartan-Killing és paral.lela,

demostracid

Hem de veure VX®=O. Sigui peM i X;,....,X base normal
i unitdria. Aixd és (VX.Xj)p= (V4®)(A,B)=
=X®(A,B)-0(V,A,B)-8(A,VyB).  Si (a, ) (by ) son les ma
trius de A i B respectivament en la base Xl""’xn’ te-~
nim:

X®(A,B)=X traca(A,B)= X(&;<a FL XX >)= =X¥e? : l3b31 (1)
¢(V A,B)= traga(v Ao B) f} <(V Ao B)X WX, =

zei<v A(b. JXJ) , XL >-ze <v (A(b x3)) ~A(V (b3x3)> X 2=

Le <V x (25105 K )" A(Xb )x -A(by TgX )5X] >X
e (X(a by )< X +a3kb Xxk,x >-(Xb, )a <Xy, X;>)=
ze (X(aJ ) -a 5 (Xby ))=1ef(Xa,, )blJ (2)

@(A VyB)= 1e? a.l(Xblj) (3)
Clarament (1)= (2)+(3)

(%) Notem que X és un vector en p i per tant VXXj:O.

1I1.2 Camps de Killing

Definicio. Un camp de Killing o isometria infinitesimal
sobre una varietat semiriemanniana és un camp X pel qual
la derivada de Lie de la métrica s'anul.la.

Aixd és LxgzO.

El tensor métric no varia sobre el fluxe d'un camp de

Killing.

Proposicid 3. Si X és un camp vectorial sobre una varie

tat (M,g) semiriemanniana, sb6n equivalents:
1. X és un camp de Killing

2. Wt sb6n isometries

demostracid.

2+1. Com que Lyg= lim I(W .8-8) si W és una isometria
: t
thzg. Aleshores L,g= O

r’f

1+2, Si v és un vector tangent en un punt del domini
del fluxe, aleshores també ho és dV¥ s(v)=w per s sufici-

entment petit. De ser Lxgmo, lim 1(g(d? w,d¥ w) g(w,w))=0.
» t=>0 ¢t
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Com que ¥ o¥ =¥, ,
lim(1/t) (g(d¥_  (v),d¥ (v))-g(d¥ (v)d¥_(v)]) =0
Aixd em diu que la funciéd
s —“*g(dWS(V),dWS(V))
té derivada nul.la és doncs constant. Per tant,

g(dWs(v),dWS(V))’g(V’V)=O' q.e.d.

Proposicid 4. També sén equivalents:
1. X és Killing.

2. Ay és antisimétric respecte de g.

demostracid

Recordatori:
(Lxg)(Y,Z)=Xg(Y,Z)~g(LxY,Z)~g(Y,LXZ).
1+2. De ser X Killing, (Lxg)=0 (4.1). Aixd comporta
Xg(Y,Z)=g(LXY,Z)+g(Y,LXZ) (4.2).D'altra banda
Xg(Y,Z)=g(VXY,Z)+g(Y,VXZ) (4.3). Fent 4.3)-(4.2)
s'obté O=g(V X,Z)+g(Y,¥ X) (4.4) Aix o és
| g(Ay Y Z)=-g(Y, Ny 2 (4.5).
2-+1. De (4 5) obtenlm (4.4). Fent (4.3)-{(4.4) obtenim
(4.2) per a qualsevol Y,Z. Aixd és (4.1). ;
q.e.d.

Proposicié 5. Si X és Killing i V un camp arbitrari, es

verifica:

l-v(x,v]z(Lx,vv)a

2:Vy(Ag)=Ryy-

Com es veura en la demostracid aquesta proposicid és va

lida per a transformacions afins.

demostracid (K.N. p.231)

1. L (VYZ) lim I(V Z- ¢ (V Z)). De la proposicid 3, U
t>0 t
sOn isometries; en particular afinitats i verifiquen

w (v Z) Vw Yw Z. Aixi doncs

b

L (V Z) lim 1 (V,2-V ZY+lim 1 (V Z- 9 =
t-0 ¢ T VYT RS0 v N YT vy ve?)
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=V(X,Y)Z+VY(LX2)'
D'aqui que 1. es verifica sobre camps.

Sobre funcions:

v[x’v)f=(x,v}f
(LX,Vv)f=LX(va)~VV(LXf}=X(Vf)~V(Xf)
també es verifica la igualtat. Hem provat per tant 1.
2. (VV(AX))(Z)=VV(AXZ)~AX(VVZ)=
==V (7,X)+7, ZX=~VV(VXZ~LXZ)+VX(VVZ)~LX(vvz)a
= 0 Uy 2=y U, 249, (L, 2) Ly (7,2)=(de 1)

g.e.d.

Proposicid 6.

Si X és un camp de Killing en una varietat (M,g) semi-
riemanniana i si definim f=%g(X,X), aleshores:

a) grad f=AXX

b) HE(V,W)=g(V X,V X)+g(Ry X, W)=g(Vy(AgX), W)

¢) Af=-traca (AXQAX)»Ricci (Xx,X)
demostracid

. _ ~£ ~L o _

b) L’hessié d'una funcid f és un tensor (0,2) simétric
tal quef
HE(V,W)=g( ¥ (grad £),W) = g(7y(A4,X), )=
38((VV(AX))X+AX(VVX)sW)=g(RXVX,W)+8(AX(VVX),W)=
=g (Ryy X, W) =g ( Ty X, AW =g (Ryy X, W) +g (7%, 7, X).

¢) Af=div(grad f)=div(AXX):traga(V-m+Vv(AXX))x
=traga(V-~+(VVAX)X)+traga(V-~+AX(VVX)):
=traga(V ‘ +RXVX)~traga{V-w¢AX0AX(V))z
sziqci(X,X)—traca(Aonx). :
essent Ricci (X,Y):traga(V«—~¢vaY),

qg.e.d,

Si p és un punt arbitrari de M i Sidi &s un grup unipa-

ramétric d'isometries (en realitat seria suficient trans

formacions afins) generat per X en un entorn de p; si T
s

és 1'drbita de X per p, pt=wt(p); denotarem per T, el
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transport paral.lel al llarg de T de Py @ Py- Per cada

. P .t
t considerem la transformacid lineal de TpM,Ct~TOo(Wt)*

Es verifica:

Proposicid 7. (K.N. p.245)

Ct és un grup uniparamétric de transformacions lineals

(si les Wt sén isometries, també ho sén les Ct).

Ct+s=ct°cs i Ct=exp(—tAx).

demostracid

Com que wt aplica el tros de T que va de p a p, en el

tros de T que va de P, i pel fet que Wt és compa

& Prys
tible amb el transport paral.lel, tenim:

s _t+s
(V) o To=Ty o (¥ )y

Per tant,

_.t s L.t o t+s _.t+s ' _
Ct°Cs“TO°(wt)*°TO°(ws)x“T0°Tt °(wt>¥°(ws)¥’10 °($t+s>*_
=Cits

Aixi doncs hi ha un endomorfisme (en el nostre cas una
isometria) F de TPM tal que Ct=exptF. Hem de veure F=~AX
Per demostrar-ho provarem que:

.1
tigz(CtYp~Yp)z»(AX)pr per YPETPM.
Considerem primer el cas on XP#O. Aleshores p té un en-
torn coordenat i un sistema de coordenades normals x*
de manera que la corba T és x1=t, x2=...=xn=0 per a va-
lors petits de t. Podem estendre Yp a un camp Y en M de

manera que wt(Yp)=Yp i.e. (LXY)p 0.

t’
Es verifica: . :
u(AXY)p=(VXY)p—(LXY)Pa(VxY)pm

1,_t 1,.t
=lim —(T~Y =Y J)=1lim =(T (¥ ). Y -Y )=
sy C 0 P, P 5o t* 0 t'% p p

1
=lim _(C Y ~Y ).
t
50 © PP

Si XpaO, Uy és un grup uniparamétric local de transfor-

macions locals que deixen p fix el transport paral.lel
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Tg es redueix a la identitat. Aleshores (VXY) =0 .

~(Ay) Y =y YD) = (Ly ) == (L Y)pwiingl —E(Yp'-(tl: ) Yp)=
=1im 1(C R R

t>0 t g.e.d.

Proposicio 8 (K.N. p.246)

Si M ésuna varietat semiriemanniana , X un camp de Ki-

1ling i h 1'algebra d'holonomia.-de M, aleshores
(h,Ay)ch,
Remarca: El resultat és valid per a X transformacid infi-

nitesimal afi.

demostracid

De la proposicid anterior, sera suficient provar
(h,Ct)ch.

Si vy designa un llag amb punt base p, Y, designara el
llag mtoy, amb punt base pt' aleshores:

(Ki)) =T :o(\b)
D'aqui que:
-1t 1 0.
CtOT}'oct "TOO(wt);ﬁ‘) T,Yo(‘l’tj* a"(t'*
ot -1 0t 0
*-TOo TYto(lbt)*g(lUt)* oTt'-TOo T\no Tt.
Aixd mostra que Ct°Ty°C;1 €s un-element de Gp. Aquest

element és de G; si yho era.

g.e.d.

I1.3 E1 teorema feble

Teorema 9. A . .
Sigui M una varietat semiriemanniana compacta i'orientg
ble. Si la forma de Cartan-Killing ¢ és no degenerada
sobfe h, algebra d'holonomia de M i si X és un camp de
Killing en M, aleshores l'operador AX descomposa, de ma

» . l I3
nera unica AX=h+BX on heh; Bxeh i tra§a(BX,BX)=O.

demostracid

De 1les hipétesis@lh és no degenerada;d també per la

-21~



proposicibé II.l. Podem doncs descomposar po(n,s) fent
po(n,s)=heh' (l'ortogonal és respecte de ¢). D'aquesta
» amb heh, Boeht

Es verifica: BX és paral.lel.

descomposicid AX=h+B

En efecte, de la proposicid II1.5.2 VyAy= RXY' D'altra
banda VYAX-VYh+VYBX. Pel teorema I.4, VYAXgh. Aixi doncs
com que h és tancat respecte de la derivacid, VYBXgh.
Perd com que ¢ és paral.lela (prop. I1I1.2) VYBxehl
(0=Y@(Bx,h)=¢G@BXih)+@(BX,th)).

cehnht ={0}.

Calculem dlv(B )= traga(V~——+V (B X))=
—traga(Vh—~+(VVBX)X)+traga(Vh——aB (VVX))-
=—traga(V»-¢(BvoAX)(V))-~traga(BX°(h+BX))~
=—traga(BX°h)—traga(BXoBX).

" A més Y@(B ,B ) ZQ(VY X,BX)=O. Aixd ens diu que @(BX,BX)

és constant .

En resum VYB

Integrant div(BXX) sobre M, obtenim:

O=JMdiV(BXX)=”J traga(BXaBX)=k Vol.M

I concloem k=0 .,

M

q-ne"di
Remarca: Hem suposat M orientable. Pel cas no orientable

prendriem el revestiment de les orientacions, que és de

dues fulles i tindriem: XX=H+§X com que l'esmentat reves

timent és una isometria local, Ay=h+By.Per tant el re-

sultat del Teorema 9 és cert tant si M és orientable

com S8i no.

IT.4 Varietats de curvatura constant.
‘Nota: ' | ‘
Remarquem que en el cas semiriemannia no és veritat
el conegut resultat: ‘
M varietat compacta -+ M varietat completa.
Un exemple instructiu es pot trobar en B.O'Neil
p.143 "The Clifton Pohl torus". També en el seguent

.capitol d'aquesta memdria.
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Ja hem enunciat al final del capitol I que estem
interessats en saber quan 1l'operador Ay pertany a 1'al
gebra d'holonomia. En aquest apartat presentem el com-
portament d'aquest operador en varietats de curvatura
constant.

Comencem per observar:

Proposicid 10. Si M és una varietat semiriemanniana de

curvatura constant k#0, 1'dlgebra d'holonomia h coinci-
deix amb po(n,s), endomorfismes antisimétrics de 1l'es-

pai tangent.

demostracid

Sigui Xl""’xn una base ortogonal i unitaria en un en-
torn de p. La curvatura s'expressa :

RYZT=k(<T,Y>Z~<T,Z>Y)

RX X té en la base de les X's una matriu de la forma:

i .
: 1 |
L. "ll:llét!ll_s.lilt
. . . i zeros en els
J;a t-ocai.ottano.n.-oo
. . altres llocs.

Com que les transformacions de curvatura i els seus
transportats paral.lels generen h (Teorema I.4) i RX ¥
generen po{n,s) tenim el resultat desitjat. tJ

q.e.d.

Corol.lari 11. Si M és una varietat semiriemanniana de

curvatura constant k#0 i X és un camp de Killing, 1'o-

peradorbA eh.

X

demostracid

De la proposicidé anterior i de la proposicid 1I1.4.

q.e.d;

Remarca: »
Observem que per a varietats de curvatura cons-

tant k#0, 1'operador AXeh independentment gue M sigui
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o no sigui compacta. (Aquest cas conté en particular
les hiperquadriques).

Veurem que en el cas k=0 es segueix verificant Aggh S0~
ta la hipotesi de compacitat de M.

Abans de res enunciem un teorema de J.A.Wolf.

Teorema 12.

Si Mz és una varietat semiriemanniana plana, homogenia,
connexa i completa, aleshores Mg és isométrica a un qug
cient RZ/F essent T un grup abelia lliure de m genera-
dors, mgn, que és fidelment representat com a grup dis-
cret de translacions d'un subespai lineal de Rg.

Si ¥ és el grup d'holonomia lineal de MZ, h:p—5y és
l'homomorfisme d'holonomia; aleshores y és abelia 1lliure,
T=T'x ker h per algun subgrup I''cT i msn-2 en el cas que

Y4 {14 }.

. N . D . .
Si MS és compacta o si Ms és riemanniana o de Lorentz

o si dim MZ‘S, aleshores ¥={Id} i T és un grup de trans
lacions de RZ.

(Vid: J.A.Wolf., Spaces of Constant curvature. Teor.3.7.
.11 p.135). ‘

Corol.lari 13. Si M és una varietat semiriemanniana,

plana, compacta i homogénia, aleshores és paral.lelitza
ble.

demostracid.

Compacta+homogénia— completa (B.O'Neil p.258-prop.39).
Del teorema anterior G=Id (G grup d'holonomia). Alesho-
res, fixats Vl,...,Vh base ortogonal unitdria de TpM,

el seu transport paral.lel ens defineix n camps ortogo-

nals unitaris, globals i paral.lels,

qg.e.d.

Proposicid 14, Sigui M una varietat semiriemanniana com

pacta i connexa, V un camp global paral.lel, X un camp
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de Killing. Aleshores g(V,X) és constant.

demostracid.

Prenem f=g(X,V). Es verifica grad szXV. Efectivament
g(grad f,Z)=Zf=Zg(X,V):g(VZX,V)+g(X,VZV)=
=—g(Z,VVX)=g(Z,AXV).
A més AXV és paral.lel.
V(A V)=( %, )V A (V V)= R V=O.
Com que f esta deflnlda en M, varletat compacta, f
aconsegueix un maxim (també un minim). En un d'aquests
punts grad f=0. Perd grad f és paral.lel i s'anul.la en
algun punt, aleshores grad £=0,.

q.e.d.
Remarca: ,
1. No cal que M sigui compacta. Es suficient que f acon
segueixi un extrem relatiu.
2. Observem que de la prop. 14 és dedueix f harmdnica.
Aqui no es pot utilitzar com en el cas riemannid el fet
que les Gniques func1ons harmoniques definides en varie
tats compactes s6n les constants; ens ho mostra 1'exem-
ple (V-9) Qel darrer capitol.
3. Si Mg és una varietat semiriemanniana paral.lelitza-
ble i Vl""’vn’ n camps independents globals i paral-
lels i X és un camp de Killing de manera que g(X,Vi)
aconsegueix un extrem relatiu per a qualsevol i, alesho

res X és paral.lel.

. R} . . .
Corol.lari 15. Si MS és una varietat semiriemanniana

compacta, homogénia i plana, aleshores tot camp de Ki- .
lling en Mg es paral.iel.

qg.e.d.
L'exemple segﬁent ens mostra un camp de Killing no pa-

-

ral.lel en una varietat semiriemanniana , plana i homo-

genia, perd no compacta. Aquest camp serd no holdnom.
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Exemple 16. A Rg plana, considerem x* un sistema de co-

ordenades global, ortogonal i unitari. Si €i=g(8xi,3xi),
el camp X=€1x23X1~€2x13X és un camp de Killing global

no paral.lel.

Teorema 17.

Si és una varietat semiriemanniana plana, compacta i com
pleta, i si X és un camp de killing, aleshores X és pa-
ral.lel.

demostracid

l. AXX és un camp de Jacobi sobre geodésiques. Efectiva

ment:
VYVY(AXX)=VY((VYAX)X+AX(VYX))=
=Ty (AgAy ) ==(Ty A, ) (AgX) =Ry (Ty (Ay¥))=
=—AX((VYAX)Y)~AXAX(VYY)=O (Y geodésica)
2. D'altra banda no hi ha punts conjugats en varietats
semiriemannianes planes. Efectivament si M és plana i
p,qeM; p és conjugat de q si i1 només si existeix o geo-
désica de‘p a q i J camp de Jacobi sobre ¢ verificant
J(p)=J(q)=0. L'equacid d'un camp de Jacobi ortogonal a
o en varietats de curvatura constant k és:
Y''=-k<g', 0'>Y=0 en el nostre cas.

Per tant,

Y=A.t+B que no es pot anul.lar enpi q si
no és Y=0. '
3. Si f=2g(X,X), grad £=A,X. (prop.II.6.a).

Siguin p 1 q punts on f aconsegueixi un maxim i un mi-

nim respectivament. Considerem.ﬁng el recobriment uni-
versal de M; p,q dos punts de la fibra de p i q respec—
tivament. La recta Bi és una geodésica O de M. oo és

una geodésica de M que va de p a q.

]

4, AXX és un camp de Jacobi sobre O que verifica (AXX)p
=(AXX)q=O. Com que en M no hi ha puntsconjugats AXX=O i
g(X,X)=ctt. ‘

5.Vﬂ*(X) és un camp de Killing en M de norma constant.
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Ara bé, els camps de Killing en ﬁgﬁg son de la forma,

Bl )y

03 >¢ J O l J BXl v
amb ng-K%, x0=l, i —af el sistema de coordenades ja es

ax?t
mentat en 1l'exemple anterior. Efectivament:

g (V

£t 9 3D
e.K =€
) g(lglllaxl Bx) S

=c2xS
Ecte

2yt
s

a axt OX°
VaX, 9
BXS ax

S

= LIEIN )

g ( T

i tots sén d'aquesta forma perqué les constants K3 deter-

1_nﬁ&12

minen un espai vectorial de dimensid n+(n-1)+...+1= >

6. Si a més X ha de tenir norma constant només pot ser

d
~X ZKla T

7. Conclusid: X és paral.lel. Per tant com que 7 és una

per Kg adequats .

isometria local, X també és paral.lel.
g.e.d.
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CAPITOL TIITI

Varietats de Lorentz gairebé irreduibles localment

IIT.1La foliacid paral.lela

Proposicid 1. Si M és una varietat gairebé irreduible

(resp. localment), i peM, aleshores el grup d'holonomia
(resp. el grup d'holonomia restringit) deixa invariant

un subespai isotrop.

demostracid.

Per hipdtesi existeix un subespai V de TPM invariant per
l'accibé del grup d'holonomia G i on la métrica hi dege-
nera; existira doncs wegV de manera que g(w,v)=0 per a
qualsevol veV.

Considerem W el subespai G(w), que és generat per 1l'ac-
cibé de G sobre w. Els seus elements sén de la forma,

Az(w)+ulw) on A, ueR, z;,wst

D'altra banda g(z(w),y(w))=0 perqué ¢ és una isometria
i g(g(w), v(w))=g(w, g u(w))=0.
Aixi doncs, el producte,

g(Ag (Wb (w), N g' (w)+ ' ' (w))=0
i el subespai W és isdtrop i invariant per G. (Toé el
que hem fet també ho podriem repetir prenent G° en lloc

de G). g.e.d.

Observacid: No és necessaria la condicid M de Lorentz

en la prop. 1.

Proposicid 2. Si M és una varietat de Lorentz gairebé

irreduible (resp. gairebé irredulble localment), aleshp

res:
i) Hi ha una distribucidé diferenciable nul.la, de
dim.1, invariant per 1l'accidé del grup d'holo-

nomia (resp. grup d'holonomia restringit).
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ii) Aquesta distribucibé és Gnica si dim M>2.

demostracid.

De 1la prop. 1l existeix, per a cada peM, un subespai de
T M isdtrop, invariant per l'accibé del grup d'holono-
mia (resp. grup d'holonomia restringit). Com que M és
de Lorentz els subespais isdtrops sén de dim 1.

Si va,sz sén dos subespais de TpM invariants per G
(resp. G°), vaesz, que és invariant per G (resp. G°),
ha de ser degenerat si dimM>2, aixo és g(vPv2)=0 i
vabev2 és isOtrop. Aix0 no és possible perquée M és de
Lorentz i1 ja hem dit que en un espai vectorial de Lo-
rentz la dimensidé dels subespais isdtrops és 1.

En resum va=Rv2. .
D'aqui la distribuciéb.

Per tal de garantir-ne la diferenciabilitat només ens
cal transportar paral.lelament la direccié invariant al
llarg de camins en un entorn simplement connex de cada
punt. El ‘transport és independent del cami elegit pel

fet que el subespai en questid és invariant per G°.
qoeod-‘

Remarca. La distribuci6é també és, per tant, totalment geo

désica.

Proposico 3. Si M és una varietat de Lorentz de dim>2,

es verifica M gairebé irreduible localment » M gairebé

irreduible.

demostracio.

Si M és gairebé irreduible localment, de la proposiecid
anterior existeix una distribucidb nul.la D, de dim 1:
G°(D)=D. A més aquesta distribucid és fnica.

Si p#qeM i y i ¢ sén geodésiques en M, de p a q es veri
f%ca (%) Ty(Dp)zTo(Dp)qu‘ Perque tmn:Ty(Dp) com TO(DP)
so6n invariants per G;. Efectivament, si § és un cami

amb punt base q, homotop a constant,‘\,.5.\,”1 és un cami
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amb punt base p, homotop a ctt. Aixli doncs es verifica
T -1(D_)=D_; perd T =1=T.=10TgoT, 3 TeoT (D )=
y. 6.y 1(D)=D 5 p y. 8.y 17Ty TloTgeTy 3 TgoT (D)
=t (D _}.

¥ ¢ p)
(x¥) Ens diu que D és invariant per G. Aixd prova 1l'e-
xisténcia d'un subespai degenerat invariant per G.
D'altra banda no hi ha cap subespai no degenerat inva-
riant per G. En cas d'haver-n'hi un, també seria inva-
riant per G° contra la hipdtesi de ser M gairebé irre-
duible localment.

g.e.d.

Definicié. Una varietat semiriemanniana de Lorentz és
orientable temporalment si i només si existeix un camp glo

bal de norma negativa,

Si M és una varietat semiriemanniana de Lorentz gairebé
irreduible localment i orientable temporalment, i D 1la
distribucio de la prop. 2, podem construir un camp VO

sobre M, de manera que RV _ =D i g(VO’VO)=O' A més VolqﬁO

per qualsevol qeM. °
Efectivament com que M és orientable temporalment exiu—’
teix Z, camp global de norma negativa. Si D és la dis-

tribucidé de la prop. 2 i W genera D, es verifica g(Z,W)#0;

perqué els vectors ortogonals als vectors temporals sbén

= = r . - £ . - - . . .
espacials i W no ho és. Aixil doncs, triem VO ETETWB W
8(Z2,2)
Remarca. Observem que prenent V1=———7?——VO+Z obtenim un

altre camp global i g]RV oRV s'expressa en la base
0 1
VO,V1 mitjangant la matriu,

v o)

Es pot presentar una varietat diferenciable M amb una

connexié, definint una connexid en el fibrat de refe-

4

réncies lineals L(M). Es conegut que si la connexid és
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riemanniana hi ha un subfibrat de L{M), el de les refe-
réncies ortonormals i la connexidé hi redueix. Es poden
trobar referéncies d'aquests conceptes a K.N pp 53/83.84/

/118. Remarquem especialment:

Proposicidé 4. (K.N Lema 2 Prop. 7.1, p.84).
Si Q(M,H) és un subfibrat de P(M,G) i T una connexid en

P, Si per a cada ueQ, el subespai horitzontal de TuP és

tangent a Q, aleshores la connexid I' és reduible a una

7
connexio en Q.

Proposicid 5.

. z [ —
Si A B és una base de 1l'espai de Lorentz Ln+1

en la qual la métrica ve definida per la matriu,

. (1.1)
Id

i ¢ és una isometria de Ln+1 que té e, com a vector pro

pi, aleshores, la matriu de y en la base de les e's és:

A a W

o A1l o

0 v A
\

essent A40; AeR, weR"™ !, 4e0(n-1)

s W o Aw _
_MeR V=-"'—‘€Rn 1
2 A A

demostracid.

Com que w(e0)=xe0, amb A#0 perque y és isométria, la ma

triu de Y en la base de les . e's és:
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A a Ty o 1 0 A- 0 0 o 1 0
0 u Cu 1 0 o0 a u "vi=11 0 o
0 v A 0 0 Id w u CA 0 0 Id

D'on s'obté 2aAi+g(w,w)=0
g(u,u)=0->u=0
A+g(u,v)=1 > A=
Av+Aw=0

AtA=1d

i d'aqui el resultat.

1

q.e.d,

Definicibé. Designarem per ¥ el grup d'isometries de Ln+1
que tenen e, com a vector propi. De la proposicid 5,

aquest grup és isomorf a Ran—le(n—l), amb 1'operacib:
(K,tw,A)-(U,tv,B)=(Au, Ktv+th,AB)

La terna (K,tw,A) de Ran—le(n—l) correspon a la matriu:

A -g(w,w)/zx ty
0 A1 0
0 —Aw/x A

Com que O(n-1) és un grup de Lie, Y també ho és. La se-

va algebra és isomorfa a Ran_lxo(n—l) amb 1'operacib:
(Ca,w,4),(b,v,B))=(0,b w-atv-"va-"uB,(4,B))

La terna (a,tw,A) de Rannlxo(n—l) correspon a la ma-

triu:
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a 0 Ew
0 -a 0

0 w A
Si M és una varietat de Lorentz gairebé irreduible lo-
calment i dim M23, de les proposicions 2 i 3 hi ha en M
una ! distribucid paral.lela i uul.la que n'hem dit D.
Si L(M) és el fibrat de referéncies lineals en M, de -
finim B(M) aixi:

Un element u de L(M) és un isomorfisme entre Rn+1

i Tﬂ(u)M.

. Com que M és de Lorentz prenem L

n+1l
n+l . . e
R iep,eqs...,e una base com en la proposicio

en comptes de

anterior.
. L'element u de L(M) pertany a B(M) si i només si
u(eo)sD i la matriu de la métrica en la base de les

u(ei)'s és del tipus (1.1).

Proposicibé 6. B(M) és un fibrat principal sobre M amb

grup estructurald,

demostracid.

D'una banda®¥ actua lliurement sobre B(M). Com que L(M)

és un fibrat principal amb grup-estructural GL{(n+1), es
. ~ LD . , I

verifica M GL(n+1)1 L(M) és localment trivial. De les

B(M) i B(M) local-

definicions de B(M) 1 ¥, també és M= T

ment trivial,

qg.e.d.

Proposicid 7. La connexid de Levi-Civita associada a g

 en M, redueix a B(M).

demostracid.

De la proposicidé 4, prenem u(t) corba diferenciable en
M i u(t) corba horitzontal de L(M) amb punt base u(0)

que es projecta en u(t). En un entorn trivialitzant,

G(t):(u(t),wo(t),wl(t),...,wn(t))
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Per tal de poder aplicar la prop. 4 d'aquest capitol
s'ha de verificar:

i) wO(t)EDu(t)

ii) g s'expressa en la base wi(t) mit jangant la ma-
triu (1.1).
Com que wi(t) és el transport paral.lel de wi(O) al
llarg de u(t), es verifica i) perqueé wO(O)ED i D és una
distribucid paral.lela; i ii) perqué el transport paral
lel és una isometria. ‘
Aixi doncs, podem aplicar la prop. 4 i obtenim el re-
sultat.

q.e.d.

Corol.,lari 8. Si (M,g) és una varietat de Lorentz gaire

bé irreduible, aleshores el seu grup d'holonomia és iso
morf a un subgrup de Ran-le(n-l); la seva algebra de
Lie és isomorfa a una subdlgebra de Ranﬁlxo(n—l).
Aquests grups, algebra, ho sbébn amb les operacions defi-

nides a la pag. 32.
. g.e.d.

Corol.lari 9. Si h és 1'algebra d'holonomia d'una varie

tat de Lorentz de dim n+l gairebé irreduible localment,

es verifica dim hgl+3£ﬂl£l,
2

g.e.d.

Corol.lari 10. Les varietats de curvatura constant de

dim>2 no sén gairebé irreduibles localment.

demostracio,

Efectivament, si Mk és una varietat de curvatura cons-
“tant k#0 i dimensié n+l es verifica pér‘n>1, ‘
" _(n+l)n n(n—l)+1
k 2 2

My no és gairebé irreduible localment. Del teor.I.4, peo.

dim h

.

Aixd comporta que qualsevol vector s'estén, en un en-
torn del punt, a l'espai tangent del qual pertany, a un
camp paral.lel. En particular un vector de norma dife-
rent de zero,

q.e.d.
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I1T1.2 E1 Torus de Clifton Pohl

L'estudi de varietats semiriemannianes és una font de
sorpreses. Els esquemes bastits sobre la base de la geo
metria riemanniana, esdevenen febles i cedeixen en adme
tre 1l'existéncia de vectors diferents de zero i de nor-
ma zero.

Ja hem esmentat un d'aquests casos en II1.4. Un altre és
el seguent:

~Les isometries poden tenir vectors propis de valors
propis diferents de 1.

Aix6 comporta que sigui essencialment diferent suposar
que G° deixa invariant VO i suposar que el deixa fix.
El Torus de Clifton Pohl T, que ja hem esmentat per mos
trar que compacte no implica complet, també ens serveix
com a varietat que verifica: ‘

1) Si peT i u,v generen les direccions nul.les de T_T,
tant u com v sbén invariants per 1l'accibé de G°.

2) Existeix ¢€G; T U(u)dzu Ulv)#ty

Exemple
. 2 , . ) 2 2 dudv
Considerem M=R“-{(uv,0)} amb la métrica ds =72 La

multiplicacibé per un escalar c#0 és una isometria.
Definim U:(dgizzzﬂgO'El grup d'isometries I = {u"} generat
per W opera de forma propiament discontinua sobre M;
aleshores T=M/F és una superficie de Lorentz. Topolodogi-
cament T és el quocient de l'anell, de Rz, 1§x2+y2§4,
per la relacib induida per Uy sobre els punts de la vo-
ra; que és (Cos2mt,Sin2mt)~2(Cos27t, Sin2mt).

T és per tant un torus.

Operant es pot comprovar que T no ésun torus pla. Com que
és una superficie, G° deixa invariant cada una de les
direccions nul.les (Prop. IV.2). Tanmanteix, si peT i u,v

sén vectors en aquelles direccions a T T, ha d'existir

WEG;:w(u)#:tuiﬂ(v)#iv ja que, en cas contrari, (Prop.III.12)

-35—



u es podria estendre a un camp paral.lel en un entorn
de p i tindriem Ru.|p=0 contra el fet que T no és pla.
Per a la primera observacid, notis que la corba q(t)=
=(1/1—t’0) és una geodesica de M definida entre -w i 1.
Aixi doncs Més no completa. En consequéncia tampoc ho
sera T tot iessent compacte. q.e.d.
Nota

D'altres exemples relacionats amb (1) i (2) es troben
en (A.-M.)

IIT.3 Cas en el qual VO satisfa G°(y0)=V0.

Proposicidé 11. Si M és una varietat de Lorentz gairebé

irreduible localment,.de dim>2, si D és la distribucid
de la prop. 2 i si WPETPM és tal que R.Wp:Dp, sén equi-
valents:

a) RXpr=O per a qualsevol X,YeTpM,l per a tot peM

b) h(Wp)=O per a qualsevol heh i per a tot peEM

p H
c) w(wp)=wp per a qualsevol wEG; i per a tot peM

demostracid.

1]
a+b. Del teorema d Ambrose-Singer (T.I.4) 1'dlgebra
d'holonomia ve generada per les transformacions de
curvatura i els seus transports paral.lels. En concret

.oo—-1
XY i T, (RTXTY)QT on T
designa el transport paral.lel al llarg d'una geddesica

els generadors s6n de la forma R

que parteix de p.

-1

_ ' —
De (a) RXYWP—O. D'altra banda, (T o(RTXTY)OT)(W-p)-
-1 . -1 )
=T T (Ryypy (TW =T TRy oy AW (1)) =AT Ry iy W gy)=
At l0)=0.

b >c. Pera cada hghp considerem 12 hl/i,. Aquesta serie
és convergent en un cert entorn V de Oehp. Expp(V)és
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un entorn de IdEGp. Considerem W=VnV~1. W &s un entorn
o0
simétric de Id. A més U Wn=G;. Aixi doncs un element

, n=0
qualsevol de G° es pot escriure Yo eee oV wigw.
o) i w© i

U (W )= Z_}.‘.__(:_"%B)..___Id(w Y+ I h (""i ) =W .
1i7p O i P’ i=1 1! p
Concloem per tant que per a qualsevol element y de G;es
satisfa V(W _)=W .

( P) p

c+a. 8i yi g sb6n camins tancats homotops a constant,
amb punt base p, el transport paral.lel TY i To verifi-
W =T .
ca Ty( p) G(Wp)
Aixi doncs podem estendre Wp a un camp W definit en un
entorn de p. Es verificara RXYszRXYth=O
: g.e.d.

Proposicid 12.

Si (M,g) és una varietat de Lorentz gairebé irreduible
localment i si es verifica alguna de les condicions (a),
(b) o (c) de la prop. 11, aleshores el grup d'holonomia
restringit de M és isomorf a un subgrup de Rnnle(n—l)
i la seva dlgebra d'holonomia a una subalgebra de
Rn"lxo(n—l) amb les operacions esmentades en els para-
grafs darrers de la pag. 32.

Es verifica dim h§2&%:£l

»

demostracio.

Obvia del corol.lari 8 i de la prop. 11 d'aquest capitol.

g.e.d.

I11.4 Una primera aproximacid.,

Teorema 13.

Si M és una varietat de Lorentz gairebé irreduible lo-

calment i si X és un camp de Killing en M, es verifica

AXGRanulxo(n~1).

Remarca. Aquesta pertinenca és feta en el mateix sentit
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n-1

que hcRxR xo(n-1) del corol. 8.

demostracid.

n+l

1. Si e ,e,,...,8_  és una base de R on la métrica
6’71 n

s'expressa mitjan¢ant la matriu,

0 1 O
1 0 O
0 0 1Id

les matrius antisimétriques en aquesta base sdén de la

forma,
a 0 Eu
(x)| 0 -a L

4 u A
n-1
A€o(n-1), a€cR, u,weR
2. De la prop. 7, un element qualsevol h de h és de la
forma,

b 0 -
0 -b O
0 v B

beR, vaRn_l, Beo(n-1)
3. Del caracter antisimétric AX és de la forma (%)

4, De la prop. II.8 {Ax,h)sh. Aixi doncs,

( a 0 -tu b 0 ~tv
0 -a -w!,10 =-b 0 =
w u A 0 v B
( why 0 | t(~av+bu+Bu~~-Av)
t
= 0 -w v t(Bw—»bw)‘ € h.
_ ~(Bw-bw) (av-bu-Bu+Av) (A,B)
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D'aqui que Bw-bw=0, Aixd és Bw=bw. Perd B és antisimé-
trica i w és un vector espacial. Tenim doncs que o bé
w=0 & b=0 i Bw=0. Si es verifica w=0 ja hem acabat.

Si es verifica b=0 i Bw=0 per a qualsevol heh, també
s'ha de verificar w-tv=0,ja que en cas contrari

(Ax,h)¢h. En consequéncia,

[b 0 -% 0 0
0 -b 0 0 = 0
Io v B |w 0

i M no seria gairebé irreduible localment, ja que el
camp (0,0,w) és invariant per G° i (0,0,w) és espacial.
S'ha de verificar doncs w=0.

q.e.d.
Proposicid 14.

Sigui M una varietat de Lorentz gairebé irreduible lo-
calment amb algebra d'holonomia h. Anomenem D, la dis-
tribucid paral.lela que sabem que existeix perqué M és
gairebé irreduible localment, i suposem h(D,)=0. La pro
posicid III.12 ens garanteix l'existéncia local d'un
camp paral.lel VO en la direccid D,.
Si X és un camp de ¥illing, sén equivalents:
i) AXVO=Q
ii) g(VO,X) és constant

demostracib.

Observem que grad(g(VO,X))=AXV0. Efectivament Zg(VO,X)=
=g(V,V, X)+g(V,0,X)=-g(Vy,AyZ)=g(AyV,,2Z).
' ' ' g.e.d.

Proposicid 15.

Essent M, h, D,, VO’ X, com en la proposicid anterior,
si g(X,VO) és constant i diferent de zero, aleshores
existeix un camp global V, en la direccid Do, paral.lel

i, naturalment, de norma zero.
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demostracio.

Prenem V tal que RV=D, i g(V,X)=1. Si peM, com abans,
com que h(D,)=0 podem suposdar que VO és un camp local paral
lel, en la direccidé D, i definit en un entorn de p. Per
hipotesi g(X,Vp)=k. D'altra banda V=fVO en l'entorn de
p perquée tant V com VO generen D,.
Aixi doncs,

1=g(V,X):g(fV0,X)=fg(VO,X)=f.k i £ és constant.
En consequéncia el camp V ésparal.lel.

Proposicid 16.

Si M és una varietat de Lorentz compacta gairebé irre-

duible localment amb algebra d'holonomia h. Si YO és un
camp global paral.lel, de norma zero, en la direccid de
la distribucid Do, i X és un camp de Killing, es verifi

ca AXVO=0.

demostracid.

Ja hem vist en la demostracid de la prop. 14 que
grad g(VO,X)=AXVO. Del teorema 13, AXV0=aVO. A més a és
constant. Efectivament:

Ryy (Vo) =Coa ) Vo=(uy A )V +ay (7y V) =Vy (AyV )Ty (aVg)=
=(Yé)VO+aVYVO i RXY(VO)zO perqué Yo és paral.lel.

A més, si VO’VI""’VH designa una base on la métrica

s'escrigui,

0 1 0
0

i

|0 01Ia |

es verifica a=V1g(VO,X).
Efe;tivament, com que grad(g(X,VO))=aVO, Vlg(VO,X)=
=g(V1,aVO)=a. ’

De la compacitat de M, g(VO,X) aconsegueix un maxim (mi

nim) i en ell a=V1g(VO,X)=O. Aixi doncs, AXVO=O.
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Coreol.lari 17.

En les hipdtesis de l'enunciat anterior, si X és un camp
de Killing, Xpsné

| p per algun p de M implica XeDo

demostracid.

La prop. anterior mostra g(V,,X)=constant i Dt:VS‘

g.e.d.
Corol.lari 18,

En les mateixes hipodtesis (X,VO)=O, ja que,

AXV0=LXVO~VXVO=O i VXV0=O.

g.e.d.

Exemple 19, que mostra la necessitat de la compacitat en
la prop. 16.
Fem abans un petit calcul:

Considerem VO=

0
aaoparal.lel, Vl’%&?’ VZ"”vn una refe-

réncia on la métrica s'escrigui mitjan¢ant la matriu,

0 1 ©
1 0 O
0 O Id

Suposem també que {VO,Vi)zO i i=2,...,0.
Pretenem trobar condicions per tal que X= I xlvi sigui
de Killing en una varietat gairebé irreduible localment.

El teofema 13 estableix que AX tindra per matriu:

a 0 —tv
(4_0) 0 =-a 0
0 v A
on acR, vERn~l, Aso(n~1)5

Es verifica:

o _ i 1 - i
‘&.1) AXVO" VVOX— (Vox )Vi X VV Vi (Vox >Vi‘
- — i i . i, jp 1
(4.2) AXVI VV1X ((le )Vi+x vvlvi) (le +X Flj)vi,
i
on vVlvj_Fljvi'
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_ i i __ i ki
(4.3) AXVj—~VVJX— ((ij )Vi+x ijVi)- (ij +x f}k)vi’
on VVJV —I}kvl
Comparant amb la matriu s'hauria de verificar:

(4.4) —V0x0=a; Voxi=0, on i=l,...,n

(4.5) v xO4x31 Oo0; ~(31x1+ij1§)=—a;

1 1j
0

-(lei+xjfl§)=(vix + kF g), on i=2,...,n

1  kp 1l o, _ i, kp i, J..ka ]
(4.6) ij +x ij—O, (ij +X Tjk)—(Vix +x Fik)’

on i,j=2,...,n.

D'aqui es conclou que:
0

Xl——aCZO'*'F((XI, o o 3 ,(ln)

X =a&1+K, on K=ctt.
xT=x (ul,az,...,an), on i=2,...,n.
Concretem ara les observacions anteriors en un _cas tri-

dimensional.

Prenem G _,Q. ,0, un sistema de coordenades de R3; —~§—
0’1’2 i Qo

i=0,1,2. Definim en aquest sistema una métrica g mltjan—

¢ant la matriu,

g b

on g i h s6n funcions de o, 0, i h#0 arreu.
Si definim VO 30, Vl=81, =h

(v ,v ) =0; (v_.,v

Operant s'obté:

(—g80+32), es verifica:

2 h
)=0; (V,,V,)=- 28y 'J%TV

o* 0’2 1° 72 h 'O N
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0 -3y 'alh/h

h
VV2 = 0 0 0
| 0 0 0 |
| 319;h  3,3;8 3,8 d,h
i RV v Vl= - 5 + . 2
Vo bl n h h h
Aixi doncs, VO és paral.lel i 1'algebra d'holonomia té
dimensiésl. Si Ry V1#0, 1'dlgebra d'holonomia tindra
, . N 1 2
dim. 1. Vindra generada per,
0 o -1
0 0 0
4] 1 0
en la base de les V's.
Si V=x'V.,
i
o o0 -1) [x° ~x2 0 0 -1) {-x? —x?
0 0 0 X = 0 i O 0 0 0 =
o 1 o] |«x? x 1 o 1 0 x!

Observem que l'espai generat per V i les seves imatges
té dim. 3, llevat x1=0‘Enémm£t cas, o bé té dim. 2
(XZ#O) i el subespai invariant que determinen (xO,O,xz}
i (wxz,0,0) és degenerat, o bé té dim. 1 i el subespai
invariant que determinen també és degenerat.

Aixi doncs la varietat que obtinguem sera gairebé irre-
duible estrictament.

Pretenem. que existeixi un camp de killing X tal que
AXVO#Q (vid (4.0)).

S'haura de verificar:

p) F 3, h
. 2018 2 1 918 . 39 2 3
(4.5) 81F~i2~3~—0, =(8 xTHx T )= - x -
, BZX leih
(4.6) . +X =0

h

Aixd és,

“43=



2 318_
(4.7) 31F~x " =0,

3F -93h
(4.8) —(81X2+(aal+K)alg)—42 e
h h h

(4.9) 3 X2+(aa1+K)alh=0

2

. . - 2
Ens interessem per una possible solucido amb x7=0,
S'haurien de verificar,

(4.7)°' 31F=O

(4.8) -(8a1+ ) P
(4.9)" (au1+K)31h=O, i d'aqui 81h=0.

Una solucibé d'aquestes equacions és:

A 9 G
F=G(G.2), g=—5—&ZLn(aa1+K), h=1.

En resum, si en el semiespai de R3 definit per a&1+K>O

hi definim la métrica,

0 1 0
1 0 g
0 g 1

es verifica:

E1 camp 5%" és paral.lel. L'algebra d'holonomia té di
0
mensid menor o igual a 1, perd Ry v #0; per tant dim h=l.
1°2

De la proposicidé (I.5) , aquesta varietat és gairebé
irreduible (localment). E1 camp X=(~ax0+G)VO+(axl+K)V1

és un camp de Killing i AXVO=aVO#O si a#0.
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CAPITOL IV

Grups d'holonomia restringits de varietats

de dimensibé baixa gairebé irreduibles localment.

Si X és un camp de Killing sobre una varietat de Lorentz
M gairebé irreduible localment, direm que X és holdnom
quan l'operador Ay pertany a 1'dlgebra d'holonomia de M.
En aquest capitol estudiarem el caracter holdnom o no ho
lonom dels camps de killing definits en varietats de Lo
rentz gairebé irreduibles localment. Hom es pot preguntar el
perqué de 1'estudi d'aquesta questid en aquest tipus de va
rietats. Doncs bé, B. Kostant proposa un estudi com

aquest per a varietats riemannianes compactes. El resul

tat que demostrada fou que tot camp de killing en una va-

rietat riemanniana compacta és holonom (K.). La pregun-

ta segﬁent, ben natural, per cert, pot ser: el resultat
de Kostant és degut al fet que la métrica és riemannia-
na, o és suficient que sigui una 2-forma no degenerada?.
En concret, aquell resultat val per a varietats de Lo-
rentz?,

Abans de res estudiem els casos més senzills. Si M és
una varietat de Lorentz, irreduible no localment simétrica de (B.1)
1'algebra d'holonomia de M és po(n+l1,1); de la prop.
I1.4.2, tot camp de Killing és holonom. En aquest cas,
el caracter compacta de M és superflu.

Un altre grad, seguint en ordre de dificultat, soén les
varietats gairebé irreduibles localment. Fem-ne, doncs,

1'estudi.

IV.1l Cas en el qual dim M=2.

Proposicid 1. Si M és una superficie de Lorentz compac-

ta, M és difeomorfa a un Torus o a una ampolla de Klein.
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demostracid.

M admet un recobriment M que és una superficie de Lo-
rentz orientable temporalment, (que pot ser ella matei-
xa o un revestimentde dues fulles); aix0o és, existeix un
camp global de norma negativa. Una superficie aixi ha
de tenir caracteristica d'Euler zero.
Com que el nombre de fulles del recobriment ésg2, s'ob
té X(M)=0.
I d'aqui el resultat.

g.e.d.

Proposicid 2. Si M és una superficie de Lorentz, M és

gairebé irreduible localment o bé M és plana.

demostracid.

-

Remarca. E1 grup d'holonomia restringit G; és format
per isometries de TpM que conserven 1l'orientacid i

1'orientacidé temporal (vid: B.O'Neil, pp237/238).

SiTEG; i VO’VISTpM satisfan que la métrica s'expressa,

en la base'VO,Vl, mitjancant la matriu,
1 0

T(Vo)cavo+bv1

T(V,)=cV +dV

També g(T(VO),T(VO))=O;<Taquique O=g(aVO+bV1,aVO+bV1)=
=2ab; 1=g(T(VO),T(V1))aad+bc i Ozg(f(vl),T(Vl))xZCd.

es verifica:

Aixi doncs:

(i) a=0, d=0"1i be=l, 6 bé
(ii) b=0 i ¢=0 i ad=1.'

Si es verifiqués (i),

1 1 . ¥ . . 2
T T = s p-—1 — -
(VO)A <V1) er\bVO VIAVO VOAvl. T canv1a 1'orientacio.

Per tant, s'ha de verificar (ii) i tant VO com Vl son

direccions invariants per G;.
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Si a=1 per a tot T, M és plana. Si (da#l) els camps VO’
Vl son invariants per G° i no hi ha subvarietats no de-
generades invariants per G; . Si n'hi haguessin M seria
plana i a=l1. q.e.d.
Teorema 3. Si M és una superficie de Lorentz compacta,

aleshores, tot camp de Killing ‘és holdnom.

demostracid.

dim hpél.
Si dim hp=1’ hp coincideix amb els endomorfismes antisi
métrics de T M.
Axehp per (II1.4.2) |
Si dim hp=0’ M és plana. En aquest cas,

div AXX=traga(Vhw*Vv(AXX)):
=tra§a(vhﬁ.(VVAX)X)+tra§a(vw—+AX(VVX))=
=-traga(vp—+RXVX)~traga(VH~+AX0AX(V))=
xohy-

Integrant sobre M s'obté traga(AXoAX)=0. Perd la forma

=0-tracal

de Cartan-Killing és definida positiva (%) en superfi-

cies de Lorentz. Aixi doncs, A,=0 i X és holdnom.
‘ X g.e.d

(%) Efectivament, si prenem una base VO’VI de manera que

la métrica g s'expressi en aquesta base mitjancant la

matriu,

0 1
1 0O

una matriu antisimétrica és de la forma,

a O
0 -a
Es verifica,
. a 0 a O a2 0 R
ra¢a = =
0 -a|°]oO -a traca 0 a? 2a
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Corol.lari 4. Si M ésuna superficie de Lorentz, compacta

i plana, aleshores, tot camp de Killing és paral.lel.

g.e.d.
IV.2 Cas en el qual dimensid de M=3,

Del capitol III, 1'dlgebra d'holonomia d'una varietat
de Lorentz gairebé irredulble localment, de dim 3 és una
subalgebra de RxR (Corol.III.8). En altres paraules, si
peM i VO,Vl,VZETpM sén tals que g s'expressi en la base
VO’VI’VZ mitjan¢ant la matriu,

0 1 O
1 0 0O
0 0 "1

els elements de 1'algebra d'holonomia hp s'expressen en

la mateixa base, mitjancant matrius de la forma

a 0 -c¢
0 -a 0
0 ¢ O

Aixi doncs, dim hg2. Prenem X, camp de Killing en M.
~Si dim h=2, h coincideix amb tot RxR; com que AXERXR
(Th. II1.13) Axeh;

Si dim h=1, considerem T el radical de la forma de Car
tan-Killing definida sobre 1'dlgebra d'holonomia. Diem

r=diml'. Distingirem dos casos:
a) r=0

Si r=0, ®1h (forma de Cartan-Killing) és no degenera
- da. Del teorema II.9 podem deécompqsar'ﬁx=h+8 on heh i
Beh! i traca (B,B)=0.

B s'expressara doncs mitjan¢ant una matriu,

0 O -b
0 O
0O b O
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Un generador de h és de la forma,

1 0 0 0 0 -1
xlo-1 0lsulo 0 o0
0 0 0 0 1 0

u#0, car l'algebra d'holonomia no pot deixar invariant
8

L, . -~
<VO,V1> +1i A#0, car r=0.

Prenent VO,VI,VZ adequats, podem suposar que un genera-
dor de h és la matriu,

1 0 -1
0 -1 O
0 1 O

En aquest cas M no és gairebé irreduible localment. El
subespai generat per VO+V2 és invariant per h_ i en con
sequéncia per G;. Tanmateix, com que (Ax,h)ch (prop. 11.8)

s'ha de verificar:

1 0 -1 0 0 -b 0 0 -b
0-1 0}, 0O O O = 0 0 O eh
0 1 0O 0O b O 0O b O

i d'aqui b=0 i A(Eh.

b)Y r=1 i M compacta i XO global i paral.lel.

En aquest cas, prenent V2 adequat, h ve generada per

o O O
- O O
o O

Aixi doncs, hp(VO)=O.‘Ara la prop. III.16 ens estableix
Axeh.

dim h=0 no es pot donar perqué suposem M gairebé irre-
duible localment i qualsevol camp no nul seria, en aquest

cas, invariant per G;.

~49-



En resum:

Teorema 5. Si M és una varietét de Lorentz gairebé irre
duible localment, de dim 3 i si X és un camp de Killing
sobre M, es verifica:
a) dim h=2, X és holdnom
b) dim h=1 i r=0, X és holodnom '
c) Dim h=1, r=1, i M compacta i VO camp global paral
lel de norma zero, X és holdnom.(Vid exemple III.19).

d) dim h#0, en qualsevol cas.

IV.3 Cas en qual dim M=4.

Sigui M una varietat gairebé irredulble localment que
podem suposar orientable temporalment. En cas contrari,

considerariem un recobriment (2:1) adequat. Sigui V., el

0
camp construit en la pag. 30.
Es poden distingir dos casos,

a) h(VO)#O

b) h(VO):O

a) i) Si dim h=1,.

Triant un generador adequat h de h, podem suposar
h(v0)=v0. (3.1) k

Suposem Vl com el de la pag. 30. Aixd és g(VO,V1)=l;
g(Vl,Vl)=O. Aleshores, h(V1)+V1 é€s ortogonal a RVOeRV
(3.2)

Efectivament, g(VO,h(V1)+V1)=g(VO,h(Vl))+g(VO,V1)=
=—g(h(VO),V1)+g(VO,V1)=O (de 3.1). A més, h(V1)+V1 veri
fica g(h(V )4V, ,h(V)+V;)>0. g(h{V )+V,,h(V)+V )20
perqueé h(V1)+V1 és ortogonal (3,2) a un espai hiperbd-

1°

lic en una varietat de Lorentz M. El producte és estric
tament positiu perqué, en cas contrari, h(Vl)e{VO,Vl}i
el subespai RVGGRV1 seria invariant per h contra la hi-

pdtesi de ser gairebé irreduible localment.
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h(V1)+V1

Prenem V i V3 tal que V3 és

1/2
g(h(V1)+V1,h(V1)+V1)
unitari 1 ortogonal a VO’VI’VZ' En 1a base VO’Vl'V2’V3’

h s'expressa mitjangant la matriu,

1 0-a O
0-1 0 O
0 a 0 -c
0 0 ¢ O

on.azg(h(V1)+V1,h(V1)+V1)1/2.

Finalment Y=(az/2;{c2+l)2/a.z,—cz), és invariant per h.
Efectivament,

(1 0 -a O

az;, -az/,
0-1 0 0 -(c?+1)z/, _ (c2+1)z;
0 a 0 -c z -
{ 0 0 ¢ 0 J 1 -Cz , | cz
Tanmateix g(Y,Y)=0. Pero g(VO,Y%;(ﬁiglléﬁo. Aixi doncs,

el subespai RVOQRY és invariant per h i no degenerat; és

per tant, també invariant per G°i no degenerat, contra

la hipdtesi de ser M gairebé irreduible localment.

Tenim, doncs, que si h(VO)%O, dim h#1.

Observacib.

La proposicidé IIT.7 estableix que 1'dlgebra d'holonomia

és una subalgebra de Rszxo(Z). Una base de Rszxo(Z) és,

’

1 0
0 -1
0 0
0 0
{
0 0
0 O
0 1
0 0O

o o O o

0 0
ol |o
o |Y27 o
0 0
0 0
0 |y ©
0 0
o) 1o
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on les matrius s'han pres en una base VO'Vl’VZ’VB’ es—
sent VO i Vl els de la pagina 30 i V2 i V3 tals que,

en aquesta base la matriu de g és,

g 1 0 O
1 0 o0 0O
0 O 1 O
0O 0 0 1
Es verifica,
(v v )b W v )._v
17 3 3 27 4 3
(b v )ov (b_ v ). o
17 4 4 3 4 - (3.3)

ii) Si dim h=2
Siguin hli h2: Rhl+Rh2=h. Com que h(VO)#O, podem supo-

sar a mes,

hy=¥+a, bytazds+a, U, (3.4)
| hy= byl +bb +b, U, (3.5)
De (3.3) es verifica:
(hl,hz)=(b3~azb4+a4b2)w3+(b4+a2b3~a3b2)w4. (3.6)

Com que h és una algebra, hauria de ser,

(hl,h2)=a1hl+uzh2 (3.7)

De (3.6) i (3.7) s'ha de verificar «,=0, i

1
lr. Cas. (3.8) (hl,h2}=0, 0
2n. Cas. (3.9) b2=0 i b3-—a2b4=>\b3 i b4+a2b3=Xba.
En el 1r. cas, de {(3.8),
~b3*32b4+34b2=0 o o
b4+a2b3—a3b2=0 s Consequentment,
(3.10) b3=a2ba—iéb2 "
20 _a s a284%23)by
b4+32b4 asd,b, a3b2—0 i b& 5 (3.11)

1+az
Com que bZ#O, podem suposar b2=1.

En el primer cas, doncs, l'adlgebra d'holonomia h és gene
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rada per,

-a a.a,+
borabral ral, i U a23 hys22043y
1faghptagvara,y, T = Y4
a5 l+aj
Observem que en aquest cas la forma de Cartan-Killing
és no degenerada en h.

En el segon cas, de (3.9),

(3.12) ~azba=(K~1)b3
Multiplicant (3.12)x(3.13) gbtenim,
_ 2
(3.14) «azb3b4~(X~l) b3b4.

De (3.9) b2=0, de (3.12,13 i 14) i de ser dim h=2, s'ha
de verificar a2z0 i A=1. (3.15)
Podem suposar, per tant, que 1'algebra d'holonomia és

generada per,

UtagUgta, b, i byUgtb, U amb birby=1.
Observem que en aquest cas el radical de la forma de
Cartan-Killing restringida a h té dim 1.
Si X designa un camp de Killing, en el primer cas, pel
teor. 11.9, es verifica Ax=h+B amb heh i B tal que
traca (BOB)=traga(Bohl)=traga(Boh2)=O. Aixi doncs, B

s'expressa matricialment per,

dl 0 ;dz »dg
0 Mdl, 0 0
0 d3 d1 0

Ara Bé, de ser traga(Bohl§=2dl(l4az) ivtraga(th2)=~2d1.
deduim d, =0 (3.16).
D'altra banda, (B,hl)ch (prop. 11.8). Perd

[ S — — t * — -
(B,hl)_( d2+azd3)w3+( 63 azdz)wa. D'aqui que d2+a2 3 0
i ~d3~a2d2=0. Aixo és (3.17) d2=32d3 i —dB:azdz. Aixo
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comporta d2(l+a§)=0, que només es verifica si (3.18)
d2=0. De (3.17,18) d,=0 (3.19). Aixi doncs, B=0 (3.16,
18,19) i AXEh.

3

En el segon cas, fent un canvi de referéncia, prenent

VO’VI’ (a \Y +34V3), (aZ‘V2 a3V3) podem
(a4 2)1/2 ( 2+ )I@
C 3T agta,
escriure,
(1 0 -a 0 | .0 0 -b -c
0 -1 0 0 0 0 0 0
h.= h.=
1 0 a 0 O 2 0O b 0 O
0 0 0 0O 0 ¢ 0 O

essent a= (a§+a4) /2 i b2+c2—1 (3.20).

Podem escriure AX=x1w1+x2lb2+x3w3+x4w4 (wi com abans pe
rd en la nova base).

De la (prop. 11.8),
(Ax,hl)ah i (Ax,hz)eh.

Pero,

(3.21) [Ax,hl)=(xla~x3)w3+(xza~x4)w&, i

(3.22) (Ax,h2)=(x1b-x2c)w3+(x1c+x2b;w4

Aleshores ha de passar,

(3.23) x,2 3—Kb

(3.24) X a= A—KC

(3.25) 1b X, c= =ub ,

(3.26) X c+x,b=He, fent (3.25).b+(3.26).c s'bté

(3.27) x (b 2 c?y=u(bv2ic?)
i de (3.20) x1=u.
I de (3.25) i (3.26) x2=o' (3.28)

Hem obtingut,
AX=x1¢1+x3w3+x4@4=x1hl—Ahz
(3.23) i (3.24)

En concret Axeh.
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iii) Si dim h=3
Considerem h1=w1+a2w2+a3w3+34w4, h2=b2w2+b3w1+b4w4,
i h3=c2w2+c3w3+cﬁw4 generadors de h. Podem suposar c2=0

b - —_ * ¥ - - . .
perqueé si bZ#O, podem suposar b2«1 i h3-h3 C2h2’ si

b2=0 canviem els papers de h2 i h3.

Aleshores,
(hz,h3)=b2c3wa~b2c4w3€h. Ha de ser per tant,
(3.29) b2=0, o
2 , ' ‘
(3.30) ~c4w3+c3w4=7;;(c3w3+c4wa), i d'aqui

)\CA )\CS
3.31 = 7 ¢, =— . E1 al com ta,
(3:31) e3=573 ey=mpr— Bl av por

=0 i ¢, =0.

A
(3.32) c3———ggc3. Absurd llevat que cq 4

Ha de ser, per tant, (3.29) b2=O. Com que h2 i h3 son
linealment independents i generen <¢3,$4>, podem triar
una base de h de la forma,

h1=w1+a2W2, h2=w3 i h3=¢4.
Es distingeixen dos casos:
lr. Cas. a2=1. En aquest cas el radical de la forma de

Cartan-Killing restringida a 1'algebra d'holonomia, coin

cideix amb 1'dlgebra d'holonomia.

2n. Cas. 32#1. La dimensid del radical en questid és 2

i la de 1'algebra 3.
Mostrarem en el present capitol un exemple de varie-

tat compacta d'aquest tipus, amb un camp de Killing X
no holonom. v

iv) Si dim h=4,
De la (prop. 1I1.7), h=RxR’x0(2), i del (teo. IIT.13),

tot camp de Killing és holdnom.

En resunm,
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Teorema 6. Si M és una varietat de Lorentz gairebé irre
duible localment, de dim 4, i si VO és un camp dg norma
zero, de manera que, la direccid Yo és paral.lela i s'ob
té tal com hem indicat en la pag. 30. Si h(VO)#O es veri
fica,
i) 2sdimsghsgé
ii) Si X és un camp de Killing i dim h#3, A €h.

X

Per al cas de dim 3, vid exemple 8 de la
pag.>59.

qg.e.d.

Recordem que de la pag. 50 quedava per estudiar l'apar-
tat b).

Ens 1imitarem a estudiar un subapartat en el qual supo-
sarem també 1'existéncia d'un camp global paral.lel en
la direccid VO.

De la (prop. III.12) h és una subalgebra de R2x0(2).
Aixo és, en una referéncia com en la utilitzada en (a),
l1'algebrd d'holonomia és una subalgebra de Rw2®3w3®Rw4,
Si r designa la dimensid del radical de la forma de Car
tan-Killing, es verifica Osrs2.

Distingirem diferents casos en funcibé de r.

1) r=0.

En aquest cas, dim h=1 i h és generada per un element de
la forma,

(0
o 0 0 o0
lo
0

b1 0 .*b
by B 0 ] 5
b1+b2 bz bl
. x . ' _ . \t: e J——"— .
Fent un canvi de referéncia, VO VO’ Vl b2 VO+V1 bV2 bVS,

b, b
p 3
Vé=7;V0+V2; Vém??VO+V3, el generador de h s'expressa,
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60 0 0 ©
0 0 0 O
0 0 0 ~-b
0 0

Fet que ens mostra que h deixa invariant el subespai ge
nerat per V',Vi,rm degenerat. La varietat, doncs, no és

gairebé irreduible localment.

Remarca. Tanmateix, si X és un camp de Killing, i la va
rietat és compacta, Axah. De III.13 iIUI.16,AX s'expres-

sa mitjangant una matriu de la forma,

N

0 0 -e, ~e,

0 0 0 0
4] e1 0 ~d
| 0 e, d 0
i de la prop. I1I.8 [AX,h)Eh
Operant,
0 0 ~e; -e, 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
(ay,n)= 0 e 0 -d O 0 0 -b =
| 0 e, d 0 | 0 0 b 0

0 -be be

" be 0 0

0
0 0 0 0
0
0

| —bel 0 0

que hauria de pertanyer a h. Aixi(kmcs,b(»ez,e1)=g0,0).

Aixo eées ez=el=0 i AXEh.
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2) r=1.
i) dim h=1.

Si ¢ és un generador de h, prenent com a referéncia

VoiVys v (V) Vi de manera que V, sigui unitari i orto-

gonal agls aitres, la matriu de { és,

0 0 -1 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

La qual cosa mostra que V3 és invariant per h i com que
és un vector espacial, el subespai que genera és no de-
generat. D'aqui que la varietat no sigui gairebé irre-

duible localment.

ii) dim h=2
Aquest fet no és possible. Suposen hl,hz generadors de

h. h1 del radical, aleshores,

0 0 -a;  -a,

0 0 ) )
1 1o 0 0

0 0 0

2y
D'altra banda traga(hzohz):bzﬁo, per tal que r=l,

¢ Y
0 0 bgz -bal
0 0 0 0
(h,,h.)= : ;
1 2)_ 0 ~ba, 0 0
0 I‘ml n 0

.Y

com que (81’32) i (~a2,al) sén linealment independents,

també ho son hi’hz i (hl’hz) contra la hipotesi dim h=2,
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3) r=2.
i) dim h=3.

Si M és compacta, h=RZx0(2) (prop. III.12), i si X &s un
camp de Killing, Ayeh (II1.13 i III.16).

ii) dim h=2.
En aquest cas, l'algebra d'holonomia ve generada per w3
iv,.
Mes endavant veurem un exemple d'una varietat compacta
de Lorentz, amb dim h=r=2 i amb un camp de Killing glo-
bal no holodonom (Axéh).

En resum:

Teorema 7. Si M és una varietat de Lorentz gairebé irre
duible localment, de dim 4 i si VO és el camp de la pag.
30i si h(VO)nO per gqualsevol heh, aleshores respecte
de h tenim,
i) dim h=3 i r=2, o bé&, dim h=2 i r=2.
ii) Si X és un camp de Killing i M és compacta
i dim h=3, aleshores Axeh.

g.e.d.

Exemple 8.
Considerem la circumferéncia S1 submergida en el pla R

Designem per U,;=S'-{(1,0)}; U,=8'={(-1,0)}.
U1;={(x,y)gslgy>0}; Ulgz{(x,y)sslzy<0}. Observem que

. + . ——
UlﬂU2 consta de dues components connexes, U12 i U12‘

2

Definim M, el fibrat sobre S} determinat per,
1. Els Ui i=1,2 son oberts trivialitzants.
2. La fibra és S'xslxs!
3. Si Uy @q sy desig?enlco?rdenades angulars
habituals sobre S xS"xS°, les funcions de

transicid vénen donades pel diagrama,

~50-



-
)

1

xstxstxu st xstxstx(u vu 5) — stxstxstx(u duu 5) —stxsixsixu
(ao,al,az,z)~—-—+ (ulluz,al,az,z)
\ /
U3
Aixod és,
Ulzuul;"‘* auc(stxsixsh)
a——t : $'xS xst——— lxstxs!
(Qgaey 0, (=0, ,0,,0,), sf z€U1;
gV sliglugl L glyglygt
(ao,al,az)h-4(a0+a2,u1,a2), si zeU

Si m designa la projeccid n:M——*Sl, considerem'w*(Ul)amb
les coordenades AL ja esmentades i t3:(0,1)—~401.

S N =0 L3> e2Titj
En la base Bi 3ai i=0,...,2, 83 3t3’
definim SObre7V4(U1) una métrica mitjangant la matriu,
( ]
0 1 0 0

1 h 2t3 0

0 2t 1 0

i 0 0 0 1

essent h una funcid real diferenciable que depen de aq,0
it,. |

3
La métrica aixi definida és de Lorentz.

Efectivament, en la base

'_EiEB +8 1-h -

-hy 15 op 343 3 erior té
5 071 O+ 1° 2t3 O+ 9 %3 la métrica anterior te
per matriu,

[ -1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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Scbrenﬂ(Uz), obert de M, hi considerarem un sistema de

¥ 1 1 1] 4 1] t L4
coordenades ao,al,az,tB, on @5,@,,0, sén, com abans,

coordenades angulars sobre Slxsleli té:(0,1)~—+U

N t
Si%%,ai,aé,aé, designen les parcials respecte de
ué,ai,aé,té, definim en aquesta base una métrica aﬁq(Uz)

mitjangant la matriu,

0 1 0 0
1 ¥
1 h 2t3 0
1
0 2t3 1 0
0 0 ] 1
essent h' una funcid real que depén de ué,aé,té . En

la interseccid dels oberts de coordenades es verifica,

1 1. 41
S™xS7 xS inz

111 e o
(S"%xS xS XUIEJ/LJ(S xS~ xS XUIZ)
- ‘
(x,y,2,t)
// y \\
/"‘/ \
slxslxslxu1 SleleIxUz

v 2mi(eh+1/2)
(uO?u‘l’az!e 1 258 3 )

De 1la definicid del fibrat:

[ - . + . -
ao—ao &2 si teU12 (resp. ayto, si t€U12>
t
4=
ar=ay
) - » ' -
e“ﬁlt3=e2ﬂl(t3+1/2). Es doncs, t§H12=t+k,k€Z.

De les definicions de t3 i té, en Ulg, t3€(0,1/2) i
t . - . '
ts 5(1/2,1). En U12’ t3a(1/2,1) i t3€(0,1/2).
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D'aqui que,
L : + L - . -
‘t3—t3+1/2 si tel,, (resp. ty=tq 1/2 si taUlz).

Es verifica per tant,
(3.33) a6=ao—m2

a=0y

ap= 0y

t§=t3+1/2
on els primes pertanyen a?ﬁ*(Uz) i els no primes an%Ulh
-tant uns com els altres designen un punt de ﬂ‘%Ul;). Tam
bé es verifica,

t
(3.34) ag=agta,
L.
“17%
L
4y=ay
fo -
ta=ts 1/2
on els primes pertanyen a W“%Uz) i els no primes aﬂ”%Ul);
tant uns com els altres designen un punt de W”KUIE).
-+ .
1) 1
ﬁ*(Ulé) sbén les components connexes dequ(Ulz).
De (3.33)

Aquestes aplicacions sén continues perqué m~ (U

aaozaaé

da =B0
3u2=f3a6+8u§

t
8t3=at3
i de (3.34)

- T
8&O~aao
8a1=3u

1]
8a2=8a6+8a2

8t3=até
Finalment definim h de manera que lim h=1lim h=0, i les

t3~+0 t3—+1

[,
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successives derivades de h satisfacin la mateixa condi-
« 2
cio.

Definim h' per h"n’%ll i h'

1) M, B e, 00)7°

La continuitat de h' prové de la condicidé de limit impo
sada a h.

En resum, hem mostrat M mitjangcant dos oberts wl i Wz,

i en cadascun d'ells i en un sistema de coordenades apro
piat (ao,al,az,t3) hi podem definir una métrica de Lo-

rentz per la matriu,

0 1 0 0
1 h 2t 0

3 (resp. amb. primes)
0 2t3 1 0

0 0 0 1

Per tal que aquesta métrica sigui ben definida a tot M
ens cal comprovar que si Y',Z' s'identifiquen respecti-
vament amb Y,Z, aleshores g(Y',Z')=g(Y,Z).

Efectivament,

0 = g(dag:3agr=8(day0ag)=0

1 = g(3a5-30,)=8(3a),8a])=1

0 = 8(8&0;8a2)=8(8a6s;8a6+3aé)=8(Baés;8u6)+8(aa69aué)=0
0 = g(3aps304)=8(3ag,3a3)=0

h = g(8a1,8a1)=g(aai,aai)=h; de la definicid de h i h'
£

4= g(aal,aa2)=g(aai,laa6+aaé)=11+zt§=¥1+2(t3i1/2)=2t

2 3

(e}
n

g(3a1,363)=g(aai,3aé)=0
= - tTn ! v T - ' tN T ' '
= g(aaz,aaz)_g(aa2+aa ,au2+ aao)_g(aa2,8a2)+2g(8a2,8a0)
oAty
g(aag,aag)—l _ | o
0 = g(3a,,3a,)=g(+3ay+3a),3a)=8(+30ay,3a3)+8(3ay,3a4)=0
= 8(3a3,803)=8(3a3:3a3)=1
Tenim, doncs, (M,g) una varietat de Lorentz, compacta i
“de dim 4.

Fent uns quants calculs s'obté,
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(3.36)

ij_

(3.37)

Vog,. =

(3.38)

-

V8a1=

(3.39)

Vaa,=

| (3.40)

Vat, =

2
4t3—h 1

1 0
~2t3 0

0 0
0 aoh/2 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

2,20
Boh/z («4t3+h) 5 +t33

Respectivament amb primes.
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0 ”aoh/z
0 t33oh—32h/2
0 ~33h/2
0 aZh/Z 0
0 0 0
0 0 0
0 -1 0
0 33h/2~2t3, 1
0 0 0
0 1 0
0] 0 0

o O O
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Observi's que aal(aai) és un camp de killing global per

qué 3181j:0 (resp. aig£j=0).

Si hom continua realitzant cdlculs obté:
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(3.41) p
%o%h (ue2amy 00" 5y 2P s
2 3 2 "t3%0% 2 2
o “aOaOh
Ry 5o = 2 s 0 0
A 00
1 h
0 0 t. 9.9 h- 02
330072 0 0
3 9. h
0 - 023 0 0
(3.42)
R =0
Baoaaz
(3.43)
R =0
(3.44?%ﬁt3-f 3.3 3,94 h 3,3,h  3,h 3,3,h
2% 2.,.929% _ 292 0" 9293
- 5= (4t3 h) 5 _t38232h 2t3 1- 5 R
8.2 h
0 220 0 0
R =
Smlaaz Bzazh
0 5 -t33230h-1 0 0
8283h-ém2 .
0 5 0
(3.45)
Raazat;E()
(3.46)  5.3.h 3.9.h 3 h=3.5.h  3.3.h
3°0 2 . .93% 077939 393
-~ (4t3~h) -t33382h+t3aoh > 1~ >
3.3 h
0 30 0 0
R - 2
9a19t3 333, 35h
0 '“"-E——*-T“tBEBBOh 0 | 0
3.9.h
3%3
0 71 0 0
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En la base VO’Vl’VZ’VB (resp. V'), on la métrica s'expres
sa segons la matriu,

0 1 0 0
1 h 2t3 0
0 2t3 1 0
0 0 0 1

els endomorfismes antisimétrics que deixen invariant VO

tenen matriu de la forma,

2
a —a(4t3~h)—2t3b T
0 -3 0 0
0 2t3a+b 0 -d
{ 0 2t3d+c d 0

En consequéncia la dimensibé de 1'dlgebra d'holonomia h

és menor o igual que quatre i les components (a,b,c,d),
en designen un element qualsevol,.

De (3.41),...,(3.46) les transformacions de curvatura
generen una subalgebra continguda en 1'hiperplda d=0. Per
calcular 1'algebra d'holonomia h, prenem un punt p de
ﬂ‘l(Ul)fWH_l(Uz). Sabem (teor. I.4) que 1l'alzebra d'holo
nomia és generada per les transformacions de curvatura

en p i per les transformacions de curvatura en qualse-
vol altre punt, portades a p per transport paral.lel.
Donat un altre punt q, podem suposar p,qeﬂ“l(ug i=1 o 2,
iy cami que uneix p amb q, també contingut en 77! (Ui).
Dels simbols de Cristoffel (3.37),...,(3.40),
existeixeg funcions f, fl’ fZ’f3 amb. con-
dicions inicials f(0)=1, f2(0)=1, fﬁoﬁ
f3(0)=0, tals que els camps E(t).EO i
fl(t).ao+f2(t).32+f3(t).83 son paral.léls
al llarg de v.

D'aqui i dels calculs (3,41),...,(3.46) s'obté,
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-1 —
(1 RXYT) ao..an

(TR =1d

xy T) 9373

Aixi doncs 1l'algebra d'holonomia h també és continguda
en la subdalgebra (hiperpla) d=0. Té doncs, dim hs3,
D'altra banda, per h genérica les transformacions de
curvatura (3.41), (3.44) i (3.46) s6n linealment inde-
pendents. En consequéncia la dimensié de 1'algebra d'ho-

lonomia per h genérica és 3 i en sén generadors,
2 { )

1 -(4ty-h) 0 0 0 -2ty -1 0
0 -1 0 0 0 0 0 0
h =i =
o 2t, 0 0 ) 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
\ . \
:
0 0 0 -1
0 0 0 0
h=
0 0 0 0
0 1 0 0

Observi's que hl’hZ’h3 i A8 sén linealment independents.
Resumint doncs, 1

(M,g) que hem definit és una varietat de Lorentz, com-
pacta, de dim &, gairebé irreduible localment; efectiva
ment, el camp V, és invariant per l'accid de 1l'algebra
d'holonomia i el subespai que genera és degenerat; a,
més, no hi ha cap altre vector propi per hl’hZ i h3; i,
per acabarf gqualsevol vector de Vg con;é Vo en el subespai
invariant que genera. La proposicid (I.5) demostra que
(M,g) és gairebé irreduible.

Finalment, el camp Ch és de Killing i és global i 1l'ope

radorAal no pertany a l'dlgebra d'holonomia, ni satisfa

la tesi del teorema feble (teor. II.9).
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Exemple 9.
Si en l'exemple anterior (ex. 8) fem h=0 s'obté una va-
rietat compacta, de Lorentz, de dim 4 que es pot reco-
brir amb dos oberts U; i U2. A cadascun d'ells i en 1la
base 8a0,3a1,8a2,8t3, la métrica s'expressa mitjangant
la matriu,

0 1 0 0
1 0 2t3 0]
0 2t3 1 0
0 0 0 1

Els simbols de Cristoffel en un dels oberts (en 1'altre

és igual perd amb primes) vénen donats per les matrius,

VaOEO
0 0 0 —2t3
0 0 0 0
V81=
0 0 0 1
| 0 0 -1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
VBZ=
0 0 0 0
0 -1 0o 0
o -2¢, 1 o0 |
‘ 3
0 0 0 0
V33=
0 1 0 0
0 0 0 0
9p:9; determinen camps globals. S'estenen a 3, i, res
_pectivament. 80 és paral.lel. 81 Killing. L'algebra d'ho
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lonomia és generada per les transformacions de curvatura
i pels transports paral.lels de les transformacions de

curvatura.

Com que les transformacions de curvatura vénen donades

per,
(3.46)
R =0
3035 \
(3.47) 0 -2ty 1 0
0 0 0 0
Ry o =
192 0 -1 0 0
L0 0 0 o |
(3.48) 0 0 0 1
0 0 0 0
R =
3193
0 0 0 0
0 -1 0 0
3.49
( ) R =0
8534

i com el campi% és paral.lel, l'algebra d'holonomia vé

generada per,

0 2ty -1 0 o o 0o -1

o o o 0o |} 0 0o 0 0

o 1 o o |l o o o o
0o 0o 0 0 L o 1 o o0 |

Efectivament,

El Teorema I.4 estableix que 1'algebra d'holonomia h és
generada per les transformacions de curvatura RXY i pels
seus tfansportats TQlQ(RTXTY)OTY’ X’%ny(O)M’ Per labpqg
posicidIlI.12, 1'algebra d'holonomia hcR"x0(2). (3.46),...,

(3.49) mostren que les transformacions de curvatura en
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qualsevol punt sén contingudes en el radical de la for-
ma de Cartan-Killing restringida a szo(Z); radical que
es conserva per transport paral.lel. Aixo és:

Si T.B designa Tf(Ban;), (TYB)(X)=TY(B(Tj;X)), XET, (M.
Si Ei és base ortogonal i unitaria i g(Ei’E‘)=Ei’ tenim,
traga(TYBOTYC)=E€i<(TYB°TYC)(Ei),Ei>=
=2€i<TY(B(T3}(TV(C(Tf;(Ei)))))),Ei>=
=Esi<(BGC)(T;1Ei),T;lEi>=traga(Bac).

Aixi doncs, dim hg2. D'altra banda dim h22, perqué (3.47)
i (3.48) sbén independents. Per tant, dim h=2 i h és ge~-

nerada per Ralaz i R3133.

D'altra banda l'operador Aal verifica tra;a(Aachal)#O.
Tenim, doncs, Aaléh. .

Hem obtingut, per tant, una varietat de dim 4, compacta,
de Lorentz, gairebé irreduible localment i un camp de
Killing 81 de manera que 1'operador Aal no descomposa
com a suma d'un element de h i B tal que traca(B.B)=0.

~ Aquesta varietat és del tipus (3.ii)) de la pag. 59.

Exemple 10.

Aquest exemple és el que ens va inspirar a construir

els anteriors. Topoldgicament és Sle3—-->fSl><S1
83~a—81 fibrat de Hopf. ’

, essent

Aqui ens limitarem a estudiar 1l'estructura métrica amb

qué dotarem SleB.

Prenem dues copies de Slxslsz, amb coordenades respec-
tives (e,u,a;b); essent 6 1 y coordenades éngulars deS1
i a,b coordenades éartesiénes'de R2 (resp. e',p‘,a',B‘)Q
A cadascuna d'elles hi considerenm l'oberthxS%&Z—KO,O)L

i sigui ¥ el morfisme, _
sxs xR?-((0,0)1—Y slxs!xr%-{(0,0)}

(6,u,a,b) ——————— 0' serd la coordenada angular cor-
responent a:

1

(bCosB+aSin6,bSinb-aCosh).
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u'=u
~-a

¥
a =

a?+b?
b

a?+b?

b'=

. 1 1
Considerem M~(SIXSIXR2)U(S xS sz)'
~y
MESlXSB- (Vid la construccid del fibrat de Hopf. La

Topoldgicament

del producte prové de la coordenada p).

De la definicié de ¥ es verifica,
26 =36"

du= 3y
da=-b'36"'"+(a'?-b"'%)3a"+2a'b'3b"'.

3b=-a'98'-2a'b'3a'+(a'?-b"'?)3b"'.

S

Considerem ara la métrica (amb primes o sense, segons

en quin dels dos oberts ens trobem).

[ o 1 0 0
1 " 0 *b}1+a'2+b'2 a}1+a‘2+b‘2
0 ~b/1+a'2+b‘2 1/(l+a’2+b'2)2 0
| 0 “a‘/l-i-a'2+b’2 0 1/(1+a’2+b'2)2
Per tal que estigui ben definida "globalment", s'ha

verificar,
-b' : '
j) 2=*b?+<81 Z_bs 2)““““’"“"““‘*"‘“"{‘*28‘?}' m_é‘“m .
1+a<+b 14a'2+b'2 l+a'2+b'2"
k)

(3.51) At 2a'b'——=b y(a'2-p'2) a' |
s 1+82+b2 i+a'2+b'2 1+a‘2+b'2

1 .m2=(a'2“_bt2> 1 2%48'21}'2 1 —
(L+a*+b*) (1+a'4+b'2) (1+a'2+4b'2)

(3.50) -

(3.52)

.

de

(3.53) 0=—2a'b'(a'?-p'?) L i2a'p'(a'-b'2)

1

(1+a'%+b'?) (l+a‘2+b'2)2

Efectivament,
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(3.50)

~h! a 1
-b'+(a'2-b"2) +2a'b’ =-b'4 (b'(-a'2+b'2+2a"?)) =
l+a'2+b'2 l+a'2+b'? l+a'2+4pb'?
2 bZ) 2 1
a'2+b'2 b (a%+ / az+b2) b /(82+b2)
=-b"(1 )= (1 ( )=- Q1 )=
’ 2 2
l1+a'24b'2  a24b? 1+\a2+b2)/(a2+b2)z a‘+b 1+1/(a2+b2)
b 1 b a’+b? b
= (1- ) . - .
a?+b?  1+a?+b?  a?2+b? 1+a2+b? l+a?+b?
(3.51)
-p' al a'
-a'-2a'b'———+(a'2-b") a'+ (2b'%+a'2-p' %)=
l+a'2+b'2 1+a'2+p' 2 1+a'24b'?
2 b2) 2 1
a'4b'? a - (@%+b%)y a2+b? a /a%4+b?
—a'(1 y=—(1 (a7#b7) a )

2,42 2,2 2,2 : 2,2 242
I+a' “4b' " a™+b” (a’+b )/(a2+b2)2 (@%b%)  L4a™+d7 5 )

a 1+a2+b2-1 a

a?+b? l1+a?+b?  1+a’+b?

(3.52) 2
(a'zmb'2)2+4a'2b'2 (a'2+b'2)2 [(82+b2)/(a2+b2)2]

2 2 2 2 2
(1+a'24b" ) (1+a™+b"%) ‘{1+<a o )/{a2+b2j1
Yty ® 1

2
(1+a?+b2)/(az+bz)2 (l+a2+b2)2

(3.53)
Obvi.
, 1
Observem que el determinant de la métrica és -
(1+a?+b?)

La connexid de Levi Civita associada a la métrica vé do-

nada per:
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(3.54)

VBQE 0
(3.55) , _ n N
0 0 "/14a24p2 /1+a%+b?
0 0 0 0
Vo 1 =
0 0 0 -1
0 0 1 0
(3.56) ( _ _ -
0 /1402 +b? ~Zab/(1+a2+b2)z (a®-b )/(1+az+bz)2
0 0 0 0
V32 =
0 0 *28/1+a2+b2 ~2b/1+a2+b2
| 0 1 2/ a2 42 28/ ) patab?
(3.57) .
0 "P/pazepz BTN/ a202)7 28D/ (g a0y
0 0 0 0
V83 =
0 -l 20/ razep? 23/14a24b2
- O 0 28/ a2 ap? 25/ 140242

Aquestes matrius estan referides a la base de 80,31,82,

3.,, essent 3 =jL, 3 =3L, 3 iii; 3 =jiw
3 0736" “1 au” °273a’ 937 %

Observem que 3, és paral.lel i 3 és Killing i que amb-
LA [] t : 1

dos s'estenen a M (8O a 9 i 3, a 81).

Calculant les transformacions de curvatura obtindrem:

(3.58)
Ry o= 0 i=1,2,3,
(3.59) b | 5
0 /1+a2+b2 /(1+az+b2)2 0
R, - 0 0 0 0
192 0 -1 0 0
) 0 0 0
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(3.60)

1 \
0O a2 0 /(1+a%p?)”
0 0 0 0
R =
9193
0 0 0 0
{ 0 -1 0 0
(3.61) ( -4 -4
0 0 %/ (1+a4b?)° ®/(1+a2sb?)’
0 0 0 0
R3,3,= 4
2300 0o o0  Lyaep?y
4

De les transformacions de cuvatura (3.59,3.60,3.61) i

de ser 30 un camp paral.lel, s'observa que l'dlgebra-

d'holonomia és generada per R R

s i R , i té
3197”7 09193 959 3

dimensid 3.

La varietat M és, doncs, del tipus (3.i) de la pag. 59.

IV.4 Cas en el qual dim M=5 i el camp VG és paral.lel.

Lema 11, Si M és una varietat de dim n+l, compacta, de
Lorentz, gairebé irreduible localment amb h(V0)=0, es-
sent VO la direccié de la distribucid paral.lela Do; 1
si r és la dimensid del radical de la forma de Cartan-
Killing restringida a 1'dlgebra d'holonomia, es verifi-

ca:
h és una subdlgebra de Rn_lxo(r)xo(n—(r+1)).

demostracid,

Si Vl és l'altre camp esmentat en la pag. 50, com que
els elements de h sén endomorfismes antisimétrics, es
verifica h(V, )c(RVy eRV )+, A més g és definida positiva
en (RVoﬁva)l; aixi doncs, g és una forma bilineal sime

trica i definida positiva en h(Vl).

.



Podem triar hl""'hr generadors del radical de la for-
ma de Cartan-Killing restringida a 1'dlgebra d'holono-
mia, satisfent g(hi(Vl),hj(Vl))=Bij.

Prenem Vi+l=hi(vl) i afegim vectors linealment indepen-
VZ""’Vr+1

dents a V.,V fins obtenir una base. Aixd
ho podem fer de manera que la métrica, en aquesta base,

0’1’

vingui donada per la matriu,

0 1 0
1 0 0
0 0 Id

0 0 -‘te,
i
0 0 0
0 e. H
\ 1 1
n-1 . i : .
eiER , Hieo(n-l), ei=(0,...,l,...@) i=1 +r.

Per ser generador del radical,
O=¢(hi,hi)=traga(hi°hi)=traga(HicHi)
i com que la forma de Cartan-Killing és definida negati

va en o(n-1), s'ha de verificar H,=0. I h, té per matriu,

0 0 -Ye,

1
0 0 0
0 e. 0

1
- Finalment, un.element h de 1'dlgebra d'holonomia h s'es

criu en aquesta base mitjan¢ant una matriu com,
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i com que (hi,h)sh, i

0 0 -Ye, 0 0o -ty 0 0 -%He,
1 1
0 0 0 1o 0 0 =1 0 0 0
0 e. O 0 w H 0 He. 0
1 1

que pertany al radical de ¢lh’ aleshores (Hei){=0, Vi>r.
Perd (He.) . =HY. Obtenim, )
i’ i

rir+l )

“r+l

g.e.d.

Corol.lari 12.
(i) dim h§r+r<3"1)+(n*r*§)(n~r~2)

i una base de h vé

donada per matrius de la forma,

’ 0 0 wte. ‘
i
0 0 0
. 0 e 0
n-1 L s
eiER , e.=(0,...,1,...,0) i=1 =r
0 0 »tw
0 0 0
. 0 w H
“Ln-1 : ‘ . y
amb weR s w~(0,...,O,wf+1,...,wn~1) i Heo(r)xo(n=1-r)

(ii) En les hipotesis del lema 11, si el camp VO és glo
bal i paral.lel i si X és un camp de Killing es verifi-

ca,

AXsR““lxo(r)xo(n-(r+1))
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demostracid.

(ii) De la proposicié III.16, 1l'operador AXanulxo(n~1).
Per passar de o(n-1) a o(r)xo(n-l-r) en (i) d'aquest co
rol.lari, només hem utilitzat el fet que (hi,h.)sh, per
hi’hj un parell qualsevol d'elements de h. Aixd també
ho satisfa Ay ja que, de la proposicid 1I1.8, (Ax,h)ch.
qg.e.d.

Sigui M una varietat de Lorentz, gairebé irreduible lo-
calment, de dim 5, 1 VO camp global paral.lel de norma
zero (h(VO)=O).Si r és la dimensid del radical de la

forma de Cartan-Killing restringida a 1'dlgebra d'holo-

nomia i X és un camp de Killing, passa que Ayeh?.
i) r=0

Aquest cas el resoldrem, més en general, en el capitol

seguent.

ii) r=1.

Del corol.lari 12, dim hs2. En realitat dim h=2 ja que
si dim h=1 i h fos un generador de h, <V0,Vl,h(Vl)>l
seria un subespai invariant per h i no degenerat.

Aixi doncs, del lema 11, podem suposar h generat per,

0o 0 -1 0 0 O 0 0 -a -b |
0O o 0 0 o© 0O 0 0 o
hy=| 0 1 0 0 0 ih,= o 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 a 0 0 -1
O 0 0 0 0 0O b O 1 0
i del corol,lari 12,
0 0 ]

sz 0 x1 0 0 0
0 X 5 0 0 —x4
0 X4 0 x4 0
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De la proposicid I1I.8,

0 0 0 bx4~x3 x2~axA
0 0 0 0 0
(Ax,hz}sh i (Ax,hz) =| 0 0 0 0 0
0 x3--bx4 o 0 0
\ 0 ~-x2+ax4 0 0 0

D'aqui que x5-bx,=0 i x,-ax,=0, perqué (Ax,hz) pertanye
ria al radical de la forma de Cartan-Killing restringi-
da a h; i hem vist que aquest radical era generat per
hl‘ ;

Aixi dones, AX=x1h1+x2h2.

iii) r=2,

Del corol.lari 12, 2sdim hs3, perd dim h=3, ja que si
dim h=2, M no seria gairebé irreduible localment.

En una base adequada 1'dlgebra d'holonomia és generada
per,

0 0 -1 0 0 0 0 0 -1 O
0O 0 0 0 0 0O 0 0 0 O
hy=f 0 1 0 0 0 hy=| © 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0o 1 0 0 O
00 0 0 0 | [0 0 0 00
0 0 0 0 - |

0O 0 0 0 0

h,=| 0.0 0 -1 0

0 0 1 0

{ 0 c O 0

-amb ¢#0 per tal que M sigui gairebé irreduible local-
ment

Si X és un camp de Killing es verifica,
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b

0 =Xy Xy ~Xg 0 0 0 0 X, CXq
0 0 0 0 0 0 g 0 0 0
AX= 0 Xl 0 wx& 0 =x1h1+x2h2+xah3+- 0 0 0 0 0
0 X, Xy 0 0 0 0 0 0O 0
\ 0 X 0 0 0 J | MO x3~xA: 0 0 0

i el teorema feble es verifica.

iv) r=3.

a) dim h=3. Ens remetem a un exemple general que es trac-
tard en el capitol seguent, on es mostrard una varietat de
Lorentz, compacta, i gairebé irreduible i un camp de Ki~-
lling X no holdnom. A més, com en aquest cas la dimensid
del radical de la forma de Cartan-Killing restringida a

l1'algebra d'holonomia sera la maxima possible,

b) dim h=4,
Lema 13.
0 “Xy o TX, 0 =Yy Yo
Si Xl 0 “Xg i Yl 0 “Y3
X, x3 0 Yo Y3 0

sén linealment independents, també ho sbn,

0 Xy X, 0 ~Y; Y9 0 —X; =X, 0 =¥y <Y,
Xy 0 X3 |+ v 0 -yy | 1 X4 0 | =Xq ¥ 0 Y3
Xp X3 0 yp ¥3. O Xp x3 0 o ¥3 O
qg.e.d.
Tornem a b).
En una base adequada els generadors de h sén,
(0 0 -1 0 0 ) (0o 0 0 -1 0
0 0 .0 0 0 0 0 0 0 0
h1= 0 1 0 0 0 h2= 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 O
L o o o o o | . 0 0 0 0 o0
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0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
h3= 0 0 0] 0 0 h4= 0 0 0 -a =~b
0 0 0] 0 0 0 0 a 0 -c
Lo 1 0o o0 o0 | L0 0 b ¢ O

0 0 -X; X, ~Xg

0 0 0 0 0
i AX= 0 )(1 0 -X& —x5
0 Xz x& O ...x6
\ 0 X Xg Xe 0 J

i del lema 13 i de la proposicid 11.8, AXEh.

¢) dim h=5, Una basé de h vindra donada per hl’hZ’hB’hA

anteriors 1

1
0 0 0 0 0
0 0 0 q] 0
= atl ot
h5~ ] 0 8] a b
0 0 a' 0 -c'
0 0 b.' c' 0

i aixd no és possible pel lema 13.

d) dim h=6. Del teorema III1.13 i de la proposicidéo III,16,
es verifica Axah.

Teorema 14.-

Si M &s una varietat de Lorentz, compacta, gairebé irre
duible localment de manera que el camp VO és global, pa
ral.lel i de norma zero, es verifica,

i) 2sdim hs6, dim h#5.

Si r és la dimensié del radical de la forma de Cartan-

Killing sobre h i X és un camp de Killing en MS,
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ii)
iii)
iv)
v)
vi)

vii)

+AX€h. (Ho veurem

1 »A,eh,.
2 »A
3 +dim h#5.

X
X=h+B, on heh 1

i dim h=4 ~ AXEh.
i dim h=6 =~ AXEh.

en el capitol seguent).

Behl i tragca (B,B)=0.
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CAPITOL V
Camps de Killing i el Tensor de Ricci

V.l Un teorema com el de Kostant.

Lema 1.
Si ¢ és la forma de Cartan-Killing definida en End(V) i
V és un espai vectorial, i A,B,C€End(V), aleshores,

o(A, (B,C))=0((A,B),C)

demostracid.

(A, (B,C))=traca(Ao(B,C))=traca(Ao(BoC-CoB))=
=tragca(Ac(BoC)-Ac(CoB))=traca(Ac(BeC)yrtraga(Ac(CeoB))=
=traga((AoB)oC)-traga(Ad(C°B»=£raga(C°(AOB))«traga((C°B)°A)=
=traca(Ce(AoB))~traca(Co(BoA))=traca(Co(AoB)-Co(BoA))=
=traca(Ce (A°B-BeA))=traca(Ce (A,B)).

g.e.d.
Lema 2.

Si A,BeEnd(V) i (A,B)=0, aleshores, per a qualsevol peK(x),

es verifica Ker p(A) és invariant per B.

demostracid.

Si weKer p(A),
p(A(B(W)))éf(p(A(W)))=O

(¥) Aquesta igualtat prové de (A,B)=0.

g.e.d.
Lema 3.

Si AeRxR" 'xo(n-1) en el sentit de la proposicié IIT.7,
A és de la forma,

b 0 —tv
0 ~-b 0
0 v Y

on beR, veRnnli Yeo(n-1). Llavors si b#0 o V#0, hi ha
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components primdries de A que sén subespais no degene-

rats per la métrica.

demostracid.

Com que Veo(n-1), en certa base ortonormal ez,...,en,la

matriu de Y s'escriu,

’O'-alO o ... o o |
a, 0 0 0 v e . 0 0
0 0 0 —a, .. 0 0
0 0 a, . . . 0 0
0 0 0 0 .. -8
0 0 0 0 R a 0

\ r 4

si n-1=2r; es pot donar ai=aj o ak=0.

[0 -a;, 0 O o 0 o |

a; 0 0 0 . R 0 0 0
o bé, 0 8] 0 -a, ... 0 0 0
0 0 a 0 .. 0 0 0
2

o 0 0 0 ... 0 -a_ 0
0 0 0 0 e 0 0 0

si n-1=2r+1: també es pot donar a;=a; o a =0,

I A, en la base €ns€11€gseeas€ s'escriura,

#

b0 v vy Vo Vg L Y TV
O “"b O O O O * * . 0 0
. - 0 0 Co 0 0
0 Vi1 0 al
0 v, a 0 0 0 Co 0 0
0 vy, O 0 a, 0 C. 0 0
0 Vi1 0 0 0 0 e e 0 e
| 0 v, O 0 0 o ... a, 0
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(No es pérdua de generalitat haver suposat n-1=2r).
Ker(A2+a§Id) és un subespai invariant per A, no dege-
nerat respecte de la métrica.

Efectivament, suposem O#al%ai, i#l, aleshores,

corcaZeald) o S ASPALAST! 21V1170V, .
er( +a1 Y=<~ e0+e2, 55 eo+e3
b tay b +al

que és no degenerat.

Si a;=ay, dim Ker(A2+a%Id)=4, en comptes de 2, perd
continua essent no degenerat,

b#OeaexkﬂEixaiéO perqué traga wzﬁe,per hipdtesi.

g.e.d.
Teorema 4.

Sigui M una varietat de Lorentz de dim n+l, compacta,
gairebé irreduible localment, de manera que el radical
de la forma de Cartan-Killingrestringit a 1'algebra
d'holonomia h és{0}. I sigui X un camp de Killing de M;
aleshores, l'operador Ay pertany a h.

demostracid., -
Del teorema I1.9 A

¥ és descomposa en AX=BX+k, keh i
Byehl, i traga(Bx°BX):0. Més encara, es verifica
(By,h)=0, Vheh.

Efectivament, del lema 1, ¢( (By,h),1)=0(By, (h,1))=0,
perqué (h,1)eh i Byehl. Aixi doncs, ¢((Bx,h),1)=0,V1€h.
Com que ¢{h és no degenerada, i (BX,h)Sh per la propo~
sicié I1.8, passa que (By,h)=0, Vheh.

Dels teoremes 11.9 i IIT1.13, BX es pot expressar, en

una certa base VO,Vl;.,.,Vﬂ, mitjancant la matriu,

b 0 -"v
0 -b 0
0 v B

essent beR, VERQ~1 i Bgo{(n-1). A més »bzatraga (BoB).
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Distingirem dos casos:

a) b#0.

Del lema 3 hi ha alguna component

primaria de BX on la

métrica no hi degenera. (Les components primdries sén

de la forma Ker p(By) per un cert
[Bx,h)=0, Vheh, podem aplicar el
la component primaria en qﬁestié

En aquest cas M no seria gairebé

b) b=0. I en consequéncia BZ0.
Com que els elements de h s'escri

tual, mitjancant matrius com,

a 0 -ty
0 ~-a 0
0 W H
a 0 -tw 0 0 -%v
0 -a o f{,i O 0 0
0 W H 0 v 0
de la proposicid II.8 i del fet g
da, s'ha de verificar Hv+av=0 per
fent, }
a 0 -‘u
0 ~a 0
W H

0

Si a#0 per algun element de h, ha

pER(x). Com que
lema 2, deduint que
és invariant per h.

irreduible localment.

ven, en la base habi-

i
0 0 ~t(Hv+av)
= O 0 0
0 Hv+av 0
ue o és no degenera

a qualsevol H,a satis

€ h.

de passér v=0, (l.i),

perqué Heo(n-1) i v és vector propi.de H, de valor pro

pi a#0.

Si a=0 per a qualsevol element de h i v#0, com que v

és de norma positiva, podem triar una referéncia VG

Vv

v

v

‘zgrcpo’v::

n

-

I
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h s'escriuen com,

4 t 3
0 1] - W =W
0 ¢] 0 0O
4] W H 0
0w, 00
weR™™ 2, w  €R, Heo(n-2).

n-1
Algun w 1%0 ja que, en cas contrari, v generaria un

subespai no degenerat i invariant per h.

Podem prendre, per tant, una base de h com,
Ii=(0’wi’0’Hi) i=1%r-1
r=(0,wr,1,Hr)

El subespai generat per Il""'I determina un ideal J

r~1
de codimensid 1 en h.
Efectivament,
(Ii,lj)=(0,w,O,H)
Aixi doncs, si (Ii,Ij)zzcﬁjIk, és c§j=0 iJ és un ideal.
Prenem L=(0,w,e,H) un generador de Jich (ortogonal res
pecte de la forma de Cartan-Killing ¢). Es verifica,
(1.2) 6C(L,1;), T )=6(L, (I;,1,)),
del lema 1; i,je{l,neesr}.
De (1.2) i de 1'eleccid de L,
ig{l,...,r} 1 je{l,...,r-1}
També,
(1.4) @({L,Ir),Ir):¢(L,(1r,Ir))=O
- Com que ¢{h és no degenerada per hipotesi, de (1.3) i
(1.4)‘en resulta, ‘ ' - " ‘
(1.5)  (L,1,)=0; vie{l,...,r}.

La matriu de L és de la forma, .

0 0 ~tu
0 0 0
0 u U
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amb U#0 perqué dh és no degenerada per hipdtesi.
Pel lema 3, hi ha una component primdria de L on la mg
trica no hi degenera. Com que L commuta amb els Ii’
i=1%r, (1.5), aquesta component é&s invariant per a cada
Ii’ i en consequéncia, per h. Contradiccid amb el fet
de suposar que M és gairebé irreduible localment. Con-
tradiccibé que prové de suposar a=0 i v#0.
Aixi doncs,

(1.6) a=0 »v=0,
(1.1) 4 (1.6) ens donen el resultat desitjat.

q.e.d.

V.2 Un parell d'exemples.

Exemple 5. ¥nz22, neN, existeix Mﬂ+2, varietat de Lo-
rentz, compacta, gairebé irreduible localment, amb al-
gebra d'holonomia h de dim h=n, que verifica,

i) radical ¢§h=h‘

ii) X camp de Killing, tal que Axgh i no es descom-
posa en AX=h+B amb traca {(BeB)=0, hech,

demostracid.

Per induccid sobre n.

n=2, Vid exemple IV.9,
Observem que per a cada punt p de M@* existeix un en-
torn Up % un sistema de coordenades de manera que,
3q és global i paral.lel.
9, és Killing i global.
La métrica g s'escriu,

0 1 0 0

1 0 2t 0
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Suposem cert el resultat per a Mn' A causa de la indugc
cid, podem suposar que per a cada punt p de Mn hi ha
un entorn U 1 un sistema de coordenades de manera que,
80 és global i paral.lel
9 1 és Killing i global.

La métrica g, s'escriu,
[0 1 0 ... 0 |
I (gy)  2ty. . . 0
0 2t 1 0

. - . . A
. . - . »

0 0 o .
. 1 1, . 1
Considerem Mn+1=MnXS . MnxS és compacta. Si (p,z)eMnxS

\J 4

i Up és l'entorn que existeix en Mn per hipdtesi d'in-

duccid, un entorn de (p,z) sera prSl. Si an+1 designa

la coordenada angular en Sl, definim,

(ey) ,=(811) *anyy)

i la meétrica 8,,1 Mitjancant la matriu,

[ 0 1 0 o ...0 |
1 (gll)n+1 2t3 o ... O
0 2t3 1' o . . . 0
0 0 0 1 . . 0
0 0 0 o . .. 1

Aquesta métrica és ben definida perqué 8, ho era i per

qué alés global. Els simbols de Cristoffel sén,

(2.1)
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(2.2) ( 3. .18 )

n+1l

2

(v,) 0

n .

v, =
3 £
0 - nzl 0 » * Y - . .O
(2.3)

0

N (vai)n :

i“ .

0 * » - - » L] » . L] . 0

(2.4) .
3

0 “;1 . ... .0 0

O O - *

vgn#? ) : i .

0 0. ... ..0 0

0 0. + « « . 0 0

\

i les transformacions de curvatura en cada punt vénen
donades per,

(2.5)
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(2.6)
Raiajzo; i,jef{2,...,n+1 }.

(2.7) ( )

¢« ® & & 5

(2.8) ( 0 0 _3n+18n+1f
. : » - * - * » 2
910n+1 . : :
0 0 * » * * * & * * »* 0
5 9 . f
0 “”2“” .. .. ..0

De la induccid- i de (2.8), les transformacions de curva -
tura en un punt genéric p generen una algebra de dim
n+l, que coincideix amb el radical de la forma de Car-
tan-Killing definida sobre aquesta algebra.

80 és un camp paral.lel. Aixi doncs, determina una dis
tribucid invariant, Rao. També és invariant (R%ﬁl; ai-
x0 és, R3 eR3,e...0R3 . D'aqui que el transport pa-
ral.lel de Bi, i=2+n+1, al llarg d'un cami y sigui de
la forma AOSO+A282+"'+An+1Bn+1' I d'aquest fet, con-
juntament amb (3.47), (3.48) i (3.49) del capitol IV i

(2.5), (2.6), (2.7) i (2.8) d'aquest capitol i del teore
ma 1.4, es dedueix que 1'algebra d'holonomia de Mn+1
és la que hem descrit en el pardgraf anterior.

En resum,

La varietat Mo és compacta, de Lorentz, gairebé irre
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duible localment, la seva algebra d'holonomia h té di-
mensi6 n+l i verifica rad¢lh=h. A més el camp 31 s'es-

tén a un camp de Killing X sobre Moy 1 AX¢h ni satis
fa el teorema feble,

Exemple 6. Considerem P1n+2una varietat de Lorentz,
compacta, gairebé irreduible localment, com la que hem
descrit en 1l'exemple anterior. Hem vist que per a cada

punt p, existeix un entorn Up i un sistema de coordena

des, de manera que,

3 és un camp global i paral.lel
3 és un camp global i Killing

g s'expressa en funcid dels camps coordenats
mitjan¢ant una matriu,

0 1 0 o |
1 811 812 O
0 2 1 0
12
o o 0 Id

Prenem també Kd una varietat riemanniana, compacta, de

curvatura constant k, dimensidé d i f una funcid real i

positiva definida sobre Kd, f:Kd—+R>O. |

Definim V=Mnde. Si (p,q) és un punt de V i U_ 1'entorn
esmentat en el paragraf primer, i Uq un entorn coordenat de q en
Kd’ prUq és un entorn de (p,q) en V on hi def%nim una métrica

mitjangant la matriu,

0 1 0o 0
0 811 8 0
12 0
0 812 1 0
0 0 0 Id
0
8y
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essent gil=(gll)M +f, i ng la métrica propia de K, de
n
finida en U

Designarem per d, els camps coordenats en Up i per 31
els camps coordenats en U

Es verifica,

(2.9) 1. 8(V§iaj’3k)=81(V§i3j*3k)-

2. g(Vg-ﬁ},?k =- § 3, f=-1/2<gradf,d3;>, si i=j=1

. =0 altrament

3. g(Vx 94,9p)= % 3.f, si i=k=1
AR FRC AL LIRS

altrament

4. 8(75 35,8)=0

5. g(Vgiaj,Bk)=O

7. Com gue (ai,aj)=o, passa V518j=V§jai

Aixi tenim que,

(2‘10) 1. V‘—é-laj-* 5183; 10 J?él.
2. V’é‘ial”va 81- 3 gradf‘
3. 93, j=v§j 1505 i#l
== =_—= 1 =.
4 Vg‘iaj v8381 5 (an)’aO
i1 a mes,
— 1
6. I‘ij=0.

Operant amb aquests resultats s'obté,

S
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(2.11)

(2.12) p

(2.15)
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Ry = 0
8iBj
= 0 per a i,j#l
0 0
Rz = 0
3;901
0 0
if1
0 0
0 R= =
3494
0 105 3))£-3,3,5)
J
G * » . O
N
’2 0
@l
[ i
3 0 0
o
(w9
Pty




Com que Kd era una varietat de curvatura constant, si

f és tal que Vﬁ.(gradf) sén linealment independents

(j=1%d), les transformacions de curvatura en un punt

genéric determinen l1'algebra generada per,

(2.16) )
0 0 =~-e., O
i
0] 0 0 0
0 e, O 0
i
0 0 4] 0
\ i n
i=1l+n; e, = (0...1...0)€eR
(2.17)
0 0 0 ~ej
0 0 0 0
0 0 0 0
0 e, O 0
N 3 N
] d
j=13ds  ej= (0...1...0)eR
(2.18)
o 0 0 0 |
0 0 O 0
0 0 0 0
0 0 0 ¥, .
1]
\ i j :
0 y . 0
i Ll . - L] i
TR LICD R I 1si<jsd.
0 0

en una base VO’VI”"’Vn‘wl""‘wd on la metrica sigui,

( 0 1 0
1 0 0
0 0 1Id

i V0 sigui el camp global paral.lel i nul.
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Com que 56 és global i paral.lel, la proposicié III.
(n+d)(n+d~1)
2

12, estableix que dim hgn+d+ . D'altra bap
da, del teorema I.4, 1'algebra d'holonomia és generada
per les transformacions de curvatura i els seus trans-
ports paral.lels. De (2.16), (2.17) i (2.18),

dim hgd+n+g£%§i); perqué les transformacions de curva-
tura determinen una subdlgebra d'aquesta dimensid.
Notem que si CﬁRT)§g=k30, i=0,2,...,n, aleshores les
transformacions de curvatura ja generen 1'algebra d'ho
lonomia ja que la subdlgebra que determinen conté els
seus transports paral.,lels.

Sigui o un cami en M. De (2.10) 1 de (2.1), (2.3) i
(2.4), el transport paral.lel ‘de 3& al llarg de o vé do

nat per un camp de la forma,
£o(E)Tg+E, (£)3,+E4(t) D4+, (£)T)
en el ben entés que, si i=0,2,3, el darrer terme no

apareix.
De (2.11),...,(2.15) i de (2.5),...,(2.8),

Concloem doncs, que l'algebra d'holonomia és generada

per les transformacions de curvatura (2.16), (2.17) i

(2.18) i té dim h=d+n+d(%;1). La dimensié del radical

de ¢Ih és d+n, a diferéncia de 1'exemple anterior, en
el qual tota l'algebra d'holonomia era continguda en
el radical.

De la proposicid I.5 i de ser VO paral.lel deduim que
V és una varietat de Lorentz, gairebé irreduible lo-

calment. De la construccid V és compacta i 81 és un

camp global i de Killing que satisfa,
A ¢ h
9

i no existeixen ht€h, L:traca QZ:O, tals que A§1=h+Q‘
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Nota: Per tal de'garantir que vﬁ_grad(f) sébn lineal-
J
ment independents, considerem peV i prenem coordenades

normals en p=(p1,p2). En realitat, de (2.10,5) és sufi
cient de prendre~les a pzeKd i f que localment adopti

la forma,

f=_
i

£0 4 %i #0
!?2

[ijacl=N

£ (%)
satisfent fi

192

d
Aleshores, grad(f)} =i§1(aif¥ )Biivajgrad(f)1 =
P
2 Py Py

=(9.9.

. 9., que variant j=1,...,d sén linealment
i JfJ’pz)J q N ) ’

independents.

V.3 Camps de Killing i el Tensor de Ricci

En tot aquest apartat, si no es diu el contrari, M se-
rd una varietat de Lorentz, compacta, gairebé irredui-~
ble localment; Do la direccid nul.la invariant pel
grup d'holonomia; h 1'algebra d'holonomia de M i
h(Do)=0. Aixi doncs, de la proposicid 1I.11, per a ca-
da punt p, existeix un camp paral.lel VO definit en un
entorn del punt en la direccid Do.

Es verifica,

Proposicid 7. Si el tensor de Ricci és semidefinit .ne- .
gatiu i la forma de Cartan-Killing és no degenerada en
h, o bé, si el camp VO es pot estendre a un camp pa-
ral.lel a tot M, sempre en la direccid D,, aleshores

qualsevol camp de Killing X satisfa g(X,VO)zo.
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demostracid.

Notem que si h(V0)=O, la forma de Cartan-Killing és se
midefinida negativa en h, Efectivament, en una base

VO’VI""’Vn’ on la métrica g s'expressi mitjangant la

matriu,
0 1 0
1 0 0
0 0 Id

els elements de h sdé4n de la forma,

0 o0 =%y
0 0 0
0 -V B
veanl, Beo(n-1) i la forma de la traca és semidefini-~

da en aquestes matrius. (3.1)

Si X és un camp de Killing i peM, considerem VO camp
paral.lel definit en un entorn de p en la direccidé D,.
Si Vy es pot estendre a un camp global i paral.lel, la
proposigié‘III.l6 estableix AXVO=O. Si la forma de Car
tan-Killing és no degenerada en h, el teorema 4 també
estableix AyV,y=0. ‘ ‘

En ambdbés casos, doncs, per la proposicio III.1l4, es
verifica g(VO,X)=ctt en l'entorn en questié. Si aques-
ta constant fos diferent de zero podriem suposar que
és 1. En aquest cas, prenent una referéncia VO’X’VZ"'

"’Vn’ de manera que la metrica s'escrigui,

o 1 0
1 2f 0
0 0 Id

“on f= % g(X,X), obtenim de la proposicid I1I.6 de la re~

marca inicial i del fet de suposar el tensor de Ricci
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semidefinit negatiu, Af20. Efectivament,
Af=-traga(AX°AX)-Ricci(X,X)zO.

Com que M és compacta, O=fMAf; obtenim, donecs, Af=0 i,

per tant, traga(AonxyO. (3.2)

En la referéncia anterior, 1l'operador Ay s'expressa

mit jancant la matriu,

0 0o -%y
0 0 0 (3.3)
0 v 0]

El1 O que correspon a o(n-1) prové de (3.2).

Integrant sobre M la formula Af2=(Af)f+g(gradﬁﬂ,grmﬂf))
s'obté, 2
0=[y(grad(f),grad(£))  (3.4)

Perd de la proposicid II1.6, grad(f)=AXX, i de (3.3),

i

grad(f) és espacial; en concret, AXXnigzviVi,

els vectors Vi s6n ortogonals i espacials, Ay també és

i com que

espacial. V

(3.4) ens diu, per tant, grad(f)=0. Aleshores f és cons
tant i X paral.lel. X és paral.lel per (3.3) i v=0.

El subespai generat per VO i X seria invariant per h i
no degenerat per g; contradiccidé amb el fet de suposar
M gairebé irreduible localment. Aquesta contradiccid

prové d'haver suposat g(X,VO)#O.

q.e.d.

Teorema 8.

Si el tensor de Ricci és semidefinit negatiu i si la
forma de Cartan-Killing restringida a h és no degenera
da, aleshores, si X és un camp de Killing sobre M, X

és paral.lel i de norma zero.
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demostracid.

El teorema 4 mostra que l'operador AX pertany a h, Com
en la proposicid anterior, si f =31g(X,X), es verifica
Af=0 i, també com abans, tra§a(AXsAX}=0. (3.4)

Prenem VG,Vl,...,Vn una referéncia de manera que la mg

trica s'expressi mitjan¢ant la matriu,

0 1 0
1 0 0
0 0 Id

En aquesta referéncia 1'operador Ay s'escriu,

0 Q0 ~tv

0 0 0
l 0 v B
ngnﬂl, Beo(n-1), amb B=0 per (3.4).
Aixi doncs,»AX és del radical de ¢}h' De les hipotesis
AXmG. En altres paraules X és paral.lel. Com que M és
gairebé irreduible localment, X ha de ser de norma ze-

ro i com gue, de la proposicid 7, g(X,VO)ne, ha de ser

X&kVO.

Finalment k és constant.

g.e.d.

Corol.lari 9,

Si el tensor de Ricci és semidefinit negatiu i si la
forma de Cartan-Killing restringida a h és no degenera
. da, aleshores, ‘
i) o bé no hi ha camps de Killing globals, llevat
del O, o bé »
ii) hi ha un camp global paral.lel de norma zero i
els Gnics camps de Killing que hi ha son els mOltiples

d'aquest. Aquest possible camp estda en la direccidé pa-
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ral.lela RVO.

Exemple 10. Aquest exemple mostra que la hipotesi del

teorema 8 no es pot debilitar. Mostrarem una varietat
compacta, de Lorentz, gairebé irreduible localment amb
tensor de Ricci semidefinit negatiu i amb un camp de
Killing no paral.lel,

Considerem M el producte Slxslel ia

57 i=0,1,2,
coordenades angulars standart de SI. Si f:M+R>G és una
funcid regular real positiva, que només depén de , defi-

nim la métrica g sobre M en la base»aai,:nitjangeu1t la matriu,

0 1 0
1 0 0
0 0 f
Calculant s'obté.
V3 20
(0 0 0 )
va,=| 0 0 0
0 0 3,f/2f
(0 . ¢ —alf/z*
Va,=| 0 0 0
0 3f/2f 0
0 o ~5(3,3,£-((3,£)7/26))
Rala; 0 0 0
0 (2.5 3. £)2
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Ric(34,34)=0
Ric(3,,8))=5(3,3 £-((3,£)%/26))
Ric(32,32)=0

El tensor de Ricci és semidefinit negatiu si i només

si 2f3131f—(81f)250. Si és diferent de zero, l'alge-

bra d'holonomia té redical no trivial.

Resumint: (M,g) és una 3-varietat compacta, de Lorentz,
gairebé irreduible localment. 82 és un camp de Killing

no paral.lel. Per tal d'obtenir Riccis<O, hom pot pren-

dre,

f=%((Cosul)2+2Cosul—3).
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Nota.

El lector s'haura adonat que del 83 del capitol III es
distingeixen dos casos segons h(VO)#O, o h(VO)zO. En can
vi, en aquesta memdria analitzem de manera més o menys
completa el cas h(VO)#O. I en h(VO)=O s'afegeix la hipo-
tesi que el camp VO sigui global i paral.lel. Fem cons-
tar que, si la varietat en questid és simplement connexa,
o si el grup fonamental és finit, 1'afegit no és cap res
triccib.

Qué passa en el cas en qué el camp VO només sigui defi-
nit localment? No ho sabem, Tanmateix, com que alld que
ens preguntdvem era la verificacid o no d'un resultat i
la resposta és negativa, en la memoria es donen contrae-
xemples, aquest desconeixement no afecta la solucid del

problema que ens varem plantejar.

A més, tant els contraexemples com els exemples que hem

donat satisfan que el camp VO és global i, en alguns ca

sos, paral.lel,
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