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INTRODUCCTION







El llamado problema de inmersidn de la teoria de Galois
Galois

tiene por datos un cuerpo K, un cuerpo L; extensidn de

de K con grupo G finito, y una sucesidn exacta de grupos £ini-

tos:

N
o

> B > G

1 > A
A partir de estos datos, se plantea la existencia de un cuerpo
M, extensidn de Galois de L con grupo A, que sea asimismo exten

sidn de Galois de K con grupo E y tal que conmute el diagrama:

B > G

Gal(M|K) ~———> Gal(L|R) ,

donde el morfismo de la fila inferior asocia a un automorfismo

de M sobre K su restriccidn a L.
Hasse (1948) generaliza la definicidn de extensién galoi

siana de un cuerpo, mediante la introduccidn de las dlgebras

galoisianas y estudia el problema de inmersién admitiendo tam—
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bién dlgebras galoisianas en las soluciones. Ikeda (1960) de~
muestra que, a partir de un &lgebra galoisiana, que sea solu-
cidn a un problema de inmersidn con niicleo A abeliano, sobre
un cuerpo de nimeros K, puede construirse un cuerpo solucidn.

Posteriormente, H&chsmann (1962) da la traduccidn del
problema de inmersidn a cohomologla de grupos, en el caso en
gue el grupo A sea abeliano. Obtiene la obstruccidn de la re-
solubilidad del problema de inmersidn como un elemento del
grupo de cohomologia HQ(G,A). En su planteamiento, quedan in-
cluidas como soluciones las &lgebras galoisianas. Con ello,co
bra mayor importancia el teorema de Ikeda, mediante el cual
puede asegurarse que, si la obstruccidn es nula, existe un
cuerpo solucidn. HOchsmann y posteriormente Neukirch (1973)
dan demostraciones del teorema de Ikeda utilizando cohomoloqia‘
de grupos. El segundo da un enunciado més general con condicio
nes locales. Neukirch estudia asimismo la existencia de solu-
ciones al problema de inmersidn, imponiendo condiciones sobre
la ramificacidén y datos locales.

Otro aspecto delproblema de inmersidn es el de la cons-
truccidn efectiva de las soluciones. Histdricamente, el primer
ejemplo es debido a Dedekind (1897) que construye una extensidn
de Q con grupo de Galois el grupo de los cuaterniones y conte-
niendo la extensidn Q(V2,V3). Witt (1936) generaliza la cons=-
truccidn de Dedekind a cualguier extensidn bicuadritica de un
cuerpo K de caracteristica distinta de 2. M&8s concretamente,
plantea el problema de inmersidén dado por K, L = K(JSE,@EE,JQE),

con alazaf:l, Gal(L|K)*Z/2.Z X Z/2 Z y la sucesidn exacta:
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8 »Z/2Z RE/2Z ——> ]

l— Z/2 Z > H

donde H8 es el grupo de los éuatarniones. Demuestra que la re
' solubilidad de este problema equivale a que la forma traza de
la extensién bicuadratica L|K sea equivalente a la identidad
sobré K. Verificada esta condicidn, construye explicitamente
todos los cuerpos sdlucién a partir de un cambio de base que pa
se de la forma traza a la formé identidéd. |

Recientemente, Massy (1986) estudia problemas de inmersidn-
s sobré un cuerpo K de caracteristica distinta de p y conteniendo
las raices pm~‘ésimasude~la unidad, con p primo, m>1l, dadas por
una extensidén de Galois L de K, con grupo G, abeliano de expo-

p
nente pm, y una sucesidn exacta del tipo

| 1 —>Z/p % > E > G - 1 .
Obtiene f&6rmulas que permiten construir todos los cuerpos solu=-
cidn para cualquier'problema de inmersidn resoluble del tipo
‘planteado, utilizando condiciones sobre el elemento de
Hz(Gp, Z/p Z) asociado a la extensidn.
Serre (1984) da una fdOrmula que permite el cdlculo efecti

vo de la obstruccidn al problema de inmersidn dado por:

1| —>Z/2 B > G > G > 1,

con G =Gal(L|K), donde K es un cuerpo de caracterfstica distin-
tade 2 , G un subgrupo del simétrico S, ¥ G lavantiimagen de G
en §n, un cierto dbble recubrimiento de S . Dicha formula da la
obstruccidn al problema de inmersidn en funcidén del invariante de

Hasse-Witt de la forma cuadrdtica traza Qé de F|R, subextensidn
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separable de grado n de L. Queda con ello generalizada la parte
del resultado de Witt, citado arriba, relativa a la resolubili-
dad del problema.

Utilizando la férmula de Serre, Vila (1983) demuestra la
resolubilidad sobre @ del problema de inmersidn de la extensidn
central universal del grupo alternado A,, para infinitos valo-
res de n, construyendo para ello realizaciones adecuadas de Ay
sobre Q. Posteriormente, Bayez,Llorente y Vila (1986) obtienen
la.resolﬁbilidad sobre Q@ del problema de inmersidn dado por la
inica extensidn no trivial con nlcleoc Z/2Z del grupo de Mathieu

partiendo de la realizacidn de M 5 sobre Q dada por Matzat

Mygr 1

y Zeh (1986).

En esta memoria, estudiamos dos aspectos del problema de
inmersidn. El primero es la obtencidn de solucicones con condi-
ciones de ramificacidn. Para ello, nos resultar& més provecho-
so plantear el problema de inmersidn en el contexto més general
de la teoria de esquemas. El segundo aspecto estudiado es la
construccidn explicita de soluciones y nuestro objetivo es ge-
neralizar la construccidn citada de Witt a las extensiones pa-
ra las que es aplicable la férmula de Serre y con G subgrupo
del alternado An.

La memoria estd subdividida en tres capitulos.

En el capitulo I, se revisa primeramente la teoria de
Galois sobre esquemas. Obtenemos que todo recubrimiento prin-

cipal de un esquema conexc X es suma directa de recubrimientos
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galoisianos de X, isomorfos {(prop. 1.7), generalizando asi el
resultado de Hasse de gue toda K -dlgebra galoisiana es su-
ma directa de copias isomorfas de un cuerpo extensidén de Ga-
lois de K.

El estudio del concepto de recubrimiento universal de un
esguema conexo nos permite plantear el problema de inmersidn
sobre esqguemas. Traduciendo a este lenguaje el problema de in-
mersidn sobre ﬁn cuerpo de niimeros, con conjunto de ramifica-
cibén prefijado, se observa que la obstruccidn a la resolubili-
dad de este problema viene dada por un elemento de un grupo de
cohomologia étale. Esto nos permite obtener condiciones para
que, de la resolubilidad de un problema de inmersidn sobre un
cuerpo de nimeros K, dado por una extensidn central con nficleo
abeliano, pueda deducirse la existencia de soluciones, con con
junto de ramificacidn préfija&é. Dichas condiciocones se expre-
san en té&rminos de nimero de clases de ideales del anillo de

enteros de K (teorema 1.20 y corolario 1.21).

Abordamos, en el capitulo II, una generalizacién del teo
rema de Ikedé, mencionado arriba. Concretamente, para un pro-
blema de inmersidn sobre un cuerpo de nimeros vy dado por una
extensidn con nficleo abeliano, nos planteamos si es posible
construir, a partir de un dlgebra solucidn, un cuerpo solucidn,
sin aumentar el conjunto de ramificacidn. Para ello, estudia-
mos previamente la variedad de las soluciones a un problema de
inmersidn sobre un cuerpo. En el caso de unaextensidn central,

damos una respuesta afirmativa al problema planteado ({teore-
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ma 2.8).

Posteriormente, recordamos una formulacidn clésica de la
obstruccidn a problemas de inmersidén con niicleo Z/p Z, con p
primo, sobre un cuerpo K de caracteristica distinta de p y con
teniendo las raices p-ésimas de la unidad. Para p=2 y una ex-
tensidn a la que sea aplicable la f6rmula de Serre, menciona-
da anteriormente, relacionamos ambas formulaciones de la obs-

truccidén. Estos resultados se usan en el capitulo III.

El objetivo del capitulo III es construir explicitamen-
te las soluciones al problema de inmersidn, sobre un cuerpo
K de caracteristica distinta de 2, dado por extensiones a las
que es aplicable la férmula de Serre y en el caso en que G

estd incluido en el alternado An. Estas son extensiones del

tipo .

h 4
[)]
4
()
~

1,

l] > Z/2 7

con G antiimagen de G en ﬁn

Se observa que se obtienen todas las soluciones al pro-
blema de inmersidn, a partir de una dada. Realizamos la cons-
truccidn de una solucidn, obteniéndola en t&rminos de la nor-
ma espinorial de un elemento del &dlgebra de Clifford de QF
(teorema 3.15). En el caso en que QF sea equivalente sobre K
a la identidad, obtenemos la expresidn explicita de la solu-

cidn en funcidn de un cambio de base que pase de QF a la for-

ma cuadritica identidad (teorema 3.17). Este caso incluye el
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del problema de inmersidn estudiado por Witt, explicado mas
arriba ([83]3.2). Se comprueba que, para este caso, la solu-
cién obtenida coincide con la dada por Witt. M&s generalmente,

si Qp es equivalente sobre K a una forma cuadrédtica del tipo

2 2 ' 2 2 2
= - + + + + + +
Q= ~(X] * X5 +... x0+xZ e x2

obtenemos también la expresidn explicita de la solucidn, en
este caso, en funcidn de un cambio de base que pase de QF

a Qq (teorema 3.24). ~-Se observa que, para un problema
de inmersidn resoluble sobre Q, se verifica siempre que QF es
equivalente sobre Q a la identidad o a una forma cuadrética
del tipo Qq, Con estos resultados, damos respuesta a la pre-
gunta formulada por Serre ([83] 3.2. Remarque), que plantea

el extender la construccidn de Witt a otros casos.

De los resultados citados que se encuentran en la lite

ratura, damos una referencia explicita.

Finalmente, deseo expresar mi agradecimiento a la Dra.
Pilar Bayer por la orientacidn, el estimulo y la valiosa ayu
da que me ha procurado constantemente durante la realizacidn
de este trabajo.

Quiero también agradecer al Profesor Jirgen Neukirch
la amable atencidn que me dedicd durante su estancia en Bar-
celona, asi como sus indicaciones sobre la generalizacidn del
teorema de Ikeda.

A mis compafieros de la Citedra de Matemdticas de 1a
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dezco el haberme facilitado la dedicacidn a este trabajo y el

apoyo recibido de todos ellos.

-18-









CAPITULO I

EL PROBLEMA DE INMERSION SOBRE ESQUEMAS







Este capitulo se inicia con una revisidén de la teoria de
Galois sobre esquemas. Se estudian particularmente las nociones
de recubrimiento principal y recubrimientc galoisiano de un es-
quema conexo. En el caso en que el esquema base sea X = Spec K,
con K cuerpo, tales conceptos se correspohden con las nociones
clisicas de algebra galoisiana (en el sentido de Hasse) y de
extensidn galoisiana de K, respectivamente.

A continuacidén, formulamos el problema de inmersidn de
la Teoria de Galois en el contexto de la teoria de esquemas.El
lenguaje intrcducido permite dar un tratamiento unificado del
problema de inmersidn usual sobre cuerpos y del problema de in
mersidn con condiciones de ramificacidén prefijadas.

Como resultado final del capitulo, veremos bajo gue con-
diciones de la resolubilidad de un problema de inmersidn puede
deducirse la existencia de una solucidn con conjunto de ramifi-
cacidn prefijado.

Para las definiciones y notaciones de teoria general de

esquemas gue usaremos ver [G-D].
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§1. TECRIA DE GALQOIS SOBRE ESQUEMAS

El concepto bdsico de la teoria de Galois sobre esque-
mas es el de recubrimiento principal. Para introducirlo, se

necesitan varias definiciones previas.

Un morfismo de esquemas f: Y —— X de tipo finito se
dice que es no ramificado en y&€Y si 0yﬂnx€§ es extensidn fini
ta y separable de k(X), para x = £(y). Se dice que es no rami

fiteado si es no ramificado en todo punto y de Y.

Proposieidn 1.1. ([M] I 3.2). Sea K un cuerpo, B una K-dlgebra
finita. Entonces el morfismo Spec B — Spec K es no ramifica
do si y sblo si B es K-dlgebra separable (es decir suma direc-

ta de cuerpos, extensiones separables de K). #

Un morfismo ¥ —— X se llama étale si es plano y no ra
mificado; se llama recubrimiento étale si es étale y finito.

Sea Y un esquema, G un grupo finito operando sobre Y por
automorfismos, por la derecha. Para todo esquema Z, G opera por
la izgquierda socbre el conjunto Hom(Y¥,Z). El conjunto Hom(Y,Z}G
de morfismos invariantes por G depende funtorialmente de Z. Pa
ra un esquema X y un morfismo p: ¥ —— X invariante por G, se
dice que (X,p) es esquema cociente de Y por G si, para todo Z,
la aplicacidn:

Hom (X,2) oy Hom (¥,2)©
+— -~ gp
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es biyectiva. Entonces los funtores Z > Hom{X,2} y 2 r— Bam{Y,Z}G
son isomorfos y se dice que el segundo es representable.
El esquema cociente de ¥ por F estd determinado salvo isomor

firmo y se indica por Y/G.

Proposieidédn 1.2. ([G] V 1.3-1.4). Sea Y un esquema con grupo de
automorfismos finito G, p: ¥ ——> X un morfismo afin invariante
por G tal qua<9x = p*(@&)cﬂ Entonces X es esquema cociente de
Y ?or G.. Adem&s, para cada abierto U de X, U es cociente de
o Y {w) por G.

| En particulér, si B es anillo y G opera sobre B por la iz~

quierda, Spec{BG} es esquema cociente de Spec B por G. #

- Proposteidn 1.3. ([G] V 1.9). Sea Y un esquema con grupo de auto
morfismos finito G tal gue existe X = ¥/G y es esgquema sobre Z.
Consideramos el cambio de base:

2! ———> 7. Sean:

X' = X x 3 ] Y' =Y x 2",
z z

Se tiene que G opera sobre Y' y p' : ¥' 3 X' es invariante.
Si 2' es plano sobre Z, entonces existe ¥Y'/G y se cumple

(Y x 2'}/6 = (Y / G) x 2', #
A 7

Si G es un grupo finito operando por la derecha sobre el
esquema Y, se llama grupo de descomposieidén de y € Y al estabili

zador gy de y. Este grupo opera carnbnicamente (por la izquierda}
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sobre el cuerpo residuo k(y). Se llama grupo de inercia de y
al subgrupo I§ de G& de los elementos que operan trivialmente.
Proposieidn I.é.([G] V 2.3). Sea X localmente noetheriano,

Y —> X finito con las condiciones de la proposicidn 1.2.

Entonces si Iy se reduce al neutro, Y es &tale sobre X en y. #

De agui en adelante, al escribir Y/G, supondremos hecha

la hipbtesis de que existe el esquema cociente de Y por G.

Proposicién 1.5.([G] V 2.4) Sea Y conexo, G fiel sobre Y.
Para que p: ¥ —— X = ¥/G sea &tale es necesario y suficien-
te que los grupos de inercia de los puntos de Y se reduzcan
al neutro. Si es asi, G se identifica con el grupo de todos

los X-automorfismos del X-esquema Y. #

Dados un esquema X y un conjunto E finito, se define
el esquema XxE como suma directa de la familia (Xj) ., de es
guemas idénticos a X. Si G es un grupo operando sobre E por
la derecha, entonces G opera también por la derecha sébre
XxXE (operando sobre el segundo factor) y se verifica
(X. x E)/G = X x(E/G).

Se llama X-esquema con grupb G de operadores trivial
a un X-esquema isomorfo al esquema XxG, donde G opera sobre

el ségundo factor por traslaciones por la derecha.
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Un recubrimiento principal con grupo G (finito) de un es
quema localmente noetheriano X es un X-esquema, Y £ X, sobre
el gque opera G por automorfismos por la derecha, cumpliendo las
condiciones equivalentes:

i) Y es finito, los grupos de inercia de los puntos de Y se re
ducen al neutro y X = Y/G.

ii) existe un cambio de base fielmente plano y casi cbmpactc
Xl —> X tal que Ylva ; Xl es un Xl—esquema con grupo de

operadores trivial. , i.e. isomorfo a Xl X G.
Llamaremos recubrimiento galoisiano de un esquema cCOnexo

a un recubrimiento principal conexo.

Proposiéién 1.6. Sea X un esguema conexo. Sea Y —> X un recu-

brimiento galoisiano con grupo G , H un subgrupo de G.

- Entonces: |

1) Existe ¥Y/H y ¥ — ¥Y/H es recubrimiento principal con gru-
po H.

2) Si HaG , ¥/H ~—> X es recubrimiento principal con grupo

G/H.

Demostracidn 1) Por ser X = ¥Y/G y H subgrupo de G, existe
¥Y/H ([G] V 1.7). Por ser ¥ — X &tale y finito, Y/H s X
es &tale y finito ([G] V 3.4). Ahora por ser ¥ ——> X e ¥/H — X
finitos, ¥ —— Y¥/H es finito.

Para ver que los grupos de inercia se reducen al neutro,
basta observar que se tiene H,, C G,, para los grﬁpos de descom-

y Y
posicidn.
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2) Supongamos H<« G. Por ser Y ——> X recubrimiento principal

con grupo G, existe un cambio de base plano X' —» X tal que:

¥' =Y X' = X' x G.

X
X
Entonces por la proposicidn 1.3, tenemos:

(¥Y/H) x X' = (¥ x X') / H.
X X

Ahora,
(Y x X'y /H = (X' X G) /H = X' x {(G/H),

por tanto, Y/H es recubrimiento principal de X con grupo G/H. #

Veamos ahora que todo recubrimiento principal no conexo
de un esquema conexo es suma directa de recubrimientos galoi-

sianos isomorfos.

Proposicetdén 1.7. Sea X un esquema CoOnexo, Y 22— % un recu-
brimiento principal con grupo G (finito). Entonces si Yo es

una componente conexa de Y, YQ —> X es recubrimiento galoi-
siano con grupo Go = {geG / Yog = YO} y se tiene un isomorfis

mo de X-esquemas:
Y = YO X fG/GO}:

donde G/Go es el conjunto de clases laterales por la derecha.
Demostracidn. Sea Yo una componente conexa de Y, sea

G,= (g€C / Yog = Y_}. Sea s €G-G_, entonces YOs es una compo-

nente conexa de Y, y tenemos:
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GYQa:m{gee/ (¥ %)% v _%1= s7l s,

Veamos gque todas las componentes conexas de Y son de la
forma Yos, para alglin s de G. Sea C una componente conexa de Y.
Si C no es del tipo YOS, ningunoc de sus puntos eflig&al a yoss
con y, de Yo Z? que si fuera asi, tendriamos ¢S fWYO= {Yo}#‘ﬁ
y por tanto c® = Yo. Sea y un punto de C , x = p(y). Por ser
Y — X finito, existe un entorno afin U = Spec A de x, tal que

v = p~1 (U) = Spec B, con B A-élgebra finita (es decir finito-

génerada como A-mddulo). Entonces U = V/G, es decir A = BG.
- Las componentes conexas de V son la interseccidn de V con las
componentes conexas de Y. Por otra parte, son de la forma Spec B.
con Bi dlgebra sin idempotentes, para B = & Bi una descomposi-
cidn de B. Sea Vo = Spec Bé =C Ny, si LIVOS # V, entonces
@BOS # B. Sea e el idempotente primitivo de B tal que Be=BQ,
eﬁtonces el elemento Ze® es invariante por G y no estid en

s€G
A. Se llega pues a contradiccidn.

Definimos el morfismo:
Yo X (G / GO} — ¥
(Y, Ggs) F——y y®
Es isomorfismo de X-esquemas y G-morfismo.
Veamos que Yo-mwa»x es recubrimiento principal con grupo
G- El morfismo YO-—a X es finito por serlo Y — X. Comprobe
mos que X es esquema cociente‘ée YG por GG‘ Sea YG —> Z un mor

fismo de esquemas invariante por GO. Entonces la composicidn

Y =¥ X (G/G,)) ~—> ¥ ——3Z,
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donde el primer morfismo es la proyeccidn sobre el primer fac
tor, es invariante por G. Por tanto, por ser ¥/G = X, existe

un morfismo X —> Z tal que

conmuta. Entonces, en el diagrama:

Y
\
£0-—¢ Z
L
el triangulo inferior conmuta. Finalmente Y, —> X es étale
por serlo Y1=YO x(G/GO) ——3 X, POr ser Yo c¢onexo, los grupos
de inercia de los puntos de Ys se reducen pues al neutro (prop.

1.5). #

Proposieidn 1.8. Sean G un grupo finito, G0 un subgrupo de G,
X un esquema conexo, localmente noetheriano, ¥ —> X un recu-
brimiento principal con grupo GQ.

Entonces, ¥ x{GX&G} -——~3» X es recubrimiento principal
con grupo G, donde G/Go es el conjunto de clases laterales por

la derecha.

Demostracidn. Definimos la accidn de G sobre Y x(G/GO) en la

forma siguiente:

-3 -



t
(v, 6,9° = (v%, 6 st),
para (y, Gos) €Y x (G/G,) , t&G.

Por ser Y —— X recubrimiento principal con grupo Go'
existe un cambio de base X'-—> X, fielmente plano y casi-com

pacto, tal que ¥ x X' = X' x Go' Por tanto tenemos
X

(Y x(G/GO))§ X'=(Y ; X‘)X(G/Go):zx'x Go X {G/Go)==X‘ x G,

es decir, Y x(G/Go) -—3> X es recubrimiento principal con grupo

G. #

Enunciando conjuntamente las proposiciones 1.7 y 1.8, se
obtiene que, dados un esquema X y un grupo G finito, hay una co
rrespondencia 1-1 entre recubrimientos principales de X con gru
po G y recubrimientos galoisianos de X con grupo un subgrupo de
G.

Si X=Spec K, con K cuerpo, un recubrimiento galoisiano Y
de X con grupo G es de la forma Y = Spec L,vcon L cuerpo exten
sidn de Galois de K con grupo G. En efecto, por ser Y — X
finito y X afin, ¥ es afin y basta aplicar la proposicidn 1.1
para obtener que L es extensidn separable de K. Ademds, por ser
X conexo, L es cuerpo. Por la proposicidn 1.2 se tiene K = LG.

De la proposicidn 1.7 puede entonces deducirse que un
recubrimiento principal Y de X=Spec K con grupo G es de la for

ma Y=Spec B, con B K-dlgebra, suma directa de cuerpos isomorfos

a una extensidn de Galois L|X con grupo Go' grupo de descomposi -
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cidn de un primo de B, y conjugados por un elemento de G. De
1.8 deducimos que, dada una extensidn de Galois L|{K con grupo
Go’ subgrupo de G, podemos construir un &dlgebra B tal gue Spec B
es recubrimiento principal de Spec K con grupo G.

En este caso, se recupera un resultado de Hasse ([H]§1).
Hasse define un algebra galoisiana sobre un‘cuerpo K, con gru-
po G como una K-3lgebra B, finita, separable y tal que G opera
sobre B por K-~automorfismos de manera que B es isomorfa como
G-médulo a K[G]. Aplicando de nuevo la proposicidn 1.1 y que un
morfismo finito es afin, se obtiene gque las K-dlgebras finitas
y separables se corresponden univocamente con los recubrimien
tos &tales de Spec K. Ahora, si B es K-&lgebra finita separable
e Y = Spec B, los puntos y de ¥ estidn en correspondencia uno a
uno con las componentes L. de la descomposicién de B en suma di
recta de cuerpos. El grupo de descomposicidn de y es el subgfg
po G, de G formado por ios elementos que dejan f£ijo L. La con-
dicidén de que B sea isomorfa a K[G] como G-médulo equivale en-
tonces a que los grupos de inercia de los puntos de Y se reduz

G, es decir Spec K = Y/G. Por

can al neutro y a que sea K = B
tanto, la nocidn de K-dlgebra galoisiana se corresponde con la
de recubrimiento principal de Spec K.

Hasse demuestra que cada &lgebra galoisiana B, sobre &n
cuerpo K, con grupo G, contiene un cuerpo L, extensién de Ga-
lois de K con grupo un suhgrupoAGo de G ¥y que B es suma direc
ta de cuerpos isomorfos a L y conjugados por un elemento de G.

L se llama cuerpo nficleo del algebra galoisiana B y est3d deter

minado salvo conjugacidn. Asimismo, Hasse demuestra que, dados
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un cuerpo K y una extensidn de Galois L de K con grupo de Ga-
lois Go’ subgrupo de un grupo G, puede dotarse a LxG/Go de es

tructura de K-algebra galoisiana con grupo G.

Introducimos a continuacidén la nocién de recubrimiento
universal de un esquema conexo.

Sean X un esquema localmente noetheriano y conexo, X un
punto geométrico de X. Sea C la categoria de los recubrimien-
tos &tales Y de X. Para un objeto Y de C, definimos:

F(Y) = conjunto de puntos geométricos de Y sobre x.

F es un funtor de C en la categoria de conjuntos finitos.
F es pro-representable, es decir existe un sistema proyectivo'

ordenado filtrante (Pi) de objetos de C de manera que se

ieT
cumpla:

= lim B
P ({Y) . Homc (Pi'Y)'

isomorfismo de funtores dado por (fi) —> (fi o} pi)' para
f, € Hom (P,,Y), v donde (p;) es un elemento fijado de lim ~ F(P.).
i c 1 b Pu— I
Se llama recubrimiento universal de X en el punto X allsi§
tema proyectivo P=(Pi)r51' Es un pro-objeto de la categoria C.

Los recubrimientos galoisianos forman un sistema cofi-
nal en el sistema de los P;, y se verifica:

Aut P = lim aut P., tomando limite sobre los P, galoi
i * i =

sianos. Aut P es pues un grupo pro-finito. Se define el grupo
fundamental de X en el punto x como el grupo opuesto de Aut P.

Opera pues sobre P por la derecha. Se indica por wl(x,x).
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Partiendo de puntos geométricos distintos, se obtienen re
cubrimientos universales isomorfos (como pro-recubrimientos é&ta
les de X) y grupos fundamentales isomorfos. Definimos X, recu-
brimiento universal de X, como pro-recubrimiento &tale de X iso
morfo a los P y GX' grupo de Galois absoluto de X como isomor
fo a los vl(x,x).

Hay una equivalencia de categorias de C en la categoria

de conjuntos finitos sobre los que G, opera en forma continua

X
dada por

Y > Hom (P,¥) = lim Hom (P,,Y).
—_— i
i
En el caso de los recubrimientos principales, se obtiene que
dar un recubrimiento principal Y de X con grupo G y un punto y

de F(Y) equivale a dar un morfismo

P: Wl(xlx) — G .
wl(x,x) opera sobre G a través de y por traslaciones por la iz
quierda y, haciendo corresponder el punto y fijado al neutro de

G, se tiene

Hom (P,Y) = F(Y) = G.

El recubrimiento principal ¥ es conexo si y sblo si ¢ es epimor

fismo y entonces se tiene:

Autx Y = Hom (P,Y) = F(Y) =G .

Si Y es un recubrimiento principal de X con grupo G, no conexo,
e Yo es la componente conexa del punto y fijado, YO es recubri-
miento galoisiano de X con grupo Gy subgrupo de G (cf. 1.7).

Entonces la imagen del morfismo:
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correspondiente al par (Y,y), es Go ~; haciendo corresponder
el punto y al neutro de Go’ tenemos:
GO = F(Yo) = AutXY .

Veamos ahora cual es el grupo fundamental del espectro

de un cuerpo y de un esguema normal.

Proposieidn 1.9. ([G] V 8.1). Sea X = Spec K, con K cuerpo y
sea {1 una exﬁensién algebraicamente cerrada de K, sea x el pun
to geométrico de X que define. Sea K la clausura separable de
K en Q. Entonces existe un isomorfismo candnico de ﬂl(X,x) en

el grupo de Galois de K sobre K. #
Mds generalmente,tenemos:

Propostieidn 1.10. ([G] V 8.2). Sea X un esquema conexo, local-
mente noetheriano y normal, sea X = K(X) su cuerpo de funciones,
sea  una extensidn algebraicamente cerrada de K(X) que defi-
ne un punto geométrico X' de X' = Spec K(X), y un punto geomé
trico x de X. Entonces el morfismo:

m (X% 7 (X, %)

es exhaustivo. Identificando wl(x‘,x‘) con Gal(i[K}, grupo de
Galois de la clausura separable K de K en @, el nlcleo del mor
fismo anterior se corresponde por la teoria de Galois con la
subextensidén de K|K, compuesta de las extensiones finitas de

K en §, no ramificadas sobre X. #
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Como consecuencia de esta proposicidn, y teniendo en cuen
ta que los Y -—> X galoisianos se corresponden univocamente
con los cocientes finitos de wl(x,x), se obtiene que, para un
esquema conexo, localmente noetheriano y normal, con cuerpo
de funciones K, las extensiones de Galois de K no ramificadas
sobre X se corresponde con los recubrimientos galoisianos de

X.

M&s concretamente, si X es un esguema conexo, localmen-
te noetheriano y normal, Y —P5 X un recubrimiento galoisiano
de X, con ¥ normal, K(X) y R(Y) los cuerpos de funciones de X
e Y respectivamente, K(Y) |K(X) es extensidén de Galois con gru
po G. En efecto, por ser ¥ — X no ramificado en el punto ge
ndrico de Y, se tiene K(Y) |K(X) extensién finita y separable.
Ademds para cada abierto afin U=Spec A de X se tiene p“l(U) =
=Spec B con B tal que BG= A (prop. 1.2), y por ser K(Y) y K(X)
cuerpos de fracciones de B y A respectivamente se tiene
x(y) %=x (%) .

Veamos ahora laconstruccidn inversa para un caso particu
lar de esquema normal que utilizaremos mds adelante. Sea 0 un
anillo de Dedekind, X su cuerpo de fracciones, S un conjunto
finito de primos de @#@K, L|K una extensidn de Galois con gru
po G, no ramificada fuera de S. Entonces, X=Spec GK-S es abiggk
to de Spec eK y por tanto tiene‘estructura de esquema. Sea S'
el conjunto de primos de GL' anillo de enteros de L que con-
traen a primos de S. Entonces Y = Spec @L—S' tiene estructura
de ésquema, como abierto de Spec @L. Tenemos que ¥ —> X es

recubrimiento de Galois con grupo G. En efecto, se cumple
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@LG = 9, AK = Ok« POr tanto, por ser X abierto de Spec §; e ¥

la antiimagen de X en Spec @L se tiene X = ¥Y/G (prop 1.2).
Ademds, por ser L|K no ramificada sobre X los grupos de iner-

cia de los puntos de Y se reducen al neutro.

Proposieidn 1.11. Sea X un esquema localmente noetheriano, cone
xo0, ¥ -~ X un recubrimiento galeoisiano con grupo G. Sea X un
punto geométrico de X, sea y el punto de Y sobre x. determina-

do por el neutro de G. Entonces se tiene una sucesidn exacta:

] ey KI(Y,y} e wlix,x} > G » 1.

Demostracidén. Al recubrimiento galoisiano ¥ 2, X, le corres-
ponde un épimorfismo: wl(x,x) —— G, ¥y Se tiene G= Hom(P,Y)=F(Y).
El neutro de G determina un punto geométrico y sobre x. El ni-
cleo estd formado por los elementos de ﬁlixfx} que son Y-morfis
mos y dejan fijo y. Por ([G] V 6.13) se tiene un monomorfismo
wl(Y,y) — ﬂl(X,X), cuya imagen es el abierto de nl(x,x} for

mado por los elementos sobre Y que dejan fijo y. #

§2.PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE INMERSION

Procederemos ahora a dar el enunciado del problema de in
mersidn en el contexto general de la teoria de esquemas. Sea X
un esquema conexo, localmente noetheriano. Un problema de in-

merstén sobre X viene dado por los siguientes datos:
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1) un recubrimiento galoisiano ¥ — X con grupo G finito.

2) una sucesidn exacta de grupos finitos:

(B): 1 >A*>E —ls G — 1 .
Llamaremos solucidn al problema de inmersidén a un esque-

ma Z, cumpliendo las condiciones:

p
1) 2 . SN X es recubrimiento principal con. grupo E.

D.
2) 2 —QL—a Y es recubrimiento principal con grupo A.

>

3) E1 morfismo F(p,): F(Z)=Hom(X,Z) -—> F(¥)=Hom(X,Y)
dado POr py hace conmutativo el diagrama:
E —d—o g

4 F(py) 4
F(Z2) ——— F(Y).

"]

03}
He— K &—m

Damos ahora un enunciado alternativo del problema de inmer
sidn en términos de morfismos de grupos.

Sea X un esquema conexo, localmente noetheriano, Gx su
grupo de Galois absoluto. Plantear un problema de inmersidn so
bre X es dar un epimorfismo ¢ de GX en un grupo finito G y una
sucesidn exacta de grupos finitos.

1 > A —=—y E —d

y G > 1 ,
es decir un diagrama del tipo:
GX
L@
1 >A——sE—1 >3 »1 .

Llamaremos solucidn al problema de inmmersidn a un morfis

mo w;GX -— E , que haga conmutativo el diagrama
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Veamos que los dos enunciados son efectivamente equiva-
~lentes. Sea Z una solucidn al problema de inmersidn en su pri
mera forma. Sea z‘E F(2Z)= Hom(P,2) el elemento correspondiente
al neutro de E, sea y €F(Y)= Hom(P,Y) el elemento correspon-
diente al neutro de G. Entonces por la condicidn 3), tenemos
que el morfismo de F(z) en F(Y), inducido por pY: Z —> Y,

envia z a y, es decir que es conmutativo el diagrama:

P
A

Y

P
Zm""Y—’Y .

Aplicando el funtor F, obtenemos el diagrama conmutativo:

X

I ¢ Q)

E=F(2) ———> G = F(Y) ,
por tanto F(z) es solucidn al problema de inmersidn en su se-
gunda forma.

Reciprocamente, sea w:Gx-m——+ E un morfismo solucidn al
problema de inmersidn en su segunda forma. Dar ¥ equivale a dar

un recubrimiento principal Z — X, con grupo E = F(Z). Tenemos

el diagrama conmutativo:

-3



| v
E = F(2) —— G = F(¥)

-y la flecha horizontal da un morfismo 2 - ¥, por la equiva-
lencia de categorias. Sea X un punto geométrico de X, sean y

el punto geométrico de Y sobre X correspondiente al neutro de
G, z el punto geométrico de Z sobre X correspondiente al neutro
de E. Entonces el nfcleo del morfismo F(Z) —— F(Y) estd for
mado por los puntos geométricos z de 2 sobre y. Por serx Gy el

niicleo de ¢: Gx ———y G, tenemos un morfismo:

Gy — {puntos geométricos de 2 scbre v} = A,
por tanto 2 ——— Y es recubrimiento galoisiano con grupo A.
El esquema Z es pues solucidn al problema de inmersidn en su
primera forma.

Ademds, los esguemas conexos solucidn se‘éoxrespenaen
con los epimorfismos solucidn.

Llamaremos golueidn propia del problema de inmersidn a
una solucidn que sea un esquema Z conexo ©, equivalentemente,

un morfismo V¥ exhaustivo. Llamaremos solucidn impropia a una

solucidn gque no sea propila.

Caso particular: Problema de inmersidn sobre un cuerpo

En el caso en que el esquema X es el espectro de un cuexr
po K, hemos visto (cf. §1) gque un recubrimiento galoisiano de
X con grupe G es de la forma Spec L, con L cuerpo extensidn de

Galois de K con grupo G y que un recubrimiento principal de X



con grupo G es de la forma Spec B, con B-dlgebra galoisiana so
bre K con grupo G.

Entonces, plantear un problema de inmersidn con los datos:
Y =Spec L ~—>X =Spec K ; G; (E) : 1 > A —>E-—>»G—>1
equivale a plantear el problema de inmersidn clésico de la teo-
ria de Galois con los datos:

| LIK: G, (B) .

Una solucidn propia es un cuerpo M, extensidn de Galois
de L con grupérA que sea asimismo extensidn de Galois de K con
grupo E y tal que el morfismo Gal(M|K) —— Gal(L|K), que, a
un automorfismo de M sobre K, asocia su restriccidn a L, haga
conmutativo el diagrama:

E ———————— G

‘ l@ | lg‘
Gal (M|K)—> Gal(L|K) .
Obsérvese que, si K es una clausura séparable de K, se tiene
Gal (M|R)= HomK(M,ﬁ) y Gal(L|K) = HomK(L,ﬁ). |
| Una solucidn impropia al problema de inmersidn planteado
es una L-&lgebra galoisiana B con grupo A, gque sea asimismo
K-&4lgebra galoisiana con grupo E y tal que el morfismo :
Hch(B;§}~ «we»HomK(L;§§£ que, a un morfismo de B en una clau-
sula separable K de K, le asocia su composicidn con la inclu
sién I. ——> B, haga conmutativo el diagrama
E — G
L ;
Hom, (B ,K)-—» Homg (L,K) .

Obsérvese que, si planteamos el problema de inmersién en
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su segunda forma y ¢:G, ———> E es un morfismo solucidn, la ex

K
tensidn de K correspondiente a Ker ¢y es el cuerpo solucidn, si
¥ es exhaustivo y el cuerpo nficlec del &lgebra solucibn, si ¢

no es exhaustivo.

M&s en general, sean eK Yy GL anillos de Dedekind de cuer
pos de fracciones K y L respectivamente y tales que L|K es ex-
tensidn de Galois con grupo G finito, no ramificada fuera del

conjunto S de primos de 9,. Sea S' el conjunto de primos de

K
GL que contraen a primos de S.

Entonces

Y = Spec GL—S’ —> X = Spec GK-S

es recubrimiento galoisiano con grupo G, como habiamos visto
a continuacidn de 1.10.

Plantear un problema de inmersidn con los datos:

Y—>X;G; (E): 1 -—>A > E > G > 1
equivale entonces a plantear el problema de inmersidn. con los
datos:

LIK: G; (E)

y la condicidn adicional de gque las soluciones sean no ramifi
cadas fuera de S. Mas concretamente, a una solucidn propia M,
le exigimos que la extensidn MIK sea no ramificada fuera de S,
a una solucidn impropia B le exigimos que su cuerpo nicleo
(o, equivalentemente, cada uno de los sumandos isomorfos de
su descomposicidn en suma directa de cuerpos) sea extensidn

de K, no ramificada fuera de S. La solucién propia M o, en su
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caso, el cuerpo nficleo de la solucidn impropia B, serd la sub-
‘ y S - > 3 - » *
extensidn de K, madxima extensidn separable de K, no ramifica-

da fuera de S, correspondiente al nilicleo del morfismo

)
K

forma.

y: G,"-—> E, solucidn al problema de inmersidn en su segunda

§3. TRADUCCION COHOMOLOGICA DEL PROBLEMA DE INMERSION

Cohomologia &tale

La topologia étale de un esquema X es la categoria Xét

de los morfismos étales U ~-—» X. Se consideran estos morfis-—
mos como abiertos de X. Dados U ~—~>» X, V -—3» X &tales,

U x V~—>X juega el papel de la interseccidn.
X
Un recubrimiento &tale de un X-esquema U —> X es una

familia {Ui —=> U} demorfismos &tales de X-esquemas, exhaus-

tiva, es decir, tal que U = LJ¢i(Ui).

Un prehaz abeliano étale sobre X o un prehaz abeliano

sobre xét es un funtor contravariante:

F s Xé e S -1 o))

t

de la categoria Xét en la categoria de grupos abelianos. El
funtor F asocia a cada U —> X &tale ﬁn grupo abeliano F(U),
gl grupo de secciones de F sobre U; para cada morfismo en
xét : V-—>1U se tiene un morfismo resv'U : F(U) —=—> F (V).
Un morfismo £: F —> G de prehaces &tales abelianos so-~

bre X se define como un morfismo de funtores contravariantes.
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Para cada U —>» X &tale se tiene un morfismo fU : F{U) — G{(U)

Yy para Vv —> U morfismo en Xé @s conmutativo el diagrama

£’ -
£
F(U) ——— G(U)
res - res
v, £ 7,

F(V) ——— G(V) .

Un prehaz étale F es haz dtale si, para cada U —— X &ta
le y cada recubrimiento {Ui -3 U}, es exacto el diagrama:

F(U) ——> TT P(U,) =3 TT F(U. x U.).
i * i,3 g d

Los dos morfismos de la derecha son los inducidos por las
proyecciones U, x U, —>» U, v U, x U, —> U,. La exactitud
iy 3 i iy 3 3
significa que el morfismo de la izquierda es inyectivo y su ima

gen es el grupo de los elementos de T TF(U;) sobre los que
i

coinciden los dos morfismos de la derecha.

Dado un prehaz abeliano étale F sobre un esquema X, exis

# #

te un Gnico haz abeliano &tale F" dotado de un morfismo F —» F

tal que, para cada morfismo F —» G de F en un haz abeliano &ta

le G, existe un Gnico morfismo F#uu—é G tal gue conmuta el dia-
grama
F i F#
.G/
#

F" se llama haz asoctado al prehaz F.

A continuacidn,veremos ejemplos de haces &tales represen
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tados por esquemas en grupos. Un esquema en grupos {(conmutati-.
vo) es un X-esquema G tal gue HomX(U,G) es grupo (conmutativo)
para cada U —> X &étale y ademds, para cada U — V, morfismo

de X-esquemas étales,

Homx(V,G) -~ Hom, (U, G)
es morfismo de grupos.
Si G —— X es un esquema en grupos conmutativo, el fun
tor
F: Xg, ——— (ab)
U re—— F(U) = HomX(U,G)

es haz abeliano sobre Xé Es el haz étale representado por el

t.

esquema en grupos G.

kEjempZo 1 : Haz constante:

Sea A un grupo abeliano. El haz constante con valores
en A es el haz AX representado por el esguema en grupos XxA4,
con la estructura de grupo inducida por A . Si U —> X es éta
le, tenemos:

A (U) = Homy (U,Xxh) = y delyyy) Hom, (U, XxA) = fy B

donde WO(Q) es el conjunto de componentes conexas de U.

Ejemplo 2.: Grupo multiplicativo:
El grupo multiplicativo (Gm)X es el haz representado por
el esquema en grupos:

- -1
(G) = Spec (z [t,t7'])  x  x .

Spec Z
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Para U —> X &tale, tenemos:

_ -1
(G ) (U) = Hom_ (U,Spec (Z [t,t ~]) x X)

= Hom (U,Spec (Z [t;t-l]))

I

Hom (z[t,t ], (U, @’U))

i

*
F(UI@ ) .
U

Ejemplo 3: Haz de las ratces de la unidad.

El haz (u )y de ralices n-&simas de la unidad es el repre

sentado por el esquema en grupos

(w ) = Spec (z [t]l/(t"-1)) x X .
n X Spec Z

Para U —> X &tale, tenemos:

i

(uy) x(U) = Hom (U,Spec (Z[t]/(tn—l)) x X)

Hom (U, Spec (z[t]/(t"-1)))

]

!

Hom ([t]/(t"-1) , r(u,e.))

il

(s €r(U,@) / s? =1}

= u, (T (U,q)) .

Pafa cada neN tenemos la sucesidn exacta
. . Il
0 —> (u))y —> (G, ——— ()¢
donde el morfismo de la derecha viene dado por s +——> s™.

Ademids, se tiene:

Proposicidén 1.12 ([T] 4.4.1) Si n es invertible sobre X, es de
cir primo con car k(x) para cada x€X, entonces se tiene la si-
guiente sucesidn exacta de morfismos de haces abelianos sobre

Xét:
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0 -—> (“n)x'___’ (Gm)x———a (Gm)X —> 0 .

Esta sucesidn se llama sucesidén de Kummer sobre X. #

Si f: ¥ ~— X es morfismo de esquemas, induce un morfis

mo de topologias étales:

-.1.
£ .Xét———-—éyét ’ U!~-————>u§Y.

Si F es haz &tale abeliano sobre ¥, el funtor:

£ F:X.. —> (ab) , Ur—> F(£IU) = F(U x ¥)
* ét ‘ X

‘es un haz &tale abeliano sobre X. El haz £ F se llama Zaz tma-
gen directa de F por f£: ¥ —> X. Se tiene que f_ es un funtor

de la categoria HY de haces abelianos sobre Y., en la catego

t

% . Tiene un funtor adjunto

por la izgquierda:

ria H_ de haces abelianos sobre Xét

* .
£*: Hx _ HY ’

gue por tanto verifica:
HOmHY (£*F,G) = IﬂiomgX (F,£4G) ,

isomorfismo funtorial en FEHX ¥ en GEHy.

Si £f: ¥ —> X es étale (o pro-&tale), y F un haz abelia
- no sobre oy el funtor £*F, <magen inversa de F por f viene

definido simplemente por

f*F (V) = F(V) para V -—» Y é&tale.
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Haces étales inducidos por un mdédulo.

Sea w: ¥ -—> X un X-esquema y G = AutX Y su grupo de auto
morfismos. Para cada G-mdédulo A continuo (es decir, tal que G
opera sobre A a través de un cociente finito) podemos definir
en forma candnica un haz abeliano AYlX sobre Xét en la forma
siguiente. Sea AY el haz constante sobre Yét a valores en A
v “*AY su imagen directa en Xét' Si U -—» X es étale, enton-
ces el grupo: |

(74 AY) () = A_‘Y(Y ; U )=Hom (m (Y }; u), A)

puede dotarse de estructura de G-mddulo, a partir de la accidn

de G sobre nO(Y x U) y sobre A, definiendo:
X

h® =sh s l, para h:wO(Y ¥* U) —» A, s € G,
X

—> (ab) asociado al prehaz

El haz AYIX : Xét

Ur—> (14 A) () ©

se llama haz inducido sobre Xgp POT el G-médulo A.

Proposieidn 1.13. ([Nl]2.4.3). Si m: ¥ —> X es recubrimiento
galoisiano con grupo G, entonces las transformaciones

A pr—> AY]X ¥y F b—-—> F(Y)

son equivalencias casi inversas una de otra entre la categoria
de G-mddulos continuos A y la categoria de haces abelianos F

sobre Xq constantes sobre ¥, es decir, los funtores compues-

t!
tos

Ar——-—-)F(AY{X) V4 F""—"F(Y)Yix
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son isomorfos al funtor identidad de la categoria de G-m&dulos

continuos, y de haces abelianos sobre X.

st’ respectivamente. #

Un haz abeliano F sobre X, se llama no ramificado cuan
do es constante sobre el recubrimiento universal X de X. Por
la proposicidn anterior,los haces abelianos no ramificados sobre

Xét se corresponden univocamente con los,Gx—médulos continuos.

Cohomologta étale de haces abelianos.

La categoria HX de haces abelianos sobre Xé es catego-

t
ria abeliana con suficientes inyectivos. Por tanto, existen pa

ra cada funtor aditivo exacto por la izquierda

F: HX ~> (ab)

los funtores derivados por la derecha R¥ F. Para U —» X &tale

fijo, consideramos el funtor:

Ty ® Hk ——> (ab) definido por: PU(F) = F(U).

rU es aditivo y exacto por la izquierda. Si F es haz abeliano

. sobre Xé definimos:

t!’
B (u,F) = 2 ry(F)
llamado g-ésimo grupo de cohomologia de U con valores en F.

Se indica también por gl

st (U/F).

Veamos ahora como se relaciona la cohomologia &tale con

la cohomologia galoisiana.
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Proposicidn 1.14 ([T] II 2-2). Sea K un cuerpo, K una clausura
algebraica separable de K y GK el grupo de Galois de ﬁlK, gru=-
po pro-finito.

i) Hay una equivalencia de categorias entre la categoria de ha
ces abelianos sobre (Spec K)ét y la categoria de GK~m6dulos

continuos dada por:

F ——> lim F(Spec K') = F(K)
-

donde X' recorre todas las subextensiones de ﬁ, finitas sobre

K.
ii) Para cada haz abeliano F sobre (Spec K)ét se tienen isomor
fismos 3-funtoriales:

Hqét (Spec K, F) = HY (Ggr F(R)),

donde el grupo de la derecha es de cohomologia galoisiana. #

M&s en general, a partir de la proposicidn 1.13, se tie

ne:

Proposieidén 1.15. Sea X un esquema conexo,X su recubrimiento

universal, G, su grupo de Galois absoluto. Para cada haz abe=-

X
liano F sobre Xét' no ramificado, se ‘tienen isomorfismos:

q - q 3
Hét (X,F) H (Gx ¢ F(X))
donde F(X) = lim F(Y),con Y recorriendo los recubrimientos
—

étales de X.
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Demostracidn. La correspondencia entre haces abelianos no rami

ficados scbre X y Gx~médulos continuos viene dada por:

F —> F(X) para F haz no ramificado sobre Xét
Gy

A r—y Aﬁlx con Ai{x definido por A (U = A ’

X|x
si U —> X é&tale, Gy = Auty, X.

Los grupos de cohomologia est&n definidos por:

Hq(X,F) = g2 ?X(F} ;, para F haz abeliano sobre Xét
Hq(GX,A) = Rq(AGX) , para A Gx—médulo continuo.

Dada una sucesidn exacta de haces abelianos no ramificados so-~

bre X:

(s

lI: 0 > P! » F —>» F" — 0,
es exacta la sucesisdn:
(Sp): 0 —> F'(X) —> F(X) — " (X) — O.
Para (Sl) la sucesidn de funtores derivados de PX es:
‘ 31 1 1 .
0 —— F'{X) — FX) —» F"(X) =3 H (X;F'}) =~ H (X,F)— ...

ive —» BY(X,F') —> BY(X,F) — 89(X,F") — Bl (x,F')—> ...

: G
y para (S,) la sucesidn de funtores derivados de (.) X es:
. . G . . . Gy © .
QO —— F!'(X) X—-—-—-——-) F(X)GX—-—a F" (X) X—-]-'—> Hl(Gx,F'(X)) - e

o > BUG, P (X)) — BY(G,, F (X)) — BI(G,,F" ()
ey Hq+1(GX, F' (X) — ..
Ahora, por la equivalencia de categorias, se cumple:

~ ~ G -
FPRE =, PR X =Fx , PR =),

por tanto, se tiene la igualdad para g=0, y por ([T] 0.21):

54 (x,F) = gq(cx, F(X), para todo q > O. #
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Aplicacidn al problema de inmersidn

Dada una sucesidn exacta: 1 y A > E -—> G > 1
de grupos finitos con nficleo A abeliano, A tiene una estructu-
ra de G-mddulo, definida en la forma siguiente: E opera sobre
A por conjugacidn y por ser A abeliano, A opera trivialmente so
bre si mismo, por tanto Gz E/A opera sobre A. Si para cada s. de

G fijamos una antiimagen u, en E, se tiene

con  a € A.

u_u
s,t

s %t T 3g,t Yst

Los elementos a definen un 2-cociclo de G en A, que determi

s,t
na un elemento de HZ(G,A).

Hay una correspondencia 1-1 entre clases de isomorfia de
extensiones de A por G vy elementos de Hz(G,A}, para las posibles
estructuras de G-mddulo de A, donde se dice que 2 extensiones
E y E' de A por G son isomorfas si existe un isomorfismo E —>E'

que haga conmutativo el diagrama:

Dado un epimorfismo ¢: G'—> G, queda definida, a través
de ¢, una estructura de G'-m&dulo para A y ¢ induce un morfismo:

o*: #2(G,A) —> H2(G',A),
llamado morfismo de inflacién. Si eéEHz(G,A) ésta representado

por un cociclo ag . r COM Sy t elementos de G,
4

(s',t") b—>a , para s',t' de G',

w(s') ,p(t")

es un representante de ¢*c.

-52-



Proposicidén 1.16. Sean X un esquema conexo, localmente noethe
riano, Y —> X un recubrimiento galoisiano con grupo G, dado

por el epimorfismo ¢:G,—> G . Sean

X

(E): 1 > A » E > G > 1

una sucesidn exacta de grupos con nficleo A abeliano, eEHz(G,A)
el elemento correspondiente a (E). Entonces el problema de in-
mersidn dado por Y|X, G, (E) tiene solucibn si y sdlo si el ele

mento ¢*e de HZ(GX,A) es nulo.

Demostracton. (Consideramos el diagrama con filas exactas:

P .
1 > A >E x G __J&_9 G — 1
G X X
P
1{ y
1 » A — E -—j;—? G —_— 1

H
donde E éc&:={(e,s) S ExG, / £(e) = o¢(s)} , vy P;s P, son las
proyecciones sobre cada factor.

La extensidn de grupos de la fila superior se correspon

de con el elemento v*ec de H2(G /A) va que, si {u_} . es un
X S seq
sistema de representantes de G en E, un sistema de representan
tes de G, en E x G, es {v_} con:
X =~ X ~
G oEG
X
Vo_ = (u‘p(c) fc)

Yy, por verificarse, para o,T de st

% {’1=(aso(?’),so(r) %or) 10T =3 (o) ,p(r) Vo -

-53-



la clase del 2-cociclo determinado por {v%} es y*e.
Que v*c sea nulo equivale a gque exista una seccidn
q: G, —>GXG
X ¢ X

tal que p,0q = iés . Entonces ¢ = p,°9 verifica:
X

fo ¢ = fo P,0d = ¥0 P,0q = ¢.
Reciprocamente, si existe ¢ tal gue fo ¢y = ¢, podemos definir

una seccidn q por gl{o) = {9{o},0) parac QGX . #

Si en la proposicidn anterior, tomamos como esquema X el
espectro de un cuerpo K, se recupera un resultado de HOchsmann
([HO] 1.1), en el que da la equivalencia entre la resolucidn
del problema de inmersidn sobre K y la anulacién de la imagen
de ¢ por el morfismo de inflacidn eun HE(GK, A}, donde GK es
el grupo de Galois absoluto de K. El hecho gque hace posible la
generalizacidn del resultado es gque, a cada recubrimiento ﬁrin-
cipal de un esquema X conexo con grupo E, le corresponde un mox

fismo del grupo de Galois absoluto de X , G,, en E, de la misma

X
manera que, a un dlgebra galoisiana sobre un cuerpo K con grupoc
E, le corresponde un morfismo del grupo de Galois absoluto de
K en E.
s Ggr E

Veamos ahora, que mediante la proposicidn 1.16, podemos
dar también la obstruccidn a un problema de inmersidn sobre un
cuerpo de nGmeros, con condiciones de ramificacidn.

Sea o un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones.

Si L|K es extensidn de Galois con grupo G, no ramificada fuera

de S, conjunto finito de primos de 0, el epimorfismo
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GK-~—a-G, correspondiente a L|K, factoriza a través de GKS,

grupo de Galois de la mixima extensidn de K no ramificada fue
ra de S, grupo isomorfo al grupo de Galois absoluto del esque

ma Spec 9-S5 (cf.prop. 1.10). Como consecuencia de la proposi-

cidn 1.16, tenemos:

Corolario 1.17. Sea L|K una extensién de Galois con grupo

G, no ramificada fuera de S, dada por el epimorfismo

Y GKS -y G, sSea:

(E): 1 > A » B > G > 1

una sucesidn exacta de grupos con nlicleo A abeliano, sea
e*ﬁﬂz(G,A) el elemento correspondiente a (E).

Ei problemé de inmersidn dado por L|K, G, (E) tiene so-
lucidn no ramificada fuera de S si y sblo si el elemento ¢*(¢g)

de HZ(GKS, A) es nulo. #

Dada una extensidén de grupos l=—> A w3 E ==y G =~ 1 ,
A tiene una estructura de G-médulo. A través de un epimorfis-—
mo w:GX‘-¢ G, con Gx grupo de Galois absoluto de un esquema

X, A hereda una estructura de G,-m6dulo continuo (si G es fini

X
to) . Entonces podemos construir el haz abeliano no ramificado
sobre X, Ai!x’ asociado a A, y por las proposiciones 1.13 y
1.15, tenemos:

2 2

es decir, podemos considerar la obstruccidn al problema de in
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mersidn sobre X como elemento de un grupo de cohomologia étale.

§4. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE INMERSION CON CONDICIONES DE
RAMIFICACION

Sea X un esquema normal, K su cuerpo de funciones. Por
la proposicidn 1.10 tenemos un epimorfismo GK I GX del gru-
po de Galois absoluto de K en el de X. Por tanto, a cada pro-
blema de inmersidén definido sobfe X, podemos asociarle un pro
blema de inmersidn sobre K. Diremos que el problema de inmer-
sidn sobre X es resoluble sobre K si es resoluble el problema
de inmersidén sobre K asociado. En lo que sigue veremos en qué
condiciones la resolubilidad sobre K implica la resolubilidad

sobre X.

Proposictidn 1.18. Sea X un esquema normal casi compacto con

cuerpo de funciones K. Sea G, el grupo de Galois absoluto de

X
X, GK el grupo de Galois absoluto de K. Sea A un GX-médulo
continuo. Entonces son equivalentes.

1) Para todo problema de inmersidn sobre X, dado por una suce
sidn exacta de grupos con nlcleo A, la resolubilidad del pro-

blema sobre K implica su resolubilidad sobre X.

2) El morfismo de inflacidn HZ(GX, A) ——9'H2(GK, A) es inyec

tivo.
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Demostracidén. Sea T : GK-n—e GX el epimorfismo dado por la
proposicidn 1.10. Para cada epimorfismo ¢¥: Gx -—» G, con G
finito, tal que A herede estructura de G-médulo a través de
¢ (es decir tal gue el niGcleo de ¢ opere trivialmente sobre

‘A), el diagrama

*
12 (G,Aa) L ;Hz(GX,A)
W*
(vom) *
12 (G, /)

es conmutativo. Si 7* es inyectivo, para cada € € HZ(G,A) tal
que (ypom)*(e) = O se cumple ¢*(g) = O, por tanto aplicando la

proposicidn 1.16 a Spec K y a X, se tiene 1).

Reciprocamente, supuesto 2) ,sea ¢ GHZ(GX,A) tal que
n*y=0. Por ser Hz(foA) = lim Hz(G,A), con G recorriendo los
—_—

cocientes finitos de G tenemos, para algGn cociente finito

XI
de Gy + V= p*e , con
p*:H%(G,A) —— H2(G,,)

inducido por p: G, -—> G. Entonces se cumple: O=n*y= (wop) *e,

X
es decir el problema de inmersidn dado por p es resoluble so
bre K, por tanto lo es sobre X, es decir, se tiene y=p*e = 0.#

Proposieidn 1.19. Sean X, K, G, QK' como en la proposicidn

X
anterior. Sea n € N tal que X no contenga los divisores de

n (i.e. (n,k(x))= 1 para cada x € X)y tal gque el haz (un)X de
raices n-&simas de la unidad sea no ramificado sobre X. Enton

ces, el nlcleo del morfismo de inflacidn
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T*: H2 (GX, Z/nZ) —> HZ(GK, Z/nZ) ,

donde Z/n Z tiene la estructura de mdédulo - trivial sobre GX Yy

. 1 1
G es isomorfo a H (X,(Gm)x)/n.H (X,(Gm)x).

K’

Demostracidbn. Por ser (un)X no ramificado, podemos aplicar la

proposicidn 1.15 y obtenemos

2 2 2

HS (X,up) = BS (Gyou, (R)) = B° (Gyr Z/n 7).

X’
La condicidn (car k(x),n) = 1 para cada x de X da que la suce

sidén
' i .n
U
1...__)(n)x_.,((; )x______.;,(Gm)X — ]

es exacta (prop. 1l.12) y podemos escribir la sucesibén exacta

de cohomologia asociada.

. Y |
oo~ mhx,ep —2— al(x,6) —2 B (x,u) - BA(X,6) ——> -
Sobre Spec K, es exacta la sucesidn:

1 __ﬁ’(“n)Spec K~ (Gm)Spec K m_ﬁ'(Gm)Spec K > 1

y la sucesidn exacta de cohomologia asociada es

R Hl(Spec K,Gm) —3~>H1(Spec K'“n) —-rH‘(Spec K,Gm)-——+ coe

il I Il
1 - 1 2 ~
H (GK . K*) H (GK ; A) H (GK , K¥*)

donde Hl(GK , K*)= 0, por el teorema 90 de Hilbert.

Tenemos el diagrama conmutativo

. %
B2 (X ,uy) ——2— H2(X,Gp)

l i * l

2 i,
H(Gg,8) —E — u?(g &%) ,
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con iK* inyectiva, y Hz(X,Gﬁ) ~~%»H2(GK, K*) inyectiva ([M}III
Por tanto Ker w*= Ker i¥*.
Calculamos Ker i* utilizando la sucesidn exacta sobre X:

Ker i*= Im 3= Hl(X,Gm)/Ker 3= Hl(X,Gm) / Im {(.n) =

= Hl(X,Gm)) / n. BU(X,G) . #

Teorema 1.20. Sea K un cuerpo de nimeros, @K su anillo de ente-

ros, S un conjunto finito de primos de © Sea A un grupo abe-

K
liano de exponente n . Suponemos que S contiene los primos que
dividen n y los que ramifican en K (Cn)IK ; para &, raiz primi
tiva n-&sima de 1. Entonces son equivalentes:

1) Todo problema de inmersidn resoluble sobre K y dado por una
sucesiénvexacta de gtup05»que éea extensidn central de A, tie-
né solucidn no ramificada fuera de S.

2);31 nGmero de S-clases de ideales de O €s primo con n.

Demostracidén. Sea X = Spec 0,-S. Por toda extensidn central,

K
A queda dotado de estructura de G-mdédulo trivial y por tanto

de médulo trivial sobre Gx Y GK.

condicidn 1) equivale a que el morfismo de inflacidn

Por la proposicidn 1.18, la

t*: H%(Gy,A) -—> HZ(G,,A)
X K
sea inyectivo. Sea A = ®EZ/piai Z , descomposiciln de A en su
ma directa de grupos ciclicos, con cada Py primo. Por ser A
mddulo trivial, el isomorfismo de A con @:Z/piai Z lo es tam

bién de Gy — ¥ Gy — mddulos. Por tanto, tenemos:
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2 " 2 o4 . 2 ~ 2 o
H (GX,A)—® H (Gx, Z/pi Z) ; H (GK,A)—® H (GK, Z/pi z)
y 7* es suma directa de los morfismos

- o 2 o .
% HE(Gy, Z/p "t B) — H (G, Z/p, L 7).

Por tanto n*es inyectivo si y s6lo si lo es cada wi*. Por la

proposicidén 1.19, se tiene
Rer m, *= HY (X, G) / p.%t.H'(X,G.)
i " "m i “m’

para cada i, ya que, por contener S los primos que dividen Py

y los que ramifican en K(Qp‘ai)|K » X cumple las condiciones
i

.
(car k(x), p, . *) =1, para cada x de X, ¥y (u_ ¢.), s no ra-
1 pi i X
mificado sobre X.
Veamos ahora que Hl(X,Gm) / pi“i . Hl(X,Gm) = 0 , para

cada piai, equivale a la condicidn 2) del enunciado. Calcula-

mos Hl(X,Gm) para X = Spec 0, - S. Para ello, establecemos una

K
serie de isomorfismos:

1) Hét(X’Gm) = Hl(X,éx*), grupo de cohomologia del grupo mul-
tiplicativo del haz estructural @X de X para la topologia de
zariski ([M] III 4.9).

2) Hl(x,é%*)= Pic X, grupo de Picard de X, es decir, grupo de
clases de isomorfia de haces invertibles sobre X ([Gl] 0.5.6.3).
3) Pic X =Ca Cl X, grupo de divisores de Cartier sobre X, mé-
dulo equivalencia lineal ([HA] II 6.15), ya que X es Integro,

por ser un abierto de Spec OK.

4) Ca Cl X = Cl X, grupo de divisores de Weil sobre X, médu-

lo equivalencia lineal ([HA] IT 6.11) ya que X es integro, noe

theriano, separado y localmente factorial. En efecto,X . es noe
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theriano por ser subesquema abierto del esquema noetheriano

spec 0, ([G,]T 4.1.7); es separado ya que X < Spec 9, es mor

K
fismo separado por ser inmersidn abierta y Spec 0

K

es separa-
X epar

do por ser afin ([G,]I 5.2.2. y 5.3.1 (i)-(ii)); es localmente
factorial por ser (GK) dominio de factorizacidn lnica para ca
da «gEiSpec @K .
5) Sea I (8) = {ﬁ:ideal de 0./ y Y & para vy € st .

Tenemos un isomorfismo:

Div (X} ———> IK(S)

n
Mag - % =
Enx X e 4 gx A

del grupo de divisores de Weil de X en el grupo de S-ideales

ﬁexeK,-dénﬁe ?% es el primo de GK correspondiente al punto x de

X2 AL divisor.principal. (£) de Div(X), con £ € K*, le corres

ponde el ideal generado por f£. Por tanto si P, es el grupo de

X

ideales principales de © tenemos:

KJ’
_ S

CL(X) = Ip(S) / (I (S) NP.) = C17(ey),

grupo de S—~clases de ideales de Ok -

Siguiendo la cadena de isomorfismos, tenemos:

ah(x,6) = c1%(oy).

Sea ahora hs el ntmero de S~clases de ideales de Ogr €S
decir, el orden de ClS(GK). Que hS sea primo con n equivale a
que sea primo con cada pimi} es decir a qué piai sea inverti-
ble en ClS(GK}, por tanto a:

c1®(e,) / p,%ic1%(0) =0

gue equivale a que se cumpla para cada i :
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1

}, Cii -
(X, 6) / p;°1Hg, (X,6)= 0.4

Hee

Corolarieo 1.21. Con las mismas hipbtesis del teorema anterior,
sea h el niimero de clases de ‘ideales de Oge Si (h,n)=1, entonces
todo problema de inmersidn resoluble sobre K tiene solucidn

no ramificada fuera de §.

Demostracidén. X = Spec @K“S es abierto de Spec O+ POT tanto
tenemos un morfismo exhaustivo:

Cl(Spec 0,) = Cl(9g) ——> CL(X).
([HA] II 6.5). Entonces hg, orden de Cl(X), divide h, orden de

CE{SK}, Por tanto (h,n) = 1 implica (h_,n) =1 y por el teore

S
ma se obtiene el resultado. #

Ejemplo. Sea M,, el grupo de Mathieu. Matzat y Zeh ([Ma-z])

dan una realizacidn de M 2 sobre Q, especializando en valores

1
enteros £ 2 1 {mod 66) una realizacidn de MEZ sobre R{T). El

conjunto de ramificacién de la extensién es S = {2,3,5, dl{t)}

con d, (t) = 515 12 | 522 418

3
Consideramos el problema de inmersidn dado por la exten

5i&n central universal de Mlz

1l —>Z/2% --—9£\7112 - >§§12 > 1 .
Sea m, 5 el elemento de Hz{z\iiz, Z/2 #Z) asociado a esta exten-
sidn. Se tiene ([B-LL-V]) inf m, =0 en HZ(GQ, Z/2 Z) para
t>=-197, t =1 (mod 4) ¥ d, (t) primo.
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Aplicando el corolario obtenemos inf m.,= O en HZ(GQSJZ/Z z)

12
para los mismos casos ya que 2 estd en S.

Ademd3s en este caso (ver cap. II nota 2.10) todas las solucio-
nes al problema de inmersidn son propias, por tanto el problema

de. inmersidn tiene una solucidn propia que no aumenta el conjun

to de ramificacidn.

Observaectdn. Neukirch ([NZ]) obtiene un resultado similar al
teorema 1.20, con las mismas hipdtesis sobre S y A calculando
el nlcleo del morfismo de inflacidn
2 S
H (GK

en funcidn de los grupos de unidades U, de los completados K

, 2/p" @) ~——> B (G, Z/p" 7)

kS
de K en los primos ¥ de oy ([v,] 8.1). Para ello, utiliza prin
cipalmente teorfa de Kummer y los teoremas de dualidad de Tate,
asi como los resultados que obtiene sobre la resolubilidad del
problema de inmersidn con datosrlocales. De ello deduce que la
resolubilidad del problema de inmersidn implica la existencia
de solucién no ramificada fuera de S, en el caso en que el ni-
mero de clases de ideales del cuerpo K(tpa) sea primo con p,
para “cada pa tal que Z/p“ Z es una componente de la descom
posicidn de A en suma directa de ciclicos y en el caso en que

K es el cuerpo Q de los racionales.
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CAPITULO II

EL PROBLEMA DE INMERSION SOBRE CUERPOS







Para un problema de inmersidn sobre un cuerpo de nimeros
K y dado por una extensidn central con nGcleo A abeliano, he-
mos hallado condiciones para que, de la resolubilidad del pro
blema, puedé deducirse la existencia de soluciones no ramifi-
cadas fuera de un conjunto finito prefijado de primos del ani
llo de enteros de K (cf 1.20). Por otra parte, mediante el teo
rema de Ikeda ([I]), se obtiene que todo problema de inmersidn
resoluble sobre un cuerpo de niimeros, dado por una extensidn
de grupos con nlcleo abeliano, tiene una solucidn propia. Dados
un cuerpo de nimeros K y un conjunto finito S de primos del
anillo de enteros % de K, consideramos, en este capitulo,un
problema de inmersidn sobre K, con la condicibén adicional de
que las soluciones sean no ramificadas fuera de S. Para este
problema, nos interesa analizar bajo qué condiciones puede cons
truirse una solucidn propia a partir de una impropia. Para ello,
estudiaremos previamente la variedad de las soluciones de un
problema de inmersidén sobre un cuerpo.

Posteriormente, revisamos formulaciones de la obstruccidn
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a problemas de inmersidn sobre cuerpos, dados por extensiones
con nicleo Z /pZ%Z, con p primo y Z /2%, que usaremos en el

capitulo III.

§1. SOLUCIONES PROPIAS Y NO RAMIFICADAS

Empezamos introduciendo la sucesidn de Hochschild-Serre

asociada a un problema de inmersidn.
Sea © un anillo de Dedekind , K su cuerpo de fracciones,

S un conjunto de primos de ¢, G s el grupo de Galois de la ma

K
xima extensidén de K no ramificada fuera de S. En particular,

si S es todo Spec @, menos el punto genérico, tenemos GKS= K
grupo de Galois absoluto de K. Consideramos el problema de in

mersidn dado por:

| e

le—>A —23E —Llp G — 1

al que llamaremos,de ahora en adelante problema de inmersidn
sobre el par (K,S). 7
A es G-mbédulo y st~méﬁnlo a través de . Si L|K es la

extensidén de Galois con grupo G dada por ¢, el ndcleo de ¢ es

?

GLS » grupo de Galois de la méxima extensidn de L no ramifica

da fuera de S', siendo S' el conjunto de primos de 6. que con

L
¥
traen a primos de S (prop. 1.10).GLS opera trivialmente sobre A.
A la sucesidn exacta (cf. prop. 1.11):
s' S

1 —> G~ — Gy > G

b
fone
-

iy B



podemos asociarle la sucesidn exacta de Hochschild-Serre ([c]

VI ’Ifh 1)

1 inf 1 g res g1 G  tg 2 inf 2 S
0 -—> H (G,4) ~—~>Ii‘(GK ,A) —> H (Gy, +A) ——> HY(G,A) —> B (G, ,A),

donde inf: HZ{G,A} -a»HE{GKS,A) es el morfismo ¢* definido en

el capitulo I (cf. prop. 1.17). Ademds, por ser la operacidn de
.
GLS sobre A trivial tenemos:
¥ 1 ] ¥
gt .5 ,a) = Hom(e, S ,a) vy 85,5 2% Hom, 5 (6.5 ,a)
L L L GK L
]
S(G&S (A) indica el grupo de morfismos de GKS-mﬁau-

por. conjugacidn y sobre A a través

dénde Hom
S

GK ’

opera sobre G S

los {GK L

de  G).

El problema de inmersidn tiene solucidn sobre (K,S) si

S

existe un morfismo ¢: Gy  — E que haga conmutativo el diagra

GKS
ax
1, g

Teniendo en cuenta que el planteamiento del problema de

ma

E

inmersidn sobre (X,S) mediante morfismos de grupos se expresa

exactamente de la misma manera que sobre K, cambiando GK por

GKS (Cap. I §2), obtenemos que los resultados conocidos para

el problema de inmersién sobre K ([HO] 2.1) son vdlidos sobre
(K,8) con los cambios pertinentes, tal como los expresamos a

continuacidn.

¥

Por ser GLS el ndcleo de v, la restriccidn de ¥ a Gp

tiene- imagen contenida en Ker j=i(A). Por tanto se tiene un

S'
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morfismo:
Si
¢° 3 GL  anae I -\

que es Ggslwmerfismo. La situacién obtenida se resume en el

diagrama:

] —> A =2 E —dly G ey 1
Si ¢ es elemento de Hz(G,A) correspondiente a la exten-

sidn:

1 > A » B o> G G
la resolubilidad del problema de inmersidn equivale a inf e= O
en Hz(GKS, A) y, por la sucesidn exacta de Hochschild-Serre, a
que ¢ esté en la imagen de
eg : 16 ®, ¢ — w@.a) ,
morfismo de transgresidn, lLa restriccidn a GLS‘ de un morfismo ¢
de G S enE tal que jo&*é tiene imagen ¢ por el morfismec de trans-

K
S st

gresidn. Reciprocamente, un GK -morfismo wo de GL en A tal que

tg wa =¢ puede ampliarse a un morfismo Y: GKSu»_uuuw; E tal que

job=p,

Veamos ahora la estructura del conjunto de todas las so
luciones. Por lo anterior, podemos pensarlo como la antiimagen

de ¢ por el morfismo de transgresidn.



Proposicidn 2.1. {[xB] 1.1). El conjunto OZSS de las solucio

nes al problema de inmersidén sobre (K,S) dado por el epimor-

fismo y¢: GKS —» G vy &l elemento ¢ de HZ(G,A) es un espacio
t
afin sobre HI(G S,&}/ Hl(G,A}, es decir, si ¢ _ € Hom, S (G S,A}
X e} GK L

es solucidn al problema de inmersién, todas las soluciones son
wo + res X, con x € HI(GKS,A), Y, para x <531(G;A), @o Y

@Q + res x dan la misma solucidn. #

Llamaremos solucidn general del problema de inmersidn al

conjunto de las extensiones de L correspondientes a Ker Vor
S!
L

Equivalentemente (cf I §2), la solucidn general es el conjunto

con wo: G - A recorriendo el espacio de las soluciones.
de los cuerpos solucidn y los cuerpos nficleos de las dlgebras

solucidn.

Proposieidn 2.2. En el caso particular en que A sea Z /n Z,
con estructura de G-mddulo trivial, y K contenga el grupo M
de raifices n-é&simas de la unidad, si L{?E') es una solucidn
al problema de inmersidn, o un cuerpo ndcleo de un &lgebra

solucidn, la solucidn general es:

n
L(¥Yra '), con r recorriendo UK(S) / K nﬁUK(S),

siendo UK(S) el grupo de- s-unidades de K.

En el caso GKS = G, , es UK(S} = K*,



¥
Demostracidn. Hem{G&S » Z/n %) se corresponde con las extensio
nes de Galois de L, no ramificadas fuera de S' y con grupo de
Galois un subgrupo de Z/nZ . Como L contiene B,r POT teoria

de Kummer ([A-T] VI 2 th.3-4),tenemos:

Hom(G.S , Z/n @) =(U, (") . RS R (S')/(L*nﬁUL(S‘)),

L L
donde i}L{S'} indica el grupo de S'-unidades de L, as decir, el

formado por los elementos de L gue son unidades en el anillo

de enteros del completado L,, para todos los primos P fuera de

id

S*'. El isomorfismo estd definido en la forma siguiente: Sea

¢, una raiz primitiva n-~&sima de 1. Si a es un elemento de UL€S‘} ’

sea o una raiz n-ésima de a. El morfismo
S!
: G  ———
95° G Z/nz
correspondiente a a, estid definido por:

ga(S) =d si " s(a) = gnd O .

n
La imagen de g, s el grupo de Galois de L{ Ya)|L. Si %f:cf tisi

¥
S y Z/n Z) correspondientes a los elemen

son aelementos de Hom(GL
tos a, b de UL(S')’ a z{:ohle le corresponde a.b, es decir la
extensidn LVAD)IL .

Ahora, por ser Z/n Z G-m6dulo trivial, es GKS;wmchulo

trivial y tenemos:
1,.8 S *n ‘
H(G™y Z/nZ) = Hom(Gy™, Z/n &) = Up(S) / (K N UK<S}):

donde UK(S) indica el grupo de S-unidades de X, volviendo a

aplicar la teoria de Kummer. #

Veames ahora come pueden obtenerse soluciones propias a

-7



partir de una impropia.

Proposicidén 2.3. Sea A isomorfo a % /p® % como grupos. Sea

Sl
Vg € HomG(GL

, A) una solucién impropia al problema de inmer-
sién. Entonces todas las soluciones propias son wo + res x, con
x elemento de orden p* en Hl(GKS, a)/ut (e, Aa).

]
Demostracidn. Si wO;GLS

Sl

——» A es no exhaustivo, su imagen

:po(GL ') es un subgrupo de A distinto del total, por tanto anu

a-1 a=-1

lado por p . El morfismo de multiplicacibn por p de A en

A es G-morfismo, por tanto induce un morfismo:

' a=-1 1
l( s . A}G -P ; Hl(GLS , A)G

H™ (G

L

y si p“‘l anula la imagen de Yo+ tenemos pa « Vg = 0. Recipro

]
! S ’ A)G, Y . no es exhaus-

camente, si p*~ o

1
. b, es cero en H (GL
tivo.
Dada Yo solucidén impropia, veamos de todas las soluciones

o * Tres x cuales son las propias. Tenemos que Yo + res x impro

1

o=l (b, + res x) = 0 y, por serp” ~. y_ = 0,

pia equivale a p

a pa—l. (res x) = 0. Como Hl(GKS, A)/Hl(G, A) es isomorfo a la

a-1" a1

imagen de la restriccidn, p . {(res x) = 0 equivale a que p
anule la clase de X en Hl(GKS, A)/HI(G, A). Las soluciones pro

pias corresponden pues a elementos de orden p% de

'G5, A)/HN(G,A). #
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Sea A un G-mddulo trivial, A = @ Z /piai su descomposi=-
cidn en producto de grupos ciclicos, con p; primos. Entonces te-

nemos:

1

at (e S

T ¥
;. rBA) = O H}'(GLS ,?.'Z/piai 7z

v también:

Se dice gque los elementos hi’ hz, ""hk de un grupo abelia-

no H de exponente n son zindependientes si una igualdad del tipo:

se verifica s8lo si cada X; es divisible por el orden de hi' para
i=1,2,...,k.

En el caso en que el grupo H sea el grupo de los morfismos
de un grupo G en un grupo ciclico finito C, los morfismos hl’ hz,
oy hk son independientes si y séle si el morfismo que determi-

nanz:

h: G ——— h (G) ® h,(G) & ... & hy (G)

G ——y (hl {g} ;hz (g) r'*'!hk(g}}

es exhaustivo (ver [HO]§2 ).

s!? G

Sea n el exponente de A, Un elemento y de Hi(GL JA) sera

una solucidn propia al problema de inmersidn si y s8lo si cada
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una de sus componentes wi en la descomposicidn en suma directa
es exhaustiva y los morfismos obtenidos componiendo las y; con

las inclusiones:
E/piai Z —— 7 /n7

son morfismos independientes.

Proposicidn 2.4. Para cada primo p que divide n = exp A, sea Vs
la valoracidn de n en p y supongamos que existen elementos de

v
orden p P independientes en:

v v
Y5 mmpPrmime /P 2z,

H™ (Gy

en niimeroc mayor que el p-rango ap de A.

Entonces todo problema de inmersidn dado por un elemento ¢
de HZ(G,A), resoluble sobre (K,S), tiene una solucidn propia no
ramificada fuera de S.

G

1 . .
Demostracidn. Sea $O € Hl(GLS (A} una solucidn impropia del pro-

blema de inmersidn. Buscamos un elemento x de RI(GK,A}” tal que

v

n

il

wo + res x sea solucidn propia. Para cada divisor primo p de

]

exp A, sea Ap la p-componente primaria de A. Para que y sea

exhaustivo, basta que sea exhaustiva cada componente wp de ¢ en

]
Hl(GLS ,Ap). Podemos suponer pues n = pv , con p primo, v = vp.

& E‘/‘pai Z su descompo=-

it

Sea AO la imagen de wc. Sea AO

sicidn en suma directa de grupos ciclicos. Los morfismos:
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{‘{3 )
¥
GLS 2,z % g —— g /e’ z ,

'8
Sz %oz,

donde ¢ son las componentes de ¥ _ en cada Hl(G
0,1 o) L
son r morfismos independientes.

Sean Yyr Yor eesr ¥Yg » COR S > 1, elementos independientes

i

de orden pv de
gt z /0" z2) /ute.z /Y 2).

Veamos que existe un yj tal que wo ® res yj es exhaustivo. Si no

fuera asi, tendriamos s relaciones de dependencia:

3 J , J -
Al (})O,l + )\2 t};o’z + eee + Ar wo’r + uj res yj o,

con Ag, u. en Z. Por ser los wo i independientes, uj no es divi=-
4

j
sible por pv. Los elementos “j res yj son pues no nulos e inde-

1
S ,Zz.._/pv Z ), por serlo los res yj. Generan

pendientes en Hl(GL
pues un subgrupo de p-rango s .De las relaciones de dependencia, se
deduce gue éste estid incluido en el generado por los wo,i’ de p-
rango r,menor gue el p-rango de A. Llegamos pues a contradiccidn.

S

Tenemos asi un y de Hl(GK y 4 /pV Z ) tal que:

S . v
Y, @ res y: GL — A_©® Z/p %

es exhaustivo. Sea a un elemento de A-Im wo’ sea x el elemento

de Hl(GKS,A) = Hom (GKS,A }obteni&o componiendo y con el morfismo
de m/pv Z en A gue envia el 1 al elemento a. Entonces en la i-
magen de wo ® res x estdn, ademis de los elementos del tipo

(a ,0), con a, € Im ¥ r el elemento (0,a). Por tanto, Y, + res x
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tiene imagen mayor que wo'

Reiterando el proceso, llegamos a obtener y exhaustivo.#

Veamos ahora cuando hay suficientes elementos independien-
v v v

"tes de orden p P en cada gt (GKS, Z/p Pz )/H"L (G, Z/p P 7).
 Proposieidn 2.5. Sea K un cuerpo de nlimeros. Si K contiene las
raicésbp@ -&simas de la unidad y S contiene los primos gque di-
viden p, en Hl(GKS, Z /pa Z ) hay (#S) elementos de orden pon

independientes.

Demostﬁacién.y?or la. demostracitn de 2.2,, tenemos:

ol s o o Pa
H (GK y Z/ p W) = UK(S)/K* ﬁUK(S} ’

.con UK(S) grupo de S—unidades de K. Ahora ([GOI 3-3~11), tene-

mos:
UK(S) ¥ WK X VK(S),

cpn WK grugo de raices de la unidad de K v VK(S},grupc abelia-
no libre de rango (#S)-1. Por tanto cpk, raiz primitiva pk-ési
ma de 1, con k mé&ximo exponente tai gue gpk esté en K, y los
generadores de VK{S} son elementos de orden pa de

Up (S)/(K*pa nUK(S)) , independientes. Por tanto en ut (GKS,Z/pa’ZZ)

hay (#S) elementos de orden p” independientes.# -

Proposicién 2.6, Sea K un cuerpo de nfimeros, S un conjunto £i

nito de primgs de eK que contenga los primos que dividen p v
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los que ramifican en K(t;pcx) | K. Entonces, en H‘l (GKS, zz/p"‘zz)

hay (#S)~1 elementos de orden pa independientes.

Demostracidn. Sea cpa una raiz primitiva p“-&sima de 1. Sea F

el grupo de Galois de K(igd) | K. Sea S' el conjunto de primos
de @K(c )’ anillc de enteros de K(gpa) que contraen a primos

de 8. Tenemos la sucesidn exacta.

st

K{Z;pix} L,

4

1 —> G -———-—-&GKS y F

v el morfismo de restriccién

,g‘
alc. B, m/p* my) -£25 v, S | ,m/p® =)F
X K(cpa)

I I

s o s o
Hom (G.™, &/p" Z) Homy, {GK@P&}, Z/p &)

Por la demostracidén de 2.2, tenemos
[+

st o - ' B (g
Hom (Gy X Z/p B) = ‘{}K{gpeﬁ} (s };’K*fﬁ?&)* nSK{cpu} (")},

{gpa |
donde el elemento g,, correspondiente al elemento a de UK(C jCS')
n

por el isomorfismo, estd definido por:

ga(s) =@ si s =za® a.

Si a € K, g, se extiende a GKS, va que s{e} vy o difieren

en una raiz p“~ésima de 1, para todo s de GKS. Por tanto, exis-

te un elemento §'a de Hom (GKS, 7w /p* %) tal que res(?ja) =g,
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Ahora, si g, es de orden p® en Hom (G zZ/p* ®), g, tie

sl
K(zpa)’
ne orden p% en

8

Hom (G.°, m/p® @) = H'(G.°, = /p* B).

Si a es un elemento de Ug (K}, es S'-unidad en K(g_ o). Tene

P
mos Ug(K) = Vk(S} X Wg, con Vk{S) grupo abeliano libre de rango
(#S)=~1. 81 a es generador de una componente ZZde VK(S), a tiene

orden p* en.

, o
- . P
UK(Zpa)(S{)/(UK(QPa) (s*) n K(ﬁpa)* ).

Los g, correspondientes son elementos de orden p° en
1 gt
B G (g )
pues (#S)=-1 elementos de orden p® independientes en gt (GKS,?z/p S ) .¢

, T/p* @) y los g, en gt (GKS, % /p° 7). Tenemos

Utilizando propiedades de grupos abelianos, se obtiene:

Proposteidn 2.7. Sea § el nlimeroc de elementos independientes de
orden p® de H:L (GKS, Zz/pa %Z). Sea r el p-rango de Hl(G,Zz/paZ'Z).
S8ir <s, en ei cociente

HI(G Sl m/Pm M)'/Hl(sr m/PG ?2‘2)

hay s-r elementos independientes de orden p“. #

Teorema 2.8. Sea K un cuerpo de nfimeros, 0y su anillo de ente-
ros, sea S un conjunto finito de primos de 0g+ Sean L|{X una ex
tensidn de Galois con grupo ¢ finito, no ramificada fuera de s,

A un G-mbdulo trivial de exponente n. Para cada primo p divisor
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v
de n, sea rp el p-rango de Hom (G, Z /p P Z), con vp = VP

valoracidén de n en p. Suponemos que S contiene los primos que

(n) '

dividen n y los que ramifican en K(cn)lK. Entonces se verifica:
Si;mpara cada divisor primo p de n, el p~rango ap de A verifi

: r +a +1 <#8 (r_ +a_ < #8 si KD
ca p p ( D p uvp) entonces todo

problema de inmersién resoluble sobre (K,S), dado por L|K y una
extensidn central de'A por G tiene solucién propia no ramificada

fuera de S.

Demostracién. Por la proposicién 2.6, para cada divisor primo p
v
de n = exp A, hay (#S)-1 elementos de orden p P independientes

v

en Hl (G S' Z/p P @) y, por la proposicién 2.7, hay (#S)-l-rp
v

elementos de orden p P independientes en

S

v v
ut°, m/p P mysutic, m/p P om).

Ahora, por la hip&tesis (#S)-1-r_ > ap, aplicando la propo

P

sicidn 2.4, obtenemos que el problema tiene solucidn propia no

ramificada fuera de §. Si K 2y, podemos aplicar 2.5. en lugar
pl

de 2.6, #

Observacién. En el caso en que K contiene las raices p®-&simas

de 1 y A es Z.Z/pGL Z, sea L la extensidn de Galois de K con gru

po G definida por w:GKS

de GL gue contraen a primos de S. La extensidn de L correspon-

> G, y sea S' el conjunto de primos

o
diente a la solucién impropia y_ es L (P /i), con a elemento

o .
de L, S'-unidad y tal que ~Ya € L. La solucién propia dada
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por Yy, + res x es L( pq/ﬁﬁ), donde b es el elemento de UK(S) co
rrespondiegte a x. |

' 8i A es abeliano de exponente n y K contiene las raices
n-ésimas de 1, entonces, si A =0 Z'Z/p‘ai Z es la descomposi-
cidén de A en suma directa de grupos ciclicos, la extenszén de
L coerSpondlente a v, es compuesta de extensiones L( p /—"),
con a; elemehto de U, (S'). La solucibén propia es compuesta de
extensiones L{ Pl g”_"E”}, donde b, es el elemento de Ug (S) co
rrespondiente al elemento x, de orden piai de u! (GKS, z/ pi“i z)

elegido en la construccidn de la solucidn propia.

El teorema anterior, junto con el 1.20 del capitulo I, nos

‘permite ghora enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.9. Sea L}K una extensidn galoisiana de un cuerpo de nfi-
meros K no ramificada fuéra de un conjunto S de primos del anillo
de enteros o de K. Sea G = Gal(LIK)- y A un G-m&dulo trivial de
exponente n.

Suponemos que se cumpleﬁ las siguientes condiciones:
1) S contiene los primos que dividen n y los gue ramifican en
Rz ) K.
2) E1 nﬁmerc hg de S-clases de ©p es primo con n.

K
3) Para cada divisor primo p de n, se cumple:

+ ,
r§ ap + 1 < #8 ,

donde apa p-rango de A, rp‘= p-rango de Hom(G,A).

Entonces todo problema de inmersidn resoluble sobre K (es de-
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cir sin hipbtesis sobre la ramificacidn de las soluciones) dado
por un elemento € de Hz(G,A)ztiena solucidn propia no ramificada

fuera de S. #

Nota 2.10. En el caso de una extensidn central no trivial, con
nficleo B/ p Z, p primo, todas las soluciones al problema de
inmersidn son propias. En efecto, si ¥ es solucidn impropia,
es conmutativo el diagrama: M

5
Gy

I

E}WG

-y la imagen de ¥ es un subgrupo EQ de E distinto del total. En
tonces la antiimagen de Ej en Z/p Z es distinta del total,por
tanto 0. E, es pues isomorfo a G y el isomorfismo de G en E,
es una seccidn para la extensidn, lo cual contradice el que

sea no trivial.

§2. PROBLEMAS DE INMERSION CON NUCLEQC ZZ/p %2

En el §1,.hemos analizado la variedad de las soluciones
para un problema de inmersidn dado por una extensidn central.
Nos interesa ahora estudiar el problema de construccidn expli
cita de soluciones al problema de inmersitn en el caso de una
extensidn con nﬁele'e Z/p Z . Para ello, ademds de la condi~-
cidn ya vista de que la imagen por el morfismo de inflacidn

del elemento & de I—I2 (G, ZZ/p zz} ' asociado a la extensibn, sea
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nula, necesitamos formulaciones alternativas de la resolubili-

dad del problema de inmersién que introducimos a continuacidn.

Sea p primo; K un cuerpo de caracteristica distinta de
P Y que contenga el grupo up de raices p-&simas de la unidad.

Sean L|K una extensidén de Galois con grupo G, sea

v
-4

l—— Z/p Z > E > G

una extensién de Z/p Z por G, central por ser Z/p Z G-mbdu
lo trivial. Suponemos la extensidn no trivial y planteamos el

problema de inmersifén dado por:

Q ——
S

1— ZTW/p & > E

w
ot

v

Por 2.10, tenemos que todas las soluciones a este proble-
ma de inmersidn son propias y, aplicando 2.2, que, dada una so

lucidn eL(p/E) todas las soluciones son:
Fvra),

con r recorriendo un sistema de representantes de K*/K*p.

En las dos proposiciones que siguen, recordamos un resul-
tado cl&sico que da una condicién necesaria y suficiente para
la existencia de soluciones al problema de inmersién(cf[#],[I]),
utilizado también en [MS].

Fijamos desde ahora una raiz primitiva p-&sima ¢ de 1, ¥y

1%
el isomorfismo que determina:
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Proposicién 2.11. Sea y € L*. Entonces .L(p/?)fK es solucidn

al problema de inmersidn:

0 ¢ ()

h 4

1

¥

l ~—— ZW/p Z > E

si v s6lo si para cada s € G = Gal(L|K) se tiene yS = bsp Y

con bs € L* verificando:

s
a
bs bt ~ s,t
bst
donde a es un 2-cociclo de G en Z /p Z que representa el

s,t
elemento e de B2 (G, Z/p Z) que corresponde a la extensidn E.

Demostracidén. Para que LFV/Y)|K sea extensidn de Galois es
.condicién necesaria y suficiente que L(P,/ys} sea igual a
L(pv}‘?) ‘ para cada s de G o equivalentemente,por teoria de Kummer

“l sea elemento de L*P. Sea b € L*

([a-T] VI th3) a que v° v
tal que ys =‘bsp . Y para s € G.

Consideramos la sucesidn exacta

1—s =/p Z= Gal(L( P¥7) |1} — Gal(L( P/9) |K)—> Gal(L|R)—> 1,°

donde el isomorfismo de Z/p Z en Gal(L( PvY) |L) es:
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A

= /p B > Gal(L{ Pv9) (L)

< Py = 0 P
oo — y =
n hn, con h_ (*/Y) T Y .

Sea s € Gal(L{K). Una antiimagen u, de s en Gal(L( P IR) que

da determinada por u (p/?).. Tenemos :

S

P P.,S_yP
[us EA 1F =y =b_" Y.

‘ Elegimas‘un sistema de representantes ug de G en Gal L(p¢?)IK)

poniendo

Calculemos el 2-~cociclo asociado a la extensidn a partir de es~-

te sistema de representantes. Para s,t de G tenemos:

u (g B4 =u b, P =b b, P

A Py D
u { ©V/¥) bst Y

- Por tanto el 2~cociclo a - de G en Z /p Z viene dado por la
¥

. relacidn

bst

L{ p#??t K es pues solucidn al prnhieﬁa de inmersidn si y sélo

si se verifica esta relacibdn para un cocido ag . asociado a la
f

extensidn 1 —>» Z/p Z > E > G > 1 . #

Con la proposicién anterior, hemos obtenido que, para que

el problema de inmersidn sea resoluble, es condicidén necesaria

B G-



que existan elementos bs de L* , para s de G, que verifiquen

la relacidén

Veamos que también es condicibdn suficiente .

Proposicidén 2.12. Dados elementos b_ de L*, para cada s de G,

verificando la relacién:

para cada par de elementos s,t de G, y con ag 4 cociclo asocia
1

» G » 1, existe

do a la extensi6tn 1 — Z/p Z > E
un elemento y de L* verificando ys= bsp Yy, para cada s de G,
es decir, tal que ~L(p/7)|K es solucidén al problema de inmer-

sién dado por:

Q— QO

v
[
L]

l—— Z/p & > E >

Demostracidn. Sea y = L bs-p xs, con x cualgquier elemento de
S€G

L*, Para cada s de G se verifica.

. | c b -

- A - t st st_

S=(z b, PxH%= 1 0 HP = Z(p b ) T
tee t " EEG tEG s

b P £ b P x5 = b Py,
tEG
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Ahora s +F—— bs-p es cociclo, ya que verifica:

-P “PyS
bs (bt ) - a
P

P
s,t) =1 .

P
bst

Por el teorema de independencia de autombrfismos ([Bol] §7 ne 5},

existe pues un x tal gque vy es no nulo. #

Corolario 2.13. Sea

2 2

i*: B (G, m/p B} —— H® (G, L¥)

el morfismo inducido por i: Z /p Z '\' > “p c > L*, donde el
isomorfismo de Z /p Z en up es el prefijado (por estar Mo con-
tenido en\K*, es G-m6dulo. trivial y por tanto, este isomorfismo
es de G-mdédulos).

Entonces el problema de inmersidn es resoluble si y sdlo

si la imagen por i* del elemento e¢ de H2 (G, Z/p Z) asociado a

la extensidédn es nula.

Demostracidén. La existencia de elementos b, de L* tales que

s
b. b a a
_§~_§. = gp s/t equivale a que (s,t) r—> gp s,t sea coborde
st
a
de Gen L* v (s,t) §p Sit o5 cociclo representando i*(g).#
La condicién i*(e) = 0 puede expresarse también en términos

del &lgebra producto cruzado. Recordamos a continuacién su defi-
nicidn.
Sea K un cuerpo, L|K una extensién de Galois de K con grupo

G. Sea
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v
Jort

1 ey L¥ ey B -~ G

una extensidn de L* por G, de manera gue G opere sobre L* como
grupo de Galois de L|K.
Consideramos Z (E), Z -&lgebra i}.’.hxé generada ;g:é:r E. Todo
elemento de 22 (E) puede escribirse de manera Gnica en la forma:
ecE
Sea I el ideal bil&tero de Z (E) generado pof

X, +X ~X
H

Atu

X, ¥ X A EL*,

El anillo cociente A = %Z (E)/I contiene L y es una K*ilge
bra simple central tal que [A:K] = fL:K]2 . Estas dos condicio
nes implican que A @ L es &dlgebra de matrices sobre L({Sljtm 10).

g 4

A se llama glgebre producte cruzado de L|K por E.

Sea ahora u, un sistema de representantes de G en E. Todo
elemento de E se escribe en- la forma Rns, con Ré*h*}»siiﬁ. PO~
demos escribir cada elemento del &lgebra producto cruzado en la
forma.

z A, u_, con A_E€L
seG s s s
y definir el producto por la regla:

(}\us§ . {gat} - RR aS’t ust ¥

si ag . es el 2-cociclo de G en L* determinado por el sistema

de representantes u,.



Si e es el elemento de Hz (G, Z/p %) asociado a la exten
sidén del probleﬁa de inmersidn planteado, podemos construir el
dlgebra producto cruzado asociada a la extensidn, dada por el

elemento i*(e) de 5% (G, L*) mediante el 2-cociclo de G en L*:

as,t
(s,t) F——> 0 e

Por los resultados de ([s,] X §5) y ([s;] 512) tenemos:

Pvaposicﬁén 2.14. Sea L|K una extensidn de Galois con grupo G.

El cénjanﬁo A 1g de clasés de equivalencia de K-dlgebras sim-.

B
‘ples centrales A, tales que A 8 L es &lgebra de matrices sobre
L, estd en corresgondencia‘llecon el grupo de cohomologia
HE(G, L*} ., Para un eleméntc e de ﬁz(G, L*), un repxesenﬁante
éa'laclasade\ALIk ccrrespdndiente es el dlgebra producto cru

zado, asociada a la extensidn de L* gér G dada por e. #

Oorolario,B,IS. El‘ﬁrdblema dé inmersidn dado por el elemento
e de H2(G, Z/p B) tiene solucién si y sélo si el dlgebra pro
ducto cruzado asociada a ¢ es isomorfa a un dlgebra de matri-
ces sobre K.

Demostraeidn. La clase nula de A es la de las &lgebras de

LR
matrices sobre K y por las proposiciones 2.13 y 2.14 el proble
ma de inmersidn es resoluble si y s8lo si la clase en AL}K del

&lgebra producto cruzado es la nula.#

-8G



Obgervacidén. Si K es una clausura algebraica de K y GK es el

grupo de galois de K sobre K, el grupo Hz(GK, K*) se obtiene co
mo limite de los H2(G, L*), con L recorriendo las extensiones

de Galois finitas de K. Por otra parte, para toda K-&lgebra sim
ple central A, existe una extensifn de Galois finita L de K,tal
que A @ L es ilgebra de matrices ([S,] X §5 prop 7). Por tanto
el grugc AK de clases de equivalencia de K-&lgebras simples cen
trales es reunidn de los AL}K' para L recorriendc las extensio=-

nes de Galois finitas de K. Pasando al limite, se obtiene asi

el isomorfismo

AK —l Hz(GK, K*)

gue conecta las dos definiciones del grupo de Brauer de K.

Proposietdn 2,16, ELl morfismo
: % 2 2 2
inducido por j: Z/p % = u_ S—> K*, es inyectivo y, identi-

p
ficando 82 (GK, Z /p Z) con su imagen por j*, se obtiene que

i*(e) e inf (e) coinciden en HZ(GK, K*), para todo ¢ de

H2(G, Z/p Z).

Demostracidn. La sucesidn exacta de cohomologia asociada a:

L= > K* > K¥ ey 1
es:

sl w 2 2, g -
0 = B (G, R¥) — B*(Gy, u )= B2 (G, m/p m)~11s mP (g, EM),



por tanto j* es inyectiva.

El diagrama:

52 (G, B/ p ) — H2(G, L*)

|

W2 (G, m/p @) —n H2 (G, %),

donde la flecha vertical de la derecha es la inclusidn de
HZ (G, L*) en Hz (GK’ R*) ([Sz} X §4 cor.), conmuta. Por tanto,

la imagen de inf ¢ por j* coincide con i*eg en HszK, R*). #

Mediante la proposicién 2.16 puede darse una demostracidn
alternativa del corolario 2.13. Sabemos que la resolubilidad
del problema de inmersidn sobre K dado por la sucesibn exacta
asociada al elemento et de I-Iz (G, Z/p %) eguivale a inf ¢ = 0
en HZ{GK, Z/p Z) (prop. 1.16). Por 2.16, tenemos inf ¢ = 0
equivalente a i*e = j* (inf e¢) = 0 en Hz {GK, K*) v equivalente

a i*e = 0 en Hz(G, L*) .,

§3. PROBLEMAS DE INMERSION CON NUCLEO 72 /2 7ZZ : LA FORMULA DE

SERRE

Para ciertas extensiones con nficleo 22 /2 ZZ, la obstruc-
cibn al problema de inmersidn puede expresarse mediante la f£6r

mula de Serre ([S;]), que recordamos a continuacién.



Sea K un cuerpo de caracteristica . distinta de 2. Sea F
un cuerpo extensidn separable de K de grado n. La forma cuadré
tica traza de la extensién F|K, Qs definida por:

2y,

QF(X) = TrﬂK (x

da a F estructura de espacio cuadrdtico. El discriminante d;
del espacio cuadritico F coincide con el discriminante de la
extensidn F|K en K*/K*2, Sea w(Qp) el invariante de Hasse-Witt
de QF‘ Si, en una base de F sobre K, QF toma forma diagonal
(al, Boreees an), w(QF) es la clase del elemento izj (ai, aj}
del grupo de Brauer de K. Por ser W(QF) la clase de un &lgebra
de cuaterniones, es un elemento de la 2-componente H‘z(GK,ZZ /2 72)
del grupo de Brauer HZ(G,, K*) de K.

Sea K una clausura algebraica separable de K. Sea ¢ el con
junto de K-morfismos de F en K. Se tiene card ¢ = n y Gy opera
sobre ¢. Sea

e: GK—--+ Sn

el morfismo obtenido identificando ¢ con {1, 2,..., n}. La ima-
gen G de e es un grupo isomorfo al grupo de Galois sobre K de
la clausura galoisiana L de F. Cuando F = K[X]/(£f), con f poli
monio separable de grado n, G es el grupo de Galois de f, enten
dido como grupo de permutaciones de las raices de f. A partir
de ahora, identificamos G con Gal(L|XK) y consideramos un ele-
mento s de G tanto automorfismo de L sobre K como permutacién
de Sn‘

Consideramos la extensién central de S,r conn >4,

G2



1 —> B/2 7B — §n—-—. s, — 1.

caracterizada por la propiedad (P) siguiente:
(P): Todo elemento de En cuya imagen en Sn es una trasposicidn
(resp. un producto de dos trasposiciones con soportes disjun-
tos) es de orden 2 (resp. de orden 4).

Sea Sh el elemento de HZ(Sn, Z /2 7ZZ) correspondiente a la
extensién. Sea G la antiimagen de G en §n. Serre obtiene el re-
sultado siguiente:

2

Propostetdén 2.17. ([83] th 1). Sea & el elemento de H° (G, Z/2Z)

asociado a la extensidn

l —— /2 72 :E; > G > 1,

es decir la imagen de s, en HZ(G, ZZ /2 7ZZ) por el morfismo de
restriccidn:

res: H2(Sn, %)2 W) —— H2(G, B/2 7).

En H2 (GK, 2Z/2 Z) se verifica la igualdad:
inf € = W(QF) (2, dF)

donde (2, dF) es la clase del &lgebra de cuaterniones con gene-

222,42 =4, 1j = -ji.#

radores i, j, tales que i B

Veamos ahora que la forma cuadrdtica traza Qp es equivalen
te a la identidad sobre L, es decir, que la forma QFL, obtenida
a partir de QF ampliando escalares a L, es equivalente a la for
ma cuadritica identidad de L".

Sea H el subgrupo de G formado por los automorfismos de L
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que dejan fijo F. Tenemos [G:H] = n. Sea ¢ = {piq Poreeey ¢n}

el conjunto de K-morfismos de F en K. Identificamos F con ¢, (F)
y elegimos un sistema de representantes S = {sl, Soreesy sn}

de G m&dulo H de manera que:

Si
F ‘“'-"pi(F) ! i=1' 2’..0, n.

Sea (%;, Xy,..., X)) una base de F sobre K. Si F = K[X]/(f),
con f polinomio separable, se tiene F = K(0), para una raiz ©
de f y puede tomarse la base (1, O,..., @n-l) de F sobre K.

Consideramos la matriz M de Mn(L):

32
]
"
b
]
N
”

t

La matriz M"M es la matriz de QF en la base (Xl' xz,...,xn)

ya que su elemento (ij) es:
n S S
k k
I x, X, = Tr, X, X.
k=1 L j FIK ( i Xj)'
QF es pues isomorfa a la identidad sobre L, y el isomorfismo

1

f: 1" —» F @ L de matriz M * en las bases (el, €grens en),

base canbnica, de L y (xq, Xoreeer X ) de F @ L verifica
K
L
QFL(f(X)} = QI (x), donde QIL indica la forma cuadr&itica iden-
tidad de LM.

Para un isomorfismo f entre L-espacios vectoriales y un
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S -
elemento s de G, se define £ = s £ s l. Si £ tiene matriz M,

la matriz de f$ en las mismas bases es la matriz M® obtenida
aplicando s a todos los elementos de M.

Sea,‘%(L}K) el conjunto de clases de equivalencia sobre K
de las formas cuadrdticas que son equivalentes sobre L a lafor
ma cuadrdtica identidad QIL. Sea O(QIL) el grupo de transforma

ciones ortogonales de Lt respecto de QIL. Por el isomorfismos:

LK) —=> # (G, 01",

- s
a QF le corresponde la clase del cociclo s ——a> £ bog®,

([s,] x §2). calculemos este cociclo.

-

S
Para s € G, la matriz M es:

. ss ss  ss. |
X 1 X 1 X 1
l 2 - % & n
352 552 ss
s 2
M o= ' es s X
Xl ) n
ss, ssn ss
p'd cee X
I T n
ssi S:i' ’ IS
El elemento xj es xj si i' es tal que @i‘ = ¢i , es de~
. . . . 8 .
cir i' = s(i) considerando S elemento de S_. Entonces, M es

n
la matriz obtenida permutando las filas de M de manera que la

fila i de MS es 1la fila s(i) de M.

' Consideramos la matriz A_ €M (L) definida por:

= 1 : a,. =20 si i # s(3).

qs(9),3 i3

Al mulﬁipli&ar‘cualquier matriz por Aé a la izquierda se produ
ce la permutacién de filas contraria a la del paso de M a MS,

por tanto se tiene As Ms = M, O equivalentemente:

-



El 1-cociclo de G en O(QIL) asociado a Qp es pues S —> pg
con pg transformacidn ortogonal de matriz A4 en la base candni-

ca (el, CPYRRRY en) de L®, es decir definido por

ps(ei) =es(i) ’ i =l,ooo n.

Consideramos la inyeccién Sn &3£§L~»O(QIL) definida por

. . € . icidn:
e; — ec(l) para o Sn Entonces la composicidn

ce— s i 0 M)
es el cociclo p_. En el lenguaje de ([S,] I 5.3), Qp es la for
ma cuadritica obtenida de Qp por torsifn galoisiana mediante el
l-cociclo p_: G —> O(QIL)-
En el caso en que dF sea igual a 1, la imagen de e: GK_-—» Sn

est8 contenida en el alternado An. La restriccidn de Sn a An es

el elemento a, de H2 (An, ZZ /2 ZZ) correspondiente a la extensidn

central de An gue escribimos en la forma:

~

l — Z/2 Z ~——> An 4 An

v
[
L d

En este caso la f6rmula de Serre se reduce a:
inf e = w(Qy) en B (G, %/2 &).

Al ser QFL'isomorfa a la identidad, su invariante de Hasse-

Witt es trivial. Tenemos pues:

1=w(Q™ =wQ) 2L,
K

es decir, W(QF) estd en el subgrupo Hz(G, L*) del grupo de Bra-
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uer de K, correspondiente a las &lgebras escindidas por L. De

aqui puede deducirse el siguiente resultado.

Proposicidén 2.18. Sea G la imagen de e:Gy —— A . Sea ¢ la
imagen de a, por el morfismo de restriccidn de H2 (An, Z/2 Z) en

Hz(G, Z/2 Z). Sea
- 2 2 *
i* : B°(G, Z/22Z) —— H (G, L¥*)

el morfismo inducido por i: ZZ/27Z = &—— L*., Se verifica:

)

i*(e) = w(Qp) en HZ (G, L*).

Demostracién., Por 2.16, tenemos que inf e coincide con i*e en

H2 (GK, K*). Entonces la f6rmula de Serre da:

i*(g) = w(QF) en H2(GK, K*),

Yy por ser ambos elementos de HZ(G, L*), se tiene la igualdad

en HZ(G, L*). #
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CAPITULO III

CONSTRUCCION EXPLICITA DE SOLUCIONES







Sea K un cuerpd de caracteristica distinta de 2. El1 obje-
tivo de este caplitulo es construir explficitamente las solucio-
nes de un problema de inmersién dado por:

g

Je

1 — {1} > G >y G —> 1

donde G es un subgrupo del grupo alternado An Yy G es la antiima
gen de G en An’ doble recubrimiento de A_, con n > 4. Sea.L]K
la extensién/de Galois correspondiente al epimorfismo e . En el
caso en que el problema sea resoluble, sabemos que si L(y¥)] es
un cuerpo solucidn, la solucibn general es L(JTY) con r reco-
rriendo K*/K*Z(cf. 2.2).

Obtenemos una solucidn y como coordenada de la norma espi-
norial de un elemento adecuado del dlgebra de Clifford de 1la
forma cuadrédtica traza Qp de F|K, subextensién separable de gra
do n de L|K (teorema 3.15). Mediante la f6rmula de Serre (cf 2.17)
sabemos que la resolubilidad del problema equivale, en este ca-

~

so, a que el invariante de Hasse-Witt de Qp sea trivial. Para ha -
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llar la solucidn, utilizaremos la construccidn del doble
recubrimiento in de AL, mediante el grupo de Clifford reduci-
do de la forma cuadr&tica identidad Q1+ dada por Schur. Usare-
mos asimismo las relaciones entre las &lgebras de Clifford de
U ¥ QI’ que obtendremos previamente.

En el caso en que Qp es equivalente sobre K a Q; o, mas
generalmente, a una forma cuadrdtica del tipo:

2 2 2
+-nc+ Xq)+ Xq+l +oo.+ Xn ?

damos explicitamente la solucifén en funcidn de un cambio de ba

se que pase de QF a Qq, © en su caso a QI (teoremas 3.17 y 3.24).

§1. EXTENSIONES ESPINORIALES. ESTUDIO DEL PROBLEMA

Dada una forma cuadr&tica Q sobre un K-espacio vectorial
V de dimensién n, se define su dlgebra de Clifford C(Q) como el
cociente del Algebra tensorial de V por el ideal bildtero gene-~
rado por los elementos x Q& x--Q(xX), con x recorriendo V. C(Q)
es una K-8lgebra simple central graduada. Indicamos por C+(Q)~

la imagen en el cociente de @ Ti(V}, por C (Q) lade © T§Gn.
i par i

Se llaman elementos pares de C(Q) a los elementos de C+(Q), im=-
pares a los de C (Q). Identificamos el espacio vectorial V con
su imagen en C(Q). Si (eyr €5s00ny en} es una base orﬁogonal de
V (respecto de Q) tal que Q(ei) =a;, i =1,..., n, C(Q) es la

K~-&lgebra generada por €yr €3rcc., €, CON las relaciones:
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= . <1 < : . . = —a. . < i i < n,
a , 1:<1i<n ; ey eJ e:J e; 1 <i#3<

154

Los elementos e1

base de C(Q) como K-espacio vectorial. La dimensién de C(Q} so-

€ €
2
5 --. ©, , COn g; = 0,1, forman una

1
e

bre K es pues 2n,

Si L es un cuerpo extensidn de K y ol es 1a forma cuadréati
ca obtenida a partir de Q ampliando escalares a L, el &lgebra
de Clifford de QL coincide con C(Q) % L y la indicaremos por
CL(Q). Identificamos C(Q) con su imagen en CL(Q) por X —r X 2 1.
Si L es extensidn de Galois de K, con grupo de Galois G, pode-
mos definir una accidn de G sobre CL(Q) = C(Q) % L, haciendo
operar G sobre el segundo factor. La parte fija de CL(Q) por
la accibn de G es C(Q) y la accidn de G restringe a CE(Q), Yy a
CI Q).

Si Q, Q' son formas cuadr&ticas equivalentes sobre K, de-
finidas sobre los espacios vectoriales V, V' respectivamente,

un isomorfismo £ de V en V' tal que
Q' (f(x)) = Q(x) , para todo x de V,

se extiende a un isomorfismo de C(Q) en C(Q'). En efecto, para
x € V, tendremos: f£(x)2 = Q' (£(x)) = Q(x) = x2.

Sea B: C(Q) —— C(Q) el antiautomorfismo principal de
C(Q), es decir el Gnico antiautomorfismo de C(Q) gue deja fijo

V. Si Vl’ vz,..., vk son vectores de V, tenemos:

B (vl Vy e vk) =v, Vv cee V

k k-1 2 V1

Definimos la norma espinorial N(x) de un elemento x de C(Q)

por:
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N(x)] = 8(x).x

Se llama grupo de Clifford especial de Q, G+(Q), al grupo
multiplicativo de los elementos invertibles x de C+(Q) tales

gque x V x”l = V.

+
Para un elemento x de G (Q) su norma espinorial N(x) es

un elemento de K* y la aplicacidn:

N: x — N(x)

es un morfismo de G' (Q) en K*. Se llama grupo de Clifford redu

etdo, G:(Q), al nficleo del morfismo N.

Proposteidén 3.1. Sea SO(Q) el grupo de las rotaciones del espa
cio cuadrético V., Para x GEG;(Q), v € v, definimos ¥(x) (v)=x. v x"l.

Entonces ¢ es un morfismo de G;(Q) en SO(Q)y la sucesidn
1 — {£ 1} — G_(Q) —> 50(Q)

es exacta.

Demostracién. Por ([Boz] §9 ne 5 th.4), ¢ es morfismo de G;(Q)
en SO(Q) y su nlicleo estd contenido en el centro de C(Q). Un
elemento par del centro de C(Q) es del cuerpo K([0] 54:4) y los

elementos de K con norma espinorial 1 son * 1l.#

Proposicidn 3.2. ([S5] 2.3.lema 1). Sea Q; la forma cuadrdtica
identidad sobre K", con n > 4. Consideramos Ay incluido en SO(Q)
mediante s —— pgs con pé(ei) =egrq) Para felmez,...,en) ba-
se canbnica de K". Entonces An estd incluido en la imagen de

#1G,(Qp) —» SO0(Q;). Para el elemento (ij) (k1) de A_, pro-
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ducto de las trasposiciones (ij) y (kl), una antiimagen en
1 . .
GO(Q) es el elemento —2--(ei ej)(ek - el), de orden 4 si i, j,

k, 1 son distintos. Por tanto w'l(ih) es isomorfo a An.#

De la construccidén de la sucesiébn exacta:

L —s { *1} —> an———» AL — 1,

dada por la proposicién anterior, se deduce que para G. imagen

~

de e: GK — A, podemos considerar G antiimagen de G en A

+
como subgrupo de Go(QI)' Si u, es un sistema de representan-

n

tes de G en é, los u, son elementos de C(QI) verificando

-1 .
uS ei us —'us(i) r’ l—'l,.-o,n’

siendo (el, PYAREY en) la base canSnica de K. Adem&s cada
u, es producto de un nmero par de factores del tipo (ei - ej),
y factores %, por la proposicién anterior. De ahora en adelan-
te, consideramos fijado un sistema de representantes u,, con
u, = 1. Sea ag ¢ el 2-caciclo de G en {+ 1} que determina,

es decir:

-1
=u_ u_u

4s,t s %t st

s, t €G.

Designamos por e la clase de a en HZ(G, {£ 1}).

s,t
+
El grupo de Clifford reducido GO(QI) de la forma cuadrati
ca identidad se identifica con el grupo de los espinores,
Spin  (K) . Para un subgrupo G del alternado A, conn >4, si
G es suantiimagen en A, por la proposicifén 3.2, es conmutatl

vo el diagrama:
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l— (£ 1} —mouwny @ » G > 1

1 ———r {# 1} — Spin (K} — S0, (k)

Adoptamos la definicidn siguiente.
Para un subgrupo G del grupo alternado A,, conn > 4, lla

maremos extensidn espinorial de G a la sucesidn exacta

1 — {t 1} — G e > 1,
donde G es la antiimagen de G en la extensidn central An de An_

es decir el grupo que hace conmutativo el diagrama anterior .

Consideramos un problema de inmersifn dado por una exten-
sidn espinorial, sobre unccuerpe K de caracteristicax distinta

de 2, es decir, dado por un diagrama del tipo:

1 ———s {t 1} ——s> G >

Suponemos el problema resoluble, es decir que si e es el ele-
mento de ﬁz(G, {# 1}) asociado a la extensidn espinorial de G,
se verifica inf € = 0 en HZ(G, {+ 1}) o, equivalentemente,

i* ¢ = 0 en HZ(G, L*), siendo L|K la extensi®n de}Galois con
grupo G asociada al morfismo e: GK-~—» G (cf 1.16 vy 2.13).

Si L(/¥Y) es un cuerpo solucién, sabemos, por 2.2, que la
solucidn general serd L({/TY), con r recorriendo K*/K*z‘ Ade~-
mis, por 2.10,‘51 la extensidn espinorial de G no es escindida,
todas las soluciones son propias. En este caso, L(/TrYy), con r

recorriendo K*/K*z, da todos los cuerpos solucién.
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En el caso en que K sea un cuerpo de nGmeros, sea S el
conjunto de primos de @K’ anillo de enteros de K, en que rami-
fica la extensién L|K. Si el nimero de clases de ideales de
0, es impar, sabemos por 1.21, que existe una solucidn al pro-

K
blema de inmersidn no ramificada fuera de S\){3<E Spec QK/glz}.

Nos proponemos calcular explicitamente una solucibén al
problema de inmersién considerado. Por 2.11, debemos hallar un

elemento y de L , tal que:

Yo = bg Y, para todo s de G

y con bs de L verificando:

s . -1 _
bs bt bst = 25t
donde as £ €S el 2-cociclo de G en {* 1}, determinado por el
7

sistema de representantes ug de G en é, fijado anteriormente.
Hallaremos el elemento y mediante el dlgebra de Clifford CL(QF)=
= C(Q.) 2 L.
F K
Proposieidn 3.3. E1l isomorfismo f: " — F @ L, con matriz
K
M‘-1 en las bases (el, €oreeny en), base candnica, de Lt Yy

(Xl’ Xoreser X ) de F % L, introducido en II §3, donde tenia-

n

mos

[
s

A
e

IA
o

[
A
.
I A
o]

extiende a un isomorfismo de CL(QI) en CL(QF).
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Demostracidén., £ cumple QIL(xl = QFL(f(x)), para todo x de Ln,

por tanto extiende a un isomorfismo entre las dlgebras de Clif -

ford. #

Indicaremos también por f el isomorfismo de CL(QI) en

CL(QF) dado por la proposicifSn anterior, y definimos:
vy = f(ei) ;, 1=1,..., n .

Veamos ahora que también C(QI) y C(QF) son isomorfas. Més

concretamente se verifica el resultado siguiente.

Propostetdn 3.4. Si dp = 1, y es resoluble el problema de in-

mersién dado por:
‘EK
G

entonces existe un isomorfismo C(Qp) ——— C(Q;), que transfor

] —— {1} > G >

+ + - -
ma C (Qp) en C (Qp) ¥ C (Qg) en C (Qg).
Para la demostracifn, usaremos el siguiente lema:

+ . +
Lema 3.5, Sea CL(QI)* el grupo multiplicativo de CL(QI). Es un

G-m&dulo y se verifica:

1 + =
H (G, C (Qp)™) =0.

Demostracidén. Supongamos primero K infinito. Sea a, un l-coci-
+
clo de G en CL(QI)*. Sea ¢ un elemento cualquiera de CZ(QI)*.

Formamos el elemento
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seg S

-1

s b, por tanto, si b es invertible, se tie

b verifica b® = a

-5
ne a, = b b, es decir s +——> a, es coborde. Ahora, por el

8
teorema de independencia algebraica de automorfismos(([Boll
§10 th 4), puede tomarse c de manera que b sea invertible.

Sea ahora K finito, eﬁtonces el grupo de Brauer de K es
nulo ([S,] X §7), es decir, toda K-dlgebra simple central es
&lgebra de matrices sobre K.

Sin= [F:K] es impaf, Cz(QI) es K-4lgebra simple central
({za] v 2.4), por tanto &lgebra de matrices y por ([SZ] X prop 3),
tenemos Hl(G, Cz(QI)*)= 0.

Si n es par, y por ser dI =1, CE(QI) es suma directa de
2 K-lgebras simples centrales isomorfas ([LA] v 2.5), por tan

to

+
c () = Mzn_z(L) X Mzn_z(L),

y por ([52] X prop.3), se tiene:

n-2

Bl (e, cp(op)*) = (e, (2”7, L) x m'(e, cL(2®7%, 1)) = o.#

Demostracién de 3.4. Sea £ 1: F % L — L" el isomorfismo in
verso del obtenido en la proposicidn 3.3. Entonces, se cumple

-1

f 0 £5 (e.) = es(i) i=1l,..., n

i
(cf cap II §3). Por ser el problema de inmersidn resoluble,

existen elementos bs de L*, tales que
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Sea u_ el sistema de representantes de G en G fijado anterior-

mente, sea

+
Entonces, s — hs es l-cociclo de G en CL(QI)* Yy, por el le

+
ma 3.5, es coborde, es decir existe un elemento o de CL(QI) tal

que
hs = qa °
Por tanto tenemos:
f—l<3fs(ei) = es(i) =ug e u;l = hS e, h;l = aqa ° e 0> a-l,
o equivalentemente
f-.l o £°(x) = aa ° x o a—l ’

para todo x de L?. si y = fs(x), tenemos:

o) o = oS £TS(y) oS .

Definimos ahora:

v(y) =at £ l(y) ¢, parayEFer.

Por la igualdad anterior, tenemos p° =y, para todo s de G.

Ademds se cumple:

2

-1 (y)

-1

vip)? = a7l g e = o (£ = Qu(y),

por tanto, Yy extiende a un morfismo de CL(QF) en CL(QI). Por

definicidn, y es composicidn del isomorfismo g1 y de un auto-
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morfismo interior de CL(QI), por tanto es isomorfismo de CL(QFI
en CL(QI}. Por ser ¢° = ¢, la restricci6n de ¢ a C(QF) es un

isomorfismo

b cle) — c(Q,)-

Ademds, por ser o« un elemento par de CL(QI), ¢ transforma C+(QF)

en () v CT(Q) en CT(Qp) . #

Observacidn. La proposicidn anterior se inspira en un resulta-
do de Springer ([SP] th. 4.2). Hemos dado aqui un enunciado re-
lativo a ias formas cuadrétiéas QI Y Qps ¥ en relacibén al pro-
blema de inmersidn tal como lo usaremos. Springer define un in
variante aL(Q, Ql) para dos formas cuadriticas Q y Ql’ defini-
das sobre un cuerpo K y equivalentes sobre un cuerpo L, exteh~
sién de Galois de K. En el caso en que Q sea la forma cuadrati
ca idéntidad, aL(Q, Ql) es el invariante de Hasse~Witt de Ql'
que es elemento de HZ(G, L*). La»hipétesis,aL(Q, Ql) = 1 del
teorema de Springer equivale pues por 2.18 a i*(g) = 0, es de-
cir a la existencia de los elementos bs'de L* tales que

S  «1
bs bﬁﬁbSt =a

s,t

Proposicidn 3.6. El elemento «, definido en la demostracidn de
la proposicidn anterior, es un elemento invertible de C; (Q;),
cuya norma espinorial N(a} verifica:

N(a)?c='b§fN(a), para todo s de G

‘ e
con b. € L* cumpliendo b S =

Y ‘s D s bt bSt aS,t'
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Demostracién. o cumple aa - = b;l u,, por tanto:

-2 =2
Blug)  ug = by

8(a"S) B(a) « o S =g(aa"%)aa S

por ser u_ de G;(QI). Tenemos pues:

B(a).a = b;Z B(aS)Aas—,

es decir :

N(a)S = bg N(a).#

Observacién. Si N(a) es un elemento de L*, entonces L (/N(a))|L

es solucién al problema de inmersién.

Corolario 3.7. Si escribimos el elemento N(o) de la proposicién
; - & €2 €n
anterior en la base {el e, “... e } e = 0,1- de CL(QI),cua£

quier coordenada ) de N(a) verifica

S =p 2
s

Por tanto, para A coordenada no nula de N(a), L(/X)|L es solu-

cibn al problema de inmersién.

Demostracidén. Si N(a) =L A e. ces € n’ tenemos:
sl...s 1l n

€
; _ s 1 2 n
N{a)® =3 X T e e cee € ’
E1€gee €y 1 2 n -
por ser e, de C(QI), e igualando coordenadas de N(a)® v bi N(a},

se obtiene el resultado.#
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Corolarte 3.8. 8i £(a) es la imagen de o por el isomorfismo £
de CL(QI) en CL{QF} vy £' es el isomorfismo inverso del isomor-

fismo § obtenido en la proposicién 3.4, se verifica:

2

1) N(£())® = b2 N(£(@) vy A% =b2

A para cualquier coorde
nada ) de N{f(a)}) en una base de C{QF).

2) £'(ey) = £(a) vy, fFw™r, i=1,2,..., n.

Demostracidn. Por ser f isomorfismo entre los espacios vectoria
les de CL(QI) Y CL(QF)’ conmuta con los antiautomorfismos prin=-
cipales, por tanto la primera iqualdad de.l) se deduce de 3.6.
Igual que 3.7, se obtiene la segunda.

Tenemos P(y) = o L £ (y) o, por definicién, por tanto

1

£'(e;) = £(a e; o h) = £(a) vy £(@) . #

§2 METODO DE RESOLUCION.

Obtendremos la solucifn al problema de inmersidn calculan

do explicitamente un elemento z invertible de CE(QF) tal gque:
eiw 2 v, 2
defina un isomorfismo de C(QI) en C(QF}‘

Veamos primero que, a partir del conocimiento explicito
, . +,
de un isomorfismo de C(Qi} en C{QF}, gque transforme C (QI) en

C+(QF) v c“(QI) en C"(QF), puede calcularse este elemento z.
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Lema 3.9. Sean, como antes, £, el isomorfismo de CL(QI) en

CL(QF) y v, = f(ei), i =1, ...n. Sea g un isomorfismo de C(QI)
+ + - -

en C(QF) que transforme C (QI) en C (QF) y C (QI) en C (Qp), ¥

sea w, = g(ei), i=1,...,n.Entonces podemos elegir g de manera

que el elemento

z = z v “1 v i v “n W En W "2 W El
1 2 **" 'n n Tttt T2 i
£,=0,1
1
sea un elemento no nulo de CL(QF).
Demostracidn., Supongamos que 2z es igual a 0. Sea wi = - w,. En
tonces la asignacidn
. 1 » . i =
eli—~—+ w1 Poey > Wy i 27400 0

define un isomorfismo de C(QI) en C(QF) que transforma C+(QI)

+ - -
en C (QF) y C (QI) en C (QF). Formamos el elemento

£ £ € £ € €
z' = X v 1 v 2... \'4 n W n cee W 2 w' 1
1 2 n n 2 1
£.=0,1
i
Entonces se cumple:
. € £ £ £
2 n n 2
— ' —
z z 2 vl( L v2 cee Vg wn .o wz ) wl.
eizo,l

Si z' es también nulo, por ser vy Y Wy invertibles, tenemos:
€2 €n €n )

i v2 .o Vn wn .on wz = 0,

Podemos pues sustituir W5 por wé = -Wy ¥ reiterar el proceso.
Llegariamos a Vi .wh==0, imposible ya que vV, Y w, son ambos in

vertibles.
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Por tanto, sustituyendo por sus opuestos los elementos Wy
que sea necesario, obtenemos un isomorfismo g tal que 2z es no

nulo. #

Observacidn. 2z es un elemento par de CL(QF) va que cada uno de
sus sumandos es producto de un nlmero par de elementos impares.
{Cada v, es impar por ser de L 8 F, y cada w, = g{ei) lo es vya

que g transforma~c’(QI) en C (Qp)).

Proposicidn 3.10. Sean f, g, Vis W; como en el lema anterior y
g elegido de manera que el elemento
Z“SEGIV Vz LN Y Vn Wn - » w2 W
i ¥
sea no nulo. Entonces 2z es invertible y verifica:

2

s N{(z),

N(z)® = b
para todc s de G, con los elementos b_ de L* cumpliendo:

4 s
bS bt

=ag,t ¢

bst

Para hacer la demostracidén de 3.10, necesitamos una serie

de lemas:

Lema 3.11. z cumple:‘vi z =z w;, para £ = 1,...n.
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Demostractidn. Tenemos:
ij

£ £ £ . € e, *+1 €
1 i n_ ._,y3<i 1 i n 1€ 7
Vi Vl ..-Vi ooovn "‘"( 1) vl '..Vj» s o Vn ,Con Ei 1 Z/z Z.Jf
L e,
€ € € Lo £ g, +1 €
n i 1 . foyy3<i n i 1
wn ‘tcwi * & @ ;’{1 - Wi - { }‘} %fn LI 4 Wi LI I ";}: -
Por tanto:
€ e+l € £ e.*1 . 4 .
, — N | i n n b 1 _,
Vi 2 wi = X‘ vl ...vi .K.Vﬁ wn xw..wi ,,,wl 2z
e.=0,1

o equivalentenmente V; 2 =2z wW; por ser w§ = 1.#
Lema 3.12. z es invertible.

+
Demostracidn. Por 3.8, tenemos un elemento f{a) de GL{QF} inver—

tible vy tal que:

-3
eik-»—»—-» £{u) ?i fla)

define un isomorfismo f' de C(Qx) en C(Qp) que restringe a un
isomorfismo de C+{Qz} en C+{QF}. Sea g el isomorfismo de C(Q,)
en C(QF) introducido en el lema 3.9.

Si n es par, Cp(Qg) es dlgebra simple central ({ra] v 2.5),
por tanto gf‘-l es automorfismo interior, es decir existe un

elemento a de C(QF) invertible tal que:

R ! N = .1
f'(ey) =a " gle;) a=a " w; a.
Por tanto tenemos:
fla) v, fla) P =al w, a. obien a fla) v, =w, a £la)
i i ’ R T | ’
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Por el lema 3.11, se tiene v, z2 =2 W;. De las dos igualdades,
se obtiene:

2

v, z a £ le} v, =z W, oa fla) =z a £{a),

es decir el elemento z a £{c) esti en el centro de CL€QF}’ por

tanto en L. Tenemos pues
z=b[af]™? conber.

Hemos tomado g de manera que 2z sea no nulo, por tanto b es no
nulo, y z invertible.

Supongamos ahora gue n es impar. Entonces ([LA] V 2.4)
Cz(Qﬁk es &lgebra simple central. Por restringir f£' y g a iso-
morfismos entre las partes pares de las &4lgebras, la restric-

1

- +,
cién de gf! a CL{QF} es automorfismo interior. A partir de

aqui, la demostracién es igual que en el caso n par, sustitu=~

+ .
yendo C§(QF} por CE{QF) Yy v;, Wy por v, Vj’ W Wj‘ respectiva~

i
menta. #

Lema 3.13. Sea m, = f(ué}, donde u, es un sistema de represen-
tantes de G en G, y consideramos los u, como elementos de C(QI).

Entonces se verifica:

v.m, 2z =m z2° W,

para tedo s de Gy todo i = 1,..., n .

Demostracidn. Aplicando s awvy z =z Wy {(3.11) obtenemos :

8 .8 s

vi© 20 =27 wg, por ser w; de C(QF}, y por tanto !
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Calculamos vis. Por definicién, tenemos vi = f(ei), con £ iso-

. -1
morfismo de matriz M en las bases (ei, ez,...en) v (Xl'XZ""xn)'

por tanto:

-1
v, = L c.. X. con (c,.) =C =M ",
5= 5 Ciy Fi (cy4)
. _ s s_ _
La matriz M = (mij) verificaba mij = ms(i)j’ por tanto su inver
verifi LL.o= C, - :
sa C verifica cl:I Cls(j) Tenemos pues
n n
s .S
. = Z . . = . . , = .
Vo TR Sy *a T Cis) *i T Vs
Ahora los elementos m verifican:
m_m, = a m s. m, =1 H m v m-l = vy
s Tt s,t st 1 ' s "1 s s (i)

a partir de las relaciones an&logas de u, ¥y e;. Por tanto:

-1
mg =& "
$,s . s
y se tiene:
-1 S -1 _
Mg Vi Bg =M 3 Yoy ™ < = Vi o
S s
Obtenemos pues:
-1 _s - -1 s -1 s _ -1 _s
m_ z- W, = (mS v, ms) m z- = v, m, z . #

Lema 3.14. ms—1 25 27! es un elemento de L* Yy b, =m A

verifica:
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t =
= %s,t !
st
para todo par s,t de elementos de G, con a4 cociclo asociado
r
a la extensifbn:
1 —> {1} — G > G > 1

determinado por el sistema de representantes u, fijado.

Demostracidén. De las dos igualdades:

-1 _s _ -1 &
v, mg 27 = mg z” Wy ;3,13?
-1,s -1 _-1__ -1 s -1 _
se deduce vy mg z- z v, = mg z- 2z ~, por tanto bs =
= ms—l 2% 27} es del centro de CE(QFl: ademds es par (por ser

z y m_ pares) y por tanto-de L ([0] 54:4).
Ahora, para cada elemento invertible z de C,(Qp), se veri

fica la identidad:

(zz7%) (227 5) % (2275871 = 1.
Sustituyendo zz ° por bs'l ms"'1 , etc, obtenemos:
-1 -1, -1 _ -l.s -1 ~1,-1 _
by~ mg (be My 17 (bgy Moy ) =1
y de aqui:
s -1 -1 -3
bg by by T =mg T om T omg,

uCalculamos mts. Hemos elegido el sistema de representantes u

de G en G de manera que cada u

s

g Sea producto de un nlimero. par
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de términos (ei - ej} y factores % . Entonces, m, = f(us} es
producto de un nGmero par de términos(vi - vj}y factores % .

De la igualdad:

-1 s

(demostracibdn de 3.13), se deduce pues:

-1 _ s
Tenemos asi:
s ., =1 _ =1 _=-s -1 -1 -1 _ -1 .
bg by bsti” Mg My Mgy = Mg Mg M Mo Mg = 35, ¢ Mgt Mgt as,t'#

Demostracidn.de 3.10. Por 3.14, tenemos 2S5 271

= bs mg. Tomando
normas espinoriales obtenemos:
s -1 s -1 _ 2 - 2
) 27 2z = bS S(ms) m, = bs ’
ya gue tenemos &(as) = 1 y por ser m, = f(us} y £ extendido de
un iscmorfismo entre los espacios vectoriales, N(msf = 1. Ahora,

el miembro de la izquierda es:

B(z71) 8(z%) 25 27h = Bz H) Nem S 27D .

2

s v por tanto:

Tenemos pues: B8(z *) N(z)S z™! = b

s 2 , _ 2
Nz}~ = bs B(z) z = bs N(z). #

Teorema 3.15. Sea £ el isomorfismo de CL{Q:) en Cﬁ{QF), obteni-

l. Sea

do por extensidén del morfismo de I en F % L con matriz M
(el, €yreeny en} la base candnica de Ln, vi‘= f(ei), 1 =1,2,ve,n.

Si es resoluble el problema de inmersién dado por G —» G-=Gal(L|K),
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con G extensidén espinorial de G, entonces existe un isomorfis-

mo g de C{QI} en C(QF), que transforma C+(QI) en C+(QF1 Yy CQ(QI}

en C”(QFI y tal que, definiendo w; = g(e;), i =1,..., n, el
+
elemento de CL(QF):
€ £ £ 14 € £
_ 1 2 n n 2 1
z = i vy Vo eee Vo Wo o eee Wy Wy

sea no nulo.

La solucidn general del problema de inmersidn es:
L (/TY)

con r € K* y y cualquier coordenada no nula de la norma espino-

€ € £
. 1 2 n
rial N(z) de z en la base {wl Wy Teel W }si=0,l de CL{QF)

(0 en cualquier base de CL(QF) invariante por G).

Demostracidn. Por la proposicidn 3.4, existe un isomorfismo g
de C(Q;) en C(Qy) que transforma C' (Q;) en C'(Q) y C7(Q) en
C~(QF)g Por el lema 3.9, puede modificarse g para obtener z no
nulo. Basta ahora igualar las coordenadas de los dos miembros
de la‘igualdad N(z)® =b 2 N(z), obtenida en 3.10, teniendo en

S
cuenta que los w; son invariantes por G. #

Obsgservacidén. 8i es trivial la extensién:

i — {z 1} s G > G > 1

podemos tomar el sistema de representantes ug de G en G tal qgue

el cociclo que determine sea a, . =1, para todo par s,t de G.
?

t

Entonces si b € L* verifican by bts = a b

s,t “st’ S bs es

-121-~



coborde, por tanto se tiene:

para un elemento a de L¥*. El elemento z verifica entonces:

N(z)S = (2% a~H 2 n(z)

o, equivalentemente,
(2”2 N(z))% = a2 N(z),

es decir a\um2 N(z) es un elemento invariante por G y por tanto
de C{QF}g Una coordenada y no nula de N{z), en una base de

C(QF}, serid entonces de la forma:

2
- e g
y =a". y,, con y, € K*,

El teorema 3.15 da pues la solucidn general al problema

de inmersifn también en este caso.

Veamos ahora como se obtiene un isomorfismo de C(QI) en
+ + - -
C(QF), que transforme C (Q;) en C (Q) vy C (Q;) en C (Qp), en
el caso en que Qp sea equivalente sobre K a una forma cuadrati

ca de la forma:

2

2
5
Xn L4

2

2 .

2 2
-Xc + oLt + ees
(X] # X5 +o.o+ X7) XD

Analizamos primero el caso en que QF es equivalente sobre

K a la forma cuadritica didentidad QI‘
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§3. SOLUCION EN EL CASO EN QUE QF ES EQUIVALENTE SOBRE K A LA

IDENTIDAD .

Si Qp es equivalente a la forma cuadrédtica identidad Qr

socbre X, tenemos:
dp = d@Qp) =1 vy w(Qp) = wl(Qq) =1,

por tanto el problema de inmersidn es resoluble.

Sea (xl, Koreess xn) una base de F sobre. K, T la matriz
de la forma cuadré&tica traza QF en esta‘base, M la matriz intro
ducida en el cap. II §3 tal que:

t

M™M =17 ,

Suponemos que QF es equivalente sobre K a QI’ por tanto existe
una matriz P invertible de M (K) tal que:

P rp =1 .

Entonces el isomorfismo g de K" en F, con matriz P en las
rbases {el, SYRRRY en), base canfnica de Kn,‘y{xl, Kyrnenr xn)
de F, verifica Qy{g{x)} = Qz{x} para todo X de g® y por tanto
se extiende a un isomorfismo g de C(Qy) en C(Qg).

i

Sea w, = g{ei), i=1,..., n. Los w; son vectores de F que en

C(QF) verifican las relaciones:

w, =1 1 < i«<n T W, W, = =W, W, 1 < i i < n .,
i ! -7 = R S jotir T = A3=

Ll

Formamos el elemento de CL{QF}

= 2 v > L »
Z V1 Vz Vn W Wz W

~123-



Hemos visto que, cambiando si es necesario algunos de los vec-
tores w. por sus opuestos, el elemento z es no nulo. En este

caso los elementos wj esté&n definidos ‘por:

n
W, = il pij Xy 0+ 3 < 1,..., n,

El cambio de wj por --wj equivale pues a cambiar el signo de
los elementos de la columna j de la matriz P. Puede comprobar-
se directamente que dicho cambio no modifica la igualdad.

ptrp =1 .

Suponemos gque hemos cambiado en la matriz P los signos de los
elementos de tantas columnas como haya sido necesario para ob-
tener z no nulo. Realizados estos cambios, veremos que, en es-
te caso, N(z) es un elemento de L* y puede calcularse explici-
tamente en funcién de las matrices P y M.

e €1 %2 ®n € €2 %1
Propostctdén 3.16. Sea z = z v1 Vz""Vn> wn ...wz.-w1 .

L]

Se verifica

N(z) = 27 get (MP + I).

—

Demostracidédn. Tenemos v,z = zw; , por tanto, B8(z) vy =Wy B(z),
ya que v, y w, estén en el espacio vectorial de CL(QF)‘ Enton-

ces se cumple:

= 2 -
B(Z) z = g(z) viz =w; B(z2) z W,
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N{z} = B8{z) z es pues elemento paxr del centro de CL(QF} y es
por tanto de L. ([0Q] 54:4).

Calculamos ahora N(z):

e I £ € e
8{z) z = z w 1 wzz‘., w n vnn.*. v22 vll 2
g.=0,1
i .
£ € £ e e €
1 2 n n =2 1
g g W * % % W z w - & * W W *
c.=0,1 1 2 n 2 1

Cada sumando tiene la misma componente en L que z, por tanto:
g(z) z = 27, (componente en L de z).

Calculamos ahora la componente en L de z. Tenemos:

£ £ € 14 [ 4 g
S 1 2 n n 2 1
z - E vl V2 . % ¥ Vn Wn LN 2 2 Wz wl
€I=O[ 1-
- b v, VL . vi wi e Wi W,
1 2 k “k 2 M1

n
w, = ¢ d,. v, ,con (d,.}) =D=MP,

1 11 ij

Calculamos la componente en L de cada sumando de z.

Vi Vi eee VoW ... W, w, tiene componente en L igual a

1 *2 'k 2 1
la coordenada seglin v, v, ...v, de w, W, ... W, .
il i, 1. i, 'L, i
| n n n
W, W, ...w, =(c¢ d ., vi(z d. v)...( 4. v,
B T T T e R P NP B P s
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tiene coordenada segGn v, Vv, ... V. igual a:
‘ 12 *k

I sg(o) 4 . d e | .
G(il)ll 0(12}12 G(ik)lk 4

donde ¢ recorre las permutaciones de los indices il, iz,..‘ ik
y sg(o) es el signo de la permutacidn. Es pues el menor princi
pal de la matriz D formado por las filas y columnas de indices
il’ iyreee ik.

La componente de z en L es pues la suma de todos los meno
res principales de la matriz MP md8s 1 (el sumando con todas
los gy nulos), es decir el polinomio caracterfstico de MP valo

rado en -1, igual a det (MP + I). #

Teorema 3.17. Sea (xl, Roreves xn) una base de F sobre X. Sean
s s s
Syr Sgressr Sy elementos de G tales que F e F; F 2,..., F

sean todos los conjugados de F. Sea M la matriz de Mn(L},defi-

nida por:

I A
o

3 1 <1
 1<3<n .
Sea T la matriz de Qp, forma cuadrdtica traza de F|K, en la ba
se (xl, Koresor xn}.

Si Qp es equivalente a la identidad sobre K, y P € Mn(K)
verifica Pt T P = I, entonces la solucidn general al problema

de inmersién dado por G —> G = Gal (L|K) es:

"L(YTY), con Yy = det(MP + I} y r € K*,
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Demostracidén. En este caso, por ser N{z)} de L¥, N(z) es solu-
cidn al problema de inmersidn (por 3.10 y 2.11).y difiere de
N{z) en un elemento de K* (ya que K tiene caracteristica dis-
tinta de 2] por tanto, por 2.2, es también solucidn y se tiene

la s0lucidn general. #

Veamos ahora en gque casos se verifica la hipbtesis de que
QF sea equivalente a la identidad sobre X, supuesto ég =1y

el pr@biema de inmersidn rescluble.

Propostetdn 3.18. Si dg =1, paran =4 & 5, son egquivalentes:
a} El problema de inmersidn es resoluble.
b) La forma auadfética traza QF es equivalente a la identidad
scbre K.

| Por tanto, en este caso, la solucidn viene dada por el

teorema 3.17.

Demostractén. Por ([S;] 3.2), el problema de inmersidn es resg

luble, es decir w(QF) = {2, aF}, si v s6lo si se tiene:

para n = 4, QF equivalente a X§‘+Xz‘%zxa'%2é Xg

5 3 e Xy sobra 3,

2
para n = 5, QF.equ;val&nte a x§-+x§~+x§'+ax4~ezay Xé sobre K.
Si &F = 1, teniendo en cuenta gque 2 X§-¥2 X§ es equivalen
2 2 . . - . - -
te a xl +Y2, mediante el cambio Yl = X}_%-x2 R Yz = xl xz, se

obtiene, en los dos casos, Q? equivalente a la identidad sobre

K. #
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Ejemplo. Sea K, como siempre, un cuerpo de caracteristica dis
tinta.de 2. Sea L una extensifn bicuadr&tica de K que escribi-
mos L = K (Xl’ Koy x3} con xi = a; € K*, i=1, 2, 3, vy

X Xy X3 = 1. L|K es extensién de Galois con grupo G =

Z/2 Z x2Z2/2 2. Un elemento primitivo de la extensidn es

e = x, * X, ¥ el polinomio que da la extensibn es:

- 3 _ 2 2
£{X) =X Z{al * az) X° + {al + az) + 4 a; a,-

Tenemos G = {gi, 9pr I3v gé} donde g, es la identidad y los res

tantes est&n definidas por:

g2: xl e “Xl gg: xl | a—— Xl g4: xl — “Xl

XZ s X2 X2 L — -*xz 32 s “}{2

Ordenamos las 4 raices del polinomio f:

Tenemos que g,, g3, g4 producen sobre los indices de las raices
chp 62,'@3, 0, las permutaciones (12} (34), (13)(24), (14} (23)
respectivamente. Obtenemos asi la inclusidn de G en Ay Y la an=-
tiimagen G de G en 34 es el grupo de los cuaterniones (cf[33]3;2).
En este caso, tenemos F = L. Sea Qp la forma traza.de FlK. |

En la base (1, Xyr Koo xB}, Qp tiene matriz diagonal:

"y ey

4

4&1

T o= da, A

4a3
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‘La matriz M de MétL) tal gue MM = T es:

- -

1 -x, =-x, x
L 172 3

P

Por la proposicidn 3.18, el problema de inmersidn:

g

Q1 & G}

1] —— { 1} > G

v

L’ 4
f

~ tiene solucidn si y s6lo si Qp es equivalente sobre K a la iden

tidad, es decir si existe una, matriz P de ﬁéix}f invertible tal

que Pt T P = I, Entonces la solucidn es y = det (MP + I).
Calculamos ahora la solucidn de modo a lograr de ella una

expresidn sencilla. Consideramos la matriz diagonal:

W verifica:




Por tanto 2W verifica (2W)°T (2W) = T. Las matrices M y 2W difie

ren pues en una matriz ortogonal. Calculando M(2W)m1 se obtiene:

d -y

11 1 1
2 2 2 2
1.1 1 _1
-1 2 2 2 72
M{2W) =
101 .1 _1
2 2 2 2
1.1 .1 1
_2 2 2 2_

Indicaremos esta matriz por Q.

Sea ahora

———

P11 P12 Pi3

P = Py1 Poa Pa3

P31 P32 Piz |

una matriz con coeficientes en K, de determinante 1, y verifi-

cando
(a, 0 o
Bt 0 a, O P = I.
~G 0 a%~

oo : ——"

2P Q=

L] (=] <
roi
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Se cumple:

1 0 0 o
0 a 0 0
2p ot 1 (2P Q) =1,
0 0 a, 0
0 0 0 a,

y por tanto: (P Q)t TP Q =1I, lo cual implica
pPre=(hH* ol=1.

El elemento y = det (MP + I) es pues solucidn al problema de in

mersidn., Ahora tenemos:
det (MP +I) = det (P™1(PM +I)P) = det (PM +1I)

v, para la matriz PM, se cumple: PM = P{(Q 2 W} = 2 P Q W, por

tanto:
1 0 o o0 1 o0 o o0 |
0 Py Pya Py3 0 x, 0 O
PM = , | =
0 Pyy Pyy Paj 0 0 x, 0
1 0 0 0

il

0

El determinante de PM- + I es pues igual a
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2 det

P11

P33

X

X

1

1

P13 X3

P33 X3

P1a X3  Py3 %3
Poy X,  Pa3 X3
P

32 ¥2 33 *3

X

Py1 X3 Fa3 %5

X

Pyp %X, P33 X3

.E1l Gltimo sumando es (det 5)(xl Xy x3)

verifica:

[a;

0 0 ]
0

)

0 ”a3_

B

I, y por tanto

igualando los elementos de la diagonal

nemos:

P11 &

22 23

P32

Yy por tanto:

P33

11

r Ppo @3
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1.

Pia %5
+
Prz %5
X1 Py %y Pp3 Xy
X) Py ¥5 Pp3 X3
Xy Pyg Xy P33 X4
Ahora, la matriz
ol —
al 0 0
t
0 az Q ,
_-0 0 a.3“

de las dos matrices, obte

13

33

11

r P33 34

21

12

22




1 P12 %2 P11 P12
=X X3 | =%y ¥3 P33 33 %

Py1 ¥1 Pop %, Py1 P22

= (X X5 X3) P33 X3 = P33 X5
y del mismo modo:
P11 ¥ P33 %3 Poa X5 Pz X4
22 ¥ 7 = P11 %
P3; ¥y P33 X3 P3p X5 P33 X4

Obtenemos asi:

i

det (PM+I) = 2(1+P); X; *Pyy Xy +'Pyq X3 *Pyq X3 +Py5 Xy +Py, x; +1)

fl

4 +P1; %) F By Xy ¥ P33 X3) -
Una solucidn al problema de inmersidn es pues:

Yy = 1%py; X3 ¥ Py X, T P33 X5

Observaeidn. ELl ejemplo anterior fue resuelto por Witt ([W] vI).
En su trabajo demuestra que, para que el problema de inmersidn

sea resoluble, es condicibn necesaria y suficiente que la forma
3 | ' ' ,

cuadritica I a; Xi sea equivalente a la identidad scbre K,es
i=1

decir que exista una matriz P con coeficientes en K.

g
]

-133-



tal que

©
ol
i

I,

y que, en el caso en que el problema sea resoluble, la solucibn

viene dada por el elemento
Yy =1 %Py X FPyp X3 * P33 %3

La férmgla de Serre (2.14) generaliza la primera parte del resul
tado de Witt. Hemos generalizado aqui la segunda parte dando asfi
respuesta a la observacidn de Serre ([53} 3.2).

Para llegar a la solucidn, Witt utiliza la equivalencia en-
tre la resolubilidad del problema y el que el &lgebra producto
cruzado sea isomorfa a un dlgebra de matrices sobre K (2.15). Pa
ra la extensidén de grupos estudiada por-Witt, el dlgebra produc-
to cruzado es producto tensorial de dos &lgebras de cuaterniones.
Witt obtiene la solucidn come norma ée un elemento C del &lgebra -
QL obtenida a partir de una de estas &dlgebras, ampliando escala-
res a L. Puede verse que QL es sub&lgebra de Cz(Q:) zcz(QF) y gque,
para el elemento C, coinciden su norma en el dlgebra de cuater-

niones con su norma espinorial.

Caso K= Q
Analizamos ahora, en el caso en que K es el cuerpo Q de los
racionales, cuando se verifica la condicién de que Qp sea equiva

lente a la identidad sobre Q. Suponemos éF =1y deF} =1, por

-134~



tanto el discriminante vy el invariante de Hasse-Witt coinciden
para QF y la identidad. Las dos formas son pues equivalentes
si v s6lo si la signatura de QF es (n,0}. Dgfinimcs enteros
rys ¥, > 0 por la relacidn:

Ty

o)
R P = R x C

es decir r1 es el nlmers de inmersiones reales de ¥, 2:2 el de

inmersiones complejas. Tenemos [F:Ql =n =r +2r2 y la signa~

1
tura de Qp es (rl-+r2, rz).
Por tanto Qp es equivalente a la identidad sobre @ si y

s6lo si F|Q es totalmente real.

§4. SOLUCION EN EL CASO EN QUE QF ES ISOMORFA SOBRE K A LA FOR-

2 2
q+}. +“.‘!‘ Xn

2 2
MA ~{X1 tooot Xq} + X

Sea Qq la forma cuadritica:

2
2

Q

2
g »{Xl + X

2, 2 ~ 2
. + .
Fouot X R Koy teeot XY

£l discriminante de Qq es (~1)q. Su invariante de Hasse-Witht es:

g(g-1)
wig) = (-1, -1) & 2. e (-1, -1).

Tenemos (~1, -1) & (-1, -1} = (1, -1} y (-1, =1} # 1, por tanto
w{Qq} = 1 si y s6lo si 25%:52 es par, es decir g 20 & 1 mod 4.
QE equivalente a Qq sobre K implica que las dos formas cuadrdti
cas tienen mismo discriminante y mismo invariante de Hasse-~Witt. .

Nos situamos en el caso en que &F es 1, por tanto el problema
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de inmersidén es resoluble si y s6lo si w(QF) = 1. Las condicig
nes d(Qq) =1y w(Qq) = 1 se cumplen si y s6lo si q = 0 (mod 4).
Tenemos pues:

R 2

Qp v - (k2 4.4 xig-+x§+l +..+ X2 ,congz0 (4.

Veamos como puede construirse en este caso un K-isomorfis

mo de C(QI} en C(QF}.

Ssi QF es equivalente a Qq sobre K, existe una matriz P in-

vertible de Mh(K), tal que:
PTTP =28
~dénde T es, como antes, la matriz de QP en una base (xl,x?".,xn)

de FIK v S es la matriz diagonal (sij) con

q
S =-1,12%1<q ; 8,;=*>1 ,q +1 <i<n.

Entonces el isomorfismo K& ——> F con matriz P en las ba-
ses (el, YRRy en), base canénica de Kn, v (xl, Koreoer xn)
de F, extiende a un isomorfismo:

c( Z s C(Op)
Qq) ey s .

Sea ti’ i=1,...n, la imagen de e; por dicho isomorfis-

mo. Los t, son vectores de F que, en C{Qgp), verifican las rela

ciones:

t;==-1 , 1<3j<gq ; tiy=+1 , g*l < 3j<n,

t.t, =~-t,t, , 1 <1i1#3<n,.

Veamos ahora como se construyen elementos wi, i=1l,v.e, n

en C(QF} tales que g{ei) =Ww; defina un isomorfismo de C(QI} en
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C(Qp), que transforme C' (@) en C'(Qg) y C7(Qp) en C (..

Proposicidn §.19. Sean tir tyrees £, los elementos de C(Qp) de
finidos arriba. Tenemos g = 0 (mod 4). Cambiamos los indices

de los tj con 1 < j < g en la forma siguiente

el <t i=0,...3-1 , j=1,2,3,4

3 4i+g !

y definimos:

wy = ti‘ t§ ti‘
wh o= th ¢l tf;
wi=tl el ¢
wy = tler el i TR % -1,
Entonces se verifica:
(w?2 =41 3 =1,...,4 1= P
A e Wbl
'wé w§~%&t§ tg w% wi =~t§ ti w% wzyu t% ti
Definimos ahora wir 1 2 i < n, por:
Wygey = w§ i=0,...3-1 j=1,2,3,4
Wy = tk' k =qg+1,...,n

Los elementos Wys Wosse., W, cumplen:
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2 . . :
w, =+1 , 1 <i<n ; w. w,=-w,w, , 1<1i#3j<n,.

i i ™5 3 i - -

Se define un isomorfismo g de C(Qz} en C(QF} que transforma

c*{gm} en c*{&F} y CT(0g) en € (Q,), mediante:

g’(ei) *’*Wi ' imlra-.; o M

Demostractdén. Basta utilizar las reglas de producto de los t,
para obtener la primera parte de la proposicidn.
Los elementos ey de Csz} Y wy de €{QF} se multiplican con

las mismas reglas, por tanto:

2, ey N
% wl

define un marfiﬁma,{tl, tz,,a‘, tn} es base del espacio vecto-

rial de C(Q?), por tanto los t. generan C(QF)* Ademds se veri-

fica:
i i i i
i i, i _ .1
i i i L L1
Wy Wy Wy = ot
whowhowh o= ot i=4a g
"2 3 T4 ) sresvrg

Por tanto los elementos Wi i=1,..., n, gefieran C(QF} y el
morfismo:
G(QI) iy C(QF)

U St s
e,'i. wl
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es isomorfismo.
Tenemos la relacidn W wj =t t, tj para todo par de ele-
+ +
mentos 1 # j entre 1 y n, por tanto C (QI) y C (QF) se corres-

ponden por el iscmorfismo. Por ser cada w, igual a t; o aun

i
producto de tres t's, el isomorfismo transforma,c-(QI) en

C (Qp) . #

Observacidén. Por el isomorfismo obtenido en la proposicibén an-
terior no se corresponden los espacios vectoriales,<Eﬁ!e2,”.,en>
de C(QI) Yy <tl,t2,...,tn> dé C(QF}. Si fuera asi, tendriamos
para x € K™

2

Qp (g(x) = gx)? = x* = o (x)

y las formas cuadraticas Qr ¥ Qp serian equivalentes sobre K.

Formamos ahora el elemento de CL(QF):

€ € £ €
~ 1 2 n n 2
z = i v Vo Tees Vo Woooeee Wy Wy .

i
Por lo visto anteriormente, podemos suponer que 2z es no nulo,

cambiando eventualmente alguno de los wj por sus opuestos. En

este caso si es g + 1 < j < n, tenemos

Por tanto cambiar wj por —wj equivale a cambiar de signo los
elementos de la columna j de la matriz P. Si es 1 < j < g, po-

niendo w; = W4i+j’ tenemos las relaciones (demostraci®n de 3.19):
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%
%]
a:-s’»

i-—-— . i:— i l
ty = = W Wy W3 Pt w3

i_ i i i . i__ . i i i
t2 = wl w3 w4 H tl w2 w3 w4 .

Por tanto cambiar wj por ~wj para 1 < j < g, equivale a cam-~
biar 3 vectores t por sus opuestos, por tanto el signo de 1los
elementos de 3 columnas de la matriz P.

Supuestos hechos en la matriz P los cambios necesarios pa
ra tener z no nulo, veremos que también en este caso puede cal
cularse explicitamente una solucifn al problema de inmersiln.
en términos de las matrices M y P. Para ello calculamos'prime~

ro la norma espinorial de z.

Proposictdén 3.20. El elemento N(z) es de la forma:

_ AN
N(z) =27 . vy . Wy Wy el wq

donde y es la componente en L del elemento 2z wq WQ“I cee Wy

de CL(QF).

Demostracidén. Veamos primero que . N(z)*wq...wl es un elemento
de L.

Aplicando B, antiautomorfismo principal de Cr(Qp), a 1la
relacidn vy 2 =2 W, (3.11), se obtiene B(z) v, = B(wi) B(z).

Se cumple pues:

N(z) = 8(2) z = g(w;) B(z) z w; = B(w;) N(z) w, ,

0 equivalentemente

B(Wi) N(z) = N(z) Wi
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para i =1,..., n.
Sies iZ<aq, w; es producto de 3 vectores del espacio vec

torial de CL(QF)' por tanto es B(wi} = - wW; y se tiene:

w, =N(z) -3t v oy = 1T ) N2 W ..w

N{z)} wq...w* i Yg q 1

1

= (--1)q W, N(Z) w_...W =W, N(z) Ww_...w,.

g 1 1
Si es i > Q. Wy F ti es. del espacio vectorial de CL(QF}, por tan
to es B(wi) =W, y se tiene:
N(z) wq...wl W, o= Nz} (-1) 9 W, wq...wi =W, N{z) wq...wl.
N(z) Wge+ W, ©s pues un elemento par delcentro de CL(QF) y es

por tanto de L ([0] 54:4).

Veamos ahora que se cumple N(z) wq...wl = 2" Y, con y com-

ponente en L del elemento z wq... Wy
- Tenemos:
€ £ € €
- 1 n n 1
B(z) z wq...w1 = (I B(wl) ...B(wn) Vi eeeVy )z wq...wl.

Utilizando (3.11), la expresién anterior es igual a:
’ € € € €
1...B(wn) Bzw Dolw b cee W

Z B(wy) n 1 q

Usando las reglas de producto de los Wi ¥ la expresién de Siwi),

queda:
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£, € £ € z E:‘f‘{j
1 n n 1 ,_,,i=1 j#i
z S(Wl) ...B(wn) z wq...wl wn ce oWy . (=1)
g g
Le; € € € € z EEj
_ qyi=1 1 n n 1, ,yi=1 j#i
= T(~1) Wy Teeaw, (z wq...wl) Wo eeeWy (-1)
7
q €.
SR | € £ € £
= i=1 1 n n “1
Z{~1) Wy eeeWy (z wq..‘wl) W ee. Wy
£, € £ €
1 n n 1
=3 Wy TeelWy {z wq.‘.wl) W oeeeWy .

Cada sumando de la filtima expresidn tiene la misma componente

en L que el elemento 2z wq...wl. Obtenemos pues:

N(z} wq.,.wl = 20 Y s

con Yy componente de 2z WQ“‘WE en I, © equivalentemente:

v oW . #

I !
N(z) = 27 vy Wy q

Proposicidén 3.21. La componente y de z w_ w «-ow; en L puede

q g-1
expresarse en la forma siguiente: ‘
Yy = & (*1)6(0}  det c,
c

donde C recorre un subconjunto de submatrices k x k, con

n-q < k < n, de la matriz Mp + J, con:
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0 0 q

0 I n-q

Dicho subconjunto comprende todas las submatrices cuadradas C
de MP + J que contienen la submatriz de MP + J formada por las
n - g Gltimas filas y columnas y que cumplen las siguientes re
glas respecto de los indices 1 a g.

1) El nGmero de valores de i entre 0 y % - 1 tales que en C no
aparece ninguna de las 4 filas de Indices 4itl a 4i+4 de MP +J
coincide con el nlmero de valores de i entre 0 y % - 1 tales
que en C aparecen las 4 filas de Indices 4i+l a 4i+4.

2) Para cada valor de i = O,...% - 1, los indices de columnas
de MP +J tomadas para formar C, comprendidos entre 4i+l y 4i+4,
guedan determinados por los de filas en la forma siguiente:

a) Si entre los Indices de fila figura exactamente un valor en
tre’4;+l y 4i+4, entre los de columna figura el mismo.

b) Si entre los iIndices de fila figuran dos valores entre 4i+l
y 4i+4, entre las dos columnas figuran los otros dos valores
comprendidos entre 4i+l y 4i+4,

¢) Si entre los indices de fila figuran tres valores entre 4it+l
y 4i+4, entre los de columna figuran los mismos.

d) Si entre los iIndices de fila no figura ningin valor (resp.
figuran todos los valores) entre 4i+l y 4i+4, entre los de co-

lumna figuran todos (resp. no figura ninguno).

En cuanto a §(C), se tiene:

@1£
=

§(C)=

||l

§o (1)
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donde §C{i} = 0 en los casos a) y d)} y en el caso b) si ademés

los indices de fila son 4i+jl Y 4ifj2 con (jl, 32) =(1,2),

(2,3) 6 (3,4) ¥ 66(1} = +1 en todos los demis casos.

Para la demostracidn de la proposicidn utilizaremos los

dos lemas siguientes:

Lema 3.22. La componente en L del elemento de CL(QF):

vt v& * ¥ # V! tF * * ® ti te

1 %2 v g 2 31

con i, <i, <... <ik, jl €3, <eea<j, es igual a 0 si k # ¢ vy

es igual al menor de filas iy igseees i, v columnas Jy,35,e0003y

de la matriz MP si k = §.

57 Lenemos:

Demostracién. Por definicidn de los vectores v, y t}

Si k > 4, sustituyendo cada &§ por su expresidn en la base
(vly.*., vn}, en vil viz e vik tjz .as tjz tjl y desarrollando,
se obtiene que en cada sumando figura un producto de al menos
K- E“vi*s distintos. Por tanto, este elemento no tiene compo-

nente en L. 8i es k < 4, se obtiene el resultado en forma and-

loga escribiendo los vi en funcién de los tj'

Si es k = &, el elemento v, v

* * & v“ tt i*ﬁti t
1 1

i 3 3 i, €s
2 k k 2 i

igual a:



n
YV, V. .V, {2 d.. v.}...({
) k1= Ikt i

y su componente en L es:

BD A d

i . 4, Ve esV. V. s sV, v
cEs,k o(1}) 31

. 2 ewa 5 V. .
Y2 iowk B i igny T i@ o

g (-1)590@ 4 ;. a
06%4 to(u) 71

i

. 3 “en dn % ?
3.0,(2)32 lO’(k) Jy

es pues el menor de filas ii’ ‘iZ’”‘" ik ¥y columnas j}.’ §2,,..jk

de la matriz D = MP, #

Lema 3.23. Si M es una matriz nixn con coeficientes en un cuerpo

Ly Jk la matriz

0 0 k

g, o=
k 0 T n-k

el determinante de la matriz M +J, es igual a la suma de 1los
menores principales de M que contienen las k primeras filas y

columnas de M.

Demostraecidn., Se hace por recurrencia sobre n ~k, utilizando

propiedades elementales de los determinantes. #

Demostracidn de 3.21. Tenemos:

~145-~



= z "1 v “n W “n W "1 \
ZW...Wl— Vl .oon n o e o l ...Wl
€.=0,1
€ € € € _ e _*1 a+l alg-l)
= X vl :"...vnnwn n_“wq‘fllﬂwq e Wy (-1) 2
g =0,1 q
g(g-1)
=0 (4), es (1) % =1 .

can g;+1 € Z/2 Z y, por ser q

Utilizando la definicidn de los w, a partir de los ts da-
da en la proposicibén 3.19, obtenemos que el elemento z wq... Wy

es suma de términos del tipo:

V., ...V, (- T V., «eoV. tE. ..t ) t., ...ty
1y Tk gl < 3p<e..<dy; <0 N Jg Jp 31 Ptk F
con 1l < i <...«<ip<qg ylg<i' <...<i'y, <q. 81k=k',
la componente en L de este término es, por el lema 3.22, igual
a la suma, para g+l < jl <eos <j2 < n, de los menores de filas
il' "‘ik’ jl"“jjz, y columnas i'l,...i'k, jl"“jjz, de la ma-

triz MP. Si J es la matriz.

esta suma es igual al determinante de la submatriz de MP +J for-
mada por las filas il,...ik, qg+l,...n y columnas i'l,...i'k ’
g+l,...,n, por el lema 3.23.

Veamos ahora cuales son los términos con k = k'. Para ello
€_+1 €1+l

7., Wy

los distintos valores de €yr Egrecey eq. Teniendo en cuenta la

calculamos wq en funcidn de los vectores t, para

definicibén de los w (prop. 3.19) se obtiene que el elemento
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ggtl  egtl . e,*l gyl ,
W, Wa T W, Wy es igual a:
a) tj, si j es el Ginico elemento de {1,2,3,4} con aj = 1,
k) £ t

. b si e . = a do T j i, de 3

i }3, s s} 1 par s valores J;<jpde ] en
{1,2,3,4} , siendo Ja <j§ y'{ﬁif Gor 3g¢ jé} = {1,2,3,4}. EBl

signo es + si (jl' j2) = (1,2), (2,3) & (3,4), - en los demas

casos.

c} = t, t, t. sies e, = 1 para tres valores j, <j, <j, d
} is %3, 55, °F 3 p 3y €dy <3y de

j an {.lr213r4}q

d} té tz ?2 tz si es 33 = 0 para todo 3 = 1,2,3,4.

&) 1 si es aj = 1 para todo j =1,2,3,4.

Son v&lidos los mismos resultados sustituyendo cada j = 1,2,3,4

por 4i+3 para L = 1l,..., g -1,

4 g t1 sl%i
A partir de aqui, viendo cuando es el elemento wqq' ceaWy
q
producto de un nimeroc de vectores t iqual a I €;r se obtiene
i=1

el resultado enunciado en la proposicidn respecto a las reglas
de formacidén de las matrices C. Observando en que casos aparece

un signo -; se deduce el valor de écﬁi}‘ #

Podemos ahora dar explicitamente la solucidn del problema

de inmersidn en funcidn. de la matriz MP,

Teoremag 3.24, Sea (xl, Roreesy xn) una base de F sobre K. Sean

s, s, Sp
sif 525;*;g¢$n’@1€m83tﬁ de G talss que F = FwF Taees F o
sean todos -los conjugados.de F y sea M-la matriz de M, (L) defi-

nida por:

wy §T-



M= (x. ) 1<i

IA
foo

123

A
o]

Sea T la matriz de Qp, forma cuadritica traza de F|K, en la ba

se (xl, Koreaes Xn).

Si QF es equivalente sobre K a la forma cuadratica

2 2 2 2 2 - A
= - + + + + + =
Qq (Xl Xz Yoo, Xq} Xq+l ...¥X , con g 0 (4),
t
= F3 E- R :
sea P Mn(K) tal que P™ T P Sq, dénde Sq (sij) con
s,y = -1 , i=1,..., 9 ; Sii =+%+1, i=qg%1l,...,n ; Sij =0, 1i#3

y elegida tal que el elemento z de CL(QF) sea no nulo.
Entonces la soluci6én general al problema de inmersién dado

por G —— G = Gal(L|K) es:
L (VTv)

donde r € K* y vy es el elemento de L* dado por:

det C ?

dénde el subconjunto de submatrices de la matriz MP +J recorri-
do por C y el valor de §(C) son los determinados en la proposi-

cidn 3.22.

Demostracién. Por ser z no nulo, es invertible (3.10) y por tan

to N(z) es no nula. Teniendo en cuenta que es:

N(z) =20 vy w Woess W

1 q

{(3.20}, el elemento 2 v es la {inica coordenada no nula de N{z}
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€1 €2 €y 5 of
‘en la base {wi p Wy el W } ,=0,1 de CL(QF).-Por 3.15, Yo
y por. tanto vy, da una solucidén al problema de inmersién y la so

lucidn general es:

L(/Ty), con r € K*. #

Obsé&rvese que si g es 0, la expresidn del elemento y dada
en 3.24 se reduce a un fGnico sumando igual a det (MP +I). El
teorema 3.24 generaliza pues el 3.17 que daba la solucidn en el

caso en que Q. es equivalente a la identidad sobre K.

Caso R = Q.

Veamos ahora que, en el caso en que K es el cuerpo Q de
los racionales, el teorema 3.24 da en todos los casos la solu-
cién al problema de inmersidn.

En efecto, sean r,, r, > 0 talesque R E =R~ x C ",
Entonces ([S,] 3.4), son equivalentes:

;) dF = 1 y el problema de inmersidn es resoluble.

b) r, =0 (mod 4) vy QF equivalente sobre q a Qr , Siendo

2.
2 2 2 .2 2
— 3 . + " +.oo+ X .
Qrz (X] + X5 +...+ sz)»v. x,r2+1 o

Por tanto, si nos situamos en el caso dF = 1, un problema

de inmersidn:

QA — 0O

v
Qe
KA

1 —— {1}

v
|
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es resoluble si y s6lo si QF es equivalente sobre Q a la forma:

2 2 )

Q

con r, =0 (med. 4). Por tanto, la solucién viene dada explici-

tamente por el teorema 3.24.

Ejemplo.
Para el grupo de Mathieu Mlz,'Matzat y Zeh dan una realiza
cidén sobre @, especializando en valores entercs t = 1 (mod. 66)
una realizacidn de Mlz sobre Q(T) dada por un polinomio irredu-
cible de grado 12, de discriminante un cuadrado ([MA-Z]).
Haciendo operar M12 sobre las 12 raices del polinomio, o©ob-=

tenemos pues un morfismo:

e: MlZ — AlZ .

Sea © una raiz del polinomic en una claﬁsura algebraica Qq de Q.
Sea F = Q(@). Sea Q, la forma traza de F sobre Q. |
Tenemos w(QF) = 1 para t cumpliendo t > —197, t £ 1 (mod.4)
y dl(t) = 5ls t2 - 222 318 primo. Ademds, se tiene entonces
r, (t) =4 ([B-LL-V]).
Tenemos pues 12 = r, +2r, y'r1 = 4, por tanto r, =4y Qg

es equivalente sobre @ a la forma:

2 2

2 2
5 +o-.+ Xlz’

2 2
Q, = = (Xy +X5 +X5 +X5) + X

Si T es la matriz de QF en la base (1, 0,..., @ll) de F
sobre Q y 61 = 0, Oz,..., 912 son las 12 rafces del polinomio,

sea M la matriz dada por:

-150-



= (0.3 ~
M=l <5<

0 <3j<11.
Sea P una matriz de cambio de QF a Q4 sobre Q.
Aplicando el teorema 3.24, se obtiene el elemento Yy que da
la solucién al problema de inmersidSn como suma de los determi-
nantes de 14 submatrices de la matriz MP +J afectados de los

signos correspondientes.
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