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I N T R O D U e e ION 





El llamado problema de inmersión de la teoría de Galois 

tiene por datos un cuerpo K, un cuerpo L¡ extensión de Galois 

de K con grupo G finito, y una sucesión exacta de grupos fini-

tos: 

1 --Jo,. A -~)' E -~ G ---» 1 

A partir de estos datos, se plantea la existencia de un cuerpo 

M, extensión de Galois de L con grupo A, que sea asimismo exte~ 

sión de Galois de K con grupo E y tal que conmute el diagrama: 

E -----~> G 

Gal(M!K) ----~) Gal{L1K) , 

donde el morfismo de la fila inferior asocia a un automorfismo 

de M sobre K su restricción a L. 

Hasse (1948) generaliza la definición de extensión galo1 

siana de un cuerpo, mediante la introducción de las álgebras 

galoisianas y estudia el problema de inmersión admitiendo tam-
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bién álgebras galoisianas en las soluciones. Ikeda (1960) de­

muestra que, a partir de un álgebra galoisiana, que sea solu­

ción a un problema de inmersión con núcleo A abeliano, sobre 

un cuerpo de números K, puede construirse un cuerpo solución. 

Posteriormente, Hochsmann (1962) da la traducción del 

problema de inmersión a cohomología de grupos, en el caso en 

que el grupo A sea abeliano. Obtiene la obstrucción de la re-

solubilidad del problema de inmersi6n como un elemento del 

grupo de cohomología H2 (G,A). En su planteamiento, quedan in-

cluidas como soluciones las álgebras galoisianas. Con ello,c2 

bra mayor importancia el teorema de Ikeda, mediante el cual 

puede asegurarse que, si la obstrucción es nula, existe un 

cuerpo solución. Hochsmann y posteriormente Neukirch (1973) 

dan demostraciones del teorema de Ikeda utilizando cohomología 

de grupos. El segundo da un enunciado más general con condici2 

nes locales. Neukirch estudia asimismo la existencia de solu-

ciones al problema de inmersi6n, imponiendo condiciones sobre 

la ramificación y datos locales. 

Otro aspecto de1problema de inmersi6n es el de la cons­

trucci6n efectiva de las soluciones. Históricamente, el primer 

ejemplo es debido a Dedekind (1897) que construye una extensi6n 

de Q con grupo de Galois el grupo de los cuaterniones y conte­

niendo la extensión Q{J2,J:3). Witt (1936) generaliza la cons-

trucci6n de Dedekind a cualquier extensión bicuadrática de un 

cuerpo K de característica distinta de 2. Más concretamente, 

plantea el problema de inmersión dado por K, L = K(~/Ja2tJ.aj}, 
con al a 2a 3=1, Gal (L I K)~2Z/2.?Z x 1l/2 1l Y la sucesi6n exacta: 
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1 ._~) 2Z/2 2Z -.-,.) ?Z /2 2Z x 2Z / 2 ?Z ---) l, 

donde Ha es el grupo de los cuaterniones. Demuestra que la re 

solubilidad de este problema equivale a que la forma traza de 

la extensión bicuadrática LIK sea equivalente a la identidad 

sobre K. Verificada esta condición, construye explícitamente 

todos los'cuerpos solución a partir de un cambio de base que pa 

se de la forma traza a la forma identidad. 

Recientemente, Massy (19a6) estudia problemas de inmersión' 

sobre un cuerpo K de característica distinta de p y conteniendo 

las raíces pm_ ésimas.de.la unidad, con p primo, m.?;l, dadas por 

una extensión de Galois L de K, con grupo Gp ' abeliano de expo-
m nente p , y una sucesión exacta del tipo 

1 ---.l}o) ?Z / p ?Z )E--->~ -~) 1 • 

Obtiene fórmulas que permiten construir todos los cuerpos solu­

ción para cualquier problema de inmersión resoluble del tipo 

planteado, utilizando condiciones sobre el elemento de 

H2 (Gp, ?Z/p Z'Z) asociado a la extensión. 

Serre (1984) da una fórmula que permite el cálculo efecti 

vo de la obstrucción al problema de inmersión dado por: 

... 
1 -~) 2Z/2 2Z ---., G -~) G -~) 1, 

con G ~Gal(LIK) , donde K es un cuerpo de característica distin-
... 

ta de 2 , G un subgrupo del simétrico S' n y G la antiimagen de G 
~ 

en Sn' un cierto doble recubrimiento de Sn" Dicha fórmula da la 

obstrucción al problema de inmersión en función del invariante de 

Hasse-Witt de la forma cuadrática ~raza QF de FIK, subextensión 
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separable de grado n de L. Queda con ello generalizada la parte 

del resultado de Witt, citado arriba, relativa a la resolubili-

dad del problema. 

Utilizando la f6rmula de Serre, Vila (19&3) demuestra la 

resolubilidad sobre Q del problema de inmersi6n de la extensi6n 

central universal del grupo alternado ~, para infinitos valo­

res de n, construyendo para ello realizaciones adecuadas de An 
sobre Q. Posteriormente, Baye~,Llorente y Vila (1986) obtienen 

la.resolubilidad sobre Q del problema de inmersi6n dado por la 

única extensi6n no trivial con núcleo~/2 ~ del grupo de Mathieu 

M12 , partiendo de la realización de M12 sobre Q dada por Matzat 

y Zeh (1986). 

En esta memoria, estudiamos dos aspectos del problema de 

inmersión. El primero es la obtenci6n de soluciones con condi­

ciones de ramificaci6n. Para ello, nos resultará más provecho-

so plan~ear el problema de inmersión en el contexto más general 

de la teoría de esquemas. El segundo aspecto estudiado es la 

construcción explícita de soluciones y nuestro objetivo es ge­

neralizar la construcci6n citada de Witt a las extensiones pa-

ra las que es aplicable la f6rmula de Serre y con G subgrupo 

del alternado A • n 

La memoria está subdividida en tres capítulos. 

En el capítulo I, se revisa primeramente la teoría de 

Galois sobre esquemas. Obtenemos que todo recubrimiento prin­

cipal de un esquema conexo X es suma directa de recubrimientos 
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galoisianos de x, isomorfos {prop. 1.7}, generalizando así el 

resultado de Rasse de que toda K -álgebra galoisiana es su­

ma directa de copias isomorfas de un cuerpo extensi6n de Ga-

10is de K. 

El estudio del concepto de recubrimiento universal de un 

esquema conexo nos permite plantear el problema de inmersión 

sobre esquemas. Traduciendo a este lenguaje el problema de in­

mersión sobre un cuerpo de números, con conjunto de ramifica­

ci6n prefijado, se observa que la obstrucción a la resolubili­

dad de este problema viene dada por un elemento de un.grupo de 

cohomología étale. Esto nos permite obtener condiciones para 

que, de la resolubilidad de un problema de inmersión sobre un 

cuerpo de números K, dado por una extensión central con núcleo 

abeliano, pueda deducirse la existencia de soluciones, con con 

junto de ramificación prefijado. Dichas condiciones se expre­

san en términos de número de clases de ideales del anillo de 

enteros de K (teorema 1.20 y corolario 1.21). 

Abordamos, en el capítulo II, una generalización del te2 

rema de Ikeda, mencionado arriba. Concretamente, para un pro­

blema de inmersión sobre un cuerpo de números y dado por una 

extensión con núcleo abeliano, nos planteamos si es posible 

construir, a partir de un álgebra solución, un cuerpo solución, 

sin aumentar el conjunto de ramificación. Para ello, estudia­

mos previamente la variedad de las soluciones a un problema de 

inmersión sobre un cuerpo. En el caso de unaextensión central, 

damos una·respuesta afirmativa al problema planteado {teore~ 
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ma 2.8). 

Posteriormente, recordamos una formulación clásica de la 

obstrucción a problemas de inmersión con núcleo~/p~, con p 

primo, sobre un cuerpo K de característica distinta de p y con 

teniendo las raíces p-ésimas de la unidad. Para p=2 y una ex­

tensión a la que sea aplicable la fórmula de Serre, menciona-

da anteriormente, relacionamos ambas formulaciones de la obs-

trucción. Estos resultados se usan en el capítulo III. 

El objetivo del capítulo III es construir explícitamen-

te las soluciones al problema de inmersión, sobre un cuerpo 

K de característica distinta de 2, dado por extensiones a las 

que es aplicable la fórmula de Serre y en el caso en que G 

está incluido en el alternado An' Estas son extensiones del 

tipo 

1 ~~/2 ~ --4' G 
~ -con G antiimagen de G en A . 

n 

--+~G~1, 

Se observa que se obtienen todas las soluciones al pro­

blema de inmersión, a partir de una dada. Realizamos la cons­

trucción de una solución, obteniéndola en términos de la nor-

ma espinorial de un elemento del álgebra de Clifford de QF 

(teorema 3.15). En el caso en que QF sea equivalente sobre K 

a la identidad, obtenemos la expresión explícita de la solu-

ción en funci6n de un cambio de· base que pase de QF a la for­

ma cuadrática identidad (teorema 3.17). Este caso incluye el 
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del problema de inmersión estudiado por Witt, explicado más 

arriba <[5 3]3.2>. Se comprueba que, para este caso, la solu­

ción obtenida coincide con la dada por Witt. Más generalmente, 

si 0p es equivalente sobre K a una forma cuadrática del tipo 

2 2 2) x2 + + x2 ° = - (X + X2 + ••• + X + '+1 ••• q 1 q q n 

obtenemos también la expresión explicita de la solución, en 

este caso, en función de un cambio de base que pase de Qp 

a Qq (t~oreina 3.24). ·Se observa que, para un problema 

de inmersión resoluble sobre Q, se verifica siempre que QF es 

equivalente sobre Q a la identidad o a una forma cuadrática 

del tipo 0q" Con estos resultados, damos respuesta a la pre­

gunta formulada por 5erre ([53] 3.2. Remarque) 1 que plantea 

el extender la construcción de Witt a otros casos. 

De los resultados citados que se encuentran en la lite-

ratura, damos una referencia explicita. 

Finalmente, deseo expresar mi agradecimiento a la Dra. 

Pilar Bayer por la orientación, el estimulo y la valiosa ay~ 

da que me ha procurado constantemente durante la realizaci6n 

de este trabajo. 

Quiero también agradecer al Profesor Jürgen Neukirch 

la amable atención que me dedicó durante su estancia en Bar-

celona, así como sus indicaciones sobre la generalización del 

teorema de Ikeda. 

A mis compañeros de la Cátedra de Matemáticas de ta 
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E.U.A.T.B. y, en especial, al Dr. Erancesc Panyella, les agra 

dezco el haberme facilitado la dedicación a este trabajo y el 

apoyo recibido de todos ellos. 
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CAPITULO I 

EL PROBLEMA DE INMERSION SOBRE ESQUEMAS 





Este capítulo se inicia con una revisi6n de la teoría de 

Galois sobre esquemas. Se estudian particularmente las nociones 

de recubrimiento principal y recubrimiento galoisiano de un es­

quema conexo. En el caso en que el esquema base sea X = Spec K, 

con K cuerpo, tales conceptos se corresponden con las nociones 

clásicas de álgebra galoisiana (en el sentido de Hasse) y de 

extensi6n galoisiana de K, respectivamente. 

A continuaci6n, formulamos el problema de inmersión de 

la Teoría de Galois en el contexto de la teoría de esquemas.El 

lenguaje introducido permite dar un tratamiento unificado del 

problema de inmersión usual sobre cuerpos y del problema de in 

mersión con condiciones de ramificaci6n prefijadas. 

Corno resultado final del capítulo, veremos bajo que con­

diciones de la resolubilidad de un problema de inmersi6n puede 

deducirse la existencia de una soluci6n con conjunto de ramifi­

cación prefijado. 

Para las definiciones y notaciones de teoría general de 

esquemas que usaremos ver [G-n1. 
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§l. TEORIA DE GALOIS SOBRE ESQUEMAS 

El concepto básico de la teoría de Galois sobre esque-

mas es el de recubrimiento principal. Para introducirlo, se 

necesitan varias definiciones previas. 

Un morfismo de esquemas f: Y --~, X de tipo finito se 

dice que es no ~amifioado en yEY si ~y~X~Y es extensión fini 

ta y separable de K(X) I para x = f(y). Se dice que es no rami 

fioado si es no ramificado en todo punto y de Y. 

P~oposici6n 1.1. ([MJ I 3.2). Sea K un cuerpo, B una K-álgebra 

finita. Entonces el morfismo Spec B --~) Spec K es no ramifica 

do si y sólo si B es K-álgebra separable (es decir suma direc­

ta de cuerpos, extensiones separables de K). # 

Un morfismo y --~) X se llama étaZe si es plano y no ra 

mificadoi se llama reoubrimiento étaZe si es étale y finito. 

Sea Y .un esquema, G un grupo finito operando sobre Y por 

automorfismos, por la derecha. Para todo esquema Z, G opera por 

la izquierda sobre el conjunto Hom(Y,Z). El conjunto Hom(y,Z)G 

de morfismos invariantes por G depende funtorialmente de Z. Pa 

ra un esquema X y un morfismo p: Y --~) X invariante por G, se 

dice que (X,p) es esquema cociente de Y por G si, para todo Z, 

la aplicación: 

G 
-----'1) Hom (Y I Z ) Hom ,eX,Z) 

g r---------~) gp 
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es biyectiva. Entonces los funtores Z t--'" Hom(X,Z) y Z ~ Hom{y,Z)G 

son i.somorfos y se dice que el segundo es representable. 

El esquema cociente de Y por F esta determinado salvo isomor 

firmo y se indica por Y/G. 

Ppoposiaión 1.2. <[G} V 1.3-1.4}. Sea Y un esquema con grupo de 

automorfismos finito G, p: Y » X un morfismo afín invariante 

por G tal que bx ~ P*(&y)G. Entonces X es esquema cociente de 

y por G •. Además, para cada abierto U de X, U es cociente de 

p-l(U) por G .. 

En particular, si B es anillo y G opera sobre B por la iz­

quierda, Spec(sG} es esquema cociente de Spec B por G. # 

Ppoposiaión ~.3. ([G} V 1.9). Sea Y un esquema con grupo de autg 

morfismos finito G tal que existe X = Y!G y es esquema sobre Z. 

Consideramos el cambio de base: 

Z I - ') Z. Sean: 

XI = X X Z' 
Z 

, y' = y x zt . 
Z 

Se tiene que G opera sobre y. y p' : y. -~.> X' es invariante •. 

Si Z' es plano sobre Z, entonces existe yJjG y se cumple 

(Y x Z'}jG ~ (Y / G) x Zl. # 
Z z 

Si G es un grupo finito operando por la derecha sobre el 

esquema Y, se llama gpupo a~ descomposición de y E Y al estabili 

zador Gy de y. Este grupo opera cari6nicamente (por la izquierda) 
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sobre elcuerpo residuo K(y). Se llama grupo de ineraia de y 

al subgrupo Iy de G.y de los elementos que operan trivialm.ente. 

Proposiaión 1.4. ([G] V 2.3). Sea X localmente noetheriano, 

y > X finito con las condiciones de la proposición 1.2. 

Entonces si Iy se reduce al neutro, Y es étale sobre X en y. # 

De aquí en adelante, al escribir Y/G, supondremos hecha 

la hipótesis de que existe el esquema cociente de Y por G. 

Proposiaión 1.5. ([G] V 2.4) Sea Y conexo, G fiel sobre Y. 

Para que p: Y --~> X = Y/G sea étale es necesario y suficien-

te que los grupos de inercia de los puntos de Y se reduzcan 

al neutro. Si es así, G se identifica con el grupo de todos 

los X-automorfismos del X-esquema Y. # 

Dados un esquema X y un conjunto E finito, se define 

el esquema XxE como suma directa de la familia (Xi)iEE de es 

quemas idénticos a X. Si G es un grupo operando sobre E por 

la derecha, entonces G opera también por la derecha sobre 

XxE (operando sobre el segundo factor) y se verifica 

(X x E)/G = X x(E/G) • 

Se llama X-esquema aon grupo G de operadores triviaZ 

a un X-esquema isomorfo al esquema XxG, donde G opera sobre 

el segundo factor por traslaciones por la derecha. 
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Un recubrimiento principaL con grupo G (finito) de un es 

quema localmente noetheriano X es un X-esquema, Y P)' X, sobre 

el que opera G por automorfismos por la ~erecha, cumpliendo las 

condiciones equivalentes: 

i) Y es finito, los grupos de inercia de los puntos de Y se re 

ducen al neutro y X = Y/G. 

ii) existe un cambio de base fielmente plano y casi compacto 

Xl ~ X tal que Y 1 =:.y x Xl es un Xl -esquema con grupo de 
X 

operadores trivial, 1 i.e. isomorfo a Xl x G. 

Llamaremos recubrimiento gaZoisiano de un esquema conexo 

a un recubrimiento pri~cipal conexo. 

Proposición 1.6. Sea X un esquema conexo. Sea Y ~ X un recu-

brimiento galoisiano con grupo G , H un subgrupo de G. 

Entonces: 

1) Existe Y/H y y --~) Y/E es recubrimiento principal con gru-

po H. 

2) Si H <1 G , Y/E -~,. X es recubrimiento principal con grupo 

G/H. 

Demostración 1) Por ser X = Y/G y H subgrupo de G, existe 

Y/H ([G] V 1.7). Por ser Y ---"', X étale y finito, Y/H -----iI> X 

es étale y finito ([G] V 3.4). Ahora por ser Y --~) X e Y/H ~ X 

finitos, Y ---+) Y/E es finito. 

Para ver que los grupos de inercia se reducen al neutro, 

basta observar que se tiene Hy e Gy para los grupos de descom­

posición. 
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2} Supongamos H 4 G. Por ser Y -~) X recubrimiento principal 

con grupo G, existe un cambio de base plano X' -.-.,., X tal que: 

y' = y x X' ::. X I X G. 
X 

Entonces por la proposición 1.3, tenemos: 

(Y/H) X XI :: (Y x X') / H. 
X X 

Ahora, 

(Y x Xl) /H :: (Xl X G) /H:: XI x (G/H) I 

por tanto, Y/H es recubrimiento principal de X con grupo G/H. # 

Veamos ahora que todo recubrimiento principal no conexo 

de un esquema conexo es suma directa de recubrimientos galoi-

sianos isomorfos. 

Proposiaión 1.7. Sea X un esquema conexo, Y p .,. X un recu-

brimiento principal con grupo G (finito). Entonces si Y es 
o 

una componente conexa de Y, Yo - )1 X es recubrimiento galoi-

siano con grupo G = {gEG / y g = Yo} y se tiene un isomorfis o o 
mo de X-esquemas: 

donde G/Go es el conjunto de clases laterales por la derecha. 

Demostraaión. Sea Yo una componente conexa de Y, sea 

Go= {gEG / Yog = Yo}· Sea s EG-Go ' entonces Yos es una compo­

nente conexa de Y, y tenemos: 
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G a:={gEG! (Y S)g= Y S}~ S-lGOS. 
V.o . o o 

Veamos que todas las componentes conexas de Y son de la 

forma Yos, para algún s de G. Sea e una componente conexa de Y. 

Si e na es del tipo Y s, ninguna de sus a 
con Yo de Y , ya que si fuera así, tendríamos 

o -1 
y por tanta eS = Yo. Sea y un punto de e , x = p{y). Par ser 

y ~ X finito, existe un entorno afín U = Spec A de x, tal que 

-1 V = P (U) = Spec B, con B A-álgebra finita (es decir finito-

G generada como A-módulo). Entonces U = V!G, es decir A = B • 

Las componentes conexas de V son la intersección de V con las 

componentes conexas de Y. Por otra parte, son de la forma Spec B., 
~ 

con B. álgebra sin idempotentes, para B = $ B. una descomposi-
~ ~ 

ción de B. Sea V = Spec B = C n V. Si UV s ~ V entonces o o o r , 

fflBos ~ B. Sea e el idempotente primitivo de B tal que Be=Bo ' 

entonces el elemento Ze
s 

es invariante por G y no está en 
sEG 

A. Se llega pues a contradicción. 

Definimos el morfismo: 

Yo x (G ! Go ) - ., y 

(y I Gos) )o yS 

Es isomorfism9 de X-esquemas y G-morfismo. 

Veamos que Yo ----:,. X es recubrimiento principal con grupo 

Go • El morfismo Y ----:,. X es finito por serlo Y ~ x. Comprobe 
o -

mos que X es esquema cociente de Yo por Go • Sea Yo ~ Z un mo~ 

fismo de esquemas invariante por Go • Entonces la composición 

y e Y X (G/G) ---:¡.Y >Z, 
O O O 
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donde el primer morfismo es la proyección sobre el primer fa~ 

tor, es invariante por G. Por tanto, por ser Y/G ~ X, existe 

un morfismo X --,. Z tal que 

conmuta. Entonces, en el diagrama: 

I~ 
y ----t Z 

t/ 
X 

el triángulo inferior conmuta. Finalmente Yo --~) X es étale 

por serlo Y :::: Yo x(G/Go) ----.,. X. Por ser Yo conexo, los grupos 

de inercia de los puntos de Y se reducen pues al neutro {prop. o 

l.S}. # 

Proposiaión 1.8. Sean G un grupo finito, Go un subgrupo de G, 

X un esquema conexo, localmente noetheriano, y ~ X un recu-

brimiento principal con grupo Go ' 

Entonces, Y X(G!Go) -~ X es recubrimiento principal 

con grupo G, donde G/Go es el conjunto de clases laterales por 

la derecha. 

Demostraaión. Definimos la acción de G sobre Y x(G!Go) en la 

forma siguiente: 
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Par ser Y -~) X recubrimiento principal con grupo Go I 

existe un cambio de base X'--~) X, fielmente plano y casi-com 

pacto, tal que Y x X' ~ X' x Go ' Por tanto tenemos 
X 

(Y x(G/Go»x X'=(Y x xt)x(G/Go) ~ X'x Go x {G/Go> ~ X' x G, 
X X 

es decir, Y x(G/Go) -~ X es recubrimiento principal con grupo 

G. # 

Enunciando conjuntamente las proposiciones 1.7 y 1.8, se 

obtiene que, dados un esquema X y un grupo G finito, hay una c~ 

rrespondencia 1-1 entre recubrimientos principales de X con gr~ 

po G Y recubrimientos galoisianos de X con grupo un subgrupo de 

G. 

Si X=Spec K, con K cuerpo, un recubrimiento galoisiano Y 

de X con grupo G es de la forma Y = Spec L, con L cuerpo exten 

sión de Galois de K con grupo G. En efecto, por ser Y ) X 

finito y X afín, Y es afín y basta aplicar la proposici6n 1.1 

para obtener que L es extensión separable de K. Además, por ser 

G X conexo, L es cuerpo. Por la proposición 1.2 se tiene K = L . 

De la proposición 1.7 puede entonces deducirse que un 

recubrimiento principal Y de X=Spec K con grupo G es de la for 

roa Y=Spec B, con B K-álgebra, suma directa de cuerpos isomorfos 

a una extensión de Galois LIK con grupo GO' grupo de descomposi 
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ción de un primo de E, y conjugados por un elemento de G. De 

1.8 deducimos que, dada una extensión de Galois LIK con grupo 

GO' subgrupo de G, pOdernos construir un álgebra B tal que Spec B 

es recubrimiento principal de Spec K con grupo G. 

En este caso, se recupera un resultado de Hasse ([H]§l). 

Hasse define un álgebra galoisiana sobre un cuerpo K, con gru­

po G como una K-álgebra B, finita, separable y tal gue G opera 

sobre B por K-automorfismos de manera que B es isomorfa como 

G-módulo a KeGl. Aplicando de nuevo la proposición 1.1 y que un 

morfismo finito es afín, se obtiene que las K-álgebras finitas 

y separables se corresponden unívocamente con los recubrimien 

tos étales de Spec K. Ahora, si B es K-álgebra finita separable 

e Y = Spec B, los puntos y de Y están en correspondencia uno a 

uno con las componentes L.de la descomposición de B en suma di 

recta de cuerpos. El grupo de descomposición de y es el subgru 

po Go de G formado por los elementos que dejan fijo L. La con­

dición de que B sea isomorfa a K[G] corno G-m6dulo equivale en­

tonces a que los grupos de inercia de los puntos de Y se reduz 

can al neutro y a que sea K = BG, es decir Spec K = Y/G. Por 

tanto, la noción de K-álgebra galoisiana se corresponde con la 

de recubrimiento principal de Spec K. 

Hasse demuestra que cada álgebra galoisiana B, sobre un 

cuerpo K, con grupo G, contiene un cuerpo L, extensión de Ga-

lois de K con grupo un subgrupo G de G y que B es suma direc o 
ta de cuerpos isomorfos a L y conjugados por un elemento de G. 

L se llama cuerpo núcleo del álgebra galoisiana B y está deter 

minado salvo conjugación. Asimismo, Hasse demuestra que, dados 
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un cuerpo K y una extensi6n de Galois L de K con grupo de Ga:-~ 

10is Go ' subgrupo de un grupo G, puede dotarse a LxG/Go de es 

tructura de K-álgebra galoisiana con grupo G. 

Introducimos a continuaci6n la noci6n de recubrimiento 

universal de un esquema conexo. 

Sean X un esquema localmente noetheriano y conexo, x un 

punto geométrico de X. Sea e la categoría de los recubrimien-

tos étales y de X. Para un objeto Y de e, definimos: 

F(Y)= conjunto de puntos geométricos de y sobre x. 

F es un funtor de e en la categoría de conjuntos finitos. 

F es pro-representable, es decir existe un sistema proyectivo 

ordenado filtrante (Pi)iEI de objetos de e de manera que se 

cumpla: 

F(Y)= lim 
i > 

Bom (P."Y), e ~ 

isomorfismo de funtores dado por (f 4 ) )-~ (f. o p.), para 
.Jo. ~ J. 

f. EBom (P.,Y), y donde (Pi) es un elemento fijado de 1im' F(P t ). 
~ e ~ ~ 

Se llama recubrimiento universal de X en el punto x al ~sis 

tema proyectivo P=(P.) 'eIo Es un pro-objeto de la categoría e. 
~ 1:, 

Los recubrimientos galoisianos forman un sistema cofi-

na1 en el sistema de los Pi' y se verifica: 

Aut P = ,1:im Aut Pi' tomando límite sobre los Pi galoi 
~ 

~ 

sianoso Aut P es pues un grupo pro-finito. Se define el grupo 

fundamental de X en el punto x como el grupo opuesto de Aut P. 

Opera pues sobre P por la derecha. Se indica por ~l(X,x). 
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Partiendo de puntos geométricos distintos, se obtienen r~ 

cubrimientos universales isomorfos (corno pro-recubrimientos ét~ 

les de X) y grupos fundamentales isomorfos. Definirnos X, recu-

brimiento universal de X, como pro-recubrimiento étale de X iso 

morfo a los P y GX' grupo de Galois absoluto de X corno isomor 

fo a los ~1 (X,x). 

Hay una equivalencia de categorías de e en la categoría 

de conjuntos finitos sobre los que Gx opera en forma continua 

dada por 

y 1-1 -?) Hom (P, Y) = lim 

i 
,. H om (P., Y) • 

~ 

En el caso de los recubrimientos principales, se obtiene que 

dar un recubrimiento principal Y de X con grupo G y un punto y 

de F(Y) equivale a dar un morfismo 

'(): '!T
1 

(X,x) -~) G • 

'!T 1 (X,x) opera sobre G a través de '() por traslaciones por la iz 

quierda y, haciendo corresponder el punto y fijado al neutro de 

G, se tiene 

Hom (P,Y) = F(Y) = G. 

El recubrimiento principal Y es conexo si y sólo si '() es epimoE 

fismo y entonces se tiene: 

Autx Y = Hom (P,Y) = F(Y) = G • 

Si Y es un recubrimiento principal de X con grupo G, no conexo, 

e Yo es la componente conexa del punto y fijado, Yo es recubri­

miento galoisiano de X con grupo GO' subgrupo de G (cf. 1.7). 

Entonces la imagen del morfismo: 
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<.p: 1T 1 (X, x) -----+> G , 

correspondiente al par (Y,y), es Go .; haciendo corresponder 

el punto y al neutro de Go ' tenemos: 

Go = F(Yo) = AutxYo ' 

Veamos ahora cual es el grupo fundamental del espectro 

de un cuerpo y de un esquema normal. 

Proposioión 1.9. ([G] V 8.1). Sea X = Spec K, con K cuerpo y 

sea n una extensi6n algebraicamente cerrada de K, sea x el pun 

to geométrico de X que define. Sea K la clausura separable de 

K en n. Entonces existe un isomorfismo can6nico de 1T 1 (X,X) en 

el grupo de Galois de K sobre K. # 

Más generalmente,tenemos: 

Proposioión 1.10. ([G] V 8.2). Sea X un esquema conexo, local­

mente noetheriano y normal, sea K = K{X) su cuerpo de funciones, 

sea n una extensi6n algebraicamente cerrada de K(X) que defi-

ne un punto geométrico x' de X' = Spec K{X), y un punto geomé 

trico x de X. Entonces el morfismo: 

1T 1 (X' IX') ---'> 1T 1 (X, x) 

es exhaustivo. Identificando 1T 1 (X' ,x') con Gal(KIK) I grupo de 

Galois de la clausura separable K de K en ni el núcleo del mor 

fismo anterior se corresponde por la teoría de Galois con la 

subextensi6n de KIK, compuesta de las extensiones finitas de 

K en n, no ramificadas sobre X. # 
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Como consecuencia de esta proposición, y teniendo en cuen 

ta que los Y -~ X galoisianos se corresponden unívocamente 

con los cocientes finitos de ~1 (X,x), se obtiene que, para un 

esquema conexo, localmente noetheriano y normal, con cuerpo 

de funciones K, las extensiones de Galois de K no ramificadas 

sobre X se corresponde con los recubrimientos galoisianos de 

X. 

M~s concretamente, si X es un esquema conexo, localmen-

te noetheriano y normal, Y p > X un recubrimiento galoisiano 

de X, con Y normal, K(X) y K(Y) los cuerpos de funciones de X 

e y respectivamente, K(Y) IK(X) es extensión de Galois con gr~ 

po G. En efecto, por ser Y ~ X no ramificado en el punto g~ 

nérico de Y, se tiene K(Y) IK{X) extensión finita y separable. 

Además para cada abierto afín U=Spec A de X se tiene p-1(U) = 

=Spec B con B tal que BG= A (prop. 1.2) I Y por ser K{Y) y K(X) 

cuerpos de fracciones de B y A respectivamente se tiene 

K(y)G=K(X) • 

Veamos ahora la construcción inversa para un caso partic:g 

lar de esquema normal que utilizaremos más adelante. Sea e un 

anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, S un conjunto 

finito de primos de e=eK, L/K una extensión de Galois con gr~ 

po G, no ramificada fuera de S. Entonces, X=Spec eK-s es abieE 

to de Spec eK y por tanto tiene estructura de esquema. Sea S' 

el conjunto de primos de eL' anillo de enteros de L que con­

traen a primos de S. Entonces Y = Spec eL-sI tiene estructura 

de esquema, corno abierto de Spec eL" Tenernos que Y ~ X es 

recubrimiento de Galois con grupo G. En efecto, se cumple 
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eL
G = eL nK = eK, por tanto, por ser X abierto de Spec BK e Y 

la antiimagen de X en Spec eL se tiene X = Y!G (prop 1.2) • 

Además, por ser LIK no ramificada sobre X los grupos de iner­

cia de los puntos de Y se reducen al neutro. 

Proposición 1.11. Sea X un esquema localmente noetheriano, cone 

XO,Y -~X un recubrimiento galoisiano con grupo G. Sea x un 

punto geométrico de X, sea y el punto de Y sobre x. determina­

do por el neutro de G. Entonces se tiene una sucesión exacta: 

---')o) 1T 1 (X 1 x) -~ G --.,. l. 

Demostraaión. Al recubrimiento galoisiano Y ~ X, le corres-

ponde un epimorfismo: '!Tl(X,x) ~ G, Y se tiene G~ Hom{P,Y)=F(Y). 

El neutro de G determina un punto geométrico y sobre x. El nú­

cleo está formado por los elementos de 'lT1(X,x) que son Y-morfis 

mos y dejan fijo y. Por ([G] V 6.13) se tiene un monomorfismo 

'!TI (y ,y) ) 'lfl (X,x), cuya imagen es el abierto de 1T 1 (X,x) fer 

mado por los elementos sobre Y que dejan fijo y. # 

§2.PLANTEAMIENTO DEL PROBLE~1A DE INMERSION 

Procederemos ahora a dar el enunciado del problema de in 

mersión en el contexto general de la teoría de esquemas. Sea X 

un esquema conexo, localmente noetheriano. Un probZema de in­

mersión sobre X viene dado por los siguientes datos: 
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1) un recubrimiento galoisiano Y --~~ X con grupo Gfinito. 

2) una sucesión exacta de grupos finitos: 

(E): 1 -~ A ~ E ~ G ~ 1 • 

Llamaremos soluaión al problema de inmersión a un esque-

ma Z, cumpliendo las condiciones: 

1) Z 
Px 
-~ X es recubrimiento principal con grupo E. 

2) Z 
Py 

, y es recubrimiento principal con grupo A. 

3) El morfismo F(py): F(Z)=Hom(X,Z) -~ F(Y)=Hom(X,y) 

dado porpy , hace conmutativo el diagrama: 

--jl.-_~) G 

zi F (py) 
F(Z) ) F(Y) • 

Damos ahora un enunciado alternativo del problema de inmer 

sión en términos de morfismos. de gruPQs. 

Sea X un esquema conexo, localmente noetheriano, Gx su 

grupo de Galois absoluto. Plantear un problema de inmersión s2 

bre X es dar un epimorfismo ~ de Gx en un grupo finito G y una 

sucesión exacta de grupos finitos. 

1 
i 

-~) A -----....iJ» E j 
--""---t) G -~) 1 I 

es decir un diagrama del tipo: 

1 

Llamaremos soluaión al problema de inmersión a un morfis 

mo 1/>: Gx ---> E , que haga conmutativo el diagrama 
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Veamos que los dos enunciados son efectivamente equiva-

lentes. Sea Z una solución al problema de inmersión en su pri 

mera forma. Sea z E F(Z)= Hom(P,Z) el elemento correspondiente 

al neutro de E, sea y EF(Y)= Hom(P,Y) el elemento correspon-

diente al neutro de G. Entonces por la condición 3), tenemos 

que el morfismo de F (Z) en F (Y), inducido por p. : Z ,. Y, 
Y 

envia z a y, es decir que es conmutativo el diagrama: 

>~IY 
Z y) y 

Aplicando el funtor F, obtenemos el diagrama conmutativo: 

E=F(Z) --~)o·G = F(Y) , 

por tanto F(z) es solución al problema de inmersión en su se-

gunda forma. 

Recíprocamente, sea ~:G -~ E un morfismo solución al 
X 

problema de inmersión en su segunda forma. Dar ¡P equivale a dar 

un recubrimiento principal Z ~ X, con grupo E = F(Z). Tenernos 

el diagrama conmutativo: 
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/Ix~ 
E =: F (Z) J) G = F (Y') 

y la flecha horizontal da un morfismo Z ~ Y', por la equiva­

lencia de cat.egorí.as.. Sea x un punto geométrico de. X, sean y 

el punto geométrico de Y sobre x correspondiente al neutro de 

G, z el punto geométrico de Z sobre x correspondiente al neutro 

de E. Entonces el nücleo del morfismo F(Z) -~ F(Y) está fOE 

mada por los puntos geométricos z de Z sobre y. Por ser Gy el 

núcleo de. tp: GX -~) G, tenemos un morfismo: 

Gy ) {puntos geométricos de Z sobre y} = A, 

por tanto Z ~ y es recubrimiento galoisiano con grupo A. 

El esquema Z es pues solución al problema de inmersión en su 

primera forma. 

Además, los esquemas conexos soluci6n se 'corresponden 

con los epimorfismos solución. 

Llamare.mos so'/..uaiÓn propia del problema de inmersión a 

una solución que sea un esquema Z conexo o, equivalentemente, 

un rnorfismo W exhaustivo. Llamaremos sotuaión impropia a una 

soluci6n que no sea propia. 

Caso particular: Problema de inmersión sobre un cuerE2 

En el caso en que el esquema X es el espectro de un cuar 

po K, hemos visto (cf. §l) que un recubrimiento galoisiano de 

X con grupo G es de la forma Spec L, con L cuerpo extensión de 

Galois de K con grupo G y que un recubrimiento principal de X 
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con grupo G es de la forma Spec S, con S-álgebra galoisiana so 

bre K con grupo G. 

Entonces, plantear un problema de inmersión con los datos: 

y. == Spec L -~ X == Spec K ¡ G ; CE} : 1 -~ A ---+ E ---.,. G ~ 1 

equivale a plantear el problema de inmersión clásico de la teo­

ría de Galois con los datos: 

L IK ¡ G, (E) • 

Una solución propia es un cuerpo M, extensión de Galois 

de L con grupo A que sea asimismo extensión de Galois de K con 

grupo E Y tal que el morfismo Gal(MIK) --~, Gal(L!K), que, a 

un automorfismo de M sobre K, asocia su restricción a L, haga 

conmutativo el diagrama: 

E - ;, G 

14' 12. 
Gal(MIK)-~ Gal(L!K) • 

Obs~rvese que, si K es una clausura separable de K, se tiene 

Gal(MIK)== HO~(M,K) y Gal(LIK) == HOmx(L,K). 

Una solución impropia al problema de inmersión planteado 

es una L-álgebra galoisiana B con grupo A, que sea asimismo 

K-álgebra galoisiana con grupo E y tal que el morfismo : 

HOmx (B ,i<). ~ HOnx (L,ib: que I a un morfismo de B en una clau­

sula separable K de K, le asocia su. composición con la inclu 

sión L -~) B, haga conmutativo el diagrama 

---~) G 

l~ 

Obsérvese que, si planteamos el problema de inmersión en 
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su segunda forma y ~:GK -~ E es un morfismo solución, la ex 

tensión de K correspondiente a Ker ~ es el cuerpo solución, si 

~ es exhaustivo y el cuerpo núcleo del álgebra solución, si ~ 

no es exhaustivo. 

Más en general, sean eK y eL anillos de Dedekind de cuer 

pos de fracciones K y L respectivamente y tales que LIK es ex­

tensión de Galois con grupo G finito, no ramificada fuera del 

conjunto S de primos de 0K. Sea S' el conjunto de primos de 

eL que contraen a primos de S. 

Entonces 

y = Spec 0 -S' 
L 

----~) X = Spec e -S 
K 

es recubrimiento galoisiano con grupo G, como habíamos visto 

a continuación de 1.10. 

Plantear un problema de inmersión con los datos: 

(E): 1 ---.,. A ~ E ---" G ~ 1 

equivale entonces a plantear el problema de inmersión. con los 

datos: 

L I K; G; (E) 

y la condici6n adicional de que las soluciones sean no ramifi 

cadas fuera de S. Más concretamente, a una solución propia H, 

le exigimos que la extensión MIK sea no ramificada fuera de S, 

a una soluci6n impropia B le exigimos que su cuerpo núcleo 

{o, equivalentemente, cada uno de los sumandos isomorfos de 

su descomposición en suma directa de cuerpos} sea extensión 

de K, no ramificada fuera de S. La solución propia M o, en su 
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caso, el cuerpo núcleo de la solución impropia B, será la sub­

extensión de KS , máxima extensión separable de K, no ramifica-

da fuera de S, correspondiente al núcleo del morfismo 

S $: GK ---7 E, solución al problema de inmersión en su segunda 

forma. 

§3. TRADUCCION COHOHOLOGICA DEL PROBLEMA DE INMERSION 

Cohomología étale 

La topoZogta étaZe de un esquema X es la categoría Xét 

de los morfismos étales U -~ X. Se consideran estos morfis-

mos como abiertos de X. Dados U ---')o X, V -~ X étales, 

u x V ~ X juega el papel de la intersecci6n. 
X 

Un recubrimiento étale de un X-esquema U )o X es una 
~ . 

familia {Ui ~ ~ U} de'morfismos étales de X-esquemas, exhaus-

tiva, es decir, tal que U = U</>. (U. ) . - ~ ~ 

Un prehaz abeZiano étaZe sobre X o un prehaz abeliano 

sobre Xét es un funtor contravariante: 

F : Xét ----'J» (ab) 

de la categoría Xét en la categoría de grupos abelianos. El 

funtor F asocia a cada U ~ X étale un grupo abeliano F(U) , 

el grupo de secpiones de F sobre U; para cada morfismo en 

Xét : V -~ U se tiene un morfismo resv,U : F (U) ., F (V) . 

Un morfismo f: F ~ G de prehaces étales abelianos so-

bre X se define ano un morfismo de funtores contravariantes. 
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Para cada U ~ X étale se tiene un morfismo fU : F(U) -~ G{U) 

y para V ~ U morfismo en Xét , es conmutativo el diagrama 

~U 
F (U) ') G(U) 

res 1 v, TJ' . 
fv 

lres v,u 

F (V) , G(V) 

Un prehaz étale F es haz étaZ8 si, para cada U ~ X éta 

le y cada recubrimiento {Ui ~ U}, es exacto el diagrama: 

F(U) -~ TI F(U.) 
i ~ 

> Tí' F (U. x U.) • 
.• ~ U J 
~IJ 

Los dos morfismos de la derecha son los inducidos por las 

proyecciones U. x U. > u. Y U. x U. ') U. • La exactitud 
~ U J ~ ~ U J J 

significa que el morfismo de la izquierda es inyectivo y su ima 

gen es el grupo de los elementos de n F (U .) sobre los que 
i 1. 

coinciden los dos morfismos de la derecha. 

Dado un prehaz abeliano étale F sobre un esquema X, exis 

te un único haz abeliano étale F# dotado de un morfismo F ~ F# 

tal que, para cada morfismo F~ G de F en un haz abeliano éta 

le G, existe un único morfismo F#---~) G tal que conmuta el dia-

grama 

F# se llama haz asoaiado aZ pr8haz F. 

A continuación,veremos ejemplos de haces étales represen 
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tados por esquemas en grupos. Un esquema en grupos (conmutati-, 

vo) es un X-esquema G tal que Homx(U,G) es grupo (conmutativo) 

para cada U ~ X étale y. además, para cada U ~ V, morfismo 

de X-esquemas étales, 

Homx(V,G) -----~, Homx(U,G) 

es morfismo de grupos. 

Si G --~> X es un esquema en grupos conmutativo, el fun 

tor 

----~) (ab) 

U ~------~> F(U) = HomX(U,G) 

es haz abeliano sobre xét " Es el haz étale representado por el 

esquema en grupos G. 

Ejemplo 1 : Haz constante: 

Sea A un grupo abeliano. El haz constante con valores 

en A es el haz A representado por el esquema en grupos XxA, 
X 

con la estructura de grupo inducida por A • Si U ~ X es éta 

le, tenemos: 

AX. (U) = HomX (U ,XxA) = U. ~(U) Hom (U. ,XxA) = IT() A , 
J. o X J. 'lTo · U 

donde 'lT
o 

(l:¡.) es el conjunto de componentes conexas de U. 

Ejemplo 2.: Grupo multiplicativo: 

El grupo multiplicativo (Gm) X es el haz representado por 

el esquema en grupos: 

(Gm) X= Spec (2Z [t,t -1J) x X • 
Spec 2Z 
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Para U ~ X étale, tenemos: 

= 

Hom 
X 

Hom 

(U ,Spec (2Z [t,t -1J) x X) 

(U,Spec (2Z [t,t-1]» 

( 2Z [t, t -1}, r {U, (j¡ » 
U 

= Hom 

= 

Ejemplo J: Haz de Zas raices de Za unidad. 

El haz (un)X de raíces n-ésimas de la unidad es el repre 

sentado por el esquema en grupos 

(U) = Spec (2Z [t]/(tn-1» x X • 
n X Spec 2Z 

Para U ~ X étale, tenemos: 

(Un) X(U) = Homx(U,Spec (Z?; [t]/(tn-1» x X) 

= Hom (U, Spec (~ [t] / (t n -1» ) 

= Hom (iZ [t 1 / { t n -1 } r(U,e?» 
U 

{s E r (U ,el
U

) / .n 1}· = s 

= U (r (U f 0U) ) n 

Para cada nEJN tenemos la sucesión exacta 

• n 

donde el morfismo de la derecha viene dado por s ~I --~, sn. 

Además, se tiene: 

Proposición 1.12 ([T] 4.4.1) Si n es invertible sobre X, es de 

cir primo con car k(x) para cada xEX, entonces se tiene la si-

guiente sucesión exacta de morfismos de haces abelianos sobre 

-46-



Esta sucesi6n se llama suaesión de Kummer sobre X. # 

Si f: Y ~ X es morfismo de esquemas, induce un morfis 

mo de topolog1as étales: 

U 1---> U X Y • 
X 

Si F es haz étale abeliano sobre Y, el funtor: 

, U r~ F(f-1U) = F(U x y) 
X 

es un haz étale abeliano sobre X. El haz f*F se llama haz ima­

gen directa de F por f: Y ~ X. Se tiene que f* es un funtor 

de la categor1a H de haces abelianos sobre Y~t en la catego y e 

r1a Hx de haces abelianos sobre Xét ' Tiene un funto~ adjunto 

por la izquierda: 

f*: HX 

que por tanto verifica: 

isomorfismo funtorial en FEHx y en GEHy • 

Si f: Y ~ X es étale (o pro-étale), y F un haz abelia 

. no sobre Xét ' el funtor f*F, imagen inversa de F por f viene 

definido simplemente por 

f*F (V) = F (V) para V --'" Y étale. 
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Haaes étaZes inducidos por un móduZo. 

Sea n: Y -~ X un X-esquema y G = Autx y su grupo de auto 

morfismos. Para cada G-módulo A continuo (es decir, tal que G 

opera sobre A a través de un cociente finito) podemos definir 

en forma canónica un haz abeliano Aylx sobre Xét en la forma 

siguiente. Sea Ay el haz constante sobre Yét a valores en A 

y n *Ay su imagen directa en Xét • Si U -~ X es étale I enton­

ces el grupo: 

(n* A.) (U) = A .(Y x U )=Hom (no (Y x U), A) 
Y Y X X 

puede dotarse de estructura de G-módulo, a partir de la acción 

de G sobre n (Y x U) y sobre A, definiendo: 
o X 

hs -- s h s-l h (Y U) I para:n X 
o X 

-~~ A, s E G. 

El haz Aylx Xét ~ (ab) asociado al prehaz 

UI-~(n*A) (U)G 
Y 

se llama haz inducido sobre Xét por eZ G-móduZo A. 

Proposición 1.13. ([N1]2.4.3). Si n: Y ~ X es recubrimiento 

galoisiano con grupo G, entonces ias transformaciones 

y F 1-1 -~) F (Y) 

son equivalencias casi inversas una de otra entre la categoría 

de G-módulos continuos A y la categoría de haces abelianos F 

sobre Xét ' constantes sobre Y, es decir, los funtores compues­

tos 

y 
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son isomorfos al funtor identidad de la categoría de G-m6dulos 

continuos, y de haces abelianos sobre Xét ' respectivamente. # 

Un haz abeliano F sobre Xét se llama no ramifiaado cuan 

do es constante sobre el recubrimiento universal X de X. Por 

la proposici6n anterior, los haces abelianos no ramificados .sobre 

X~ se corresponden unívocamente con los .~X-m6dulos continuos. 
et -

CohomoZogla étaZe de haaes abeZianos. 

La categoría Hx de haces abelianos sobre Xét es catego­

ría abeliana con suficientes inyectivos. Por tanto, existen p~ 

ra cada funtor aditivo exacto por la izquierda 

F: Hx ~ (ab) 

los funtores derivados por la derecha Rq F. Para U ~ X étale 

fijo, consideramos el funtor: 

> (ab) definido por: ru(F) = FeU) • 

rU es aditivo y exacto por la izquierda. Si F es haz abeliano 

sobre Xét ' definimos: 

= Rq r (F), 
U 

llamado q-ésimo grupo de aohomoZogla de U con valores en F. 

Se indica también por Hit (U,F). 

Veamos ahora como se relaciona la cohomo10gía étale con 

la cohomología galoisiana. 
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-Proposioi6n 1.14 ([T] II 2-2). Sea K un cuerpo, K una clausura 

algebraica separable de K y GK el grupo de Galois de KIK, gru­

po pro-finito. 

i) Hay una equivalencia de categorías entre la categoría de ha 

ces abelianos sobre (Spec K)At y la categoría de GK-m6dulos 

continuos dada por: 

F 1 ) lim F (Spec K') = F (K) 

donde K' recorre todas las subextensiones de K, finitas sobre 

K. 

ii) Para cada haz abeliano F sobre (Spec K)At se tieneq isomor 

fismos a-funtoriales: 

q -H (G
K

, F{K)}, 

donde el grupo de la derecha es de cohomología galoisiana. # 

Más en general, a partir de la proposici6n 1.13, se tie 

ne: 

Proposioión 1.15. Sea X un esquema conexo,X su recubrimiento 

universal, Gx su grupo de Galois absoluto. Para cada haz abe­

liano F sobre XAt ' no ramificado, se '-tienen isomorfismos: 

donde F(X) = lim F(Y) ,con Y recorriendo los recubrimientos 

étales de X. 
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Demostración. La correspondencia entre haces abelianos no rami 

ficados sobre X y Gx-m6dulos continuos viene dada por: 

FI ') F dé) para F haz no ramificado sobre Xét 
Al A.flx con Axlx definido por Axlx (U) = A 

GU 
)' , 

si U ') X étale, G
U 

= AutU X. 

Los grupos de cohomología est&n definidos por: 

Hq(X,F} = Rq fX(F) , para F haz abeliano sobre Xét 

Hq(Gx,A) = Rq~AGX) , para A GX-m6dulo continuo. 

Dada una sucesión exacta de haces abe lianas no ramificados so-

bre X: 

(SI r: 0.--,. F I 
---Jo F --+ F" ~ O, 

es exacta la sucesi6n: 

O. 

Para (SI) la sucesi6n de funtores derivados de fX es: 

d 
O --+ F' (X) --+ F (Xl --+ F" (X) ~ H1 (X¡F') --+ H1 (X, F)--+ 

Hq + 1 (X, F ' ) ~ 

y para 
G 

(S2) la sucesión de funtores derivados de (.) X es: 

o~ 
_GX . ~Gx -GXdl 1 ~ 

F ' (X) ~ F (X) --+ F" (X) -> H (Gx,F' (X)) --+ 

.. .;-¡ ~ Hq(GX,FI (X» ~ Hq{GX,F{X» ~ ¡fI(Gx,F" (X» 

... 

Ahora, por la equivalencia de categorías, se cumple: 
- GX - GX - Gx F' (X) = F' (X) I F (X) = F {X} 1 F" (X) = FI! (X) I 

por tanto, se tiene la igualdad para q=O, y por ([Tl 0.21): 

q q -H (X,F) :: H - (Gx , F (X), para todo q ~ 0.# 
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Aplicación al problema de inmersión 

Dada una sucesión exacta: 1 ~ A ~ E -~ G ~ 1 

de grupos finitos con núcleo A abeliano, A tiene una estructu-

ra de G-módulo, definida en la forma siguiente: E opera sobre 

A por conjugación y por ser A abeliano, A opera trivialmente so 

bre sí mismo, por tanto G~ E/A opera sobre A. Si para cada so de 

G fijamos una antiimagen U s en E, se tiene 

u ut = a t u t s s, s con a tEA. s, 

Los elementos a t definen un 2-cociclo de G en A, que determi s, 
na un elemento de H2 (G,A). 

Hay una correspondencia 1-1 entre clases de isomorfía de 
. 2 

extensiones de A por G y elementos de H (G,A), para las posibles 

estructuras de G-módulo de A, donde se dice que 2 extensiones 

E y E' de A por G son isomorfas si existe un isomorfismo E -~ >E ' 

que haga conmu"ta ti vo el diagrama: 

Dado un epimorfismo~: G'~G, queda definida, a través 

de ~, una estructura de G'-módulo para A y ~ induce un morfismo: 

íp ~: H 2 (G, A) :"'----7' H 2 ( G', A) , 

llamado morfismo de inflación. Si e: E H2 (G ,A) ésta representado 

por un cociclo a t' con s y t elementos de G, s, 

( Si, t') 1-1 -~" a , para s', t I de G', 
l,O(s') ,~(t') 

es un representante de ~*e:. 
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Proposición 1.16. Sean X un esquema conexo, localmente noethe 

riano, Y --+ X un recubrimiento galoisiano con grupo G, dado 

por el epimorfismo ~:GX~ G • Sean 

(E) : 1 -~~ A -_Jo E --.. .,. G --~~ 1 

una sucesión exacta de grupos con núcleo A abeliano, EEH 2 (G,A) 

el elemento correspondiente a (E). Entonces el problema de in­

mersión dado por YIX, G, (E) tiene solución si y sólo si el ele 

2 mento ~*E de H (GX,A) es nulo. 

,Demostraaion., Consideramos el diagrama con filas exactas: 

)" E Gx 
P2 

)' Gx x 
G 

P 

1 1 cp 
I 

, E _ f )' G 

--..;~ I I-~ A-~ 

l-~ A-~ --~> 1 I 

donde:$ x ~:={ (e,s) E EXGX / f(e) = cp (s)} , y PI' P2 son las 
G 

proyecciones sobre cada factor. 

La extensión de grupos de la fila superior se correspon 

de con el elemento CP*E de H2 (Gx,A) ya que, si {u }. es un 
s SEG 

sistema de representantes de G en E, un sistema de representa~ 

tes de G
X 

~n 'E x
G 

Gx es {v } 
a ""'E'"' v U x 

con: 

va = (ucp(a) ,a) 

y, por verificarse, para a,! de GXS 
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la clase del 2-cociclo determinado por {va} es ~*e. 

Que ~*e sea nulo equivale a que exista una sección 

q 

tal que P20q • Entonces ~ = P10q verifica: 

fo ~ = fo Ploq = ~o P20q = ~. 
Recíprocamente, si existe ~ tal gue fo ~ = ~, podemos definir 

una sección q por q (O') = (~{O') ,O'} para O' E Gx . /1 

Si en la proposición anterior, tomamos como esquema X el 

espectro de un cuerpo K, se recupera un resultado de Hochsmann 

([HO] 1.1), en el que da la equivalencia entre la resolución 

del problema de inmersión sobre K y la anulación de la imagen 
2 de s: por el morfismo de inflación eh H (GK , A) 1 donde G

K 
es 

el grupo de Galois absoluto de K. El hecho que hace posible la 

generalización del resultado es que, a cada recubrimiento prin-

cipal de un esquema X conexo con grupo E, le corresponde un mor 

fismo del grupo de Galois absoluto de X , Gx ' en E, de la misma 

manera que, a un álgebra galoisiana sobre un cuerpo K con grupo 

E, le corresponde un morfismo del grupo de Galois absoluto de 

K, GK, en E. 

Veamos apora, que mediante la proposición 1.16, podemos 

dar también la obstrucción a un problema de inmersión sobre un 

cuerpo de números, con condiciones de ramificación. 

Sea e un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones. 

Si L/K es extensión de Galois con grupo G, no ramificada fuera 

de S,. conjunto finito de primos de e, el epimorfismo 

-54~ 



S G
K 
--~~ G, correspondiente a LIKt factoriza a través de GK I 

grupo de Galois de la máxima extensión de K no ramificada fu~ 

ra de S, grupo isomorfo al grupo de Galois absoluto del esqu~ 

ma Spec 0-S (cf.prop. 1.10). Como consecuencia de la proposi-

ción 1.16, tenemos: 

CoroZario 1.17. Sea LIK una extensi6n de Galois con grupo 

G, no ramificada fuera de S, dada por el epimorfismo 

~: GK
S ~ G, sea: 

(E): 1 ---;. A -_ .. E -~ G -~~ 1 

una sucesión exacta de grupos con nGcleo A abeliano, sea 

E; EH2 (G,A) el elemento correspondiente a (E). 

El problema de inmersión dado por LIK, G, (E) tiene so­

lución no ramificada fuera de S si y s610 si el elemento ~*(€) 

de H2 (G S, A) es nulo. # 
K 

Dada una extensi6n de grupos 1-'" A ~ E -'--1' G ----iI" 1 , 

A tiene una estructura de G-m6dulo. A través de un epimorfis­

mo ~:GX -~ G, con Gx grupo de Galois absoluto de un 'esquema 

X,; A hereda una estructura de Gx-m6dulo continuo (si G es fini 

to). Entonces podemos construir el haz abeliano no ramificado 

sobre X, Axl x ' asociado a A, y por las proposiciones 1.13 y 

1.15, tenemos: 

es decir, podemos considerar la obstrucción al problema de in 
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mersión sobre X como elemento de un grupo de cohomología étale. 

§4. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE INMERSION CON CONDICIONES DE 

RAMIFICACION 

Sea X un esquema normal, K su cuerpo de funciones. Por 

la proposición 1.10 tenemos un epimorfismo GK -~ G del gru­X 

po de Galois absoluto de K en el de X. Por tanto, a cada pro-

blema de inmersión definido sobre X, podemos asociarle un pr~ 

blema de inmersión sobre K. Diremos que el problema de inmer-

sión sobre X es resoluble sobre K si es resoluble el problema 

de inmersión sobre K asociado. En lo que sigue veremos en qué 

condiciones la resolubilidad sobre K implica la resolubilidad 

sobre x. 

Proposición 1.18. Sea X un esquema normal casi compacto con 

cuerpo de funciones K. Sea Gx el grupo de Galois absoluto de 

X, GK el grupo de Galois absoluto de K. Sea A un Gx-módulo 

continuo. Entonces son equivalentes. 

1) Para todo problema de inmersión sobre X, dado por una suce 

sión exacta de grupos con núcleo A, la resolubilidad del pro-

blema sobre K implica su resolubilidad sobre X. 

2 2 2) El morfismo de inflación H (Gx , A) -~ H (G
K

, A) es inyec 

tivo. 
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Demostración. Sea ~ : GK --+ GX el epimorfismo dado por la 

proposici6n 1.10. Para cada epimorf ismo I{): Gx --"" G, con G 

finito, tal que A herede estructura de G-módulo a través de 

1{) (es decir tal que el núcleo de 1{) opere trivialmente sobre 

'A), el diagrama 

es conmutativo. Si ~* es inyectivo, para cada € E H2 (G,A) tal 

que (I{)o~)*(g) = O se cumple I{)*(g) = O, por tanto aplicando la 

proposici6n 1.16 a Spec K y a X, se tiene 1). 

Recíprocamente, supuesto 

rr*W=O. Por ser H2 (Gx ,A) = lim 
--" 

2) ,sea ~ EH
2 (GX,A) tal que 

H2 (G,A), con G recorriendo los 

cocientes finitos de GX' tenernos, para algún cociente finito 

de GX ' w= p*~ , con 

p*: H 2 (G,A) -~ HZ (Gx,A) 

inducido por p: GX -~ G. Entonces se cumple: O=rr*w= (rrop)*~, 

es decir el problema de inmersión dado por p es resoluble so 

bre K, por tanto lo es sobre X, es decir, se tiene w=p*e = 0.# 

Proposioión 1.19. Sean X, K, Gx' GK, corno en la proposici6n 

anterior. Sea n E~ tal que X no contenga los divisores de 

n (i.e. (n,k(x»= 1 para cada x E X)y tal que el haz (J.!n')X de 

raices n-ésimas de la unidad sea no ramificado sobre X. Enton 

ces, el núcleo del morfismo de inflaci6n 
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, 

donde ?l/n?l tiene la estructura de módulo trivial sobre Gx y 

Demostraaión. Por ser (~n)x no ramificado, podemos aplicar la 

proposición 1.15 y obtenemos 

La condición (car k(x),n) = 1 para cada x de X da que la suce 

sión 

es exacta (prop. 1.12) y podemos escribir la sucesión exacta 

de cohomología asociada. 

Sobre Spec K, es exacta la sucesión: 

y la sucesión exacta de cohomología asociada es 

~H2(Spec 

2 11 
H (GK ' 

donde H1 (G 1 K*)= O, por el teorema 90 de Hilbert. 
K 

Tenemos el diagrama conmutativo 

2 .* 
H (X , lln) 1. ~ 
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con i
K

* inyectiva, y H2 (X,Gm> -~H2(GK' K*) inyectiva ([M]III 2.22) 

Por tanto Ker ~*= Ker i*. 

calculamos Ker i* utilizando la sucesi6n exacta sobre X: 
1 1 Ker i*= Im 3= H (X,Gm)/Ker 3= H (X,Gm) / Im (.n) = 

1 1 = H (X,Gm» / n. H (X,Gro) " # 

Teorema 1.20. Sea K un cuerpo de números, 0K su anillo de ente­

ros, S un conjunto finito de primos de 0K" Sea A un grupo abe­

liano de exponente n • Suponemos que S contiene los primos que 

dividen n y los que ramifican en K (~n) IK , para ~n raíz primi 

tiva n-ésima de l. Entonces son equivalentes: 

1) Todo problema de inmersi6n resoluble sobre K y dado por una 

sucesi6n exacta de grupos que sea extensi6n central de A, tie-

né solución no ramificada fuera de S. 

2) El número de S-clases de ideales de 0K es primo con n. 

Demostración. Sea X = Spec 0K-S. Por toda extensi6n central, 

A queda dotado de estructura de G-módulo trivial y por tanto 

de módulo trivial sobre Gx y GK" Por la proposición 1.18, la 

condición 1) equivale a que el morfismo de inflación 

2 2 rr*: H (GX,A) -~ H (GK,A) 

sea inyectivo. Sea A ~ ~~/p.ai ~ , descomposición de A en su 
~ 

ma directa de grupos cíclicos, con cada p. primo. Por ser A 
~ 

módulo trivial, el isomorfismo de A con e~/p.ai ~ lo es tam 
~ 

bién de Gx - y GK - módulos. Por tanto, tenemos: 
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y rr* es suma directa de los morfismos 

Por tanto rr*es inyectivo si y sólo si lo es cada lT.*. 
~ 

Por la 

proposición 1.19, se tiene 

Ker rr.*= H1 (X, G) / p.Cl.i.H1 (X,G) , 
~ m ~ m 

para cada i, ya que, por contener S los primos que dividen Pi 

Y los que ramifican en K(~ CI..) IK 
p. ~ 

CI.. ~ 
(car k(x), p.~) = 1, para cada x 

~ 

mificado sobre X. 

, X cumple las condiciones 

de X, Y (~P.a.i)X es no ra­
~ 

Veamos ahora que H1 (X,G ) / p.Cl.i . H1 (X,G ) = O , para m ~ m 
cada p.Cl. i , equivale a la condición 2) del enunciado. Calcula-

~ 

mos H1 (X,Gm) para X Spec 0K - S. Para ello, establecernos una 

serie de isomorfismos: 

1) H~t(X,Gm) = H1
(X,6x*), grupo de cohomología del grupo mul­

tiplicativo del haz estructural 0x de X para la topologia de 

Zariski ([M1 III 4.9). 

2) H1 (X,@x*)= Pic X, grupo de Picard de X, es decir, grupo de 

clases de isornorfía de haces invertibles sobre X ([G1] 0.5.6.3). 

3) Pie X = Ca Cl X, grupo de divisores de Cartier sobre X, mó­

dulo equivalencia lineal ([HA] II 6.15), ya que X es íntegro, 

por ser un abierto de Spec 0K. 

4) Ca Cl X = Cl X, grupo de divisores de Weil sobre X, módu­

lo equivalencia lineal ([HA1 II 6.11) ya que X es íntegro, noe 

theriano, separado y localmente factorial. En efecto,X es noe 
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theriano por ser subesquema abierto del esquema noetheriano 

Spec 0
K 

([G
I

] I 4.1.7) ¡ es separado ya que X ~ Spec 0
K 

es mo,;: 

fismo separado por ser inmersión abierta y Spec 0K es separa­

do por ser afín ([GI1I 5.2.2. Y 5.3.1 (i)-(ii))¡ es localmente 

factorial por ser (0K)1 dominio de factorización ünica para ca 

da "i E:Spec 0K • 

S) Sea I K (S) = {a: ideal de 0KI ~ .Y tt para 1- E S} • 

Tenemos un isomorfismo: 

Div (X) ) I
K 

(S) 

!-----t't 1f dX?X = &G. 

del grupo de divisores de Weil de X en el grupo de S-ideales 

de0K , dónde 1x es el primo de 0
K 

correspondiente al punto x de 

X"~:- Al:: divisor, prin9fT;>aL. (f) de Di v (X), con f EK*, le corre.§. 

ponde el ideal generado por f. Por tanto si PK es el grupo de 

ideales principales de 0
K

, tenemos: 

C1 (X) ~ I
K 

(S) / (I
K 

(S) n P
K

) 

grupo de S-clases de ideales de 0
K

" 

Siguiendo la cadena de isomorfismos, tenemos: 

Sea ahora hs el número de S-clases de ideales de 0K, es 

decir, el orden de C1S (0
K
). Que hS sea primo con n equivale a 

. a· al que sea pr1.mo con cada p. '1., es decir a que p. 1. sea inverti-
1. 1. 

S ble en el (0
K
), por tanto a: 

C1S (0K) I PiCliC1S(0K) = O 

que equivale a que se cumpla para cada i : 
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Co~oZario 1.21. Con las mismas hipótesis del teorema anterior, 

sea h el número de clases q.eideales de 9K- Si (h / n)=1-, entonces 

todo problema de inmersión resoluble sobre K tiene solución 

no ramificada fuera de S. 

Demostraaión. X = Spec 0K-S es abierto de Spec 0K, por tanto 

tenemos un morfismo exhaustivo: 

Cl(Spec 0K) = Cl(0K) -~ Cl(X). 

«(HA] II 6.S). Entonces hS' orden de Cl(X),divide h, orden de 

Cl(eK). Por tanto (h,n) = I implica (hS,n) =1 y por el teore 

ma se obtiene el resultado. # 

Ejemp1.o. Sea M12 el grupo de Mathieu .. Matzat y ,Z.eh ([MA-Z]) 

dan una realización de M12 sobre Q, especializando en valores 

enteros t :: 1 (mod 66) una re'alización de M12 sobre Q(T) .. El 

conjunto de ramificación de la extensión es S =' {2,3,5, dI (t)} 

con.d
1 

(t) = S15 t 2 _ 222 318 • 

Consideramos el problema de inmersión dado por la exten 

sión central universal de M12 

1 ----» 2Z/2 2Z ---..,. g12 -~ M12 ~ 1 .. 

Sea m12 el elemento de 8 2 (M12 , 2Z/2 2Z) asociado a esta exten­

sión. Se tiene ([B-LL-V]) inf m12 = O en H2 (GQt 22:/2 22:) para 

t ~ - 197, t :: 1 (mod 4) y dI (t) primo. 
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Aplicando el corolario obtenemos inf m12= O en H2(GQS,~/2~) 

para los mismos casos ya que 2 está en S. 

Además en este caso (ver cap. II nota 2.10) todas las solucio-

nes al problema de inmersión son propias, por tanto el problema 

de. inmersión tiene una solución propia que no aumenta el conjun 

to de ramificación. 

Observaaión. Neukirch ([N2J) obtiene un resultado similar al 

teorema 1.20, con las mismas hipótesis sobre S y A calculando 

el núcleo del morfismo de inflación 

2 S a. 2 a. 
H (G

K 
I ~/p ~) ----')o H (G

K
, ?Z/p ~) 

en función de los grupos de unidades u~ de los completados K~ 

de K en los primos ~de 0K ([N2] 8.1). Para ello, utiliza pri~ 

cipalmente teoría de Kummer y los teoremas de dualidad de Tate, 

así corno los resultados que obtiene sobre la resolubilidad del 

problema de inmersión con datos locales. De ello deduce que la 

resolubilidad del problema de inmersión implica la existencia 

de solución no ramificada fuera de S, en el caso en que el nú-

mero de clases de ideales del cuerpo K(~ 0.) sea primo con p, 
p 

para -cada po. tal que ~ /Po. ~ es una componente de la descom 

posición de A en suma directa de cíclicos y en el caso en que 

K es el cuerpo Q de los racionales. 
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CAPITULO II 

EL PROBLEMA DE INMERSION SOBRE CUERPOS 





Para un problema de inmersión sobre un cuerpo de números 

K y dado por una extensión central con núcleo A abeliano, he­

mos hallado condiciones para que, de la resolubilidad del pr2 

blema , pueda deducirse la existencia de soluciones no ramifi­

cadas fuera de un conjunto finito prefijado de primos del ani 

110 de enteros de K (cf 1.20). Por otra parte, mediante el teo 

rema de Ikeda ([I}), se obtiene que todo problema de inmersión 

resoluble sobre un cuerpo de números, dado por una extensión 

de grupos con núcleo abeliano, tiene una solución propia. Dados 

un cuerpo de números K y un conjunto finito S de primos del 

anillo de enteros 0K de K, consideramos, en este capítulo,un 

problema de inmersión sobre K, con la condidión adicional de 

que las soluciones sean no ramificadas fuera de S. Para este 

problema, nos interesa analizar bajo qué condiciones puede cons 

truirse una solución propia a partir de una impropia. Para ello, 

estudiaremos previamente la variedad de las soluciones de un 

problema de inmersión sobre un cuerpo. 

Posteriormente, revisamos formulaciones de la obstrucción 
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a problemas de inmersión sobre cuerpos, dados por extensiones 

con núcleo 2'Z /p ZZ, con p primo y 2'Z /2 ZZ, que usaremos en el 

capítulo III. 

§l. SOLUCIONES PROPIAS Y NO R&~IFICADAS 

Empezamos introduciendo la sucesión de Hochschild-Serre 

asociada a un problema de inmersión. 

Sea e un anillo de Dedekind , K su cuerpo de fracciones, 
S S un conjunto de primos de e, GK el grupo de Galois de la má 

xima extensión de K no ramificada fuera de S. En particular, 
S si S es todo Spec e, menos el punto genérico, tenemos GK =GK, 

grupo de Galois absoluto de K. Consideramos el problema de in 

mersión dado por: 
G S 

. ('" 
_ ...... J""',. G ., 1 i)rE 

al que llamaremos,de ahora en adelante p~ob¡ema de inme~sión 

sobpe eZ par (K,S). 

A es G-módulo y GKS-módulo a través de ~. Si LIK es la 

extensión de Galois con grupo G dada por ~, el núcleo de ~ es 
S' GL ' grupo de Galois de la máxima extensión de L no ramifica 

da fuera de S', siendo SI el conjunto de primos de eL que co~ 
st 

traen a primos de S (prop. 1.10>.GL opera trivialmente sobre A. 

A la sucesión exacta (cf. prop. 1.11): 

1 
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podemos asociarle la sucesión exacta de Hochschild-Serre ([L) 

VI Th 1) : 

inf 1 S res 1 S ' G tg 2 inf 2 S 
O ~ Hl (G,A) ---'" H(G

K 
,A) ~ H (G

L 
,A) -~}> H (G,A) ~ B (G

K 
,A), 

donde inf: H2 (G ,A) ---7> H 2 (GK S ,A) es e<l morfismo I{J* definido en 

el capítulo I (cf. prop. 1.17). Además, por ser la operación de 
S· 

G
L 

sobre A trivial tenemos: 

dónde 

1 S' S' 
H (G

L 
,A) = Hom(G

L 
,A) 

S' HomG S(GL ,A) indica el 

1 S' G S' Y H (GL ,A) = HomG S (GL ,A) 
K S 

grupo de morfismos de GK -módu-
S K S' 

los (GK opera sobre GL por. conjugación y sobre A a través 

de' , G) • 

El problema de inmersión tiene solución sobre (K,S) si 

existe un morfismo tp: GK S ) E que haga conmutativo el diagr!!. 

ma 

Teniendo en cuenta que el planteamiento del problema de 

inmersión sobre (K,S) mediante morfismos de grupos se expresa 

exactamente de la misma manera que sobre K, cambiando GK por 
S GK (Cap. I §2) I obtenemos que los resultados conocidos para 

el problema de inmersión sobre K «(HOJ 2.1) son válidos sobre 

(K,S) con los cambios pertinentes, tal como los expresamos a 

continuaci6n. 
S' Por ser GL el nacleo de I{JI la restricción de 

tiene- imagen contenida en Ker j=i(A). Por tanto se tiene un 
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morfismo: 
S' 

~o ; GL ~ A 

que es GKS-mOrfismo. La situación obtenida se resume en el 

diagrama: 

GL 
s • 

1 
G S 

VJ/ K 
. /~ 1 

l---+-A~E-4G ~l 

Si e es elemento de a2 (G,A) correspondiente a la exten-

sión: 

la resolubilidad del problema de inmersión equivale a inf e= O 

en a2 (GK
S , A) y, por la sucesión exacta de Hochschild-Serre, a 

que e esté en la imagen de 

1 SI G 2 tg : H (GL t A) --~) H (G,A) I 

morfismo de transgresión. La restricción a GL S' de un morfismo U! 

de GK
S en E tal que joVJ=~ tiene imagen e por el morfismo de trans-

S S' gresión. Rec!procamente, un GK -morfismo VJo de GL en A tal que 

tg VJo >=le puede ampliarse a un morfismo VJ: GK
S 

'¡lo E tal que 

jotP=lP. 

Veamos ahora la estructura del conjunto de todas las s~ 

luciones. Por 10 anterior, podemos pensarlo como la antiimagen 

de € por el morfismo de transgresión. 

-70-



Proposición 2.1. ([N31 1.1). El conjunto oÍ&S de las solucio 

nes al problema de inmersión sobre (K,S) dado por el epimor­

fismo ~: GK
S ~ G Y el elemento e de a 2{G,A) es un espacio 

afín sobre al(GKS,A)! a1(G,A}, es decir, si Wo E aomGKs (GLS:A) 

es solución al problema de inmersión, todas las soluciones son 

tPo + 'res x, con x E al (GK
S lA), y, para x Ea l (G,A), tPo y 

tPo + res x dan la misma solución. # 

Llamaremos solución general del problema de inmersión al 

conjunto de las extensiones de L correspondientes a Ker tPo' 
SI 

con tjlo! GL ~ A recorriendo el espacio de las soluciones. 

Equivalentemente (cf I §,2)', la solución general es el conjunto 

de los cuerpos solución y 103 cuorpos núcleos de las álgebras 

solución. 

Proposiaión 2.2. En el caso particular en que A sea ~/n~, 

con estructura de G-módulo trivial, y K contenga el grupo ~n 
n 

de ralees n-ésimas de la unidad, si L(Ia) es una soluci6n 

al problema de inmersi6n, o un cuerpo núcleo de un álgebra 

solución, la solución general es: 
n 

L(fra), con rrecorriendo UI~(S) / K nnoK{s), 

siendo UK (S) el grupo C!e"S~ünidades de K. 
S 

En el caso GK = GK ' es UK(S) = K*. 
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S' Demostración. Hom(GL I ~/n 2Z} se corresponde con las extensi~ 

nes de Ga10is de L, no ramificadas fuera de S' y con grupo de 

Ga10is un subgrupo de~/n2Z .. Como L contiene Pn , por teoría 

de Kummer ([A-T] VI 2 th. 3-4 )~ttenemo·s: 

HOm(GL
S ', ?Z/n?Z) ~(UL(S') • L*n)/L*n ~UL(SI)/(L*nnUL(S')}' 

donde UL{S') indica el grupo de SI-unidades de L, es decir, el 

formado por los elementos de L que son unidades en el anillo 

de enteros del completado ~p' para todos los primos ~ fuera de 

S'. El isomorfismo está definido en la forma siguiente: Sea 

'n una raíz primi t·i va n-ésima de l. Si a es un elemento de UL (S' ) , 

sea a una raíz n-ésima de a. El morfismo 

---i» 1Z/n 2Z 

correspondiente a a, está definido por: 

ga(S) = d , . () d 
SJ. s a ::.; 1;n • a. • 

n 
La imagen de g es el grupo de Galois de L( la) ¡L .. Si * , *1 a o 

S' son elementos de Hom(GL ,?Z!n1Z) correspondientes a los elemen 

tos a, b de UL (S'), a *0 + *1 le corresponde a.b I es decir la 

extensión. L(nll'aE) I L " 

Ahora, por ser ?Z/n 1Z 

trivial y tenemos: 

S G-módulo trivial, es GK -módulo 

donde UK(S) indica el grupo de S-unidades de K, volviendo a 

aplicar la teoría de Kurnmer. # 

Veamos ahora como pueden obtenerse soluciones propias a 
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partir de una impropia. 

Proposición 2.:5. Sea A isomorfo a ZZ Ipa. ZZ como grupos. Sea 

S' 
$0 E HomG(GL ' A) una solución impropia al problema de inmer-

sión. Entonces todas las soluciones propias son $0 + res x, con 

x elemento de orden pa. en H1(GK
S , A)/H1(G, A). 

D t ... S' G S' emos raa~on. ~ $0: L ) A es no exhaustivo, su imagen 

S' $0 (GL . ) 

lado por 

es un subgrupo de A distinto del total, por tanto an~ 

pa-l. El morfismo de multiplicación por pa.-l de A en 

A es G-morfismo, por tanto induce un morfismo: 

a.-l 
Hl(GLS'~ A)G.P ) H1(G

L
S1 , A)G 

y si a-l anula la imagen de $0' tenernos a.-l p p . 
camente, si a.-l p . $0 es cero en Hl (GL

S ' , A)G, 

tivo. 

$0 = O. Recí.pr,2 

$0 no es exhaus-

Dada $0 solución impropia, veamos de todas las soluciones 

$0 + res x cuales son las propias. Tenernos que $0 + res x impr~ 

a-l a-l pia equivale a p • ($0+ res x) = O y, porserp • $0 = O, 

a.-l 1 S 1 a p • (res x) = O. Como H (GK ' Al/H (G, A) es isomorfo a la 

imagen de la restricción, pa-l~ {res x} = O equivale a que pa-l 

anule la clase de x en H1(GK
S , A)/H1(G, A). Las soluciones pr,2 

pi as corresponden pues a elementos de orden pa. de 
1 S 1 

H· .(~, A} IH- (G ,A). # 
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Sea A un G-módulo trivial, A ~ @ ~ lo,ai su descomposi­
-~ 

ción en producto de grupos cíclicos, con Pi primos. Entonces te-

nemas: 

y también: 

1 SI a. G 
eH (GL ' íZ IPi ~ íZ) • 

Se dice que los elementos h1, h2 , ••• ,hk de un grupo abelia­

no H de exponente n son independientes si una igualdad del tipo: 

se verifica sólo si cada xi es divisible por el orden de hi , para 

i = 1,2, ••• ,k. 

En el caso en que el grupo H sea el grupo de los morfismos 

de un grupo G en un grupo cíclico finito e, los morfismos h l , h2 , 

••• , hk son independientes siy sólo si el morfismo que determi-

nan: 

h: G --~) h1 (G) .g h2 (G) .g ••• .Q hk (G) 

g --~) (hl (g) ,h2 (g) , ••• ,hk (g)) 

es exhaustivo (Ver [HO ] § 2 ) • 

Sea n el exponente de A. Un elemento W de H1(GL
S ' ,A)G será 

una solución propia al problema de inmersión si y sólo si cada 
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una de sus componentes ~. en la descomposición en suma directa 
~ 

es exhaustiva y los morfismos obtenidos componiendo las $i con 

las inclusiones: 

----'P7 m /n2Z 

son morfismos independientes. 

Proposición 2.4. Para cada primo p que divide n = exp A, sea v p 

la valoración de n en p y supongamos que existen elementos de 
v 

orden p P independientes en: 

v v 
al (G

K
S , 2Z /p p 2Z) /al (G, 2Z /p p 71:), 

en número mayor que el p-rango ap de A. 

Entonces todo problema de inmersión dado por un elemento s 

de H2 (G,A), resoluble sobre (K,S), tiene una solución propia no 

ramificada fuera de S. 

Demostraaión. Sea $0 E al (G
L

St 
,A)G una solución impropia del pro-

1 blema de inmersión. BUscamos un elemento x de a (GK,A). tal que 

$ = ~o + res x sea solución propia. Para cada divisor primo p de 

n = exp A, sea Ap la p-componente primaria de A. Para que $ sea 

exhaustivo, basta que sea exhaustiva cada componente $p de $ en 
1 SI V a (GL IAp). Podemos suponer pues n = p , con p primo, v = v • p 

Sea Ao la imagen de $0. Sea Ao = ti) :?Z /- pcti:?Z su descompo­

sición en suma directa de grupos cíclicos. Los morfismos: 
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I 

1 S' CI. donde ~o,i son las componentes de ~o en cada H (GL I~ /p i ~ ), 

son r morfismos independientes. 

Sean Y1 , Y2' ••• , Ys I con s ~ r, elementos independientes 
v de orden p de 

Veamos que existe un y), tal que ~o ~ res y. es exhaustivo. Si no 
. J 

fuera así, tendríamos s relaciones de dependencia: 

. . . 

con A~, ~. en Z. Por ser los ~ i independientes, ~, no es divi-
J.. J o, J 

sible por pV. Los elementos ~. res y. son pues no nulos e inde-
J J 

1 Sr V pendientes en H (GL ,2Z'/P ~), por serlo los res y j. Generan 

pues un sub grupo de p-·.rangos • De las relaciones de dependencia, se 

deduce que éste está incluído en el generado por los ~ ., de p-
O,J.. 

rango r,menor gue el p-rango de A. Llegamos pues a contradicción. 

Tenemos así un y de H1 (GK
S , ~ /pv 7l). tal que: 

es exhaustivo. Sea a un elemento de A-Im ~O' sea x el elemento 

de H1 (G
K 

S ,A) = Hom (GK
S 

lA ) obtenido componiendo y con el morfismo 

de ~ /pv 2Z en A que envía el 1 al elemento a. Entonces en la i-

magen de ~o 6 res x están, además de los elementos del tipo 

(ao/O) I con a o E Im ~o' el elemento (O,a.)~. Por tanto, ~o + res x 
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tiene imagen mayor que wo ' 

Reiterando el proceso, llegamos a obtener $ exhaustivo.~ 

Veamos ahora cuando hay suficientes elementos inde~endien-
v v v 

tes de orden p p en cada H1 (GK S, :;z /p p ~ )/H1 (G, ZZ /p P ZZ ). 

Proposiaión 2.5. Sea K un cuerpo de números. Si K contiene las 

í ' a ~. d ra ces p -eSl.mas e 

viden p, en H1eGK
S, 

independientes. 

la unidad y S contiene los primos que di­

II /p a ll) hay e lIS) elementos de orden pa 

Demostración. Por la demostraci6n de 2.2., tenemos: 

con aK(S) grupo de S-unidades de K. Ahora ([Gol 3-3-11), tene-

mas: 

con WK grupo de raices de la unidad de K y VK(S) grupo abelia­

no libre de rango (#S)-1. Por tanto ~pk, raiz primitiva pk-és1 

ma de 1, con k m§ximo exponente tal que ~pk esté en K, y los 

generadores de VK(S) son elementos de orden pC4 de 
Ct 

UK(S)/{K*P naK(S», independientes. Por tanto en Hl(~S,71/paZZ;} 

hay (#S) elementos de orden pCt independientes. # _ 

Proposiaión 2.6. Sea K un cuerpo de números, S un conjunto f! 

nito de primos de 0K que contenga los primos que dividen p y 
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1 S a. los que ramifican en K (l';pa) I K. Entonces, en H (GK ' ZZ; /p :?Z) 

hay (#S}-1 elementos de orden po. independientes. 

Demostración. Sea ~pa una raiz primitiva po.-ésima de 1. Sea F 

el grupo de Galois de K(r;pa) ! K. Sea st el conjunto de primos 

de 0K (r; a)' anillo de enteros de K(r;pa) que contraen a primos 
p 

de S. Tenemos la sucesi6n exacta. 

S' 
1 ---lo) GK ( ) r;pa 

---J» ~ S ---t')' F -~) 1 , 

y el morfismo de restricci6n 

res 1 S' a F 
--~) H (GK (r; a)' ZZ; /p ZZ;} 

p 11 

S a Bom (G
K 

' ZZ; /p ZZ;) 
S· a 

Ho~ (GK(r; a)' ZZ; /p ZZ;) 
p 

Por la demostraci6n de 2.2, tenemos 

donde el elemento ga' correspondiente al elemento a de UK(~ ) CS') 
n 

por el isomorfismo, está definido por: 

si 

S Si a E K, ga se extiende a GK ' ya que s{a) y a difieren 

en una raiz po.-ésima de 1, para todo s de GK
S• Por tanto, exis­

te un elemento ~ de Hom (GK S, 2'Z /Po. zz) tal que res (ga) = ga. 
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de orden po. S' 2Z/po. :?Z), 
... 

tie Ahora, si ga es en aom (GK(~ a)' ga 
po. 

p 
ne orden en 

aom S 
(GK ' :?Z /pll :?Z} == al (GK

S , ~ /pll 2Z). 

Si a es un elemento de US(K), es SI-unidad en K(r; al. Tene 
p -

mos US(K) ~ VK(S) x wK' con VK{S) grupo abeliano libre de rango 

(#S)-l. Si a es generador de una componente 2Zde VK(S), a tiene 

orden pa en 

Los ga correspondientes son elementos de orden po. en 
1 S' 2Z/pa :?Z) los - en a1 (GK

S , ~/pll :?Z ) • a (GK (¡; a)' y ga Tenernos 
p 

pa 1 S / a pues (#S)-1 elementos de orden independientes en H { GK I:?Z P 2Z >. # 

utilizando propiedades de grupos abelianos, se obtiene: 

Proposición 2.7. Sea s el n~mero de elementos independientes de 

orden po. de al (GK
S, 2Z /pa 2Z l. Sea r el p-rango de HleG,:?Z /pa 2Z ) • 

Si r < s, en el cociente 

hays-r elementos independientes de orden po.. U 

Teorema 2.8. Sea K un cuerpo de nttmeros, 0K su anillo de ente­

ros, sea S un conjunto finito de primos de e
R

• Sean LIK una e~ 

tensi6n de ~alois con grupo G finito, no ramificada fuera de S, 

A un G-m6dulo trivial de exponente n. Para cada primo p divisor 
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v 
de n, sea rp el p-rango de Hom (G, ZZ /p' p ZZ), con vp = vp (n) '. 

valoración de n en p. Suponemos que S contiene los primos que 

dividen n y los que ramifican en K(~n) IK. Entonces se verifica: 

Si, para cada divisor primo p de n, el p-rango a de A verifi p 

~a: rp + a + 1 < # S (r + a <.# S si. K ~ ~v ) entonces todo p p p p 

problema de inmersi6n resoluble sobre (K,S), dado por LIK y una 

extensi6n central de'A por G tiene solución propia no ramificada 

fuera de S. 

Demostpación. Por la proposici6n 2.6, para cada divisor primo p 
v 

de n = exp A, hay (#S) -1 elementos de orden p p independientes 

H1(G
K

S , 
v 

en ZZ /pp ZZ) y, por la proposici6n 2.7, hay (#S}-1-r 
v p 

elementos de orden p 'p independientes en 

al (G
K

S , 
v v 

ZZ /p p zz) /al (G, ZZ /p"p zz ) • 

Ahora, por la. hipótesis (#S}-l-rp > ap ' aplicando la propo 

sici6n 2.4, obtenemos que el problema tiene solución propia no 

ramificada fuera de S. Si K ~ ~v podemos aplicar 2.5. en lugar 
p' 

de 2.6. # 

Observación. En el caso en que K contiene las raices pa-ésimas 

de 1 y A es ZZ /pa ZZ, sea. L la extensión de Galois de K con gr~ 
S po G definida por ~:GK ----> G, y sea S' el conjunto de primos 

de eL que contraen a primos de S. La extensión de L correspon­

diente a la solución impropia 1/Jo es L(pa ¡al, con a elemento 
p 

de L, S I -unidad y tal que - la EL. La solución propia dada 
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por Wo + res x es L ( pG'f/aE) , donde b es el elemento de UK (S) co 

rrespondiente a x. 

Si A es abeliano de exponente n y K contiene las raíces 

n-ésimas de 1, entonces, si A = El;) 2Z /p. o.i 2Z es la descomposi­
~ 

ción de A en suma directa de grupos cíclicos, ,la extensi6n de 
, :o.i 

L correspondiente a Wo es compuesta de extensiones L ( Pi ' I a i ) , 

con a i elemento de UL (5'). La solución propia es compuesta de 
o.i 

extensiones L{ Pi y'ai bi} I donde bi es el elemento de UK (S) c2 

rrespondiente al elemento xi de orden Pi o.i de H1 (GK S, 2Z/ Pi o.i 212:) 

elegido en la construcción de la solución propia. 

El teorema anterior, junto con el 1.20 del capítulo I, nos 

permite ahora enunciar el siguiente resultado: 

Teopema 2.9. Sea LIK una extensión galoisiana de un cuerpo de nú-

meros K no ramificada fuera de un conjunto S de primos del anillo 

de enteros G
K 

de K. Sea G = Gal(L!K). y A un G-módulo trivial de 

exponente n. 

Suponernos que se cumplen las siguientes condiciones: 

1) S contiene los primos que dividen n y los oue ramifican en 

K(l;;n)/ K. 

2) El número hS de S-clases de GK es primo con n. 

3} Para cada divisor primo p de n, se cumple: 

donde ap= p-rango de A, rp = p-rango de Hom(G,A). 

Entonces todo problema de inmersión resoluble sobre K {es de-
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cir sin hipótesis sobre la ramificación de las soluciones) dado 

por un elemento €: de H2 (G,A):: tiene solución propia no ramificada 

fuera de S. 11 

Nota 2.10. En el caso de una extensi6n central no trivial, con 

núcleo 'lZ/ p 'lZ, 12 primo, todas las soluciones al problema de 

inmersi6n son propias. En efecto, si W es soluci6n impropia, 

es conmutativo el diagrama: 

y la imagen de $ es un subgrupo Eo de E distinto del total. En 

tonces la antiimagen de Eo en 'lZ/ p 'lZ es distinta del total,por 

tanto o. Eo es pues isomorfo a G y el isomorfismo de G en Eo 

es una secci6n para la extensi6n, lo cual contradice el que 

sea no trivial. 

§ 2. PROBLEMAS. DE INMERSION CON MUeLEO 'lZ¿ E 'lZ 

En el §l"hemos analizado la variedad de las soluciones 

para un problema de inmersi6ndado por una extensión central. 

Nos interesa ahora estudiar el problema de construcci6n expl! 

cita de soluciones al problema de inmersi6n en el caso de una 

extensión con núcleo 'lZ1 p 2Z. Para ello, ademlis de la condi­

ci6n ya vista de que la imagen por el morfismo de inflación 

del elemento e de H2 (G, 'lZ/ P 2Z), asociado a la extensi6n, sea 
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nula, necesitamos formulaciones alternativas de la resolubili-

dad del problema de inmersi6n que introducimos a continuación. 

Sea p primo, K un cuerpo de característica distinta de 

p y que contenga el grupo ~ de raices p-ésimas de la unidad. p 

Sean L I,K una extensión de Galois con grupo G, sea 

1 --+) 2Z /p 2Z ---+> E --... , G ---JO" 1 

una extensi6n de 2Z /p 2Z por G, central por ser 2Z Ip 2Z G-m6du 

lo trivial. Suponemos la extensi6n no trivial y planteamos el 

problema de inmersi6n dado por: 

IK~ 
1 ---+) 2Z /p 2Z ---+~ E ----+) G ----~> 1 

Por 2.10, tenemos que todas las soluciones a este proble-

ma de inmersión son propias y, aplicando 2.2, que, dada una so 

luci6n -L(P la) todas las soluciones son: 

con r recorriendo un sistema de representantes de K*/K*P. 

En las dos proposiciones que s'iguen, recordamos un resul-

tado cl~sico que da una condición necesaria y suficiente para 

la existencia de soluciones al problema de inmersi6n(cr[H1,[I]>, 

utilizado también en [MS]. 

Fijamos desde ahora una raíz primitiva p-ésima 'p de 1, y 

el isomorfismo que determina: 
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) 

n ) l; n 
p 

Proposiai6n 2.11. Sea y E L*. Entonces LePIY) fK es solución 

al problema de inmersión: 

1 ---l" 2Z /p 2Z 

si y sólo si para cada s E G = Gal(L!K) 

con b E L* verificando: 
5 

b b s a 
__ ~s __ ~t __ = l; s,t 

b
st 

P 

se tiene yS 

donde a t es un 2-cociclo de G en 2Z /p 2Z que representa el s, 

elemento e de a2 (G , 2Z /p 2Z) que corresponde a la extensión E .. 

Demostraai6n. Para que L(P/Y>.IK sea extensión de Galois es 

condición necesaria y suficiente que L(P;ys> sea igual a 

L (piy) .' para cada s de G o equivalentemente "por teoría 'de Kurnmer 

<[A-TI VI th3) a que y5 y-1 sea elemento de L*P. Sea bs E L* 

tal que y s =' b s P • y para 5 E G. 

Considerarnos la sucesión exacta 

1 --+ 2Z /r? 2Z:= Gal (L ( P ¡Y) IL} -. Gal (L{ P fi) I K)--.,. Gal (LIK)~ 1, , 

donde el isomorfismo de 2Z /p 2Z en Gal {L ( P 0) I L) es: 
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2Z /p 2Z Gal {L ( P Iy) I L} 

n .... , ---~) h , con h (PTy) = 1; n 
n n p 

p.¡y . 

Sea s E Gal(L I K). Una antiimagen us de s en Gal (L { P m 1 K} qu~ 

da determinada por U s (p ir) .. Tenemos: 

Elegimos un sistema de representantes Us de G en Gal 

poniendo 

=b s 
p¡:¡ . 

Calculemos el 2-cociclo asociado a la extensi6n a partir de es-

te sistema de representantes. Para s,t de G tenemos: 

( PI:":) ) (b P t:::) -- b
t

S b
s 

p JIfJ",' Us u t (vY = Us t vY VI 

P fi :.' 

Por tanto el 2-cocic10 as,t de G en ZZ /p 2Z viene dado por la 

relaci6n 

= • 

L ( P R) f K es pues soluci6n al problema de inmersi6n si y s610 

si se verifica esta relaci5n para un cocido as,t asociado a la 

extensi6n 1 --'t 2Z /p 2Z ~ E --+ G --'" 1 • # 

Con la proposici6n anterior, hemos obtenido que, para que 

el problema de inmersión sea resoluble, es condición necesaria 
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que existan elementos b s de L* , para s de G, que verifiquen 

la relaci6n 

as t = 1; , 
P 

Veamos que también es condici6n suficiente . 

Proposiaión 2.12. Dados elementos b s de L*, para cada s de G, 

verificando la relaci6n: 

b b s a 
_s __ .....;t~ = 1; s, t 

P 

para cada par de elementos s,t de G, y con a t cociclo asocia s, -

do a la extensión 1 ----. 22 /p 22 ~ E ~ G ~ 1, existe 

un elemento y de L* verificando yS= b P y, para cada s de G, 
s 

es decir, .tal que ·L(P¡y) IR es solución al problema de inmer-

sión dado por: 

1 -~)' 22/p 2Z -~) E -~) G --~, 1 • 

-p s Demostraaión. Sea y = E Os x, con x cualquier elemento de 
&E(; 

L*. Para cada s de G se verifica. 

" s .. b ~p t) S = ~ (b
t

S ) -p x st = y = (. t t x.. t.. 

tEG 'tEG 

= b P 
s 

-p st t· b
st 

x = 
tEG 

b P y. 
s 
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Ahora s ~-4~ b -p es cociclo, ya que verifica: 
s 

b -p (b -p)s 
s t a t p 

= (1; s,) = 1 • 
P 

Por el teorema de independencia de automorfismos ([B01J §7 nQ 5), 

existe pues un x tal que y es no nulo. # 

CoroZario 2.13. Sea 

i*: H2 {G, 2Z /p 2Z} H2 (G, L*) 

I\¡ 

el morfi smo induc ido por i: 2Z Ip 7l ) lJ e ~ L * I donde el p 

isomorfismo de 2Z Ip 2Z en lJ p es el prefijado (por estar lJp con-

tenido en K*, es G-módulo trivial y por tanto, este isomorfismo 

es de G-mÓdulos). 

Entonces el problema de inmersión es resoluble.si y sólo 

si la imagen por i * del elemento e: de H2 (G, 2Z /p 2Z) asociado a 

la extensión es nula. 

Demostraci6n. La existencia de elementos b s de L* tales que 

b b s a 
s t = ¡; s,t equivale a que (s,t) 11-_0+) 
bst P 

a 
1; s,t 

p 
sea coborde 

de .G en L* y (s, t) 11--0+) 

a 
l; s,t es cociclo representando i*(E).# 
p 

La condicióni*{e:) = O puede expresarse también en términos 

del algebra producto cruzado. Recordamos a continuación su defi-

nición. 

Sea K un cuerpo, LIK una extensión de Galois de K con grupo 

G. Sea 



1 --+> L * -----+> E -...,... -T) G -~)o 1 

una extens16n de L* por Q, de manera que G opere sobre L* como 

grupo de Galois de LIK. 

Consideramos 2Z (E), 2Z -álg'ebra libre generada por E. Todo 

elemento de 2Z (E) puede escribirse de manera fintca en la forma: 

t ne Xe ,. ne E 2Z' • 
eEE 

Sea I el ideal bil~teto de 2Z (E) generado por 

x + X _. X . 
A 11 ).+¡¡ 

para A, p, X + P E L* . 

X + X X -X X E L* • 

El anillo cociente A :: 2Z (E) /rcontiene L y es una Kll.álge 

bra simple central tal gue [A:K] = [L:KJ4 • Estas dos condici~ 

nes implican que A ~ L es álgebra de matrices sobre L([sllth lO}. 
K . 

A se llama áZgeopa p~oducto cruzado de LiK por E. 

Sea ahora Us un sistema de representantes de G en E. Todo 

elemento de Ese escribe en· la forma AU
S

' con A E L * ~ . s E G. 20-. 

demos escribir cada elemento del ~lgebra producto cruzado en la 

forma .. '. 
A E L s 

y definir el producto por la regla: 

si as,t es el 2-000i010 de. G en L* determinado por el sistema 

de representantes us • 
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Si.. E es el elemento de a2 (G, 2Z /p 2Z) asociado a la exte.!! 

si6n del problema de inmersi6n planteado, podemos construir el 

álgebra producto cruzado asociada a la extensi6n, dada por el 

elemento i*(E) de a2 (G t L*) mediante el 2-cociclo de G en L*: 
a 

r s,t 
"'p • (s, t) 

Por los resultados de «(S2] X sS) y <[SI] §12) tenemos: 

P'J:Ioposiai6n 2.,14. Sea tlK una extensi6n de Galois con grupo G. 

El conjunto ALIK de clases de equivalencia de K-álgebras sim-, 

ples centrales A, tales que A Q L es álgebra de matrices sobre 
K 

L, está en correspondencia 1-1 con el grupo de cohomología 

H2 (G, L*). Para un elemento E de a2 {G, L*), un representante 

de la clase de ~IK correspondiente es el álgebra producto cru 

zado, asociada a la extensi6n de L* por G dada por E. # 

CO'J:Iotario 2.15. El problema de inmersión dado por el elemento 

E de H2 (G, zz; /p 2Z) tiene soluci6n si y s610 si el álgebra pr,2 

ducto cruzado asociada a € es isomorfa a un álgebra de matri-

ces sobre K .. 

Demostraai6n. La clase nula de ALIK es la de las álgebras de 

matrices sobre K y por las proposiciones 2.13 y 2.14 el proble 

ma de inmersión es resoluble si y s610 si la clase en ~IK del 

álgebra producto cruzado es la nula.# 
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Observación. Si K es una clausura algebraica de K y GK es el 

grupo de galois de K sobre K, el grupo a2 (GK1 K*) se obtiene c.2 

mo l!mite de los H2 (G, L*), con L recorriendo las extensiones 

de Galois finitas de K. Por otra parte, para toda K-4lgebra si~ 

ple central A, existe una extensiÓn de Galois finita L de R,tal 

que A Q L es ~lgebra de matrices <[S2] X §5 prop 7}. Por tanto 
K 

el grupo Ax de clases de equivalencia de K-algebras simples ce~ 

trales es reuniÓn de los ~IK' para L recorriendo las extensio­

nes de Galois finitas de K. Pasando al límite, se obtiene as! 

el isomorfismo 

que conecta las dos definiciones del grupo de Brauer de K. 

Proposición 2.18. El morfismo 

• *' 2 (G /.,.., ) J : H K' 2Z P IJU -~) a2 {G
K

, K*}, 

inducido por j: 2Z /p 2Z =:].1 {;...(': -0+,. K*, es inyectivo y, identi-p 
2 ficando H (GK, 

i*{e) e inf (e) 

H2 (G, 2Z /p 2Z) .. 

2Z /p 2Z) con su imagen por j *, se obtiene que 

coinciden en H2 CGK, K*') , para todo e de 

Demostración. La sucesiÓn exacta de cohomologia asociada a: 

1 )o ) 1 

es: 
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por tanto j* es inyectiva. 

El diagrama: 

a2 {G, '0../ p 2Z 1 i* a2 (G, L*l ~ 

i:f 1 
a (G1\' 2Z /p 2Z) 

i 
'* 2 K*l ) lo a (G1\I I 

donde la flecha vertical de la derecha es la inclusi6n de 

a2 (G, L*) en 2 a (G1\1 K*) «(S2]X§4 cor .. ) I conmuta. Por tanto, 

la imagen de inf e por j* coincide con i*e en 2 a (G1\1 -*) 1\ • fI 

Mediante la proposici6n 2.16 puede darse una demostraci6n 

alternativa del corolario 2.13. Sabemos que la resolubilidad 

del problema de inmersi6n sobre K dado por la sucesi6n exacta 

asociada al elemento e de a2 (G, 'lZ/ P 'lZ) equivale a inf e = O 

en a2 (GK, 'lZ /p 2Z) (prop. 1.16)" Por 2 .. 16, tenemos inf e = O 

equivalente a i*e = j* (inf e) = O en a2 {G1\' K*} y equivalente 

a i*e = O en a2 {G, L*). 

§ 3. PROBLEMAS DE INMERSION CON NUCLEO 'lZ /2 2Z: LA FORMULA DE 

SERRE 

Para ciertas extensiones con n1icleo 2Z /2 'lZ I la obstruc-

ci6n al problema de inmersi6n puede expresarse mediante la f6r 

mula de Serra «53]}' que recordamos a continuaci6n. 
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Sea K un cuerpo de característica - distinta de 2. Sea F 

un cuerpo extensi6n separable de K de grado n. La forma cuadr! 

tica traza de la extensi6n FIK, QK' definida por: 

da a F estructura de espacio cuadr!tico. El discriminante dF 

del espacio cuadr!tico F coincide con el discriminante de la 

extensi6n FIK en K*/K*2. Sea w(QF} el invariante de Hasse-Witt 

de QFo Si, en una base de F sobre K, QF toma forma diagonal 

(al' a 2,···, an ), W(QF) es la clase del elemento ~ (a., a
J
,) 

i<j ~ 
del grupo de Brauer de K. Por ser w(QF} la clase de un &lgebra 

de cuaterniones, es un elemento de la 2-componente H,2 (GK, 2Z /2 ZZ ) 

del grupo de Bra~er H2 {GK, K*) de K. 

Sea K una clausura algebraica separable de K. Sea ~ el con 

junto de K-morfismos de F en K. Se tiene card ~ -= n y GK opera 

sobre ~. Sea 

el morfismo obtenido identificando ~ con {l, 2, ••• , n}. La ima-

gen G de e es un grupo isomorfo al grupo de Galois sobre K de 

la clausura galoisiana L de F. Cuando F = K[xl/(f), con f poli 

monio separable de grado n, G es el grupo de Galois de f , ente~ 

dido como grupo de permutaciones de las raíces de f. A partir 

de ahora.,1. identificamos G con Gal (L I K) Y consideramos un ele­

mento s de G tanto automorfismo de L sobre K como permutaci6n 

de Sn" 

Consideramos la extensi6n central de Sn' con n > 4, 
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-
1 ---+) 2Z /2 :zz ---+) Sn -_. Sn ---+, ~. 

caracterizada por la propiedad (p) siguiente: 

(PI: Todo elemento de Sn cuya imagen en Sn es una trasposici6n 

(resp. un producto de dos trasposiciones con soportes disjun-

tos) es de orden 2 (resp. de orden 4). 

Sea sn el elemento de H2 (Sn' 2Z /2 2Z) correspondiente a la 

-extensi6n. Sea G la antiirnagen de G en Sn. Serre obtiene el re-

sultado siguiente: 

Proposición 2.17. ([S3] th 1). Sea e: el elemento de H2 (G, 2Z/2 2Z ) 

asociado a la extensión 

1 ---+~ 2Z /2 2Z -_t G ---+~ G ---"', 1 , 

es decir la imagen de s en H2 (G, 2Z /2 2Z) por el morfisrno de 
n 

restricción: 

res: 2 
H (Sn' 2Z/ 2 2Z) H2 (G, 2Z/ 2 2Z). 

2 En H (GK, :ZZ/ 2 :ZZ) se verifica la igual.dad: 

donde (2, dF) es la clase del álgebra de cuaterniones con gene­

radores i, j, tales que i 2 = 2, j2 .= dF , ij = -ji.# 

Veamos ahora que la forma cuadrática traza QF es equivale~ 

te a la identidad sobre L, es decir, que la forma QpL, obtenida 

a partir de Qp ampliando escalares a L, es equivalente a la for 

ma cuadrática identidad de Ln . 

Sea H el subgrupo de G formado por los autornorfisrnos de L 
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que dejan fijo F. Tenemos [G:H] = n. Sea <p = {~¡., C{)2'···' C{)n} 

el conjunto de K-morfismos de F en K. Identificamos F con C{)l(F} 

y elegirnos un sistema de representantes S = {51' 52'···' Sn} 

de G m6dulo H de manera que: 

Si 
F = ¡Pi(F) , i=l, 2, ••• , n. 

Sea (xl' X 2 ' ••• , xn ) una base de F sobre K. Si "F = K[x1/(fl, 

con f polinomio separable, se tiene F = K(e), para una raiz e 

de f y puede tomarse la base (1, e, ••• , en- l ) de F sobre K. 

Consideramos la matriz M de Mn(L): 

M = 

'.- ...... . 
s sn 

X n x 
1 2 . . . 

La matriz MtM es la matriz de QF en la base (xl' x 2 ' ••• ,xn) 

ya que su elemento (ij) es: 

Qp es pues isomorfa a la identidad sobre L, y el isomorfismo 

base can6nica, de Ln y (xl' x2 ' ••• , xn ) de F Q L verifica 
L L L K 

QF (f(x» = QI (x), donde QI indica la forma cuadrática iden-

tidad de Ln • 

Para un isomorfismo f entre L-espacios vectoriales y un 
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elemento s de G, se define f's = s f s-l. Si f tiene matriz M, 

la matriz de f~ en las mismas bases es la matriz MS obtenida 

aplicando s a todos los elementos de M. 

Sea t (L I K) el conjunto de clases de equivalencia sobre K 

de las formas cuadráticas que son equivalentes sobre L ala.for 

ma cuadrática identidad 0IL. Sea Q(QIL) el grupo de transforma 

ciones ortogonales de Ln respecto de QIL• Por el isomorfismo: 

"t(L IK} 1 L 
H (G, Q (QI », 

a QF le corresponde la clase del cocic10 s f-I -+)0 

([S2] ~ §2). Calculemos este cociclo. 

E 1 . s Para s 'G, a matr~z M es: 

ss' sSl 
X l 

1 x 2 

ss 
2 

ss 
2 

........ 
x n 

••. x n 

ss, s. ' 

ss 
2 

ss 
n 

s ~ :~ El elemento x. es x. 
J J 

si ir es tal que ~i' = ~i ' es de-

cir i' = s(i) considerando s elemento de Sn 0 Entonces, M
S es 

la matriz obtenida permutando las filas de M de manera que la 

fila i de MS es la fila S(i) de M. 

Consideramos la matriz A E M (L) definida por: s n 

as{j),j = 1 a .. = O 
l.J 

si i i- S(j} • 

Al multiplicar cualquier matriz por As a la izquierda se produ 
s ce la permutaci6n de filas contraria a la del paso de M a M , 

por tanto se tiene As MS 
= M, o equivalentemente: 
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-s 
M M = As . 

El 1-cociclo de G en O(QIL1 asociado a 0p es pues s ~ ps 

con ps transformación ortogonal de matriz As en la base canóni­

ca (el' e 2 , ••• , en) de Ln , es decir definido por 

, i = 1, ••• n. 

Consideramos la inyección Sn .. iny ,. O (QI L) definida por 

e i I ) ea(i) para a E Sn' Entonces la composición: 

G e ; Sn iny » O (OI L) 

es el cociclo Ps' En el lenguaje de ([S4] I 5.3), Qp es la fOE 

ma cuadrática obtenida de 0I por torsión galoisiana mediante el 
L 1-cociclo p s: G ) O (OI ). 

En el caso en que dp sea igual a 1, la imagen de e: GK~ Sn 

está contenida en el alternado An' La restricci6n de sn a An es 

el elemento an de H2 (An , ZZ; /2 ZZ;) correspondiente a la extensi6n 

central de An que escribimos en la forma: 

1 --?}O ZZ; /2 ZZ 

En este caso la fórmula de Se.rre se reduce a: 

2 en H (GK, ZZ /2 ZZ). 

L' Al ser Qp isomorfa a la identidad, su invariante de Hasse-

Witt es trivial. Tenemos pues: 

es decir, w(Op) está en el sub grupo H2 (G, L*) del grupo de Bra-
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uer de K, correspondiente a las ~lgebras escindidas por L. De 

aquí puede deducirse el siguiente resultado. 

Proposición 2.18. Sea G la imagen de e:GK --¡> An' Sea e: la 

imagen de an por el morfismo de restricción de H2 (An , 22;/2 22;) en 

H2 (G, 22;/ 2 Zl). Sea 

2 i* : H (G, 22;/2 Zl) )o H2 (G, L*) 

el morfisrno inducido por i: Zl/2 22;::: \l2 ~C __ -+l L*. Se verifica: 

i* (e:) = wJQp} en H
2 

(G, L*). 

Demostración. Por 2.16, tenemos que inf e: coincide con i*e: en 

H2 (GK, K*). Entonces la fórmula de Serre da: 

i*(e:) = w(Qp} en H2 (GK, i*), 

y por ser ambos elementos de H2 (G, L*), se tiene la igualdad 

en H
2

(G, L*). # 
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CAPITULO III 

CONSTRUCCION EXPLICITA DE SOLUCIONES 





Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. El obje­

tivo de este capitulo es construir expl1citamente las solucio­

nes de un problema de inmersi6n dado por: 

GK 

1 e 

1~ , {± 1} • G ~ G ,. 1 

-donde G es un subgrupo del grupo alternado An y G es la antiima 

-gen de G en An , doble recubrimiento de An , con n ~ 4. Sea. rd K 

la extensi6n de Galois correspondiente al epimorfismo e • En el 

caso en que el problema sea resoluble, sabemos que si L(~} es 

un cuerpo soluci6n, la soluci6n general es L(~ry) con r reco­

rriendo K*/K*2(cf. 2~2). 

Obtenemos una soluci6n y como coordenada de la norma espi­

norial de un elemento adecuado del álgebra de Clifford de la 

forma cuadr~tica traza QF de FIK, subextensi6n separable de gra 

do n de L \K (teorema 3.15). Mediante la fórmula. de Serre (cf 2 .. 17) , 

sabemos que la resolubilidad del problema equivale, en este ca­

so, a que el invariante de Hasse-iVitt de QF sea trivial. Para ha 
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llar la solución, utilizaremos la construcción del doble 

recubrimiento A de A , mediante el grupo de Clifford reduci-n n 
do de la. forma cuadrática identidad ºI' dada por Schur. Usare-

mos asimismo las relaciones entre las álgebras de Clifford de 

Op y QI' que obtendremos previamente. 

En el caso en que Op es equivalente sobre K a 0I o, más 

generalmente, a una forma cuadr~tica del tipo: 

2 2 O = -(X + X q 1 2 + ••• + + ••• + 

damos explícitamente la solución en función de un cambio de ba 

se que pase de Op a Qq' o en su caso a 0I (teoremas 3.17 y 3.24). 

§1. EXTENSIONES ESPINORIALES. ESTUDIO DEL PROBLEMA 

Dada una forma cuadrática Q sobre un K-espacio vectorial 

V de dimensión n, se define su áZgebra de CZifford C(O> como el 

cociente del álgebra tensorial de V por el ideal bilátero gene­

rado por los elementos x.9 x--O(x), con x recorriendo V. C(Q} 

+ es una K-álgebra simple central graduada.. Indicamos por e (Q> 

la imagen en el cociente de ~ Ti(V), por C-(Ql la de @. ~~}. 
i par i ~ 

Se llaman elementos pares de C(O) a los elementos de C+(Q}, ~-

pares a los de C-(Ql. Identificamos el espacio vectorial V con 

su imagen en C(Q}. Si (el' e 2 , ••• , en) es una base ortogonal de 

V (respecto de Q) tal que O(e i } = a i , i = 1, ••• , n, C(Q} es la 

K-álgebra generada por el' e 2 , ••• , en con las relaciones: 
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l:<>i<n; ,1<i;éj<n. 

el e 2 en 
Los elementos el e 2 .•. en ' con e i = 0,1, forman una 

base de C(Q) como K-espacio vectorial. La dimensi6n de C(Q} so­

bre K es pues 2n . 

Si L es un cuerpo extensi6n de K y QL es la forma cuadráti 

ca obtenida a partir de Q ampliando escalares a L, el álgebra 

de Clifford de QL coincide con C(Q} 0 L Y la indicaremos por 
K 

CL(Q). Identificamos C(Q) con su imagen en CL(Q) por x ~ x 0 l. 

Si L es extensi6n de Galois de K, con grupo de Galois G, pOde-

mos definir una acci6n de G sobre CL(Q) = C(Q) ~ L, haciendo 

operar G sobre el segundo factor. La parte fija de CL(Q) por 

la acci6n de G es C(Q) y la acción de G restringe a C~(Q}, y a 

CL (Q). 

Si Q, Q' son formas cuadráticas equivalentes sobre K, de-

finidas sobre los espacios vectoriales V, V' respectivamente, 

un isomorfismo f de V en V' tal que 

Q' (f (x)) = Q (x) para todo x de V, 

se extiende a un isomorfismo de C(Q) en C(Q'). En efecto, para 

x E V, tendremos: f(x)2 = Q' (f(x» = Q(x) = x2. 

Sea 13: C (Q) --~, C(Q) el antiautomorfismo principaL de 

C(Q), es decir el único antiautomorfismo de C(Q) que deja fijo 

V. Si vI' v 2 ' •.• , vk son vectores de V, tenemos: 

Definimos la norma espinoria~ N(x} de un elemento x de C(Q} 

por: 
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N(xl = l3(x).x 

+ Se llama grupo de CZifford espeaiaZ de O, G (O}, al grupo 
+ multiplicativo de los elementos invertibles x de C (Ql tales 

-1 que x V x = V. 

+ Para un elemento x de G (Ol su norma espinorial N(x) es 

un elemento de K* y la aplicaci6n: 

N: X 1-1-..... ;. N(x) 

es un morfismo de G+(Q) en K*. Se llama grupo de CZifford redu 

aido, G~(O}, ~l núcleo del morfismo N. 

ProposiaiÓn 3.1. Sea SO(Q) el grupo de las rotaciones del espa 

cio cuadrático V. Para x E G~(O}, v E V, definimos ~(x) (v)=x:v x-1 

+ Entonces ~ es un morfismo de Go(O) en SO(O)y la sucesi6n 

1 -~~ {± l} -~)r SO (O) 

es exacta. 

+ DemostraaiÓn. Por ([B02] §9 nQ 5 th.4), ~. es morfismo de Go(O} 

en SOCO) y su núcleo está contenido en el centro de C(O). Un 

elemento par del centro de C(Q) es del cuerpo K([O] 54:4) y los 

elementos de K con norma espinorial 1 son ± 1.# 

Proposiaión 3.2. ([S31 2.3.lema 1). Sea 0l la forma cuadrática 

identidad sobre Kn , con n > 4. Consideramos An incluido en SO(Q) 

mediarite-s~ Ps' con ?s·(e i ) =;es:('i) para _~.el,,_e2"·· ,en) ba­

se can6nica de Kn • Entonces An está incluido en la imagen de 

--~, SO(Ql}' Para el elemento (ij) (kl) de An' pro-
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ducto 

Go (Ql 

k, 1 

de las trasposiciones (ij} y (kl) , una antiimagen 

el 1 (e i - e.) (ek - el) , de orden es elemento 2' 
J 

son distintos. Por tanto cp-1 (1\ ) 
n es isomorfo a 

De la construcci6n de la sucesi6n exacta: 

-1 .-, -~? {± 1 } -~. A n 
-~.,. A 

n 
1, 

4 si 

A . # n 

en 

i, j, 

dada por la proposici6n anterior, se deduce que para G. imagen 

- -de e: GK > An' podemos considerar G antiimagen de G en An 

+ . como subgrupo de Go(QI). S~ U s es un sistema de representan-

tes de G en G, los U s son elementos de C(QI) verificando 

-1 
Us e i Us = us(i) , i = 1, ... , n , 

siendo (el' e 2 , .•. , en) la base can6nica de Kn . Adem&s cada 

Us es producto de un número par de factores del tipo (ei - e j ), 

y factores ~, por la proposici6n anterior. De ahora en adelan­

te, consideramos fijado un sistema de representantes u s ' con 

u1 = l. Sea a el 2-cóciclo de G en {± 1} que determina, s,t 

es decir: 

2 Designamos por E la clase de a t en H (G, {± l}}. s, 

+ 
El grupo de Clifford reducido Go(QI} de la forma cuadr&ti 

ca identidad se identifica con el grupo de los espinores, 

Spinn(K). Para un subgrupo G del alternado An , con n ~ 4, si 

G es ,-'s.u antiimagen en An , por la proposici6n 3.2, es conmutatí 

vo el diagrama: 
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l~ {± l} -
1 G· • G .,. 1 

ir t ! 
1 l" {± .l! -+ 

., 
Spinn(K) -> SOn (K} 

Adoptamos la definici6n siguiente. 

Para un subgrupo G del grupo alternado An t con n > 4, lla 

maremos extensión espinoriaZ de G a la sucesi6n exacta 

-1 ---!lo. {± l} -~» G --P, G --P, 1, 

- -donde G es la antiimagen de G en la extensi6n central An de An 

es decir el grupo que hace conmutativo el diagrama anterior. 

Consideramos un problema de inmersi6n dado por una exten­

si6n espinorial, sobre un;,:;cuerpo K de característica::: distinta 

de 2, es decir, dado por un diagrama del tipo: 

GK 

1 e 

-1 " {± l} Jo G G !I> 1 . 

Suponernos el problema resoluble, es decir que si E es el ele­

mento de H2 (G, {± l}) asociado a la extensi6n espinorial de G, 

se verifica inf E = O en H2 (G t {± 1}) o, equivalentemente, 

i* E = O en H2 (G, L*l, siendo LIK la extensi6n de Galois con 

grupo G asociada al morfismo e: GK --~. G (cf 1.16 y 2.13). 

Si L(!y) es un cuerpo soluci6n, sabemos, por 2.2, que la 

soluci6n general será L(/ry), con r recorriendo K*/K*2. Ade-

más, por 2.10, si la extensi6n espinorial de G no es escindida, 

todas las soluciones son propias. En este caso, L(!rYl, con r 

recorriendo K*/K*2, da todos los cuerpos soluci6n. 
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En el caso en que K sea un cuerpo de números, sea S el 

conjunto de primos de SK' anillo de enteros de K, en que rami­

fica la extensi6n LIK. Si el número de clases de ideales de 

SK es impar, sabemos por 1.2~, que existe una soluci6n al pro­

blema de inmersi6n no ramificada fuera de S v { ~ E Spec SK/,.12}. 

Nos proponemos calcular expl!citamente una soluci6n al 

problema de inmersi6n considerado. Por 2.11, debemos hallar un 

elemento y de L , tal que: 

yS = b 2 y, para todo s de G 
s 

y con b s de L verificando: 

b
s 

b S b- l = a 
t st s,t 

donde a t es el 2-cociclo de G en {± l}, determinado por el s, 
-sistema de representantes liS de G en G, fijado anteriormente. 

Hallaremos el elemento y mediante el álgebra de Clifford CL(QF)= 

= C(QF} ~ L. 
K 

Proposiaión 3.3. El isomorfismo f: Ln --~) F ~ L, con matriz 
K 

-1 n 
M en las bases (el' e 2 , .•• , en)' base can6nica, de L y 

(Xl' X2 '···, x n ) de F ~ L, introducido en II §3, donde tenía­

mos 

s~ 
~ 

M = (x j 1 1 < i < n 

1 < j < n 
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Demostraaión. f cumple Q¡L(Xl = QFL(f(x)}, para todo x de Ln , 

por tanto extiende a un isomorfismo entre las ~lgebras de Clif-

ford.# 

Indicaremos también por f el isomorfismo de CL(Q¡) en 

CL{QF) dado por la proposici6n anterior, y definimos: 

, i = 1, ..• , n • 

Veamos ahora que también C(Q¡) y C(QF) son isomorfas. Más 

concretamente se verifica el resultado siguiente. 

Proposiaión 3.4. Si dF = 1, Y es resoluble el problema de in­

mersi6n dado por: 

1 ----+. {± l} 

GK _ 1 
--) G --+" G --+» 1 , 

entonces existe un isomorfismo C(QF) -----+. C{Q¡), que transfor 

ma C+(QF) en C+(Q¡) y C-(QF) en C-(Q¡). 

Para la demostraci6n, usaremos el siguiente lema: 

Lema 3.5. Sea C~(QI)* el grupo multiplicativo de C~(QI). Es un 

G-m6dulo y se verifica: 

Demostraaión. Supongamos primero K infinito. Sea as un 1-coci-

l d +( * l + * C o e G en CL QI) • Sea c un elemento cua quiera de CL(QI) • 

Formamos el elemento 
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b = E 
SEG 

a 
s 

s 
c· 

b verifica b S = a -1 b, por tanto, si b es invertible, se tie 
s 

-s ne as = b b, es decir s I~-+~ as es coborde. Ahora, por el 

teorema de independencia algebraica de automorfismos, ([B011 

§10 th 4) I puede tomarse c de manera que b sea invertible. 

Sea ahora K finito, entonces el grupo de Brauer de K es 

nulo ([S21 X §7) I es decir, toda K-álgebra simple central es 

álgebra de matrices sobre K. 

Si n = [F:K] es impar, C~(QI) es K-álgebra simple central 

«(LA] V 2.4), por tanto álgebra de matrices y por ([S2J X prop 3), 

tenemos H1{G, C~(QI)*)= O. 

Si n es par, y por ser dI = 1, C~(QI) es suma directa de 

2 K-álgebras simples centrales isomorfas ([LA] V 2.5), por tan 

to 

M n-2(L) x M n-2(L), 
2 2 

y por ([S21 X prop.3), se tiene: 

H1(G, C~(QI)*) = H1(G, GL(2n-2, L» x H1 (G, GL(2n- 2 , L)} = 0.# 

Demostraaión de 3.4. Sea f-1: F 0 L ---+~ Ln el isomorfismo in 
K -

verso del obtenido en la proposici6n 3.3. Entonces, se cumple 

i=1, ••• ,n 

(cf cap II §3). Por ser el problema de inmersión resoluble, 

existen elementos b~ de L*, tales que 
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= a ' s,t 

Sea u el sistema de representantes de G en G fijado anterior­s 

mente, sea 

h = b-1 
s s 

Entonces, s 1-1 --. + ) * hs es 1-cociclo de G en CL(Qr y, por el le 

+ ma 3.5, es coborde, es decir existe un elemento a de CL(Qr) 

que 

Por tanto tenernos: 

-1 s f of (e i ) = es (i) = u s 

o equivalentemente 

-1 fS (x) f o 

e. 
~ 

= 

-s a a 

-1 u s 

-s 
aa 

= 

X 

hs 
-1 e. hs ~ 

s -1 
a a 

para todo ,x de Ln . Si y = fS(x), tenemos: 

= 

Definirnos ahora: 

-s a 

-s = aa 

1jJ (y) = a -1 f- 1 (y) a , para y E P ~ L . 

s -1 e. a a 
~ 

s Por la igualdad anterior, tenemos 1jJ =1jJ, para todo s de G. 

Además se cumple: 

tal 

, 

por tanto, 1jJ extiende a un morfismo de CL(Qp) en CL(Qr)' Por 

definición, 1jJ es composición del isomorfismo f- 1 y de un auto-
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morfismo interior de CL(OI1, por tanto es isomorfismo de CL(OF1 

en CL(OI). Por ser $s = $, la restricci6n de $ a C(OF l es un 

isomorfismo 

~ ! C (Op) )' C(OI)· 

de CL(OI)' 
+ Adem:is, por ser a un elemento par $ transforma C (OF) 

C+ (OI) C-(OF) - (OI) • # en y en C 

Observación. La proposici6n anterior se inspira en un resulta-

do de Springer ([sp] th.4.2). Hemos dado aquí un enunciado re-

lativo a las formas cuadráticas 0I y QF
' 

Y en relaci6n al pro­

blema de inmersi6n tal como 10 usaremos. Springer define un in 

variante aLeo, 0l} para dos formas cuadráticas Q y °1
' 

defini­

das sobre un cuerpo K y equivalentes sobre un cuerpo L, ex ten-

si6n de Galois de K. En el caso en que Q sea la forma cuadráti 

ca identidad, aL(o, 01) es el invariante de Hasse-Witt de °1' 

que es elemento de H2 (G, L*). La hip6tesis aLeo, 01) = 1 del 

teorema de Springer equivale pues por 2.18 a i*(e} = O, es de-

cir a la existencia de los elementos bs de L* tales que 
s -1 

b s b~. b t = a t' 
1;. .' s s, 

Proposición 3.6. El elemento a, definido en la demostraci6n de 

la proposici6n anterior, es un elemento invertible de CL(OI}' 

cuya norma espinorial N(a} verifica: 

N.~et.)~ ~=' I;:>~ N (et.) , para todo.s de G 

':"1 . 
Y con b s E L* cumpliendo b b S b s t st = as,tO 

-111-



-s -1 Demostraoi6n. a cumple aa = bs us ' por tanto: 

sea-s} sea) a a-s = S{aa-s)aa-s = b~2 s{us ). 

+ por ser Us de Go(OI 1• Tenemos pues: 

-2 
U = b s s 

a(a}.a 

es decir: 

N(a).# 

Observaoi6n. Si N(a} es un elemento de L*, entonces L{~) IL 

es solución al problema de inmersión. 

CoroZario 3.7. Si escribimos el elemento N(a) de la proposición 
"€1 €2 €n 

anterior en la base {el e 2 ••• en } €i= 0,1- de CL{OI),cua! 

quier coordenada A de N(a) verifica 

AS = b 2 A • 
s 

Por tanto, para A coordenada no nula de N{a), L{IA) IL es solu-

ción al problema de inmersión. 

Demostración. Si N(a) = . . . €n 
en ' tenemos: 

e n ", ' 

por ser e i de e (OI)" e igualando c..oordenadas de N (a) s y b; N (a) , 

se obtiene el resultado.# 
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Co~ota~io 3.8. Si f(al es la imagen de a por el isomorfismo f 

de ~(QI) en CL(QF} y f' es el isomorfismo inverso del isomor­

fismo ~ obtenido en la proposici6n 3.4, se verifica: 

1) N{f(a}}s == b; N(f{a}) y ~s == b~ A para cualquier coorde 

nada A de N(f{a)} en una base de C(Qp). 

2) f'(e.) == f(a)·v. f(a)-l , i == 1,2, ••• , n. 
~'.~ 

Demostración. Por ser f isomorfismo entre los espacios vectori~ 

les de CL{QI) y CL,Qp) I conmuta con los antiautomorfismos prin­

cipales, por tanto la primera igualdad de.1) se deduce de 3.6. 

Igual que 3.7, se obtiene la segunda. 

Tenemos ~(y) == a-1 f-l{y) a, por definici6n, por tanto 

. -1 -1 
== f (a e i a. ) == f (a) vi f (a) • # 

§2 METODO DE RESOLUClON 

Obtendremos la soluci6n al problema de inmersi6n calcula~ 

+ do explícitamente un elemento z invertible de CL(QF) tal que: 

e. \-\ -...,.,. 
~ . 

-1 z v. z 
~ 

defina un isomorfismo de C(Ql' en C(QF). 

Veamos primero que, a partir del conocimiento explícito 
+ de un isomorfismo de C(OI) en C{Qp} , que transforme C (QI) en 

+ - -C (QF).Y C (Ql) en C (QF)' puede calcularse este elemento z. 
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Lema J.9. Sean, como antes, f , el isomorfismo de CL(QI) en 

CL(Op) y vi = f(eil , i =~, ••• n. Sea g un isomorfismo de C(QI) 
+ + en C(Op) que transforme C (OI) en C (Qp} y C-(OI) en C-(Qp)' y 

sea W i = g (e i ) I i = 1, •.. , n.o Entonces podemos elegir g de manera 

que el elemento 

z = 1: 
E1=O,l 

sea un elemento no nulo de CL(Qp)' 

W n 

Demostración. Supongamos que z es igual a O. Sea wi = - w1 • En 

tonces la asignaci6n 

) w' 
1 

i = 2, ••• n 

define un isomorfismo de C(OI} en C(Qp) que transforma C+(QI) 
+ en C (Qp) y C-(QI) en C (Qp)' Pormamos el elemento: 

z' = 

Entonces se cumple: 

z - z, 

Si z' es también nulo, por 

E2 
¿; v 2 • •• 

Ei =O,l 

v n 

E 
n 

ser v 1 y w1 invertibles, 

En En E2 vn Wn ••• W2 = O • 

tenemos: 

Podemos pues sustituir w2 por wi = -w2 y reiterar el proceso. 

Llegaríamos a vn • wn = O, imposible ya que vn y wn son ambos in 

vertibles. 
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Por tanto, sustituyendo por sus opuestos los elementos wi 
que sea necesario, obtenemos un isomorfismo g tal que z es no 

nulo. # 

Observaai6n. z es un elemento par de CL(QF} ya que cada uno de 

sus sumandos es producto de un namero par de elementos impares. 

(Cada vi es impar por ser de L G F, Y cada wi = g(ei ) lo es ya 

que .g trans1=orina"c~ (QI) en C- (QF) ) • 

Proposiaión 3.10. Sean ,f, g, v_, w. como en el lema anterior y 
l. l. 

g elegido de manera que el elemento 

z = ... 

sea no nulo. Entonces z es invertible y verifica: 

N(z}s N{z}, 

para todo s de G, con los elementos bs de'L* cUmpliendo: 

b 't.,S s J../ t 

b st 

Para hacer la demostraci6n de 3.10, necesitarnos una serie 

de lemas: 

Lema 3.11. z cumple: vi z = Z wi ' para.'í'.:::= 1 / •• • n .• 

-115-



Demostración. Tenemos: 
í: E' 

El e i e ' i J El Ei+l 
n =:: (-1) J< Vi vI •.. V i ... vn vI •• 'Vi ... 

E 
Vn n, con E. + 1 EZOl/2 Zl, , 

1. 

Por tanto: 

. .. ,. 

el ei+l En En E±+l . El 
t vl ... 'Vi • ",vn wn ·•• ,wi "." ,w1 =:: z 

e j =::O,l 

o equivalentemente vi Z =:: Z wi por ser wi =:: 1.# 

Lema 3.12. z es invertible. 

• 

+ 
DemostraciÓn. Por 3.8, tenemos un elemento fea} de Ct(QF) inver-

tible y tal que: 

define un isomorfismo f' de C(Q¡) en C(QF) que restringe a un 

isomorfismo de C+{Qx} en C+CQpl. Sea g el isomorfismo de C(Q¡) 

en C(Qp) introducido en el lema 3.9 • 

Si n es par, Ct(QF) es álgebra simple central «(LA] V 2.5)~ 
por tanto gf·-l es automorfismo interior, es decir existe un 

elemento a de C{QF) invertible tal que: 

-1 . -1 ft(ei > =:: a q(ei ) a =:: a wi a. 

Por tanto tenemos: 

-1 -1 fea} Vi f(a} = a wi a· ci bien. 
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Por el lema 3.11, se tiene vi Z = Z Wi • De las dos igualdades, 

se obtiene: 

2 _ = Z Wi a f(a) - z a f(a), 

es decir el elemento Z a f(a) est4 en el centro de Ct(Op)' por 

tanto en L. Tenemos pues 

z = b [a f (a) ) -1 con b EL. 

Hemos tomado g de manera que z sea no nulo, por tanto b es no 

nulo, y z invertible. 

Supongamos ahora que n es impar. Entonces {(tA] V 2.4) 

C~ (O~): es álgebra simple central. Por restringir f t Y g a iso­

morfismos entre las partes pares de las álgebras, la restric­

ci6n de gf t
-

1 a C~(Qp) es automorfismo interior. A partir de 

aqu!, la demostraci6n es igual que en el caso n par, sustitu-
+ 

yendo Ct(QF) por Ct(QF} y vi' wi por vi v j ' wi wj ' respectiva-

mente. # 

Lema 3.13. Sea ms = f{us)' donde Us es un sistema de represen­

tantes de G en G, y consideramos los Us como elementos de C(Q¡). 

Entonces se verifica: 

para t~do s de G y todo i = 1, ••• 1 n • 

Demostpación. Aplicando s a:vi Z = z wi (3.11) obtenemos 

vis ZS = zS wi ' por ser wi de C(QF) I y por tanto ~ 
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-1 m s 

Calculamos v. s • Por definición, tenemos v. = f(e.), con f iso-
~ ~ ~ 

morfismo de matriz M-1 en las bases (ei , e 2 , ••• e n ) y (x1 ,x2 , ••• xn ), 

por tanto: 

n 
v. = E 

J i=1 
c. . x. , con ( c. .) 
~J ~ ~J 

-1 
= e = M . 

La matriz M (m .. ) verificaba m .. s m por tanto su = = s(i)j' ~J ~J 

e verifica s Tenernos sa c .. = c is (j) . pues: 
~J 

s n s Il 
V. = r c .. x. = í: cis(j) x. = vs(j)· J i=1 ~J ~ i=1 ~ 

Ahora los elementos ms verifican: 

a partir de las relaciones análogas de u y s e i o Por tanto: 

-1 m ms = a -1 -1 S,S s 

y se tiene: 

-1 s -1 m vi ms = m v m = vi s -1 s(i) -1 s s 

Obtenernos pues: 

-1 s 
(ros 

-1 s 
ros) 

-1 s -1 s # ro z w. = v. m z == v. ro z . s ~ ~ s ~ s 

L 1 -1 zS z-1 1 d * ema 3. 4. ms es un e emento e L y b s = 

verifica: 
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b b s 
. s t 

b st 
= a t I S, 

para todo par s,t de elementos de G, con a t cociclo asociado s, 

a la extensi6n: 

1 ---'P" {± 1} - ...... , G ---l>lO' G -~) 1 

determinado por el sistema de representantes u s fijado. 

Demostraci6n. De las dos igualdades: 

(3.13) 

(3.11) 

se deduce v. m -1 ZS z-1 v.-1 = m -1 ZS z-1 t t b = 
l. S l. S ' po r an o s 

= ms - 1 
ZS z-l es del centro de CL,QF}; además es par (por ser 

z y ms pares) y por tanto,'de L ([O] 54:4). 

Ahora, para cada elemento invertible z de CL(QF)' se veri 

fica la identidad: 

Sustituyendo zz-s por bs - 1 ms - 1 
I etc, obtenemos: 

-1 -1 (b
t

- 1 mt-1)s -1 -1 -1 1 bs ms (bst mst ) = 

y de aquí: 

b b s b -1 -l-s 
s t st = ms mt mst" 

Calculamos mt
s • Hemos elegido el sistema de representantes Us 

de G en G de manera que cada. U s sea producto de un número. par 

-119-



de términos (ei - e j ) y factores ~ • Entonces, ms = f(usl es 

producto de un namero par de términos (vi - vj}y factores i . 
De la igualdad: 

(demostraci6n de 3.13) I se deduce pues: 

Tenemos as!: 

Demostraaión,de 3.10. Por 3.14, tenemos ZS z-l = bs ms. Tomando 

normas espinoriales obtenemos: 

ya que tenemos N{us ) = 1 Y por ser ms = f(us ) y f extendido de 

un isomorfismo entre los espacios vectoriales, N (ms )' = l. Ahora, 

el miembro de la izquierda es: 

s -1 z z = -1 
? • 

Tenemos pues: S(z-l) N(Z)s z-1 = hs2 y por tanto: 

N(z}s = b 2 6(z} z = b 2 N(z). # s s 

Teorema 3.15. Sea f el isomorfismo de CL(QI) en CL{QF}' obteni­

do por extensi6n del morfismo de L
n en F e L con matriz M-l. Sea 

K 
. d n (el' e2 ,···, en) la base can6nica e L I Vi = f(e i ), i = 1,2, ••• /n~ 

Si es resoluble el problema de inmersi6n dado por G --..,.. G·::: Gál {L f·Kr ~ 
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con G extensión espinorial de G, entonces existe un isomorfis­

mo g de C{Qr} en C(QF) , que transforma C+(Qr> en C+(QF1 y C-(Qr) 

en C-{QF1 y tal que, definiendo wi = g(ei ), i = 1, ••• , n, el 

+ elemento de CL(QF): 

z = 

sea no nulo. 

La solución general del problema de inmersión es: 

L (rry) 

con r E K* Y Y cualquier coordenada no nula de la norma espino-
el e2 en 

rial N(z) de z en la base {wl w2 .~. W } -O 1 de CL(QF) 
n ei- I 

(o en cualquier base de CL(QF) invariante por G). 

Demostración. Por la proposición 3.4, existe un isomorfismo g 

+ + -de C(QI) en C(QF} que transforma C (Qr) en C (QF) y C (QI) en 

C-(QF)' Por el lema 3.9, puede modificarse g para obtener z no 

nulo. Basta ahora igualar las coordenadas de los dos miembros 

de la. igualdad N {z} s = b s 2 N (z), obtenida en 3. 10, teniendo en 

cuenta que los wi son invariantes por G. # 

Observación. Si es trivial la extensión: 

-1. , {± l} -~~ G ---?) G -~» 1 

-podemos tomar el sistema de representantes Us de G en G tal que 

el cociclo que determine sea a t = 1, para todo par s,t de G. s, 

Entonces si b s E L* verifican bs bt s = as, t bst ' s I • bs es 
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coborde, por tanto se tiene: 

b = aS a-1 
s 

para un elemento a de L*. El elemento z verifica entonces: 

o, equivalentemente, 

es decir a-2 N(z) es un elemento invariante por G y por tanto 

de C(QF}. Una coordenada y no nula de N(z), en una base de 

C(OF)' será entonces de la forma: 

2 
y = a • Yo' con Yo E K*. 

El teorema 3.15 da pues la soluci6n general al problema 

de inmersi6n también en este caso. 

Veamos ahora como se obtiene un isomorfismo de C(QI} en 

+ + - -C(Qp)' que transforme C (OI) en C (Qp) y C (OI) en C {OF}' en 

el caso en que 0p sea equivalente sobre K a una forma cuadráti 

ca de la forma: 

Analizamos primero el caso en que Qp es equivalente sobre 

K a la forma cuadrática ~dentidad 0I-
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§3. SOLUCION EN EL CASO EN QUE QF ES EQUIVALENTE SOBRE K A LA 

IDENTIDAD ' 

Si 0p es equivalente a la forma cuadr~tica identidad QI 

sobr.e K, tenemos: 

y 

por tanto el problema de inmersi6n es resoluble. 

Sea (Xl' x2 , ••• , xn) una base de F sobre.K, T la matriz 

de la forma cuadr~tica traza Qp en esta base, M la matriz intro 

ducida en el cap. II §3 tal que: 

Suponemos que QF es equivalente sobre K a QI' por tanto existe 

una matriz P invertible de Mn(K) tal que: 

p t T p = I .. 

Entonces el isomorfismo g de Kn en F, con matriz P en las 

bases (el' e 2, ••• , en)' base canOnica de Kn , y(x1 , x2,···, xn ) 

de F, verifica 0p(g(x» = QI{xl para todo x de Kn y por tanto 

se extiende a un isomorfismo g de C(OI) en C(OF). 

Sea wi = g(e i ), i = 1' ••• 1 n. Los Wi son vectores de F que en 

C(OF) verifican las relaciones: 

, 1 < i < n .. 
I 

Formamos el elemento de ~(QF): 

z = 

-123-

-w. 
J 

.. . . 

w . 
lo 



Hemos visto que, cambiando si es necesario algunos de los vec-

tores w. por sus opuestos, el elemento z es no nulo. En este 
] 

caso los elementos wj están definidos 'por: 

w. = 
] 

n 

L Pi]' xi 
i=l 

, j = 1, ... , n. 

El cambio de wj por -w
j 

equivale pues a cambiar el signo de 

los elementos de la columna j de la matriz P. Puede comprobar-

se directamente que dicho cambio no modifica la igualdad. 

p t T P = I • 

Suponemos que hemos cambiado en la matriz P los signos de los 

elementos de tantas columnas como haya sido necesario para ob-

tener z no nulo. Realizados estos cambios, veremos que, en es-

te caso, N(z) es un elemento de L* y puede calcularse explíci-

tamente en funci6n de las matrices P y M. 

Ppoposiaión 3.16. Sea z = l: 
e: i =0,1 

Se verifica 

N(z) = 2n det (MP + I) . 

• 

Demostpaaión. Tenemos v,Z = zw. , por tanto, B(z) v. = w. 6{z), 
~ ~ ~ lo 

ya que vi y wi están en el espacio vectorial de CL{Qp)' Enton-

ces se cumple: 

8(z) z = a(z} 
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N{zl = 6{z} z es pues elemento par del centro de CL(QF) y es 

por tanto de L. ([a] 54:41. 

e(z) z = z 

= 

Cada sumando tiene la misma componente en L que z, por tanto: 

e(z} z = 2n .(componente en L de z). 

Calculamos ahora la componente en L de z. Tenemos: 

¿ 
el e2 en en e2 el 

z = vl v 2 •• O' vn W .. "' w2 w
l el =0,1 

n 

= í: 

i 1<i2<···<ik 

... "N •• 
1.1 

Por otra parte, tenemos: 

n 
w. = 1: d.. V. 1 con (dl.' J') = D = M P. 

J i=1 l.J 1. 

Calculamos la componente en L de cada sumando de z. 

w. w. tiene componente en L igual 
1. 2 1.1 

la coordenada segOn vi 
1 

de ... 

n n n 
wi1 Wi2 • •• wik =; (.9..~1 dR,~l vR. 1 (1~1 d2,i

2 
v2,) ••• {2,!l dR,i

k 
vR.} 
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tiene coordenada segün v. v. 
~1 Á 2 

. . . v. igual a: 
~k 

donde cr recorre las permutaciones de los índices i l , i 2 , ••• i k 

Y sg(cr) es el signo de la permutación. Es pues el menor princi 

pal de la matriz D formado por las filas y columnas de índices 

i 1 , i 2 ,··· i k • 

La componente de z en L es pues la suma de todos los meno 

res principales de la matriz MP más 1 (el sumando con todos 

los €i nulos), es decir el polinomio característico de MP valo 

rado en -1, igual a det (MP + I). # 

Teorema 3.17. Sea (Xl' X2 ' ••• , x ) una base de F sobre K. Sean 
n sI s2 s 

SI' s2" •• ' sn elementos de G tales que F = Fi F , ••• , F n 

sean todos los conjugados de F. Sea M la matriz de Mn(L) defi­

nida por: 

s. 
M = (x. Á) 

J 1 < i < n 

1 < j < n 

Sea T la matriz de QF' forma cuadrática traza de F!K, en la ba 

se (xl' x2 '···, xn). 

Si QF es equivalente a la identidad sobre K, y P E Mn(K) 

verifica pt T P = I, entonces la solución general al problema 

-de inmersión dado por G --~) G = Gal (LIK) es: 

L(!rY), con y = det(MP + I} Y r E K*. 
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Dem08~raci6n. En este caso, por ser N(z} de L*, N(z} es solu-

cían al problema de inmersión (por 3.10 y 2.11) •. y difiere de 

N(z} en un elemento de K* (ya que K tiene característica' dis­

tinta de 21 por tanto, por 2.2, es también soluci6n y se tiene 

la solución general. # 

Veamos ahora en que casos se verifica la hipótesis de que 

Qp sea equivalente a la identidad sobre K, supuesto dE' = 1 Y 

el problema de inmersi6n resoluble. 

Ppoposiaión 3.18. Si dp = 1, para n = 4 Ó 5, son equivalentes: 

a) El problema de inmersión es resoluble. 

b) La forma cuadrática traza QE' es equivalente a la identidad 

sobre K .. 

Por tanto, en este caso, la solución viene dada por el 

teorema 3.17. 

DemOfrf;rao1;ón. Por ([S31 3. 2l, el problema de inmersi6n es res,9 

luble, es decir w(Qp) = (2, dFI, si y sólo si se tiene: 
222 2 para n = 4, QE' equivalente a Xl + X2 + 2X3 + 2dE' X4 sobre K, 

2 ~2 2 2 2 
para n = 5, 01;1" equ~valente a Xl + ~2 + X3 + 2X4 + 2dE' Xs sobre K., 

te él 

Si ~ = 1, teniendo en cuenta que 2 xi + 2 x~ es equivale!!, 

2 2 
Y'¡ + Y2' mediante el cambio 1 1 = Xl + X2 ' Y2 == Xl - X2 , ~e 

obtiene, en los dos casos, Qp equivalente a la identidad sobre 

K. # 
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Ejempto. Sea K, como siempre, un cuerpo de caracter~stica dis 

tinta .. de 2. Sea Luna extensi6n bicuadratica de K que escribi-
2 

mas L = K (Xl' x 2 ' x3) con xi = al E K*, i = 1, 2, 3, Y 

Xl x2 X3 = l. LIK es extensión de Galois con grupo G = 
2Z /2 2Z X 2Z /2 2Z. Un elemento primitivo de la extensi6n es 

8 = Xl + x2 y el polinomio que da la extensi6n es: 

f(X) = X4 - 2{al + a2) x2 + (al + a2)2 + 4 al a2 • 

Tenemos G = {gl' g2' g3' g4} donde gl es la identidad y los res 

tantes estan definidas por: 

g2: Xl J ) -x 1 g~: Xl I 
,. Xl g4 : Xl '. .. -X 1 

-
X 2 t » x2 x2 I lo -x2 x 2 I ,. -x 2 

Ordenamos las 4 raices del polinomio f: 

Tenemos que g2' g3' g4 producen sobre los índices de las raices 

81 , 82, 93 , 84 las permutaciones (12) (34), (13) (24), (14) (23) 

respectivamente. Obtenemos as!, la inclusi6n de G en A4 y la an-
... .. 

ti imagen G de G en A4 eS el grupo de los cuaterniones (cf [S31 3 .2) • 

En este caso, tenemos F = L. Sea QF la forma traza, de FIK. 

En la base (1, Xl' x2 ' x 3), QF tiene matriz diagonal: 

4 

T == 
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La matriz M de M4 (Ll tal que MtM = Tes: 

1 Xl x2 x3 

1 -x 1 x 2 -X 3 
M = 

1 Xl -x2 -x 3 

1 -X l -x2 x3 

Por la proposición 3.18, el problema de inmersi6n: 

GK 

1 
1 .. '{± l} ~ 

-G • G ., 1 

tiene solución si y sólo si Qp es equivalente sobre K a la iden 

tidad, es decir si existe una. matriz P de M4 {K), invertible tal 

que pt T P = I. Entonces la solución es y = det (MP + I) • 

Calculamos ahora la solución de modo a lograr de ella una 

expresi6n sencilla. Consideramos la matriz diagonal: 

1 

w = 

W verifica: 

1 
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Por tanto 2W verifica (2Wl t (2W) = T. Las matrices M y 2W difi~ 

ren pues en una matriz ortogonal. Calculando M (2W)-1 se obtiene: 

1 1 1 1 
2 2 2 2 

1 1 1 1 

M (2W)-1 
2 -2 2 -2 

= 
1 1 1 1 
2 2 -- -"2 2 

1 1 1 1 
2 -- -2 2 2 

Indicaremos esta matriz por Q. 

Sea ahora 

una matriz con coeficientes en K, de determinante 1, y verifi-

cando 

al O O 

-t 
P O a 2 O P = I. 

O O a 3 

Sea P la matriz de M4 (K) definida por 

1 O O O 

O 
2 P n = 

O P 

O 

-130-



Se cumple:. 

1 O O O 

(2 P n) t 
O al O O 

(2 P Q) ::: I, 
O O a2 O 

O O O a3 

y por tanto: (P n)t T P n ::: I, lo cual implica 

-1 n ::: I . 

El elemento y = det (MP + r) es pues soluci6n al problema de in 

mersi6n. Ahora tenemos: 

det (MP + I) ::: det (P-1 (PM + I) 1?) ::: det (PM + I) 

y, para la matriz PM, se cumple: PM ::: P{Q 2 W} ::: 2 P Q W, por 

tanto: 

_r1 O O O 1 O O O 

O Pll P12 P13 O xl O O 

PM ::: = 
1 

Q P2T P22 P23 O O x 2 O 

Lo P31 P32 P33 O O O X3 

1 Q O O 

O Pl1 Xl P12 X2 P13 x3 
::: 

O P21 Xl P22 x2 P23 x3 

O P31 xl P32 x2 P33 x3 

El determinante de PM· + I e.s pues igual a 
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2 det + I = 

+ 

Pll xl P12 X2 P13 x 3 
Pll" xl P13 X3 P2l x 2 P23 x 3 

+ + + P2I xl P22 X2 P23 x 3 

P3l xl P33 X3 P32 x 2 P33 X3 

P3I Xl P32 x2 P33 X3 

·El último sumando es (det P) (xl x 2 X3) = l. Ahora, la matriz P 

verifica: 

al O O al O O 

-t 
O O I, --1 -t 

O a P a
2 

p = y por tanto P = P a 2 

O O -a 3 O O a3 

igualando los elementos de la diagonal de las dos matrices, obte 

nemos: 

1 

, 

P22 P23 
P1l Pl3 P

II 
'P

l2 

PII al = , P22 a 2 = , "P33 a 3 = 

P32 P33 P31 P33 P2l P22 

Y por tanto: 

, 



= (X' ?C2 x3) P33 x3 = P33 x 3 . . 1 

Y del mismo modo: 

PI1 Xl PI3 x 3 P22 X2 P23 X3 
= P22 x 2 

. , = PII Xl 

P31 Xl P33 x3 P32 X2 P33 x3 

Obtenemos así: 

Una soluci6n al problema de inmersi6n es pues: 

Observación. El ejemplo anterior fue resuelto por Witt ([w] VIl. 

En su trabajo demuestra que, para que el problema de inmersi6n 

sea resoluble, es condici6n necesaria y suficiente que la forma 
3 

cuadrática t a x~ sea equivalente a la identidad sobre K,es i ~ i=1 
decir que ex'ista una matriz 15 con coeficientes en K. 

Pl1 P12 P13 

-p = 'P21 P22 P23 

.P31 "P32 P33 
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tal que 

-t p 

o 

o 

o 

o P = I, 

y que, en el caso en que el problema sea resoluble, la soluci6n 

viene dada por el elemento 

La f6rmula de Serre (2.14) generaliza la primera parte del resul 

tado de Witt. Hemos generalizado aqu! la segunda parte dando as! 

respuesta a la observaci6n de Serre <[S3] 3.2). 

Para llegar a la soluci6n, Witt utiliza la equivalencia en-

tre la resolubilidad del problema y el que el ~lgebra producto 

cruzado sea isomorfa a un ~lgebra de matrices sobre K {2.1S}. Pa 

ra la extensi6n de grupos estudiada por Witt, el ~lgebra produc­

to cruzado es producto tensorial de dos álgebras de cuaterniones. 

Witt obtiene la soluci6n como norma de un elemento e del álgebra, 

QL obtenida a partir de una de estas álgebras, ampliando escala-
+ + res a L. Puede verse que QL es suhálgebra de eL(Q¡) ~eL(QF) y que, 

para el elemento e, coinciden su norma en el álgebra de cuater-

niones con su norma espinorial. 

Caso K::: Q 

Analizamos ahora, en el caso en que K es el cuerpo Q de los 

racionales, cuando se verifica la condici6n de que QF sea equiv~ 

lente a la identidad sobre Q. Suponemos dp = 1 Y w(QF) = 1, por 
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tanto el discriminante y el invariante de Hasse-Witt coinciden 

para ºF Y la identidad. Las dos formas son pues equivalentes 

si y s610 si la signatura de ºF es (ntO}. Definimos enteros 

r 1 , r 2 ~ O por la relaci6n: 

n r1 x ",r2 :R ¡g F 1.:1 .A "" 

es decir r 1 es el nümero de inmersiones reales de F, 2r2 el de 

inmersiones complejas. Tenemos [F:Q1 ::: n ::: r 1 + 2r2 y la signa­

tura de QF es (r1 + r 2 , r 2)· 

Por t~nto ºp es equivalente a la identidad sobre Q si y 

sólo si FIQ es totalmente real. 

94. SOLUCION EN EL CASO EN QUE QF .. ES ISOMORFA SOBRE K A LA FOR­

MA -(X2
1 .+ ••• + X2) + x2 + ••• + x2 

--...;.... ----q q+l n 

Sea Q la forma cuadrática: 
. q 

El discriminante de Qq es (-1)q. Su invariante de Hasse-Witt es: 

q (q-l) 
2 . . . Q (-1, -1) .. 

Tenemos (-1, -1) Q (-1, -1) ~ (1, -1) Y (-1, -l) ':f: 1, por tanto 

W{Qq) ::: 1 si y s610 si g(i-1) es par, es decir q ~ O Ó 1 mod 4. 

QF equivalente a Qq sobre K implica que las dos formas cuadráti 

cas tienen mismo discriminante y mismo invariante de Hasse-Witt. 

Nos situamos en el caso en que dp es 1, por tanto el problema 
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de inmersi6n es resoluble S1 y s610 si w(QF} = l. Las condicio 

nes d(Qql =: 1 Y w(Qq) =: 1 se cumplen si y s610 si q = O (mod 4} . 

Tenemos pues: 

K 2 2 + x2 2 QF '" -(Xl + ••• + Xql q+l + ••• + Xn f con q = O (4). 

Veamos como puede construirse en este caso un K-isomorfis 

mo de ceQI) en C{QF>. 

Si QF es equivalente a Qq sobre K, existe una matriz P in­

vertible de Mn{K), tal que: 

p t T p = S , 
q 

d6nde T es, como antes, la matriz de 0p en una base (xl ,x,¿, ••• xn) 

de plK y Sq es la matriz diagonal (sij) con 

sii =: -1 , 1 ~ i ~ q ¡ s .. = + 1 
~~ 

Entonces el isomorfismo Kn --~) P con matriz P en las ba-

n 
ses (el' e 2 , ••• , en)' base can6nica de K , Y (Xl' x 2 '··., xn ) 

de F, extiende a un isomorfismo: 

Sea ti' i = l, ••• n, la imagen de ei por dicho isomorfis­

mo. Los ti son vectores de P que, en C(Qp}' verifican las rela 

ciones: 

t~ - -1 
J 

I 1 < j < q 

t.t. = -t.t. 
~ J J ~ 

. , 

, 

t~ = +1 
J 

, q + 1 < j ~ n, 

l<i;fj<n. - -
Veamos ahora como se construyen elementos wi ' i = 1, ••• , n 

en C(QF} tales que g(ei ) = wi defina un isomorfismo de C(O¡) en 
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Proposición 3.19. Sean tI' t2.'." t n los elementos de C(QF) de 

finidos arriba. Tenemos q; O (mod 41. Cambiamos los índices 

de los t. con 1 < j < q en la forma siguiente 
J - -

i 
t 4i+j i O, ••• 

q 
1 j 1, 2, 3, 4 t. :; , = '4 - # == 

J 

Y definimos: 

i w
1 = ti 2. 

ti 
3 

ti 
4 

wi 
2 = ti 

1 
ti 

3 
ti 

4 

i ti w3 = 1 
ti 

2 
ti 

4 

i ti ti ti 
q 

w4 = i == O, " ... , -1 • 
1 2 3 4 

Entonces se verifica: 

(W~) 2. :; + 1 j == 1, ••• , 4 i == O, • • • 'l' - 1 
J 

i i ti ti i W~ ==-tf ti 
i i ti ti w

1 
w2, == w

1 w1 
w

21 
:; 

1 2 3 1 4 

. wi i i ti wi wi ==_ti ti wi i ti ti. w=-t w4. == 2 3 2 3 2 4 2 4 3 3 4 

Definimos ahora wi ' 1 <: i <: n, por: -
i ::; O, ••• ¡ - 1 j = 1, 2, 3, 4 

k == q+l, ' ••• In 

Los elementos w
1

' w2 , ••• , wn cumplen: 
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Se define un isomorfismo 9 de CCO!) en C{Op} que transforma 

+ + - -C {OI} en C (QF) y C (OI) en C CQF)' mediante: 

DemostZ*aai6n. Basta utilizar las reglas de producto de los t. 
1. 

para obtener la primera parte de la p.roposición. 

Los elementos e i de CCQI} y wi de C(Qp) se multiplican con 

las mismas reglas, por tanto: 

define un morfismo.(t1 , t 2 ' .... , t n) es base del espacio vecto­

rial de C(QF) , por tanto los ti generan C(Qp). Adem~s se veri­

fica: 

wi i i ti w2 w3 == ... 
1 4 

wi i wi i w2 == - e3 1 4 

wi wi wi 
== - ti 

1 3 4 2 

wi wi wi 
== 

_ ti 
i -- Q"''''''1 2 3 4 1 

, -
Por tanto los elementos wi ' i == l,~ •• , n, generan C(Qp) y el 

morfismo: 

e ;-1 - .... ~ w i i 
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es isomorfismo. 

Tenemos la relaci6n w. w. = ± t. t. para todo par de ele-
~ J ~ J 

+ + 
mentos i ~ j entre 1 y n, por tanto C (QI) y C (Qp) se corres-

ponden por el isomorfismo. Por ser cada wi igual a ti o a un 

producto de tres t' s, el isomorfismo transforma .. C- (QI) en 

C- (Qp)' # 

Observación. Por el isomorfismo obtenido en la proposici6n an-

terior no se corresponden los espacios vectoriales, < e1,e2, •.• ,en> 

de C(QI) y <t 1,t2 , •.. ,tn > de C(Qpl. Si fuera as!, tendr!amos 

para x E Kn: 

y las formas cuadráticas QI y Qp serian equivalentes sobre K. 

Pormamos ahora el elemento de CL(Qp): 

z = v 
n 

e: 
n 

Por lo visto anteriormente, podemos suponer que z es no nulo, 

cambiando eventualmente alguno de los wj por sus opuestos. En 

este caso si es q + 1 ~ j ~ n, tenemos 

n 
w. = t. = r p .. x .. 

J J i=l ~J ~ 

Por tanto cambiar w. por -w. equivale a cambiar de signo los 
J J 

elementos de la columna j de la matriz P. Si es 1 ~ j ~ q, po-

niendo w~ = w4i+ j ' tenemos las relaciones (demostraci6n de 3.19): 
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ti wi i i ti wi i wi = w2 w
3 i = w2 

. 
4 1. 3 1 4 

, 

ti wi i i ti i i i = w
3 

w
4 = -w w

3
'w4 2 1 1 2 

Por tanto cambiar w. por -w. para 1 < j ~ q, equivale a cam-
J J -

biar 3 vectores t por sus opuestos, por tanto el signo de los 

elementos de 3 columnas de la matriz P. 

Supuestos hechos en la matriz P los cambios necesarios pa 

ra tener z no nulo, veremos que también en este caso puede cal 

cularse explícitamente una soluci6n al problema de inmersi6n 

en términos de las matrices M y P. Para ello calculamos prime-

ro la norma espinorial de z. 

Proposiai6n 3.20. El elemento N(z) es de la forma: 

donde y es la componente en L del elemento z W W '" w
1 q q-l 

Demost:t'aaión. Veamos primero que. N(z) wq " ,w1 es un elemento 

de L. 

Aplicando S, antiautomorfismo principal de CL(QF}' a la 

relaci6n vI z = z wi (3.11) I se obtiene S(z} vi = S(wi ) S(z}. 

Se cumple pues: 

o equivalentemente 

W. I 
1. 
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para i = 1, ••• , n. 

Si es i ~ q, W
i 

es producto de 3 vectores del espacio vec 

torial de CL(Qp), por tanto es 8 (wil = - wi y se tiene: 

q-l q-l N(z) wq " .w1 wi =N{z} (-1) wi wq ."W1 = (-1) 8(wi ) N(z) Wq ".W1 

= (-l)q w. N(z) w •• ,w
l 

= w. N(z} W ••• w
l

" 
J. q J. q 

Si es i > q':Wi ~:ti es\de~ espacio vectorial de CL(QF}' por tan 

to es S(w i ) = wi y se tiene: 

N(z) wq ",w1 es pues un elemento par del centro de CL(Qp) y es 

por tanto de L <[a] 54:4). 

Veamos ahora que se cumple N{z) wq ••• w1 

ponente en L del elemento z wq ••• wl • 

Tenemos: 

n = 2 y, 

Utilizando (3.11), la expresi6n anterior es igual a: 

El En En El 
E S(wl ) ••. S(wn ) z wn ••• w1 wq '.' w1 • 

con y com-

Usando las reglas de producto de los wi ' y la expresi6n de B(wi ), 

queda: 
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q 
SI E€:. 

. 1 J €:1 €:n 
= E(-l) J= W1 ••• wn 

eada sumando de la última expresi6n tiene la misma componente 

en L que el elemento z wq ••• w1 " Obtenemos pues: 

N(Z} wq •• ,w1 = 2n y , 

con y componente de Z wq ••• w1 en L o equivalentemente: 

N(z) = 2n 
y w1 .•• wq • # 

Ppoposiai6n 3.21. La componente y de Z wq wq_1o"w1 en L puede 

expresarse en la forma siguiente: 

y = E (-1) o (C) 

e 
det e, 

donde e recorre un subconjunto de submatrices k x k, con 

n-q ~ k < n, de la matriz MP + J, con: 

-142-



Dicha subconjunto comprende todas las submatrices cuadradas e 

de MP + J que contienen la submatriz de MP + J formada por las 

n - q G1timas filas y columnas y que cumplen las siguientes re 

glas respecto de los índices 1 a q. 

1) El nümero de valores de i entre O y 1 - 1 tales que en e no 

aparece ninguna de las 4 filas de índices 4i+1 a 4i+4 de MP +J 

coincide con el nümero de valores de i entre O y 1 - 1 tales 

que en e aparecen las 4 filas de índices 4i+l a 4i+4. 

2) Para cada valor de i = 0""1 - 1, los índices de columnas 

de MP +J tomadas para formar e, comprendidos entre 4i+1 y 4i+ 4, 

quedan determinados por los de filas en la forma siguiente: 

a) Si entre los índices de fila figura exactamente un valor en 

tre 4if1 Y 4i+4, entre los de columna figura el mismo. 

b) Si entre los índices de fila figuran dos valores entre 4i+l 

y 4i+4, entre las dos columnas figuran los otros dos valores 

comprendidos entre 4i+l y 4i+4. 

c) Si entre los índices de fila figuran tres valores entre 4i+l 

y 4i+.4, entre los de columna figuran los mismos. 

dl Si entre los índices de fila no figura ningún valor (resp. 

figuran todos los valores) entre 4i+1 y 4i+4, entre los de co-

1umna figuran todos (resp. no figura ninguno) . 

En cuanto a 0(<:'),1 se tiene: 

O(C)= 
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donde 0C(il = O en los casos al y dl Y en el caso b) si además 

los Indices de fila son 4i+jl y 4i+j2 con (jI' j2] =(1,2), 

(2,3) Ó (3 / 4} y 0C(ll = +1 en todos los demás casos. 

Para la demostración de la proposición utilizaremos los 

dos lemas siguientes: 

Lema 3.22. La componente en L del elemento de CL{Qp): 

con i 1 < i 2 < ••• <ik' jI < j2 < ••• <ji es igual a O si k F i Y 

es igual al menor de filas i 1 , i 2, ••• , i k Y columnas jl,j2, ••• ,jk 

de la matriz MP si k = i. 

Demostl'aci6n. Por definición de los vectores v. y t. , tenemos: l. J 

n 
t j = r d .. v. con (d .. ) == O = MP • I 

i=1 l.J J. l.J 

n -1. 
V j = Z d t •• ti , con Cd f ~.) = O' = D . 

i=1 J.J ,-l.J 

Si k > 1, sustituyendo cada t. por su expresión en la base 
J 

(vI' ••• ' v ), en v. v .••• v. t~ ••• t. t. Y desarrollando, 
n 1 1 1 2 l.k J1 32 J1 

se obtiene que en cada sumando figura un producto de al menos 

k - 1"v.'s distintos. Por tanto, este elemento no tiene compa­l. 
nente .en L. Si es k < 1 , se obtiene el resultado en forma aná-

loga escribiendo los v. en función de 
1. 

Si es k = 1, el elemento v. v. 
1 1 l.2 

igual a: 
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J 

v~ tiro. •• t., t. es J. Jk J2 JI 
k 



n n n 
v. 'ti. • •• vi { 1: di' 'ti ,} ••• (1: d.. v. ) (1: d.. vJ.' ) 

J.1 J.2 k i=~ Jk J. i=1 J.J2 J. i=1 J.)1 

y su componente en Les: 

.... d. j' 
J.<r(k) k 

es pues el menor de filas i 1 , .i2,,,.·, i k Y columnas j 1 f j2'··· jk 

de la matriz D = MP. # 

Lema 3.23. Si M es una matriz n:xn con coeficientes en un cuerpo 

L Y J k la matriz 

[

O o] k 

° ! n~k 

el determinante de la matriz M + J k es igual a la suma de los 

menores principales de M que contienen las k primeras filas y 

columnas de M. 

Demos1;pación. Se hace por recurrencia sobre n - k , utilizando 

propiedades elementales de los determinantes. # 

Demosi;pación de 3.21. Tenemos: 

-145-



= 

q (q-l) 

can E i + 1 E 'lZ/ 2 ?L y, por ser q :: ° ( 4), es (-1) 2 = 1 • 

Utilizando la definici6n de los w. a partir de los t. da-
1 1 

da en la proposici6n 3.19, obtenemos que el elemento z wq ••• w1 

es suma de términos del tipo: 

v ..• . v. ( E 
1 1. 1k q+l < . . J 1 <·· .<J.Q, 

v .• .• V. t .... t. ) 
< n JI J.Q, J.Q, JI 

t., ... t., 
1 k' 1 1 

con 1 ~ i 1 < .•. <ik ~ q y 1 ~ i'l < ••• < i'k' ~ q. Si k = k', 

la componente en L de este término es, por el lema 3.22, igual 

a la suma, para q+1 < jI < ... <j.Q, ~ n, de los menores de filas 

i 1 , ... i k , jl,.·.j.Q, Y columnas i'l,···i'k' jl, ... j.Q, de la ma­

triz MP. Si J es la matriz. 

J = [: 0J q 
I n--q 

esta suma es igual al determinante de.la submatriz de MP + J for-

mada por las filas il, •.. i k , q +1, .•. n y columnas 

q + 1 , ••• , n, por el lema 3. 23 • 

. , . , 
1 l ,···1 k , 

Veamos ahora cuales son los términos con k = k'. Para ello 

calculamos 
Eq"U El +1 

Wq •.• w1 en funci6n de los vectores t, para 

los distintos valores de El' E2 , ... , Eq. Teniendo en cuenta la 

definici6n de los W (prop. 3.19) se obtiene que el elemento 
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al t j , s~ j es el único elemento de {1,2,3,4} con €j = l. 
b) ± t. t., si es e

J
, ::::; 1 para dos valores jI < j2 de j en 

34 J3 
{1 t 2,3,4} , siendo j 3 < j 4 Y {j l' j 2' j 3' j 4} = {1,2, 3 ,4 } • El 

signo es + si (jI' j2) = (1,2), (2,3) 6 (3,4), - en los demás 

casos .. 

c} - t. t. t. si es e; = 1 para tres valores jI < j2 < j3 de 
J3 32 J1 .J 

j en {1,2,3,4}. 

d) t 4 t 3 t 2 tI si es e j ::::; O para todo j = 1,2,3,4. 

el 1 si es e j ::::; 1 para todo j = 1,2,3,4. 

Son válidos los mismos resultados sustituyendo cada j ::::; 1,2,3,4 

por 4i+j para i = 1,.*., ¡ - 1. 
e +1 el +1 

A partir de aqu!, viendo cuando es el elemento wq
q · •• ,w1 q 

producto de un n11mero de vectorest igual a E ei' se obtiene 
i=l 

el resultado enunciado en la proposición respecto a las reglas 

de formaci6n de las matrices C. Observando en que casos aparece 
• 

un signo -, se deduce el valor de 0C{i). # 

Podemos ahora dar explícitamente la soluci6n del problema 

de inmersión en fttnci6n .. de la matriz MF. 

Teo~ema 3.24. Sea (Xl' x2 ' •• • 1 
xn) una base de F sobre K. Sean 

51. 52 sn 
;;'11' 52 jI;."" .. t·· an' elemento ~e G. ta..le~ que F ::::;.F,..' F. t .• .... ,. F 

sea.n todos ,los conjugados de P' y sea .. M -la ·matriz· de Mn (L) det:i-

nida por: 
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s. 
M = (x, ~) 1 < i < n 

) 

Sea T la matriz de QF' forma cuadr&tica traza de FIK, en la ba 

se (xl' x 2 '.·· I xn). 

Si QF es equivalente sobre K a la forma cuadr&tica 

+ ••• + 2 + ••• +x , n con q :: O (4), 

s.. = -1 , i. = 1, .•• 1 
~~ 

q i s .. 
~~ 

--+1' +1 s =0, ';,.J.)' 
I ~ = q "",n; ij ·r 

y elegida tal que el elemento z de CL(QF) sea no nulo. 

Entonces la soluci6n general al problema de inmersión dado 

por G --~) G ~ Gal(L!K) es: 

donde r E K* Y Y es el elemento de L* dado por: 

y = E (_l)o(C) det C , 
C 

dónde el subconjunto de suhmatrices de la matriz MP +J recorri-

do por C y el valor de o(C) son los determinados en la proposi­

ción 3.22. 

Demostraaión. Por ser z no nulo, es invertible (3.l0) y por tan 

to N(z) es no nula. Teniendo en cuenta que es: 

n N(z) = 2 Y wl w2 ••• wq 

(3.20), el elemento 2n y es la. ~nica coordenada no nula de N(z} 
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En . n 
wn }E.=0,1 de CL(Qp)' Por 3.1·5, 2y, 

~ 

y por. tanto Y"í da una solución al problema de inmersión y la so 

lución general es! 

L(!FY), con r E K*. # 

Obsérvese que si q es O, la expresión del elemento y dada 

en 3.24 se reduce a un único sumando igual a det (MP + I). El 

teorema 3.24 generaliza pues el 3.17 que daba la solución en el 

caso en que Qp es equivalente a la identidad sobre K. 

Caso K = Q. 

Veamos ahora que, en el caso en que K es el cuerpo Q de 

los racionales, el teorema 3.24 da en todos los casos la solu-

ción al problema de inmersión. 

En efecto, sean r 1 , r 2 ~ O tales que R ~ E 

Entonces ([S3] 3.4), son equivalentes: 

a) dp = 1 Y el problema de inmersión es resoluble. 

b) r 2 - O (mod 4) y Qp equivalente sobre Q a Qr ' 
2 

_(X2 x2 2) ... 2 + .•. + x2 
Qr = + + ••• + X . + x. 

1 2 r
2 

.~ r 2+1 n 
2 

siendo 

Por tanto, si nos situamos en el caso dp = 1, un problema 

de inmersión: 
G 

t 
1 -~) G -~) G---+ 1 
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es resoluble si y s6lo si QF es equivalente sobre Q a la forma: 

+ ••• + + ••• + 

con r 2 = O (mod. 4). Por tanto, la soluci6n viene dada explíci­

tamente por el teorema 3.24. 

Ejemplo. 

Para el grupo de Mathieu M12 , Matzat y Zeh dan una realiza 

ci6n sobre Q, especializando en valores enteros t = 1 (mod. 66) 

una realizaci6n de M12 sobre Q(T) dada por un polinomio irredu­

cible de grado 12, de discriminante un cuadrado ([MA-Z]). 

Haciendo operar M12 sobre las 12 raices del polinomio, ob~ 

tenemos pues un morfismo: 

Sea e una raíz del polinomio en una clausura algebraica Q de Q. 

Sea F = Q(e}. Sea QF la forma traza de F sobre ~. 

Tenemos w(QF) = 1 para t cumpliendo t > -197, t = 1 (mod.4) 

y dI (t) = 515 t 2 - 222 318 primo. Además, se tiene entonces 

r 1 (t) = 4 ([B-LL-V]). 

Tenemos pues 12 = r 1 + 2r2 y. r 1 = 4, por tanto r 2 = 4 Y QF 

es equivalente sobre Q a la forma: 

2 222 2 2 Q4 = - (Xl + X2 + X3 + X4} + X 5 + ••• + x12 • 

Si T es la matriz de QF en la base (1, e, ... , e11 ) de F 

sobre.Q y el = e, e2 , ••• , e12 son las 12 raíces del polinomio, 

sea M la matriz dada por: 
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M = (01.) 1
1 < i < 12 

O < j < 11 . 

Sea P una matriz de cambio de 0F a 04 sobre Q. 

Aplicando el teorema 3.24, se obtiene el elemento y que da 

la solución al problema de inmersión como suma de los determi­

nantes de 14 submatrices de la matriz MP +J afectados de los 

signos correspondientes. 
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