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“What will ‘really’ happen? Which solution concept is
‘right’? None of them; they are indicators, not pre-
dictions...They depict or illuminate the situation from
different angles; each one stresses certain aspects at the
expense of others.”

(R. Aumann (1989) The New Palgrave - Game Theory
pag 11.)
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Notaciones

La mayoria de las notaciones utilizadas en esta Tesis estan definidas a lo largo del

- texto. Sin embargo, a continuacién listaremos algunas notaciones basicas. que serdn

frecuentemente usadas en la exposicion.
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N\ S

el conjunto de suconjuntos de N.
el ntimero de elementos del conjunto S.
indica el final de una demostracion.

el sumatorio de todos los z;, 7 € S. En muchas
ocasiones se utilizard otra notacién equivalente z(.5).

el conjunto de vectores de n componentes.

el conjunto de vectores de n componentes positivas o cero.

el conjunto de vectores de n componentes estrictamente positivas.

el conjunto de vectores de n componentes racionales.

el conjunto de ntimeros naturales.

dado un vector £ € R"™ donde cada componente se corresponde

con un elemento del conjunto N, z° es un vector de |S| componentes
formada por las coordenadas del vector Z correspondientes a los

elementos de 5.

el conjunto de elementos de N que no estdn en S.

Finalmente, para simplificar las expresiones utilizaremos la notacién v(é; ..., ) en

lugar de v({i1, ..., }).

xi



Introduccion

El campo de estudio de la Teoria de Juegos se centra en los modelos matematicos
de conflicto y cooperacion entre agentes decisores racionales. Las situaciones y proble-
mas que analiza surgen de la interdependencia que tienen las decisiones de los agentes
y de su repercusién sobre la utilidad de cada uno de ellos (repercusiones de tipo
econémico, de poder o, simplemente, de satisfaccién). Este planteamiento hace que
un objeto de estudio importante para la Teoria de Juegos sea la Economia y, en
general, las Ciencias Sociales.

Las decisiones y acciones llevadas a cabo por los agentes pueden tomarse de forma
independiente, aunque tomando en cuenta la actuaciéon de otros decisores, o en coo-
peracion y de forma coordinada con ellos. Estos dos enfoques dan lugar a la divisién de
la Teoria de Juegos en un parte dedicada a los juegos cooperativos y en otra dedicada
a los juegos no cooperativos. En la presente Tesis nos ocuparemos de modelizar
situaciones dentro del campo de la Teoria de Juegos cooperativos.

Dada una actividad econémica en la que intervienen varios agentes, o jugadores,
un juego cooperativo de utilidad tranferible consiste en un conjunto de jugadores
N, y una funcién caracteristica v : 2 — R, v(#) = 0 que describe, para cada
subconjunto de jugadores, la maxima ganancia (o el minimo coste) que estos jugadores
pueden alcanzar si cooperan sin tener en cuenta al resto de jugadores.

Bésicamente, un juego cooperativo analiza cual es el fruto de la cooperacién con-
junta entre los agentes con la intencién de encontrar un criterio que permita la dis-
tribuciéon de las ganancias o beneficios obtenidos. En muchos de los modelos estu-
diados se observa o se asume que la cooperacién siempre incrementa positivamente
los resultados; sin embargo, la forma en cémo se incrementa es diferente segin los
problemas analizados.

Una primera idea al respecto nos dirfa que la adhesién de nuevos miembros a una
coalicion de agentes nunca empeora el resultado obtenido por la coalicién; en Teoria
de juegos esta nocion se expresa mediante el concepto de monotonia.

Una segunda idea reforzaria la anterior e indicaria que romper una coalicién de
agentes ya formada resultaria ineficiente pues los grupos resultantes de la escisién
saldrian perdiendo; esta condicién nos conduce a lo que en Teoria de Juegos se de-
nomina superaditividad.

Una tercera via ain mas restrictiva respecto a la manera en que la cooperacién



es beneficiosa exigiria que el efecto positivo de la adhesién de un nuevo agente a una
coalicién fuera mayor cuanto mayor fuera el numero de participantes en la coalicion;
en otras palabras, estariamos hablando de la nocién de convexidad (Shapley, [49]).
Para otras modelizaciones de las economias de escala ver el “Survey” de Sharkey [54]

Las dos primeras condiciones (monotonia y superaditividad) son muy generales
y se asumen en la mayoria de modelos. La convexidad, sin embargo, implica una
regularidad en la aportacién de los nuevos jugadores al juego: siempre resulta maés
productivo que un jugador se incorpore a una coalicién con muchos jugadores que a
una con pocos jugadores. Esto parece demasiado restrictivo: imaginemos que en una
empresa para hacer funcionar una determinada maquina se necesitan como minimo
dos trabajadores; no es dificil de imaginar que la incorporacién de un trabajador es
mds importante cuando sélo existe un trabajador en plantilla que cuando ya existen
dos y éstos pueden hacer funcionar la méaquina sin su colaboracién. Por ello han
surgido diversas relajaciones de la convexidad que intentan abarcar més situaciones
que la estricta convexidad; en este sentido podemos encontrar en la literatura de
juegos conceptos como la semiconvexidad [15], la k-convexidad [13] o la convexidad
en media [57].

La nocién de convexidad antes mencionada no analiza en ninguna medida si la
aportacion de un jugador es mas importante que la de otro, sélo dice que la incorpo-
raciéon de jugadores es mas beneficiosa cuando el grupo formado es més niimeroso. Sin
embargo, parece importante para el estudio del juego tener en cuenta cudl ha sido la
aportacion de los agentes al juego. Un ejemplo muy sencillo de condicién que expresa
de manera clara cual es esta aportacion es la simetria. En los juegos simétricos todos
los jugadores son iguales, y por tanto, el beneficio que se obtiene es el mismo para
toda coalicién que contenga un numero igual de jugadores; es decir, si |S| = |T| en-
tonces v(.S) = v(T') donde S y T son dos coaliciones de agentes con el mismo nimero
de miembros. De esta manera, establecido cual es el peso de los jugadores, podemos

anadir otros atributos al juego como son la convexidad, la k-convexidad, etc.

Nétese que para un juego simétrico convexo una consecuencia importante es que
el beneficio medio respecto al niimero de jugadores que intervienen en la coalicién es
creciente, es decir, si |S| es mayor que |T| entonces Elfgsil > 3’—[%1 donde Sy T son dos
coaliciones diferentes de jugadores!. Otra manera de interpretar el mismo resultado

es imaginar que cada jugador aporta a la actividad comin una unidad de un recurso

Ver proposicién 1.57 pag 58.
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homogéneo (el propio trabajo, capital, inputs) de manera que el beneficio medio es
creciente respecto a los recursos aportados. Entonces, si los recursos aportados por
los jugadores al juego los formalizamos a través de un vector donde cada componente
representa la aportacion de cada jugador podemos decir que el juego simétrico convexo
es un juego creciente respecto a un vector donde todas las componentes son unos. Por
tanto, el crecimiento en los valores medios suponen una generalizacién de los juegos
simétricos convexos y otra manera de expresar los beneficios o las economias de escala
fruto de la cooperacion entre los jugadores.

Esta idea da lugar a lo que denominamos “juegos de valores medios crecientes
respecto a un vector”. Si los valores de la funcién caracteristica representan los bene-
ficios de las diferentes coaliciones, podemos asumir que siempre seran positivos o cero;
los juegos de valores medios crecientes respecto a un vector positivos dardn lugar a
los juegos financieros que seran el objeto de estudio de la presente Tesis.

Naturalmente los juegos simétricos son demasiado sencillos; no siempre todos los
jugadores aportaran recursos en la misma medida a la coalicion. Para una mejor
compresién de este punto, témese el ejemplo dado por Jean Lemaire [27], [28] donde
se plantea el reparto del beneficio obtenido por la inversién de diversos capitales
por parte de un conjunto de agentes; en este ejemplo el juego resultante resulta ser
creciente en términos medios respecto al vector de capitales.

De los juegos financieros se puede extraer una doble interpretacién: una pura-
mente algebraica que consiste en observar el crecimiento en los valores medios del
juego respecto a un vector y una econémica que incide en que la aportacién de recur-
sos por los jugadores repercute de manera creciente en el resultado obtenido. De aqui
que cuando abordemos la definicién de juego financiero lo hagamos de dos maneras
diferentes pero equivalentes: una en la que el juego se construye a partir de la eval-
uacién de los recursos aportados a través de una cierta funcién; y otra en la que se
intenta buscar el vector que hace que el juego sea de valores medios crecientes respecto
a ese vector. En esta segunda acepcion, al determinar el vector, implicitamente se
esta realizando una valoracién de la aportacién de los jugadores.

En este sentido cabe interpretar la inclusién dentro de la clase de los juegos fi-
nancieros de un modelo muy conocido dentro de la Teoria de juegos como son los
juegos de Bancarrota (O’Neill,[40]). Como es bien conocido, en este tipo de juegos
se analiza el reparto de un patrimonio entre una serie de acreedores donde cada uno
de éstos reclama una cierta cantidad. El juego de bancarrota generado resulta ser fi-

nanciero respecto al vector de las cantidades reclamadas por cada jugador. Esto abre



una serie de preguntas acerca de la aplicacién o generalizacién de las propiedades
tipicas de los juegos de bancarrota en los juegos financieros.

Esta cuestién se abordara desde tres puntos de vista. En primer lugar, examinare-
mos si todo juego financiero es convexo como lo son todos los juegos de bancarrota.
Este andlisis no sélo se centrard en la convexidad sino en otras nociones y genera-
lizaciones de ésta. En segundo lugar, intentaremos observar si, al igual que sucede
para los juegos de Bancarrota, el Nicleo de los juegos financieros es siempre no vacio;
las evidentes economias de escala inherentes al juego hacen presagiar una respuesta
afirmativa. Otro aspecto importante es determinar cudl es la estructura del Nicleo;
en los juegos de Bancarrota su definicién resulta sencilla. Si bien es de suponer que no
sera posible extender esta expresion hacia toda la clase de juegos financieros, resulta
interesante conocer cuales son las condiciones que hacen posible esta extensién. Por
dltimo, dado que para los juegos de Bancarrota resulta particularmente interesante la
interpretacién de soluciones como el Kernel y el nucleolus, se estudiara si las mismas
condiciones anteriores que permitian generalizar los resultados referentes al Niicleo
sirven ahora para su aplicacién al estudio del Kernel. A pesar de conformar un bloque
homogéneo, este estudio estara diseminado en tres capitulos de la Tesis: el andlisis
de la convexidad lo encontraremos en el capitulo primero, el Nicleo se estudiard en
el capitulo segundo y el Kernel se analizara en el capitulo cuarto. El motivo de esta
estructuracién es que se han considerado como casos particulares dentro del estudio

general de los juegos financieros.

La Tesis esta organizada en tres partes: en la primera se define el modelo y se
estudian sus propiedades; en la segunda se analizan diversas soluciones “cldsicas”
para los juegos financieros; y en la tercera se comentan y se introducen soluciones

especificas para los juegos financieros.

Respecto a la primera parte, las lineas de estudio se dirigiran en tres direcciones.
Primeramente, se estableceran propiedades del modelo para intentar caracterizar la
clase de juegos financieros; sin embargo, podemos avanzar que este objetivo no ha
podido ser plenamente alcanzado aunque en el Capitulo segundo facilitaremos una
caracterizacién en términos del Nicleo del juego. En segundo lugar, estudiaremos la
estructura algebraica de los juegos financieros. El conjunto de los juegos cooperativos

de utilidad transferible forman un espacio vectorial siendo los juegos de unanimidad
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una base para este espacio. Dado que los juegos convexos constituyen un cono dentro
de este espacio, se intentard ver si esta misma condicién es aplicable a los juegos
financieros. Eliltimo bloque de este primer capitulo estara dedicado a la comparacién
de los juegos financieros con otro tipo de juegos como son los convexos, los k-convexos,
semiconvexos, y con otros modelos aplicados de juegos como son los “Clan-Games”,
los “Travelling Salesman Games” y los “Linear Production Games”. La intencién
de este andlisis comparativo es situar nuestra clase de juegos dentro del conjunto
de juegos cooperativos. Aunque no se analiza en la presente Tesis, otro modelo
relacionado con los juegos financieros es el desarrollado por Grafe, Ifiarra & Zarzuelo
[20] donde estudian lo que denominan “Erternality Games”.

Un problema simétrico al de la distribucién de ganancias es el de la distribucion de
costes. Asi como hemos definido los juegos financieros para problemas de distribucién
de beneficios, también en este primer capitulo nos ocuparemos de los juegos financieros
de costes. KEstos juegos modelizan el problema de la distribucién de costes en la
adquisicién de un bien divisible o indivisible donde se puede cuantificar la demanda
de dicho bien. En este caso se deberd cumplir que el coste medio de satifacer la
demanda de cada coalicién sea decreciente respecto a la cantidad demandada. La
simetria entre los juegos financieros de ingresos y los de costes llevard a formular
para cada juego de costes, un juego financiero de ingresos asociado donde el reparto
del ahorro generado equivaldra a la distribucion de costes. Una vez establecida esta
relacién no serd necesario volver mas al estudio de los juegos de costes y todas la

propiedades establecidas se referirdn a los juegos de ingresos.

* ok * * * *

La segunda parte de la Tesis comprende los capitulos segundo, tercero y cuarto.
El capitulo segundo esta enteramente dedicado al estudio del Nucleo de un juego
financiero, el capitulo tercero a analizar diferentes conceptos de conjunto de nego-
ciacion y el capitulo cuarto se centra en diversas soluciones como son el valor de
Shapley, el nucleolus y el valor de 7.

Aunque correspondan a dos conceptos diferentes es interesante demostrar que
dos soluciones coinciden pues de esta manera se refuerza su posible interpretacién y
adopcion como solucién del juego. Mientras que el Nucleo es una solucién “estética”,
el conjunto de Negociacién incorpora una interaccién “dinamica” entre los jugadores.
El conjunto de negociacién basa su definicion en un juego de objeciones y contraob je-

ciones que se realizan por parte de los jugadores a partir de una propuesta inicial de



distribucién. Una distribucién pertenece al conjunto de negociacién si subsiste, si no
es eliminada después de que algin jugador realice una objecion contra ella. El nicleo
por contra estd formado por aquellas distribuciones para las cuales ningtin jugador
es capaz de realizar una objecién. Tal y como remarcaba Maschler?, si el Nicleo
coincide con el conjunto de negociacién la figura del Nucleo sale reforzada pues “no
sdlo los puntos fuera del Nicleo estan sujetos a objeciones sino a objeciones justifi-
cadas....con lo que ni tan siquiera deben ser considerados”. FEsta tltima aseveracién
quizds sea demasiado taxativa, mas si tenemos en cuenta que los valores de la funcién

caracteristica comportan una simplificacidn del fenomeno econémico que se modeliza.

De esta manera la lectura del capitulo segundo debe realizarse por una parte como
un tema independiente (sobre todo en lo que hace referencia a la existencia del Nticleo
y a la relacién de los juegos financieros con los “markets games” y los “flow games”)
pero también teniendo en cuenta su posterior conexion con el estudio del conjunto de

negociacién (prestar especial atencion al anélisis que se hace de los juegos reducidos).

La nocién de Nucleo nos permitira ademas dar otra interpretacién del concepto
de juego financiero. La caracteristica definitoria de un juego financiero es que mode-
liza situaciones donde existen rendimientos medios crecientes respecto a los recursos
invertidos. El hecho de que existan estas economias de escala conducen a que el
juego cooperativo generado tenga el Nicleo no vacio. Esta no es una caracterfstica
exclusiva de los juegos financieros pues los juegos convexos también comparten esta
propiedad. Sin embargo, se puede suponer (y esto es lo que demostramos) que los
juegos financieros provienen de situaciones econémicas donde los beneficios de la coo-
peracion se mantendrian fueran cuales fueran los recursos aportados por los jugadores.
La formalizacién de estas economias se realiza a través de una funcién que evalua
los beneficios obtenidos por la coalicién de los diferentes agentes o jugadores y que
da lugar a los valores de la funcion caracteristica; todo juego generado a partir de
esta funcién tendra el Nucleo no vacio. Esta caracteristica no serd compartida, por

ejemplo, por un juego convexo no financiero.

El capitulo tercero, dedicado al Conjunto de Negociacién, constituye uno de los
ejes centrales de esta Tesis. Ya hemos comentado la importancia de que el Nicleo y
el conjunto de Negociacion coincidan. En realidad debemos ser cuidadosos y precisar
a cual de las acepciones de conjunto de negociacién nos estamos refiriendo. En el

capitulo analizaremos tres definiciones diferentes: la de Aumann & Maschler, la de

2M Maschler “Handbook of Game Theory’ vol 1, capitulo 18, pag 637.
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Mas-Colell y otra més reciente de Zhou. Aunque aparentemente parecen préximas, la
relacién entre estos tres conjuntos de negociacién no estd exactamente determinada
en general y por tanto, su estudio nos conducird no sélo a una mejor comprension de
los juegos financieros sino de las soluciones en si.

Si los capitulos segundo y tercero se refieren a dos soluciones conjuntistas (que
recomiendan un conjunto de distribuciones), el capitulo cuarto estd dedicado al co-
mentario de tres de las principales soluciones puntuales (que recomiendan una tnica
distribucion) definidas en Teoria de Juegos: el Valor de Shapley, el nucleolus y el
valor de 7. El capitulo supone un estudio critico respecto a la aplicabilidad de estas
soluciones a los juegos financieros. En toda la exposicion subyace la idea de que las
soluciones estudiadas en Teoria de Juegos estan definidas para modelos donde pre-
cisamente no existe ninguna referencia respecto a la aportacion de los jugadores. Si
se dispone de esta referencia, como es nuestro caso, resulta inevitable realizar una
comparacién entre lo que se ha aportado y lo que se ha obtenido, y entre lo que han
aportado los demds y han obtenido los demds. Esta critica nos llevara a proponer
modificaciones en la definicién de estas soluciones (nucleolus proporcional y valor de

T proporcional).

La dltima parte de la Tesis recoge el comentario realizado en el capitulo cuarto y ana-
liza soluciones especificas para juegos financieros. En el capitulo quinto se plantean
cudles se consideran propiedades deseables para una solucién de un juego financiero;
de las soluciones conocidas, la distribucién proporcional cumpliré con la mayoria de
ellas. Esta solucion ha sido ampliamente estudiada en contextos de juegos de banca-
rrota O’Neil[40], Chun [9], M.A. de Frutos [18], Moulin[37]; en el capitulo se recogen
algunos de los axiomas utilizados por estos autores y se reformulan aplicdndolos a los
juegos financieros con el fin de caracterizar axiomaticamente esta solucién.

Si bien es sencilla y posee buenas propiedades, la solucién proporcional también
es criticable. Partiendo de este punto, se define una nueva solucién que denomi-
namos valor del juego financiero; aunque esta soluciéon verificara todas las anteriores

propiedades tampoco estara exenta de algunas criticas.
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Descripcion del modelo



Capitulo 1

Juegos financieros

En este capitulo introducimos la nocién de juego financiero a través de una serie
de ejemplos distinguiendo entre los juegos financieros de Ingresos (seccién 1.1) y los
juegos financieros de costes (seccién 1.2). Se estudian propiedades béasicas del modelo,
condiciones necesarias para los juegos financieros, asi como su estructura algebraica.
Establecida la definicién formal para ambos tipos de juegos en la seccién 1.3 se
analiza la relacién entre los juegos de costes y los juegos de ingresos. Finalmente, en
la seccion 1.4 se comparan los juegos financieros con otra clase de juegos destacando

sus relaciones y sus diferencias.

1.1 Juego de Ingresos

1.1.1 Algunos Ejemplos

Antes de definir los juegos financieros de Ingresos ilustraremos mediante un par de

ejemplos el fenémeno econémico que pretendemos analizar.

Ejemplo 1.1 Construiremos un juego financiero basado en el ejemplo expuesto por
Jean Lemaire [27],[28].

Tres inversores (a partir de ahora jugadores) deciden colocar su dinero conjuntamente
en un banco con €l fin de obtener un mayor rendimiento. El jugador 1 dispone de
1,800,000 francos para invertir, el jugador 2 de 900,000 francos y el jugador 3 de
300,000 francos. Acuden a un Banco solicitando informacién acerca de los tipos de
interés que pueden obtener invirtiendo diferentes cantidades; la entidad financiera les

proporciona los datos facilitados en la siguiente tabla
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Deposito Tipo de interés (efectivo anual)

0-1,000,000 7.75%
1,000,000-3,000,000 10.25%
3,000,000-5,000,000 12%

Con esta estructura creciente de tipos de interés, los jugadores calculan cudl serfa

la. cantidad que obtendrian invirtiendo conjuntamente los capitales (suponemos un

horizonte temporal de la inversion igual a un afo):
v(123) = (1,800,000 + 900, 000 + 300, 000) - (1 + 0.12) = 3,360,000

Si los tres inversores decidieran cooperar, v(123) seria la cantidad que se tendrian
que repartir; obsérvese que en este planteamiento incluimos como cantidad a repartir
también el capital que recuperan de su inversién dado que lo que nos planteamos es
el reparto de la cantidad total recibida como contraprestacion a la cesidn de disponi-
bilidad realizada al Banco.

El criterio para la distribucién de este rendimiento es usualmente el proporcional
a los recursos invertidos; la Teorfa de Juegos, y la presente Tesis en concreto, tratard
de proponer otros criterios alternativos. Para cumplir dicho objetivo nos es necesario
conocer cual seria la contraprestacion conseguida por las diferentes subcoaliciones de
jugadores (S C N) y que notaremos por v(S); dicho valor refleja la cantidad que
cada coalicién se puede asegurar sin tener en cuenta a los restantes jugadores. La
aportaciéon de la Teoria de Juegos al problema de la distribucién del beneficio total
radica precisamente en tener en cuenta no sélo la cantidad a repartir, sino también
el poder de cada jugador y de cada coalicién; dicho poder, aunque quizas de forma
simplificada, queda reflejado por el valor de las distintas coaliciones en el juego (v(S)).

En este ejemplo, la expresién general de v(\5) es:

v(S) = ZCz' 1+ I(Z CH]

1€S 1€S

donde C; es el capital perteneciente al jugador iésimo y i(3;c5 C;) el tipo de interés
asignado a la coalicién S. De esta manera podemos calcular el valor de v(S) para

todas las coaliciones:
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S v(.9)
{17 | 1,084,500
(2} | 969,750
(3} | 323,250
(12} | 2,976,750
(13} | 2,315,250
{23} | 1,323,000
(123} | 3,360,000

Llegado a este punto, ya hemos construido lo que denominamos juego cooperativo
que se caracteriza por un par (N,v) donde N = {1,...,n} es el conjunto de jugadores
2N

y v la denominada funcién caracteristica con v : — R.

En general podemos formalizar las contraprestaciones obtenidas por los jugadores

a través de una funcién f: Ry — K. En nuestro ejemplo dicha funcion seria:

f(z) =z [1+i(e)]

donde, por cada una de las 2 unidades monetarias invertidas, se recupera [1 + i(z)]
unidades, siendo i(z) el tipo de interés asignado a la cantidad z de acuerdo con la

siguiente funcion:

0.0775 0 <z < 1,000,000
i(z) = { 0.1025 1,000,000 < z < 3,000, 000
0.12 3,000,000 < z < 5,000, 000

Lo importante de este ejemplo es que nos plantea una situacion econémica donde
observamos rendimientos medios crecientes respecto a los recursos aportados
por los jugadores. En efecto, nétese que si ¢ > y entonces ﬂxﬂ > ﬁyﬂ, dado que
L(xﬂ = [1 + i(z)] y i(z) es creciente respecto a z (dinero invertido). En particular,

el crecimiento en los valores medios también se verificard para los recursos aportados

por los jugadores, i.e.

f(zies Ci) f(EieT Ci)
C; < C; = <
igs’ g’;’ EiES Ci ZieT Oi

Graficamente, la figura 1.1 muestra la estructura creciente de la funcién tipos de

interés, mientras que la figura 1.2 muestra los ingresos segiun los niveles de inversion.
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Figura 1.2: funcién de ingresos.

Ejemplo 1.2 Sea una cooperativa agraria que se dedica al procesamiento y preparacidn
para la venta de un determinado producto agricola. En funcion de la extensidn de los
campos de cultivo a procesar se necesitardn un determinado tipo de mdquinas u otro

cuyo coste anual (amortizacion) reflejamos en la siguiente tabla:



1.1. Juego de Ingresos 15

Hectdreas Amortizacion

0-100 4000 u.m.

101-399 6000 u.m.

400-en adelante 6500 u.m.

Una vez procesado el producto agricola, el Ingreso por la venta de los productos
generados a partir de una hectdrea es de 50 unidades monetarias. Supongamos que la
cooperativa tiene tres socios que poseen respectivamente 25, 75, 450 hectdreas de cul-
tivo respectivamente y que ceden su cosecha a la cooperativa. Dado que la cooperativa
tiene que procesar en conjunto las 550 ha. de sus asociados, comprard la mdquina
cuyo coste anual es de 6500 unidades (supondremos que no existe ningin coste adi-
cional). Una vez procesada y vendida la cosecha, la cantidad que la cooperativa tendrd

que repartir entre los socios serd de:
v(123) = 50 - 550 — 6500 = 21,000 u.m.

Esta cantidad representa los ingresos totales que percibiran los agricultores por
la cesion de sus productos. La pregunta que surge es ;Como se ha de distribuir
esta cantidad? Los principios cooperativistas propugnan un reparto proporcional a
la actividad de los socios, a la aportacién de capital circulante a la explotacion (ver
el Libro de Enrique Ballestero [6]); en nuestro caso una posible distribucién seria la
proporcional a las hectdreas de cultivo. Como en el ejemplo anterior y para analizar
otras posibles soluciones desde el punto de vista de la Teoria de juegos, construiremos
la funcién caracteristica a partir de la funcién de Ingresos f(z) : Ry — R

0 z=0

flz) = { 50-z —a(z) z>0
4000 0<z <100
donde a(z) = { 6000 100 < = < 400
6500 400 <z

Dicha funcién recoge el pago f(z) que la cooperativa realizaria a sus socios como
contraprestacion a la cesion de sus cosechas que son medidas en hectéreas cultivadas
(z). Por tanto y nuevamente, la funcién recoge el ingreso obtenido por parte de los
jugadores (“agricultores”) fruto de su asociacion.

En nuestro ejemplo, calculariamos los diferentes ingresos (f(Xics C:)) que podrian
obtener las subcoaliciones (.5) de socios de acuerdo con la anterior funcién y donde C;

representaran las hectareas cultivadas; los resultados se recogen en la siguiente tabla:
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Coalicién | ha.(Ties C:) | f(Ties C) | Laes!
I % 2,750 ] 110

2 75 250 3.3

3 450 16,000 | 355

12 100 1,000 10

13 475 17,250 | 3631

23 525 19750 | 37.6

123 550 21,000 | 38.18

Obsérvese que, al igual que en el caso anterior, se verifica el crecimiento en los
ingresos medios, tal y como recoge la dltima columna de la tabla. Sin embargo,
este ejemplo propicia un refinamiento en la definicién de los valores de la funcién
caracteristica: si v(S) pretende reflejar la cantidad minima que la coalicién S puede
garantizarse por si misma, es evidente que para los jugadores 1 y 2 dicha cantidad no
viene reflejada por el valor de la funcién f dado que obtenemos un ingreso negativo,
o lo que lo mismo, pérdidas. Ambos jugadores no poseen una extensién suficiente de
terreno para rentabilizar la adquisicion de la maquinaria adecuada; por ello es més
légico pensar que si no se adhieren a la cooperativa, no cultivarén los terrenos y por
tanto su ingreso sera cero. Por tanto, los jugadores siempre podran asegurarse un
ingreso nulo, simplemente, no produciendo. Esta reflexién conduce a modificar® la

expresion general de la funcién caracteristica, i.e.

v(S) = max{0, f(Q_Ci)} = (fF(3_Ci))+

1€S €S

Por tanto, para nuestro ejemplo, tenemos que v({1}) = v({2}) = 0y v(S) =
f(Xies C:) para el resto de coaliciones. Esta ligera modificacién no afecta a lo sus-
tancial del juego que es el crecimiento en los ingresos medios respecto a las hectareas

cultivadas.

Es interesante analizar que sucederia si intentaramos generar otro juego a partir
de otros valores de hectareas cultivadas: supongamos que el tercer socio cultivase 300
ha. en lugar de las 450 anteriores; entonces los valores obtenidos serian los calculados

en la siguiente tabla:

'Recogiendo la sugerencia realizada por el Prof. Theo Driessen.
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Coalicién | ha. (5 Ch) | v(5) Zﬂi)a
1 25 0 0

2 75 0 0

3 300 9,000 |30

12 100 1,000 |10

13 325 10,250 | 31.5
23 375 12,750 | 34

123 400 13,500 | 33.75

En este caso el ingreso unitario para la coalicién total [{123}] es inferior al obtenido

por la coalicién {23}: los socios 2 y 3, actuando conjuntamente, podrian obtener re-

sultados mas eficientes en términos medios que si se coaligaran con el socio 1 y por

tanto podrian tener inconvenientes a la continuidad del socio 1 si el reparto propor-

cional es el elegido; en efecto, una caracteristica bésica de los juegos financieros, como

veremos mas adelante, es que siempre es licito repartir el ingreso proporcionalmente

a los recursos aportados. Esto no es posible si se dan las ineficiencias mostradas en

el ejemplo: un reparto proporcional otorgaria 33.75 unidades como pago unitario por

ha., mientras que si se excluyera de la cooperacién al jugador 1 se podrian cobrar

hasta 34. Graficamente, esta situacién se puede ilustrar observando la grafica de los

ingresos totales (figura 1.8) y de los ingresos medios. (figura 1.4).
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A la vista de los dos ejemplos anteriores, podemos extraer una serie de rasgos

comunes que caracterizaran un juego financiero de ingresos

e existencia de unos recursos (dinero,inputs,...) en manos de unos “jugadores”.
b 7

e Dichos recursos se ceden a una entidad (Banco,cooperativa), y a cambio, esta
entidad realiza una contraprestaciéon por la cesiéon de estos recursos, lo cual
supone un ingreso para los jugadores. Por tanto, los jugadores financian una

actividad, un proyecto que les reporta un beneficio o un ingreso

e Los ingresos medios son crecientes. Si una coalicién ha entregado una mayor

cantidad de recursos, el pago unitario que recibe también es mayor.

o Algebraicamente podemos decir que lo que obtenemos es un juego positivo de

valores medios crecientes respecto al vector de recursos (Cy,...,C,).

o El reparto del ingreso total entre los jugadores puede ser establecido, en prin-
cipio, libremente sin que exista restriccion alguna. Este tipo de situaciones

generan un juego cooperativo de utilidad transferible. (TU-Game)

En la siguiente seccién definiremos formalmente lo que entendenos por juego fi-

nanciero de ingresos.
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1.1.2 Definicion del modelo

Los juegos financieros de Ingresos (en adelante FG") vienen determinados por la
existencia de n agentes o, en adelante, jugadores (¢ = 1,...,n) donde cada uno de
ellos posee una cantidad de un cierto recurso (dinero, input, medida objetiva de la
aportacién del jugador a la actividad) y que notaremos por C4, ..., C,. Los jugadores
ceden (“venden”) sus recursos a una entidad obteniendo una contraprestacion, unos
ingresos. La clave para el planteamiento del juego se basa en suponer que los ingresos
por unidad cedida son crecientes y que los jugadores siempre estaran interesados en
cooperar para obtener un mayor Ingreso.

La Teoria de juegos cooperativos tratara de repartir el rendimiento conjunto te-
niendo en cuenta los rendimientos que las posibles subcoaliciones pudieran obtener
actuando por separado. Los juegos cooperativos de utilidad transferible (TU-games)
seran el marco en que trataremos de resolver el problema como hemos comentado
anteriormente.

Formalmente los juegos cooperativos (G™) se definen como un par ordenado (N, v)
donde N = {1,...,n} es el conjunto de jugadores y v la funcién caracteristica que
reflejara los Ingresos resultado de la cooperacion en las diversas subcoaliciones; for-
malmente v es una aplicacién de las partes de N en R tal que el vacio se valora

0.

Definicién 1.3 Sea f la funcién que evalua los Ingresos obtenidos en funcion de las
recursos entregados f: Ry — Ry
Sea N={1,...,n} el conjunto de jugadores; y Cy,...C, C; > 0, los recursos

invertidos por cada jugador de manera que se cumple que

f(Eies C) f(Xier Ci)
Ci Ci < .
z'EZS - c%;" 7 Eies C; ZieT Cz‘ (1 1)

donde S, T C N; S,T # 0.

Definimos el juego financiero como:

(N,v) € G* N = {1,...,n} con
o v(0)=0

o o(S) = max{0, f(Ties C))} VS C N; S #10
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Como hemos comentado en el anterior ejemplo, la expresién de v(.S) es conse-
cuencia de suponer que si los ingresos son negativos, el jugador o coalicién siempre se
puede asegurar un valor nulo no participando en la actividad econémica analizada.

De manera alternativa podemos considerar la siguiente definicion:

Definicién 1.4 Un juego (N,v), v(S) > 0, es financiero respecto a un vector Ce

RY}, siysdlo si
v(S) v(T')
Ci < CZ = < 1.2
B D A ALl ) (1.2)

i€s €T
donde S,T C N; S,T # 0.

Ambas definiciones son equivalentes. Efectivamente,

Def.1.3 = Def.1.4.

Sea v(S) = max{0, f(Xiecs Ci)}, entonces

1) »(S) > 0.
2) YiesCi= Sier Ci = f(Ties Ci) = [(Tier Ci) = v(S) =o(T) =
() _ )

FQ ies®) - FQier 9i)
TiesCi < Tier O = Iguesd < MuerZd

max {0, HQiesC) Séi)} < max {0, HQier @) Tci)} =

ies Y - 2ier G
max{0,/(37;¢5Ci) } < max{0,5(3;er Ci) } v(S) v(T)
<
YiesCi - Yier Ci = YiesCi = YierCi
Def.1.4 = Def.1.3.
Sea C = {zg, T1, ..., Ty |20 =0 y 2,0y < z;} C R el conjunto de valores que

representan los recursos aportados por cada una de la coaliciones. Es decir, dado un
valor z;, existe al menos una coalicién S tal que 3 4 cs Cx = z;, y viceversa, toda
coalicién S viene representada por un valor igual a la suma de los recursos aportados
por sus miembros, i.e. para toda S C N existe un indice : tal que z; = } 1c5 Ck.
Denotemos por v; ¢ =0 ... m al valor de la funcién caracteristica de la coalicién
S C N que verifica que Y 15 Cr = ;. Puede existir mas de una coalicién con los

mismos recursos, pero verifiquese que a partir de la definicién (1.2) se deduce que, si
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Skes Ck = Trer Ck, entonces v(S) = o(T). Nétese ademds que vo = 0 dado que
zo = 0 se corresponde con la coalicién vacia y que vo < vy < ... < vy,
A partir de aqui definimos la siguiente funcién f: Ry — Ry
Vi — Vi-1 (

T — i) + v iy <z<z o t=1...,m—1
Ti— Ti-1

f(z) =

CL’-—-Z,‘m) + Um  Tm—1 S T

Esta funcién es lineal a tramos, positiva y continua; ademaés si z; = Y rc5 Ck se
cumple que f(Xres Cr) = f(z:) = vi = v(S) = 0. De aqui es inmediato que
oS) = max{0, F(3C)}.
1€S
Nétese que esta igualdad es cierta por la positividad de los juegos financieros. Ademds

se cumple que

fCies Ci) _ [(Zier C3)
Ci < Ci = <
iEZS 2;’ EiES Ci ZieT C;
donde S, T C N; S,T # 0.

En consecuencia, siempre que enunciemos que un juego es financiero citaremos
respecto a qué vector; mas adelante discutiremos si ese vector puede o no ser nico

(proposiciones 1.43 y 1.45, paginas 44-45).

Observacién 1.5 En lo sucesivo utilizaremos indistintamente la anterior notacion
y otra mds simple: v(S) = ﬁﬁ% “Yies Ci = (ies Ci) - fs donde fs = -zﬂg%
ies 7t ies Vi
FEntonces, la condicién (1.2) se puede reformular como
YCi <Y Ci = fs < fyp
ies i€T

donde S,T C N; S,T #+ 0.

1.1.3 El caso de los juegos de Bancarrota

El estudio de los juegos de Bancarrota fue iniciado por O’Neill [40]. En ellos se plantea
cémo distribuir un patrimonio (herencia) E, teniendo en cuenta que las demandas de

los acreedores (herederos) d; > 0 superan el montante a repartir?. Mas formalmente

?En su articulo, O’Neill considera que las demandas puedan ser igual a cero; nosotros.exigire-
mos que todas sean estrictamente positivas pues sino generariamos un jugador ficticio v(SU7) =

w(S) VS C N \s.
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tenemos que N = {1,...,n} es el conjunto de acreedores, d := (dy,...,d,) las
demandas o reclamaciones de cada acreedor y que Y,y d; > E.
El problema de la bancarrota (E,d) genera un juego cooperativo cuya funcién

caracteristica viene dada por
vEq(9) = max{0, E — d(N\S)} = (E—-d(N\S));y VSCN (1.3)

Tal y como esta definido el juego, el valor de una coalicién se identifica con la can-
tidad sobrante (si sobra) luego de pagar a los acreedores que no estan en la coalicién.
La aportacién de un jugador al juego podria medirse segin el valor de su reclamacién
pues al incorporarse a una coaliciéon rebaja el montante que la coalicién ha de pagar
a los jugadores no incluidos en ella y incrementa la cuantia que puede asegurarse la
coalicién, precisamente en el valor de la demanda ( siempre y cuando anteriormente
el valor que podia asegurarse la coalicién fuera positivo). Parece interesante pues,
reformular la definicién del juego de bancarrota en términos de una funcién evaluada

para las distintas reclamaciones (esta idea es debida al Prof. Theo Driessen, ver [12]):
vEq(S) = max{0, E — d(N\S)} = max{0, E — d(N) + d(S5)};
tomando A = E—~d(N)y f(z) = A + x tendremos que

vB(S) i= max{0, F(d(S))}.

Observemos que el juego de bancarrota adquiere la forma de un juego financiero

donde (Cl )Cn) = (dla"'adn)-

Proposicién 1.6 Un juego de Bancarrota (N,vgy) siempre es un juego financiero
donde los recursos asociados a cada jugador coinciden con las demandas de los acree-

s — -
dores, i.e. C = d.

DEM. Dada la definicion de juego financiero basta comprobar que si

Zd' < Zdi = f(ziesdi) < f(EiETdi).

ies ieT Tiesdi T Yierd;
En efecto,
J(Xies di) _ Atdiesdi _ A et
>ies di 2ies di Yies di

SA <0 dado que ) ;. d; > E.
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<8 L Lierdi _ f(Sier di)
Yierdi  Yierd ier di

O

Los ejemplos 1.2 y 1.1 vistos en la seccién anterior indican una divisién de las
funciones generadoras de juegos financieros en dos tipos: aquellas que siempre generan
un juego financiero para cualquier nivel de recursos en posesién de los jugadores
(Ejemplo 1.1) y aquellas que, para valores concretos, verifican las condiciones de
crecimiento en los ingresos medios (Ejemplo 1.2). Si nos centramos en el primer tipo
de funciones, nos interesa modelizar situaciones en las que los Ingresos marginales
son siempre superiores a los ingresos medios. Aparte de la funcién definida a tramos
expuesta en el primer ejemplo, enunciaremos cierto tipo de funciones interesantes que

dan lugar a juegos financieros:
e suponiendo hipétesis de diferenciabilidad, funciones positivas con elasticidad
mayor o igual a 1.
DEM.

Sea f: Ry — Ry, f(0) =0 una funcién con valores medios crecientes, i.e.

=) _ 1)
r oy

<y = Va,y € Ryy,

A partir de la definicién 1.3 es facil observar que todo juego generado a partir
de esta funcién sera financiero. Sin embargo, si la funcién f es diferenciable la
funcion f-gf—l también lo sera y por tanto la anterior condicién equivale a que su

primera derivada sea positiva:

<-@>I >0Vze e Ryy;

x

desarrollando la derivada tenemos

(M) @S |

T

lo que implica que

L o>

flz) —

Por tanto, dada la diferenciabilidad de la funcidn, valores medios crecientes y

fl(z)-z— f(z) > 0 o,dado que f(z) >0, E[f(z)] = f'(z)

elasticidad mayor o igual a 1 son equivalentes.
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]

e funciones lineales. f(z) = a-x+bcona >0y b<0. Estas funciones generan
toda la gama de juegos de bancarrota analizados anteriormente. Ademds la
funcién se podria interpretar como una funcion de beneficios donde b represen-

tarfa Jos costes fijos y a el margen entre el precio y los costes variables.

Si b= 0 el juego generado es aditivo v(S) = Y ;csv(¢) por lo que cabe conside-
rarlo como inesencial (no se plantea el problema del reparto entre los jugadores);
para este caso imaginemos, por ejemplo, un juego financiero como el del ejemplo

1.1 en donde todos los jugadores pudieran conseguir el mismo tipo de interés.

e funciones convexas f : Ry — R, con f(0) < 0.

DEM.

En efecto, si f es convexa entonces se cumple que

fIA=A) 04+ A 2] < (A=) f0)+ A f(m1) VA €]0,1], Yz, >0

o simplificando, f(A - z1) < Af(z1). Dividiendo a ambos lados por A - z;

obtenemos que

fA-z) _ f(&)

Ay T @y

y dado que ello se cumple para todo 1 se cumplird la estructura creciente en

los valores medios. 0
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Figura 1.5: funciones generadoras de un juego financiero de ingresos.

1.1.4 Propiedades

En esta seccién se exponen una serie de propiedades bésicas del modelo, comentando
el significado intuitivo de éstas. Las tres primeras se derivan directamente de la
definicién. En todas las propiedades (/V, v) representard un juego financiero respecto
al vector 0 = (C1y...,Cn), y Sy T dos coaliciones no vacias.En adelante, y por

simplicidad, notaremos como C(S) al sumatorio ¥ ;¢ C;.
Propiedad 1.7 C(S) = C(T) = v(S) = v(T)

es decir, “si dos coaliciones invierten los mismos recursos obtienen los mismos Ingre-

s08.”

El reverso de esta implicacion no es en general cierta debido a que v(S )y v(T') podrian
ser cero pero no por ello S'y T' deberian tener los mismos recursos; simplemente podria
suceder que f(C(S)) y f(C(T)) fueran ambos inferiores a cero. Sin embargo, podemos

enunciar una condicién mas restringida.

Propiedad 1.8 C(5) = C(T) = 84(% _ %((%
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“Si dos coaliciones tienen los mismos recursos, su Ingreso medio serd el mismo”

Obsérvese que el reciproco no es cierto, es decir que si para dos coaliciones observamos
que su ingreso medio es el mismo no es porque hayan aportado los mismos recursos
sino porque el tramo de la funcién de ingreso donde se evaluan dichos recursos presenta

rendimientos constantes. En cambio si que es cierta la siguiente propiedad:

2(S

Propiedad 1.9 &3 < ¥ = C(S) < C(T),

es decir, si existen diferencias entre los ingresos medios de dos coaliciones ello implica

que los recursos de las dos coaliciones también son diferentes.

Propiedad 1.10 C(S) < C(T) = v(S) < »(T).

DEM.
Por la definicién de juego financiero tenemos que 0 < ZULS)O’ < ”@)O. y por
ie€s 7t €r 7t
tanto ;s C; - Z“ ) = < Yier Ci iﬁ@g lo que implica que v(S) < o(T).
ies ieT 7t

O

Nétese que la designaldad estricta v(S) < ©(T') no es necesariamente cierta; a
pesar de que la coalicion S aporte menos recursos que la 7', puede ser que el valor
de ambas coaliciones en la funcién caracteristica sea 0 con lo cual obtendriamos la

igualdad.

Esta propiedad tendria la siguiente interpretacion: “Cuanto mds recursos tiene

una coalicién mayor es el Ingreso obtenido”.

Observacién 1.11 Un caso particular lo tendremos cuando S C T S # T, es

decir, cuando S y T sean comparables; entonces se cumplird que
ScT =C(S) < C(T) = v(S) < u(T).

Fllo nos estd diciendo que los juegos financieros son mondtonos.

Propiedad 1.12 Si v(N) = 0 entonces v(S) = 0 para toda S C N.

Esta propiedad es simplemente una consecuencia de la anterior observacién y de la

positividad del juego.

Propiedad 1.13 Si C(S) < C(T),
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DeM.

Supongamos que C(S) < C(T) y v(S) = v(T) # 0. Entonces ’c%s—) > o_(li“j =

g(% > —g%% lo cual supone una contradiccién con el caracter financiero del juego. O

Propiedad 1.14 SeaT C N, T # N; siv(N) = v(T) = v(S) = 0 VS C N.

DeEM.

Si v(N) = v(T), aplicando la propiedad 1.13 tenemos que v(N) = v(T) = 0.
Entonces, aplicando la propiedad 1.12 se deduce que v(S)=0 VS C N 0

Propiedad 1.15 v(S5) < o(T) = C(S) < C(T).

DEM.

Si se cumpliera que C(S) > C(T), ello implicaria por la definicién de juego
financiero que 2(8) ~ AT)  pe aqui se deduciria que

C(8) = C(T)
v(S) v(T) v(T)
u(S) = C(s -C(S) = -C(TY = o(T
(5) = Gegy - C(8) 2 G- C(8) = Gp - CT) = u(T)
contradiccidon con la hipotesis inicial. o

Propiedad 1.16 0 < v(S) = v(T) = C(S) = C(T)

DEM.

Si C(S) no fuera igual a C(T'), entonces se cumplirfa que C(S) > C(T)o C(S) <
C(T). Sin pérdida de generalidad, supongamos que C(S) < C(T); entonces por
la definicién de juego financiero, tendriamos que %((ﬁs% < %((% Dado que v(S) =
v(T) > 0, esta ultima desigualdad implica que 5@ < ﬁ o de manera equivalente

que C(T) < C(S5), contradiccién con la hipétesis realizada.

g
Propiedad 1.17 Sean vy,...,v; t-juegos financieros definidos sobre el mismo con-
junto de jugadores N y respecto al mismo vector de recursos (Cy,...,C,) € R%_,

ie. v;(S) = (Ties Ci) - £, entonces
(N, v™3%) es un juego financiero respecto al vector (Cy,...,C,)

donde v™**(S) = max{vi(S),...,v(5),...,v:(5)}
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DEM.

Por la observacién 1.5 v™8%(S) = max{f},... 5, ... 5} - Tics Ci. Entonces, si

YiesCi € Sier Ci = < fh i =1,...,t =
max{f}, ..., f5 ... fL} < max{f},....f5,... .} VS, T C N; S,T # 0.

O
El juego maximo indica que cada coalicién puede invertir sus recursos de la mejor
manera: si cada proyecto en el cual puede invertir respeta las caracteristicas de los

juegos financieros, el juego resultante continuara siendo financiero.

Propiedad 1.18 Sea N = {1,...,n} un conjunto de jugadores y C;,...,C, los
recursos en posesion de cada uno de ellos. Sean f y g dos funciones generadoras
de un juego financiero que presentan un crecimiento en los valores medios para todo

el dominio Ry ; sea « € R tal que 0 < o < 1. Entonces

v(S§) = max{0, f(a-C(5)) +9((1 —a)-C(5)} ae(0,1)

es un juego financiero respecto al mismo vector (Ch,...,C,).
DEM.
M (S _ f aC(S 1—-a).C(S
SiC(S) < CT) = _Ci@% = maX{O, f( “)Eg((é) ) gn} _

— H{o-C(S)) 1-2)-C(S
= max {0, Kl + A7 CL} =

a-C(S —a)-
:max{ﬂ,a.%ags_)n_{.(l_a),gl CS} <

< max {0, o 1280 4 (1 - q)ll=ebelin}

o-G(T) (1-e)-C(T) -
_ FaC(T))+9((1~2)-C(T)) — T
= maX{O, c(T) - —C%’%
O

Esta tltima propiedad incide en la posibilidad de que, por diversos motivos, los
jugadores dividan sus recursos, invertiendo una parte («) en un proyecto (representado
por la funcién f) y el resto (1 —a) en otro proyecto (representado por la funcién ¢).Los

resultados obtenidos mantienen las caracteristicas del juego financiero.
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1.1.5 La estructura algebraica de los juegos financieros

Es bien conocido que el conjunto de todos los juegos cooperativos de utilidad trans-
ferible G™ tiene estructura de espacio vectorial y su dimension es 2" — 1. Una base

para ese espacio la constituyen los juegos de unanimidad .

Definicién 1.19 El juego de unanimidad asociado a la coalicion T () # T C N)

se define como

1 stT°'CS
ur(S) = { 0 en otro caso

Existen 2" —1 juegos de unanimidad, tantos como coaliciones no vacias. Todo juego
cooperativo v se puede expresar como combinacién lineal de los juegos de unanimidad,

i.e.

v o= Z )\T-uT

0£TCN
donde Ay = ZRQT(—‘l)t_TU(R)a t=|T|yr = |R|

Los juegos de unanimidad son asimismo juegos convexos (Driessen [13] p. 114-
115); dado que son linealmente independientes y los juegos convexos forman un cono

en el espacio de los juegos cooperativos tenemos que la dimensién de dicho cono es
2" — 1.

En esta seccién nos dedicaremos a estudiar la estructura de los juegos financieros.

Empezaremos destacando tres caracteristicas importantes de los juegos financieros:

(a) En primer lugar, es importante remarcar que la suma de dos juegos financieros
cualesquiera (respecto a cualquier vector) no siempre resulta un juego financiero.

El siguiente ejemplo nos muestra este punto:

Ejemplo 1.20 Considérese los juegos v y w donde
v(1) = 10; v(2) = 10; v(3) = 10; v(12) = 20; v(13) = 20; v(23) = 20; v(123) = 30

w(l) = 10; w(2) = 20; w(3) = 20; w(12) = 30; w(13) = 44; w(23) = 44; w(123) = 55

El juego v es financiero respecto al vector (10,10,10) y el juego w respecto al

vector (10,20, 20).
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El juego suma v + w nunca puede ser un juego financiero dado que para ello

tendria que existir un vector (Cy, Ca, C3) de manera que Cy < Cy = Cj (apli-

(v+w)(1) (vtw)(12) . (v+w)(2)
o S i Y e S

E—g::_—)ic? (por aplicacién de la definicién de juego financiero). De las dos anterio-

res desigualdades, y sustituyendo los valores de v +w, se llega a que %Cl = (C,.

cacién de las propiedades 1.15 y 1.16) y que

Dado que estamos suponiendo el caracter financiero del juego se debe cumplir

que

(v+ w)(23) < (v+ w)(123)
Co+Cs 7 C1+0C;+Ch
o, segin las relaciones entre los valores de C, Cy y U3 y sustituyendo los valores

de (v 4+ w),

02+C3 < C1+02+Cg =

64 85
—— < —— o bien 256 < 2
30, S 1, Q ien 256 < 255

lo cual supone una contradiccion.

Por contra si v y w fueran dos juegos financieros respecto al mismo vector el

juego suma también seria un juego financiero respecto a dicho vector. En efecto,
(S o(T w(S w(T

}:C@»SZCié()S()y()S ()’

ier YiesCi T TierCi 7 Ties O T Tier G

€S

y por tanto

v(S)+w(S) _ o(T)+ w(T)
zci =20 Yies Ci = YierCi

En segundo lugar, si un juego v es financiero respecto a un vector, entonces A -v
[A > 0] es un juego financiero respecto al mismo vector. Esta afirmacién se

deduce directamente de la definicién.

En general, los juegos de unanimidad no son juegos financieros.

Proposicién 1.21 FEl inico juego de unanimidad que es financiero es el asoci-

ado a la coalicion total, uy.

DeEM.

El juego uy es financiero respecto a cualquier vector C e R}, dado que para

¢ an(8) _ 1 )
toda S C N tenemos que S e O < Y ien Ci ien Ci
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Consideremos ahora otro juego de unanimidad ug R C N; supongamos que
existiera un vector C' € RZ, para el cual el juego fuera financiero; entonces se

verificaria que Y ;cg Ci < Y ;jen Ci y por tanto, por definicién de juego financiero

que %Q%—. < —Z%E-(Mé—, pero ello no se cumple dado que ug(R) = ug(N).
ieR Y iEN !

O

De estas tres observaciones deducimos que, fijado un vector C e R7% ., los juegos
que son financieros respecto a dicho vector forman un cono dentro del espacio de los
juegos cooperativos. Por otra parte, si pretendemos establecer cuéles son los juegos
financieros generadores de este cono y por tanto la dimension del cono, los juegos de
unanimidad no nos seran de gran utilidad. En sustitucién de éstos vamos a definir
lo que denominaremos como juegos de minimo nivel de recursos asociados a un

vector C.

Definicion 1.22 Un juego de minimo nivel de recursos respecto al vector C' asociado
ala coalicion T # @ (N, vy z), se define como:
0 st 2ies Ci < Lier Gi
vp a(S) 1= O s o > . VS C N, S#9
LiesCi 86 2ies Ci 2 Dier Ci
Cada juego de minimo nivel es un juego aditivo truncado: en efecto, obsérvese que
el valor de una coalicion es cero siempre y cuando los recursos asociados a la coalicién
no alcancen un minimo nivel (3 ;cr C;); si superan este nivel el valor asociado es el

del juego aditivo generado por el vector C.

Observacién 1.23 Cada juego de minimo nivel es un juego financiero respecto al
—

vector C. Esto es inmediato si tenemos en cuenta que el valor medio de las coaliciones

cuyos recursos no llegan hasta el nivel requerido es 0 y 1 para las que superan dicho

nivel.

La siguiente pregunta que nos planteamos es ;Cuantos juegos de minimo nivel
diferentes existen para un vector dado?. Fn principio, parece ser que existen 2" — 1,
tantos como coaliciones podamos generar a partir del conjunto N. Sin embargo es

facil imaginar que algunos de ellos coincidiran.

Proposicién 1.24 Sea N un conjunto de jugadores; C e RY, el vector de recursos
asociados a los jugadores; R y T dos subconjuntos de jugadores. Entonces para toda
SCN

vRa(S) = vps(S) & Y Ci=)Y 0.
i€R ieT
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DEM.

<) es inmediato dado que el punto critico que marca cuando los valores pasan a ser
mayores que cero es el mismo.
=) Supongamos que vg #(S) = vy5(S) V.S S N pero TierCi > Yier Ci; entonces
por definicidn de juego de minimo nivel vp 5(7) =0 < ¥;ier Ci = vg5(T) lo cual
supone una contradiccidén con la hipdtesis inicial.

0

-
Observacién 1.25 Dado un vector C' € R, existen como minimo n juegos de
minimo nivel diferentes y como mdzimo 2" — 1. Como hemos visto en la anterior
proposicion, que dos juegos de nivel minimo asociado a dos coaliciones diferentes sean
tguales o no depende del vector de recursos con el que estemos trabajando. Cuando
utilicemos un vector donde todas sus componentes sean iguales obtendremos n juegos
de minimo nivel diferentes; seleccionando adecuadamente el vector de manera que
)
para cada coalicion obtengamos unos recursos totales diferentes, podremos construir

2" — 1 juegos de nivel diferentes.

En las dos siguientes proposiciones verificaremos que los juegos de minimo nivel
respecto a un vector O son linealmente independientes (proposicién 1.26) y gene-
radores de los juegos financieros respecto a dicho vector FG% (proposicién 1.27) ;
obviamente restringiremos nuestro estudio a aquellos juegos de minimo nivel que sean
diferentes. Para ello ordenaremos las coaliciones en orden creciente de la cantidad de
recursos en su poder (3 ;cgC;) teniendo en cuenta que si dos coaliciones tuvieran la
misma cantidad de recursos seleccionaremos solo una de ellas como representante de

esa cantidad. De esta manera al final obtendremos un conjunto de coaliciones

So, S1y-++3m Z C; < ZC,‘ k=1,...,m

1€Sk_1 1€Sk

donde So = 04y S, = N,siendon < m < 2" —1.
y

Proposicién 1.26 Sea N el conjunto de jugadores; o= RY . el vector de recursos
asociado a cada jugador y L = {S51,...,S.} el conjunto de coaliciones con diferentes
cantidades de recursos ordenadas de menor a mayor segun el total de recursos.

Entonces, el conjunto {vg | Sk € L} es linealmente independiente.

4Adoptaremos el convenio usual de que un sumatorio definido sobre un conjunto vacio de indices
es nulo, ) s Ci = 0.
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DEM.

Si |[N| = 1, entonces sélo existe un juego de minimo nivel y es obviamente lin-
ealmente independiente. Consideremos el caso en que |[N| > 2, entonces por la
observacion 1.25 tendremos como minimo n juegos de nivel minimo diferentes. Su-
pongamos una combinacién de los juegos de minimo nivel igualados al juego nulo
(On):

> As,tvg g =0y (1.4)

SreL
donde s, € R.
Supongamos ahora que no todos los valores Ag, son iguales a cero; entonces se-
leccionaremos aquella coalicién, que denominaremos Sm € £, tal que Agy, # 0y
Yicsm Ci < 2ies, Ci VSi € L con Ag, # 0.
Nétese que Sy no puede coincidir con S;. Efectivamente, si ello fuera cierto
tendriamos que g, # 0; ademads la ecuacién (1.4) evaluada para la coalicién S;

implicaria que

Z Asi 'vsk,c‘(Sl) = 0. (L.5)

SLEeL
Sin embargo, utilizando la definicién de los juegos de minimo nivel y dado que

Yoies; O < 2ies, Ci k = 2 ..., r llegariamos a que
Z AS}: ’ vSk,é(Sl) = /\sl ) vsl,ﬁ(Sl) = /\Sl ) E Ci # O
SpeL 1€S5)

lo cual supone una contradiccién con (1.5). Por tanto, supondremos a partir de

ahora que m > 2. Entonces,

v - = __———)\Sk . —
Sm,&¢ = b\ Sk,G
SkEL;Sk#Sm  Sm
En particular se verifica que para la coaliciéon Sp,
Sm)= > Ci= A Sm) =
Vo o(Sm) = 3 Ci = e () =
i€Sm SKEL; Sk#Sm  Sm

(por definicién de juego de minimo nivel)

- ¥ 23y

Sk€L; C(Sk) < C(Sm) Asm i€Sm
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’ A . :
De aqui se deduce que ) g, er; g(gk)<o(gm)—j\;srfl— = 1, pero entonces ello im-

plicarfa que algin Ag, es diferente de cero lo cual es una contradiciéon con la manera

en que hemos seleccionado Sp. Por tanto concluimos que Ag, = 0 V 5, € Lyen

consecuencia, que todos los juegos de minimo nivel son linealmente independientes.
O

Proposicién 1.27 El conjunto de juegos de minimo nivel respecto al vector C es

generador de cualquier juego financiero respecto a dicho vector, i.e.

) e - . —
siv € fga entonces v = 525 As, Vg, &
©€

DEM.

-
Simplemente verificaremos que para un juego financiero v respecto a C los valores

s, = Z”(Sk)c, — Z”(S’“‘l)o k = 1...,m generan el juego v, donde hemos tomado
ies; “i i€sp_q 7t
or convenio ara simplificar notaciones J@L = (0. En efecto, sea S C N
p yp p s, Ci ’
i€S5y
entonces
. Q). — v(Sk)  __ _v(Sk-1) . N _
Z@#Skeﬁ /\Sk vSka(S) o ZSkEL [Eiesk s i€s), 10'] vSkYC(S) B
— v(Sk) _ __ V(Sk-1) . ) -
2_SkeL; C(Sk) < O(S) [zfesk 3 s, Cz] Yies O

[Dado que Y ;5 Ci = Yics,. Ci para algin Sy« € L tenemos que]

Sk*
T Ties O 2.6 zzesc 12, G =

S Z €S €S
O

Observacién 1.28 Dado que 3ics, , Ci < Yies, Ci y por la definicion de juego

. . Sk_ S
ﬁnanczero S¢t ’UCTZﬁC(I, que (Sk=1) X S « k)
t€SL_ ! :esk

- Y, por tanto, As, = 0

De las dos anteriores proposiciones y la tltima observacién se deriva el Teorema

principal de esta seccion.

Teorema 1.29 El conjunto de Juegos financieros respecto a un vector ¢ € RZ,
forman un cono en el espacio de los juegos cooperativos, siendo los juegos de minimo

nivel diferentes asociados a este vector un sistema generador del cono.
La dimensién del cono generado se deriva de la observacion 1.25

Teorema 1.30 n < dimfgg < om—1
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1.1.6 Condiciones Necesarias

En esta seccién enunciaremos una serie de condiciones necesarias que cumple todo
juego financiero y que nos permitiran reconocer si un juego puede o no ser financiero

fijandonos simplemente en los valores de la funcién caracteristica.

Proposicién 1.31 Si (N,v) es un juego financiero respecto al vector ¢, entonces

(N,v) es superaditivo.

DEM.

Sea S, T CN,SNT=0,8T # 0

v(S)+o(T) = %% -C(S) + gg]—% -C(T) <
[por la definicién (1.4)]
v(SUT) v(SUT)
= W.C(S)_’_M.C(T) =v(SUT).

0
Obsérvese que el reciproco no es cierto como se comenta posteriormente en el

ejemplo 1.36.

Observacién 1.32 Un juego cooperativo positivo de dos jugadores (N={1,2}) que

verifica la condicidn de superaditividad es siempre financiero respecto al vector (Cy, Cy) =

(v(1), v(2)).

Antes de enunciar la segunda condicién necesaria, definiremos el concepto de juego

coalicionalmente anénimo.

Definicién 1.33 Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores. Diremos que (N,v)

es coalicionalmente anénimo <

1. Para toda S,T,R C N,
o(S) = v(T) = v((SUR) — (TNR)) = v((TUR) — (SN R)).
2. Para toda S,T,R C N,
v(8) > v(T) = v((SUR) — (TNR)) > o((T'UR) — (SN R)).
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Proposicién 1.84 Si (N,v) es un juego financiero respecto a un cierto vector
(Chy...,Cr) de recursos donde v(S) > 0 VS C N; S # 0, entonces (N,v) es

coalictonalmente andnimo.

DEM.

a) Sean R, S, T tres subconjuntos de N

Figura 1.6

S — [SN(T'UR)]

T — [TN(SUR)]
R~ [RN(SUT)
SNRNT

[TNS] —[SNRNT]
[RNT] — [SNRNT]
[RNS] — [SNRNT]

QAT QA ™
I T I A

w2
parie

v(S) = o(T) =°C(S) = C(T) =

(mirando la Figura 1.6)

C(AUEUGUD) = C(BUEUFUD)

®Obsérvese que 0 < v(S) = v(T).
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[A,B,C, D, E, F,G son subconjuntos disjuntos | =

C(A)+C(E)+C(G)+C(D)=C(B)+C(E)+ C(F)+C(D) =
C(A) + C(G) = C(B) + C(F). (1.6)
Entonces,
C((SUR) — (TNR))=C(AUCUEUG)=C(A)+C(OY+C(E)+C(G) =

[por (1.6)]

C(B)+C(C) + C(E)+ C(F) = C(BUCUEUF)=C(TUR — SO R).

Finalmente si

C((SUR) — (IT'NR))=C((TUR) — (SNR)) =

w((SUR) — (TN R))=v(TUR) — (SNR))

b) la demostracién para el caso de estricta desigualdad es analoga a la anterior. O

Para entender mejor esta propiedad; supongamos que S, 7', R son subconjuntos

disjuntos, entonces si el juego es coalicionalmente anénimo se cumple que

L. Siv(S) =v(T) = v(SUR) = v(TUR)
2. Siv(S) > o(T) = v(SUR) > v(TUR)

o en otras palabras:“Si dos coaliciones obtienen el mismo Ingreso es debido a
que habian invertido los mismos recursos; st una tercera coalicion R se une
tanto a S como a T, los recursos resultantes de las nuevas coaliciones (S U R
y T'U R) serdn también iguales y por tanto conseguirdn el mismo Ingreso”. De
manera similar se puede entender el caso de desigualdad. Esta propiedad es
importante ya que establece que las coaliciones son anénimas en el sentido de
que no importa quienes son sus componentes, sino que lo importante es de qué
cantidad de recursos dispone la coalicién; para obtener Ingresos, no importa la

procedencia de los recursos sino su cuantia.
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Observacién 1.35 La anterior condicién no se mantiene st no se exige que v(S) >
0V S CN; S#0. Como ejemplo, podemos poner un juego de bancarrota donde
E = 400 yd = (100,200,300); en este juego v(1) = v(2) pero por contra v(13) <
v(23).

La propiedad de juego coalicionalmente anénimo es de gran utilidad ya que nos
permite descartar a ciertos juegos como financieros. El siguiente ejemplo pone de
manifiesto este punto asf como el papel que juegan las propiedades vistas en la seccion

precedente.
Ejemplo 1.36 Sea el siguiente juego de tres jugadores, ({123}, v)
v(i) = 2; v(12) = 5; v(13) = 4; v(23) = 4; v(123) = 10.

Este juego es superaditivo pero, en cambio, no puede ser nunca financiero: aplicando
la condicién de juego coalicionalmente anénimo y dado que v(2) = v(3) se tendria
que cumplir que v(1 U2) = v(1U3) y se puede ver que ello no es asi.
Intuitivamente podriamos llegar al mismo resultado ya que si v(¢) =2 Vi € N
entonces, todos los jugadores deberian aportar los mismos recursos; de esto se deriva
que las coaliciones de dos jugadores también deberian aportar los mismos recursos, y

por tanto, no deberia existir ninguna diferencia entre los ingresos de las coaliciones
{12} y {13}.

Finalmente, enunciaremos la tercera condicidn necesaria para que un juego sea

financiero y que hemos denominado “aditividad parcial”.

Proposicién 1.37 Sea (N,v) € FG" con respecto al vector de recursos C. Sean

S, T,M,P C N cuatro coaliciones que verifican las siguientes condiciones:

a) v(S) +v(T) =v(SUT) 0 # S, TCN SNT =0;

v(M)
b) min{v(S), v(T)} < v(P) < o(SUT)
v(M U P) ‘

MnNP=90.
Entonces, se cumple que

v(M) + v(P) = v(M U P).
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DEM.

En primer lugar, partiendo de la hipétesis (a) del enunciado demostraremos que

v(.S) v(T) v(SUT)

C(S) ~ C(T) ~ C(SuTy

Dado que SNT = 0y S,T # 0 tenemos que C(S) < C(SUT) lo cual implica que
u(T) < v(SUT) )
o(Ty = C(suT)*

. (S v(SUT)
Si c((s)) < &(eom) entonces

o(8) +o(T) = g 0(9) + &8 o) <

< HRE-C9) + 53 C(1) = »(SUT)

lo cual es una contradiccién con la hipdtesis (a) del enunciado y, por tanto, con-

cluimos que

w(S)  o(SUT)

C(%) = C(SUT) (1.7)
De la misma manera deducimos que
o(T)  v(SUT) (1.8)

c(T)  CSuTy
Obsérvese que si v(S5) o v(T') son iguales a cero, entonces por las anteriores igual-

dades tenemos que v(SUT) = 0. A partir de la hipétesis (b) se verifica trivialmente
que v(M) + v(P) = v(M U P).

Supongamos que v(S) y v(T") son estrictamente mayores de cero. Entonces apli-

caremos las propiedades 1.15 y 1.16 para deducir que

C(M)
min{C(S), C(T)} < { c(P) }5 C(SUT).
C(M U P)

De aqui, y por la definicién de juego financiero y la propiedad 1.8, se obtiene que

¥(M)
o) (D), i) v(SUT)
C(S) C(T)" = ] ik '

C(MUP)

min{

Teniendo en cuenta (1.7) y (1.8) concluimos que
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v(M) v(MUP)  v(P)
C(M) C(MUP) C(P)

Entonces,

o(M) + u(P) = o(M) g5} + o(P) B =

= o(M) - FERE + o(P) - $55E = w(M U P)
0

Hemos denominado a esta ultima propiedad “aditividad parcial” dado que pone de
manifiesto que si para algunas coaliciones la funcién caracteristica se comporta de
manera aditiva, también se habran de comportar de manera aditiva los valores de las
coaliciones intermedias® a éstas. Esto es importante desde el punto de vista de discutir

si un juego es financiero o no; el siguiente ejemplo precisard esta consideracién:
Ejemplo 1.38 Sea el siguiente juego

v({1}) = 10;v({2}) = 20; v({3}) = 30;

v({12}) = 30; v({13}) = 40;v({23}) = 55;v({123}) = 65.

v

v

i
|
i
|
'

|
|

I |

{13})—-40
{23}) =55
________ - v({123}) = 65

v

S
:
|
[
|
'
<

(

(

(
v({12}) =

(

(

(

Por aplicacién de la proposicién 1.37 y dado que v({1}) + v({23}) = v({123}) y
los valores de v({2}), v({13}) y v({123}) se hallan entre v({1}) y v({123}) se tendria
que cumplir que

v({13}) +v({2}) = v({123}).

Dado que no se verifica dicha igualdad, el juego no es financiero.

Junto con el ejemplo anterior, los tres ejemplos siguientes demostrarin la inde-

pendencia de las tres condiciones necesarias enunciadas.

6Respecto a los recursos que aportan.
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Ejemplo 1.39
o({1}) = 10;0({2}) = 20; v({3}) = 29;
o({12}) = 29; v({13}) = 40; v({23}) = 55; v({123}) = 66.
Ejemplo 1.40
o({1}) = 10;0({2}) = 10; v({3}) = 36;.
o({12}) = 30; v({13}) = 20; v({23}) = 25; v({123}) = 66.

El ejemplo 1.38 cumple las condiciones expresadas en las proposiciones 1.31 y
1.34, pero no la proposicién 1.37; el ejemplo 1.39 cumple las proposiciones 1.34
y 1.87 pero no es un juego superaditivo; finalmente, el ejemplo 1.40 verifica las

proposiciones 1.31 y 1.87 pero no la 1.34.
Ejemplo 1.41
v({1}) = 10; v({2}) = 22.5; v({3}) = 32.5;
v({12}) = 32.5;v({13}) = 42.5; v({23}) = 56; v({123}) = 66.1

Si el juego fuera financiero, y por la aplicacién de la propiedad 1.15 tendria que existir
un vector (Cy, Cy, C3), tal que que C; < €5 < (35 lo que implica por la definicién

de juego financiero que

v(1) < v(2) < v(12) ,
Cl Cg - C] + 02
de donde se deduce que C, = 2,25 C;.
Por otra parte por la propiedad 1.16, C3 = C; + C; de donde C3 = 3,25 - (.

Observemos entonces que

v({23}) 56 o({123)) _ 66.1

Co+Cs 55-C " CitCatCs 650y

56 > 66.1

She 5507 lo que es imposible por definicién de juego financiero.

verificandose que

En el ejemplo 1.41, tenemos una muestra de un juego que verifica las tres ante-
riores proposiciones pero que no es financiero, indicando la no suficiencia de dichas
condiciones. A pesar de que la definicién de juego financiero resulta aparentemente
sencilla, no es facil determinar cuando un juego es financiero o no. En realidad, la

dificultad principal se halla en la propia definicién de juego financiero: se exige que el
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juego sea de valores medios crecientes respecto a un vector pero no se pone ninguna re-
striccién” respecto a la eleccién del vector. La consecuencia inmediata es que un juego
puede ser financiero respecto a dos vectores diferentes y no proporcionales®. Como

muestra de esta circunstancia, examimenos el siguiente juego de cuatro jugadores:
o({1}) = 30; o({2}) = 15 v({3}) = 44; o({4]) =
o({12}) = 49.5; v({13)) = 845 o({14)) = 96; 0o({23)) = 66; v({24}) =
v({34}) = 117; v({123}) = 102; v({124}) = 123.5; v({134}) = 168;
v({234}) = 147; v({1234}) = 189.
resulta ser financiero respecto al vector
(Ch, Cy, O3, Cy) = (30, 15.857143, 44, 54.571430),
pero también respecto al vector
(Cy, Cy, Cs, Cy) = (30, 15, 40, 50);

ademds serd financiero respecto a cualquier vector que se halle entre estos dos.

Para probar este punto, enunciaremos previamente el siguiente Lema.
Lema Sea (N, v) un juego financiero respecto a los vectores C1 y C? € R”+ y S, T
dos coaliciones de manera que v(S) > 0, entonces

Si CL(S) < CYT) = C*(8) < C¥(T).

DEM.

Supongamos que, bajo las condiciones del enunciado, el Lema no se verifica y
que por tanto tenemos a la vez que C'(S) < CHT) y C*S) > C*T). Como
C1(S) < CYT) entonces v(S) < v(T') por lo que v(T) > 0. Por otra parte, como

C*T) < C*(S) obtenemos que gé(z%) < E‘é—% de donde v(T) < v(S) lo que implica
una contradiccion. O

“Excepto la positividad.

8De manera obvia, a partir de la definicién de juego financiero se deduce facilmente que si un
juego es financiero respecto a C también lo es respecto A-C A > 0; cuando hablemos de vectores
diferentes, nos.referiremos a que no sean proprocionales.
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Proposicién 1.42 Sea (N,v) un juego financiero respecto a los vectores C* y C? €
R",, entonces (N,v) es un juego financiero respecto a A - C* + (1 — X) - C? donde
A€ [0,1].

DEM.

SiA =00 A =1, el Teorema se verifica por la hipétesis de que el juego era
financiero respecto a C1 'y C2.

Si A € (0,1) hemos de demostrar que si

A CHS) 4+ (1=X)-C¥S) <X CHTY+ (1=X)-CHT) =
v(.S) < v(T)
A-CHS)+ (1=X)-C*S) = X-CYT) + (1L =X)-C¥T)
Para ello distinguiremos dos casos
a) v(S) > 0. Dado que A-CH(S) + (1 =A)-C*S) < A-CHT) + (1= N)-C¥T)
deberemos tener que C(.S) < CY(T) o bien C*(S) < C*(T).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que C*(S) < CYT'). La apli-
cacién del anterior Lema nos permite afirmar que también se cumple que C*(S) <

C*(T). Entonces, aplicando la definicién de juego financiero obtendremos que

v(S)

(1)

1Sy =TTy (1.9)
v(S) v(T)
Gk < iy (1.10)

Arregladas convenientemente y multiplicadas por A y (1 — A) respectivamente

estas desigualdades resultarian

A CHTY - o(S) < X-CHS) -o(T) (1.11)
(1=X) - CHT)-v(S) < (1=X)-C*S)-o(T) (1.12)

Sumando las ecuaciones (1.11) y (1.12) y operando adecuadamente obtendriamos

que
o(S) 3 o(T)
X-CL(S) + (1=X)-C2(S) = X-CYT) + (1= \)- C¥T)

con lo que la implicacién del Teorema se cumpliria.
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b) v(S) = 0. Para este caso el enunciado del Teorema se verificaria trivialmente

dado que los juegos financieros son siempre positivos.

O

El hecho de que un juego financiero lo sea respecto a mas de un vector no es un
problema, si nos referimos a su estructura, o a la aplicacidon de soluciones cldsicas en
Teoria de juegos, aunque si que lo es si pretendemos aplicar soluciones que tengan en
cuenta la aportacién de los jugadores al juego y por tanto, que no sean indiferentes

al vector respecto al cual el juego es financiero.

A diferencia del anterior ejemplo, existen juegos donde estd perfectamente de-
terminado cual es el vector que los hace financieros. A continuacién enunciaremos
dos condiciones suficientes, la segunda de las cuales serd una generalizacién de la
primera. Vale la pena remarcar que cuando hablemos de que existe un dnico vector
nos referiremos a que estdn univocamente definidas las proporciones relativas entre
las componentes del vector; por tanto, si dos vectores son proporcionales seran iguales

a efectos del estudio de un juego financiero.

Proposicién 1.43 Si (N,v) € FG" y el Nicleo del juego, C(v), se reduce a una

unica distribucion entonces sdlo existe un vector respecto al cual el juego es financiero.

DEM.

Como veremos en el capitulo segundo, el Nicleo se define como
C(v) = {z € R" tal que z(N) = vo(N)y 2(S) > v(S) VS C N}

Supongamos ahora que existieran dos vectores C'!' y C? respecto a los cuales el juego
fuera financiero. Entonces las distribuciones proporcionales respecto a los dos vectores
pertenecerian al Nicleo (ver el capitulo segundo, proposicién 2.2) lo cual es imposible

dado que éste se reducia a un dnico vector. )

Esta condicién, si bien evidente, nos permite formular una de més general; pre-

viamente definiremos una serie de conceptos.
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Definicién 1.44 Sea (N,v) € FG", entonces definimos

C = {Ak]Ak C N; card(C(va,) = 1}. Conjunto de coaliciones de manera que el
Nicleo de los subjuegos asociados se reducen a una unica distribucion.

1) {Ail, e aAir} - C7
Q= (Ain s ’A’ir> tal que 2) U;:I Aij = N;

3) Az’ijin 75@ 1<5<r
Q es el conjunto de vectores donde las componentes son coaliciones de C ordenadas de
tal manera que la interseccion de dos coaliciones consecutivas es no vacia y la unidn

de todas ellas es igual a N.

Nétese que tanto C como ) pueden ser conjuntos vacios. Utilizando estas defini-

ciones establecemos la siguiente condicién suficiente

Proposicion 1.45 Un juego financiero (N,v) lo es respecto a un inico vector si

Q£ 9.
DeMm.

Supongamos que existieran dos vectores c1 y C? no proporcionales entre si res-
pecto a los cuales el juego (IV,v) fuera financiero. Sea entonces w = (4;,,...,A4;,) un
elemento de {}; dado que todas las componentes A;; de w pertenecen a Q los nicleos
de los subjuegos asociados a estas coaliciones tendran un tunico vector en el Nicleo,
ie. card(C’(vMij)) =1 j=1,...,p. Por la proposicién 1.43, los juegos (A;;, U|A'.J)
seran financieros respecto a un unico vector. De aqui que para cada A;;,1 < j <p

se cumplird que

Gl = Aij Nosa? Ai; € Ry, (1.13)
. 62,Aij+1 A2]+1 E R++ (1.14)

pury

Gl = )

i+t
donde él’A‘i, 0_72"4‘1, iz y C*4i41 son los vectores (! y C? restringidos a las
coaliciones A;; y Aifyy

Dado que A;; N A;,, # 0, las ecuaciones (1.13) y (1.14) particularizadas para un
jugador k € A;; N A

i;41 Se convierten en

Oé = )\ij ’ C}?, /\ij € R++, (115)

i1 41
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donde 1 < j < p—1. De (1.15) y (1.16) concluimos que
>‘ij = )‘ij+1 j= 1,...,p—1.
o equivalentemente que
)"ij =)\ € R++ jzl,...,T.

- —

Dado que U’_; A;, = N, concluimos que C' = AC?. Esto supone una con-
J=1 4 ’

tradiccién pues partiamos de la hipétesis de que ambos vectores no eran propor-

cionales. 0O

El siguiente ejemplo clarificard el anterior Teorema

Ejemplo 1.46 Sea el siguiente juego financiero de cuatro jugadores respecto al vector
(10, 20, 40, 50)

o({13) = 10, v({2}) = 20; o({3}) = 48; o({4}) = 60;
v({12}) = 30; v({13}) = 60; v({14}) = 72; v({23}) = 72; v({24}) = 84
v({34}) = 108; v({123}) = 84; v({124}) = 96; v({134}) = 120;

v({234}) = 143; v({1234}) = 156

Para comprobar si sdlo es financiero respecto al vector (10, 20, 40, 50), buscaremos
aquellas coaliciones cuyos subjuegos asociados tienen el Nucleo reducido a una tnica

distribucién, i.e.

C = {{12}, {34}, {134}}.

A partir de los elementos de (C) definimos el conjunto 2

O = {({12},{134}), ({134}, {12}), ({12}, {134}, {34}), ({34}, {134}, {12})}.

Dado que Q 5 0 el juego v seré financiero sélo respecto al vector (10, 20, 40, 50)

En general, no es sencillo determinar si un juego es financiero o no; para encontrar
un vector respecto al cual el juego sea financiero deberemos utilizar técnicas de pro-
gramacion lineal. Encontrar una caracterizacién de los juegos financieros en términos
de desigualdades entre los valores de la funcién caracteristica que sea manipulable
de forma préactica es todavia un problema abierto. En el capitulo 2, apartado 2.4,
hemos solucionado parcialmente este problema aunque la caracterizacion que alli se

da no es “operativa” a efectos de determinar el caracter financiero de un juego.
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1.2 Juego de costes

Si en los juegos financieros de ingresos, las economias de escala venian representadas
por rendimientos medios crecientes, en la presente seccién estudiaremos un tipico
problema de distribucién de costes donde las economias de escala estaran representa-
das por costes medios decrecientes. La situacién analizada se producird, por ejemplo,
cuando varios jugadores que desean comprar ciertas cantidades de un mismo producto
cooperan negociando conjuntamente el precio de compra con el proveedor; la ventaja
para los compradores radicara en los descuentos obtenidos por el mayor volumen
del pedido. Al igual que para los juegos financieros de ingresos donde se daban dos
definiciones alternativas, los juegos financieros de costes se podran definir a partir de
la existencia explicita de unas demandas y una funciéon de costes, o a partir de la
existencia de un vector de manera que los valores medios de la funcién caracteristica

sean decrecientes.

1.2.1 EIl modelo

Definicién 1.47 Sea dy,...,d, d; > 0, las demandas de un cierto producto para los
diferentes jugadores 1,...,n; sea f : Ry — Ry una funcion no decreciente (i.e. si

z <y entonces f(m) < f(y)) tal que f(x) >0Vz >0,y que cumpla ademds que

A A

f(Ciesdi) _ f(Tier di)
d; d; < . .
ieZS 7 ZEZ; 7 Yiesd: = Sier di (1.17)

Definimos un juego financiero de costes como aquel par (N, c) tal que:

e N={1,...,n} y

o c: 2V — R, con

e

-c@ =0
—¢(S) = f(Tiesds) YSCTN; S#0

Al conjunto de juegos financieros de costes® de n jugadores lo notaremos como FCG™.

Como ya mencionabamos, podemos dar una definicién alternativa a la anterior:

Para evitar confusiones hemos utilizado la notacién ¢(S) para los valores de la funcién carac-
teristica; recuérdese que en el modelo de los juegos de ingresos denotabamos por C(S) a la cantidad
de recursos aportada por la coalicién 5, i.e. Eies C;.
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Definicién 1.48 Un juego (N,c) es financiero respecto a un vector d e R}, sty
solo sic(S)>0,c(@)=0y

o(S) _ ()

Yiesdi 2 Lierdi = - < "
EiGS d; Ez’ET d; (1.18)

y ¢(S) > c(T).

donde S,T C N; S,T # 0.

De manera similar al caso de los juegos de ingresos se puede comprobar que
ambas definiciones son equivalentes. De esta manera, cuando nos refiramos a un juego

financiero de costes haremos siempre referencia respecto a qué vector de demandas. *

Ejemplo 1.49 Supongamos un centro de compra que suministra un determinado pro-
ducto a tres distribuidores. El centro de compra ofrece los siguientes precios unitarios

segun la cantidad que se demande:

1—-60 300 u.m.

61 — 100 290 u.m.
101 — 500 280 u.m.
mds de 500 270 u.m.

Las demandas de los tres distribuidores son di = 20, dy = 50, d3 = 300. Los
distribuidores deciden negociar conjuntamente el precio unitario obteniendo un precio
de 280 u.m.; posteriormente discutirdn entre ellos la manera de repartirse el coste
total. En la siguiente tabla se recoge el coste de adquirir las demandas de las diversas
coaliciones asi como el coste medio que, en este caso, coincide con el precio unitario.
Notese como se verifican las dos caracteristicas de los juegos financieros de costes:

crecimiento en el coste total y decrecimiento en los costes medios.
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| Coalicién | Demanda | coste-c(S) | precio unitario |

1 20 6,000 300 u.m.

2 30 15,000 300 u.m.

3 300 84,000 280 u.m.
12 70 20,300 290 u.m.
13 320 89,600 280 u.m.
23 350 98,000 280 u.m.
123 370 103,600 280 u.m.

En el ejemplo anterior la funcién de costes y las demandas eran explicitas. Otros
problemas de distribucién de costes donde no encontramos esta situacién pueden ser,
sin embargo, interpretados como juegos financieros; este el caso de los “cost-sharing
games” en su version mas simple.

El problema se centra en la distribucién del coste de financiacién de un bien piblico
entre los beneficiarios de su utilizaciéon. En efecto, sea c el coste del bien publicoy b; los
beneficios de los usuarios; entonces, la funcion caracteristica del juego asociado (N, c)
es ¢(S) = min{c¢, YTiesbi} VS € N donde 0 < by < by <...b, < ¢ < ienbi
Hemos de remarcar que la funcién ¢(.S) no indica realmente el coste de abastecer a
los usuarios de la coalicion S aunque si el maximo que éstos estan dispuestos a pagar;
en ningun caso pagaran mas que el beneficio que les reporte el disfrute del bien.

Para ver “un cost-sharing game” como un juego de costes financiero hemos de
determinar cual es el vector de demandas respecto al cual el juego es financiero.

Aunque la demanda del bien publico no es explicita, podemos asumir que para
cada usuario es proporcional al beneficio obtenido, i.e. d; = - ¥b;, § > 0. Entonces,

$1 Y iesdi > Yier di se cumple que

c(S) _ min{¢, Yies bi} — min{ c 2ics bi
Yies di Yiesdi Sies B b’ Ties B b;

c YieT bi min{e, Y ier bi} _ c(T)
Sier B0 Yier B bi Yier di Sier di

} <

< min{

} =

Ademds se verifica que ¢(5) > ¢(T') por lo que concluimos que el ”cost-sharing
game” es financiero respecto al vector d

Al igual que haclamos para el modelo de ingresos, enumeraremos una serie de
funciones que siempre generan un juego financiero de costes sean cuales sean las

demandas de los jugadores:
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a) Funciones lineales f(z) = a-z 4+ & a > 0; b > 0. Si en lugar de comprar las
unidades de los productos demandados, los agentes las producen ellos mismos,
el problema ser4 el de repartir el coste conjunto de produccion. En este caso el

parametro b representaria el coste fijo y el a el coste variable por unidad.

b) Funciones lineales truncadas, i.e. f(x) = min{¢,a -z} a > 0; ¢ > 0 Esta

funcién es la que da lugar a los ”cost-sharing games” antes analizados.

¢) Funciones diferenciables estrictamente positivas con elasticidad menor que 1, es

decir, aquellas en que el coste marginal es inferior al coste medio'®.

d) Funciones céncavas, positivas y crecientes'!.

fiz) f(x) |

x?
-
(a) Funcion lineal {b)} Funcidn lineal truncada
{cost-sharing game]
fi=) T f(x)]
xT
x
[c] Funcién con elasticidad < 1 {d) Funci6én concava

Figura 1.7: funciones generadoras de un juego financiero de costes.

19La demostracién es andloga a la que realizdbamos para las funciones de ingresos con elasticidad
mayor que 1.
U115 demostracién es analoga a la que realizdbamos para las funciones de ingresos convexas.
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1.3 Juego de Costes- juego de Ingresos

La finalidad de estudiar la relacion entre los juegos de costes y de ingresos se centra en
reducir el estudio de un juego financiero de costes al de un juego de ingresos asociado
de manera que éste conserve las propiedades de los juegos financieros de ingresos.
Los planteamientos usuales utilizan el juego de ahorro de costes para formular dicho
juego asociado, pero este proceso, aplicado a juegos financieros, nos hace perder la

informacidén y la estructura del juego original.

Ejemplo 1.50 Sea el siguiente juego financiero de costes con respecto al vector
(10,20, 30):

c(1) = 11; ¢(2) = 22; ¢(3) = 30; ¢(12) = 30; ¢(13) = 40; ¢(23) = 50; ¢(123) = 60.

Construimos el juego de ahorro de costes, 9(S) = Y ;cq¢c(i) — c(5), obteniendo el

siguiente resultado:
o(7) = 0; 9(12) = 3; 9(13) = 1; 9(23) = 2; 9(123) = 3.

Como se puede observar los valores individuales son cero y el valor para la coalicién
{12} es superior al de la {13} sugiriendo que el ahorro es mayor para ésta tltima
coalicion lo que no es exactamente cierto; ademas el juego no es financiero de ingresos
respecto al vector (dy, dz, d3) de demandas, ni lo podria ser respecto a ningin otro
vector. Este ultimo punto se deduce directamente de la aplicacion de la proposicién
1.37. Por tanto vamos a definir un juego alternativo al de ahorro clésico.

Como hemos visto, los juegos financieros de costes se caracterizan por unos costes
unitarios decrecientes; por tanto, a medida que se incrementa la demanda, el ahorro
de costes por unidad se incrementa. Basandonos en esta idea definiremos el juego de
ingresos asociado a uno de costes; dicho juego tendra la misma estructura que la de
un juego financiero de ingresos.

El ahorro de costes lo estableceremos tomando como referencia el coste unitario
para el jugador con menor demanda ( si existiera mds de uno, tomariamos uno de

ellos); este jugador lo notaremos como *; es decir,
" € Ntal qued» < d; Vj € N.

En el ejemplo 1.49, la menor demanda correspondia al jugador 1 con un coste
unitario de 300 ptas. (d;» = di = 20).
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« o, . . . . %
Definicién 1.51 Definimos el ahorro unitario de S respecto a i*, b como

c(@™)  c(5)
d-  dS)

P
hs =

Definicién 1.52 Definimos el juego de ingresos (N,c*) asociado a uno de costes
(N, ¢) como

&(S) = d(S)- k.

El juego asociado se puede asimilar a un juego financiero de ingresos donde, por
cada unidad demandada, cada coalicién ingresa (o deja de pagar) el ahorro en el coste
unitario. La expresién del juego asociado se puede expresar como

&(S) = d(S) - Cc(sz) — o(S).

El juego asociado es un juego financiero de ingresos respecto del vector (dy, ..., d,),
ie.
e(9) _ e
d(s) — d(T)’

d(S) < d(T) =

Asimismo, se puede observar que se trata de una transformacién S-equivalente del

juego original, i.e.

X

c =a-c+ vy

donde « = —1y v es un juego aditivo donde y(S5) = E(dl:—) “ Yiesdi. Esto es
importante dado que la mayoria de soluciones en Teoria de Juegos se preservan bajo

transformaciones S-equivalentes del Juego.

Ejemplo 1.53 Siguiendo con el ejemplo 1.49 el juego asociado que se formaria seria

[ Coalicién | Demanda | precio unitario | ahorro unit. 2% [ ¢*(S) | [ <(S) [ #(9) |

1 20 300 w.m. 0 0 6,000 0

2 50 300 u.m. 0 0 15,000 0

3 300 280 w.m. 20 | 6,000 84,000 0
12 70 290 w.m. 10 700 20,300 700
13 320 280 u.m. 20 | 6,400 89,600 400
23 350 280 uw.m. 20 | 7,000 98,000 | 1,000
123 370 280 u.m. 20 | 7,400 103,600 | 1,400
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Obsérvese en el ejemplo que las coaliciones {1} y {2} al tener que pagar el precio
mas alto posible no consiguen ningun ahorro unitario y por tanto su ahorro total
(ingreso total) es cero. Sin embargo, la coalicién total, al pagar el precio unitario més
bajo, también obtiene el ahorro unitario y total mas alto. Para poder comparar, a la
derecha de la anterior tabla se ha escrito el juego de ahorro cldsico (9) que se puede
verificar que no es un juego financiero de ingresos respecto al vector de demandas
(20, 50, 300)'%.

A pesar de provenir de ideas diferentes, los juegos de ingresos asociados y los de

ahorro cldsicos coincidiran en ocasiones como muestra la siguiente proposicién:

Proposicion 1.54 Sea (N, c) un juego financiero de costes respecto al vector (dy, ..., d,);
- c(7) : . -
si— = = >0 Vi € N entonces c* =1,

donde 9(S5) = Yiesc(t) — ¢(S) es el juego de ahorro de costes.

DEM.
En efecto, si %:1 = f Vi € N entonces
c(e

awy:%gfg)_q$:§]wzq-cwyzzqn—q$.

€S 1€8

O

Esto es lo que sucede, por ejemplo, con los cost-sharing games que analizdbamos
anteriormente donde se cumple que ¢(¢) = b; y que %’% = % Vi € N. De aqui que el
juego de ahorro de costes de un cost-sharing game coincida con el juego de ingresos

asociado.

0(S) = Liesc(r) — () = Liesbi — ¢(5) =
= Zies% —c(5) = %Ez’esdi —c(5) =

= d(S)- ¥ — c(S) = *(8)

12Ge puede comprobar que el juego de ahorros si que continuaria siendo un juego financiero pero
respecto a otro vector, por ejemplo el (66 + %,866 + %,466 + %) Sin embargo, no parece correcto
considerar otro vector cuando hay uno determinado por el juego, mads si tenemos en cuenta que
el reparto que se haga puede venir condicionado por este vector (distribucién proporcional, valor
financiero del juego; ver Capitulo 5).
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Ademds, el juego de ahorro de costes ( y juego de ingresos asociado) se encuadrard

con lo que se conoce en la literatura de juegos como un surplus-sharing game v(.S).
3(S) = Tiesc(i) — ¢(S) = Liesbi — min{c, Yiesbi} =

= Yiesbi + max{—c, — Y5 b} = max{Y;csb; —c, 0} = v(5)

En este juego lo que se reparte es el excedente del beneficio de todos los usuarios

respecto al coste de construir el bien publico ) ey b; — c.

1.4 Comparacion entre los juegos financieros y
otro tipo de juegos

Las economias de escala surgidas de la cooperacion entre los agentes son frecuente-
mente modelizadas en Teoria de Juegos mediante la convexidad. En esta seccién
comparamos los juegos financieros con diversas nociones y generalizaciones de la con-
vexidad como son los juegos propiamente convexos, los juegos semiconvexos, los jue-
gos k-convexos y los juegos permutacionalmente convexos. Finalmente observaremos
como, bajo clertas condiciones, otros modelos de juegos como son los “Clan Games”
y los “Travelling Salesman games” se pueden interpretar como juegos financieros.
Ademds se muestra en qué forma un juego financiero se puede reescribir como un

“Linear production game”.

1.4.1 Juegos convexos

A primera vista puede parecer que la condicién de juego convexo v(S U i) — v(S) <
v(TUi)—o(T) S CcT C N\i (Shapley [49]) se tiene que verificar para todo
juego financiero. Esta apreciacion no es correcta aunque si es cierto que ambos tipos
de juegos presentan muchos puntos de similitud: son superaditivos, tienen el Core
no vacio y son totalmente equilibrados'. De todas maneras no todo juego convexo
es financiero, ni todo juego financiero es convexo. El juego del ejemplo 1.38 no
es financiero como demostramos en secciones precedentes pero si es convexo. Para

ilustrar que tampoco se cumple la relacién inversa considérese el siguiente juego:

Ejemplo 1.55

v({1}) = 10;v({2}) = 20;v({3}) = 30

13Ver capitulo 2.
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v({12}) = 30; v({13}) = 44;v({23}) = 55; v({123}) = 66.

Dicho juego es financiero respecto al vector (10, 20, 30), pero se puede comprobar
que No es CONnVeXxo.
No obstante, también es cierto que existen gran cantidad de juegos financieros que

si son convexos; vamos a analizar en qué situaciones sucede esto.

Dado un juego financiero respecto a un vector C”,‘ sea C = {@o, T1, ..., Tm |20 =
0 y zx—1 < xk} C R el conjunto de valores que representan los recursos aportados
por cada una de la coaliciones. Es decir, dado un valor zj, existe al menos una
coalicién S tal que Y ;c5C; = i y viceversa, toda coalicién S viene representada
por un valor igual a la suma de los recursos aportados por sus miembros, i.e. existe
un nunero k tal que zx = Y ;cs Ci. Denotemos por v, k = 0,...,m al valor de la
funcién caracteristica de la coalicién S C N que verifica que 3 ;csC; = zi. Puede
existir mas de una coalicién con los mismos recursos, pero verifiquese que a partir de
la definicién (1.2) se deduce que si Y ;5 C; = Yier Cs, entonces v(S) = v(T). La

condicién suficiente de convexidad se enuncia en la siguiente manera:

Proposicién 1.56 Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector c.

. V41 — Vg Vk42 — Vk41
S =+ < = ok =0,.

< co,m—2, el juego v es convezo.
Tk41 — Tk Tkt2 — Tkya

Gréficamente, la proposicién queda reflejada en la Figura 1.8: cada uno de los
términos %’ﬁ expresan la pendiente de las rectas que unen los puntos (z, vi) y
(Zk41, Vkt1); la proposicion requiere que las pendientes de estas rectas sean crecientes
tal y como se ve en la figura.

En la figura 1.9 se puede ver que si escogemos dos puntos cualesquiera, por ejem-
plo el (zx1,vi1) y el (@x2,vr2), la recta que une los dos puntos (recta p) tiene una
pendiente superior a la recta que hemos denominado m y que une el punto (zx, vi)
y el inmediatamente siguiente (11, vg1); sin embargo, la recta p tiene una pendien-
te inferior a la recta que hemos denominado M y que une el punto (zjy,vky) y el
inmediatamente anterior (x1q,Vk12)-

Supongamos ahora que tomamos la siguiente notacién:

Tk = YiesCi v = v(5)
Trii = Yiesui Ci vl = v(S Ux)
Thy = Yier C; Vk2 = U(T)
Thyi = Lierui Ci vrei = (T U1)
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donde S ¢ T C N\t

Para demostrar la convexidad del juego tendriamos que probar que

v(SU) — v(S) < v(TUi) — oT).

Traducido a la anterior notacién ello equivale a:

Vgti — Ukt S Upgi — Vg2

Dividiendo ambas expresiones por C; (recurso aportado por el jugador 7), o mejor
dicho, dividiendo en un caso por zii — zgy = C; y en otro por i — T = C},

obtenemos que

Ui — Ukl < Uk2i — Vg2

Tpii — Tkl | Tioi — Tk

Por tanto, verificar la convexidad del juego equivale a comparar la pendiente de
dos rectas: la de aquella que une los puntos (@1, Vs1) ¥ (15, Vr1:) (recta pl en la figura
1.10), y la de aquella que une los puntos (z2, vk2) ¥ (Zk2i, Vk2:i) (recta p2 en la figura
1.10). La comparacion es posible utilizando el anterior razonamiento: la pendiente
de la recta pl es inferior al de la M1; ésta es inferior al de la m2; y, finalmente, el
de la p2 es superior al de la m2. Encadenando estas relaciones obtenemos que la

pendiente de la recta pl es inferior al de la recta p2.

El caso analizado anteriormente por la figura 1.10 representa aquel en que
C(SUi) < C(T);1a figura 1.11 analiza el otro caso posible cuando C'(SU%) > C(T).
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Figura 1.11

En la figura 1.8 se observa que la condiciéon expresada en la proposicién 1.56

equivale a que el juego financiero pueda ser generado por una funcién convexa. Shap-

ley [49] ya remarcaba que el juego que se obtenia al evaluar los valores de un juego
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modular (g donde p(S) = Yienp(t)) a través de una funcién convexa f resultaba
ser convexo (v(S) = f(u(S))). Sin embargo, también resaltaba que no todo juego
convexo podia ser generado a partir de una funcién convexa. Para los juegos fi-
nancieros convexos nos encontramos con la misma situacion; la siguiente figura nos
muestra un ejemplo de juego financiero convexo de tres jugadores respecto al vector
¢ = (10, 20, 30) (y sélo respecto a este vector o a uno proporcional ). pero que
no puede ser generado nunca por una funcién convexa f, es decir, para toda funcién

convexa, f siempre existe una coalicién S C N tal que f(¥ ;e Ci) # v(S).

Yy 1
66 F o~ — - — — — — -
|
e I w(1)=10
L] w(2)=20
I S
v(12)=30
L ; | v(13)=40
; v(23)=55
30 F ——-- [ : v(123)=66
20 4 - — T |
! | | |
10 4+ O
N
10 20 30 40 50 60
(C1,Cz ,C3)=(10,20,30)

Figura 1.12

A pesar de esto y tal y como avanzabamos en la introduccién, si que se cumplird
que todo juego simétrico convexo es de hecho un juego financiero simétrico. De hecho

podemos formular una condicién mas general.

Proposicién 1.57 Un juego v es positivo (v(S) > 0) ,simétrico (v(S) = f(|S])) y
totalmente equilibrado si y sdlo si v es un juego financiero respecto al vector C donde
Ci =1l1= 1,...,n.

Dados los valores de la funcién caracteristica(ver Figura 1.12) y por la definicién 1.4, si el juego

. . : (1 v(12 v(2 (12
fuera financiero respecto al vector (C1, Cy, C3) se deberia cumplir que %1) < ?::(TCL y —((;,—22 < 5;(+—CL2

de donde se deduciria que Cy = 2 - C1; ademds, la propiedad 1.16 implicaria que2C1 +Co=Csy
por tanto obtendriamos las siguientes relaciones: C3 = 3. C1y Cy = 2. (.
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DEM.

En primer lugar recordaremos un resultado enunciado por Driessen [13] pag. 193.
y que dice que un juego simétrico tiene el Nticleo'® no vacio si y sélo si
o) _ (V)
S|~ N

V1<I|8] <IN (1.19)

=) Si tenemos un juego simétrico, positivo y totalmente equilibrado’® la condicién
(1.19) se cumplird no solamente para el juego total (IV,v) sino para cada uno de los

subjuegos (S,v) S C N lo que implica que

v(5) _ o)
ot < =t V1L |8 < T
B T
ello garantizard que el juego serd financiero respecto a ¢ = (1, 1,...,1).
<) Si v es un juego financiero respecto al vector C = (1,1,...,1), entonces v es por
definicion simétrico, positivo y totalmente equilibrado. 0

En concreto, como un juego simétrico convexo y positivo es totalmente equilibrado,
por la proposicion 1.57 se cumplird que también es financiero. Sin embargo, en

general no todo juego financiero simétrico es convexo.

Otra relacion interesante de estudiar es aquella que se da entre la convexidad de
un juego financiero y el juego de valores medios § donde (S5) = g(—‘% S C N. Se
puede demostrar que la convexidad del juego de valores medios implica la convexidad
del juego financiero. Sin embargo, exigir esta convexidad implicaria por ejemplo que

T
v(S) n v(T) < v(SUT)

o) T om S oo VST EN SNT=0

Si pensamos en términos de unos jugadores que invierten y obtienen un cierto tipo
de interés, ello equivale a exigir que si la coalicién S y la coalicién 7' obtienen el
mismo tipo de interés, la coalicion S U T obtenga el doble. Esto parece una im-
posicién demasiado exigente por lo que definiremos una convexidad relajada donde

fundamentalmente se prescinde de la superaditividad.

Definicién 1.58 Un juego w es convexo, si y sélo si

w(8) +w(T) < w(SUT) + w(SNT) VS,T CN SNT #0

15F] estudio del Niicleo se realizard en el Capitulo 2.
16 Juegos con nticleo no vacio donde cada subjuego tiene asimismo el niicleo no vacio.
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A partir de esta definicién estableceremos la relacién entre el juego financiero y el

juego de valores medios.
Proposicién 1.59 Sea (N,v) € FG" respecto al vector G, entonces

si el juego (N, 1)—) es convexo, = (N,v) es convezo
donde 5(S) = % S#0y5®) =0

DEM.

Hemos de demostrar que v(S) + v(T) > v(SUT)+o(SNT) VS, T C N. distin-

guiremos dos casos:

a) S NT = (. Por la superaditividad del juego financiero y teniendo en cuenta que
v(SNT) = v(@) = 0 es inmediato que

v(S) + v(T) < v(SUT) +v(SNT).
b) S N T # 0. En este caso se cumple que

o(S) +o(T) =g [C(S\T)+C(SNT)]+ &5 - [CT\S)+C(SNT)] =

=3+ 23] csnT) + gZ o\ T+ B o(r\ $)

u(S) w(T) v(SUT) )
C(S)? C(T) — C(SuT)

(por convexidad, y dado que

< (M 4 HE . C(SNT) + Z2 [C(S\T)+ C(T\ 8)) =

v(SNT)+v(SUT).
O
Comentadbamos anteriormente que el juego de la Figura 1.12 no cumplia con las
condiciones de la proposicién 1.56 y que no podia ser generado por una funcién
convexa. Sin embargo, este juego si que verifica la proposicion 1.59.

De manera inversa, el siguiente ejemplo mostrard que un juego puede cumplir la

proposicién 1.56 sin cumplir la 1.59.
v(1) = 0; v(12) = v(13) = v(23) = 10; v(123) = 20

donde (Cl, Cz, 03) - (10, 10, 10)
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1.4.2 Otros conceptos de convexidad

En la literatura de juegos se han estudiado varias generalizaciones de la convexidad;
en esta seccion estudiaremos si los juegos financieros se enmarcan en alguna de las
nuevas nociones propuestas. En todas las definiciones aparece como concepto central
la contribucién marginal b} de un jugador ¢ a la coalicién total, b} = v(N)—v(N\¢). La
contribucién marginal indica el beneficio que reporta la incorporacion de un jugador
cuando el resto ya formaban coalicion.

En primer lugar analizaremos la semiconvexidad que fue introducida por Driessen

y Tijs. [15] La definicién de un juego semiconvexo es la siguiente:

Definicién 1.60 La clase SC™ de juegos semiconvezos se define como

SC™ = {b} > v({z1}) yv(S) — Y b < v({i}) Vie NyVS C N; i € S}

JeS\i

donde b = v(N) — v(N\2).

Dado que son una generalizacion, los juegos semiconvexos engloban a la clase de
juegos convexos. Sin embargo, no sucede lo mismo con los juegos financieros como

demuestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.61 Sea el siguiente juego financiero de tres jugadores respecto al vector
(10,10, 10)
v({1}) =10;v({2}) = 10;v({3}) = 10
v({12}) = 22;v({13}) = 22; v({23}) = 22; v({123}) = 33

Este juego no es semiconvexo dado que v(12) — 87 > v(1). No obstante, es ficil
imaginar juegos financieros semiconvexos cuando la diferencia entre el valor medio
obtenido por la coalicidn total y el de cualquier coalicién de n — 1 jugadores es
suficientemente grande para que la condicién expresada en la definicién se cumpla.
Otra generalizacion de los juegos convexos fue nuevamente introducida por Driessen
([13]): son los denominados juegos k-convexos. Esta clase de juegos se definen via la

denominada k-cobertura del juego (“k-cover”)

Definicién 1.62 Sea (N,v) € G" yk € N tal que v(N) — T;epys b7 > v(S) VS C
N con |S| > k. La k-cobertura del juego v, es otro juego asociado vy € G" definido

como.
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v(S) st]S| <
vi(5) = { v(N) = Zjems b silS] 2

donde bY = v(N) —v(N \ ).

El término k-cobertura se explica por el hecho de que vy siempre estd por encima
de v [vg(S) > v(S)]. La clase de los juegos k-convexos se define por la convexidad

de su k-cobertura.

Definicién 1.63 Sea k € N. La clase C} de los juegos k-convezos de n personas

viene dada por
Cp = {v € G"tal que la k-cobertura vj, del juego v es conveza.}

Son especialmente interesantes dos casos particulares: cuando k = n, y cuando k =

1. En el primero nos reencontramos con la clase de juegos convexos!”

; en el segundo
obtenemos la clase de juegos 1-convexos que podemos definir alternativamente de la

siguiente manera;:
Definicidon 1.64 La clase de juegos 1-convezos viene dada por

={v € G"B'(N) > o(N) yv(N) — > b > v(S) VSCN, S#0}

tEN\S

Estudiaremos primero la relacién con los juegos 1-convexos.

Lema 1.65 Sea (N,v) € FG" y (C4,...,C,) los recursos asociados a los jugadores.

Entonces,
oV \i) _ ()
C(N\7) ~ C(N)

Vie N = (N,v) € C7

DEM. Asumiendo las hipétesis, tenemos que

b = o(N)—u(N\i) = B (V) - g% O(V\i) =

C(N\i)

= &5 - [o(v) — (Vi) = g i),

De aqui es inmediato que b*(N) = v(N). Por otra parte,

17Obsérvese que la k-cobertura coincide con el juego original cuando k=n. Ello también sucede
cuando £ = n — 1 y por tanto, los juegos (n — 1)-convexos son también convexos.
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V(N) = Tiems V) = Tien b} — Ziems b} = Liesti =

= &-0(8) = &5 C(5) = v(9).

0

Es decir, si para un juego financiero los valores medios de la funcion caracteristica
de las coaliciones de n-1 jugadores son idénticas e iguales al valor medio para la
coalicién total, entonces el juego es 1-convexo; en general, la implicacion inversa no
es cierta. Esta relacién serd importante cuando analizemos determinadas soluciones

para dichos juegos.

No obstante, no todos los juegos financieros son k-convexos (para alguna k): el
juego del ejemplo 1.55 es financiero, no convexo y por tanto no puede ser 2-convexo,
ni 3-convexo. Calculando la 1-cobertura de este juego se puede verificar que no es

tampoco 1-convexo.

Otra nocién de convexidad es la introducida por Granot & Huberman [21] via los
denominados juegos permutacionalmente convexos. Una de las caracteristicas basicas
de esta nueva definicién es que siempre existe al menos un vector de contribuciones
marginales!® que pertenece al Nicleo'® del juego. En general, no es cierto que todo
juego financiero sea permutacionalmente convexo: el siguiente ejemplo de juego fi-

nanciero simétrico nos muestra esta 1ltima afirmacién.
Ejemplo 1.66
v({1}) = 10;v({2}) = 10;v({3}) = 10

v({12}) = 22;v({13}) = 22;v({23}) = 22; v({123}) = 33

con C; =10 Vi€ N.

los vectores de valores marginales vienen expresados en la siguiente tabla:

18Dada una permutacién 6 : N — N de los jugadores, el pago a un jugador ¢ segin el vector de
contribuciones marginales asociado a 8, z° es ! = v(Pf Ui) — v(Pf) donde P! = {j € N|6(j) <

0(0)}.

19Ver capitulo 2.
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[ 0 [z, =z, 23]
123110 12 11
13210 11 12
21312 10 11
23111 10 12
312112 11 10
321111 12 10

Se puede comprobar que ninguno de ellos pertenece al Nicleo del juego, el cual se

reduce a un sélo punto [C(v)={(11,11,11)}].

Finalmente, analizaremos una tltima extension de la convexidad dada por Spru-
mont [57] y Inarra & Usategui [23] que definen los denominados juegos convexos en
media. Una de las caracteristicas de estos juegos es que el Valor de Shapley siempre
pertenece al Nucleo de estos juegos. Dado que, cdmo se vera en el capitulo tercero, el
valor de Shapley no siempre pertenece al Nucleo de un juego financiero deduciremos

que tampoco los juegos convexos en media incluyen al conjunto de juegos financieros.

1.4.3 The travelling Salesman game

Mas curioso resulta observar cémo un cierto tipo de problemas que no tienen nada
que ver con el espiritu de los juegos financieros, se pueden modelizar a través de la
Teoria de Juegos cooperativos y resultar, en ciertos casos, un juego financiero. Este
es el caso del Travelling Salesman Game que empezaron a estudiar Fishburn y Pollak
[17] y que Potters, Curiel y Tijs [45] continuaron, estableciendo condiciones para que
el Niicleo?® del juego fuera no vacio.

El problema se plantea en los siguientes términos: un representante comercial,
partiendo de su domicilio, debe visitar exactamente una vez cada una de las ciudades
de una determinada lista y después regresar a casa. El problema se centra en repe-
cutir a los clientes los costes del viaje. Existen diversas modalidades para el juego
dependiendo de si la ruta a seguir por el representante debe ser fija o puede ser vari-
able escogiéndose la ruta éptima que reporte el menor coste; en el siguiente ejemplo

asumiremos una ruta fija.

Ejemplo 1.67 Sea un representante que debe visitar tres clientes situados en tres

ciudades diferentes: primero acudird a la ciudad 1, luego a la ciudad 2, y finalmente

20 “Core”
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a la 3 regresando posteriormente al origen 0. Los costes de desplazamiento entre las

ciudades se recogen en la siguiente grdfica:

Figura 1.13

A partir de este planteamiento podemos construir un juego de costes donde ¢(123)

1,200 y en donde ¢(5) serd el coste de visitar sélo una o dos ciudades segin el orden

establecido. El resultado de estos calculos se reflejan en la siguiente tabla:

Coalicién | coste [¢(9)] | Ties coi —i%)c—
1 800 400 2

2 800 400 2

3 600 300 2

12 1000 800 | 1.25

13 900 700 | 1.28

23 900 700 | 1.28

123 1,100 1,100 1

El juego de costes resultante, Travelling Salesman Game, adquiere la estructura

de Juego financiero de costes si identificamos los costes de desplazamiento desde el
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punto de origen hasta cada cindad i, (co1,...,con), con las demandas (dy,... d,) que
intervienen en la definicién de un juego financiero de costes.

Como recoge la cuarta columna, los valores medios de la funcién caracteristica
son decrecientes respecto a los costes y por tanto el juego de costes es financiero.
Planteado de esta manera es sencillo deducir que una condicién suficiente para que

un "Travelling salesman game” sea financiero es que

c(S T
Zcoi < ZCOi = (5) > o(7)
‘€5 ieT YiesCoi | XieT Coi
ST C N; S,T # 0.
Sin embargo, es facil construir juegos de este tipo que no pueden ser financieros;

por ejemplo, el generado por la siguiente figura:

Figura 1.14

Dada la simetria del juego de costes generado (¢(1) = ¢(2) = ¢(3) = 400), si el
juego fuera financiero se deberia cumplir que ¢(12) = ¢(23); sin embargo, mirando la

figura se comprueba que ¢(12) = 700 > 600 = ¢(23).
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1.4.4 Clan Games

Este tipo de juegos fueron introducidos por Potters, Poos y Tijs [46]. En ellos se
presenta situaciones de conflicto entre jugadores “ricos” y jugadores “pobres”?!. Los
jugadores ricos forman un clan de manera que ningin jugador pobre puede obtener
ningtn resultado positivo sin la colaboracién del clan (“Propiedad del Clan”). Ante
esta situacién, los jugadores pobres se pueden defender uniéndose y negociando con el
clan conjuntamente dado que el incremento del beneficio que se deriva de la coalicién
entre todos los jugadores pobres y el clan es superior a la suma de los incrementos fruto
de la coalicién entre uno de los jugadores pobres y el clan. De alguna manera el clan
tiene mas a perder si recibe el boicot de todos los jugadores pobres conjuntamente que
si recibe la oposicién de los jugadores por separado; es la denominada propiedad de

la “Unidén”. Maés formalmente podemos definir un clan game de la siguiente manera:
Definicién 1.68 Un juego cooperativo v : 2N — R es un clan game si

(1) v(S)>0yb! =v(N)—v(N—-1¢)>0VeieN

(2) Eziste una coalicion no vacia denominada CLAN C N de manera que

(a) v(S)=0 si CLAN ¢ S (“propiedad del Clan”).
(“propiedad de la Union”).
Esta situacion, jugadores influyentes versus no influyentes, encaja muy bien en la

filosofia del juego financiero si incluimos en la construccién del juego un jugador (o
varios) que poseen gran cantidad de recursos y que pueden obtener altos rendimientos

medios y otros jugadores con pocos recursos que solo obtengan altos rendimientos

cuando se unen al clan. Ilustremos esta idea con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.69 Sea un juego financiero similar al del ejemplo 1.1 pero con cuatro

jugadores cuyos recursos disponibles para invertir son:
Ci = 4,000, 000; C; = 4,000,000; C3 = 500,000; C, = 500,000

Los tipos de interés aplicables a las diferentes cantidades a invertir son:

#1Ver también el modelo denominado “Big Boss games” [38].
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Deposito  Tipo de interés (efectivo anual)

0-5,500,000 0%
5,500,000-8,000,000 12%
mds de 8,000,000 15%

Por tanto la funcién caracteristica que se genera es:

(1) =10 v(2)=0 v(3)=0 v(4) =0

v(12) = 8,960,000 v(13)=0 o(14)=0 L w(23) =0

v(24) =0 v(34) =0 ©(123) =9,775,000 v(124) =9, 775,000
o(134) = 0 v(234) = 0 v(1234) = 10, 350, 000

Es facil verificar que el nuevo juego cumple con las condiciones requeridas por un
clan game identificando al clan con la coalicién {12}. A partir de este ejemplo es
posible establecer una condicion suficiente para que un juego financiero sea un clan

game.

-
Proposicién 1.70 Un juego financiero respecto al vector C es un clan game si existe

una coalicion T que verifica las siguientes condiciones:

1) 35 = s5ah Vi€ N\T,

2) W(N\i) =0 VieT.

Si se cumplen estas dos condiciones identificaremos al CLAN con la coalicion T'.

DEM.

Demostraremos que la coalicion ' constituye un clan dentro del juego,i.e. CLAN =
T. Dada la monotonia de los juegos financieros, el requisito 2) equivale a la “propiedad

del Clan”. Por otra parte, del requisito 1) se deduce que para todo jugador i € N\ T

by = o(N) —o(N\i) = 28 - O(N) — 208 O(V \ i) =

v(N
= &8 C(N) = 2% -C(v \4) = g8 .
De aqui que para toda coalicién S tal que 7' C S se cumpla que

o(N) = v(S) = v(N)~ 53 C(S) 2 g5y - (V) - 28 - ¢(8) =

= C(N) O(N\S) zEN\szy

por lo que se verifica la "propiedad de la Unién” a
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1.4.5 Linear production Games

Los juegos de produccién lineal fueron definidos por Owen ([42]). En ellos se analiza
un modelo de produccién lineal donde, a partir de unos inputs Iy,...,[;,..., [, se

producen unos outputs Oy,...,0k,...,0,.
Las necesidades técnicas de produccion requieren que para fabricar una unidad de

Oy se necesiten a;; > 0 unidades del input I;; La matriz de produccién es

A::(a]’k)j___ ee.,
k=1,...,q

para la que suponemos que en cada fila existe al menos un elemento estrictamente
positivo ( es decir que todos los inputs son utilizados.) Si se dispone de una vector
(columna) de inputs b € RT, entonces los posibles vectores (columna) de output
¢ € RY% que se pueden producir a partir de b verifican que A -z < b siendo z; la
cantidad de output k£ producida.

Si cada unidad de output Oy puede ser vendida al precio py, el ingreso obtenido

por la venta de un cierto vector de produccién z sera

pl -z

p1
donde p = : € R es el vector de precios para los outputs.

Pq
De esta manera el valor o rendimiento que se puede extraer a partir de un deter-

minado vector de inputs x es:
val(b) ;= max{p’ z|A -z < b x> 0};

val(b) equivale a los ingresos obtenidos por la venta del vector éptimo de pro-

duccidn, que es aquella produccion factible que genera los maximos ingresos.

Dada esta situacién supongamos que un conjunto de n agentes, N = {1,...,n}
controla los inputs necesarios para la produccién. En su versién més simple del
modelo (Owen[42]), supongamos que cada agente ¢ dispone de un vector b* € RT
de inputs y que por tanto, una coaliciéon S C N de agentes controla una cantidad de
input b(S) igual a Y ;e b'. A partir de aqui podemos generar un juego de produccién
lineal (N, w) donde

w(S) :=val(b(S)) VSC N S#
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Owen demuestra que este tipo de juegos siempre tienen el Nicleo no vacio.

Situados en este contexto los juegos financieros también pueden ser interpretados
como juegos de produccién lineal. En general, es conocido que todo juego totalmente
equilibrado no negativo se puede expresar mediante un Linear production Game donde
los inputs son la participacién de los jugadores en las diferentes coaliciones; por tanto,
los juegos financieros se podrdn expresar también de la misma forma. Sin embargo,
dado que en los juegos financieros la aportacién de recursos esta determinada, en esta
seccién daremos una manera natural de representarlos como juegos de produccién
lineal.

Efectivamente, sea (N, v) un juego financiero respecto al vector de recursos (C1, ..., C,);
supondremos que 0 < C; < (O, < ... < (,. Entonces, podemos ordenar las
coaliciones S7,S53,...,52n_1 de manera creciente respecto a la cantidad de recursos
aportada, i.e.

NG < > Cik=1,...,2"=2; S,CN S #0
i€Sk 1ESk41
A partir de aqui supongamos un proceso de produccién lineal donde se fabrican

2" — 1 productos a partir de n inputs. La matriz de produccién es

A= ((ij) j:I,...,n (120)
k=1,...,2" -1
Y s 7 € Sk
donde aj, = § & 7 7
0 sijg¢Sk
El vector de recursos disponible por el jugador 7 es b' € R} donde
b;-: ;81 J=1 ycerosi j#1. (1.21)
Finalmente, el vector de precios p € R2! vendrd dado por
ics, Ci
pk:;—eé,gf—fsk k=1,...,2" - 1. (1.22)

Dada esta situacion podemos enunciar el siguiente Teorema:

Teorema 1.71 Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector 6; sea ademds
(N, w) el juego de produccion lineal generado a partir de la matriz (1.20) y los vectores
de recursos (1.21) y de precios (1.22). Entonces,

v(S) = w(S) para toda S C N
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DEM.

El juego w se define como
w(S) = val(b(S)) = max{p’ -z|A-z < b(S) >0} SCN; S #0

El conjunto factible de planes de produccion vendra determinado por

A-z < b(S5)
o lo que es lo mismo,
271 _
o (aje-zr) < Db 5 =1,...,n.
k=1 i€sS

Cada una de las anteriores desigualdades corresponde a cada uno de los inputs,
pero también a cada uno de los jugadores (existian tantos inputs como jugadores; la
restriccion j-ésima se corresponde con el jugador j-ésimo) . De esta manera, dada una
coalicién S las desigualdades se pueden dividir en dos conjuntos: aquellas asociadas

a jugadores que pertenecen a S y aquellas asociadas a jugadores que no pertenecen a

S, le.

Ejeskg‘f‘ﬂﬁk <C; sij €85
o j=1...,n
ZjGSkEIL'$k-<~O Sl]¢5
Esto equivale a
> a <G osije s, (1.23)
k;j€Sk
7 =1...,n
Y 2, <0 sij ¢S (1.24)
k; j€Sk

De (1.24) se deduce que z; = 0 para toda k tal que j € S, \ S. Teniendo en

cuenta esto, las desigualdades (1.23) se pueden reescribir como

> 2, <C VjeS (1.25)

k; j€SxCS

Por otra parte la funcién a maximizar es
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2m_1
flz1yooyTpy . @omy) = Z Dk - Tk
k=1

Teniendo en cuenta (1.24), la funcién se puede expresar como

f(fl)l,...,:I,’k,...,CEQn_l) = Z Pk Tk (126)
S5pCS

Por otra parte, por la definicion de py y las caracteristicas del juego financiero se

cumple que

kaO k=1,...2n—1

Pk<pk+1 k::l,.Qn'—‘Q

Como consecuencia de (1.25) y (1.26), el maximo de la funcién f cuando los tinicos
jugadores que aportan recursos son los de una coalicion S determinada se alcanzara

para el vector ¥ € R?"~! donde
eszl siS, =85y ef = ( en otro caso.

Pero para este vector se verifica que

— Zies C;
Cy

con lo que se demuestra que el juego de produccion lineal definido equivale al juego

w(S) = val(b(S)) = f(e°) fs - C1 = v(5)

financiero.

a

Ejemplo 1.72 Sea el siguiente juego financiero de tres jugadores respecto al vector
(10,20, 40)

v(1) = 10; v(2) = 20; v(3) = 40; v(12) = 30; v(13) = 55; v(23) = 66; v(123) = 84

Si ordemanos las coaliciones por la cantidad de recursos obtendremos que

Sy = {1} Yie(y Ci = 10
Sy = {2} 2ieqy Ci = 20
Sy = {12} Zie{lz} C; = 30
5S4 = {3} Yiez Ci = 40
Ss = {13} Eie{w} C; = 50
Se = {23}  Yieqasy Ci = 60
S7 = {123} Eie{lza} C; =170
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A partir de aqui construimos el juego de produccion lineal donde existen tres
inputs ([I1, Iz, I3) y siete outputs (uno por cada coalicién); las cantidades producidas
de cada output son (z1, T2, T3, 24, T5, Te, L7) y los vectores de recursos disponibles por

cada jugador son:

10 0 0
=0 |;®=]2]| =0
0 0 40

La matriz de produccion es la siguiente:

1010101
A=102 200 2 2
0 004444

Finalmente, el vector de precios sera

(p17 P2, P3, P4, Ps, Ds, p7) = (17 27 37 4a 55a 66, 84)

Dados estos datos el programa lineal que genera el juego de produccién y también

el juego financiero es:

v(S) = max lzy + 22, + 323 + 4z4 + 5.5z5 + 6.6z5 + 8.4z,

Ty
T2
T3 Yies b;:l
T4 Yies b
s Yies b}
Tg
Ty

o O =
O N O
O N~
o O
o =
- o
N —
IN

z, >0 k=1,...,7.

Aunque todo juego financiero puede ser expresado como un juego de produccién

lineal, no todo juego de produccidn lineal es un juego financiero.

Ejemplo 1.73 Considérese el siguiente modelo de produccion lineal

01 02

A: Il 1 2 3
I 21
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bt = (5,8); b* = (5,2); b° = (0,2) y (p1, p2) = (5,7).
El juego generado es

S v(9)
{1} 28
{2v | Y4
{3} 0
{1,2} | 40
(1,3} | 25
2,3} | 19
{1,2,3} | 42

Aplicando la condicion necesaria de juego financiero expresada en la proposicion
1.87, dado que v(1) + v(23) = v(123) se deberia cumplir que v(2)+v(13) = v(123);

ello no es as? por lo que llegamos a la conclusion de que el juego no es financiero.



