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INTRODUCCIÓ

Per primera vegada, a l'any 1928,' Riesz feu notar que la

majoria dels espais vectorials que apareixen a l'anàlisi fun-

cional són no solament espais de Banach sino tambe espais re-

ticulats. Cap als voltants del. 1935 trobem els treballs de

Riesz, Freudenthal i Kantorovitch, els quals amb les seves

aportacions independents, son considerats els fundadors de la

teoria dels espais vectorials reticulats.

Riesz es va interessar pel que avui coneixem com espai

dual respecte a l'ordre. Freudenthal va obtenir l'anomenat

"teorema espectral", de gran importància, ja que d'ell se'n

deriven, entre altres resultats importants, el teorema espec-

tral per a operadors hermítics en espais de Hubert i el teo-

rema de Radon-Nikodym. Kantorovitch inicia l'estudi de les pro_

pietats algebraïques i de convergència dels espais vectorials

reticulats (o espais de Riesz), que posteriorment ha estat apli_

cat a la teoria d'operadors.

Desprès d'ells, la teoria deies espais de Riesz es desen-

volupa àmpliament, amb aportacions de Nakano, Yosida, Stone,

Bohnenblust, Vulikh, Pinsker,. dels mateixos fundadors i de molts

altres, com poden ésser Birkhoff ([8]) i Fuchs ({18]), que enca_

ra que no s'interessen particularment pels espais vectorials re_

ticulats, contribueixen, amb els seus treballs sobre estructu-

res ordenades mes generals, al desenvolupament de la teoria.

En la majoria dels espais vectorials reticulats que aparei_

xen a l'anàlisi s'hi poden considerar també, de forma natural,

estructures topologiques. En aquest sentit, entre 1950 i 1970,

s'ha portat a terme l'estudi dels espais vectorials topologies

ordenats (.es a dir, espais vectorials reticulats, en els que

s'hi introdueix una topologia que es compatible tant amb l'es-

tructura d'espai vectorial com amb l'estructura ordenada), en
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el que destaquen les contribucions de Nakano, Jameson ([19])

i Peressini ([25]), entre altres.

En el desenvolupament de la teoria dels espais de Riesz

ens interessa assenyalar les seves aplicacions a la teoria de

la mesura.

Kappos ([20]) en particular, ha aplicat les propietats de

la convergència en espais de Riesz a l'estudi abstracte dels

espais de probabilitat. Així, per exemple, per un procés usual

en la teoria de la completació de grups reticulats commutatius

([14])/ [24]) obté el conjunt de totes les variables aleatòries

a partir de les variab-les aleatòries elementals; el mateix pro-

cés pot ser aplicat també per a definir variables aleatòries

generalitzades valorades en grups reticulats commutatius o en

reticles de Banach (Kappos, [20],[21]).

Mes recentment, Fremlin (.[17]) ha aplicat la teoria abs-

tracte dels espais de Riesz a l'estudi dels espais de funcions

que apareixen a la teoria de la mesura.

En una altre línea, han estat considerades les mesures va_

lorades en un espai vectorial reticulat condicionalment complet

o rr-condicionalment complet (resp. c.c. óO"-c.c. ) per a les que la <r-addi-

tivitat es defineix en termes de propietats reticulars; es a

dir, si (X,tt) és un espai de mesura i V és un espai vectorial

reticulat a-c.c., una funció additiva m:d -»• V és una mesura

CT-additiva en ordre si és positiva i si per a cada successió mc_

notona creixent de conjunts en a, A fA, és m(A)= V m(A ).

(Wright, [ 33] ) . . n

En el cas especial que V és el dual d'un reticle de Banach,

la condició m(A)= V m(A ) equival a que m(A)=lim m(A ), en lan n
* n

topologia feble .-Però en general (Floyd, [16]), no existeix

per a V una topologia d'espai vectorial TI, per a la que tota

successió monòtona creixent afitada en V sigui convergent cap

al seu suprem. Sembla ser, aquesta, la raó per la qual els re-
-&

sultats i els inetodes de l'estudi d'aquest tipus de mesures

difereixen dels de les mesures en espais vectorials topologies.
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L1obj acte d'aquesta memòria es. desenvolupar alguns aspe£

tes de l'estudi del tipus de funció cr-additiva definit ante-

riorment. Dos han sigut els centres d'interès^, entorn dels

quals ha girat l'elaboració de la memòria:

1) En primer lloc, fer un estudi de les funcions de con-

junt additives i cr-additives en ordre, valorades en un grup

reticulat a-c.c. 6 c.c. (vàlid tambe per a les valorades en

anells reticulats i espais de Riesz) , a partir de l'estructu_

ra reticulada i de les propietats de convergència en ordre,

prescindint dels aspectes topologies que en una altra línea

podrien ser considerats. Ens ha interessat especialment la

possibilitat d'establir anàlegs dels teoremes clàs-sics de des_

composició (de Jordan-Hahn, de Yosida-Hewitt i de Lebesgue).

Basdcament en l'estudi fet, que correspon al Capítol 1,

hem utilitzat resultats de la teoria de grups reticulats, re-

lacionats sobretot amb la convergència en ordre, i, d'alguna

manera, nocions relatives a la teoria d'espais mètrics genera_

litzats.

2) L'altre centre d'interès', que correspon al Capítol 2,

ha estat la construcció d'una integral respecte a una mesura

(7-additiva en ordre definida en una a-àlgebra de parts d'un

conjunt X i valorada en un anell reticulat R, per a funcions

definides en X i que prenen valors en el mateix anell R (en

una situació per tant distinta de la que tracta Wright ([33]),

el qual construeix una integral respecte a una mesura valora-

da en un espai vectorial reticulat a-c.c. .per a funcions reals

i també de la de Cristescu ([10]) que construeix la integral

per a funcions valorades en un espai vectorial reticulat).

De les diverses formes que coneixem de desenvolupar una

teoria de integració, hem elegit la que correspon al mètode

de Danieli, perquè dóna un gran paper a la relació d'ordre i

deixa en segon terme les referències de tipus topologie. La

..integral que hem construït en el cas particular que R és el

cos dels nombres reals, coincideix amb la integral usual de

Lebesgue.
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Les diferencies basiques que apareixen entre els resultats

obtinguts i els de la teoria clàssica de la mesura i integració reals

semblen provenir essencialment de la substitució de l'ordre to-

tal de R per un ordre parcial, encara que aquest sigui reticu-

lat i cr-c.c. Així, per exemple, la propietat que tota mesura

real finita CT-additiva definida en una ff-àlgebra es afitada,

ja no es conserva si es tracta de mesures valorades en grups

reticulats c.c. no totalment ordenats.

A continuació passem a descriure el contingut de cadascun

dels capítols que composen aquesta memòria:

El capítol O inclou un recull de les definicions i resul-

tats generals de la teoria de £-grups i d'altres estructures

ordenades que d'una manera constant apareixen en el treball,

així com alguna referència a conceptes i terminologia de la

teoria dels espais mètrics generalitzats ([30]) .

Es desenvolupa amb cert detall el procés d'adjunció dels

elements formals ±OT a un £-grup (£-gr.up ampliat) i finalment,

es fa una anàlisi de Is sumabilitat en termes d'ordre, els re-

sultats de la qual són utilitzats en el capítol 1.

El capítol 1 està dedicat a l'estudi de les funcions de

conjunt finitament additives (ó mesures) i a-additives en or-

dre (6 o-tnesures) definides en un anell a de parts d'un con--

junt X i que prenen valors en l'ampliat d'un A-grup G c.c.

Com en el cas real, s'obté que la família ba(a;G) de les

mesures finites i afitades (en ordre) és un Jò-grup c.c. del

que la subfamilia bca(a,-G) de les a-additives en ordre n'és

un subgrup sòlid i c.c. considerat com a ¿-grup. Aquest resul_

tat es el que permet obtenir un anàleg del teorema de descom-

posició de Jordan-Hahn per a mesures finitament additives va-

lorades en £-grups c.c., el qual representa una generalització

del que Fayres i Morrison .(.[ 1 5] ) obtenen, amb tècniques pròpies

d'espais vectorials reticulats, per a les funcions additives

m:tt -*• v definides en una àlgebra de Boole i que prenen valors

en un espai vectorial reticulat c.c.
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Mitjançant els contraexemples. corresponents, s'ha vist

que el teorema obtingut no es generalitzable al cas de funcions

cr-additives no finites definides en a-àlgebres, com ocorre en

el cas de mesures reals; també s'ha vist que per a mesures a-addi_

tives en ordre definides en a-àlgebres, no existeix en general

conjunt de descomposició de Jordán, i que tampoc es cert un anà-

leg de la propietat que tenen les mesures reals finites 0-additi_

ves definides en una a-àlgebra de ser afitades.

Després d'introduir la variació i la semivariació d'una me_

sura en termes d'ordre, són estudiats diferents tipus de conver-

gència en el conjunt de les mesures: la puntual, la uniforme i

la de 1'ordre.

Quant a la puntual, s '.ha vist que la a-additivitat es con-

serva en el pas al límit de xarxes monotones de mesures finites.

D'aquesta propietat se'n segueix que bca(a;G) és una banda i un

T -tancat de ba(Œ;G); i com a conseqüència s'obté un anàleg del

teorema de Yosida-Hewitt per a mesures en ordre segons el qual

tota mesura meba(ct;G} admet una única expressió de la forma

m=m + m on m ebca(a;G), m efaa(.a;G) es purament additiva i m i
c a c a c

m són ortogonals.
cl

Pel que fa a la convergència uniforme en ba(.a;G) , s'ha vist

que el límit uniforme d'una xarxa de mesures que són uniformement

cr-additives també és cr-additiva; la condició de la a-additivitat

uniforme pot suprimir-se en el cas que. la o-convergència en G té

la propietat diagonal.

En forma anàloga al cas de mesures escalars o vectorials va_

lorades en espais de Banach de dimensió finita, la convergència

en ordre uniforme de mesures additives afitades valorades en un

¿-grup c.c. G, resulta ser normable per la G-norma generalitzada

II II :ba(.a;G) •*• G definida posant Hmllo= v{|m(A) |, Aea } . És a

dir, la convergència en ordre uniforme de mesures additives afi-

tades és equivalent a la U H -convergència (.lligada a la semiva-

riació en ordre) la qual és equivalent, al seu torn, a la conver_

gencia sego:ns la G-norma generalitzada q:ba(d;G) •*• G definida

per q(.m) = |m|(X) CHigada a la variació en ordre).
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Introduint les topologies T » n i T « « associades a la nor-
Q o

ma generalitzada II li , el teorema anterior permet provar que

(ba(d;G) , II II ) és un A-g.rup G-normat II II -complet de manera que
o o

si la o-convergència en G té la propietat diagonal per a suc-

cessions (resp. per a xarxes) aleshores bca(afG) es T?, -tancat
H U
o

Cresp. T j y -tancat). Queda, no obstant, oberta la qüestió de si
o

en general bca(a;G) és T » n -tancat, com ocorre en el cas de les
u 11
o

mesures escalars o vectorials.

A l'apartat següent son introduïdes les nocions de conti-

nuitat i singularitat respecte a una mesura m. S'ha vist que

dins ba(a;G) les mesures m-singulars constitueixen un subgrup

sòlid i les mesures m-contínues una banda, que indiquem per

ba (d; G) . .
me

De la segona afirmació se'n deriva un quasi anàleg del teo_

rema de descomposició de Lebesgue segons el qual tota mesura

afitada es expressable de forma única com a suma de dues mesu-

res afitades, l'una m-contínua i l'altra que és de l'ortogonal

de ba (a;G).me

En el cas real, quan m es 0-additiva i a es una a-àlgebra,

resulta que Cbca (a ; G))-'- coincideix amb el conjunt de les mesu-
me

res m-singulars i per tant s'obté el teorema de Lebesgue. Ara

bé, la identificació dels dos conjunts s'obté (Luxemburg, [23])

mitjançant el conjunt de descomposició de Jordan associat a una

mesura i, com que en el cas de mesures en ordre valorades en un

Ä-grup c.c. arbitrari aquest conjunt ja no existeix, no és possi_

ble, per un camí anàleg, obtenir aquesta identificació, en cas

de donar-se. És un problema que queda obert; hem obtingut però

una condició suficient per tal que coincideixin.. Aquesta condi-

ció es que el grup de valors sigui súper condicionalment complet;

en aquest cas hem obtingut, directament, l'anàleg^del teorema de

descomposició de Lebesgue.

S'analitza a continuació, la construcció d'alguns tipus es_

pecials d'o-mesures, com són les o-mesures valorades en ¿-grups
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producte i les o-mesures. discretes, i s'obtenen alguns exemples

d'o-mesures valorades en. diversos £-grups.

El capítol es clou amb l'estudi de les mesures definides

en la a-àlgebra a de les parts d'un conjunt numerable X i valo-

rades en l'àlgebra de Banach reticulada £(./?), de les successions

de nombres reals absolutament sumables.

En una primera part es veu que 1'àlgebra de Banach reticu-

lada i c.c. de les mesures reals a-additives i finites defini--

des en a es isomorfa i isometrica com a tal a £ (/?) . A continua^

ciò s'estudia la construcció d'un £ (R) a partir d'un anell re-

ticulat R, en una forma an"aloga a com a partir del cos dels nom

bres reals es construeix £ .(.fi) : a £ (R) .hi considerem les succes_

sions d'elements de R absolutament sumables en ordre; amb les

operacions definides convenientment i amb la hipòtesi addicio-

nal que el producte de R és seqüencialment o-continu,£ (R) re-

sulta ser un anell reticulat c.c. R-normat i complet (respecte

a la R-norma) que es isomorf i isometric com a tal a l'anell re_

ticulat i R-normat bca(d;R).

Finalment, es considera el cas especial de l'anell reticu-

lat R= £ (R.) f que està dotat a més d'una norma real, i s'obté

la caracterització següent: les mesures vectorials valorades en

l'espai de Banach £1 (R.) de variació total finita són les o-mesu_

res afitades en ordre.

El capítol 2, dedicat a la construcció d'una integral res-

pecte a o-mesures, pot considerar-se dividit en quatre seccions.

1) La primera estudia les condicions generals que permeten

aplicar el mètode d'extensió de Danieli a integrals valorades

en anells reticulats cr-c.c.

2) En la segona s'analitzen les condicions i l'aplicació

de la secció anterior al cas particular de la integral defi-

nida de la forma usual en el conjunt de les funcions simples,

respecte a una o-mesura (funcions i mesura valorades en un ma-

teix anell reticulat cr-c.c.).

3} L'objecte de la tercera és obtenir una segona extensió

de la integral respecte a una o-mesura.
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4) La quarta inclou l'estudi de la integral indefinida,

així com una aproximació a un possible anàleg del teorema de

Radon-Nikodym.

Seguidament comentem amb detall cadascuna d'aquestes sec-

cions:

Primera. Introduira les nocions de R-integral i R-integral po-

sitiva en X:

Si R és un Ä-anell cr-c.c. amb el producte seqüencialment

o-continu, una R-integral en X es una parella (L,I) formada
X

per un ¿-submodul L de R i un morfisme d'ordre I : L -»• R homo-

geni seqüencialment o-continu. una R-integral positiva en X es

una parella (.3,1) formada per un ¿-subsemigrup de RX,S, esta-

ble pel producte per elements de R , i un morfisme I : S ->• R po_

sitivament homogeni i seqüencialment o-continu cap amunt.

Si (L,I) es una R-integral en X, I s'estén al conjunt L ,

de les funcions f :X -»• R que són límit puntual d'una successió

monòtona creixent {f } de funcions de L={feL, f 5*0 }, per a lan +
que {i (f ) } està afitat, posant I(f)= V I(f ). Aleshores (L ,1)

n n n a

és una R-integral positiva en X i I s'estén al seu torn, com a

morfisme d'ordre homogeni, al ¿-submòdul L = L -L .
(ti u u

Quant a la o-continu'itat de l'extensió s'ha vist que si

el conjunt _M , de les funcions f :X -y R que són límit puntual

d'una successió monòtona creixent de funcions de L+, és<r-sub_

reticle, aleshores es pot afirmar que I és seqüencialment o-con_

'tinu en LT i també que (LW,I) es una R-integral en X per a la

que es poden provar els anàlegs dels teoremes clàssics de con-

vergència: el de convergència monòtona generalitzat, el de cori

vergència dominada i la propietat de Fatou.

Segona. Si m: a •*• R és una o-mesura definida en una g-àlgebra

de parts d'un conjunt X que pren valors en la part positiva d'un

anell retícula cr-c.c. R, queda com hem dit definida, de forma

anàloga al cas real, la integral respecte a m per a les funcions

simples f :X ->- R.
v

El conjunt e de les funcions simples és un ¿-submbdul de R

i la integral, com a aplicació que assigna a cada funció fée un
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element de l'anell R, és un morfisme d'ordre homogeni.

Si R=,ff, e es el conjunt de les funcions a-mesurables sim-

ples finites, I es la integral ordinària de Lebesgue respecte

a m i, per. tant, I es seqüencialmente o-contínua. En un cas ge_

neral, creiem que I pot no ser-ho, ja que les demostracions

que coneixem d'aquesta propietat per al cas real depenen for-

tament de l'ordre total de R; no obstant, en els exemples que

donem, I es seqüencialment o-contínua i en conseqüència (e, D

és una R-integral. En aquest cas, els resultats de la secció

anterior permeten construir l'extensió (L (m),I), de tal for-
cr

ma que si el conjunt M es a-subreticle, aleshores (L (m),!)

és una R-ihtegral a X, que anomenem, la primera extensió de la

integral respecte a la o-mesura m.

Si R=A, aleshores M coincideix amb el conjunt de les fun_

cions reals finites a-mesurables positives i, per tant, M és

a-subreticle, L (m) és el conjunt de les funcions reals fini-
co

tes a-mesurables i m-integrables Lebesgue i I és la integral

de Lebesgue respecte a m.

En aquesta secció són considerats cassos distints en els

que M és també a-subreticle i per tant està definida la prime-

ra extensió (.L (m),I).

Tercera. A fi d'obtenir una classe més àmplia de funcions inte_

grables, s'observa en primer lloc, que la reiteració del procés

que ha perme's obtenir la primera extensió (La(m),I) a partir

de (L,I), no en genera una de nova, sinó que condueix a la ma-

teixa (La(m),I); d'aquesta manera, si es vol obtenir una sego-

na extensió cal recórrer a altres mètodes. La idea és fer inte_

grables aquelles funcions que d'alguna manera són aproximables.

per funcions que ja ho són. En aquest sentit, és introduïda la

noció de conjunt m-nul i en relació a ella s'estudia, a conti-

nuació, l'obtenció d'una segona extensió de la integral respec-

ta una o-mesura. S'en consideren dues.

La primera, indicada per (<¿A(.m) ,1) , representa la forma

més natural d'ampliar la classe de funcions integrables:
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Una funció f definida m-quasi arreu en X (breument, m-q.a.)

es diu que es m-integrable si es m-equivalent a alguna funció

geLa(.m) . En aquest cas es defineix la integral de f per I(.f)=I(.g).

(¿A(m) indica el conjunt de tais funcions ra-integrables).

Si M es a-subreticle, aleshores el conjunt ¿C (m) =¿+(m)-í+(m)
"*" A A A

coincideix amb el conjunt de les funcions definides m-q.a. en X

que son m-equivalents a alguna funció de L (m) i resulta que

((¿A(m),I) es una R-integral en X, per a la que es compleixen els

teoremes de convergència.

Amb aquesta segona extensió, si R=R, s'obté exactament el

conjunt d, (m) de les funcions m-integrables Lebesgue.

En el cas real hi ha diverses caracteritzacions dels elements

de <v (m) . Així, si es considera el conjunt L.ím) de les funcions
1 o

que son límit puntual d'una successió monòtona decreixent de fun-

cions de E , resulta que una funció f:X ->• R, defin-ida m-q.a., és

m-integrable si i només si se satisfà una de les dues condicions

següents ([ 1 1 ] ) :

(i) inf{l(.h);h >£ m-q.a.,h6L (m) } = sup{l (g) ; q ̂  f m-q. a.,geL (m)} ;

(ii) Per a cada e>0 existeixen dues funcions geL (m) i heL (m)
ò fl"

tais que g < f < h m-q.a. i I(h-g)<e.

Naturalment, si R és un anell arbitrari, (.i) i (ii) ja no

son equivalents ni representa, cap d'elles, una caracterització

dels elements de<&+(m). D'aquesta manera cadascuna d'aquestes
A

condicions pot donar lloc a una altra possible extensió de la

R-integral positiva (L (m),I).

En aquest sentit la condició (ii), més general que (i), ha

suggerit la construcció de 1'extensió que indiquen per (&B(m),1);

Una funció f definida m-q.a. en X es diu que es m-integra-

ble si existeixen dues successions de funcions {gn} en L (m) i

-íh } en L Cm) tais que g < f < hn m-q.a. per a cada n efl, i

I(.h -g ) + 0. (.<£+(m) indica el conjunt de tais funcions m-inte-

grables). Si f e¿í(m) es pot definir la integral de f respecte
B

a m, per I (f) = V I (.gn) = Ai (hn> .
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De les definicions anteriors es desprèn que (¿C+(.m),I)
B.

constitueix una segona extensió de la integral respecte a m,

que estén també a («£A (.in) , ï) . En l'estudi que es fa del parell

, I) s'obtenen de forma natural condicions per tal que

a + o +
, (.m) =&. -(.m) ; aquestes condicions semblen ser d'altra
£\ D

banda les mes adequades per a poder obtenir els teoremes de

convergència a (et (m), I) (on <£ (m) =£* (m) -&+ (.m) ) i permeten
•D B B B

enunciar en definitiva el següent teorema sobre la integra-

ció respecte a o-mesures:

Teorema. Si R es un Ä-anell CT-c.c. amb el producte seqüeri

cialment o-continu, m:a->- R una o-mesura definida en una

ff-àlgebra de parts d'un conjunt X i se satisfan les següents

condicions :

1 ) La integral respecte a m en e es seqüencialment o-con-

tínua.

2) El conjunt M es cr-subreticle .

3) m (o.) ={ m (A) ; Aea} no conté divisors de zero,

aleshores

a) £ (m) =<£ (m) i <£_ (m) =£ (m) , es a dir, fe (m) si i només

si f =íg per a alguna funció geL (m) i si f ß (m) alesho-

res es pot prendre g^L (m) .

b) Si f és una funció definida m-q.a. equivalent a alguna

funció de M=M -M , aleshores fe<£,(m) si i només si lf|e<¿ (m)+ + B ' a
i en aquest cas |l(f)| <I.(|f|).

c) Per a la R-integral («L (m) , I) = (<£ (m) , I) es compleixen els
*i . ̂

teoremes clàssics de convergència monòtona, dominada i prp_

pietat de Fatou.

Seguidament ,es fa un estudi del cas particular de la inte-

gral respecte a una o-mesura valorada en el ¿-anell producte R=R ,

on I és un conjunt d'índexos qualsevol. Finalment, aquesta secció

inclou unes consideracions sobre altres formes d'estendre la inte_

gral.

Quarta. En un primer apartat s ' estudia la integral indefinida d'una

funció m-infegrahle- respecte una o-mesura m.. S'ha vist que per a
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tota funció fecL^m) està definida la integral indefinida de f

respecte a m i que a mes- es una o-mes.ura o-afitada seqù'enciajL

ment m-continua.

L'apartat següent es una aproximació al que podria ser un

anàleg del teorema de Radon-Nikodym per a o-mesures.

Havent vist que tota funció fe¿_(m) determina-una o-mesura
O

o-afitada seqüencialment m-contínua, hom pot plantejar-se la

qüestió inversa, es a dir: Si m:tt -»• R i £:a ->• R són dues o-me

sures i ü es o-afitada i seqüencialment m-contínua, existeix

alguna funció f m-integrable tal que £(A}=j" f dm per a cada Aea?.
A

I en cas d'existir, serà única? (.única a menys de m-equivalèn-

cia) .

Quant a l'existència, un contraexemple mostra que en gene-

ral el teorema no es compleix. La unicitat de la possible deri-

vada de Radon-Nikodyn, suposant que existeixi, tampoc pot ser

assegurada. Es dóna una condició necessària per tal que hi ha-

gi unicitat: que m(a) no contingui divisors de zero; però que-

da pendent la qüestió de si aquesta condició necessària és tam_

be suficient. En una aproximació a l'anàlisi d'aquest darrer

problema, hem vist que en el cas particular de o-mesures valo_

rades en el Jl-anell producte R aquesta condició, juntament

amb que X sigui numerable, assegura no sols la unicitat sinó

també l'existència de la derivada de Radon-Nikodyn.

Com a problemes que podrien ser interessants en el context

d'aquest capítol 2 i que queden oberts, podem citar, a més a més

del relatiu al teorema de Radon-Nikodym, el d'establir algun ti-

pus de representació per a les R-integrals> es a dir, veure si

donada una R-integral I en un conjunt X, es possible obtenir una

o-mesura definida en una a-àlgebra convenient de parts de X, que

doni lloc precisament a la R-integral donada.

En un altre sentit, hi hauria la possibilitat de desenvolu-

par una integral per a funcions valorades en un ¿-anell RI res-

pecte d'una o-mesuma valorada en un ¿-anell R2/ seguint una me-

todologia inspirada en la que utilitza Bartle en el seu conegut

article "A general bilinear vector integral" (.[ 5] ) .
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1V DEFINICIONS I PROPTETATS GENERAL'S.

A) Conjunts ordenats i o-convergencia.

0.1.0. Definicions i comentaris. Sigui (S,< ) un conjunt or_

denat. S es superiorment filtrant (resp. inferiorment) si tota

parella d'elements està mejorada superiorment (resp. inferiorment);

si ho és de les dues formes alhora, es diu senzillament filtrant.

S és reticle si per a cada parella d'elements a,beS existeixen

sup{a,b} i inf{a,b}/ elements que denotarem per avb iAa b respecti-

vament. Si A={a.;iel} és un conjunt d'elements de S i existeix algun

element ae s tal que a>a. per a cada ie I (resp. a<a.) es diu que A

està superiorment afitat Cresp, inferiorment); si ho és de les dues

íformes alhora es diu simplement afitat (.6 o-afitat) . En el cas que

existeixin el suprem i l'ínfim de A, aquest s'indicarà indistinta-

ment per V a. i V{a.;iei}, i anàlogament per a l'ínfim. S es con-

dicionalment complet (resp. g-condicionalment complet) si existei-

xen el suprem i l'ínfim de tot subconjunt no buit (resp. numerable)

afitat;: escrivim c.c. (resp. a-c.c.) per abreujar-ho.

Sigui {x.}. una xarxa d'elements de S, indexada en un con-
i le I

junt superiorment filtrant I·'íxi}i€I ®
s monòtona creixent (resp.

decreixent) si i<j en I implica x¿ < x en S (resp. x¿ > x ) , i es-

criurem x. t (resp. x.4-) per a indicar-ho. Una xarxa íxi}iel en S

és convergent en ordre (o o-convergent) cap a l'element xe S si

existeixen dues xarxes en S, y.t, ẑ  i un índex iQ
eI tais que

y.<x.<z., per a tot i>iQ,

V y.=x , A z =x.
iei i iei

També es diu que x és el límit en ordre de la xarxa {xi}iel i es-

criurem x=o-lim x. 6 x A x per a indicar-ho. Si la xarxa és mon<b

tona és x fx (resp. x.fx) si i només si x= V x (resp, x= A x ).
i» x ie I ie I
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Es diu que la xarxa í̂ ).̂  és o-afitada si existeix un ín-

dex iQei per al qual {x^}^^ és o-a<fitat; en aquest cas, si G
o

és G.G., estan definits els elements

x. = V A x . , x = A V x . ,
i> i j> i ^ i> i. -\> i ̂

o o

anomenats respectivament límit inferior i límit superior en ordre

de la xarxa i que-indicarem per o-lim x. i o-lim x. respectivament.
~̂ ~-~— i i

Tota xarxa o-convergent és o-afitada. • Si G és c.c., aleshores

una xarxa o-afitada {x.} és o-convergent cap a x si i només si

o-lim x.=o-lim x. = x.
i i

0.1.2. Definicions. Es diu que la o-convergència en un conjunt

ordenat (S, < ) té la propietat diagonal per a xarxes ([32]) si dona-
o

da una xarxa x. •*• x, iei, tal que per a cada iel existeix una xarxa

i ° i
x, -*• x. on j e J./ aleshores existeix una subxarxa de la x.i - \ e M

que o-convergeix cap a x, essent N={(i,j); iel i jeJ.}, amb l'ordre

lexicogràfic de I primer i els J. després:

(i,j) < (i1,j1)

la qual cosa equival a l'existència d'un subconjunt I1 cofinal en

I de manera que per a cada iel1 existeix al menys un j=j(i)eJi tal

que {x* } o-convergeix cap a x.
DU) iel.

Es diu que la o-convergència en G té la propietat diagonal

per a successions ([23]) si donada una successió doble í a™} (n,m)

tal aue am * a i a —»• a, aleshores existeix per a cada
n m-»-00 n n n-»-00

m (n) _1 aun m = m ( n ) adequat de manera que aR —*• a.

Per exemple l 'espai RN de les successions de nombres reals

te la propietat diagonal per a la o-convergència de successions.

( ) Una successió d'elements d'un conjunt X, ^5 xn; xn X, n \t s'indicarà en tot

el que segueix, per xn X Ó simplement per xn si la referència a X pot do-

nar-se per sobreentesa sense ambigüitat.
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O. 1.3. Definició, si (S,<) i (T,<) son dos conjunts, orde-. :

nats, una aplicació f:S -*• T es un morfisme: d'ordre (6 creixent)

si a<b en S implica f('.a)<f(.b) en T. Es diu que f és o-continu

ca.p amunt (resp. cap avall) en S si x.ix.eri S implica f (x.) if (x)
o 1o 1

en T (resp. x^x en S implica f (x. ) 4-f (x) en T) . Si f té aquesta

propietat només per a successions es diu que f és seqüencialment

o-continu cap amunt (resp. cap avall) en S.

B) Grups i anells reticulats.

0.1.4. Definicions icomentaris. Sigui (G,+) un grup. Un

conjunt PC G que satisfà

1) P+PCP, 2) Pn(-P)= {0}, 3) a+P-aC P, ^aeG;

permet def dnir un ordre en G: a< b •»• b-a>0, que és compatible

amb la suma: si a,b,xec

a< b => a+x< b+x i x+a< x+b.

La terna (G,+,<) rep el nom de grup ordenat; P és el con dels po-

sitius. Recíprocament, si (G,+,<) és un grup amb un ordre icompa-

tible amb la suma, el conjunt P={aeG; a >0} és el con dels posi—

tius per a l'ordre donat. Aquest conjunt P s'indicarà per G+. Si

HCG indicarem HnG, perir. Un grup ordenat és reticulat si l'estru£
' T* -*°

tura ordenada subjacent'és un reticle. Un grup reticulat s'anomena

també un £-grup.

0.1.5. Proposició. ([26]). Sigui (G,+,<) un grup ordenat,

A={a.;iei}i B={b.;jej} subconjunts no buits de G; a un element de

G. Aleshores

1) v a. = - A (-a^ ;
id 1 i^i

2) a + V a, H V (a+a.) i a+ A a± = A (a+a..̂ ) ;
iei x iei x igl i£l

3) V V (a.+bV) = . V a + V b i A A (a +b.)= A a + A b
1 Í . — * 4 y T •* 1 C T "* — T J - Î C T 4 / Î T - Jiei j e j .J id 3€J iex
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on s'entén que si existeixen els elements que- apareixen en un dels

membres, aleshores existeixen els de l'altre membre i se satisfà

la igualtat.

un grup ordenat (G,+,< ) es reticulat si i només si per a

tot element ae G existeix avO. si a es un element d'un grup reti-^

culat (G, + , <) , es consideren els elements a =avO (part positiva

d'a); a=(-a)vO= -(aAÛ) (part negativa d'a), ¡a| = av(-a) (.valor

absolut d'a).

0.1.6. Proposició. ([7] ,[,26]). Sigui (.G,+,<) un grup reticu-

lat. Se satisfan les propietats que segueixen: Si a,b,ceG,

1) G no te torsió: na = O =* a = 0;

2) (G,<) es un reticle distributiu;

3) (-a) = a~ i (,-a)~ = a ;

+ - . i i -f4) a= a - a i |a| = a + a ;

5) a<b o a^b* i a"">b~;

6) (a+b)+ < a+ + b+ i (a+b)~ < a~~ -f b";

7) |a| < b <»• -fa < a < b ;

8) [a| > O i | a| = O <* a = 0;

9) avb = a+(b-a) ; aAb= a-(b-a) ;

10) (avb)+= a+vb"t", (avb)~ = a A b , (.aAb) =a Ab , (aAb) ~ = a~vb~;

11) av( A a.) = A (ava.) i aA( V a.)- V (aAa.), on s'entén
i^i x iej ^ iei 1 iei x

que les igualtats se satisfan si tenen sentit.

Un grup reticulat és commutatiu si i nomes si se satisfà:

|a+b| < l a i + I b i per a tota parella d'elements a,beG. En un grup

reticulat ço romu t at i u, se satisfà la següent propietat: si a,bCG

aleshores a+b=(avb)-(aAb).

ün ¿-grup ¿s arquimedià •(.[ 7] ) si: na < b per a tot ne// implica

a<0. Tot Jt-grup arquimedià es commutatiu. Tot grup ̂ totalment orde-

nat arquimedià es isomorf a un subgrup de R (Teorema de Holder,[?!).

Tot 5,-grup c.c. es cT-c.c. i tot £-grup a-c.c. és arquimedià i per

tant commutatiu.



-21-

Q

0.1.7. Proposició. Sigui (G, + ,< ) un ¿-grup. Siguin x. ->• x,
O i

y^ -*• y dues xarxes en G,, indexades en un mateix conjunt I. Ales-

hores ;

o

a) x^ ->x si i només si existeixen una xarxa <5 .i O en G i un

índex iQeI tais que [ x . - x | < < 5 . per a tot i>i ;

b) Si x..< y¿ per a tot i>i , aleshores x < y ;

c) X^+Y£ ->-x+y , x . vy . ->-xvy, x . A y . -+• xAy;

° + ° + — o _ 1°
d) -x. -»• -x, x. -»- x , x . ->- x , | x [ -»• | x| ;

e) Si j x . j < a per a tot i> i , aleshores | x| < a.

0.1.8. Definicions^ i comentaris. Sigui H un subgrup d 'un

grup reticulat ( G , + , < ) . H is un subgrup subreticulat (¿-subgrup)

si is subgrup i subreticle; H es subreticulat si i només si : aeH

=* a"*" e H.

H es un subgrup convex si: aeH, I bj < a => bel·l;

H es un subgrup sòlid si is subgrup subreticulat i convex d, equi-

valentment, si es un subgrup convex i x e H implica x el·l. 'Un subgrup sòlid H es

o-tancat ([7]) si és estable respecte als suprems que existeixen en G: si {x } C H i
i î l

x= V x. en G, aleshores xeH; un subgrup solid es o-tancat si i no-
ie i x

més si : x, tx en G, {x.>ie CH =*• xeH (vegi's [23]). H es banda

si H e's subgrup normal, sòlid i o-tancat de G.

Un subconjunt A CG es diu que es un polar si existeix un con-

junt BCG tal que A={aeG; |a|A|b|= O, Vbfeß} ; en aquest cas s'es —
1

criu A=B .

0.1.9. Proposició. ([ 7] ) . En un ¿-grup (G, + , <) se satisfan

les següents propietats:

a) Tot polar is un subgrup sòlid o-tancat, i per tant si el grup

is conunutatiu, una banda.

b) G es arquimedia si i només si tot ¿-subgrup o-tancat is un po-

lar.

c) Si G es c.c. tot polar es sumand directe.
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Si A, B són subgrups normals sòlids tais que AB-{o } es dir que

son suplementaris, directes; un subgrup sòlid A que admet un suplemen

tari directe B s'anomena un sumand di-recite de G? en aquest cas

s'escriu G=A e R" i es.. A=B i B=A .

0>1.1 O. D e fani c ion s. Un anell ordenat es un anell dotat d'un

ordre compatible amb .la suma i amb el producte: si a,b,xeR alesho-

res

a<b, x > O '=*• ax < bx i xa < xb

es a dir, el grup subjacent és un grup ordenat commu-tatiu i a mes

R R C R . R és un anell reticulat o ¿-anell si l'estructura ordena_

da subjacent es un reticle.

En el capítol 2, on es treballa amb ¿-anells, és sovint conve-

nient suposar que el producte és compatible amb la convergència en

ordre. Per això donem la següent

0.1.11. DefLnicio. Sigui R un ¿-anell. Direm que el producte

és seqüencialment o-continu en R si i només si de

o-lim x = xn
o-lim y = y

se'n segueix o-lim(x y ) = xy.n n

En particular en tot f-anell arquimedià el producte és se-

q'úencialment o-continu.

És útil observar que hi ha una formulació més simple d'aquesr

ta condició. Tenim:

0.1.12. Proposició. Sigui R un ¿-anell. Son equivalents:

a) o-lim x =xn
o-lim y =y

o-lim(x y )=xy;
n n

b) x
n !• - y x 4-0 i x

• ' n n
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c) x tx ]
n r =»y > o j y xn+x i x

ny+
x-

En efecte: Evidentment a) =*• b). Vegem que b) **• a.) . Podem escriure

Xnyn-Xnyl+Ixny-Xyl< I xn|

, .
però si y^ -»• y, existeix una successió ò 4-0 tal que per a. cada neN

és |yn~y|^on' i anàlogament n'existeix una altra 6' 4.0 tal que

per a cada n<=N es |xn~x|<6^. A méV{x } es o-afitada, es a dir,

existeix algun aeR^ amb la propietat que |x | < a per a cada ne^ .

Per tant;

0< lxnyn~xy < a ̂ nl^

i, com que per hipòtesi, ao 4-0 i 6 '[y [4-0, resulta que o-lim x y =xy,

tal com volíem provar.

Pel que fa a l'equivalència de b) amb c] no hi ha res a dir.

És immediata. •

0.1.13. Definicions^ Sigui R un anell ordenat, G un ¿-grup

commutatiu. G Is un ¿-mòdul per l'esquerra sobre R o un R-mòdul

per l'esquerra reticulat ([29]) si G es un R-mòdul per l'esquerra

i R G C G , es a dir, l'ordre és compatible amb el producte per

elements de R: si aCR, xec,

a> O, x> O => ax> 0.

Si R es unitari (u) s'exigeix també que ux=x per a tot xeG. Diem

que el producte per elements de R és seqüencialment q -continu en

G si

o °
a) x -*• x en G, aeR =*• ax -> a .n n x

Si G i R son reticulats, i aeR i xeG, aleshores [ ax| < | a| | x| , de

manera que a) es equivalent a

b) x -i- O en G, aeR,
n "•"

ax 4- O,
n
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per exemple, si R es un ¿-anell i x un conjunt qualsevol, el
X

¿-anell producte. R de les funcions de X en R es', un R-mòdul re-

ticulat amb el producte (a, f) -> af, que és seqüencialment o-con_

tinu en R , si el producte de R ho es.

Si L és un subconjunt de G direm que una aplicació I:L -> R

és un morfisme homogeni si se satisfà:

(i) x,y,x+yeL => I (x+y) =1 (x) +I

(ii) aeR, x,axgL =* I (.ax) = al (x) ;

si (ii) se satisfà només per als elements aeR direm que I és po-

sitivament homogeni.

C) Altres estructures ordenades. Morfismes. Productes.

0.1.14. Definicions. E és un espai vectorial reticulat, (¿-es-

pai vectorial o espai de Riesz) si es un espai vectorial real dotat

d'un ordre compatible amb el producte per escalars: si a,beE i Ae#

a ̂  b, A^o =̂  /i a ̂  .A b

E és un reticle de Banach si E és un espai vectorial reticu-

lat i normat, complet respecte la convergència en norma, en el que

l'ordre és compatible amb la norma:

|x| < |y| => || x||< II y II

A és una àlgebra de Banach reticulada si A és una àlgebra

normada, completa respecte la convergència en norma i amb l'ordre

compatible amb la suma, el producte per escalars, el producte en A

i la norma.

0.1.15. Definició. Si G i G' son dos grups reticulats (resp.

anells, àlgebres, etc.), una aplicació f:G+ G' és un morfisme de

grups reticulats (resp. d'anells, d'àlgebres, etc.) si és morfisme

de grups (resp. d'anells, d'àlgebres, etc.) i de reticles: si a,beG
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fCaAb) = .fCa)Af(.b) i f(avb) = f(a)vf(b);

en aquest cas es tambe morfisme d'ordre.

0.1.16. Definicions i comentaris. S'anomena grup producte

directe ordenat Cresp-, anells) de la familia de grups ordenats

{G.}. (resp. anells..., el grup producte directe (resp. anell

...) G= H G., amb les operacions definides component a component,
iel 1

dotat de la relació" Cque es un ordre compatible amb la suma (.resp.

producte,...)):

(x . ) < Cy . ) en G •*> x . < y . en G . , per a cada iei.

El con dels positius de G és el conjunt producte P= II P. dels cons
iel 1

dels positius P. de cada grup G..

Quan tots els grups ordenats G. (resp. anells,...) coinci-

deixen amb un grup H (.resp. anell,...) s'escriu G=HX; en aquest

cas G és el grup (resp. anell,...) de les aplicacions de I en H,

amb l'ordre f < g en G si i només si f (i) < g (i) per a cada ie i.

Si els G. són reticulats aleshores G és reticulat i s'anome-

na ¿-grup producte (resp. ¿-anell,...). Aleshores, si (â  , (b̂ e G

(a.)v(b.) = (a.vb.) i (a . ) A(b ) = (a Ab ) ,
1 Í 1 1 . 1 1 1 1

i les projeccions 7T.:G ->• G. son morfismes reticulars.

Si els G. son arquimedians aleshores G també ho és.

G és c.c. (resp. O-c.c.) si i només si cada G. és c.c. Cresp,

a-c.c.) i aleshores si ix ... ) „ _ 0 és un subconjunt de G (resp. nume_
d Cl cj-t,

rabie) i x =(x^)/ és

V x = ( V xb i A xa = CA x̂ ),
ae.R ctejì ae£ dea

(on s'entén que si existeix un dels membres, aleshores existeix

l'altre i val la igualtat corresponent) i les projeccions són

o-contínues (.resp. seqüencialment O-contínues) .
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0.1.17. Proposició. Sigui G= n G. el ¿-grup producte de la
iel 1

familia ^ j ^ j e r de ¿-grups; sigui x - ( . x . ) e G , i {x } C G una xa£
i et oie^_

xa d'elements xa
=(x^)£G. Aleshores:

o ¿
1 ) xa -*• x =* x -> x., per a cada iel;

2) Si ix } és un conjunt -afitat en G,

o
x -*• x •**• XQ •+ x . , per a cada iel;

3) Si es tracta d'una successió {x }
n

x ^*-x <& x -* x . , per a cada iti.n n x ' *

'°) Topologies de l'ordre. Distàncies generalitzades.

0.1.18. Definicions i comentaris. Sigui X un conjunt i G un

¿-grup. Es diu que (X,G ,d) es un espai mètric generalitzat t 1)

(breument e. m. g.) quan d es una aplicació de XxX en G que satis-

fà les propietats:

1) d(x,y)=0 si i només si x=y;

2) d(x,y) =d(y,x) , per a tots els x,yeX;

3) d(x,y) < d (x, z) +d(z,y) , per a tots els x,y,zeX.

Així com en [ò] es definien amb criteris seqüencials les nocions

de d-converge'ncia, d-f onamentalitat i d-complet, hom pot definir,

per extensió i de forma natural, aquets conceptes per a xarxes.

En un e. m. g. (X, G ,d) direm que una xarxa {x.}. d'elements

de X es d-convergent cap a x, i escriurem x=d-lim x. ó x . -> x,

o
quan d(x.,x) +0, es a dir, quan existeix una xarxa 6.4-0 en G i un

índex i el de manera que
o

d(x. ,x)< 6 . per a cada i> i .

Es dirà que la xarxa ix..} . és d-fonamental quan existeixin una

xarxa 6 4-0 a G i un índex i e I de manera que
i o

d(x.,x.)<6i, per a cada j>i i i>i0-

C 1) La definició d'e. m. g. és més general ([30]) però aquí ens és

suficient prendra-la d'aquesta forma.
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En general tota xarxa d-convergent es d-fonamental però no tota

d-fanamental és d-convergent. Hom diu que (X, G ,d) és d-com-

plet (resp. seqüencialment d-complet) quan tota xarxa (resp. suc_

cessió) d-fonamental is d-convergent. '• '

Si G es un £-grup commutatiu i es pren com a conjunt X el

propi G amb la mètrica natural d(.x,y) = |x-y| resulta que la d-con.

vergència coincideix amb la o-convergència definida en 0.1.0. (Prp_

posició 0.1.7. a)). Hom parla de xarxes o -fonamentals i de ¿-grups

o-complets sempre que es considera la mètrica natural del A-grup.

És conegut [24] que tot ¿-grup c. c. Cresp, a-c.c.) es o-complet

(resp. seqüencialment o-complet).

Observi's que la o-convergència i o-f onamentalitat aquí defi-

nides coincideixen amb la t-convergencia i la T-f onamentalitat de-

finides per Papangelou [24]. En efecte, respecte a la convergència

només cal comparar les dues definicions i en quan a la fonamentali_

tat es tracta de provar la següent

0.1.19. Proposició. Sigui G un £-grup commutatiu {x.}. una

xarxa en G. Son equivalents:

a) Existeixen una xarxa ò. 4-0 i un índex i e I de manera que

.-x.|^6.,peracadaj>i i i>

b) Existeixen una • xarxa ó.. 4-0, indexada en el producte carte-

sià del conjunt d'índexos, i un índex (.i ,j ) de manera que

| x . -x . ,| < 6 . . per a tot (i , j ) > ( i ,j ). [Definició de xarxa

T-fonamental de Papangelou] .

Demostració .

(a) =*• b) ) . Posem per a cada (i, j), 6.. = 6. +6.. És immediat que

6. .4-0 i a mes, si k> i, j es te

[x.-x.l <|xi-xk|+|xk-x.| <6i+oj * 6ijf

(M El tema de la completacio en e.m.g. ha. estat considerat en [2]

i [3].
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mentre sigui i > iQ i 3 > j Q , es a dir, (i , j ) > CiQ , J Q ) .

(b) => a l ) . Posem. ô . = ô . . . És immediat que ò . 4-0 i a mes, si k >i , j /
i n i o o o

resulta que per a cada i>k i j > i es té ( i , j ) > ( k ,k ) > ( i ,j )
o o o o o

i per tant I x .-x . I < 6 . . < <5 . . = 6.. •1 D i] 11 i

L'equivalència expressada en la Proposició 0.1.19 estk demos-

trada per a successions en [ 6] .

Si (X,G ,d) is un e.m,g., els conjunts estables pel d-límit

de xarxes (resp. successions) constitueixen una familia de tancats

per a una certa topologia que designarem per T, (resp. T*?) . És a
• Od d

dir, un conjunt FeV (X) es T -tancat si de x. -+ x i{x.} C F se'n

segueix xe F .

En general la d-convergència implica la T -convergència però

no al revés ([ 31] ) .

En cas de ser G commutatiu, X=G. d(x,y)=|x-y| es parlarà de
<j

les topologies de l'ordre T i T per a designar respectivament

O
T i T. i de conjunts o-tancats i seqüencialment o-tancats.

Introduïm ara les normes generalitzades:

0.1.20. Definicions i comentaris. Siguin H un grup i G un

A-grup. Una G-norma (generalitzada) en H es una aplicació n:H->- G

que satisfà:

1) n(x)=0 si i només si x=0;

2) n(x-fy) < n (x) +n (y) , per a tots els x,y6H;

3) n(-x)=n(x), per a cada x6H.

Diem que (H,n) es un grup G-normat.

Tota G-norma n en un grup H determina una distancia genera-

litzada d :HxH •*• G, posant d CA,y) =n (.x-y) , que resulta ser inva-n + n
riant per translacions (d (x+z, y+z)=d Cx,y), per a qualssevol

x,y,zel·l). Recíprocament, tota distància generalitzada invariant

per translacions d:H.xH -»• G^ determina una G-norma n„:H -̂  G , po•+• d + —
sant n , (x)=d(x,O) .d
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Designarem per T i T les topologies induïdes per la dis-

tancia d determinada per n i parlarem, .de xarxes, n-convergents,

n-fqnamentals i de g.rup G-normat n-complet. per a designar respec_

tivament aquests: conceptes referits a la distància associada d .

Si H es un Ar-grup' diem que (H, n) es un ¿-grup G-normat quan

n sigui una G-norma en H compatible amb l'ordre, és a dir, que

satisfà

4) |x| < |y| =* n(x)< n (.y) •

En tot 5,-grup commutatiu G, n(x)=|x| es una G-norma de

A-grup, l'associada a la distància natural.

Una R-norma generalitzada de £-grup en R es la definida

1 1 Xn I
per n (.(x ) ) =2 -̂  1 , l'associada a la distància que, com es

2n 1+lxJ

ben conegut, metritza la topologia de la convergència puntual.

Aquesta A-norma n no és una norma en el sentit usual.

2. L'AMPL·IACIO G D'UN ¿-GRUP.

Si G és un ¿-grup hom pot adjuntar formalment a G , com

en el cas de G=A, un parell d'elements que designarem per +°° i

-°°, pels quals adoptarem els següents convenis. Per a cada a^G:

(±co) ±a =±

+

(±oo) + (±

- oo < a < + <».

Escriurem G=GU{±°°}. Amb aquesta convenció dir que Vx. =+oo (resp.

AX.=-OO) es equivalent a dir que la familia {x.} d'elements x.eG

no està superiorment o-afitada (resp. inferiorment).

(.M En el mateix sentit que Wright ([33]'), el qual considera només

l'element +°°, i que Vulikh ([3í]).
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Si G es c.c. la introducció d'aquests dos elements implica

que donada una xarxa qualsevol {x.} d'elements de G estaran

sempre definits, en G els elements

x « y (A x/,) i x = A l A x ) ,

que anomenarem respectivament o-limit inferior i superior de la

xarxa (x,x no depenen del i elegit). Tenim:

(i)].'. x<+oo *> existeix un índex i el per al qual {x.}. . es

superiorment afita en G.

(ix) x>-<*> •»• existeix un índex i el per al qual {x.}. . es
— o ^ ^ u iJ i > i

Oinferiorment afita en G.

(iii) j£,xeG <* existeix un índex i ei per al qual {x.}. . es
0 •"• ""• ̂  1oafitat en G.

Definint

.a) x.'h + oo si {x. }. es creixent i no està superiorment afjL..

tada en G.
o

b)i x. -*• +°° si existeix una xarxa x!t+<» tal que per a un índex

i ei és xï **= x. per a tot i i> i ,o 1 1 ^ o'

, ° ° _
i anàlogament x.-l·-oo i x. -v -<», resulta que x. -*• x equival a x=x=+eo

o _

i x. -*• -oo a x_=x = -oo, fet que permet estendre la definició de

o-convergència de xarxes en G posant

0.2.1. Definició. Sigui G un ¿-grup c.c.; G l'ampliat de G

amb els elements ±00. Direm que la xarxa {x.} d'elements de G

es o-convergent cap a l'element xeG, i escriurem o-lim x.=x, si

x_=x=x. (Si G és cr-c.c. la definició val només per a successions).

Aquesta generalització de la definició d ' o-convergència fa

que hom utilitzi la que hem donat en 0.1.0, que com hem dit coin-

cideix amb la que Papangelou anomena T-convergència [24], deixant

de banda altres tipus de convergència en ordre que, segons la fi-

nalitat, son considerats per Peresini [25] i Cristescu [10],
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Vulick [31], Aliprantis-Burkinshaw [1] o Papangelou [24].

Observi's finalment que, en les. darreres definicions, no

hi ha cap inconvénient en suposar que els termes de la xarxa o

successió puguin ser no finits, i aleshores es immediat que si

G es G.G., x=+oo sempre que {x.;x.=+œ} es una subxarxa de {x.}.

i, anàlogament, se = -co sempre que {x.; x.= -eo} es una subxarxa de

En aquestes hipòtesis es immediat comprovar que encara es

cert que si {x.} i {y-}-CT son dues xarxes (en G) indexades
o o

en el mateix conjunt, tais que x . •+ x , y . -> y i x.< y. per a

cada i.^ i , aleshores x<y.

També es conserva la compatibilitat de la suma amb 1* o-con-

vergencia en el següent sentit:

0.2.2. Proposició. Sigui G un £-grup; G l'ampliat de G amb
o o

dos elements ±°° . Si x . -> x i y . -> y de manera que l'element x+y

està definit, aleshores existeix un index i el per al qual x . +y .

està definit per a cada i> i ila xarxa {x. +y . } . ̂  . és o-con-o i i i ̂ io
vergent cap a x+y.

En efecte: De les observacions fetes se'n segueix que si x i

y són finits existeix un índex i a partir del qual x. i y. també
o

són finits i per tant és cert que x . +y . -> x+y (Prop. 0.1.7. b)).

Suposem doncs que x ó y són no finits. Per a fixar idees, sigui x=+o>

Aleshores serà ŷ -°° . Si

x! f +00 és tal que x ! < x . per a cada i> j ,
i 1 1 o

y î f y és tal que y ! < y. per a cada i> k ,

pel que hem dit, per a un cert i > j ,k podem suposar que x!>-oo

i y\>-œ per a tot i >i , de manera que estarà definit x ! +y ! i,

per tant també, x . +y . . A més x ! +y ! <x.+y. per a cada i >i i
1 JL 1 1 1 1 " O

y' .+x! f+°°. És a dir, x . +y . Ï* +e»=x+y . Anàlogament es provaria en

cas de ser x = -ço. •



-32-

En canvi no es conserva la compatibilitat amb les operacions

reticulars. Per exemple en el ¿-grup G=fi ampliat considerin-se

les successions definides per x = (n,o) i y =(0,1). Aleshores
o- n n.

xn++oo, Yn -> (0,1); *nAyn = (0,0) T^ (.0,1) = (O, 1) * (+00).

3. FAMÍLIES o-SONABLES EN UN £-GRUP c.c.

Encara que en un £-grup no hi considerem cap topologia hom

pot donar una definició de famílies sumables respecte l'ordre.

Per a notació i terminologia, seguim, donada l'analogia amb la

sumabilitat en grups topologies, la de [ 9] .

Siguin G un £-grup, (a.}. una familia d'elements a.feG i 'K(I)

el filtre de les parts finites d'I que, sempre que no sigui ambigu,

designarem per r .

Per a cada Je^ posem S = 2 a . La col.leccio {S } .^ és
J iej í J J6V~

una xarxa d'elements de G.

0.3.1. Definició. Diem que la família {a-}-eT d'elements d'un

£-grup G és o-sumable en G si i només si existeix el o-lim S ._________^___^____ j

Aquest límit s'anomena la'suma de la família i s'escriu S (a) o

o- 2 a. per a designar-la. Diem .que {a.}. es absolutament
ie I ie

o-sumable quan {¡a.|}. és o-sumable.

Usarem també les notacions {a.}, o-Sa. i {S_} per a designari i J

{a-i},-^T' o- 2 a. i {S } ç, respectivament.
1 lc X 1 ü O c p

De la definició i les propietats del o-límit en un £-grup

se'n segueixen, de forma immediata, les següents propietats:

0.3.2. Proposició. Sigui G un £-grup commutatiu c. c. Aleshp_-

res :

a) Si ía.). ,. i {b.}. _ son dues famílies o-sumables indexades
3. 0.61 i ie I . -

un mateix conjunt I aleshores { a . + b . } . també és o-sumable

i o - 2 ( a . + b . ) = 0-2 a . - H o-2b..
1 1 i i
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b) Si {a.}. és o-sumable aleshores {-a.}. també ho és i
l 1. c X 1 1 g J.

o-2(-ai)=-(or2a.).

En forma semblant al cas de la sumabilitat d'una família d'ele-

ments d'un grup topologie complet hom pot obtenir un equivalent de

l'anomenat criteri de Cauchy que dona una caracterització de la

o-sumabilitat en ¿-grups c.c.

0.3.3. Proposició. Sigui G un ¿-grup c.c. una família {a.}.

és o-sumable en G si i només si existeixen una xarxa 6 _4-O a G, J^,j
i un J eS- de manera que per a cada Je^ amb J3J és I S, |< 5 _ per ao — o ' le1 J
tots els Ke n disjunts amb O.

En efecte: Suposem primerament que {a.} . és o-sumable. Aleshores

{S } és una xarxa o-fonamental. Existeix en conseqüència una xarxa 6 4-0 tal que

Is -S |<6 per a cada J3j ' , j ' efc i 03O . Aleshores, donats J.,Ke^ disjuntsJ J I — •— o

tais que 03 J , considerem J ' = J U.K. És O'e^, O ' 30" i com que S ,=S +S,
— O J J K.

resulta que [s |*í 5 . I això per a cada Ke'fc disjunt amb J i O3_J ,

tal com voliem provar.

Recíprocament, suposem que existeixen una xarxa o_4-0 i, un J ep

de manera que |S |< <$ per a tots els KjJe'i·* disjunts tais que
' ' K ' J

j3j . Volem veure que existeix o-lim S . Com que tot ¿-grup c.c.— o J
és o-complet bastarà provar que (S ) és o-fonamental.

u

Donats J, J 'e r tais que 0".C jGj ' agafem K=O Uj1 . És Kefc, KTl J=0 i KUJ=J'

de .manera que ISj-sji H s
kI^^j• x això, que-és cert sigui quin sigui el J '3 J,

J'eV , ens dona la o-fonainentalitat de {s } que voliem. •
J

Observem que aquesta condició es necessària encara que G no

sigui c.c. i suficient només si G és o-complet.

En la proposició següent donem una relació de propietats refe-

rents a la o-sumabilitat.

j*

0.3.4. Proposició. Sigui G un ¿-grup commutatiu c.c. Aleshores,

a) Tota subfamilia d'una família o-sumable és o-sumable;.

b) Si {a.}. és absolutament o-sumable aleshores és o-sumable i a

més
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c) Si (a. }. T{b. }. _ son dues famílies indexades en un mateix cori

junt I tais que 0<a.<b., per a cada ie I , i {b.} és o-sumable
ie i

aleshores {a.}. també ho es i o-2a. < o-2 b . ;

d) Una família {a. }. es absolutament o-sumable si i només si

les families associades de les parts positives i negatives,

{a. } i {a. }, son o-sumables i aleshores

(i). 0-2 = 2a + o-2a;

Cii) o-2a . = o-2a. - o-2a . .

En efecte:

a) Sigui a= {a . }. una família de termes positius o-sumable i

a1 = {a . }. , una subfamilia (l'C i) . De a.> o en resulta que

ÍS , } , ,. rw . , . i ÍS } _ _CH ,T, son xarxes monòtones creixents;
J J c T1 V I ; J J C p l X }

per tant existeix o-lim S , si i només si {S , } està superiormentJ J

o-afitada. (si G és c. c.). Però aquest és el cas, car S ,̂  S(a) perJ

a tots els J ' e *K (I ' ) . A més serà o- 2 a . < o- S a . .
J- • ^ J_

b) Suposem que {a.}. és una família absolutament o-sumable. Se-

gons la caracterització de la proposició anterior, {a.}. serà

o-sumable si i només si existeixen., una xarxa 64-0, je^ , i un

J e r* de manera que per a cada Jel'* i J->J , és I S, I < 6 per ao -a .c- — o i k l S
tot K6 r1 dis junt amb J.

Per a la família {

amb aquesta propietat, és a dir, tais que

Per a la família { I a .1 }. existeixen una xarxa $_±Q i un Ji i c x j o

2 a - <6
ieK

per a cada JjKeS*, K J =0, J-> J . Però

S | = | 2 a | < 2 | a |
ie k ie k
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de manera que {a.}. serà efectivament o-sumable. A mes de

[ S a . j < S | a . | en resulta que | o-Za . | < o-S | a . | .
i e k x i e k x 1 1

c) Si per a cada jê  posem S_(a) = 2 a. i S_(b)= 2 b. resulta
J iej 1 J iej x

S (a) <S (b) i per tant, essent les dues xarxes monòtones crei-
ü J

xents i{s (b) } o-convergent també ho serà {S,(a)}f d'on la o-su-u J
mabilitat de {a,}. i que o-2a. < o-2b..

d) es conseqüència immediata de la Proposició 0.3.2. i de c) . •

Pel que fa a 1 'associativitat d'aquesta suma en ordre son

certs els següents resultats, vàlids en tot ¿-grup commutatiu c. c.

0.3.5> Proposició. (Associativitat per a famílies absoluta-

ment o-sumables). Siguin {a.} . una família absolutament o-suma
i 1 6 X ~~~

ble en un A-grup commutatiu c. c. i { I } una partició qualsevol

d 1 I. Aleshores si S = o- 2 a., resulta que {S } es absoluta
A . _ i A —ieiA

ment o-sumable i o- S Sy = o- S a . , és a dir,
A6L iel 1

o- 2 a , = o- 2 (o- 2 a. .) .
iel x Xe L iei x

En efecte: Si la família {a.} . es de termes positius i
4- ÌCÌ

S=o- 2 a., posem, per a cada Kep(L), <3= 2 Sv . Hem de veure que
iei x K A

existeix el o-lim a,, i es S . Com que a. >0, (<3V) és una xarxa mo
Is 1 n —

n¿tona creixent i bastarà provar que existeix VQ- i és S.
K

Donat Ke'di), prenguem, per a cada XeK, un J c I, finit qual
A À ~~"

sevol i posem, J= U j . JCI serà finit i tindrem

2 S = 2 2 a = 2 a =» S < S.
A e K JA ^eK ieJ ieJ

Ara bé, el primer terme d'aquesta cadena de igualtats és una suma

finita de termes S_ tais que per a cada AeK és S_ t S , d'on
J J. A
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JK
SA < S'

es a dir, g- <'s. Essent G c.c. i KeT'(L) arbitrari resulta que

existeix Va i is Va < s.
K K

Falta provar que Va =S. Donat un Je^d) considerem el con-
K

junt K={A-eL; J —I n J=0} , que es finit. Es satisfà
A. n ' .

aK = 2 SA > 2 Sj = s .

Així, donat un Je^CI), sempre podem trobar un Ke^CL) tal que

o . > S , d 'on Va > V = S i per tant Va = S, tal com voliemK J (^ S K
J

provar.

En general, si iai}iel

{j S[ } de les sumes
A

és absolutament o-sumable la família

a±

sera, pel que acabem de veure, o-sumable i, corn que | s , | .<| s | *
A A

{S,} serà absolutament o-sumable. A mes, segons 0 .3 .4 . d)
A

o- S a, = o- 2 a. - o- 2 a . ,
ie i 1 ie i x ie i z

de manera que, per 1'associativitat de les famílies de termes po-

altius"{a*}±el

podem escriure

sitius {a.}. i {a.}. i tenint en compte la Proposició O.3.2.

o- 2 a. = 0-2 (o- 2 a.) - o-2 (o- 2 aT) =
ie i x ^ e L ie i, 1 } e L ie î  1

= o - 2 (o- 2 a+ - o- 2 aT)=o-2 (o- 2 (a+-a7))=o-2 (o- 2 a . ) . •
A e L ie i. ·̂ iei. ·̂ A e L ie i^ 1 x /\e L ie I. 1

0.3 .6 . Proposició. Siguin {a.} una famíl ia d 'elements d ' un
"——. ' X le X

2,-grup c.c. G i I~ (j !.. una partició d.' I. Si cada família {a.}.
Ae L Ä x ie I4

es absolutament o-sumable i la família {S } _ de les sumes S = S a
Xs\ eL A
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es absolutament o-sumable, aleshores {a.}. es absolutament o-su-

mable i

o- 2 a = o- 2 (o- 2 a.).
iel AeL ielà 1

En efecte: Sigui |s|j = 2 |a.| i |s| = o- 2 |a.|. La fa-
ie J ^ ie î  x

mília {a.}. serà absolutament o-sumable si existeix el

o-lim |S|
T- Cii l T \
»J C n v -L /

o, equivalentment, si {|S| K ex{I) està superiorment afitat. Ara

be, donat un Je^ (I) considerem el conjunt L ={AeL;J, = l H Jj¿0}
o •A A

que serà finit, així com ho són elsJ\ amb AeL . Aleshores
* O

|s|_= 2 |a.|= 2 (2 |a. |)= 2 |s|_ < 2 |s| < o- 2 |s|.
U . l , . J. , J A . \

o ^ o ^ o o

Per tant ía.}. serà absolutament o-sumable i, per l'associati-

vitat provada en la proposició anterior, serà

o- 2 a. =o-2 Ço- 2 a.). B

Finalment vegem que en general, encara que G no sigui c.c.

val una propietat semblant a la darrera per a famílies o-sumables

i particions finites. És a dir

0.3.7. Proposició. Sigui {a.}. una família d'elements d'un

5,-grup commutatiu G. Si 1= U I es una partició finita d ' l i

{a.}. es o-sumable per a cada X e^Qt aleshores ía.}. es

o-sumable i

0_ 2 a. =, 2 (0-2 a.) .
iei *" XeL iei i

o A

En efecte: N'hi ha prou en provar la propietat per a | L =2.
" o

Posem doncs 1=1 U !„, on 1^ ni2=0/ i suposem {a.}. o-sumafale amb
1 i.- J-1
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suma S, i {a ,} . o-sumable amb suma S .S igu in {6T 1}_^ q¿,T* i 3-€ I ._ 2* ü u C P V.4- -

{6 9 }. -, - : xarxes tais que
S 'J e*Cl)

|S_. -S. I < 5.4 O, per a cada J^ D J1,
U * 1 J i . "~ O

i 1SJ2 -S
2I < V + o, per a cada J2 D J2 .

Per a cada Ke'r(.I) considerem els conjunts K =KI, e H(.I' ). i

1 *? ' '

K_=KI-6CP'(I) , per als quals se satisfa, si KDK =J UJ ,¿2. ' ~ o o o

|SK - (S1+S2) | < Is^-s, 1 + I SK2-s2 I < O^H. 6̂ ,

i posem ÔK = ÔK + ÔK .

És immediat comprovar que {ò } es una xarxa decreixent. A
1C

mes com que donats J^e^(I ) i J^e^CL ) arbitraris, per al conjunt

1 O

K=J U j se satisfà 6„=6_1 + 6T2, resulta que 6 4- ' O . Queda per
K. J J &

tant provat que o-lim S =S +S„f és a dir, que {a.}. és o-suma-
K 1 ^ 3. XC -i.

ble i que

o- S a . = o- S a. + o- 2 a . . •
ie i 1 ie 1 1 ie i x

4. SÈRIES EN UN £-GRUP.

0.4.1. Definició. [ 21] . Donada una successió {x } d'elementsn
d'un ¿-grup G considerem la successió associada de les sumes par-

cials ÍS } definida per a cada ne N per S =x +...+X . Del parell

({x },{s }) en direm una sèrie d'elements de G i la denotarem per
n n • '

o-S x ó o-2x .
n nn

0.4.2. Definició. Direm que la sèrie o-Zx es o-convergent i_____^__-_— n —______^___

que la seva suma es x si i només si o-lim S =x. En aquest cas es-

criurem o-2x =x-
n
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Diem que o-Zx és absolutament o-convergent si la sèrie asso-
n "

ciada dels valors absoluts, o-Z| x | , és o-convergent.

Diem que o-Zx és incondicionalment p-convergent (i escriurem

i.e. per abreujar-ho) si tota reordenada o-convergeix cap a un ma-

teix element.

De la definició i de la compatibilitat de la suma amb la

o-convergència en un £-grup se'n segueix de forma immediata que

en tota sèrie o-Zx o-convergent el terme general tendeix a zero,

és a dir, o-lim x =Q. Semblantment es dedueix fàcilment la següent
n

0.4.3. Proposició. Siguin o-Zx , o-Zy dues sèries en un £-grup. G.

(a) Si les dues son o-convergents i a ^ b , aleshores o-Za < o-Zb . .• n n' n n

(b) Si G és a-c.c. i 0 < a <b , aleshores o-Za < o-Zb en el sentit
n n n n

que si o-Zb és o-convergent, o-Za també ho és i val la desigual
n n —

tat, i si o-2a és o-divergent ( 1) , aleshores o-Zb també ho és.
n n

Donades dues sèries o-Zx i o-Zy en G podem considerar la sè-

rie o-S(x H-y ), que anomenarem la sèrie suma de les dues primeres.

Les convergències d'una i altra estan relacionades de la forma se-

güent:

0.4.4. Proposició. Siguin o-Zx , o-Zy dues sèries d'elements

d'un £-grup commutatiu G i considerem la sèrie suma o-Z(x +y ).

a) Si o-Zx i o-Zy son o-convergents aleshores o-Z(x +y ) també
n n n n

ho és i o-Z(x +y )= o-Zx + °-2y„;n n n n

b) Si x > O, y > O i G és a-c.c. aleshores de l' o-convergència

de la- sèrie suma o-Z (x +y ) se'n segueix la de les dues series
n n

o-Zx +o-Zy i encara val o-Z(x +y )=o-Zx +o-Zy .

Efectivament, la definició d 1 o-convergencia i la compatibi-

litat de la suma amb 1' o-convergencia en un £-grup asseguren a).

C1) En cas de ser G a-c.c. una sèrie de termes positius o-Zx o bé

és o-convergent o bé o-lim S = +00. En aquest cas diem que la

sèrie és o-divergent.
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I respecte a b) basta, referir-se a la Proposició anterior, part

b) . D

Donada una sèrie o-Zx podem considerar les sèries associa-

des dels valors absoluts, o-z|x - I , i de les parts positives i ne_

gatives, o-Zx i o-Zx , dels termes de la serie. Del que acabemn n •
de dir en resulta;

0.4.5. Proposició. Una sárie o-Sx en un A-grup commutatiu

cf-c.c. és absolutament o-convergent si i només si o-Zx i o-Zxn n
són o-convergents i aleshores

a) o-Si x I = o-Zx -f o-Zx ;1 n1 n n

b) o-Sx es o-convergent i o-Zx = o-Zx - o-Zx ;n n n n

c) |o-Zxn I < °-
slxn

És d'observar que aquesta darrera desigualtat te sentit sem-

pre que o-Zx sigui o-convergent, tant si o-Z|x | ho es com si no

ho és, car aleshores serà o-S|x I = +œ (en G).1 n '

Finalment, els termes d'una sèrie o-£x determinen una famí-n
lia del qual es pot estudiar I1 o-sumabilitat.

Direm que la sèrie o-Zx es o-sumable quan la família dels

seus termes is o-sumable.

Les relacions entre les diferents o-converg'encies de la sèrie

i l ' o-sumabilitat estan expressades en la segü'ent: ~

0 .4 .6 . Proposició. En un ¿-grup G commutatiu,

a) Tota sèrie o-sumable amb suma x es incondicionalment o-conver-

gent cap a x.

b) Per a una sèrie de termes positius ser o-convergent is equiva-

lent a ser o-sumable,•

c) Si G es CT-C.C. aleshores tota sèrie absolutament o.-convergent is

o-sumable i incondicionalment o-convergent.
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En efecte:

a) es immediat, tenint en compte que la successió de les sûmes

parcials, en qualsevol reordenació de la série, es una subxarxa

de la xarxa de les sumes finites {S } Q ..

Pel que fa a b), basta provar que si els termes de la série

o-convergent son positius, aleshores {S } és una xarxa monòtonaJ
creixent per a la qual, si posem n = max {neJ}, es S < SJ J nJ

D'aquí que sigui o-convergent i a mes que o-lim S = o-lim S .J n

Finalment, quant a c) només cal recordar que si G és (j-c.c.,

aleshores tota sèr.ie absolutament o-convergent és o-convergent. •



C A P I T O L

Funcions de conjunt G-addtt-ives en

ordre valorades en un l-grup
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1 . DEFINICIONS I PROPIETATS GENERALS.

En tot el que segueix X és un conjunt no buit, a un anell

de parts de X (es a dir, estable respecte diferència i unions

finites), G l'ampliat d'un ¿-grup G, segons ha estat indicat en

l'apartat 2 del Capítol 0.

1.1.1. Definicions. Direm que una funció de conjunt m:<X -t- G

is una mesura additiva, o simplement una mesura quan satisfaci

les següents condicions:

a) prengui, si es el cas, un dels valors +<»,-<» com a màxim,

b) m(AU B)=m(A)+m(B), per a qualssevol A,Béa tais que AB=0.

Si a mes satisfà:

c) m(U A ) = o-S m(A ),
n n

per .a tota successió ÍA }Ca de conjunts mútuament disjunts tal

que U A e a, direm que m es una mesura 0-additiva en ordre o sim

plement una o-mesura (essent la sèrie o-S m(A ) incondicionalment

convergent en ordre cap a m(UA )).

A menys que sigui m(a)={+°°} 6 m(a)={-co}J és m(0)=0. Direm

que m es finita quan m(a) CG i si a més m(a) és o-afitat en G,

direm que m és o-afitada. En cas de ser G un 5,-grup c.c., dir que

m és o-afitada és equivalent a dir que té sentit associar a m

l'element de G

II m II = v{ | m (A) | ;Aea} .

Direm que m és positiva quan m(a) CG =G U{+°°}. Quan m sigui po-

sitiva i finita direm que m és una probabilitat generalitzada o

una o-probabilitat.

Observi's que en la sèrie o-2 m(A ) pot aparèixer algun ter-

me no finit; en aquest cas, com es desprèn de les observacions

fetes arran de la Definició O.2.1., la condició c), segueix tenint

sentit.
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Doneia a continuació un exemple simple però significatiu

v

1.1.2. Exemple d'una o-mesura. Considerem el ¿-grup b.(fî )

de les funcions reals afitades definides en un conjunt X amb la

suma i l'ordre puntuals. Sigui a una a-àlgebra de parts de X. La

funció de conjunt

m:a

que fa correspondre a cada conjunt Aea, la funció característica

(p , és una o-mesura positiva i o-afitada, és a dir, una o-proba-

bilitat, que no és mesura si considerem en b(A ) la topologia de

la convergència uniforme.

En efecte, 1 ' additivitat és immediata; per a la 0-additivitat és

suficient recordar que en b(f? ) la o-convergència de successions

monòtones equival a la convergència puntual i per tant, si {A }C a
n

és una successió de conjunts mútuament disjunts,

n n
0-2 m(A )=o-lim 2 m(A.)=o-lim m( U A.)=o-lim V n =

n i=l L i=1 1 ^ i

n

En canvi la sèrie £m(A ) no és convergent per la topologia de la
n

convergència uniforme, car

n
H m CA* - 2 m(.A > H - I H P - ^ n ^ l - 1 ,

i=1 i=1 i

per a cada ne#. És a dir, m no és -mesura com a funció de conjunt
v

valorada en l'espai de Banach b (R ). •

Es diu que una topologia ̂  en un £,-grup es g-compatible ([ 33] )

quan és topologia de grup i per a tota successió monòtona x t x res-

sultà que x •*• x. L'exemple que acabem de considerar mostra que la

topologìa de la convergència uniforme en b (j? ) no és g-compatible.

En canvi ho és la topologia de la convergència puntual«

No tot £-grup admetrà topologies Hausdorf f ^-compatibles , com
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pot veure's en el següent exemple (Floyd, .[16]):

Exemple. Sigui G=B°°[ 0., 1 ] / ,. on B°°[ O , 1 ] designa l'àlgebra

reticulada de les funcions reals mesurables afitades en [0,1] i

M l'ideal de les que s'anuí.Ien fora d'un conjunt magre. L'apli-

cació (x,y) ->• x-y de ExE en E no es simultàniament contínua res-

pecte a les dues variables per a cap topologia T^ .en E a-compati_

ble amb l'ordre d'E.

En les proposicions que segueixen recollim les propietats

generals que comporta 1'additivitat i en especial la a-additivi-

tat en ordre. En particular, obtenim una caracterització de les

mesures additives que son a-additives en ordre en termes de con-

tinuïtat seqüencial, anàloga a la coneguda per a mesures escalars

o vectorials.

1.1.3. Proposició.

a) Si nua -*• G és additiva aleshores m(A u B) +m CA n B) =m (A) +m (B)

per a qualssevol A,Bea.

b) Si m:tt -*• G es additiva aleshores m és creixent, finitament

sub-additiva i superadditiva respecte a families arbitràries

de conjunts mútuament disjunts.

En efecte: Provarem la propietat referent a la superadditi-

vitat, que pressuposa la o-convergència, perquè la demostració

de les altres pot establir-se seguint la metodologia de les me-

sures reals.

Sigui ÍA.) Ca una familia de conjunts mútuament disjunts
1 iei

tais que A=UA.ea» Cal provar que m( UA.)> o-2 m(A.}. Si m(A.)=-H»

per a algun iei, serà m(A)=+oo i per tant la desigualtat is certa.

Suposem doncs que m(A.)<-h» per a cada iel. Recordem que S=o-2 m(A.)

és el o-límit de la xarxa (S,), de les sumes
ü J

ST = 2 m CA'.) ,
J ieJ x

indexada en el conjunt filtrant1^ de les parts finites d' I. Per

a cada J ê  es té
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m(. U A.) = S m (A.) = S .
iej x iej x J

Ara bë, de m> 0 se1 n dedueix tambe que m( u A.)^m(A) i que S fS,
ici x J

de manera que m(A)> S, tant si S=+OQ corn si S <+<». •

1.1.4. Proposició. Sigui m: a •+• G additiva. Son équivalents

les següents propietats:

a) m es CT-additiva en ordre;

o
b) Si A tA en a, aleshores m(A ) -»• m(A) .

n n

En efecte:

(a) =* b) ) . Sigui {A }c a una successió tal que A f A i Aea. Hem de
o n n

veure que m(A ) •»• m(A). Si posem B =A. i B =A -A " p e r a n>1,
n 1 i n n n— 1

resulta que B ea, els B son mútuament disjunts,
n n

n
U B , = A i ' U B = A.
. , i n n
1= 1 n

Per la cr-additivitat en ordre de m tenim:

n n
m ( A ) = o - S m ( B )=o-lim S m ( B . ) = o - l i m ( U B . )=o- l im m ( A }.

n . . i . i n
1=1 X.= 1

(b) =*• a) ) . Sigui (A }C a una successió de conjunts mútuament dis-
n

junts tal que A= UA ea. Hem de veure que m(A)=o-S m(A ) . Si per a

algun ne# es m(A ) =±°° aleshores m(A)=±oo i es certa . la igualtat.
n

Suposem doncs m(A )̂ l« per a neN . Aleshores si posem, per a cada
n n

n, B = u A., resulta que B ea i B fA i per tant, que
n L I 2. n

n
m(A)=o-lim m(B )=o-lim S m(A.)=o-S m(A ). •

n i=1 i n

Hem vist que una mesura additiva respecta el pas al límit en

successions monòtones creixents si i només si is CT-additiva en or

dre. No ocorre el mateix, en general, amb les successions monòto_

nes decreixents a menys que posem alguna condició a la mesura o a

la successió. Precisant, tenim la següent
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1.1.5. Proposició. Sigui m:a -v G additiva. Aleshores

a) Si m es O-additiva en ordre, resulta que m(A ) -»• O cada vega
n • —

da que A 4- 0 en a i míA^^ ±°° ;

o
b) S,i m és finita i m(A ) -*• O cada vegada que A -f j? en a, ales-

hores m és cr-additiva en ordre.

En efecte:

a) Sigui (A }C a una successió de conjunts tal que A -f0 i m(A )^+oo;

aleshores m(A ) jí±<*> per a tot n>1. Hem de veure que m(A ) -*• O.

Posem B =A -A ; resulta que B e'a î els B son mútuament disjunts,n n n+1 n n
UB =A, i

n 1

n+1
U B.=A-A ,

de manera que m(A } = o-2 m(B ) i per tant

n+1
o-lim m (A ) = o-lim [ m (A ) - 2 m (.A. ) ] =0.

n i-1

Observi's que el raonament continua essent vàlid si m(A.)^ ±<» per

a algun i, encara que sigui i> 1.

b) Sigui (A }Ca una successió de conjunts mútuament disjunts tal

que A= U A e<Z. Posem

n
B = A i B =A- U A.= U A., per a cada n>1 .
1 n . , i . ii=1 i> n

o
Es compleix que B ea, B -f $ i, per tant, m(B ) -»- O. D'altra banda,

n n
0-2 m(A )=o-lim 2 m(A.)=o-lim m( u A.)=o-lim m(A-B ),

n i-1 i i-1 1- n

i essent m finita, m(A-B )=m(A)-m(B ), de manera que resulta en

definitiva, o-2 m(A )=m(A), com s'.havia de veure. Observi's que
n

en la demostració és essencial que m sigui finita. •

Resumint podem posar:

1 . 1.6. Ço r oi. lari. Sigui m:a->- G additiva i finita. Són equi-
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valents les següents propietats:

a) m es 0-additiva en ordre;

b) A +A => m CA ) + m (A) ;n n

c) A *A => m (A ) ->• m (A) ;n n

d) A 10 => m ( A ) + 0.n n

Amb aquest corol·lari posem en evidència que/ essent m finita,

son respectats els límits de successions monòtones de conjunts de a,

En general, si a, es una a-àlgebra, hom pot considerar els límits in-

ferior i superior d'una successió (A ]ca i s'obté la següent

1.1.7. Proposició. Sigui m:d -> G cr-additiva en ordre defini-

da en la g-àlgebrayG un £-grup cr-c.c. i {A }ca
 una successió de

conjunts de a. Aleshores

m (lim A )< o-lim m(A )< o-lim m (A }< m(lim A )—-~~ n —̂ n n n

(o-lim m(A ) i o-lim m(A ) considerats en G),
n n

En efecte: Basant-nos en b) i c) del Corol·lari anterior

m (lim A ) =m ( U . n A . ) = V m (. fi A . ) < V A m ( A . ) =o-lim m (A ) ,
n n i> n 1 n i> n L n i> ñ 1 n

m(lim A )=m( n u A.)= A m( U A . ) > A V m(A.)=o-lim m(A ).n . ^ i . ^ ^ i . ̂  i nn i >n n i >n n i> n

1.1.8. Corol.lari. En les hipòtesis de la proposició anterior,

si A=lim A aleshores m(A)=o-lim m(A ).
n n

Donem a continuació un parell d'exemples d'o-mesures.

1.1.9. Exemple d'una o-mesura finita no positiva. Siguin I

un conjunt qualsevol, a una àlgebra de parts d'un conjunt X i

{m. :a -*• R; Lei} una col·lecció de mesures reals. Les mesures m.
1 I 1

determinen una o-mesura m:a -»• R , definida per m(A) = (.m (A) ) , que

és o-afitada si i només si les m.̂  són afitades.
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En efecte, m és naturalment additiva; com que en R la o-con_

vergència de successions equival a la convergència per coordenades,

resultarà, de la a-additivitat de les m., que sempre que A \-$ en a, -
O 1 ïl

mCA ) - » - O i això es suficient, essent m finita, per a la 0-addi- ..

tivitat en ordre de m.

D'altra banda es immediat que m és o-afitada si i només si ca_

da m. es afitada.

1.1.10. Exemple d'una o-mesura no finita. Considerem una col.

leccio (m.) . indexada en un conjunt I, de mesures reals a-additi_

ves en una a-àlgebra tt, i suposem que cada m. és finita excepte per

a un índex i=i pel qual m. és no finita i positiva. Considerem el
o i

I °
•2—grup producte R ampliat amb . ±°° i posem per a cada A£tt

+00 , si m. (A) =+oo
o

m(A) ={
í (m. (A)), si m. (A) < +00.

o

Aquesta funció de conjunt m: a -*• R o{±a>} es una -mesura.

En efecte: Només provarem que es a-additiva en ordre. Per a

això sigui A tA una successió creixent de conjunts d 1 a; cal veu-
o ,

re que m (A ) -*• m (A) :

Si m(A)<+°°, serà m(A ) <+°° per a cada n. i per tan.t m. (A ) -»• m. (A)
n i n i

o

en R, per a cada iel; i doncs m(A ) = (m (A )) -*• (m. (A) ) =m (A) .

Si m(A)=+°°, es m. (A) =+°° i aleshores o bé m. (A )<+<», per a
o o

cada neNt o bé m. (A ) =°° per a algun n .
i n oo o •

Si m. (A }<+<» per a cada n aleshores, .en ser m. ^ o, és
i n io o

o
m. (A ) =b t+°° i per tant també m ( A ) -»• +<» car, posant a. =sup| m . (A) I ,i n n n i ' i '

o
per a i^i , i

a = (an ) e R11 on a? = -a. si i?5i i ou =b ,
n i J

1 x ° o

s 'obté una successió a f+<» en R tal que a < m (.A ) per a cada n.n n n

Si m. ('A ) ~+°° , aleshores m(A ) =+«> per a cada n>n i per tant
i n n °o o
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o
m ( A 3 -*• +00 car/ si posem

a =(a n )6Ä I

n x

. . . . .a. =n x 0..--SL. per a x^x. , sx
X X X O

n . n . . . .a. =o x a.--a. per a xpx , sx n <n
X X X O O 'o

obtenim una successió a f+°° en R tal que a < m ( A ) per a cadan n n
n. «

. 2. EL GRUP RETICULAT DE LE_S MESURES O-AFIT'ADES .

Siguin G un ¿-grup i a un anell de parts d'un conjunt X. Po-

dem considerar els següents conjunts de mesures definides en &

i valorades en G:

a = a(&;G) additives no necessàriament finites,

a_-a (tt;G) additives i finites/
F F

ba=ba(ß;G) additives finites i o-afitades,

i els subconjunts respectius de g-additives en ordre ca, ca i
F

bea.

Entre els elements de a que no prenen valors impropis dife-

rents podem definir una .suma posant, si m7nea i Aea, (m+n) (A) =

= m(A)+n(A)/ que resulta ser associativa i commutativa. La mesura

idènticament nul.la es el neutre per a aquesta suma, però no exis_

teix invers en general. En el conjunt a hi podem definir també un

ordre parcial posant, si m, ne a, m^n si m(A)>n(A3 per a cada Aea.

Estudiem a continuació les propietats bàsiques en relació a

l'ordre i la suma suara definits.

1.2.1. P ropo s i c i 6/ (propietats de l'ordre). Si G es c.c.,

aleshores

a) En el parcialment ordenat (a,< ) existeixen, per a cada mea,

els elements mVO/ niAU i mv(-m) (per O designem la mesura idènti-
-i- w» '

cament nul.la) denotats per m , m i [m| respectivament, els quals
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satisfan

Ci) m (A) = y{m(B); B C A, Bea}

(ii) m" CA) = -A{m(B); B C A, Bea}

(iii) | m| = m + m

(iv) m = m + m quan m is finita p pren el valor + œ

m = m - m quan m es finita o pren el valor - °°

A mis si meca aleshores m ,m ,[mleca.

b) Si {m } és una col·lecció d'elements m ea tal que per a un
a ote & a u * ' •

cert mea que no pren el valor +<»(resp. -») , es m <m (.resp. m > m)

per a cada aeJi , aleshores existeix Viti en a (.resp.A m ) . I si

m,m eca i Vm (R.) > -« per a cada Aea (resp.A m ÇA). < +<») , alesho-

res Vm eca (resp.A meca).
a a

Demostració de a). Sigui m qualsevol mesura de a i considerem

la funció de conjunt M:a -»• G definida per
;

MCA) = V{ m (B); B C A, Bea}.

Es tracta de comprovar que Mea i que M=m v o. Si A,A'ea son tais

que AA'=0 hem de veure que M (A U A 1 ) =M (A) +M (A ' ) . Si M (.A) ô M(A') es

+ OQ no cal provar res. Suposem per tant que M(A)<+<» i M (A1 )<+«>.

Aleshores donat un C C AU A', Cea, tenim

m CO »m (CA) +m (CA ' ) < M (A) +M (A ' ) ,

d'on prenent suprems resulta M(.AUA')< M(A)+M(A'). D'altra banda,

si B CA i B1 CA1 on B,B'ea, es"

m (B) -f- m (B1) - m(BUB')< M (A U A1),

d'on prenent suprems sobre els B CA i B' CA' resulta M(.A)+M(A')<

<M(A UA1). Per a veure que M=m v ü observem en primer lloc que

de la definició de M es M>0 i M>m. Sigui ara nea.tal que n>0 i

n>m? per a cada Aea i B CA, Bea, tenim m (B) < n (B). < n (A) , d'on

M (A) < n CA), es a dir M<n.
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Pel que acabem de veure, donada qualsevol mesura m£a està

assegurada d'existència de (-m) = (-m)vQ, on -m es la mesura de-

finida per (-m) (A) =-m(A) ,- d'altra banda es immediat comprovar

que (-m) vQ=- (mAQ) , d'on en resulten l'existència de la mesura

m i la igualtat de (ü) .

Finalment vegem que m + m =mv(.-m) , amb la qual cosa queda-

ran provats l'existència de la mesura | mj i (iii) . Certament
i

m + m es una mesura que majora m i -m alhora. Sigui neó, tal

que n ̂ sm i n ̂ -m; cal veure que n >m + m . Com que n(A) > |m(A) I ,

n és positiva i, per tant, per a cada Aea,n(A)eG, ô n(A)=+œ. Si

n (A) =+oo no hi ha res a dir; en cas contrari, com que també n>m i

n>m serà m (A)<+oo i m (A)<+<» i també m(B)eG, per a tots els Bea

tais que B CA, com es dedueix de les expressions de (i) i (ü) . Po_

drem escriure en conseqüència, posant V m(B) per a designar
BC_A

V { m ( B ) ; BCA, Bea} i anàlogament per a l 'expressió de ( i i ) ,

m + ( A ) + m ~ ( A ) = V m ( B ) + v [ - m ( c ) ] = V {m ( B ) -m(.c) } .
CCA B, CCA

Per tant, donats B, C Ç_A qualssevol tenim

m (B) -m(C) =m(B-C)+m(BC) -m(C-B) -m(.BC) <

< n(B-C)+n(C-B) < n (B UC) <n(A)

+ —
d'on, prenent suprems respecte als B,CCA resulta m (A) +m (A)<n(A),

tal com voliem provar.

Falta ve,ure les relacions enunciades en (iv) . Si m és finita

o pren el valor +«>, és, si m(A)=+«>, m (A)=+=° i per tant m (A) =

=m(A)+m~(A); i si m(A)<+«>, com que per a tots els BCA serà m (B) <+«>,

podrem escriure

m+(A)= V m(B)= V m(A-C)= V {m (A) -m (C) } =m (A) - A m (C) =m (A) +m+ (A) .
BCA CÇA CCA CCA

Si m és finita o pren el valor -oo aleshores -m és finita o pren el

valor +00 i per tant (-m) =-m+(-m) , es a dir, m =m -m.

Per acabar vegem que si meca aleshores m eca i per tant també

m~, |m|eca. Donada una successió' {A }C a de conjunts mútuament dis-
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junts tais que A = U A e a , cal veure que m+(À) =o-£ m* (.A )• En ser
t ** ' l i

m additiva i positiva serà també superadditiva (Proposició 1.1.3b))

i per tant m CA)>o- 2m+(A ). Falta veure l'altra desigualtat: Si
•+• n

o- 2m (.A ) =+oo no hi ha res a dir. En cas contrari considerem qualse-

vol conjunt B e a tal que BCA. Posem B =AA . De la a-additivitat en or
+ ~~ n n + ~

dre de m i de m C B n 5 < m ( A n ) s e ' n dedueix que m ( B ) =o- £ni (B )< o -2m (A ),

d'on, prenent suprem sobre els BCA, se segueix m+(A)<o-2m (A ).

Demostració de b). Sigui {m } _ una col·lecció de mesures
a aeíl

m ea tais que per a una certa mesura mea es

m < m, per a tots els a ejl /

i m(A)<+<», per a tots els A ea .

Per a cada Aea posem

n(.A)= V{ 2 ma (Ai); {Ai>eD(A),{ at} C5l>

on D(A) designa el conjunt de les particions finites de A en a.

Obtenim d'aquesta manera una funció de conjunt n: a -»• G. Es tracta

de veure que nea i que n=Vm .

En primer lloc n no pren el valor +<» car per a qualssevol

ÍA.}eD(A) i {a.lCsíL es te 2 m (A . ) < 2 m(A. ) =m(A) <+«. Vegem que
X X Ct « i- i

n is additiva: Si A,Bea son conjunts tais que AB=0, cal veure que

n(AU B)=n(A)+n(B) . Considerem particions {Ai>eD(A), {B.}eD(B) i

conjunts d'íridexos {a . } ,Í3 . ) C Si arbitraris; la col.leccio de

conjunts {A.}UÍB.} es una partició d 1 AU B de manera que

2 m (A.) +2 mß (B.)< n(AUB),
CL . 1 P . 3
i D

d'on n(A)+n(B) <n(AUB). D'altra banda, donats {Ci>eD(AUB) i

í a.J-CJl , obtenim particions {A^eDtA) i {B..]eD(B) posant A. =AC.

i B.=BC . , de manera que

2 m (C.) =2 m CA.5 +£ m (B. ) < n(.A)+n{B)
ot, x . et « L ot • i

i per tant n(AUB)< n(.A)+n(B). Pel que fa a la igualtat n=Vm ,
a

observi's que per construcció n>m per a cada aejt« i si n' ea és

tal que n1 > m , per a cada a ejt, aleshores resulta que
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S ma (AJ < S n' (Ai) = n' (A) ,

per a qualssevol '{A^eDÍA) i {a. } cjí.... Per tant n(A) < n1 (A),, es

a dir, n= Vm .

Si les mesures m^mea son g-additives en ordre de manera que

Vma(A) >-°° per a tots els Aea, aleshores n també es er-additiva en

ordre. Efectivament, per a cada Aea i ae5l és m (A) < n (A) < m(A)

d'on, si m no pren el valor +°°, cada vegada que A ^0 ena tindrem,
o o o n

de m (An) -»- O i m(An) ->• O, que n (A) ->• O . I com que n és addi-

tiva i no pren ni el valor +<» ni el valor -°°, ja que n (A) ̂  Vm (A) >

>-oo per hipòtesi, això es suficient per a la a-additivitat en ordre

de n.

Finalment, és immediat comprovar que si {m } - és una col·lec-

ció de mesures m^ea tais que per a una certa mesura me a.que no pren

el valor -ra, és m >m, per a cada aeTb aleshores V(-m )=-Am i.
a .J . : a a

per tant, en cas de ser m,m e ca i Am (A) <+°° per a cada Aea, serà

y\m eca. La Proposició està demostrada. •

En tot el que segueix suposem que G és c.c.

1.2.2. Proposició, (a ,+,< ) és un grup ordenat c.c. del qual

ba i ca en són subgrups ordenats convexos i c.c. considerats com

a grups ordenats.

En efecte: És immediat comprovar que en a l'ordre és compa-

tible amb la suma, i l'apartat b) de la proposició anterior ens

assegura la completesa condicional d'aquest grup ordenat^així com.

la dels grups ordenats ca i ba. És immediat que ba és subgrup con_

vex, i de la caracterització de la cr-additivitat (1.1.6) en resulta

que ca es subgrup convex de a . •
F c

1.2.3. Proposició. (ba,H-,< ) és un ¿-grup c.c. del qual bea

ne's un subgrup sòlid i c.c. considerat com a £-grup.

Demostració. En ser ba un grup ordenat bastarà provar que exi£

teix mvo, per a tot meba, per a poder afirmar que és un ¿-grup. La

Proposició 1.2.1. a) ens assegura 1 ' existe'ncia de m =mv O en a, perb.
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és immediat veure que m+eba quan meba, car es té

+ + " '
0< m (A) < m (X) = V { m ( A ) ; R.ea}< +<a.

El subgrup bea es també subreticle ja que si mebca aleshores m ,

que és un element de ba, és a més ff-additiva en ordre, segons hem

vist en 1.2.1. a). Finalment, de la caracterització de la 0-addi-

tivitat (1.1.6.) se'n segueix que bea es convex en ba i per tant

un ¿-grup c.c. •

1.2.4. Exemples d. o-mesures o-afitades. Sigui a una cr-àlge-

bra de parts d'un conjunt X.

a) Sigui (m.) una col.leccio de mesures reals m.:a -*•/? cr-additi-

ves i per tant afitades. La o-mesura m:d -»• R , definida com en l'e-

xemple 1.1.9., per m(A)=(m.(A)) és o-afitada. Amés m (A)=(mt(A)),

m~(A) = (m7 (A) ) i |m

Xb) Sigui f:X "+R una funció qualsevol. La funció de conjunt nuo.-*-

definida per m ( A ) = f i / ? és una o-mesura o-afi tada per a la qual
+ + - - i i i i

m ( A ) = f <p , m ( A ) = f \p i | m| ( A ) = \ f \ ( p .
A ** «

La Proposició 1.2.2. és la que en definitiva ens permet obte-

nir una anàleg del teorema de descomposició de Jordan-Hahn per a

les mesures valorades en ¿-grups c.c.

1.2.5. Teorema . (de Jordan-Hahn) . Una mesura m:Ct -»• G additiva,

en un anell a de parts d'un conjunt X i valorada en un ¿-grup c.c.

G, és expressable com a diferencia de dues mesures positives i fi-

nites : si i només si és o-afitada. Si m és cr-additiva en ordre

aleshores aquestes dues també ho són.

Demostració. Si m=m -m on les m ,m són mesures positives i

finites, evidentment m és o-afitada. Recíprocament si m és o-afita-

da les mesures m+ i m~ determinades en el £-grup ba donen la descoin

posició de m desitjada. •

1.2.6. Comentaris.

a) Aquest teorema inclou en particular el que donen Fayres i Morrison
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en [15] referent a la descomposició de les funcions additives

m:O. -». v en una algebra de Boole' i a valors en un espai vectorial

reticulat c.c. V, i que és obtinguda amb tècniques pròpies d'es-

pais vectorials reticulats.

b) En el cas de mesures reals no finites m:& -> ]?, 0-additives en

una 0-algebra ,. encara és possible donar un teorema de descompo- •

sició del tipus de Jordan-Hahn. És obligat preguntar-nos si en el

nostre cas de mesures en ordre serà també possible.

Per a mesures reals aquesta descomposició s'obté via el con_

junt de descomposició de Jordan; si D és tal conjunt per a la me-
,„1„ «m, £*

sura m, aleshores m (A)=m(AD) i m (A)=-m(AD ) són dues mesures

positives, almenys una d'elles finita, que satisfan m=m -m . En

primer lloc, la pretensió de trobar un conjunt de descomposició

es vana en general, fins i tot quan es treballa amb mesures vec-

torials valorades en espais de Banach de dimensió finita, com mosï_

tra la següent

1.2.7. Exempled'una o-mesurasense conjunt de descomposició.

Siguin m. :O. -> R, i=1,2, dues mesures 0-additives en una 0-àlgebra
1 2

O-. La funció de conjunt m:a -»• R definida per m (A) = (m, (A) ,m (A) )
2 ,.

és una o-mesura, i una mesura en l'espai normat R , que no té con_

junt de descomposició de Jordan.

Efectivament, si existis un tal conjunt D de manera que m fos

positiva en D i negativa en DC, aleshores m1 i m serien totes dues

positives en D i negatives en Dc, fet que contradiu l'arbitrarietat

de m i m . \

Exclosa la possibilitat d'obtenir la descomposició via el con_

junt de Jordan, observi's que és possible expressar m:<*-.••»• G, addi-

tiva, com a diferencia de dues additives i positives només si almenys

una d'elles és finita o", equivalentment, si almenys una de les dues

mesures m o' m és finita.

És ben sabut que per al teorema de descomposició de Jordan-

Hahn en el camp de les mesures reals, és essencial treballar amb

mesures CT-additives definides en 0-àlgebres. És a dir per a una

mesura real m (finita o no) que no sigui 0-additiva ó, que essent-ho,
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no estigui definida en una a-algebra, pot molt ben ser que m i

m siguin totes dues no finites. Per tant l'interès estarà en

veure si per a una mesura m valorada en un ¿-grup CT-additiva en

ordre i definida en una a-algebra is possible que m i m siguin

no finites. I així és com mostren els següents exemples:

1 . 2.8 .Exemple. Una o-mesura en una a-algebra, no finita i

rio ëx'pressable com a diferència de dues o-mesures positives. Sigui

a una àlgebra finita. És tambe cr-àlgebra. Sigui m -.o- -»• R una me-

sura positiva no finita. La funció de conjunt

m:tt ->• R2

si m (A) =+œo

(m (A),-m (A)), si m (A) <+<».
o o o

2
valorada en l'ampliat del &-grup R amb dos elements impropis ±00

segons els convenis usuals es una o-mesura no finita, en una

g-àlgebra, per a la qual m i m són no finites.

En efecte, és immediat que m es additiva i també cr-additiva

en ordre ja que si A fA en a, ha de ser A =A a partir d'un cert n

i per tant m(A ) -»• m(A), tant si m(A)=+<» com si m(A)<+<». A més

+ 00 , si m (A)
m+(A)= '

(m (A),o) , si m (A) < +«,
o o

m (A) =

• +00 , si m (A) =

(O,m (A) ) , si m (A) <
o o

Observi's que si a no fos àlgebra finita podria ser que m no fos

cr-additiva en ordre car, si bé en el cas de ser AntA i mQ (A)< + oo

seria m(A ) 4- m(A), en canvi si fos mQ (A) =+<» i mQ (An) <+<» per a

cada netf, resultaria que m(An) -/* +co- •

c) una conseqüència de l'existència del conjunt de descomposició

de Jordan, per a una mesura real cr-additiva definida en una a-àl_

gebra, és, via el teorema de descomposició de Jordan-Hahn, la
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propietat que tota mesura real o-additiva en una O-'algerba fini-

ta és afitada.

Tots els exemples d* o-mesures finites definides en O-klge-

bres que hem considerat fins aquí son tambe o-afitades, poro ba£

ta donar una ullada a la demostració directa d'aquesta propietat

(per exemple en [13] ) per adonar-se'n que depèn fortament de

l'ordenació total de R, de manera que és previsible que, en aubs_

tituir R per un ¿-grup qualsevol, tal propietat ja no es satisfa^

ci. Z efectivament així és, com mostra el següent

1.2.9. Exemple d'una o-mesura en una o-klgebra, finita i no

o-afitada. Siguin X un conjunt no numerable, a la O-algebra nume-

rable - conumerable en X i G el ¿-grup c.c. de les funcions reals

definides en X de suport numerable. La funció do conjunt m:a •*• G

definida per

m(A)

si A és numerable,

V e , si A és co-numerable,
£\

és una o-mesura no o-afitada.

Efectivament, com a funció de conjunt no est*a o-afitada car

els singletons són elements de l'àlgebra pels quals m({x})-6 i

{6 ;xex} no està o-afitat en G.

El que cal comprovar és que m és una O-mesura. Vegem que m es

additiva: Siguin A,Bea disjunts; cal veure que m (AU B)»m(A)+m(B) .

A i B no poden ser tots dos conumerables car aleshores de

X=(AB)C=A°U BC se'n seguiria que X és numerable. Per tant, o són

tots dos numerables i aleshores AU B també ho es i

m(AUB) « V A U B * fh + V»B » m(A)+m(B),

o l'un és numerable, A, i l'altre és conumerable, B, de manera que

AU B és conumerable i es té

m(AUB). - - * c - - * c c



-59-

Pel que fa a la CF-additivitat, com. que m es additiva i fi-
o

nita, bastara pr.ova,r que m (A ) + O cada vegada que A 4-0 en a.n • n

Considerem una successió A 4-0 en a. No poden ser tots els

conjunts conumerables car de AcfX se'n seguiria que X is numera_

ble; per tant, al menys per a un n , A és numerable i alesho-
o no

res ja ho son tots els A amb n> n , de manera que m (A )= V
n o n An

En conseqüència m CA )4-0, tal com voliem provar.

Naturalment, si m no es o-afitada no es podrà, posar com a

diferencia de dues o-mesures positives. De fet m i m son to.tes

dues no finites i de la Proposició 1.2.1. a) se'n dedueix que

m (A) = V i m (A) = Q, pels A numerables
XT. .

i m (A) = m (.A) =+OQ , pels A conumerables. •

3. VARIACIÓ EN ORDRE.

Per analogia amb el cas de mesures additives escalars o va-

lorades en espais de Banach podem definir la "variació" (total)

de mesures en ¿-grups que, pel fet de dependre de l'estructura

ordenada, en direm variació en ordre o mes senzillament o-varia

ció. Podem també definir la semivariació en ordre.

Sigui m: a -*• G una funció de conjunt definida en un anell de

parts d'un conjunt X, G l'ampliat d'un A-grup c.c. G amb dos ele-

ments impropis ±°°. Per a cada Aea, D (A) designa el conjunt de les

particions finites de A en a-

1.3.1. Definició. Anomenem variació- en ordre de m o o-varia-

ció de m la funció de conjunt V (m) : a -»- G definida per

Vo(.m)(A) = V{ 2|m(Ai) | ; {Ai)e D(A) } .

i semivariació en ordre de m o o-semivariació de m la funció de

conjunt l l m l l :a -*• G definida per
o

l lm l l CA) = V { | m ( B ) | ; BCA, Bea }
o ' ' —
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Observi's que en suposar que G es c.c. aquestes funcions es-

tan definides en a i son positives i creixents. D'altra banda quan

G es el cos dels nombres reals la o-variació és la variació total

usual. Com en el cas de mesures reals o vectorials la o-variaci5

d'una mesura additiva es també additiva. Precisant, tenim la se—

güent

1.3.2. Proposició. Si m:a->- G és additiva aleshores la a-va-

riació V (m) coincideix amb la mesura |mj=mV(-m) determinada per

m en el conjunt de les mesures additives a = a(a;G).

Demostració. Vegem en primer lloc que V (.m) és additiva. Si-

guin A, Béa tais que AB=0; cal veure que V- (,A UB)-V CA)+V (B) (es-

criurem V (A) en lloc de V (m) (A) sempre que la referència a m si_

gui clara). Si ~{A.}eD(.A) i {B.}eD(B), aleshores'{A. } U {B.}eD(AUB) ,

de manera que

Z|m(A.)| + S|m(B.l|< V (AUB),1 i ' ' 3 ' o

i per tant V (A) + V (B) < V (AUB). Pel que fa a la desigualtat
o o o

en l'altre sentit, si V (A) + V (B) = +<» no hi ha res a dir. En
o o

cas contrari, prenguem una partició {C. }6D (.A U B) ; aleshores, si

A. = AC. i B.=BC., resulta que {A.}eo(A) i {B.}6D(B), de manera

que

S Im(C.) ! = 2|m(A.)+m(B.) I < ZJm(A.)j+ 2|m(B.)| <V (A) +
1 1 ' ' 1 1 ' i ' ' I 1 O

+ Vo(B),

d'on V (AUB) <V (A) 4- V (B), tal com voliera veure.
o o o

V (m) és, doncs, un element de a que majora, com se segueix
o

de la seva definició, a m i a -m. Però si nea és tal que n > m i

n>-tm aleshores, per a cada Aea i {A.} e D ( A ) , es té S | m ( A . ) | <

<2n(A. ) = n ( A ) i per tant V Q ( A ) < n ( A ) . En definitiva, V ( m ) = m v ( - m )
1

Conseqüència d'aquesta identificació entre la o-variació d'una

o-mesura m i el seu valor absolut I m i , n'és la següent caracteritza-
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ciò de les mesures additives o-afitades, que generalitzarà la ja
«

coneguda, valida, per a mesures escalars (reals o complexes) :
.'' '

1.3.3. Coro!.lari. Una mesura m: -»• G additiva es o-afitada . "..

si i nomes si la seva o-variacio V (m) és finita.
o

Observi's que amb la darrera proposició retrobem un dels re-

sultats obtinguts en. '1.2.1. a).

Donem a continuació un recull de les propietats derivades del.

que hem dit fins ara o directament de la definició de VQ (m) i Itmll^:

1 .3.4. Proposició. Sigui m:tt -*• G una funció de conjunt en un

anell de parts d'un conjunt; G un ¿-grup c.c. Aleshores:

a) V (m) i llmll són positives i creixents;
o o

b) | m ( A ) | < ||m|| (A) <V (m) (A) , per a cada Aea;o o

c) m> O =*• ||m|| = V (m) = m;

d) m additiva (a-additiva en ordre) => llmll subadditiva (cr-subaddi-

tiva en ordre).

e) m additiva (Q—additiva en ordre) =» V (m) additiva ( (^-additiva

en ordre),

f) m additiva =*• V (m) (A) < 2 llmll (A), per a cada- Aea.
o o

Demostració, a), b) i c) son immediates. La proposició ante-

rior ens dóna f) ja que, essent VQ(m) =[m|, és

V ( m ) ( A ) = m + ( A ) + m ~ ( A ) = V m (B) + V {-m (C) } < ü m l l (A) + l lml l (B) ,
0 BCA CCA o o

i també e) ja que quan m és çr-additiva en ordre |m| també ho es

(Proposició 1.2.1. a)).

Falta provar d). Suposem m additiva i siguin A,Bea disjunts;

cal veure que l l m l l ( A U B ) < l l m l l (A) + l l m l l ( B ) . Si l lml l ( A ) + l l m l I (B) =+oo^ o o o o o
no hi ha res a provar; en cas contrari considerem un conjunt CCA UB:

de l'additivitat de m en resulta

| m (.C) |=¡ | m (A H CÍ+mCBnc) | < |m(Anc) | + |m(B H C) |<llm||Q(A)+llm|lo(B)

d'on, prenent suprem sobre els CCBU A, se'n dedueix que ï mil Q (.AU B}<
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D'una manera semblant, de la a-additivitat de m se segueix

la a-subadditivitat de llmll . En efecte, sigui {A }Ca una successió
..o n

de conjunts mútuament disjunts, tal que A=U A ea; cal veure que
n

l lm l l (A) <o-Z llml l (A ) . Si o-Z llmll (A ) =+°° no hi ha res a dir; en cas
o o n o n

contrari, donat un conjunt Cea tal que CC A, per la cr-additivitat en

ordre de m i per les Proposicions 0 .4 .3 a) i 0.4.5. podem escriure

I m C C ) | = |o-Z mCA C) I < o-Z I m CA C) I <o-Z l lmi l CA ) ,1 1 1 n ' ' n ' o n

d 'on en deduïm llmll (A) <o-Z Im II (A ) . »
o o n

4. CONVERGENCIA DE MESURES.. EL £-GRÜP G-NORMAT ba(.a;G).

Quan es treballa amb mesures additives, reals o valorades en

un espai de Banach E, afitades, la convergència uniforme de mesu-

res sobre l'àlgebra a on estan definides es normable amb la norma

del suprem

i mi = sup {II m (A) II ; A60. } , meba(tt;E)

de manera que (ba (a?E) , II II ) es un espai de Banach en el qual el

subespai de les mesures que son a-additives és tancat.

Quan la dimensió de l'espai es finita, les mesures afitades

son les que tenen variació total finita, de.manera, que, la norma

del suprem es equivalent a la norma derivada de la variació total

posant

q (m) = V (.mi (X)

on V(m) designa la variació total de m i X es el conjunt sobre el

qual considerem l'àlgebra a.

En forma anàloga la o-convergència uniforme de mesures addi-

tives i 0-afitades valorades en un ¿-grup c.c. G serà "normable"

per la G-norma generalitzada II II :ba(ct;G) •*• G definida posant

mil = V í | m CA) | ; A ea
o
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en el sentit que la o-convergència uniforme de mesures es

valent a la II IL-'convergència. Es clar que,- de les desigualtats

Ib 11 < I m i ( X ) < 2 l lml lo ' i o

se'n segueix que, a la vegada, la H'l -convergència es equivalent

a la convergència segons la G-norma generalitzada q:ba(a,G) -*• G ,

definida a partir de la -variació, posant

q(m> = |m| (X).

En aquest apartat veurem que (ba,llll ) ó equivalentment (ba,q) es

un espai G-normat generalitzat complet, corn en el cas real o vec—

torial/però en canvi bea, que es un subgrup sòlid de ba, sembla

que en general no es II II '^tancat en ba a menys que G satisfaci cer-

tes condicions, una condició suficient es que la o-convergència

en G tingui la propietat diagonal. Abans de tractar aquesta qües-

tió, analitzem la conservació de l'additivitat i mes especialment

de la çf-additivitat en ordre en el pas al límit, puntual, unifor-

me i en ordre, de successions o xarxes de mesures additives i

cr-additives en ordre.

En tôt el que segueix {m.} designarauna xarxa de mesures
1 Lei

m. ; d -»-G additives en una àlgebra a de parts d'un conjunt X; G un

£-grup c.c.

a) Límit puntual i o-convergència.

Si per a cada Aea existeix m(A)=o-lim m.(A), queda definida

una funció de conjunt m:a -*• G que serà també additiva, vista la

compatibilitat de la suma amb el pas al o-limit. Direm que m és el

límit puntual de {m.}. i escriurem m. §. m. En el cas d'una xar-

xa monòtona, el límit puntual sempre existeix i és la mesura addi-

tiva suprem o ínfim, segons sigui creixent o decreixent, dels ele-

ments de la xarxa.

En general la a-additivitat j a no serà compatible amb el pas

al límit puntual però, amb certes restriccions, encara és possible

dir-ne alguna cosa. Tenim:
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1.4.1. Proposició. Si m. tm, m es positiva i les m. son
1 P

o-mesures aleshores, m es també una o-mesura.

En efecte. Suposem les m. a-additives en ordre i m>0; vo-

lem veure que m es tambe a-additiva. Corn que m es additiva basta_
o

rá provar que m (A ) -*m(A) cada vegada que A t A en a 6, equiva-

lentment, que mCA)=Vm(A ).n

Sigui A + A en a. De m. < m i m J> O tenim

m. (A ) < m (A ) < m (A)i n n

d'on/ essent les m. ^.-additives,

m.(A)=o-lim m.(A ) < o-lim m(A )=Vm(A ) < m(A),
i i n n n

n n

i finalment

'm(A) = Vm.(A) < Vm(A ) < m(A).
i n

En cas de considerar mesures finites no cal que el límit m

sigui positiu ni que la xarxa sigui creixent, es a dir/

1.4.2. Proposició. Si {m.} es una xarxa monòtona d' o-mesu_
1 iel

res finites i existeix m(A)=o-lim m.(A) i es finit, per a cada Aea,

aleshores m és també una o-mesura finita.

Demostració. Suposem primer que la xarxa {m.}. és monòtona
JU 1 C «L

creixent: m. tm. Aleshores per a un índex i el qualsevol tenim

m= V m.. Posem, per a cada i> i , n.=m.-m. . {n.} . és una
. ̂  . 1 O l i i 1 1> 1
i >IQ ° o

xarxa monòtona creixent de mesures finites, positives i a-additives

en ordre tais que n. i n, amb n=Vn. = m-m. , de manera que, per la
1 P lo

proposició anterior, n resulta ser O-additiva en ordre i per tant

també la mesura m=n+m,
o

P,
Ara es clar/ que si tm. ). es decreixent i m . ^ . m , és -m. f -m

P̂
i per tant m és també a-additiva en ordre. •
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D1aquesta proposició en podem derivar un anàleg del teorema

de descomposició que diu que tota mesura real additiva es expressa_

ble de forma única com a suma d'una mesura a-additiva ¿ d'una pura_

ment additiva.

Si diem» com en el cas real, que una mesura additiva m:a -+• G

és purament additiva si de

O < n < m i ne ca (a; G)

se'n segueix que n=0, tenim el següent

1.4.3. Teorema. Tota mesura meba admet una única expressió de

la forma m=m + m , on m ebca i m eba es purament additiva. A mésc a c a
m i m son ortogonals (Im J A l m I =0).c a ' c ' ' a '

Demostració. De la Proposició 1.4.2. se'n deriva que bea és

una banda de ba. En efecte, com que bea és un subgrup sòlid de ba,

segons hem vist en 1.2.3, és suficient provar que de 0<m.fm, on
•'•o

m.ebca i meba, se'n segueix que mebca (la demostració d'aquesta

propietat per a. espais de Riesz (en [ 23] , per exemple), val tam-

bé per a £-grups), i això és el que assegural.4.2.

I com que ba,és un Ä-grup c.c. el subgrup sòlid bea serà un

sumand directe de ba, és a dir, ba = bea ® (bea) , de manera que

tota mesura meba serà expressable de forma única com suma d'un

element m ebca i d'un element m e (bea) . Ara be, els elements de
C. cl

(bea)-*- son els que hem anomenat mesures purament additives; efec-

tivament, si me(bea) , de O < n<|m| i nebca se'n segueix que

n=nA|m|= O, i per tant m és purament additiva. Recíprocament, si m

és purament additiva i nebca es té que |n|A|m|èbca, perquè bea és

sòlid en ba, i per tant |n|-A[m| = O, es a dir, me (bea) . •

D'altra banda, com que pels subgrups sòlids s'un £-grup ser

banda es equivalent a ser estable pel o-límit de xarxes, podem

obtenir finalment la següent

1̂ 4.4. Proposició. En el £-grup ba(a;G) el o-límit d'una xarxa

•mesures és

cat en ba(a;G).

d' o-mesures és també una o-mesura, es a dir bca(.a;G) és un T -tan-Q
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b) Convergència uniforme.

o
Sigui {m. }. C ba una xarxa de mesures tal que m. •*• m cap a

una mesura meba. Aleshores existeixen una xarxa monòtona decrei-

xent 6.4-0 de mesures <5.eba i un index i e I de manera que |m-m. |<<5.,

per a tots els i ~^ i . Per tant
o

|m(A)-m. (A) | < 5. (A) ̂ <5.(x), per a cada Aea i i ;> i .

Ara be 6.(X) 4-0, en G, i per tant m. 5 m; però la convergència es

mes que puntual:

En general si {m.}. C ba i meba i existeixen una xarxa 5.4-0,

en G, i un índex i el de manera que
o

Im. (.A) -m (.A) j < <5 . , per a cada Aea i i ̂  i ,

direm que m és el límit uniforme de les mesures {m.} o" que

{m.} convergeix uniformement en a cap a m i escriurem m. ̂  m.

La o-convergència implica per tant la convergència uniforme.

Així com el o-límit de mesures g-additives es també a-additiu

sembla .ser que límit uniforme de mesures <j-additives no ho hagi de

ser a menys de satisfer-se alguna condició restrictiva. Així tenim:

1.4.5. Proposició. El límit uniforme d'una xarxa d-! o-mesures

uniformement cr-additives es una o-mesura.

Demostració: Siguin {m. }. C bea i meba tais que m. -». m, i su-

posem que per a cada successió A 4-0 en a el o-lim m. (A )=0 es uni-

forme respecte de les m..

Volem veure que meba. Com que m és additiva bastarà provar que

o-lim m(A ) =0, per a qualsevol successió A 4-0 en a.
n ü

Sigui a .4-O tal que, per a un cert i el, es compleixi

Im.(A ) - m.(A)I < a. per a tot i > i i Aea,
i i n i ' i * o

i b 4-'O tal que, per a totes les mesures m., sigui
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Im. (A ) I < b , per a tot1 i n ' n

Aleshores se satisfà:

| m ( A )| < |m (A ) -m. (A ) | + | m . (A )| < a .+b , per a cada i > i i ne

d ' on

Im ÇA ) I <A a .+ b = b 4- 0,
n i n n

es a dir, o-lim m.(A ) = 0 , tal com vollem provar. •

La condició de cr-additivitat uniforme pot suprimir-se si en G

la O-convergència té la propietat diagonal:

1.4.6. Proposició. Si en G la o-convergència té la propietat

diagonal, el límit uniforme de xarxes d.1 o-mesures es una o-mesura.

Si només la té per a successions la conclusió és vàlida per al lí-

mit uniforme de successions.

Demostració. Sigui im. }. una xarxa de mesures m.ebca(a;G)

tal que m. -+m, on meba. Hem de veure que mebca. Bastarà provar

que, si A 4-0 en a, aleshores o-lim m(A )=0. Podem escriuren n

O < |m(A )|< |m(A )-m.(A )|+|m.(A )|.i n i i n i n l l i n l

Ara bé, per a una certa xarxa ò . -K3 en G i un índex i e I és

|m(A )-m.(A )| < 6 . , per a tots els i > i i ne N.n i n i o

També, per a cada i£I, existeix una successió a 40 tal que

O <|m. (A ) | < a , per a tots els neN t

ja que les mesures m. són O-additives en ordre. Aleshores, per la

propietat diagonal de la o-convergència per a xarxes, existiria un

subconjunt I1 cofinal en I, de manera que per a cada iel1 hi haurà

al menys un índex n=n(.i) tal que

b.= a1, .. + O.
i n(i)
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Tindrem doncs que

0< |mCAn). l̂ +̂a.̂  < 6 + b. = ̂  , per a tot ie I ' amb i> i i n> n(i-) ,

on Y± *0 . Per tant, per a cada ie I ' tal que i> i es ti

o-lim m ( A ) = A V m ( A ) < V m ( A ) < y .
n ..n k > n K k > n C i ) 1

o-lim m ( A ) = V A m ( A ) > A m(A ) >-y . ,
n k> n k> n (i) x

d'on en deduí'm que existeix o-lim m(A ) i es O, tal com voliem
n

provar.

Quant a la segona afirmació, la demostració es anàloga. •

Finalment, si considerem la convergència de mesures de ba(d;G)

segons la norma generalitzada Ull , introduïda al principi d'aquest

apartat, obtenim, respecte a la topologia derivada d'aquesta conver_

gencia, el següent

1 .4.7. Teorema. El ¿-grup ba(d;G) is un ¿-grup G-normat com-

plet amb la G-norma ,ll II definida per II m|| = v{[m(A) |;Aea}.

Si la o-convergència en el £-grup G te la propietat diagonal

per a successions aleshores bea is un subgrup sòlid que es tancat

de la topologia T M M . Si la te per a xarxes aleshores es un tan-

cat de la T .i n .
o

Demostració. Tenint en compte que la II II -convergència i la

o-convergència uniforme són equivalents, la segona part del teo-

rema ve donada per 1.4.6. i 1.2.3. Vegem que ba es II II -complet, amb

la qual cosa quedarà demostrat el teorema.

Sigui {m.}. una xarxa II II -fonamental; cal provar que is

II II -convergent cap a una certa mesura meba.

Sigui (5.4-0 una xarxa tal que, per a un cert i el es compleixi

llm . -m . II < 6 . , per a cada j> i i i> i .
1 3 0 1 o
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Aleshores, per a cada Aea, es

{m . CAÍ -m . (A) (<($.., per a cada j > i i i> i ,i j : ' i o

la qual cosa significa que {m.(A)}. es una xarxa o-fonamental

en G. Essent G c.c. existirà el o-lim m. (.A). Posem

m (.A) = o-lim m. (A) ,

^ ., II Ho
i vegem que, aixx definida, m es un element de ba i que m, —+ m.

Com que m es el límit puntual de les m., es additiva. També es

o-afitada ja que

Im. (A) I < llm.jl , per a cada iel,' i ' i o

i {m.} es 'I II -fonamental. Falta veure que m. -*- m, o equivalent-

ment que m. + m. Ara be, de m(A)=o-lim m.(A) i

| m. (A)-mj(A) | < ó . per a cada j 5* i, i> i iAea

se'n segueix que

| m. (A)-m(.A) | < <S . per a cada i> i i Aea,

, . u _es a dir, que m. -»• nu •

5. MESURES m-CONTÍNUES I m-SINGULARS. TEOREMA DE DESCOMPOSICIÓ

DE LEBESGUE PER A o_-MESÜRES_.

1.5.1. Definició. Sigui m: a •*• G una mesura additiva sobre

una àlgebra d de parts d'un conjunt X i valorada en l'ampliat

d'un £-grup c. c. G.

Direm que una mesura m: a -»• G es m-contínua, i escriurem,

¿«m, si £(A)=0 cada vegada que |m|(.A)=0. Direm que ¿ es sequen-

cialment m-contínua, i escriurem £« m si
"™ » • ^—^m~—~^—*

o-lim £ (A) - O
mj CA)
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en el sentit que a-lim ¿(A ) =0 cada vegada que Q-lim|m| (A ) =0 .

Direm que ü es m-s'ingular si existeix un conjunt Aea de

manera que Imi CA" ) = O i £(À)=Jl(AA ) per a, cada Aea.1 ' o o

De les def inicions.' es dedueix de forma immediata que l'única

mesura m-singular i m-contínua Ço" seqüencialment m-contínua) es

la mesura nul. la.

Evidentment ¿«m ^ &«m. És sabut que si G= # aleshores

les dues definicions son equivalents sempre que £ sigui finita,

n i m siguin a-additives i 0. sigui CT-àlgebra. La demostració

(per exemple en [13]) es basa en la formulació £-0 del límit.

Podem conjecturar per tant que en un Ä-grup G en general no serà

valida l'equivalència. Si be fins el moment no coneixem cap con-

traexemple, seria interessant haver-ne algun.

En les proposicions que segueixen hi ha recollides algunes

propietats de les mesures singulars i contínues respecte a una

certa mesura prefixada m.

1.5.2. Lema . Son equivalents

a) Existeix un conjunt A ea tal que |m|(A ) =o i &(A)=£(AA ) per
o o o

a tots els Aea.

b) Existeixen dos conjunts disjunts A, Bea tais que A U B=X i

|m|(A) =|Ä|(B)=O.

En efecte:

a) =*• b): Prenguem A=A i B=B . Només cal veure que |í,|(B)=0

¡¿|(B) = V |¿(C) | = V |A (CA ) |= O
CCB CCA
— — o

b) =*• a) : Prenguem A=A . Aleshores per a cada Cea es

¿(A) =A(AA ) + A(AA)-£(.AA )f ja que A(.AA) < A (A) = 0. •
O O O *"J U

1.5.3. Proposició. Siguin £,m,n:a-*- G mesures additives en

una àlgebra a.

a) Si ¿ i n són m-singulars i està definida la mesura ¿+n alesho

res aquesta es m-singular.
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b) Si A es m-singular aleshores les mesures l. , l~ i | £ | son també

m-singulars.

c) Les mesures m-singulars en ba(a/G) constitueixen un subgrup s£_

lid.

Demostració.

a) Siguin A,A',B,B'ea tais que

A A1 = $, AU A1 = X, | m| (A)=0 i | £| (.A1) « Q;

i B B' = 0, BU B1 = X, | m | (B) =0 i | n| (.B1 ) = O.

Aleshores si C=A B [m| (C)=0 i per a C'=C , en cas d'estar defi-

nida la mesura n+£ es

O < |n+A| (C1) = (| n|+|£|) (C1) < | n| (B1) + |£|(A')=0

b) De la definició de m-singular i del lema anterior en resulta

de forma immediata que ¿_is m-singular si i només si [ ¿ | ho es.

Així mateix de O< | n| < | £ | i A m-singular se'n segueix que n

es m-singular. En conseqüència ¿ i ü també ho són.

En particular si considerem les mesures m-singulars en ba

resulta, d'això que diem, que constitueixen un subgrup subreti-

cula. i convex, quedant provat per tant c). •

1.5.4. Proposició. Siguin ¿, m, n: a, -*• G mesures additives en una

àlgebra a.

a) Si £ i n son seqüencialment m-contínues i està definida la me-

sura 5,+m aleshores aquesta també és seqüencialment m-contínua.

b) Si & és m-contínua aleshores també ho son £ ,¿ i |¿L

c) Les mesures m-contínues de ba(a;G) (resp. bca(a;G}) constituei-

xen una banda en ba(a;G) (resp. bca(a;G)).

Demostració:

o
ia) De (¿4-n) (A)=£( .A)+n(A). i SL ,n<< m se 'n segueix que si I m i (A ) ^Qs • i i n

o

aleshores (£+n) (A ) -»-O i, per tant, que £+n <,< m.
n ' s

b) Si £« m, de



-72-

£+(A)= V £(B) , 2
BCA , BCA

se'n segueix que si | m|(A)=0, aleshores £ (A) = £~ (A) = | £| (A)=0, ja

que serà £(B)=0 'per a tots els BCA. Es a dir, £ ,£ i \i\ són m-

contínues.

c) De les parts a) i b) i del fet que en el ¿-grup ba se satisfan

les igualtats &vn= Ä+ (.n- &) i ¿An=A-(.n-£) , se'n segueix que. les

mesures m-contínues en ba(a;G) constitueixen un subgrup subreti-

cular que es a mes convex,j a que de 0< |n|< í i. A« m se'n dedueix

que |n | (A) =0 sempre que ¡m[(A)=0/i per tant que n«m. Vegem final_

ment que es una banda en ba((i;G) . Basta veure que si Q<£.+5, , on

les í. són mesures m-contínues i£eba(a;G) , aleshores £ es m-contí-

nua. Ara bé, com que per a cada Aea es £(A)= V £.(A), resulta que

si |m|(A)=0, aleshores es £.(A)=0 per a cada ieI i per tant £(A)=0.

És a dir £ es m-contínua.

Pel que fa a l'afirmació relativa a bca(a;G), només cal recor_

dar que bca(a;G) es banda i que la intersecció de bandes es una

banda. •

Del fet que ba es un £-grup c.c. se'n segueix que ba es un su-
l me

mand directe de ba, es a dir, que ba=ba 4-(ba ) . Anàlogamentme me
ocorre amb la banda bea de les o-mesures o-afitades m-contínuesme
dins bea, de manera que pot enunciar-se el següent

1 í 5.5 ; Teorema. Sigui m:a -»• G una mesura definida en una àl-

gebra a.-Tota mesura o-afitada £ : o. -*• G es expressable de forma

única com una suma de dues mesures o-afitades, £=£ +Ä , on ü és
m s m

m-contínua i |£ | es tal que |£ JA|n| = 0, per-a tota mesura o-afi-

•.tada i m-contínua n:d -»-G. A mes, si £ és CT-additiva en ordre,

aleshores £ i £ són també cr-additives en ordre,
m s

En el cas que G=R i m es a-additiva en una O-àlgebra d,

aquest teorema dóna el teorema de descomposició de Lebesgue se-

gons el qual tota mesura a-additiva és expressable de forma única

com a suma d'una mesura m-contínua i d'una mesura m-singular. La

clau estar en provar que l'ortogonal de bea dins bea coincideixme
amb el subgrup de les mesures cr-additives i m-singulars. En un sen
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tit la inclusió es clara: les mesures m-singulars son de I1orto-

gonal de bea i això encara es cert entre mesures a-additivesme /
en ordre, segons hem observat al principi. L'altra inclusió ¿s

la problemàtica. De fet, en el cas de mesures reals, aquesta in_

clusió s'obté mitjançant la consideració del conjunt de descom-

posició de Jordan associât a una mesura. Com ja hem dit [Exemple

1.2.7], entre mesures valorades en Ä-grups, aquest conjunt en ge-

neral no existeix i per tant no ens sera possible, per un cam"

anàleg, obtenir tal inclusió.

Queda com a problema obert la qüestió de si en general el . .,

subgrup de les o-mesures m-singulars coincideix o no amb l'orto-

gonal de bea dins bea. El teorema que segueix, que proporciona
me

una descomposició del tipus de Lebesgue, ens dóna indirectament

també resposta a la qüestió plantejada, en el cas especial que G

és súper condicionalment complet ([1],[23]): Recordi's que un

¿-grup G és ordre-separable quan per a cada conjunt D CG pel qual

existeix el suprem hi ha un subconjunt D" CD numerable amb el ma-

teix suprem de D. Un ¿-grup c.c. i ordre separable rep el nom de

£-grup súper condicionalment complet.

1.5.6. Teorema. (Teorema de descomposició de Lebesgue). Sigui

m:d -*• G una o-mesura definida en una cf-algebra et; G un ¿-grup súper

condicionalment complet. Tota o-mesura o-afitada £:a-*- G és expressa

ble en la forma ü= ü + £ on A és m-contínua i ü és m-singular. Am s m s
mes, ü i ü són les úniques o-mesures o-afitades amb aquesta propie-

tat.

, Demostració:

Suposem primer A > O. Considerem el cr-ideal

N = { Aea; I ml (A) = O }
m ' '

i en ell la relació d'ordre X definida per

A 4 B *• ü (A) < í (B) .

Es tracta de provar que en (N ,$). hi ha elements maximais i per a

tal fi ens basarem en el Lema de Zorn.
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Sigui NO una cadena en (N,4) i sigui a=V{£(A); AeN-} . Essent

G c.c. i ü o-afitada aquest element a és- de G. Aleshores poden

donar-se dos cassos:

a) o be existeix un A eN tal que £(A } =a i per tant A ^ B per
o o

a tot altre BeN .o

b) o bé, si no es així, existeix un subconjunt numerable {A ;ne#}C
n

C N amb la propietat

a = V £(An) .

Aleshores, si A =U A resulta que A6N . A més és una fita supe-
o n n m

rior de N car, en ser £ > 0 , tindrem £tA ) > £(A ) per a tots elso o n
ne N i doncs £(A ) >a > £(B) , per a tot BeN i per tant A ^ B.o o o

En conseqüència, utilitzant el Lema de Zorn, existirà almenys

un maximal en (N , ¿6 ) .m

Sigui A un element maximal en (N t£) i posem

ü CA) = £(AA ) i ü (A) = (£-£ ) (A) = £(.AA°) .s o m s o

Es immediat que £ és una o-mesura <J-afitada m-singular, ja que
5

|m|(A )=0, i que £ és una o-mesura o-afitada per a la qual és

£=£ + £ i Falta veure que £ és m-continua. De fet, si no ho fos,
s m m

existiria un conjunt Aea pel qual seria

|m| (A) = 0 i £m(A)>0.

Aleshores £(AAC)>0 de manera que el conjunt AQU ÄÄ , que seria de
C x * f*

N , satisfaria £(A UAA )>£(A ), es a dir, seria A U AA > A , fet
m o o o o o o
que contradiu la maximalitat de A en N . Per tant £ és m-contínua.o m m

Si £ no és positiva la descomposició £=£ -£ i el teorema aca_

bat de provar aplicat a £ i £ donen la descomposició desitjada per

a £.

Finalment, de les observacions fetes abans d'aquest teorema i

del teorema anterior, se'n segueix que la descomposició és única. »

Observi's que dels dos darrers teoremes se'n deriva que, en la

hipòtesi que G és súper condicionalment complet, el conjunt de les

o-mesures m-singulars coincideix amb l'ortogonal de bea en bea.- • me
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En conseqüència, en aquest cas les o-mesures m-singulars consti-

tueixen una banda, però queda pendent la qüestió de si en general

la constitueixen o no, ja que només hem vist que formaven un sub-

grup sòlid (1.5.3 c) ) .

6. CONSTRUCCIÓ I EXEMPLES DE o-MESURES.

En aquest apartat hi ha un recull d'exemples d.' o-mesures-

finites o no i valorades en diversos A-grups, obtinguts al marge

d'una sèrie de formes típiques de construcció d 1 o-mesures, que,

llistades al principi, indonen les anomenades mesures discretes

i les mesures valorades en ¿-grups producte. Finalment estudiem

amb detall les a-mesures valorades en el £-grup i àlgebra de Ba-

nach reticulada ü , de les que en donem una caracterització en

termes de mesures vectorials, després d'un estudi del ¿-anell

5,. (R) de les series absolutament : o-sumables en un A-anel·l R.

A) Construcció d..* o-mesures.

1. Mesura de contracció. Donada una o-mesura m:a -»• G en un anell

a i un element Aea anomenem o-mesura de contracció de m per A

a la o-mesura m : a -> G definida per m (B)=m(AnB).
A A

2. Mesura induïda. Donada una o-mesura nua -»• G en un anell a i

un element Aea , considerem l 'anell a. = { A í ~ l B ; B e a }. Anomenem
A

o-mesura induïda de m en a a la o-mesura m:d •»• G definida
A A

per m(A) = m(B).

3. Mesura imatge. Considerem dos anells ai £> de parts de conjunts

X i Y respectivament i una funció f:X ->• Y (d-S)-mesurable.

Aleshores tota o-mesura m:a -*• G determina una o-mesura m :B->- G

posant m (B)=m (f (B)) per a cada Beß.

4. ô-mesures en ¿-grups producte. Sigui a un anell de parts d'un

conjunt X, (.G.) . _ una família de 5,-grups g-c.c. indexada en un

conjunt qualsevol I, G el £-grup producte ïï G. , IT . la proj.ecció

i-èssima de G en G..
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Tota funció de. conjunt m:a ~* G queda determinada per la col.

leccio (m.) . de funcions de conjunt m , = n. o m:tt -»• G. de ma-
i iel i i i

ñera que

a) m és o-mesura si i només si cada m. és -mesura;

b) m és o-afitada si i només si cada m. és o-afitada; i en

aquest cas/ si G és c. c. i escrivim m=(m.) , es té:

m = (m ) , m" = (m?) i [ m| =(|mi|).

En efecte: Evidentment ni és additiva si i només si cada m.i
ho és. Utilitzant el Corol·lari 1.1.6. que caracteritza la

cr -additivitat en ordre de funcions de conjunt additives i fi-

nites valorades en &-grups i recordant que en el Ä-grup pro —

ducte la o-convergència de successions equival a la convergen- .

eia per coordenades obtenim a) . Respecte a b) basta tenir

present les expressions que defineixen m ,m i I ml i que en G

els suprems i els ínfims son també per coordenades.

En particular els exemples de 1.2.4. quedarien inclosos en

el cas que aquí considerem.

5. o-mesures discretes. Tota funció F:X -> R definida en un conjunt

X determina una mesura real m r c x ) •> R posant m(0)=0 i m(A) =

= S F (x) pels AeY(X) no buits. Les mesures així obtingudes s * ano
xCA ~~

menen mesures discretes.

La suma que defineix m (A) és la suma de la familia de nombres

reals F (A) ={F (x) ; xgA} . Si sustituirá Aper un 5,-grup G i volem

obtenir per un procés anàleg una o-mesura en Ç (X) a partir de F

haurem de definir en primer lloc la sumabilitat de la família.

F (A) , que ara és una família d'elements de G. És suficient subs-

tituir en la definició usual la convergència de R per la conver-

gència de l'ordre en G.

Havent precisat el significat de o-S F (x) (suma en ordre de F (A) )
xe A

cal determinar, en segon lloc, les condicions en les que la funció

F:X -»• G determina una o-mesura m:v(X) -*• G posant m(0)=0 i m(A} =

=o- 2 F (x) pels Ae^CX) no buits.
xe A
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És clar que la possibilitat de resoldre tal qüestió està es-

tretament lligada al comportament de la sumabilitat en ordre res-

pecte a 1'associativitat. I és en la mida que podem determinar

aquest comportament que podem parlar de la o-mesura associada a

F. Així es com ens hem. vist obligats a estudiar la sumabilitat

en ordre de famílies d'elements d'un ¿-grup. Els resultats ob-
rx>

tinguts estan exposats en la introducció, on, a mes, ens ha por-

tat a l'estudi de les sèries convergents en ordre. Si be en 1'es_

tudi de sèries s'haurien pogut analitzar mes profundament punts

com el de les relacions entre diferents tipus de sumació, ens

hem limitat a establir els resultats bàsics per a desenvolupar

el tema del nostre estudi.

En relació als resultats obtinguts referents a 1 ' associati,

vitat de la sumabilitat en ordre podem establir el següent

1.6.1. Teorema. Tota funció F:X •*• G definida en un conjunt

X i valorada en la part positiva d'un £-grup c.c. G, defineix una

o-mesura m:Ç(X) -t- G posant m(A)= o- 2 F (X) si Ae^CX) es no buit
xe A

i m(.fif)=0, amb el conveni usual m(A)=+oo, si la família F (A) ={F (x ) ; xe A}

no és o-sumable.

Demostració: Cal provar que així definida m és o-mesura.

a) additivitat: Siguin A,Bett conjunts disjunts; cal veure que

m (A UB) =m(A) +m(.B) - Si fos m (A) -Hn (B) =+« , seria també m(AUB}=<», i

si fos m (A)+m (B) <+oo, aleshores F (A UB) seria també o-sumable (per

la Proposició 0.3.7.) i m (A UB) =m (A) +m (.B) .

b) a-additivitat en ordre: Donada una succesió {A } C^(X) de con-ia •
junts mútuament disjunts cal veure que m(U & )= o-2 m(A ). Posem

A= y A . Si fos m(A ) =+°° per a algun n, naturalment seria m(A)=+°° i
n n

doncs valdria la igualtat. Suposem per tant que m(An)<+°°, per a

tots els ne/1/. Aleshores o bé m(A)<+°°, és a dir, F (A) és o-sumable

i per tant, per 1'associativitat (0.3.5.),

Ço- 2 F(.X)) és o-sumable i o- 2 F(X) = o-2(.o- 2 F (X) ) ,
xe A n xe A n xe An n

o bé m (A) =+<», i aleshores també o-2m(A )-+°° car si fos o-2m(A ) <+°°,

per la Proposició 0.3.6. resultaria que F(A) hauria de ser o-sumable,

contràriament a la hipòtesi feta de m(A)=+<». "
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En particular si aeG es un element positiu no nul, la funció

F(x)=a definiria una o-mesura que podriem anomenar la o-mesura comp-

tadora m : a (X) -> G definida per
~~~ "— "— "~~ O "n

na, si #A=n,

m (A) = <

+ <», si #A X •

Si partim, d'una funció F:X -*• G no positiva, i en vista dels

resultats de la introducció, obtindrem també una o-mesura, pel ma_

teix procediment, sempre que F (A) sigui absolutament o-sumable.

Precisant tenim:

1.6.2. Teorema. Tota funció F:X ->• G d'un conjunt X en un

¿-grup c.c. G, per a la qual F (X) es absolutament o-sumable, de-

fineix una o-mesura o-afitada m:x(X) -*• G posant mCA)=o- S F(x),
X6 A

si A?í0, i m ( 0 ) = 0 .

Demostració: Segons a) i b) de Proposició 0.3.4. F (A) es

o-sumable per a cada Aeï(X) i per tant

m(.A)= o- 2 F (x)
xeA

defineix una funció de conjunt m:Ç(X) -*• G. Com en el Teorema an-

terior, la Proposició 0.3.7 permet provar que m es additiva. Quant

a la a-additivitat en ordre, considerem una successió ÍA )ct(X)
n

de conjunts mútuament dis junts. Posem A=U A . Per a cada neN, F (A )
n n

es absolutament o-sumable, així com F CA), d'on per la Proposició

0.3.5. o-2(o- 2 F (x ) ) es una sèrie absolutament o-sumable i a més
n xeAn

o- S F (x) = o-S(o- 2 F (x) ) ,
xeA n xeAn

es a dir, m(A)=o-2 m(A ). •
n

En particular si aeG i x eX, la funció F : X -»• G definida per
O 3.

F (x X = a, si x;= x. , i F (x)=0, si x^x ,a o a o
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determina la o-mesura de pes a en. x , m:i?(X) -*- G, donada per
O

{ a si xoeA

O si x ¿A.o

Observacions .

a) Tant en el Teorema 1.6.1. com en el Teorema 1.6.2. la o-mesura m ésx

de fet, additiva respecte a qualsevol familia disjunta de conjunts de

*?(X) i no només respecte a les numerables.

b) La o-mesura m definida a partir de F satisfà m ({x}) =F (.x) . Es úni-

ca la o-mesura definida en x (X) amb aquesta propietat?. És a dir, si

-»• G+ es una o-mesura i n({x})=F(x) serà n(A)=o- 2 F(X)?. Evi-
xeA

dentment si X es numerable hi ha unicitat. Però si X no es numerable

no hi ha tal unicitat com mostra el següent exemple.

n
1.6.3. Exemple. Suposem X=R, G=b(R ) i considerem les funcions

de conjunt mjnixC.ff) ->• G definides així:

m(A).- y? , per a cada

(ü , si A es numerable,

+°°, si A no es numerable

Totes dues son o-mesures, no coincideixen^i determinen la mateixa

funció F:X •+• G, F(x)=<5 .

B) Exemples d' o-mesures.

Sigui (fi,d,y) un espai de mesura (\LÍ<L •*• R CJ-additiva en una

a-àlgebra a de parts de Œ) .

F(ß/a/W) designara l'espai vectorial reticulat c.c. de les

funciones reals definides en ñ a-mesurables finites y-q.a.,

identificades quan coincideixen y-q.a.. F(fì,a,y} es també ordre-

separable i te la propietat diagonal (.vegeu Luxemburg, [23]).

L'(ß»ci,vO designarà el subespai sòlid de F(fì,a,]a.) de les fun-

cions H-integrables.
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1 .6 .4 . Exemple. Tota funció f ep (Q, ti, dad) ,y.Sy) tal que

f (.x, - ) CL ' tí?» et, y) per a cada xefi y-q.a., determina una o-mesura

o-afitada definida per

m: a ->• F (.fi, a , y )

A + /Af ( x , y ) dy Cv) . -

Efectivament. En primer lloc cal veure que m està ben definida/ es

a dir, que si f=g yay-q.a. i

m (A) =/Af(x'Y)dU(y) i n(A)=/ag(x,y)dy(y),

aleshores m(A)=n(A) y-q.a.

Si Bea »a es ysy-nul resulta que B ={y| (x,y)eB} és y-nul
X

per a tots els xeti y-q.a. Per tant si B = [ f ¿ g ] tindrem que el con-

junt x

B ={y|f ( x , y ) ^ g ( x , y ) } = [f (x , . ) ¿ç (x, - ) ]
X

es y-nul per a tots els x e Q y-q.a. ; en conseqüència, per a cada

A e à / és

/Af ( x , y ) d y (y) = / A g ( x , y ) d y (y) ,

es a dir, m(A)=n(A) y-q.a., tal com voliem veure. És immediat que

m es additiva, ja que si A,Béa son disjunts, es te

m (A U B)-/ f (x,y)dy (y)=/ f (x,y) dy (y ) +/ f(x,y)dy(y).
AU B A B

Vegem que és a-additiva en ordre. Recordant que en F ( f i , c t / y l la
4

o-convergencia de funcions equival a la convergència y-q.a. (Luxem

burg, [23]) bastarà provar que / f(x,y)dy(y) ->- O y-q.a. cada vega_
n

da que A 4-0 en d.
n

Sigui doncs una successió {A } C a. tal que A 4-0. Com que

A) (x,y)dy(.y) i
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fX(A ) (x,-) , f(x,.)e L
1 (y) ,n

|fX(An) (x,-) I < |f (x,-) I

f XU.}, (.x,-)- -> O y-q.a.n

pel teorema de la convergència dominada de Lebesgue resulta que

lim JfX(A ) (x,y)dy(y) = O, i això per a tots els xefi y-q.a. És a
n

dir, m (.A ) -* O y-q.a.

Finalment m es o-afitada ja que

< |f Cx,y) |dy (y) < / |f (x ,y )| dy (y ) y-q.a.,
n

i J |f(x,y) dy (y) es un element de F(fi,a,y) (en 'F(Œ,a,y.) l'ordre

es l'ordre puntual y-q.a.).

1.6.5. Exemple. Tota funció feL1 (Í2xíí, asa , U «y. ) determina

una o-mesura o-afitada definida per

m:a -»• L1 (fì,a,y )

A -»• /Af (x,y)dy(y)

Efectivament, -com en el cas anterior m està ben definida,

continua essent çr-additiva i es tambe o-afitada, ja que la funció

J-Jf(x,y) dy(y) és un element de L'(ñ,af<y).

1 . 6.6. Exemple. Una o-mesura o-afitada m t u i O •*• í, que es

mesura vectorial de variació total np^ finita.

Considerem en i la serie 2 x dels elementsœ n

x = (0,0, ...... ) ,
o

X1 = (O, 1 ,0, ....),

x = (0,0, ...,0,— , O,...),...n n

La funció de conjunt m:9 (#) -»• A^ definida per a cada AC/7 per

m(A)= o-2x i m(0)=0 es una <
n

de variació total no finita.

m(A)= o-2x i m(0)=0 es una o-mesura o-afitada i mesura vectorial
n
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En efecte: La sèrie 2x es sumable segons la topología de
« n 1 1la convergencia en norma de i i, la seva suma es y=(0,1,— r ,—,...).

2 n

En canvi, no és normalment sumable ja que 2 II x II =2 — = +co. pei quen n

fa a l'ordre, 2X es o-sumable ja que es o-convergent i de termes

positius. A mes 2x = Vx = y.n n 2

La funció F : N -*• ¿̂  definida per F(n)=x determina, segons hem

vist a 1.6.2. una o-mesura o-afitada, i en aquest cas única,

n»:9(2in •*• A, donada per

m(A) ~ o- 2 x = V x
_, n _ nneA neA

Com que la sumabilitat en un espai normat és també associativa, po-

sant m(A)= 2 x , m(0)=0, queda definida una mesura vectorial

que te variació total no finita, ja que V(m) C{n}) = llx ll=—

i per tant V (m) (N) = +°°. Només falta comprovar que m i m són la ma-

teixa funció de conjunt. Ara bé, com que els elements x són mútua—n
ment ortogonals, tenim

• I m CA)- 2 x. II = II V x - V x.. II = II V x. I < -—•
1 neA n

i per tant m(A)=m(A) per a cada

1.6.7. Exemple. Sigui M(a,^?) el ¿-grup c. c. de les mesures

O-additives reals finites en una a-àlgebra a. Per a cada element

V6M(a;J?) queda determinada una o-mesura o-afitada, definida per

m: a •*• M (.a; A)

A -> m ( A ) = v a ,A

on v designa la contracció de v en A.
f\

Efectivament, així definida m és additiva, ja que si A, Bea

són disjunts, es té

m(.AUB) =V
AUB =

 V
A
 + V

B = m(A)+m(B).
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Vegem que és cr-additiva en ordre. Suposem primer que v>0. Ales-

hores sempre que< A ^ & en a es té, per. a cada Bea,

m(An) (.B) =VA (B) = V(A B)+O;
n

ja que A B-t-ff i V és <J-additiva. Així m(A ) ̂ 0 puntualment i pern n
tant també en ordre dins M(a;R), amb la qual cosa queda provat

que m es-o-mesura.

En general si V no és positiva tenim m(.A)=v =(v ) -(v ) , i
**

com que v i v són positives, resulta que m és també o-mesura.

Finalment m és o-afitada ja que donat qualsevol Aea es té

|mlA)|-|.vA| <v*'+ v¡ = ivj < |vl

7. L'ÀLGEBRA DE BANACH RETICULADA DE LES MESURES

A) bca((^) ,R) i £., (R} .

Considerem un conjunt numerable, que per comoditat d'escrip-

tura suposarem que és N, la cr-algebra de les parts de #/*?(#), i

els espais &i,(/ï) ^ bea (Ç ( tf) , A) de les successions de nombres reals

absolutament sumables i de les mesures cr-additives reals i finites

definides en í (tf) respectivament. Per raons de notació, escriurem

(a ) per a designar un element de ¿̂  (5) i m (p) per a designar el

valor d'un mesura mebca (x(N) , R) sobre el singletô {p}.

S,, (.A) és una àlgebra de Banach reticulada c. c. amb l'estruc-
N

tura d'espai vectorial i d'ordre induïda de la R , amb la norma

li (a )ll = 2|a I i amb el producte de convoluciô definit per (a ) . (b ) ••
n ' n 1 n n

= ( c ) on
n

c =* 2 a, . .b . .
n

Així mateix bea (Ç (N), R) és un reticle de Banach amb les ope-
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racions d'espai vectorial i d'ordre definits puntualment i amb la

norma definida per la variació de m;llmll= V(.m) (N) , que com sabem,

en el cas real. coincideix amb la variació en ordre de m. Així po-

sarem Hmll= |m | CA/)'. També és àlgebra retícula amb la convolució de

mesures; respecte a l'ordre sabem que és reticle- c. c.

Volem veure que ü, (.R) i (? GV) ,R) son isomorfs.

1.7. 1 . Lema. En el reticle bea (Ç (Ai) /A) les operacions reticu-

lars són puntuals sobre els singletons. Això és:

(mvn) (p) = m(p)vn(p) i (mAn) (p) = m(p)An(p).

Efectivament, com que M ("? (/̂  ) , R ) és un Ä-grup, és mvn=m+ (.n-m)

= -(-m-) v (-n), i bastarà provar que m Cp) = (m(p)) . Ara bé,

(p) =supím(A) ; AÇ{p} }=sup{m (p) ,m (0) }=m (p) vo = mCp) . »m

1.7.2. Teorema. Tota mesura me bea (Ç OV) ,R) queda univocament

determinada pels valors a =m(n) i aleshores |̂a |< +°°.
n ' n '

Demostració. És immediat que si me b ca (Q (.A/", R} queda determi-

nada una successió (a ) per a =m(n), de manera que essent m real

i finita m té variació | m|ebca (x (W) ,R) , i per tant

|m| (.N) = S|m| (n) = S|m(n) | = S|.an

ja que, segons es desprèn del lema anterior, |m| (.n) = |m(n) | . Recí-

procament, donada una successió (a ) tal que 2|a |< +°°, l'única

mesura que satisfaci m(.n)=a ha de venir donada per

m(A) = 2 m(p) ,
Pe A

i sabem, pel que hem vist en l'estudi de les Q-mesures discretes

(n°. 5 de A) ) , o be directament de les propietats de les sveries do-

bles absolutament sumables de nombres reals, que així definida m és

una mesura real i finita en Ç (.N) . •
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Aquest teorema es el que ens permet obtenir l'isomorfisme

anunciat entre £, (.A) i bea (9(.ff) , Ä) :

1 . 7.. 3 '. Teorema. L'àlgebra de Banach reticulada i c.c. bcatí? (M .

es isomorfa i isomètrica com a tal a SL, (R).

Demostració. El teorema anterior ens permet establir una bi

jecciô

0: bea (<£•{#) , R) + £, (R)

m ' -*• (a ) , a = m (n)
n n

que es morfisme d'espai vectorial, com es veu de forma immediata

Pel Lema 1.7,1. 0 és morfisme de reticle. És també morfisme d'a-

nells ja que per a la mesura convoluciô de m i n , m*n, es te, si

(m*n) (p) = (m s n) (s~ ( p ) } = (m a n) (.{ (i, j ) ; i+j=p, 0 < i < n } )

= 2 m (i) n (.p) = 2 a. - b . ,
i+j=p i+j=p 1 3

o < i < P o<

d'on $ (m) . 0 (n) =0 (m*n) . Finalment $ es isometria car si: 0(m)=(a )7n
é s H m l l = | m | (¿7) = Z l m | ( n ) = 2 | m ( n ) | = 2 | a | = H 0 ( m ) H . •

I l 1 1 I I ' Ti I

B) Els ¿-anells £., (R) 1 bea (Q ( N) , R) .

De la mateixa manera que a partir del cos dels nombres reals

es construeix l'àlgebra de Banach reticulada £,(#), anem a consi-

derar, en el que segueix, la construcció d'un Í,,(R) a partir d'un

A-anell R, així com algunes de les seves propietats.

Sigui R un ¿-anell c.c. i suposem que el producte és seqüen-

cialment o-continu. Considerem el conjunt Ä^-(.R) ={. (.a );a £R i

O-2 I a I <+oo de les successions d'e-lements de R absolutament o-su-' n '

mables.

1.7.6. Proposició. ¿,(R) és un ¿-anell c.c. R-normat i complet
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segons la R-norma en el qual . el producte es seqüencialment o-cgn-

tinu.

Demostració. Posant

•(an) + tbn> = (an+V'

(a )< (b ) •**• a < b per a cada ne N ,n n n n

¿, (R) és un 5,-grup (l'induït pel ¿-grup producte de R ) . De fet

¿̂  (R) és un subgrup subreticulat convex en R i per tant c. c. Amb

el producte definit per:

(a ) • (b ) = ( c ) , on c = 2 a. - b . ,n n n n . . . i 1J

o <i <n

resulta que £^ (R) es un ¿-anell. En efecte: en primer lloc cal

veure que, així def mit, l'element (c ) és de £, (R) . Això es con

seqüència de la o-continui'tat seqüencial del producte en R; s'ha

de provar que existeix en R el o-lim 2 I c I = o-2|c |. Tenim
p=1 P n

2 |c J- 2 | 2 a -b | < S 2 |a |-|b,| <
p=1 p ' p=1 i + j=p * •> p=1 i+j=P 3

, o <i <p o <

n n n 0

< 2 | a . | · | b . | =( S l a j í - í 2 |b |) -»• (o-2 j a . ^ | ) - (o-2 |b . | )e R.
i , j=o 1 ^ i=o j=o.

n
Per tant, en ser R G . G . , existirà o-lim 2 |c |= o-2 |c [ i a mes

p=1 P n

0-2 |cn| <(o-S|an|) . (o-S|bn|) .

És immediata la distributivitat d'aquest producte respecte a

la suma, i la commutativitat, si R es commutatiu. També, si R te

unitat u, aleshores l'element u =(u,o,o,...)e£.(R) es la unitat deo "
¿.(R). I evidentment el producte definit es compatible amb l'ordre.

Finalment podem veure que el producte definit, que anomenarem produc-

te de convolucio, es'- seqüencialment o-continu. Pel que hem vist basta

provar que si {a }cAr('R) i be£,(R), aleshoresn » '
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b > 0

a . b4-0 i b.a i OT» n

Sigui a = ( a )4 -0 : alesho.res a ^0 per a cada ie N. Sigui b = ( b . ) . De

2 |b . | < +oo se ' n segueix que' {b.} is o-afitat en R i per tant que per

a un cert ae R es ;té [b. |=b. ̂  a per a tot ie fl. Hem de provar que a .b O

però això equival a que (a - b ) 4-0 per a cada pe N. Com que

P P
0< (a -b ) = 2 a 1 -b . < 2 a1- a= a • ( 2 a1) ,

np . n 3 . n . ni+3=p 1=0 1=0
o < i < p

el producte es seqüencialment o-continu en R i, per a cada ..

ie{o,1,...,p}, és a 4- o , resulta que (a *b) 4. O . Anàlogament, b* a 4. O .n n p n

En £,{R) hi considerarem la R-norma p definida per p(a)=o-2|a ¡,

essent a=(a ). És immediat comprovar que p és una R-norma compatible
n

amb l'estructura reticular. Tambe ho es amb el producte de convolu-

i per

tant p(a-b) <p(a)-p(b). Falta veure que es p-complet: aixb es que

si {aa} xe_£ és una xarxa p-fonamental en ̂  (R) aleshores existeix un

element a eSL (R) pel qual p (a -a) -s- O .

cio car hem vist que si c=a.b, o-2|c [ < (o-2|a |)«(o-2|b

Sigui {a } una xarxa p-fonamental d 'e lements a e £
Ctc /"C

sigui ô 4-0 una xarxa en Z^ (R) amb la propietat que per a un cert

a ejl eso

ap ( a - 5 per a tot ß>a i a >a .

Aleshores serà

m
2

VJb

per a to tß>a, ct>a i ne N
^

(*)

En particular, resulta que

ietf, es a dir, que {a.}

-a.^ ô per a tot ß > a, a

es o-fonamental en R, per a cada ietf.
aEssent R G.G., existeix el o-lim a, = a.€R. Considerem l'element

a=(a.)eR
N

i vegem que
ai que o-lim p(a -a)=0.
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De .(*) resulta que, qualsevol que sigui el n elegit,

n
2 l a~ a ^ 5 f per a t0t a

i = o

d ' o n o-S|aa-a | <+<», es a dir, a a - a e A 1 C R ) i per tant

P (aa-a) =o-S |aa-a |< <5 per a tot a > a /1 n n ' et o

on 6 ^O , és a dir, o-lim p(a - a ) = 0 , tal com voliem veure

Recordem en aquest punt que el conjunt bea {Ç CAO. /R) de les

o-mesures o-af itades definides en 9 C/V) i valorades en el £-grup

R c. c. es un £-grup c. c. R-normat amb la R-norma, derivada de la

o-variació, q (m) = |m | (N) ( 1 . 4 . 7) . Exactament com per a les mesures

reals en el Lema 1.7.1, es comprova que les operacions reticulars

son puntuals sobre els singletons. Tambe en forma semblant podem

enunciar el següent

1.7.7. Teorema. Tota o-mesura o-afitada m:Q(N) -»• R queda

unívocamejit determinada pels valors m =m(n) i aleshores o-Z|m |<+<»,n ' n '

Efectivament: És immediat que una o-mesura m:*? (A') - ' -»• Z^(R) deter_

mina una successió {m } en R posant m =m(n) . Tenint en compte que

en bea (Ç CN) , R) les operacions reticulars són puntuals sobre el sin_

gletons de la a-additivitat en ordre de |m[ en resulta a mes, que

|m|(tf)= 0-2 | m | (n)=2|m(n) |= o-S|m | <+».

Recíprocament, donar una successió {m } en R tal que o-S|m | <+oo

es donar una funció F:# -»• R per a la qual F (N) es absolutament

o-sumable i per tant determina (segons 1.6.1.) una única o-mesura

o-afitada en $ (N) posant m(A)=o- S m . •
ne A

1.7.8. Teorema. L'aplicació 0 :bca (Ç (//) ,R) •+ £,(R) definida

í (m) = (m ) , on m =1
n n

de A-grups R-normats.

per ¡2$ (m) = (m ) , on m =m(n), es un isomorfisme isometric o-continu
n n
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Demostraciô. El teorema anterior es el que permet establir la

bijacció 0. De la definició es immédiat que 0 és isomorfisme de

grup i de reticle i per tant també es o-continu. I es isometric ja

que q(m)=o-S|mn| = p (m ) = p(0(m)). •

1.7.9. Corol·lari^ bea (.<?($) ,R) es un Ä-anell c.c. R-normat i

complet isomorf com a tal a £,(R).

L'isomorfisme 0 permet definir un producte en bca(9(#),R) que

anomenem per analogia convolució de mesures posant

m*n = ÇS (0(m).0(n))

Com que £,, (.R) es complet respecte a la R-norma p i 0 es isometria,

résulta que bea (Ç (N) ,R) es un ¿-anell R-normat complet respecte a

la R-norma de la variació en ordre. •

C) Les àlgebres bea (9 (N) ,1 ,(/?)) i £V(^

Considerem finalment el cas particular del ¿-anell c.c. R=£^(5)

que es també espai vectorial real i àlgebra de Banach amb la norma

real II (a ) II „ = Zia I .
n i ' n '

Designem per S_ el conjunt £^(£j(J?)) de les successions d'ele-

ments de £,,(/?) absolutament o-sumables. S és un espai vectorial re_ . .

ticulat, i segons 1.7.6. és també anell reticulat c.c. en el qual

el producte (de convolució) és seqüencialment o-continu.

Així mateix el £-grup bea (Ç (.N) , £ , (R) } de les o-mesures o-afi-

tades definides en Ç ( N) i valorades en £^(A) és un espai vectorial

i anell reticulat c.c. isomorf com a tal a S i en el qual les ope-

racions reticulars són puntuals sobre els singletons. L'isomorfisme

fa correspondre a cada o -mesura miQíN) -*• £ , ( R) o-afitada la successió

{m }C2,.(A) determinada per m =m(n).n " n

1.7.10. Lema. Sigui una successió {m }C£ (A). Son equivalents

a) 2 m és absolutament o-sumable;
n

b) S m és normalment convergent.
n
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En efecte; Posem, m =(an).
n i

(.a.) =*• b) ) ; Si 2m es absolutament o-sumable, podem considerarn
l 'element o-2| m •[ g£, (S) pel qual se satisfà

2 (o- 2 |m I) . <+œ
' n ' x

i n

Però en £,(R) la o-convergència de successions implica la con-

vergència per coordenades i per tant

l \ vi I v l / s í v l n l
nin|)i = Sl^li = 2I (mn)il =

 2la
il

n n n

d'on en resulta que la sèrie de nombres reals 2 |a.j es doble_
i,n 1

ment i absolutament sumable. D'aquí que 2||m II = 2 2| (m ) .| =
n n n i

= 2 2 | a" [<+«>.
n i

(b) =* a)). Si 2ra és normalment sumable, la sèrie doble 2 |a.|
i., n

es absolutament sumable i per tant per a cada ien, la sèrie

2 |an| es convergent..D'aquí en resulta que la sèrie 2m es

absolutament o-convergent car ( 2|a.|) = 2 (|a,|)= o-2|m |. •
n n n

Observi's que d'aquest lema se'n deriva un resultat ben co-

negut: Sigui 2x una sèrie en l'espai de Banach (¿̂  (R) , II II ) . si

la sèrie es de termes positius, i és convergent segons la topolo-

gia d.e la convergència en norma, aleshores també es normalment

convergent.

Efectivament, sigui x=S x i consideri's la successió de les

sumes parcials (S ). Del fet que S ->• x se'n segueix que S 5 x
n n n

i en ser S monòtona creixent, d'aquí se'n segueix a la vegada que

S -t-s. Per tant la sèrie és o-convergent; però tractant-se d'una
n Q

sèrie de temes positius, això- equival a ser absolutament o-sumable

(vegi's 0.4.6) i per tant, pel lema anterior, a ser normalment cori

vergent.
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Aquest mateix Lema permet relacionar, per a una funció de

conjunt m :$('.#) -> £, (.£) , el ser "mesura .vectorial", valorada en

l'espai de Banach £ , (.5) i el ser "o-mesura", valorada en el

£-grup c.c. Í^(R). En aquest sentit tenim el següent

1.7.11. Teorema. Sigui m;? (N) -*• Ji,Ü?) una funció de conjunt

additiva valorada en ¿-àlgebra de Banach reticulada Ü^(.R). Son

equivalents :

a) m es o-mesura o-afitada;

b) m es mesura vectorial de variació total .finita.

que la serie £m , on m =m(n), es absolutament o-convergent car,

Demostració. Dir que m es o-mesura o-afitada equival a dir

a sèrie £m , on m =m(n) , es absolutam

tenint en compte que |m| (.n) =|m(n) | , es té

|m| (N) = o- S|m| (n) = p- S m

D'altra banda dir que m es mesura vectorial de variació total fi-

nita equival a dir que la sèrie Sm es normalment convergent, ja

que de la definició de variació total, resulta que

V (m) (n)=sup{Zl l m ( A . ) II ; ÍA.}e D ({n}) }=sup{ll m (n) II , I I m C0) II >=il m ||1 1 n

i per tant

V (m) (N) = S v (m) (n) = Si m I .
n. n

D'aquí i del Lema anterior en resulta l'equivalència de a) i b). •

1.7.12. Coro!. lari. Les algebres de Banach reticulades

, (A, (A) ) i bea C?(N) , £,, (R) ) són isomorfes i isométriques.

En efecte, havent vist que tot element irifbca ((tf) , £,, (R) ) és

una mesura vectorial de variació total finita a valors en l'espai

de Banach ( A. U?) , H H ̂) podem definir la norma llmll=V(m) (N) que, com

es sabut, fa de bea (? (N) , i^ (#) ) un espai de Banach.

Pel que hem vist, si m = (a . ) , aleshores és Ilm||= 2 |a.[, d'on
i, n

resulta de forma immediata que la norma es compatible amb l'estru£

tura reticular.
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L'isomorfisme d'àlgebra i de reticle entre bea Ç?(ff) , i, (R) ) i

S permet definir de manera natural una- norma en S posant, si

a=(an)es i an= (a") e £,(/?),

lla» = 2 |an| = 2 lla II ,1 i ' nn, i n

resultant ser una isometria. Finalment podem comprovar que la noir

ma en S ó en bea (Ç (77) ,£•(!?)). es indiferent, es compatible amb el

producte, això és, que si a,bes aleshores II a-bll < II all - llbil.

Posem a= (a ) , b= (fa ) i c=a-b=(c ) . Tenim l la 'b l l = 2 II c II .
n n n nn

Ara be,

I le IL =11 2 a . - b . I l < 2 l l a . « • l i b . I I ,n ' l . . 1 3 - ) . . . i l 3 11+3=n J 1+3=n J

n o<- i<- n

on aquest darrer terme es el terme n-èssim del producte de convp_

lució dels elements ct=(Ha II ), &- ( lb II )e£.(5), pels quals se'

satisfà »a« = 2 »a I = la» i » 3 « = 2 « b II = l lb i l . Així-\ n T ' ' "i n 1n n

H e IL < W * ß ) de manera quen 'l n

l l a .b l l « 2 I l e II < 2 ( a - 3 ) = l l a - ß l l < « a l l - l l ß l l = lla||·||b|l,
n n 1 n n ' -« • ' * -1

tal com voliera veure. "
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