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" 'INTRODUCCIO

Per primera vegada, a l'any 1928, Riesz feu notar que la
majoria dels espais vectorialg que apareixen a l'anélisi fun-
cional sdn no solament espais de Banach sind també espais re-
ticulats. Cap als voltants del 1935 trobem els treballs de -
Riesz, Freudenthal i Kantorovitch, els quals amb les seves
aportacions independents, sén considerats els fundadors de la

teoria dels espais vectorials reticulats.

Riesz es va interessar pel que avui coneixem com espai
dual respecte a l'ordre. Freudenthal va obtenir 1l'anomenat -
"teorema espectral", de gran importéncia,»janque d'ell se'n
deriven, entre altres resultats importants, el teorema espec-
tral per a operadors hermitics en espais de Hilbert i el teo-
rema de Radon-Nikodym. Kantorovitch iniqié l'estudi de les pro
pietats algebraiques i de convergéncia dels espais vectorials
reticulats (o espais de Riesz), que posteriorment ha estat apli

cat a la teoria d'operadors.

Després d'ells, la teqria deles espais de Riesz es desen-
volupé émpliament, amb aportacions de Nakano, YQsida, Stone,
Bohnenblust, Vulikh, Pinsker, dels mateixos fundadors i de molts
altres, com poden &sser Birkhoff ({8)) i Fuchs ([18]), que enca
ra que no s'interessen particularment pels espais vectorials re
ticulats, contribueixen, amb els seus treballs sobre estructu-

res ordénades més generals, al desenvolupament de la teoria.

En la majoria dels espais vectorials reticulats gque aparei
xen a l'analisi s'hi poden considerar témbé, de forma natural,
estructures topolégiques. En aquest sentit, entre 1950 i 1970,
sfha'portat a terme l'estudi dels espais vectorials topoldgics
ordenats (&s a dir, espais vectorials retigulats, en els que
s'hi introdueix una tdpqlpgia que és compatible tant amb l'es-

tructura d'espai vectorial com amb l'estructura ordenada), en
sp



¥
el gque destaquen les contribucions de Nakano, Jameson ([ 19])

i Peressini ([25]), entre altres.

En el desenvolupament de la teoria dels espais de Riesz
ens interessa assenyalar les seves aplicacions a la teoria de

la mesura.

Kappos ([20]) en particular, ha aplicat les propietats de
la convergéncia en espais de Riesz a l'estudi abstracte delg
espais de probabilitat. Aixi, per exemple, per un procés usual
en la teoria de la completacié de grups reticulats commutatius
([ 14]), [ 24]) obté el éonjﬁnt de totes les variables aleatdries
a partir de les variables aleat&ries elementals; el mateix pro-
cés pot ser aplicat també per a definir variables aleatéries
generalitzades valorades en grups reticulats commutatius o en

reticles de Banach (Kappos, [20],[21]).

Més recentment, Fremlin ([17]) ha aplicat la teoria abs-
tracte dels espals de Riesz a l'estudi dels espais de funcions

que apareixen a la teoria de la mesura.

En una altre linea, han estat considerades les mesures va
"lorades en un espai vectorial reticulat condicionalment complet
O g-condicionalment complet (resp. c.c. 60 -¢.c. ) pef a les que la g -addi-
tivitat es defineix en termes de propietété'geticulars; és a
dir, si (X,@) &s un espai de mesura i V &s un espai vectorial
reticulat g-c.c., una funcid additiva m:a =+ V s una mesura
o-additiva en ordre si &s positiva i si per a cada successid mo
notona creixent de conjunts en @, A +4a, é€s m(A)= vV m(An).

(Wwright, [33]). n

En el cas especial que V &s el dual d'un reticle de Banach,

la condicid m(A)= V m(An) equival a que m(A)=lim m(An), en la
n
* : . .
topologia feble ..Pero en general (Floyd, [16]), no existeix

per a V una topologia d'espai vectorial T1, per a la gque tota
Ssuccessid monotona creixent afitada en V sigui convergent cap
al seu suprem. Sembla ser, aquesta, la rad per la qual els re-
sultats i els metodes de l'estud; d'aquest tfpus de mesures

difereixen dels de les mesures en espais vectorials topolégics.
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L'abjecte d'aquesta memdria &s. desenvolupar alguns aspegc
tes de l'estudi del tipus de funcid g-additiva definit ante-=
riorment. Dos han sigut els centres d'interés, entorn dels

quals ha girat l'elaboracid de la memdria:

1) En primer lloc, fer un estudi de 1les funcions‘de con-
junt additives i o0-additives en ordre, valorades en un grup
reticulat 0-c.c. & c.c. (valid també per a les valorades en
anells reticulats i espais de Riesz), a partir de l'estructu
ra reticulada i de les propietats de convergéncia en ordre,
prescindint dels aspectes topoléqics gque en una altra linea
podrien ser considerats. Ens ha interessatvespecialment la
possibilitat d'establir analegs dels teoremes classics de des

composicid (de Jordan-Hahn, de Yosida-Hewitt i de Lebesgue).

Basicament en l'estudi fet, que correspon al Capitol 1,
hem utilitzat resultats de la teoria de grups reticulats, re-
lacionats sobretot amb la convergéncia en ordre, i, d'alguna
manera, nocions relatives a la teoria d'espais métrics_generi

litzats.

2) L'altre centre d'interés, gque correspon al Capitol 2,
~ha estat 1la cdnstruccié d'una intggral respecte a una mesura
g-additiva en ordre definida en una G-élgebra de parts d‘'un
conjunt X i valorada en un anell reticulat R, per a funcions
definides en X i1 que prenen valors en el mateix anell R (en
una situacid per tant distinta de la que tracta Wright ([33]),
el qual construeix una integral respecte a una mesura valora-
da en un espai vectorial reticulat O-c.c. .per a funcions reals
i també@ de la de Cristescu ([10]) que construeix la integral

per a funcions valorades en un espai vectorial reticulat).

De les diverses formes que coneixem de desenvolupar una
teoria de integracié,vhem elegit la que correspon al métode
de Daniell, perqué-déna‘un_gran paper a la relacié d'ordre i
deixa en segon terme les referéncies de tipus topolégic. La
;integral ﬁue hem const;uit en el cas partipqlar que R és el
cos dels nambres reals, coincideix amb la integral usual de

Lebesgue.



Les diferéncies bésiques que apareixen entre els resultats
obtinguts i els de la teoria cléssvicav de la mesura i integracid reals
semblen provenir essencialment de la substitucid de 1l'ordre to-
tal de R per un ordre parcial, encara que aguest sigui reticu-
lat i O-c.c. AixiI, per exemple, la propietat que tota mesura
real finita o-additiva definida en una cfélgebra és afitada,
ja no es conserva si es tractavde mesures valorades en grups

reticulats c.c. no totalment ordenats.

A continuacid passem a descriure el contingut de cadascun

dels capitols que composen aguesta memdria:

El capitol 0 inclou un recull de les definicions i resul-
tats generals de la teoria de %-grups. i d'altres estructures
ordenades que d'una manera constant apareixen en el treball,
aixi com alguna referéncia a conceptes i terminologia de 1la

teoria dels espais métricsvgeneralitzats ([30]).

Es desenvolupa amb cert detall el procés d'adjuncié dels
elements formals *® a un f-grup (2-grup ampliat) i finalment,
es fa unaanalisi de ls sumabilitat en termes d'ordre, els re-

sultats de la gqgual sdn utilitzats en el capitol 1.

El capitol 1 estad dedicat a l'estudi de les funcions de
conjunt finitament additives (& mesures) i c-additives en or-
dre (& o-mesures) definides en un anell a de parts d'un con--

junt X i gue prenen valors en l'ampliat d'un f-grup G c.c.

Com en el cas real, s'obté que la familia ba(a;G) de les
mesurés finités i afitades (en ordre) €s un f-grup c.c. del
que la subfamilia bca(a;G) de les o-additives en ordre n'és
un subgrup solid i c.c. considerat com a 2-grup. Aquest resul

tat es el gue permet obtenir un andleg del teorema de descom-

posicid de Jordan-Hahn per a mesures finitament additives va-

lorades en f&-grups c.c., el qual representa una generalitzacid
del que Fayres i Morrison ([ 15]) obtenen, amb tecniques proépies
d'espais vectorials reticulats, per a les funcions additives
m:a +~ V definides en una algebra de Boole i que prenen valors

en un espai vectorial reticulat c.c.



Mitjancant els contraexemples corresponents, s‘'ha vist
que el teorema obtingut no &s generalitzable al cas de funcions.
o-additives no finites definides en O-E;gebres, com ocorre en
el cas de mesures reals; també s'ha vist que per a mesures 0-addi
tives en ordre definides en G—élgebres, no existeix en general
cqnjunt de descomposicid de Jordan, i gue tampoc &s cert un ana-
leg de la propietat gque tenen les mesures reals finites O-additi

ves definides en una G-élgehra de ser afitades.

Despr&s d'introduir la variacid i la semivariacid d'una me
sura en termes d'ordre, sdn estudiats diferents tipus de conver-
Y . . . .

~gencia en el conjunt de les mesures: la puntual, la uniforme i

la de.l'ordre.

Quant a la puntual, s'ha vist gue la 0=-additivitat es con-
serva en el pas al 1limit de xarxes mondtones de mesures finites.
D'aguesta propietat se'n sequeix que bca(@;G) &s una banda i un

To—tancat de ba(@;G); i com a consequéncia s'obté un analeqg del

teorema de Yosida-Hewitt per a mesures en oxrdre segons el gual

tota mesura méba(@;G) admet una Gnica expressid de la forma
m=mc+ ma on mcebca(a;G), maeba(a;G) €s purament additiva i m, i

-
m_ son ortogonals.

Pel que fa a la convergéncia uniforme en ba(a;G), s'ha vist

gque el 1limit uniforme d'una xarxa de mesures que son uniformement

O-additives també és O-additiva; la condicid de la oO-additivitat
h . -

uniforme pot suprimir-se en el cas gue la o-convergencia en G té

la propietat diagonal.

En forma.anéloga al cas de mesures escalars o vectorials va
lorades en espais de Banach de dimensid finita, la convergeéncia
en ordre uniforme de mesures additives afitadesivalorades en un
£-grup c.c. G, resulta ser normable per la G-norma generalitzada
Hﬂo:ba(a;c) + G, definida posant Inll = v{|m(a)|, nea } . Bs a
dir, la convergéncia en ordre uniforme de mesures additives afi-
tades &s equivalent a la Uuo-conve;qéncia (Lligada a la semiva-
riacid en ordre) la gual &s equivalent, al seu torn, a la conver
,géncia segons lavG-normg'generalitzada q:ba(a;G) ~+ G+ definida

per q(m)=[m|(x) (lligada a la variacid en ordre).



Introduint les topologies Tﬁ“ i T associades a la noxr-
Q o *

ma generalitzada “"o' el teorema anterior permet provar que
(ba(a;G)lﬂno) €s un f-grup G-normat "Ho-complet de manera gque
si la o-convergeéncia en G té& la propietat diagonal per a suc-

cessions (resp. per a xarxes) aleshores bca(a;G) &s Tﬁ“ ~-tancat
o]
(resp. Tﬂ“ -tancat). Queda, no obstant, oberta la qliestid de si
o ' '
en general bca(a;G) és Tﬁ“ -tancat, comﬁocorre en el cas de les

mesures escalars o vectorials.

A l'apartat sggﬁent sén introdufdes les nocions de conti-

nuitat i singularitat respecte '‘a una mesura m. S'ha vist que

dins ba(a;G) les mesures m-singulars constitueixen un subgrup
S . . .
solid i les mesures m-continues una banda, que indiguem per

bamc (a;G) ..

De la segona afirmacid se'n deriva un quasi anéleg del teo
rema de descomposicié de Lebesgue segons el qual tota mesura
afitada es expressable de forma inica com a suma de dues mesu-
res afitades, l'una m-continua i l'altra que &s de l'ortogonal

de ba (a;G).
mc

En el cas real, quan m &s O-additiva i a &s una o-3ilgebra,
resulta que (bcamc(a;G)rLcoincideix amb el conjunt de les mesu-
res m~-singulars i per tant s'obté el teorema de Lebesgue. Ara
bé, la identificacid dels dos conjunts s'obté (Luxemburg, [23])
mitjangant el conjunt de descomposicid de Jordan associat a una
mesura i, com gue en el cas de mesures en ordre valorades en un
f-grup c.c. arbitrari aquest conjunt ja no'existeix, no &s possi
ble, per un cami anéleg, obtenir aquesta identificacid, en cas
de donaf;se. Es un problema que queda obert; hem obtingut pero -
una condicid suficient per tal que coincideixin. Aquesta condi-
cid &s que el grup de valors sigui super condicionalment complet;

en aquest cas hem obtingut, directament, l'anéleg‘del teorema de

’

descomposicid de Lebesgue.

S'analitza a cantinuacid, la construccid d'alguns tipus es
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producte i les o-mesures discretes, i s'obtenen alguns exemples

d'o-mesures valorades en diversos {-grups.

El capitol es clou amb l'estudi de les mesures definides
en la O-algebra a de les parts d'un conjunt numerable X i valo-
rades en l1'dlgebra de Banach reticulada 21(R), de les successions

de nombres reals absolutament sumables.

En una primera part. es veu gque l'éLgebra de Banach reticu-
lada i c.c. de les mesures reals ¢o-additives i finites defini--
des en a es isomorfa i isometrica com a tal a 21(2). A continua
cid s'estudia la construccid d‘'un 21(R) a partir d'un anell re-
ticulat R, en una forma analoga a‘com a partir del cos dels nom
bres reals es construeix 21(Q): a £1(R)‘hi considerem les succes
sions d'elements de R absolutament sumables en ordre; amb les
operacions definides convenientment i amb la hipdtesi addicio-
nal que el producte de R &s seqiencialment o-continu;21(R) re-—
sulta ser un anell reticulat c.c. R-normat i complet (respecte
a la R-norma) que &s isomorf i isométric com a tal é l'anell re

ticulat i R-normat bca(a;R).

Finalment, es considera el cas especial de l'anell reticu-
lat R= 21(2), que esta dotat a més d'una norma real, i s'obtéd
la caracteritzacid seglient: les mesures vectorials valorades en
l'espai de Banach 21(R) de variacid total finita sdn les o-mesu

res afitades en ordre.

El capitol 2, dedicat a la construccid d'una integral res-

pecte a o-mesures, pot considerar-se dividit en guatre seccions.

1) La primera estudia les condicions generals que permeten
aplicar el metode d'extensidé de Daniell a integrals valorades
en anells reticulats O-c.cC.

2) En la segona s'analitzen les condicions i l'aplicacid
de la seccid anterior al cas pa:ticular de la integral defi-

nida de la forma usual en el conjunt de les funcions simples,

respecte a una o-mesura (funcions i mesura valorades en un ma-
teix anell reticulat g-c.c.).

3) L'objecte de la tercera s obtenir una segona extensid

de la integral respecte a una o-mesura.
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4) La quarta inclou l'estudi de la integral indefinida,

3 - . » » . -
aixi com una aproximacid a un possible analeg del teorema de

Radon-Nikodym.

Seguidament comentem amb detall cadascuna d'aquestes sec-

cions:

Primera. Introduim les nocions de R-integral i R-integral po-

sitiva en X:

Si R &s un f%anell g-c.c. amb el producte sequencialment

o-continu, una R-integral en X &s una parella (L,I) formada

per un {-submodul L de RX i un morfisme d'ordre I:L - R homo-

geni segliencialment o-continu. Una R-integral positiva en X &s

una parella (S,I) formada per un {-subsemigrup de R¥X,s, esta-
ble pel producte per elements de R+, i un morfisme I:S > R po

sitivament homogeni i segliencialment o-continu cap amunt.

Si (L,I) eé una R-integral en X, I s'estén al conjunt LG R
de les funcions f:X > R que sdn limit puntual d'una successid
mondtona creixent {fn} de funcions de L+={feL, f 20}, per a la

que {I (fn)} estd afitat, posant I(f)=V I(fn). Aleshores (LU,I)
'n
€s una R-integral positiva en X i I s'esté&n al seu torn, com a

morfisme dfordre homogeni, al g-submodul Lw = L L.

Quant a la o-continuitat de l'extensid s'ha vist que si
el conjunt_g+, de les funcions f:X -» R que sdn 1limit puntual
d'una successid mondtona creixent de funcions de L+, é€s ¢ -sub
reticle, aleshores es pot afirmar gque I és segliencialment o-con
"tinu en L, i tamb& que (Ly,,I) es una R-integral en X per a la
que es poden provar els andlegs dels teoremes cldssics de con-
vergéncia: el de convergéncia mondtona generalitzat, el de con

vergéncia dominada i la propietat de Fatou.

Segona. Si m:a » R_ &s una o-mesura definida en una g-dlgebra

de parts d'un conjunt X que pren valors en la part positiva d'un
anell reticula g-c.c. R, gqueda com hem dit definida, de forma
andloga al cas real, la integral respecte a m per a les funcions

simples f:X -+ R.

E1l conjunt ¢ de les funcions simples &s un £ -submbdul de Rx

i la integral, com a aplicacid que assigna a cada funcid fee un
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element de 1l'anell R, &s un morfisme d'ordre homogeni.

Si R=R, € es el cbﬁjunt de les funcions @-mesurables sim-
ples finites, I es la integral ordinéria de Lebesgue respecte
am i,pen-tant, I és seqilencialmente o-continua. En un cas ge
neral, creiem que I pot no ser-ho, ja que les demostracions
que coneixem d'aquesta propietat per al cas real depenen for-
tament de l'ordre total de R; no obstant, en els exemples que
donem, I &s seglencialment o-continua i en conseqiitncia (g,I)
&s una R-integral. En aquest cas, els resultats de la seccid
anterior permeten construir l'extensid (Lc(m),I), de tal for-~
ma que si el conjunt M+ €s o-subreticle, aleshores (Lm(mLI)

€s una R-integral a X, que anomenem, la primera extensid de la

integral respecte a la o-mesura m.

Si R=R, aleshores M+ coincideix amb el conjunt de les fun
cions reals finites a-mesurables positives i, per tant, M+ és
g~-subreticle, L (m) &s el conjunt de les funcions reals fini-
tes a—mesurableg i m-integrables Lebesgue i I €s la integral

de Lebesgue respecte a m.

En aguesta seccid sdn considerats cassos distints en els
que M+ és també O-subreticle i per tant esta definida la prime-

ra extensié (Lw(m),I)-

Tercera. A fi d'obtenir una classe més amplia de funcions inte
grables, s'observa en primer lloc, que la reiteracid del procés
que ha permés obtenir ia primera extensid (Lc(m),I) a partir

de (L,I), no en genéra una de nova, sin6 gque condueix a la ma-
teixa (Lc(m),I), d'aquesta manera, si es vol obtenir una sego-v
na extensid cal recdrrer a altres metodes. La»1dea é€s fer inte
grables aquelles funcions gque d'alguna manera sén aproximables.
.per funcions que ja ho sdn. En aquest sentit, &s introduida 1la

nocid de conjunt m-nul i en relacid a ella s'estudia, a conti-

nuacid, 1l'obtencid d'una segona extensid de la integral respec-~

ta una o-mesura. S'en consideren dues.

- ’ + '
La primera, indicada per (éA(m),I), representa la forma

més natural d'ampliar la classe de funcions integrables:
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Una funcidé f definida m-quasi arreu en X (breument, m-g.a.)
es diu que &s m-integrable si &s m-equivalent a alguna funcid
ngLO(m). En aquest cas es defineix la integral de f per I(f)=I(g).

+ . . . .
(&A(m) indica el conjunt de tals funcions m-integrables).

. , : " +
Si M+ eés U-subreticle, aleshores el conjunt iA(m)=&Z(m)—iA(m)
coincideix amb el conjunt de les funcions definides m-g.a. en X

que sén m-equivalents a alguna funcid de Lw(m) i resulta que

ii%(m),l) es_una R-integral en X, per a la gue es compleixen els

teoremes de convergéncia.

Amb agquesta segona extensid, si R=R, s'obté exactament el

conjunt £1(m) de les funcions m-integrables Lebesgue.

En el cas real hi ha diverses caracteritzacions dels elements
de<£1(m). Aixi, si es considera el conjunt Ld(m) de les funcions
que sén 1limit puntual d'una successid mondtona decreixent de fun-
cions de €_,resulta que una funcid £:X » R, definida m~-g.a., &s
m-integrable si i nomé&s si se satisfa -una de les dues condicions

seguents ([ 11]):
(i) inf{r(h);h =2 £ m-q.a.,heLc(m)}=sup{I(g);g:§f m—q.avgeLsmﬂ};

(ii) Per a cada ¢>0 existeixen dues funcions_geLS(m) i heLv(m)

tals que ¢ S £ <h m-qg.a. i I(h-g)<e.

Naturalment, si R &s un anell arbitrari, (i) i (ii) ja no
sén equivalents ni representa, cap d'elles, una caracteritzacid
dels elements de:ﬂZ(m). D'agquesta manera cadascuna d'aquestes

condicions pot donar lloc a una altra possible extensid de la

R-integral positiva (Lc(m),I)-

En aquest sentit la condicid (ii), m&s general que (i), ha

. - . . +
suggerit la construccid de l'extensid que indiquen per gﬁgiﬂi;fl‘

Una funcid £ definida m-g.a. en X es diu que es m-integra-
ble si existeixen dues successions de funcions'{gn} en L5(m) i
<f < -g.a. r cada ne€ i
{hn} en Lw(m) tals que g S f s hn m-g.a. per a »N, i
I(h -g ) % 0. (£+(m) indica el conjunt de tals funcions m-inte-
n- °n ) .

_grables). Si fezig(m) es pot definir la integral de f respecte

amper I(f) =V I(g ) =Ar(h).
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De les definicions anteriors es desprén quev(£+(m),I)
constitueix una segona exten51o de la integral respecte a m,
que estén també a (i (m),I). En l'estudi que es fa del parell
(£,(m),I) s'obtenen de forma natural condicions per tal que
31gu1££ (m)—gh(m), aquestes condicions semblen ser d'altra
banda les més adequades per a poder obtenir els teoremes de
convexgéncia a (£B(m),I) (on‘ﬁ (m) =L (m)—ﬁg(m)) i permeten
enunciar en definitiva el seguent teorema sobre la integra-

cid respecte a o-mesures:

Teorema. Si R &s un %-anell O-c.c. amb el producte segien
cialment o-continu, m:a-+ R+ una o-mesura definida en una
G-élgebra de parts d'un conjunt X i se satisfan les segﬁents

condicions:

1) La integral respecte a m en €, é&s sequencialment o-con-

tinua.
2) El conjunt M_ &s g-subreticle.

3) m(@)={m(A);A€AQ} no conté& divisors de zero,

aleshores

B

a) iB(m)=J%(m) i.i;(m)=i;(m), es a dir, £€ _(m) si i només
. - . . +
si £ =g per a alguna funcid gGRM(m) i si fQﬁB(m) alesho-~

res es pot prendre geLc(m).
b) Si f &s una funcid definida m-g.a. equivalent a alguna
.. - . +
funcid de M=M -M+, aleshores fej%(m) si i només si |f|Q£B(m)
i en aquest cas lI(f)[ I(|f|).

c) Per a la R-integral (ih(m),I)—(x (m),I) es complelxen els
teoremes classics de convergenc1a monotona, dominada i pro
pietat de Fatou.

Seguidament,es fa un estudi del cas particular de la inte-
I
gral respecte a una o-mesura valorada en el g-anell producte R=R",

on I &s un conjunt d'indexos qualsevol. Finalment, aquesta seccid

: t 3
inclou unes consideracions sobre altres formes d'estendre la inte

~gral.

Quarta. En un primer apartat s'estudia la integral indefinida d'una

funcid m-—integrable respecte una o-mesura m. S'ha vist que per a
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tota funcid feih(m) estd definida la integral indefinida de £

respecte a m i que a més. &s una o-mesura o-afitada segiencial

ment m-continua.

L1 » : - » . V
L'apartat seglent &s una aproximacid al que podria ser un

andaleg del teorema de Radon-Nikodym per a o-mesures.

Havent vist que tota funcid feiB(m) determina una o-mesura
o-afitada seqliencialment m-continua, hom pot plantejar-se la
qiestid inversa, &s a dir: Si m:a -+ R i ¢:a -+ R sdn dues o-me

+ —
3 - . . . - . 2
sures 1 2 es o-afitada i seqliencialment m-continua, existeix

alguna funcidé f m-integrable tal que L(A)ﬁf f dm per a cada Aea?.
. A
I en cas d'existir, sera {inica? (@inica a menys de m-equivalén-

cia).

Quant a l'existéncia, un contraexemple mostra que en gene-
ral el teorema no es compleix. La unicitat de la possible deri-
vada de Radon-Nikodyn, suéosgnt que éxisteixi, tampoc pot ser
assegurada. Es ddna una condicid necessiria per tal que hi ha-
gi unicitat: que m(a) no contingui divisors de zero; perd que-
da pendent la questid de si aquesta condicid necessaria &s tam
bé suficient. En una aproximacid a l'andlisi d'aquest darrer
problema, hem vist que en el cas particular de o-mesures valo
rades en el f-anell producte RI aquesta condicid, juntament
amb que I sigui numerable, assegura no sols la unicitat sino

també l'existencia de la derivada de Radon-Nikodyn.

Com a problemes que podrien ser interessants en el context
d'aquest capitol 2 i que queden oberts, podem citar, a més a més
del relatiu al teorema de Radon-Nikodym, el d'establir algun ti-
pus de representacidé per a les R-integrals; es a dir, veure si
donada una R-integral I en un conjunt X, es possible obtenir una
- o-mesura definida en una OU-algebra convenient de parts de X, que

doni lloc precisament a la R-integral donada.

En un altre senﬁit, hi hauria la possibilitat de desenvolu-
par una integral per a funcions valorades en un Q,—anc_all‘R1 res-
pecte d'una o-mesuma valorada enh un L-anell R2, seguint una me-
todologia inspirada en la gque utilitza Bartle en el seu conegut

article "A general bilinear vector integral" ([ 5]).
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1. DEFINICIONS I PROPIETATS GENERALS.

A) Conjunts. ordenats i o-convergdncia.

0.1.0. Definicions i comentaris. Sigui (S,< ) un conjunt or

denat. S &s superiorment filtrant (resp. inferiorment) si tota

parella d'elements esth mejorada superiorment (resp. inferiorment);

si ho &s de les dues formes alhora, es diu senzillament filtrant.

S és reticlé si per a cada parella d'elements a,beS existeixen
sup{a,b} i inf{a,b}, elements que denotarem per avb iAa b respecti-
vament. Si A={ai;ieI} €s un conjunt d'elements de S i existeix algun
element aes tal que a;;ai per a cada i€l (resp. a:gai)‘es diu que A

estli superiorment afitat (resp. inferiorment); si ho &s de les dues

‘formes alhora es diu simplement afitat (&6 o-afitat). En el cas que

existeixin el suprem i 1'Infim de A, aquest s'indicari indistinta-

ment per V a, i V{ai;iGI}, i anélogament per a l1'infim. S &s con-
iex

dicionalment complet (resp. g-condicionalment complet) si existei-

-

Xen el suprem i 1'infim de tot subconjunt no buit (resp. numerable)

afitaty; escrivim c.c. (resp. g-c.c.) per abreujar-ho.

Sigui {x'}'GI una xarxa d'elements de S, indexada en un con-
i‘i —_—

junt superiorment filtrant I.'{xi} és mondtona creixent (resp.

i€eT
decreixent) si i<j en I implica xi<xj en S {(resp. xi>xj), i es- "~

criurem x,+ (resp. x.+¥) per a indicar-ho. Una xarxa‘{xi} en S
i i

ieI

€s convergent en ordre (8 o-convergent) cap a l'element X€S si

existeixen dues xarxes en S, yite Z5¥ i un Index i €I tals que

yigxigzi, per a tot i>i-o,

A4 yi=x ‘ A Zi=X.
i€ I i€ I

i es-

També& es diu que x &s el limit en ordre de la xarxa {xi}ieI
- o v . . -
criurem x=o-lim x, & x,~ x per a indicar-ho. Si la xarxa &s mond
i i ’
tona &s x.,+x (resp. x,fx) si i només si x=V X, (resp, x= A xi).
ig 1 ieI ieX
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Es diu que la xarxa {xi}i és o-afitada si existeix un in-

€I
v e . . - -, . . N
dex i, I per al qual {xi}i>.i és o-afitat; en aquest cas, si G

€s c.c., estan definits els elements

X =V A x, A v o ox.,
i2i_ 3> i) 1> j=i 9

anomenats respectivament limit inferior i 1limit superior en ordre

de la xarxa 1 que .indicarem per o-1lim X i o~lim X respectivament.

Tota xarxa o-convergent &s o-afitada. Si G &s c.c., aleshores

una xarxa o-afitada {xi}ie é€s o-convergent cap a x si i només si

I

o-lim x.=o0o-lim x, = x.
_—— i i

0.1.2. Definicions. Es diu que la o-convergéncia en un conjunt

ordenat (S, <) té la propietat diagonal per a xarxes ([32]) si dona-

o
da una xarxa x, *> x, 1€I, tal que per a cada 1€I existeix una xarxa
i
i e . .
xj -+ X, on jeJi, aleshores existeix una subxarxa de la
i

que o-convergeix cap a x, essent N={(i,j); dieI i jeJi}, amb l'ordre

lexicogréfic de I primer i els Ji després:
(i,3) < (i',3") <« o

la gqual cosa equival a l'existéncia d'un subcanjunt I' cofinal en

I de manera que per a cada 1€I' existeix al menys un j=j(i)EJi tal

que {x%

j (i)

} o-convergeix cap a X.
ier

Es diu que 1la o—convergéncia en G té la propietat diagonal

. ., ' d b l m
per a successions ([23]) si donada una successio doble {an}(n,m)eNxN

m : —_— isteix per a cada nenN
t — a a, aleshores exis P
al que an an 1 n nooo’

mn) _°
n

un m=m(n) adequat de manera que a a.

. N i
Per exemple l'espai R de les successions de nombres reals

A} . » »
té 1la propietat diagonal per a la o-convergencia de successions.

; . H s . =
( ) Una successié d'elements d'un conjunt X,<§xn, x X, n > s'indicara en tot

el que segueix, per X X 6 simplement per X = S1 la referéncia a X pot do-

nar-se per sobreentesa sense ambigiitat.
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0.1.3. Definicid. Si (s,<) i (T,<) s6n dos conjunts orde-=. :

nats, una aplicacié f: :§ > T €s un morfisme d'ordre (8 creixent)

si a<b en S implica f(a) < f(b) en T. Es diu gque f &s o-continu 3
cap amunt (resp. cap avall) en S si xitx.en S implica f(xi)+f(x)
Q

en T (resp. xi+x en S implica f(xi)+f(x) en T). Si £ té& aquesta

propietat només per a successions es diu que f &s segiiencialment

o-continu cap amunt (resp. cap avall) en S.

B) Grups i anells reticulats.

0.1.4. Definicions i comentaris. Sigui (G,+) un grup. Un

conjunt PC G que satisfa
1) P+P CP, 2) pn(-p)= {0}, 3) a+P-aC P, ya€G;

permet def inir un ordre en G: a<b ® b-ax> 0, que &s compatible

amb la suma: si a,b,x€G
Lb = a+x<b+x i zx+ag x+b.

La terna (G,+,<) rep el nom de grup ordenat; P &s el con dels po-

sitius. Reciprocament, si (G,+,<) &s un grup amb un ordre .compa-
tible amb la suma, el conjunt P={a€éG; a >0} &s el con dels posi--
tius per a 1° ordre donat. Aguest conjunt P s *indicard per G . S1i
HCG indicarem Hn‘?;mrii. Un grup ordenat és retlculat si l'estruc

tura ordenada subjacent‘'@s un reticle. Un grup reticulat s'anomena

també& un f-grup.

0.1.5. Proposicid. ([26]). sigui (G,+,<) un grup ordenat,
A={a.;i€r}i B={b.;j€J} subconjunts no buits de G; a un element de
1 J

G. Aleshores

1) V a, = - A (-a, )
jer * i€I
2) a+ Va, = V (ata,) i at _A a;, =. A (ata.) i
jer * i€T i€T iel

3) v v (a.+b.) =V a, + _V bj i _A .A (ai+b')=_A ai+.A b..
ieI jeg i€l jed ieI Jed ieI jeg
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+
- . ] . - . ']
on s'entén que si existeixen els elements que apareixen en un dels

membres, aleshores existeixen els de l'altre membre i se satisfhi

la igualtat.

Un grup ordenat (G,+,S ) &s reticulat si i només si per a
tot element aéG existeix av0. Si a és un element d'un grup reti<‘
culat (G,+, N), es consideren els elements a+=av0 (part positiva
d'a); a=(-a)vl= -(aa0) (part negativa d'a), {a[ = av(-a) (valor

absolut d‘ta).

0.1.6. Proposicid. ([ 7},[26}). Sigui (G,+,<) un grup reticu-

lat. Se satisfan les propietats que segueixen: Si a,b,ceG,

1) G no té torsid: na = 0 = a = 0;
2) (G,<) é&s un reticle distributiu;
3) (-a)” =a i (-a) =a;
4) a= a - a i |a] =a + a;
5) a<b ©® a <b i a =2b ;
6) (atb)t <a® + b" i (asp)” <a + b ;
7) |a] <b ® -b<ax<b;

8) |a|>0 i |a] =0 e a=0;

9) avb = a+(b-a)t; adb= a-(b-a)”;

"

10) (avb)+= a+vb+, (avb) ~

11) av( Aa,) = A (ava,) i aa( V a,)=V (aAai), on s'entén
i€ * i€r * ier i€

que les igualtats se satisfan si tenen sentit.
y : » - : . 3
Un grup reticulat &s commutatiu si i només si se satisfa:

|a+b] < |a| + |b| per a tota parella d'elements a,b€G. En un grup

L] . . .
reticulat commutatiu, se satisfa la seguent propietat: si a,bé€G

aleshores a+b=(avb)~-(aab).

Un g-grup es arguimedia ([7]) si: na< b per a tot ne¥N implica

a<0. Tot L-grup arquimedia &s commutatiu. Tot_grup“totaiment orde-
nat arquimedid és isomorf a un subgrup de R (Teorema de HSlder,[71).

Tot {-grup c.c. es g-c.c. i tot f-grup o-c.c. &s arquimedid i per

tant commutatiu.

= - , + - - -
a ab, (AaAb)+=a+Ab , (aab) =a vb

.
[
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(3 - 3 . N °
0.1.7. Proposicid. Sigui (G,+,< ) un g-grup. Siguin xi *+ x,

4]

Yi > y dues xarxes en G,  indexades en un mateix conjunt I. Ales- .

hores:

o
a) X, +X si i només si existeixen una xarxa 6i¢0 en G i un

index i €T tals que [xi-xl <6i per a tot ix>i ;

b) sSi xi< y; per a tot i>io, aleshores x< v;

[~ =] o
C) X.+y., >x+ X,.Vy., >XV X, AY, - XAY;
iv¥y Yo %3975 Yr X8Y4 Y
-] + Q + — o — i -]
4a) X, T X, X, > X, X > x , lx i - }x[;

i
e) Ssi !xil < a per a tot i> i » aleshores x| < a.

0.1.8. Definicions i comentaris. Sigui H un subgrup d'un

grup reticulat (G,+, <). H &s un subgrup subreticulat (2 -subgrup)

si &s subgrup i subreticle; H &s subreticulat si i només si : aeH
+ .
= a €H,

H es un subgrup convex si: a€H, ;b{ < a = b€H;

- Al . » - '3 1] - I3
H &s un subgrup solid si &s subgrup subreticulat i convex ¢, eqgui-

- . . . +
valentment, si es un subgrup convex ixéH implica x €H. Un subgrup sblid H &s
O-tancat ([7]) si &s estahle respecte als suprems que existeixeg_en.cé si {X'}'e% H
x= V x, en G, aleshores xeH; un subgrup s6lid es o-tancat si i no-
jex
més si : X, +x en G, {xi}ieIC H = x€H (vegi's [23]). H es banda
[+]

si H és subgrup normal, solid i o-tancat de G.

Un subconjunt ACG es diu gue &s un polar si existeix un con-
junt BC G tal que A={a€G; [a|a|b|= 0, ¥beB} ; en aquest cas s'es--

. L
criu A=B .

0.1.9. Proposicid. ([ 7]). En un &-grup (G,+, <) se satisfan

les seguents propietats:

a) Tot polar &s un subgrup solid o-tancat, i per tant si el grup

€s commutatiu, una banda.
M . s - . -
b) G és arquimedia si i només si tot 2 -subgrup o-tancat &s un po-
lar.

c) Si G 8s c.c. tot polar &s sumand directe.
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Si A,B s0n subgrups normals sélids tals gque AB={o} es dir que

sdn suplementaris dlrectes, un subgrup solld y: que admetlnlsuplemen

tari directe B s'anomena un sumand dlreate de G; en aquest cas

s'escriu G=A & BR° i es‘A=Bl i B=Al.

0.1.10. Definicions. Un anell ordenat &€s. un anell dotat d'un

ordre compatible amb ‘la suma i amb el producte: si a,b,xeR alesho-

res.

és a dir, el grup subjacent €s un grup ordenat commu-tatiu i a més

R+R+C R+. R és un anell reticulét.o 2-anell si l'estructura ordena

da subjacent es un reticle.

En el capitol 2, on es treballa amb g-anells, €s sovint conve-
nient suposar que el producte &és compatible amb la convergkncia en

ordre. Per aixd donem la segUent

0.1.11. Definicid. Sigui R un f-~anell. Direm gue el producte

s sequencialment o-continu en R si i només si de

I
]

o-lim x
n

o-lim yn

n
]

se'n segueix o-lim(xnyn) = XY.

En particular en tot f-anell arquimedia el producte &s se-

gquencialment o-continu.

Bs @til observar que hi ha una formulacid més simple d'aques -

ta condicid. Tenim:

0.1.12. Proposicid. Sigui R un 2-anell. Sén equivalents:

a) o-lim x_=x
n = o-lim(x_ y )=xy;
o-lim Y =Y n"n

b) x40

n ‘= x ¥0 i x_y+0;
y> 0 ¥ *n n

>
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c) x  +x
vy =0 ‘ % “y xn+x i xny+x.
En efecte: Evidentment a) = b). Vegem que b} = a>: Podem escriure
Ea¥n XY S [ Xy |k yexy | < x|y o)+ 2oy ]y s

peré si Yo : Y, exXxisteix una successiéd 6n+0 tal que per a cada ngN
és |yn-y|< Gn' i andlogament n'existeix una altra dé 40 tal que
per a cada neN @és ixn-x{<;6£. A més'{xn} es o-afitada, és a dir,
existeix algun aeR+ amb la propietat que lxnl < a per a cada nel.

Per tant;
o< |xnyn-xy| < a 6n+6£[y|

i, com que per hipodtesi, a6n+0 i 6;[y|+0, resulta que o-lim X ¥ XY,
tal com voliem provar.

Pel que fa a l'equivaléncia de b) amb c¢) no hi ha res a dir.

Es immediata. R

0.1.13. Definicions. Sigui R un anell ordenat, G un g-grup

commutatiu. G és un f£-médul per l'esgquerra sobre R o un R-mddul

per l'esguerra reticulat ([29]) si G &s un R-mddul per 1l'esquerra

i rY G C G+, es a dir, l'ordre &s compatible amb el producte per
+

elements de R: si a€éR, XE€G,

a0, x>0 = ax> 0.

Si R &s unitari (u) s'exigeix tamb&@ gue ux=x per a tot xeG. Diem

que el producte per elements de R €s seqliencialment o-continu en

G si

o
o
a) x -+ x en G, aerR = ax_ - ax‘
n n

Si G i R sdn reticulats, i aeR i xeG, aleshores [ax[<'|a||x[, de

manera que a) &s equivalent a

b) xn+0 en G, aerR_ = axn+0.
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1]
Per exemple, si R &s un f-anell i X un conjunt gqualsevol, el
X .
f2~-anell producte: R* de les funcions de X en R &s un R-mddul re-

ticulat amb el producte (a,f) +» af, que &s seqliencialment o-con

. X . .
tinu en R , si el producte de R ho 38s.

Si L &s un subconjunt de G direm gue una aplicac¢id I:L = R

€s un morfisme homogeni si se satisfa:

(1) =x,y,x+yel = I(x+y)=I(x)+I(y),

(ii) aeR, x,axeL = I(ax) = aI(x):

si (ii) se satisfd nomé&s per als elements a€rR, direm que I &s po-

sitivament homogeni.

C) Altres estructures ordenades. Morfismes. Productes.

0.1.14. Definicions. E é&s un espai vectorial reticulat, (2-es7

pai vectorial o espai de Riesz) si €s un espail vectorial real dotat

d'un ordre compatible amb el producte per escalars: si a,beE i Ach

E 8s un reticle de Banach si E &s un espai vectorial reticu-

. ) .
lat i normat, complet respecte la convergencia en norma, en el que

l'ordre &s compatible amb la norma:
x| <|y] =1 =< I vl

A &s una 4lgebra de Banach reticulada si A &s una algebra

) . .
normada, completa respecte la convergencia en norma i amb l'ordre

compatible amb la suma, el producte per escalars, el producte en A

i la norma.

0.1.15. Definicid. Si G i G' sbén dos grups reticulats (resp.

anells, 4lgebres, etc.), una aplicacid £:G ~ G' &s un morfisme de

d'algebres, etc.) si €s morfisme

grups reticulats (resp. d'anglls,

de grups (resp. d'anells, d'algebres, etc.) i de reticles: si a,beG
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f(aab) = f£(a)af(b) i f£(avb) = £(a)vi(b);
en aquest cas &s també& morfisme d'ordre..

0.1.16. Definicions i comentaris. S'anomena grup producte

directe ordenat (resp. anells) de la familia de grups ordenats

{6i}ier

.-.) G=1 G,, amb les operacions definides component a component,
ieI .

dotat de la relacid (que &s un ordre compatible amb la suma (resp.

(resp. anells..., el grup producte directe (resp. anell

producte,...)) s
< o < i€I.
(xi) \.(yi) en G x; Sy; en Gi' per a cada i€I

El con dels positius de G s el conjunt producte P= Il P, dels cons
: ' _ ) iex
dels positius Pi de cada grup Gi' '
Quan tots els grups ordenats Gi (resp. anells,...) coinci-
deixen amb un grup H (resp. anell,...) s'escriu G=Hl; en aquest
cas G &s el grup (resp..anell,...) de les aplicacions de I en H,

amb l'ordre f < g en G si i només si £(i) < g(i) per a cada i€I.

Si els ¢. sdn reticulats aleshores G &s reticulat i s'anome-
1 .

na f2-grup producte (resp. f£-anell,...). Aleshores, si (ai),(bi)EG

(a;)vib;) = (a,vb.) i (a;)a(b,)=(a;ab,),

i les projeccions T,:G > Gi sén morfismes reticulars.
i
Si els G. sdn arquimedians aleshores G també ho é&s.
i

G és c.c. (resp. O-c.c.) si i nomé&s si cada Gy é€s c.c. (resp.
o-c.c.) i aleshores si {xa}aeﬂl €s un subconjunt de G (resp. nume.

rable) i xa=(x2), és

i ) i
vV x =(sz) i Axy =N x,
aep aeR e deR
(on s'entdn que si existeix un dels membres, aleshores existeix
l'altre i val la igualtat corresponent) i les projeccions sén

.. N P -
o-continues (resp. sequencialment O-continues).
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0.1.17. Proposicib. Sigui G= [ G, el 2-grup preducte de 1la
ieX
familia {Gi}iGI de %-grups; sigui X=(xi)¢G,i {xa}a

C G una xar

€}

Xxa d'elements xa=(x;)eG. Aleshores:

i
1 X > X = 3% -> 3 -
) o a X,s per a cada ie€l;

2) si {xa}aeA €s un conjunt =-afitat en G,

]

i .
xa > x © Xy -+ xi, per a cada 1i€I;

3) Si es tracta d'una successid {xn}

o 13
»»xi, per a cada ieI.

X > x o X
n

SHS

D) Topologies de l'ordre. Distdncies generalitzades.

2-grup. Es diu que (X,G+,d) €s un espai métric generalitzat (1)

(breument e.m.g.) quan d &s una aplicacid de XxX en G,_ que satis-

fa 'les propietats:

1) d(x,y)=0 si i només si x=y;
2) d(x,y)=d(y,x), per a tots els x,yeX;

3) d(x,y)Sd(x,z)+d(z,y), per a tots els x,y,z€X.

Aixi com en [6] es definien amb criteris seqUencials les nocions
de d-convergencia, d-fonamentalitat i d-complet, hom pot definir,

per extensid i de forma natural, aquets conceptes per a xarxes.

En un e.m.g. (X,G+,d) direm que una xarxa'{xi}i d'elements

el
d

de X es d-convergent cap a x, 1 escriurem x=d-lim X, ] X, > X,

< .
gquan d(x,,x) -0, &s a dir, quan existeix una xarxa 5i+0 en G i un
i

index i €I de manera que
d(x X < 6 . er a cada i> i .
( : ! )\ i p = o

Es dir3d que la xarxa {xﬂ}i €s d-fonamental quan existeixin una
i

el
xarxa Gi+o a G i un index ioeI de manera que

d(‘xi'xj)<6i' per a cada j>i i i> io.

(! La definicid d'e.m.g. és més general ([30]) perd aquil ens &s

suficient prendra-la d'aguesta forma.
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En general tota xarxa d-convergent es d-fonamental peré no tota
d-fanamental &s d-convergent. Hom diu que (X,G+,d) és d-com-

plet (resp.‘segﬁencialment d-complet) guan tota xarxa (resp. suc

()

cessid) d-fonamental &s d-convergent.

Si G es un 2-grup commutatiu i es pren com a conjunt X el
propi G amb 1la métrica natural d(x,y)={x-y! resulta que la d-con
vergéncia coincideix amb la o-convergéncia definida en 0.1.0. (Pro
posicid 0.1.7. a)). Hom parla de xarxes o-fonamentals i de lfgrups
o-complets sempre gue es considera la métrica natural del L-grup.
Bs conegut [ 24] que tot Qfgrub c.c. (resp. O-c.c.) &s o-complet

(resp. seqliencialment o-complet).

Observi's que 1la o—conVe;qéncia i o-fonamentalitat aqui defi-
nides coincideixen amb la T-convergéncia i la T-fonamentalitat de-
finides per Papangelou [24]. En efecte, respecte a la convergéncia
només cal comparar les dues definicions i en quan a la fonamentali

tat es tracta de provar la segﬁent

0.1.19. Proposicid. Sigui G un 2-grup commutatiu'{xi}ieI una

xarxa en G. Sdn equivalents:
a) Existeixen una xarxa 6i+0 i un Index ioeI de manera gque

|x,-x,] < §,, per a cada 3= i i i>1i .
i 73 i o)
b) Existeixen una- xarxa éij+0, indexada en el producte carte-
sid del conjunt d'indexos, i un iIndex (io,jo) de manera que

|x.-x.|<§,.
i3 ij

T-fonamental de Papangelou].

per a tot (i,j)= (io,jo). [ Definicid de xarxa

Demostracid.

(a) = Db)). Posem per a cada (i,J)., Sij=6i+6j. Es immediat que
Gij+0 i a més, si k> 1i,j es té

xi-le <‘|xi-xk[+|xk-xj| < 6i+6j = Sij'

(1) E1 tema de la completacid en e.m.g. ha estat considerat en [ 2]

i [3].
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¥

mentre sigui i>io i j>jo’ és a dir, (i,j)>(_i°,jo).

b . P ‘= - ." . 3 - . - . . . P
(b) = a)) osem Gi dii Es immediat que 6i+0 i a més, si k°2>lo,jo,

resulta que per a cada i>ko i j21i es té (i,3) >(ko,ko) >-(io,jo)

i per tant |x.-x.|<§..< o= §.. ]
1 p lle\alj\dil 61.

L'equivaléncia expressada en la Proposicid 0.1.19 esta demos-

trada per a successions en [ 6] .

si (X,G+,d) &s un e.m.g., els conjunts estables pel d-1limit
de xarxes (resp. successions) constitueixen una familia de tancats
per a una certa topologia que deéignarem per Td(resp. TZ). Bs a

-]

dir, un conjunt Fe¥? (X) &és Ta-tancat si de X, > x i{xi} CF se'n

i€ T
segueix xeF.
En general la d-convergéncia implica 1la Td-convérgéncia pero

no al revés ([ 31]).

En cas de ser G commutatiu, X=Gi d(x,y)=[x-y{ es parlara de

. g . .
les topologies de 1l'ordre To i To-per a designar respectivament

Td i Tg i de conjunts o-tancats i seglencialment o-tancats.

Introdulm ara les normes generalitzades:

0.1.20. Definicions i comentaris. Siguin H un grup i G un

f-grup. Una G-norma (generalitzada) en H &s una aplicacid n:H~ G+

que satisfa:

1) n(x)=0 si i només si x=0;
2) n(x+y)< n(x)+n(y)., per a tots els x,y€H;
3) n(-x)=n(x), per a cada x€H.

Diem que (H,n) es un grup G-normat.

Tota G-norma n en un grup H determina una disthncia_genera-
litzada 4 :HxH > G posant d (x,y)=n(x-y), que resulta ser inva-
riant per translacions (dn(x+z, y+2)=dn(x,y1, per a qualssevol
X,yY,2€ H) . Reciprocament, tota disténcia‘generalitzada invariant

per translacions d:HxXH -+ G+ determina una G-norma n_:H -+ G+, po

d
sant nd(x)=d(x,0).
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Designarem per’Tn i Tz

les topologies induides per la dis-
tancia dn determinada per n i parlarem de xarxes n-convergents,
n-fonamentals i de grup G-normat n-complet per a designar respec

tivament aquests conceptes referits a la distdncia associada dn.

Si H &s un L~grup diem que (H,n) &s un £-grup G-normat quan

n sigui una G-norma en H compatible amb l'ordre, és a dir, que

satisfa

4) x| <]yl = nx)< nwy).

~

En tot f£-grup commutatiu G, n(x)={x] €s una G-norma de
- 2-grup, l'associada a la distancia natural. ‘

N

Una R -norma generalitzada de &-grup en g @&s la definida

1 lgn\

2n 1+[x l
n

per n((xn))=2 , l'associada a la distancia que, com es

ben conegut, metritza la topologia de la convergéncia puntual.

Aquesta A-norma n no &s una norma en el sentit usual.

2. L'AMPLIACIO G D'UN 2-GRUP.

- . 1
Si G &s un ¢-grup hom pot adjuntar formalment a G(~ ), com

en el cas de G=R, un parell d'elements que designarem per + i

-», pels gquals adoptarem els seglUents convenis. Per a cada a€G:

(o) ta =t
= (tx) = ;'°°l

(o) + (zw) ’

i
53
8

- o < a < + o,

Escriurem G=G U {#x}. Amb aquesta convencid dir que Vx =+o (resp.
Axi==-oo) és equivalent a dir que la familia'{xi} d'elements X,€G

no esta superiorment o-afitada (resp. inferiorment).

(!) En el mateix sentit gque Wright ([ 331), el qual'considera només

l'element +», i que Vulikh ([ 31]).
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Si G s c.c. la introduccid d'aguests dos elements implica

que donada una xarxa gqualsevol {xi}ieI d'elements de G estaran
sempre definits en G els elements
2=V A x,) i x=A ( A x,),
i>i°i’>i i;iol'>i

dque anomenarem respectivament o-limit inferior i superior de la

xarxa (§,§ no depenen del io elegit). Tenim:

(i), X<+o ¢ existeix un index i eI per al qual {x.}. ., @&s
o i‘i>i
. , o
superiorment afita en G.

(ii) x>-w ¢ existeix un Index i eI per al qual {x.}. . @és
= o ifixi
inferiorment afita en G.

(iii) x,XeG ¢ existeix un Index i €I per al qual {x.}. . @és
= o itizidg

afitat en G.
Definint

a) X e si '{xi} €s creixent i no estld superiorment afi .

ieI
tada en G.

Q
b) X, + +@ gi existeix una xarxa xi++w tal gue per a un index

i €I és x! <x, per a tot i =21i ,
) i i o

-] ) _ .
i anélogament xi+-m i xi + =-m, resulta que xi > X equival a x=x=+e
° = . . »
1 xi > -® a x=xX = -», fet que permet estendre la definicio de

o-convergencia de xarxes en G posant

0.2.1. Definicid. Sigui G un g-grup c.c.; G l'ampliat de G

amb els elements +w. Direm que la xarxa‘{xi}ieI d'elements de G

é
Xx=x=x. (Si G &s O-c.c. la definicid val només per a successions).

Agquesta generalitzacid de la definicid d' o-convergéncia fa
que hom utilitzi la que hem donat en 0.1.0, gue com hem dit coin-
cideix amb la que Papangelou anomena T-convergéncia [ 24], deixant
de banda altres tiéus de convergéncia en ordre que, segons la fi-

nalitat, sdn considerats per Peresini [ 25] i Cristescu [10],
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Vulick [31], Aliprantis-Burkinshaw [1] & Papangelou [24].

Observi's finalment que, en les darreres definicions, no

hi ha cap inconvenient en suposar que els termes de la xarxa o
g . ) ) . - 13 . )
successio puguin ser no finits, i aleshores é&s immediat que si

G s c.c., X=+o sempre gue {x, ,xl—+w} €s una subxarxa de {x, }161

. hd N
i, analogament, X = -«w sempre que {xi; xi= -«} &s una subxarxa de

=y }lGI

.- . . - I . -
En aquestes hipotesis é&s immediat comprovar gue encara ées

cert que si {x, } i‘{yi}ieI sén dues xarxes (en G) indexades

i€z
-] o

en el mateix conjunt, tals que xi > X, Y, r Y i x.< y; per a

cada i>=io, aleshores x<vy.

També& es conserva la compatibilitat de la suma amb 1' o-con-.

1 . . »
vergencia en el seguent sentit:

0.2.2. Proposicid. SlgUl G un 2-grup; G l'ampliat de G amb

dos elements fw. Si X, > X i Y, + y de manera que l'element x+y
estd definit, aleshores existeix un index ioeI per al qgual xi+yi

esta definit per a cada i>» i i la xarxa {x,+y.}.. . #&s o-con-
o i fi'iz i
vergent cap a xX+y.

En efecte: De les observacions fetes se'n segueix que si x i

y sén finits existeix un index io a partir del qual X, i Y, també

o
sdén finits i per tant é&s cert que X +y, + xty (Prop. 0.1.7. b)).
Suposem doncs que x 6 y s6n no finits. Per a fixar idees, sigul x=4w.

Aleshores sera y#—». Si
44w & '< x, per a cada i>j
xi+ o &s tal que xl\. i jo) ada /-]o,

yJ!_+y és tal que yJ!_< y; per a cada i> ko'
rel que hem dit, per a un cert io>'jo,ko podem suposar que Xi)—w

i y{>-® per a tot i>i_ , de manera que estara definit xi+y: i,

per tant també, X, +y ;. A més x! +y <x,;+y, per a cada i»i_ i

yi+xi t+o, Bs a dir, X4y, L.+u>=x+y. Andlogament es provaria en

cas de ser X = -w. R
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En canvi no es conserva la compatibilitat amb les operacions
reticulars. Per exemple en el g-grup G=Rz'ampliat considerin-se
les successions definides per xn=(n,0) i yn=(0;1). Aleshores

X 4o, Y, ~ (0,1); X AY = (0,0) A (0,1)=(0,1) A~ (+®).

3. FAMILIES o~SUMABLES EN UN -GRUP c.c.

Encara que en un {-grup no hi considerem cap topolecgia hom
pot donar una definicid de families sumables respecte l'ordre.
Per a notacid i terminologia, seguim, donada l'analogia amb la

sumabilitat en grups topoldgics, la de [9].

Siguin G un z-grup,’{ai}ieI una familia d'elements a;eG i F(o)
el filtre de les parts finites 4'I gue, sempre que no sigui ambigu,

designarem per?f.

Per a cada Je¥ posem S_ = Z a,. La col.leccid {S_}__~ &s
J . i J-JEY™
ied
una xarxa d'elements de G.
0.3.1. Definicid. Diem que la familia'{ai}ieI d'elements d'un

2-grup G &s o-sumable en G si i només si existeix el o-lim SJ.

Aguest limit s'anomena la'suma de la familia i s'escriu S(a) &

o- X a, per a designar-la. Diem.que'{ai}iel es absolutament
ie I :

o- ) , és o-sumable.
sumable quan {lal[}leI

Usarem també les notacions {ai}, o-—Eai i’{SJ} per a designar

(a;}

- , i respectivament.
o= Z a; i {S;};.¢ Tespec

ier1’ ,
ie T

De la definicid i les propietats del o-limit en un L -grup

se'n segueixen, de forma immediata, les seguents propietats:

0.3.2. Proposicid. Sigui G un £ -grup commutatiu c.c. Alesho .

res:

a) si {a.l, i {p.}. sén dues families o-sumables indexades
i iel 1" ie I

en un mateix conjunt I aleshores {ai+bi}i també &s o-sumable

€I
i o2 (a.+b.,) = o-2a.+ o-Zb,.
i i i i
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b) si {a,} €s o-sumable aleshores'{—ai}i també& ho és i
€

iel I

o-Z(—ai)=-PanQ.

En forma semblant al cas de la sumabilitat d'una familia d'ele-
ments d'un grup topolﬁgic complet hom pot obtenir un equivalent de
1'anomenat criteri de Cauchy gue ddéna una caracteritzacid de la

o-sumabilitat en f£~-grups c.c.

0.3.3. Proposicid. Sigui G un g-grup c.c. Una familia {a,}, .
@s o-sumable en G si i només si existeixen una xarxa 6J+0 a G, J€¥,
i un Joev de manera que per a cada Je™ amb JQJO és 1skkg 5J per a
tots els K€¢:disjunts amb J. »
En efecte: Suposem primerament gque {ai}ieI
{SJ} &s una xarxa o-fonamental. Existeix en consequéncia una xarxa~6J+0 tal que

§S o-sumable. Aleshores

O

ISJ-S |<61. per a cada J2J',J'eh i J’.:)_Jo. Aleshores, donats J,ke® disjunts

Jl

tals que JDJ ., considerem J'=J UK. Bs J'¢R, J' 2J i com que S;1=8+5,

resulta que Isk[< §_. I aixo per a cada K€P disjunt amb J i J23 4

J
tal com voliem provar.

Reciprocament,suposem gque existeixen una xarxa §J+0 i, un J°€$4

de manera que ]Sk|< §; per a tots els K,Je™ disjunts tals que
JEHO. Volem veure que existeix o=lim SJ. Com que tot g-grup c.c.

€s o-complet bastarh provar gque (SJ) é€s o-fonamental.

Donats J,J'e?—" tals que J‘.OC JCJ "' agafem K=J Ug'. Bs kek, KﬂJ=§Z i RUJI=J"'
de manera que |SJ-SJ,I=[Skl<§6J. I aixd, que -8s cert sigui quin sigui el J'3>J,

J'€" , ens ddna la o-fonamentalitat de {Sd} que voliem, ™

Observem que aquesta condicid es necessaria encara que G no

sigui c.c. i suficient nomé&s si G &s o-complet.

En la proposicid segﬁent donem una relacid de propietats refe-

rents a la o-sumabilitat.

-

0.3.4. Proposicid. Sigui G un g -grup commutatiu c.c. Aleshores,

a) Tota subfamilia d'una familia o-sumable &s o-sumablej;.

b) si {ai}ieI 8s absolutament o-sumable aleshores &s o-sumable i a

-
mes
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Io—Ea.|:<o—E|a.l;
i i

c) si {a.}. b.}. o) ilies i i
) { l}leI{ 1}15I sén dues families indexades en un mateix con
junt I tals que 0=<ai=<bi, per a cada i€eI, i {bi} €s o-sumable
i€ex
aleshores {a.}. també ho és i o-Za. S o-Z b,;
171l i i
d) Una familia {ai}ieI €s absolutament o-sumable si i només si

les families associades de les parts positives i negatives,

+ . - - .
{ai} i {ai}, son o-sumables 1 aleshores

i€I iex
(i) o-Zla.|= zat + o-2a7;
i i i i’
(ii) o-Za = 0 Ea+ o Ea_
Tt i i it

En efecte:

a) Sigui a={ai}i una familia de termes positius o-sumable i

€I

a' ={ai}i€I' una subfamilia (I'C I). De af? © en resulta que

{s_,}

P s .
sOon xarxes monotones creixents;
J' I €R(TY) '

i {s_}
J J€e% (1)

per tant existeix o-1lim SJl si i només si {SJ,} esta superiorment

o~afitada. (si G és C.C.). Perd aquest &s el cas, car SJ,< S(a) per

a tots els J'eF (I'). A més sera o- ¥ a, < o- I a..

jer' T ier *
b) Suposem que {ai}ieI és una familia absolutament o-sumable. Se-
gons la caracteritzacid de la proposicid anterior,‘{ai]»ieI sera

Oo-sumable si i només si existeixen. una xarxa 5J+0, JEN , i un
Joe¢< de manera que per a cada JeT™ i JQJO, és lskls;ss per a

tot Ke ¥ disjunt amb J.

Per a la familia {laﬂ]ieI

amb aquesta propietat, &s a dir, tals que

existeixen una xarxa (%+0 i un Joe%

lifKIaiI <85

per a cada J,Ke¥, K J =g, I2 Jg- Pero

| s =| Z ail SZ’Evlaill

|
k i€’k ie k
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de manera que {a.} serd efectivament o-sumable. A més de

i“ieX
[.Z ai[ < .E [ail en resulta gque [o—ZaiI < o-EIail.
i€k i€k
c) Si per a cada J€T posem S_(a) = Z a, i S_(b)= Z b, resulta
J . i .
ied i€J
SJ(a)sgsJ(b) i per tant, essent les dues xarxes mondtones crei-

xents i{SJ(b)} o-convergent també ho seré'{SJ(a)}, d'on la o-su-

. ; ~Ta. < 0-3p,.
mabilitat de {ai}iGJ i que o-Za, <o Ebi

d) és consequéncia immediata de la Proposicid 0.3.2. i de c). =

Pel gue fa a l'associativitat d'aquesta suma en ordre sdn

certs els seguents resultats, valids en tot { -grup commutatiu c.c.

0.3.5. Proposicid. (Associativitat per a families absoluta-

ment o-sumables). Siguin'{ai} una familia absolutament o-suma

iel
ble en un £-grup commutatiu c.c. i‘{IA}AeL una particid qualsevol
d ' I. Aleshores si S, = o-.E a . resulta‘que'{SA}AeL és absoluta.
iel,
A
ment o-sumable i o- X Sy = o- X a,, és a dir,
AEL iel ‘

o- 2= a; = o- 2 (o= Z ai).
ieI AeL  ieI,

En efecte: Si la familia {ai}i &s de termes positius i

€I
S=o0- 2 a,, posem, per a cada KE%(L), g,= & S8, . Hem de veure que

. i | ¢ X

i€I A€EK
existeix el o-~lim GK i és S. Com que ai'>0, (GK) €s una xarxa mo
ndtona creixent i bastard provar que existeix Vg i &s S.
K

Donat Ké?(L), prenguem, per a cada ) ek, un JAC I. finit qual

A
sevol i posem, J= U JA' JCI serd finit i tindrem
pY-S ¢

z s = 3 X a, = ¥ a, = 8S_g S.
xe K IA jek ied, L yeg * J

Ara bé, el primer terme d'aquesta cadena de igualtats &s una suma
I P q :

finita de termes SJ tals que per a cada JeK és SJ-fS), d'on
. A R ;
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ESA<S,
MK D

és a dir, 0K<'S. Essent G c.c. i Ke%(L) arbitrari resulta que

existeix Vg 1 &s Vg < S.
K K

Falta provar gque Vq<=s. Donat un Je%(I) considerem el con-

junt K%{AeL; JA=IA"J=¢}’ gque &8s finit. Es satisfd

6. =% s.> T s_=-5_.
K oxex 2 aex a9

Aixi, donat un Je(I), sempre podem trobar un Ke®(L) tal que

= ' = v = ] a v = i
GK /-SJ, d'on Vg</- SJ s i per tant GK S, tal com voliem
provar.

En general, si'{ai}ie €s absolutament o-sumable la familia

I
{|S[A} de les sumes

S = o=~ X% a.
oy = o2, el

sera, pel que acabem de veure, oc-sumable i, com gue ISA[<§|S[A'
'{SA} sera absolutament o-sumable. A més, segons 0.3.4. d)
+ -
o- 2 a, = o- X a;, - o- Z a,,
ier * i€ i€ I
de manera que, per l'associativitat de les families de termes po-

+ . - . " . I
sitius {ai} i {ai}iel i tenint en compte la Proposicid 0.3.2.

i€
podem escriure

o- 2 a., = 0-2 (o~ Z aT) - 0-2 (o= X a;) =

ier * AEL i€, . MEL eI,

=0-2 (0~ 2% a - o0o-Z a1)=o—2 (o= 2 (az-a;))=o-2 (o- T a.). =
A€L  ieT * ie 1, AeL i€, A€ L eIy

0.3.6. Proposicid. s.igu.in'{ai}ieI una familia d'elements d'un

g-grup c.c. G i Isy I, una particid 4. I. si cada familia {a;}
A€ L
€s absolutament o-sumable i la familia'{SA}A

leIA
de les sumes S. = X a.

ieT
€53

el
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€s absolutament o-sumable, aleshores'{ai}i es absolutament o-su-

. €l
mable i :

o- X ai = 0- X (o- Z a.,).
ieI . AEL ieI, 1

En efecte: Siqui |S|J =3 ]ail i ]S|A = o~ X |ai|. La fa-
ieJ iﬁI,\

milia {ai}ie sera absolutament o-sumable si existeix el

I

o-lim |s|

Je%(r) Y

J}Je¥(l)

6, equivalentment, si {|s]
b&, donat un Je¥ (I) considerem el conjunt Loﬁ{AGL;J

esta -superiorment afitat. Ara

AT I}‘nJ#Q’}

que sera finit, aixi com ho sén elsJ, amb AeLo. Aleshores

Isl.=2 la,;[=2 (Z la,h=2 [s|l.< 2 sl < o-2 |s| .
J ieg *t AeLo ieJA * ,\eL0 Ta AeLo A 'AeLo

Per tant {ai} serd absolutament o-sumable i, per l'associati-

i€I
vitat provada en la proposicid anterior, serd

o-—z'a.=o-2 (o- % ai)..

ier * e L i€T

Finalment vegem que en general, encara que G no sigui c.c.
val una propietat semblant a la darrera per a families o-sumables

i particions finites. Es a dir

0.3.7. Proposicid. Sigui {ai}iGI una familia d'elements d'un

2-grup commutatiu G. Si I=U I &s una particid finita d ' I i

aen,
- - }\ € . -
{ai}iEI &8s o-sumable per a cada Lo' aleshores {ai}lel es
0 —-sumable i
o- Z a, = Z (o- 2 a;).
i € i€
i€eI A LO i IA

En efecte: N'hi ha prou en provar la propietat per a * L°=2.

Posem doncs I=I,U I,, on I, NI,=f, i suposem {a,},., o-sumable amb

I
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suma S, i {a.}l. o-sumable amb suma S_.. Siguin {§
A i'le1, 2 : .
{s , } 5 Xarxes tals que
J° g eW(IZ)

, o4
!SJ1 —S1l < 5J1+ 0, per a cada Jt o al,
i lst 'Szt < 6J2+ o, per a cada J2 =) Jz.

Per a cada KE?WI) considerem els conjunts K1=KI* éﬁ(Ii) i

T . O Cea me opl 22
K2 KIZE}%I), per als guals se satisfa, si KQKo JOUJO,

s - (s1+sz)l < |s

- - < $ 8
X X s1l +] s, -s. | < + ,

1 K, 2 1 2

. - + .
i posem GK 6K1 61(2

s immediat comprovar que'{GK} es una xarxa decreixent. A -

més com que donats J‘eV(I1) i J26¢%12) arbitraris, per al conjunt

K=J1U J2 se satisfa 6K=5 1+ GJZ, resulta gque 6K+ 0. Queda per

J

-113 = + 8 i ‘ P A é - -
tant provat que o-lim S =S +S €s a dir, que {al}leI €s o-suma

2'

ble i que

o- = a, = o- > a, + o- 2 a,. nm
i€ I i€ I ie I

4. SERIES EN UN 2-GRUP.

0.4.1. Definicid. [ 21] . Donada una successid {xn} d'elements

d'un L~grup G considerem la successid associada de les sumes par-

cials {Sn} definida per a cada ne§ per S _=x +...+x . Del parell

({xn},{sn}) en direm una série d'elements de G i la denotarem per

o-Z x & o=Zx .
L D n

0.4.2. Definicid. Direm gque la série o—an &s o-convergent i

que la seva suma é&s X si i nomé&s si o-lim Sn=x. En aquest cas es-

criurem o-Exn=x.
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7

Diem que o—Z‘xn 8s absolutament o-convergent si la série asso-

ciada dels valors absoluts, o-E|xn|, €s o-convergent.

Diem que o-Exn €s incondicionalment O-convergent (i escriurem
i.c. per abreujar-ho) si tota reordenada o-convergeix cap a un ma-:

teix element.

De la definicidé i de la compatibjilitat de la suma amb la
o-convergéncia en un f-grup se'n segueix de forma immediata que
L) . .
en tota serie o-Exn o-convergent el terme general tendeix a zero,

és a dir, o-lim xn=Q. Semblantment es dedueix fécilment la segiient

0.4.3. Proposicid. Siguin o-Exn, o-Zyn dues séries en un f-grup.G.

(a), Si les dues sbén o-convergents i a, < b_, aleshores o-Ean< o—Ebﬁ.

(b) Ssi G és g-c.c. i O<an<bn, aleshores Ao-—Zan< o--Ebn en el sentit
que si o—an és o-convergent, o—Ean també& ho &s i val la desigual

tat, i si o-Zan és o-divergent (!), aleshores o-Ebn també ho és.

v . . 4
Donades dues séries o-Exn i o-zyn en G podem considerar la se-

rie o-E(xn+yn), gque anomenarem la s&rie suma de les dues primeres.

1 . o .
Les convergencies d'una i altra estan relacionades de la forma se-

gdent:

0.4.4. Proposicid. Siguin o-Exn, o-Zyn dues séries d'elements

d'un g-grup commutatiu G i considerem la sirie suma o—E(xn+yn).
a) Si o—Exn i o-Zy sdn o-convergents aleshores o-E(xn+yn) tambd

ho &s i o—E(xn+yn)= o—Exn+ o-Eyn;

b) si xn>'0, yn> 0 i G &s o-c.c. aleshores de 1' o-convergéencia
de la serie suma o-E(xn+yn) se'n segueix la de les dues series

oéan+o-Zyn i encara val o-Z(xn+yn)=o—Egn+o-Eyn.

Efectivament, la definicid d4' o-convergencia i la compatibi-

litat de la suma amb 1' o-convergéncia en un {-grup asseguren a).

(1) En cas de ser G g-c.c. una serie de termes positius o-Zx o bé
p n

&s o-convergent o bé o-lim § = two. En aquest cas diem que la

L) . - s o
serie eés ¢o-divergent.
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I respecte a b) basta referir-se a la Proposicid anterior, part
b). m

Donada una sé&rie o—an podem considerar les séries associa-

des dels valors absoluts, o-2|xﬁl, i de les parts positives i ne
R + . - L

gatives, o-Exn i o—Exn, dels termes de la serie. Del que acabem

de dir en resulta:

0.4.5. Proposicid. Una série o--zxn en un %-grup commutatiu

- 3 [ i3 | + . -
O-c.c. &s absolutament o-convergent si i només si o-an i o—Exn

sén o-convergents i aleshores
+ -
a) o-X|x | = oZx_ + o-Zx_;
n n n

- » + -
b) o--zxn s o-convergent i o-Exn =vo-2xn - o—an;

c 2Zx |< o-Z|x_|.
) IO nl\ Eln

Bs d'observar que aquesta darrera desigualtat té@ sentit sem-
pre gue o—an sigui o-convergent, tant si o-Z]xnl ha &s com si no
ho &s, car aleshores sera o—E]xnl = +x= (en G).

.

Finalment, els termes d'una série o-an determinen una fami-

lia del gual es pot estudiar 1°' o-sumabilitat.

Direm que la série o-Exn &s o-sumable gquan la familia dels

seus termes é&s o-sumable.

Les relacions entre les diferents o-convergencies de la serie

. ) : .
i 1 o-~-sumabilitat estan expressades en la seglent:

0.4.6. Proposicid. En un 2-grup G commutatiu,

a) Tota série o0-sumable amb suma x é&s incondicionalment 6-conver-

gent cap a X.

b) Per a una série de termes positius ser o~-convergent &s equiva-

lent a ser o-sumable;

c) Si G és g-c.c. aleshores tota série absolutament o-convergent &s

©°~-sumable i incondicionalment o-convergent.
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En efecte:

a) és immediat, tenint en compte gue la successid de les sumes
parcials, en qualsevol reordenacid de la série, &s una subxarxa

de la xarxa ée les sumes finites‘{SJ}Jd?IN)'

Pel que fa a b), basta provar que si els termes de la série
o~convergent sdn positius, aleshores'{SJ} &s una xarxa mondtona
creixent per a la qual, si posem n_ = max {ned}, és S5 < S, -
D'aqul que sigui o-convergent i a més gque o-lim S_= o-lim S_.

Finalment, guant a ¢) només cal recordar gue si G s g-c.c.,

aleshores tota série absolutament oc-convergent €s o-convergent. =



CAPITOL 1

Funeions de conjunt o-additives en

ordre valorades en un L=grup




1. DEFINICIONS I PROPIETATS GENERALS.

En tot el que segueix X és un conjunt no buit, @ un anell
de parts de X (es a dir, estable respecte diferéncia i unions
finites), G l'ampliat d'un 2-grup G, segons ha estat indicat en

1l'apartat 2 del Capitol 0.

1.1.1. Definicions. Direm que una funcid de conjunt m:a - G

€s una mesura additiva, o simplement una mesura guan satisfaci

les seguents condicions:

. . ' s
a) prengui, si és el cas, un dels valors +«,-o com a maxim,

b) m(AU B)=m(A)+m(B), per a qualssevol A,Bea tals que AB=g.
Si a més satisfi:

c) m(U A ) = o-Z m(A ).,

per a tota successid {An}ca de conjunts mituament disjunts tal

que kJAnea, direm que m &s una mesura g-additiva en ordre o sim
plement una o-mesura (essent la série o-Z m(An) incondicionalment

convergent en ordre cap a m(LJAn)).

-

A menys que sigui m(a)={+=} 8 m(a)={-=}, &s m(g)=0. Direm
que m &s finita quan m(a) CG. 1 si a més m(a) &s o-afitat en G,

direm que m &s o-afitada. En cas de ser G un f4-grup c.c.,dir que

m és o-afitada és equivalent a dir que té& sentit associar a m

l'element de G
Iml = v{ |m(a) | ;neal.

Direm que m &s positiva quan m(a)(:§+=G+LJ{+w}- Quan m sigui po-

sitiva i finita direm que m &s una probabilitat generalitzada o

una o-probabilitat.

Observi's que en la série o-Z m(An) pot aparéixer algun ter-
me no finit; en aquest cas, com es desprén de les observacions
fetes arran de la Definicid 0.2.1., la condicid c) segueix tenint

sentit.



Donem a continuacid un exemple simple perd significatiu

1.1.2. Exemple d'una o-mesura. Considerem el g-grup b(Rx)

de les funcions reals afitades definides en un conjunt X amb la
suma i1 l'ordre puntuals. Sigui 4 una c—é;gebra de parts de X. La .

funcid de conjunt

que fa correspondre a cada conjunt A€a la funcid caracteristica

P é€s una o-mesura positiva i o-afitada, &s a dir, una O-proba-
3 » ) - . 3 3 x 3

bilitat, gque no &s mesura si considerem en b(R") la topologia de

. . .
la convergencia uniforme.

En efecte, l'additivitat &s immediata; per a la O-additivitat &s
. s X . ,
suficient recordar que en b(R ) la ©-convergéncia de successions
monbtones equival a 1la convergéncia puntual i per tant, si {An}C?a
€s una successid de conjunts mdtuament disjunts,
n

m(A.)=o-1lim m( U A,)=o0o-lim ¥
1t i=1 *

g

0-2 m(A )=o-lim
n

n
A,
i B i

i=1
= qu = m(U An).
n
En canvi la serie Em(An) no és convergent per la topologia de 1la

1 Y : P
convergencia uniforme, car

n
Im(a) - R m@a)l =1, -9 0,0 =1,

i=1 i=1 *

per a cada ney. Es a dir, m no &és mesura com a funcid de conjunt

valorada en l'espai de Banach b(Rx). u

Es 'diu gque una topologiaﬁé en un f-grup &€s O-compatible ([ 33]1)

quan &8s topologia de grup i per a tota successid mondtona xn‘fx res-
Q

sulta que x T X L'exemple gue acabem de considerar mostra gque la
- . . X - .
topologia de la convergencia uniforme en b{(R") no és g-compatible.

En canvi ho &s la topologia de la conve;géncia puntual.

No tot 2-grup admetra topologies Hausdorff g-compatibles, com
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pot veure's en el seglent exemple (Floyd, [16]):

Exemple. Sigui G=Bm[0;1]/M,_on Bm[0,1] designa l1'adlgebra
reticulada de les funcions reals mesurables afitades en [0,1] i
M 1l'ideal de les que s'anul.len fora d'un conjunt magre. L'apli-
cacid (x,y) - x-y de EXE en E no &s simultdniament continua res-
pecte a les dues variables per a cap topologia T, .en E g-compati

ble amb l'ordre 4'E.

En les proposicions que segueixen recollim les propietats
generals que comporta l'additivitat i en especial la g-additivi-
tat en ordre.-En particular, obtenim una caracteritzacid de les -
mesures additives que sdén g-additives en ordre en termes de con-
tinuitat segliencial, analoga a la coneguda per a mesures escalars

o0 vectorials.

1.1.3. Proposicid.

ajl Si m:a@ - G &8s additiva aleshores m{AUB)+m({(ANB)=m(A)+m(B)

per a qualssevol A,Bea.

b) Si m:a - 5+ €s additiva aleshores m &s creixent, finitament
sub-additiva i superadditiva respecte a families arbitrdries

de conjunts mtuament disjunts.

En efecte: Provarem la propietat referent a la superadditi-
vitat, que pressuposa la o-convergéncia, perqué la demostracid
de les altres pot establir-se seguint la metodologia de les me-
sures reals.

Sigui {a.} Ca una familia de conjunts mituament disjunts

ieI

tals que A=lJAiea, Cal provar que m(LJAi)> o~ m(Ai). Si m(Ai)=+m
per a algun i€I, sera m(A)=+» i per tant la desigualtat &s certa.
Suposem doncs que m(Ai)<*n per a cada i€I. Recordem gque S=0-X% m(Ai)

€s el o-1limit de la xarxa (SJ)J de les sumes
S = zZ m(A,),
J 1eJ *
indexada en el conjunt filtrant® de les parts finites d' I. Per

a cada JEF es té



~46~-

m(U aA,) = Z m(aA,) = sS_.
ies .t ieg . J

Ara b&, de m> 0 se'n dedueix també que m( U A,)Sm(A) i que SJ¢S,
‘ » ieT
de manera que m(A)=> S, tant si S=+® com si S <+x. ®m

1.1.4. Proposicib. Sigui m:a - G additiva. Sdn equivalents

les seglents propietats:
a) m és T-additiva en ordre;

; o
b) Ssi An+A en a, aleshores m(An) > m(A).

En efecte:

(a) ® b)). Sigui {An}C a4 una successid tal que An+A i Aea. Hem de

-]

veure gue m(An) -+ m(A). Si posem B1=A1 i Bn=An_An~1 per a n:>j,

resulta que B €a, els B sén mutuament disjunts,

Per la g-additivitat en ordre de m tenim:

n n :
m(A)=0-2 m(B )=o-lim 2 m(B,)=o-lim( U B,)=o-lim m(A ).
" i=t * i=1 *t n

(b) ® a)). Sigui {An}C a una successid de conjunts mtuament dis-
junts tal que A= UAnea. Hem de veure que m(A) =0-Z m(An). Si per a
algun nelN és m(A_)=to aleshores m(A)=two i &s certa.la igualtat.
Suposem doncs m(An)#tm per a nel . Aleshores si posem, per a cada

n , . .
n, Bn=lJ A, resulta que Bnea i1 B 4A 1 per tant, que
i I

. n
m(A)=o0-1lim m(Bn)=o—lim i§1m(Ai)=o-Z m(An), ’

Hem vist que una mesura additiva respecta el pas al limit en

. ] s : : - : - . N
successions monotones creixents s1 1 només si1 es g—-additiva en or
dre. No ocorre el mateix, en general, amb les successions monétg
nes decreixents a menys que posem alguna condicid a la mesura o a

> D54
la successid. Precisant, tenim la seguent
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1.1.5. Proposicib. Sigui m:a - G additiva. Aleshores

- . s . . . L]
a) Si m &s 0 -~additiva en ordre, resulta que m(An)-* 0 cada vega

da que AJ'Q'en a i m(A1)# teo ;

o v .
b) Si m é&és finita i m(Ah) + 0 cada vegada gque An+¢ en @, ales-

hores m s U-additiva en ordre.

En efecte:

)#im:

a) Sigui'{An}C a una successid de conjunts tal gue AnY¢ i m(A1
v o

aleshores m(Ah)#i@ per a tot n>1. Hem de veure gque m(An) -~ 0.

Pose =A_ - i r ai B on’ mi is]
sem Bn An An+1' esulta que Bnea, els n sOn mituament disjunts,
UB =a_ i
n 1
n+1
U B,=A,-A
. i 71 Tnf
i=1

de manera gque m(A1)= o-% m(Bn) i per tant
n+1
o-lim m(An) = o-lim [m(A ) - X m(Ai)] = Q.

i=1

Observi's gque el raonament continua essent vdlid si m(Ai)#tmnper

a algun i, encara que sigui i> 1.

b) Sigui'{An}Ca una successid de conjunts mituament disjunts tal

que A=L1Anea. Posem

n
B.=A i B =A- U A,= U Ai’ per a cada n>1.

Q
Es compleix gque Bnea, Bﬁ+¢ i, per tant, m(Bn)-+ 0. D'altra banda,
n n
o-Z m(A )=o-lim X m(A,()=o-lim m( U A,)=o0-1lim m(A-B ),
n i i n

i=1 i=1

i essent m finita, m(A—Bn)=m(A)-m(Bn), de manera que resulta en
definitiva, o-Z m(An)=m(A),'com s'havia de veure. Observi's que

en la demostracid &s essencial que m sigui finita. =

Resumint podem posar:

1.1.6. Corol.lari. Sigui m:a~+ G additiva i finita. SOn equi-




valents les seguents propietats:

a) m &s o-additiva en ordre;
Q
= g - -
b) An+A m(An) m(A) ;
Q
= -> -
C) An+A m(An) m(A) H

d) An+¢ = m(An) > 0.

Amb aquest corol.lari posem en evidéncia que, essent m finita,
- P . . 1 .
sOn respectats els limits de successions monotones de conjunts de a.
En general, si @ es una c—élgebra, hom pot considerar els limits in-

ferior i superior d'una successié‘{Ank:a i s'obté la seglient

1.1.7. Proposicib. Sigui m:a ~ G+ g-additiva en ordre defini-

da en la g-algebra,G un g-grup g-c.c. i‘{An}cjabuna successid de

conjunts de a. Aleshores
m(lim An)< o-1lim m(An)sgo-llm m(An)< m(lim An)

(o=~1im m(An) i o~1lim m(An) considerats en a).

En efecte: Basant-nos en b) 1 c¢) del Corol.lari anterior

’

m(lim A )=m( U N A)=Vm( N A,)S V A m(A )=o-1lim m(A ),
—/ n X i . i
n izn n iz n n iz n

m(lim An)=m( Nn v Ai)= Am( U Ai) = ﬁ

m(Ai)=o—lim m(An). L
n i>2n n i>2n :

V
iz n

1.1.8. Corol.lari. En les hipdtesis de la proposicid anterior,

si A=lim An aleshores m(A)=o0-1lim m(An).

Donem a continuacid un parell d'exemples d'o-mesures.

1.1.9. Exemple d'una o-mesura finita no positiva. Siguin I

un conjunt qualsevol, a una algebra de parts d'un conjunt X i
{m ta > R; ieI} una col. leccid de mesures reals. Les mesures ml
determlnen una S9-mesura m:a - R , definida per m(A)=(m, (A)), que

. - -
8s o~afitada si i només si les mi son afitades.
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* .
- v . I
En efecte, m &s naturalment additiva; com que en R~ la o-con
. - . M ¥
ve:géncza de successions equival a la convergencia per coordenades,
resultarda, de la O-additivitat de les m,, que sempre que An+¢ en a,

-]
m(a ) >0 i aixd &s suficient, essent m finita, per a la O-addi- .
tivitat en ordre de m.

D'altra banda es immealiat que m &s o-afitada si i només si ca

da m, és afitada.

1.1.10. Exemple d'una ¢-mesura no finita. Considerem una col.

leccid (mi)ieI indexada en un conjunt I, de mesures reals g-additi

ves en una c—élgebra a, i suposem gue cada m. é€s finita excepte per

a un index i=io pel qual m. €s no finita i positiva. Considerem el
I o

f-grup producte R~ ampliat amb f® i posem per a cada A€Q

400 R si mi (A) =+
| 0
m(A) =
l (mi(A)), si -~ m, (A) < +o.
o
Aquesta funcid de conjunt m: a - RI o{tx} €s una -mesura.

En efecte: Nomé&s provarem gque &s g-additiva en ordre. Per a
. . . : . . [}
aixo sigui An+A una successid creixent de conjunts d' a; cal veu-

o .
re que m(An) + m(A) :
Si m(A)<+w} sera m(An)<+m per a cada n,i per tant mi(An) > mi(A)
Q
en R, per a cada 1ieX; 1 doncs m(An)=(mi(An)) - (mi(A))=m(A).

Si m{A)=+», &s m, (A)=+o i aleshores o bé m, (An)<+m, per a
(o)
cada nel, © bé m, (An Y= per a algun n_.
‘ o o

Sim, (An)<+m per a cada n aleshores, .en ser mi > o, @és
i
o o

[=]
= i é + car =
mio(An) b t+eo i per tant tamb& m(A ) - . posant a, sup[mi(A)[,
per a i#io, i

n . I n . s . n
o = ., = —=a, si i#i i . =Db
n (ai ek , on ql i # o alo n

14

., I .
s'obté una successid an++m en R tal que an< m(An) per a cada n.

Si m., (A )=+4o, aleshores m(An)=+f=>° per a cada nEBno i per tant
i n
o o
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o
m(An) »> +x car, si posenm

n . g .

(@, =n i qo.=-a, per a i#i , si n>n_,
i i o o)

o)
n I
o =(a,)ER" on;
n i

n . n . g .

@, =0 i qa,==-a, per a i#i , si n <n
i, i i o) o+

.

obtenim una successid an¢+w en BI tal que ansém(An) per a cada

n, ®

2. EL GRUP RETICULAT DE LES MESURES O-AFITADES.

Siguin G un g-grup i € un anell de parts d'un conjunt X. Po-
dem considerar els segilients conjunts de mesures definides en @

i valorades en G:

a = a{a;G) additives no necessariament finites,
aF=aF(a;G) additives i1 finites,
ba=ba(2;G) - additives finites i o-afitades,

i els subconjunts respectius de g-additives en ordre ca, can i

bca.

Entre els elements de a gue no prenen valors impropis dife-
rents podem definir una .suma posant, si m,n€a i A€ea, (m+n) (A) =
= m(A)+n(A), que resulta ser associativa i commutativa. La mesura
idénticament nul.la &s el neutre per a aguesta suma, peré no exig
teix invers en general. En el conjunt a hi podem definir tamb@é un

ordre parcial posant, si m,n€a, m>»n si m(A)=2 n(A) per a cada A€a.

Estudiem a continuacid les propietats bdsiques en relacid a

l'ordre i la suma suara definits.

1.2.1. Proposicid, (propietats de l'ordre). Si G &s c.c.,

aleshores

a) En el parcialment ordenat (a,< ) existeixen, per a cada mea,

els elements mv0, mAaC i mv(-m) (per O designem la mesura idénti-

+ R .
cament nul.la) denotats per m , m i |m| respectivament, els quals
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satisfan

(1) m’ (a) v{m(B); BCA, Beal

(ii) m (a) =-A{m(B); BCA, Beal

P + -
(iidi) |ml = o +m
. + - ) - P . .
(iv) m =m + m guan m és finita o pren el valor + «
- + - . . ‘ )
m =m -m quan m és finita o pren el valor - ®

- . + -
A més si meca aleshores m ,m ,lmleca.

b) Si {m }aeR é&s una gol.leccié d'elements m.€a tal gue per a un
cert méea gque no pren el valor +wo(resp. -«), &és ma<§m {resp. ma2=m)
per a cada ceR , aleshores existeix Vma'en a (resp.A md). I si

m,maeca i Vma(A)> ~x per a cada Aea (resp.A md(A)< +®), alesho-

res Vmaeca (resp.A meca).
o

Demostracid de a). Sigui m qualsevol mesura de a i considerem

la funcid de conjunt M:a - G definida per
M(A) = v{m(B); BCA, Beal.

Es tracta de comprovar que Me€a i gque M=m v o. Si A,A'ea son tals
que AA'=@ hem de veure que M(AUA')=M(A)+M(A'). Si M(A) & M(A') &s
+w no cal provar res. Suposem per tant que M(A)<+eo i M(A')<+o,

Aleshores donat un C C AUA', Ceéa, tenim
m(C)=m(CA)+m(CA') < M(A)+M(A"),

d'on prenent suprems resulta M(AUA') < M(A)+M(A'). D'altra banda,
si BCA i B' CA' on B,B'ea, és '

m(B) + m(B') = m(BUB')< M(AUA'),

.d'on prenent suprems sobre els BCA i B' CA' resulta M(A)+M(A') <
M(A(JA') Per a veure que M=m v O obserxvem en primer lloc gque
de la definicid de M és M> 0 i M>m. Sigui ara nea .tal que n>0 i
n>m; per a cada A€ea i B CA, Bea, tenim m(B) <n(B)<n(a), d'on

M(A) <n(A), és a dir M<n
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Pel que acabem de veure, donada qualsevol mesura mé€a esta
asseqgurada d'existéncia de (-m)+=(-m)v0, on -m és la mesura de-
finida per (-m) (A)=~m(A); d'altra banda &s immediat comprovar
que (-m)v0O=-(ma0), d'on en resulten l'existéncia de la mesura

m 1 la igualtat de (ii).

Finalment vegem qﬁe m+ + m =mv(-m), amb la qual cosa queda-
ran provats l'existéncia de la mesura lml i (iii). Certament
m+ + m  &s una mesura gque majora m i -m alhora. Sigﬁi nea tal
gue n>2m i n =2-m; cal veure gue n>m'+ + m . Com gque n(A) >|m(A)|,
n és positiva i, per tant, per a’cada Aea,n(A)eG; 5 n(A)=+w. Si
n(A)=+o no hi ha res a dir; en cas contrari, com gue tambe n;>m+ i
n2=m+ sera m+(A)<+w i m (A)<+w i tamb@&@ m(B)eG, per a tots els Bea
tals que B CA, com es dedueix de les expressions de (i) i (ii). Po

drem escriure en conseqﬁéncia, posant V m(B) per a designarx
BCa

v{m(B); BCA, Bea} i analogament per a l'expressid de (ii),

n(aA)+m (a)= V m(B) + V [-m(c)] v {m(B)-m(c)}.
BCA CCA B,CCA

Per tant, donats B,C CA gqualssevol tenim

m(B)-m(C)=m(B~C)+m(BC)-m(C-B) -m(BC)

< n(B-C)+n(C-B)< n(B UC) < n(a)

+ -
d'on, prenent suprems respecte als B,C CA resulta m (A)+m (A)< n(A),

tal com voliem provar.

Falta veure les relacions enunciades en (iv). Si m &s finita
- . ' + N +
o pren el valor +w, &s, si m(A)=+o, m (A)=+® i per tant m (A)=
=m(A)+m (A); i si m(A)<+w, com que per a tots els BCA sera m(B) <+,

podrem escriure

m¥(A)= v m(B)= Vv m(a-C)= V {m(A)-m(C)}=m(A)- A m(C)=m(A)+m" (A).
BCA CCA CCA ‘ cca

Si m és finita o pren el valor - aleshores -m &s finita o pren el

. F TR | . +
valor +o i per tant (-m) =-m+(-m) , es a dir, m =m -m.

- + ]
Per acabar vegem que si meca aleshores m eca i per tant també

- . R V4 . R
m ,Im]eca. Donada una-succe5516 {An}C a de conjunts mutuament dis-
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junts{tals gue A=LJAfa., cal veure‘que m+(A)=ofJ2m+(An). En ser

nt additiva i positiva serd també superadditiva (Proposicid 1.1.3b))

i per tant m+(A)>=o- Zm+(An). Falta veure l'altra desigualtat: Si

o- Zm+(An)=+m no hi ha res a dir. En cas contrari considerem qualse-
vol‘conjunt B €a tal que BCA. Posem Bn=AAn' De la g-additivitat en or
dre de m i de m(Bh)<;m+(An)se'n dedueix que m(B)=o0- zm(Bn)<§o€2m+(An),

d'on, prenent suprem sobre els BCA, se segueix m+(A)<;o-ZmI(An).

Demostracid de b). Sigui'{ma}aeﬂ' una col.leccid de mesures

m €a tals que per a una certa mesura mea és

ma< m, per a tots els qgelk .,

m{A) <+, per a tots els A ea .

[=1Y

Per a cada Aea posem

~n(a)= v{ Z mai(Ai)7 {a;len(a),{ a;} CR}
on D(A) designa el conjunt de les particions finites de A en a.

Obtenim d'aquesta manera una funcid de conjunt n:a -+ G. Es tracta
de veure que n€a 1 que n=Vma.
En primer lloc n no pren el valor +« car per a qualssevol

{Ai} eD(a) i {0} CH es té Im, (A)S Zm(A)=m(A)<+w. Vegem que
’ i
n és additiva: Si A,Bea sén conjunts tals que AB=¢, cal veure que

n(AUB)=n(A)+n(B). Considerem'particions‘{Ai}eD(A), {Bj}eD(B) i
conjunts d'indexos'{ai},{ﬁ.}fijﬁ arbitraris; la col.leccid de

cOnjunts‘{Ai}U{Bj} 8s una particid 4' AUB de manera que

zm, (Ai) +3 mB.(Bj)< n(AU B),
1 J
d'on n(A)+n(B) <n(AUB). D'altra banda, donats {Ci}eD(AL)B) i
{ ai}cuﬂ , obtenim particions {Ai}eD(A) i {BgeD(B) posant Ai=Aci
i B;=BC,., de manera que

= <
z Ry (‘Ci) z my (.,Ai) +2 m, (Bi) n (A)+n (B)

i i i

i per tant n(AUB)< n(A)+n(B). Pel que fa a la igualtat n=Vm ,
o

observi's que per construccid n;amOt per a cada géfl; i si n'é€a &s

tal gue n'>2 m per a cada o€, aleshores resulta que

al
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< ' A = '
z mai(Ai) Zn'(a) =n'(@a),
per a qualssevol'{Ai}eD(A) i'{ai}c:waPer.tant n{A) < n'(a), és

di n= vVvm .
a dir, o

Si les mesures mgy,mea sén g-additives en ordre de manera que
Vma(A)>—@~per a tots elsAAea, aleshores n també &s g-additiva en
ordre. Efectivament, per a cada A€a i deﬂ és m (a) < n(Aa) < m(A)
d'on, si m no pren el valor +«, céda vegada gque An+¢ enag tindrem,
de ma(An) 3 0 i m(A ) > 0, que n(a) > 0. I com que n &s addi-
tiva i no pren ni el valor +o ni el valor ==, ja gque n(a) > Vma(A)>
>-o per hipotesi, aixd &s suficient per a la o-additivitat en ordre

de n.

Finalment, &s immediat comprovar que si {ma}aenés una col.lec-
cid de mesures m,€a tals que per a una certa mesura mea.que no pren
el valor -, és ma;>m, per a cada aeﬁz aleshores V(-ma)=-ALma i,
per tant, en cas de ser m,mae ca i,Amd(A)<+w per a cada A€a, sera

Ama eca. La Proposicid esta demostrada. ®

En tot el que segueix suposem gque G €s c.c.

1.2.2. Proposicid. (aF,+,< ) @ un grup ordenat c.c. del qgual

ba i ca, en sdn subgrups ordenats convexos i c.c. considerats com

a grups ordenats.

En efecte: Es immediat comprovar que en a_ l'ordre &s compa-

F
tible amb la suma, i l'apartat b) de la proposicid anterior ens
assegura la completesa condicional d'aguest grup ordenat,aixi com
la dels grups ordenats cay i ba. Es immediat que ba &s subgrup con
vex, i de la caracteritzacid de la c-additivitat (1.1.6) en resulta
que ca &s subgrup convex de ap . =

1.2.3. Proposicid. (ba,+,< ) &s un fL-grup c.c. del qual bca

né's un subgrup solid i c.c. considerat com a f-grup.

Demostracid. En ser ba un grup ordenat bastard pravar que exis
teix mVo, per a tot meba, per a poder afirmar que &s un L-grup. La

. . +
Proposicid 1.2.1. a) ens assegura l'existéncia de m =mvQ en a, perd
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és immediat veure que m' €ba quan meba, car es té
+ R
oS<Km (3a) <m (X = vim(A); A€al< +w.

El subgrup bca &s també subreticle ja que si mé€bca aleshores m+,
gque &s un element de ba, &s a més o-additiva en ordre, segons hem
vist en 1.2.1. a). Finalment, de la caracteritzacid de la g-addi-
tivitat (1.1.6.) se'n segueix que bca &s convex en ba i per tant

un 2-grup c.c. ®

1.2.4. Exemples d' o-mesures o-afitades. Sigui @ una c—élge-

bra de parts d'un conjunt X.

a) Sigui (mi)ieI una col.leccid de mesures reals mi:a +Rp o-additi-

; . I L.
ves 1 per tant afitades. La o-mesura m:@ - R, definida com en l'e-

1

- . - +
xemple 1.1.9., per m(a) (mi(A)) és ao-afitada. A més m (A)=(m:(A)),

m-(A)=(m;(A)) i |m|(a) (|mi|(A)).

b) Sigui £:X *R una funcid qualsevol. La funcid de conjunt m:a- Rx
definida per m(A)=fcpA €s una o-mesura o-afitada per a la qual

m+(A)=f+¢A, m-(A)=f—«pA i |m| (A)=|f|¢A.

La Proposicid 1.2.2. &s la que en definitiva ens permet obte-

nir una anéleg del teorema de descomposicid de Jordan-Hahn per a

les mesures valorades en {-grups c.cC.

1.2.5. Teorema. (de Jordan-Hahn). Una mesura m:@ + G additiva,

en un anell a de parts d'un conjunt X i valorada en un L£-grup c.c.
G, &s expressable com a diferencia de dues mesures positives i fi-
nites: si i només si &s o-afitada. Si m &s 0-additiva en ordre

- -
aleshores aquestes dues tambe ho soOn.

Demostracid. Si m=m -m, on les m,,m, sbn mesures positives i
finites, evidentment m és o-afitada. Reciprocament si m &s o-afita-

da les mesures m+ i m determinades en el £-grup ba donen 1la descom

posicid de m desitjada. ®

1.2.6. Comentaris.

a) Aquest teorema inclou en particular el que donen Fayres i Morrison
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en [15] referent a la descomposicid de les funcions additives

b - N » £l *
m:@ > V en una algebra de Boale i a valors en un espai vectorial
reticulat c.c. V, i que és obtinguda amb técniques prépies d'es-

pais vectorials reticulats.

b) En el cas de mesures reals no finites m:a - §,c-additives en
una o-algebra , encara &s possible donar un teorema de descompo-
sicid del tipus de Jordan-Hahn. Es obligat preguntar-nos si en el

h .
nostre cas de mesures en ordre sera també possible.

Per a mesures reals aquesta descomposicid s'obté& via el con
junt de descomposicid de Jordan; si D &s tal conjunt per a la me-
sura m, aleshores m+(A)=m(AD) i m~(A)=~m(ADc) sdén dues mesures
positives, almenys una d'elles finita, gque satisfan m=m+~m—. En
primer lloc, la pretensid de trobar un conjunt de descomposicid
€s vana éh‘general, fins i1 tot guan es treballa amb mesures vec-
torials valorades en espais de Banach de dimensid finita, com mos

tra la seguent

1.2.7. Exemple d'una o-mesura sense conjunt de descomposicid.

Siguin mi:a + R, i=1,2, dues mesures O-additives en una G—élgebra
- . 2 ..

a@. La funcid de conjunt m:a + R~ definida per m(A)=(m,(A),m2(A))

- , . 2 -

s una o-mesura, i una mesura en l'espai normat R, que no té& con

junt de descomposicid de Jordan.

Efectivament, si existis un tal conjunt D de manera que m fos
.y , . c , \
positiva en D i negativa en D~, aleshores m, i m, serien totes dues
positives en D i negatives en D€, fet gque contradiu l'arbitrarietat

Ade m1 i mz. ¥

Exclosa la passibilitat d'obtenir la descomposicid via el con
junt de Jordan, observi's que és possible expressar m:a--+.G, addi-
tiva, com a diferéncia de dues additives i positives nomé&s si almenys
una d'elles és finita o, equivalentment, si almenys una de les dues
mesures m' & m &s finita.

Bs ben sabut que per al teorema de descomposicid de Jordan-

Hahn en el camp de les mesures reals, és essencial treballar amb
mesures O-additives definides en G-é;gebres1 Bs a dir per a una

mesura real m (finita o no) que no sigui O-additiva &, que essent-ho,
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‘no estigui definida en una o—hlgebra, pot molt ben ser que m+ i
m siguin totes dues no finites. Per tant l'interes estara en

veure si per a una-mesﬁré m valorada en un f-grup O-additiva en
ordre i definida en una O—h;gebra és possible que m+ i m  siguin

no finites. I aixi &s com mostren els seguents exemples:

1.2.8. Exemple. Una o-mesura en una O—élqebra, no finita i

no expressable com a diferéncia de dues o-mesures positives. Sigui
@ una algebra finita. Es també U-élgebra. Sigui moza - §+ una me-

sura positiva no finita. La funcid de conjunt

+ co, si mo(A)=+m

(mO(‘A) I_mo(A)) , S1i mO(A) <".‘°°-

. 2 . .
valorada en l'ampliat del f-grup R~ amb dos elements impropis. tw
segons els convenis usuals &s una o-mesura no finita, en una

+ » - - . 1]
o-algebra, per a la qual m i m sdn no finites.

En efecte, &s immediat que m és additiva i també@ g-additiva
en ordre ja que si Aan en @ ha de ser An=A a partir d'un cert n

o
i per tant m(An) + m(A), tant si m(A)=+ com si m(A)<+o, A més

+o ’ sim (A) = +»,
m+(A)= : | | o |
(mo(A) /0) sim_(R) < +%,
F +eo o si mO(A) = +o,
i m (A)= .
(OImo(A)) ' sim_(a) < +=.

Observi's que si @ no fos élgebra finita podria ser que m no fos
o-additiva en ordre car, si bé en el cas de ser An+A i mo(A)<+-m
o »
seria m(A ) - m(A), en canvi si fos mo(A)=+w i mo(An)<+m per a
n

B o
cada neN, resultaria que m(An) - to. W

c) Una consequéncia de l'existéncia del conjunt de descomposicid
de Jordan, per a una mesura real g-additiva definida en una o-al

gebra, &és, via el teorema de descomposicidé de Jordan-Hahn, la
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propietat que tota mesura real o-additiva en una O-algerba fini-
ta s afitada.

Tots els exemples d' o-mesures finites definides en O-hlge-
bres que hem considerat fins aquf{ sén també& o-afitades, perdb bas
ta donar una ullada a la demostracid directa d'aquesta propietat
(per exemple en [ 13] ) per adonar-se'n que depdn fortament de
l'ordenacid total de R, de manera que &s previsible que, en subs
tituir R per un 2-grup qualsevol, tal propietat ja no es satisfa

ci. I efectivament aixf{ &@s, com mostra el segﬁent

1.2.9. Exemple d'una o-mesura en una O-hlgebra, finita i no

o-afitada. Siguin X un conjunt no numerable, @ la O-algebra nume-~
rable - conumerable en X i G el 2-grup c.c. de les funcions reals
definides en X de suport numerable. La funcid de conjunt m:a + G

definida per

P si A &s numerable,
m(A)=

- ¢AF R si A és co-numerable.

€s una o-mesura no o-afitada.

Efectivament, com a funcid de conjunt no esta o-afitada car
els singletons sén elements de l'élgebra pels quals m({x})-Gx i

{Gx;xex} no estid o-afitat en G.

‘El que cal comprovar &s que m &s una O-mesura. Vegem que m es

additiva: Siguin A,Bea disjunts; cal veure que m(AU B)=m(A)+m(B).

A i B no poden ser tots dos conumerables car aleshores de
x=(AB)c=AcL)Bc se'n seguiria que X &s numerable. Per tant, o sdn
tots dos numerables i aleshores AUB també ho és i

m(AU B)

=P, t v, = m(A)+m(B),

= YAUB A

o 1l'un é&s numerable, A, i l'altre &s conumerable, B, de manera que

AUB és conumerable i es té

c_¢C

m(AUB) = = ¥ ., C = = ¥,

i m(A)+m(B)=¢A-¢B = -vAch
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Pel que fa a la O-additivitat, com que m &s additiva i fi-

o
nita, bastard provar que“m(An) > 0 cada vegada que An+¢ en a.

Considerem una successid An+¢ en a@. No poden ser tots els
conjunts conumerables car de A§+X se'n seguiria que X &s numera

ble; per tant, al menys per a un n_, An €s numerable i alesho-
Q
res ja ho sdn tots els An amb n;=no, de manera que m(An)= ¢A .
n
En conseqﬁéncia m(An)+O, tal com voliem provar.

Naturalment si m no &s o-afitada no es podra posar com a
. ) . . . + - 9
diferencia de dues o-mesures positives. De fet m i m son totes

dues no finites i1 de la Proposicid 1.2.1. a) se'n dedueix que

+ . -
m (A) =¢‘A i m (A) = 0, pels A numerables

+ . - .
i m (A) m (A)=+x= , pels A conumerables. =

il

3. VARIACIO EN QRDRE.

Per analogia amb el cas de mesures additives escalars o va-
lorades en espais de Banach podem definir la "variacid" (total)
de mesures en 2L-grups que, pel fet de dependre de l'estructura
ordenada, en direm variacid en ordre o més senzillament o-varia

cid. Podem també definir la semivariacid en ordre.

Sigui m:a > G una funcid de conjunt definida en un anell de

parts d4'un conjunt X, G l'ampliat d'un 2-grup c.c. G amb dos ele-

ments impropis z*w. Per a cada A€a, D(A) designa el conjunt de les

particions finites de A en a.

1.3.1. Definicid. Anomenem variacid en ordre de m o o-varia-

cid de m la funcid de conjunt V_(m):a - G definida per
Vo (m) (a) = V{ Z|ma;) |7 {a;}eD(A)}

i semivariacid en ordre de m o o-semivariacid de m la funcid de

conjunt "m"o :a > G definida perx

Iml (a) = v {|m(B)|; BCA, Bea }
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Observi's que en suposar gque G &s c.c. agquestes funcions es-
tan definides en'@ i sdn positives i creixents. D'altra banda gquan
G 8s el cos dels nombres reals la o-variacid &s la variacid total
usual. Com en el cas de mesures reals o vectarials la o-variacid
d'una mesura additiva &s també additiva. Precisant, tenim la se--—

~guent

1.3.2. Proposicid. Si m:a+ G &s additiva aleshores la a-va-

riacid vo(m) coincideix amb la mesura [m]=mV(-m) determinada per

m en el conjunt de les mesures additives a = a(a;G).

Demostracid. Vegem en primer lloc gque Vo(m) é€s additiva. Si-
‘guin A,B€a tals que AB=g; cal veure que VO(A uB)=VO(A)+VO(B) (es-
criurem VO(A) en lloc de Vo(m)(A) sempre que la referéncia a m si
gui clara). Si '{Ai}e pD(a) i '{Bj}eD(B), aleshores'{Ai}U'{Bj}eD(AUB),

de manera que
E[m(Ai)[ + Elm(,Bj) | < v (aUB),

i per tant VO(A) + VO(B)SQ VO(A(JB). Pel que fa a la desigualtat
en l'altre sentit, si VO(A) + VO(B) = +x no hi ha res a dir. En
cas contrari, prenguem una particié’{ci}eD(ALJB); aleshores, si

i
que

A, = AC; i B;=BC,., resulta que {Ai}€D(A) i'{Bi}ED(B), de manera

Zlm(c) | = Zm@a)+mB) | < Z|m@a)) [+ Z[m(B) | <V _(A)+
+ VO(B),

d'on VO(ALJB) <‘V°(A) + VO(B); tal com voliem veure.

Vo(m) &s, doncs, un element de a gue majora, com se segueix
de la seva definicid, a m i a -m. Perd si nea &s tal que n=z2m i
n=>-m aleshores, per a cada Aeca i’{Ai} eD(A), es té Z]m(Ai)| <
<En(Ai) = n(A) i per tant VO(A) < n{(A). En definitiva, Vo(m)=mv(-m)=

~|n|. ®

Conseqiiéncia d'aquesta identificacid entre la e=-variacid d'upa

o-mesura m 1 el seu valor absolut ]m[, n'és la segiient caracteritza-
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cid de les mesures additives o-afitades, queAgeneralitzaré.la ja

.
coneguda, valida per a mesures escalars (reals o complexes):

T.3.3.'Cbrol;léri. Una mesura m: - G additiva &s o-afitada

si i només si la seva o-variacid Vo(m) é€s finita..

Observi's que amb la darrera proposicid retrobem un dels re-

sultats obtinguts en 1.2.1. a).

. Donem a continuacid un recull de les propietats derivades del. -

que hem dit fins ara o directament de la definicid de v, (m) i Wmnoz

1.3.4. Proposicid. Sigui m:a ~ G una funcid de conjunt en un

anell de parts d'un conjunt; G un &-grup c.c. Aleshores:

a) Vo(m) i Hm“o sbén positives 1 creixents;

b) |m(a)| < Iml_(a) <V_(m)(a), per a cada Rea;
= V = ;

c) m>0 = Imll g o (m) m

d) m additiva (0-additiva en ordre) = "m“o subadditiva (g-subaddi-

tiva en ordre).

e) m additiva (g-additiva en ordre) = Vo(m) additiva ( g-additiva

en ordre),

f) m additiva =~Vo(m)(A)<; 2 Hm“o(A), per a cada Aca.

Demostracid. a), b) i c¢) sén immediates. La proposicid ante-

rior ens dana £) ja que, essent v, (m) =|m|, &s

V (m) (A)=m (A)+m (A)= V m(B)+ V {—m(C)}<ﬂmllo(A)+llmll (B),
° BCA cca °
i també e) ja que quan m &s g-additiva en ordre |m| tamb& ho &s

(Proposicid 1.2.1. a)).

Falta provar d). Suposem m additiva i siguin A,Beéa disjunts;
cal veure que "mHO(ALJB)<“nmo(A) + ﬂm“o(B). si "mllo(A)+llmllo(_B)=+°°
no hi ha res a provar; en cas contrari considerem un conjunt CCA UB:

de l'additivitat de m en resulta
lm(c) |=|m@anclemBNa) | < [m@anc) [+|mBNnC) |<lnl_(2)+inl _(B)

d'on, prenent suprem sobre els CCBU A, se'n dedueix que “m“o(AL)B)<

< Mnﬂo(A)+ﬂmH°(B).
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D'una manera semblant, de la g-additivitat de m se segueix
la o-subadditivitat’de_ﬂg"o. En efecte, sigui'{An}C a una successid
de conjunts mituament disjunts, tal gque A=U Anea; cal veure que
ﬂmﬂo(A)sgo—Z Hmﬂo(An). Si o-2Z Umﬂo(An)=+w no hi ha res a dir; en cas
contrari, donat un conjunt Ceq tal que CC A, per la og-additivitat en

ordre de m i1 per les Proposicions 0.4.3 a) i 0.4.5. podem escriure
|m(C) [=]o-Z m(a C)| < o-Z |m(AnC)|=;o-ErﬂmH°(An),

d'on en deduim Iml (a) <o-Z Iml (A ). =
o o' "n

4. CONVERGENCIA DE MESURES. EL %-GRUP G~NORMAT ba(a:G).

Quan es treballa amb mesures additives, reals o valorades en
. . . 1 . .
un espai de Banach E, afitades, la convergencia uniforme de mesu-
. N 3
res sobre l'algebra a on estan definides &s normable amb la norma

del suprem
Il = sup{"m(A)"; aea } me€ba(a; E)

de manera gque (ba(a;E),ll) &8s un espai de Banach en el qual el

subespai de les mesures que sdn g-additives &s tancat.

Quan la dimensid de l'espal &s finita, les mesures afitades
sdn les que tenen variacid® total finita, de manera, gue, la norma

del suprem é&s equivalent a la norma derivada de la variacid total

posant
g(m) = V(m) (X)

on V(m) designa la variacid total de m i X €s el conjunt sobre el
qual considerem l'algebra a.
En forma anéloga la o—convergéncia uniforme de mesures addi-

tives i O-afitades valorades en un f-grup c.c. G sera "normable"

per la G-norma generalitzada ““o:ba(a;G) * G, definida posant

Inl_ =v {|m@)|; aea}
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en el sentit que la o-convergéncia uniforme de mesures &s equi=

valent a la IUL-COnvergéncia. Es clar que, de les désigualtéts

i < =] (x)< 2lml_

se'n segueix que, a la vegada, la “no-convexgéncia és equivalent
a la convergéncia segons la G-norma generalitzada g:ba(ae,G) ~+ G+,
definida a partir de la -variacid, posant

g(m) = |m| (X).

En aquest apartat veurem que (ba,""o) 6 equivalentment (ba,q) &és
un espai G-normat'generalitzaﬁ complet, com en el cas feal o vec-
torial,peré en canvi bca, que &s un subgrup sélid de ba, sembla
que en general no &s ﬂ%;tancat en ba a menys que G satisfaci cer-
tes condicions. Una condicid suficient &s gque 1la o-convexgéncia
en G tingui la propietat diagonal. Abans de tractar aguesta qﬁeé—
tid, analitzem la conservacid de l'additivitat i més especialment
de la g—-additivitat en ordre en el pas al 1imit, puntual, unifor-
me i en ordre, de successions o xarxes de mesures additives i
g~additives en ordre. |

En tot el gue segueix {mii designara una xarxa de mesures

_ iex

Ei:a + G additives en una élgebra a4 de parts d'un conjunt X; G un

¢=-grup cC.cC.

a) Limit puntual i o-convergéncia.

Si per a cada Aea existeix m(A)=o-lim mi(A), queda definida
una funcid de conjunt m:a -~ G que serd també@ additiva, vista la

compatibilitat de la suma amb el pas al o-limit. Direm que m &s el

limit puntual de'{mi} i escriurem m, B m. En el cas d'una xar-

ieT

xa monotona, el 1limit puntual sempre existeix i 8s la mesura addi-
tiva suprem o infim, segons sigui creixent o decreixent, dels ele-

ments de la xarxa.

En general la g-additivitat ja no serd compatible amb el pas
al 1imit puntual perd, amb certes restriccions, encara és possible

dir-ne alguna cosa. Tenim:
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1.4.1. Proposicid. Si m, tm, m €s positiva i les m, sdn
p
- -
o-mesures aleshores m és també& una O-mesura.

En efecte. Suposem les m, g-additives en ordre i m>z=0; vo=-
lem veure que m &s tamb& o-additiva. Com que m &s additiva basta
-
rd provar que m(Ah) -m(A) cada vegada que Aan en a 8, equiva-

lentment, gque m(A)=Vm(An)..

Sigui An‘f‘A en a. De m, < m i m>» 0 tenim
R ' <
m. (A ) < _m(An) < m(A)
d'on, essent les m, O-additives,
m, (A)=0-1lim m. (A ) € o-1lim m(A )=Vm(A ) < m(A),
i i"n n n
n n
i finalment
‘m(A) = _Vmi(.A) < Vm(An) < m(A). =
En cas de considerar mesures finites no cal que el limit m

sigui positiu ni que la xarxa sigui creixent, &s a dir,

1.4.2. Proposicid. Si {mi} &8s una xarxa monbtona 4' o-mesu
ieI
res finites i existeix m(A)=0-1lim mi(A) i &s finit, per a cada A€a,

aleshores m &s tamb@ una o-mesura finita.

Demostracid. Suposem primer que la xarxa {mi}ieI é€s mondtona

creixent: m, ‘m. Aleshores per a un iIndex ioeI gqualsevol tenim
-]

m= V m,. Posem, per a cada i> i , n,=m,-m, . {n_,}.,_ . @&s una
. . i o) i i i i‘izi
i>Zio . o o

xarxa monotona creixent de mesures finites, positives i o0-additives

en ordre tals gque n. 4+ n, amb n=Vni :bm-mi r de manera que, per la
P o
proposicid anterior, n resulta ser 0O-additiva en ordre i per tant
també& la mesura m=n+mi .
o
3 3 p.\ -
es decreixent i mi¢m, és -m,4+ -m

i
p

2 i {m, 1},
Ara @es clar'que si ilieT

i per tant m &s també g-additiva en ordre. =
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D'agquesta proposicid en podem derivar un anélgg del teorema
de descomposicib que diu que tota mesura real additiva &s expressa
ble de forma unica com a suma d'una mesura g-additiva i d'una pura

ment additiva.

Si diem, com en el cas real, gue una mesura additiva m:a - G

€s purament additiva si de

OSn<mnm i neca(a;G)
se'n segueix que n=0, tenim el ségﬁent

1.4.3. Teorema. Tota mesura méba admet una dnica expressid de

la forma m=m_ + m_, on mcebca i maeba s purament additiva. A més

m, i m_ sdn ortogonals ([mclA[ma] =0).

Demostracid. De la Proposicid 1.4.2. se'n deriva que bca @€s

una banda de ba. En efecte, com que bca &s un subgrup sélid de ba,

segons hem vist en 1.2.3, &s suficient provar que de 0:<mi+m, on
Q

miebca i méba, se'n segueix que mé€bca (la demostracid d'aquesta
propietat per a espais de Riesz (en [23] , per exemple) val tam-
bé per a f-grups), i aixd &s el gque assegural.4.2.

I éom que ba,&s un f-grup c.c. el subgrup sadlid bca sera un
sumand directe de ba, &s a dir, ba = bca @ (bcaﬁ’, de manera que
tota mesura mé€ba sera expressable de forma dnica com suma d‘un
element mcebca i d'un element mae(bcaYL. Ara bé, els elements de
(bca)L s6n els gque hem anomenat mesures purament additives; efec=-
tivament, si me(bcaYL, de 0 < n <lm[ i n€bca se'n segueix que
n=nA|m|= 0, i per tant m és purament additiva. Reciprocament, si m
&8s purament additiva i n€bca es té que |n|a|m|ebca, perqué bca &s

s8lid en ba, i per tant |n|a[m| = 0, s a dir, me€ (bca) . m

D'altra banda, com que pels subgrups solids s'un L-grup ser
banda &s equivalent a ser estable pel o-limit de xarxes, podem

obtenir finalment la seglent

1.4.4. Proposicid. En el fL-grup ba(a;G) el Q-limit d'una xarxa

d' o-mesures &s tamb& una o-mesura, es a dir bca(a;G) &s un To-tan-

cat en ba(a;G).
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b) Convergkncia uniforme.

Sigui'{mi}iEIC‘ba.una xarxa de mesures tal que m > m cap a
una mesura méba. Aleshores existeixen una xarxa mondtona decrei-
xent 6i+0>de mesures Gieba i un Index ioeI de manera que'lm-miLgﬁi,
per a tots els ix io. Per tant

|m(A)-mi(A) |< Gi(_A) < 5i(,X), per a cada A€a i iz io.

Ara bé Gi(x)+0, en G, i per tant m, 14 m; perd la convergéncia &s

més que puntual:

En general si'{mi} C ba i méba i existeixen una xarxa 6i+0,

ie I
en G, i un index ioeI de manera gue

[m, (8)-m(a) | <§,, per a cada Rea¢ i i> i,

direm que m &s el limit uniforme de les mesures {mi}iel o que
.

{mi}iel convergeix uniformement en @ cap a m i escriurenm m, > m.

La c-convergéncia implica per tant la convergéncia uniforme.

Aix7 com el o-1limit de mesures g-additives &s també& g-additiu
sembla .ser que limit uniforme de mesures g-additives no ho hagi de

ser a menys de satisfer-se alguna condicid restrictiva. Aixi tenim:

1.4.5. Proposicid. El1 1limit uniforme d'una xarxa d.! o-mesures

uniformement ¢-additives es una o-mesura.
- . . : . L N
Demostracid: Siguin {mi}i IC bca i meba tals que mi > m, 1 su-

posem que per a cada successid An+¢ en a el o-1lim mi(An)=Q es uni-

forme respecte de les m, .

Volem veure gue méba. Com gque m és additiva bastaré-provar que

o-1lim m(A )=0, per a qualsevol successid An+¢‘en a.
n

Sigui aito tal gue, per a un cert ioeI, es compleixi

‘mi(Ah) - mi(A)[ < a,

i Per a tot i =i i Aea,

i b $0 tal que, per a totes les mesures mi, sigui
n . :
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[m,(a )| < b_ , pexr a tot nen.
in’ n
Aleshores se satisfa:

) - : < . . .
|m(An)‘ < lm(An) mi(An)‘+|mi(An)l < ai+bn, per a cada 1;;10 i neN,
d'on

. A ]
Ima ) | <A a;+ b =bto,

s a dir, o-1lim m(An) = 0, tal com voliem provar. H®

La condicid de 0-additivitat uniforme pot suprimir-se si en G

la o-convergéncia té& la propietat diagonal:

1.4.6. Proposicid. Si en G la o-convergéncia té la propietat

diagonal, el 1limit uniforme de xarxes d.'o-mesures es una o-mesura.
Si només la té per a successions la conclusid é&s vilida per al 1li-

mit uniforme de successions.

.4‘ s {m}
Demostracido. Siguil iieT

una xarxa de mesures miebca(a;G)
tal que m. %-m, on méba. Hem de veure gue mebca. Bastard provar

que, si An+¢ en a, aleshores o-1lim m(An)=0. Podem escriure
0 < |m(An)|< Im(An)—mi(An)|+|mi(An)|.
Ara bé, per a una certa xarxa 6i+0 en G i un index iOeI és
- < 6. r a i =2 i i .
|m(An) mi(An)l < 61, pe tots els i = i, i ne N

: . : . i
També, per a cada i€éI, existeix una successid a +0 tal que

i
O<lmi(An)l gan, per a tots els ney,
ja que les mesures m. sén O-additives en ordre. Aleshores, per 1la
propietat diagonal de 1la o-convergéncia per a xarxes, existirh un
subconjunt I' cofinal en I, de manera gue per a cada ieI' hi haurid
al menys un iIndex n=n(i) tal que

i o
b= an (1)



-68-

" Tindrem doncs que .

< : < i< . = . T : . : 2.8
O\\Im(An)|\Gi+an~\ 6i+ b, = Y;r per a tot iel' amb i> i, 1 n=n(i),

on Y, ¥0. Per tant, per a cada ieI' tal que i> i, es té

o-lim m(A ) = A V m(A, ) < \' m(A ) <v,
™ ak>®n ®  k>»a@) ¥ 1
i.
o-lim m(A_n) =V A m(Ak) > A m(Ak) >-v.,
n k>n k>n(i) .

d'on en deduim que existeix o~lim m(An) i és 0, tal com voliem

provar.

. 3 . 1
Quant a la segona afirmacid, la demostracid &és analoga. ®

Finalment, si considerem la convergéncia de mesures de ba(a;G)
segons la norma generalitzada ""o’ introdulda al principi d'aquest
apartat, obtenim, respecte a la topologia derivada d'agquesta conver

' K3 20
gencia, el seguent

1,4.7. Teorema., El g-grup ba(@;G) &s un f-grup G-normat com-

plet amb la G-norma JHL definida perllmﬂo= v{|[m(a)|;neal.

Si la o-convergéncia en el R-grup G té& la propietat diagonal
per a successions aleshores bca &s un subgrup solid que &s tancat
de la topologia TolHl' Si la t& per a xarxes aleshores &s un tan-

o

cat de 1la T]”l-
o

Demostracid. Tenint en compte gque lalH%-convexgéncia i la
o-convergéncia uniforme sén equivalents, la segona part del teo-
rema ve donada per 1.4.6. i 1.2.3. Vegem gue ba esng-complet, amb

la qual cosa quedard demostrat el teorema.

sigui {mi}iEI una xarxa ""o—fonamental; cal provar que &s

""O—convergent cap a una certa mesura me€ba.

Sigui 6i+0 una xarxa tal que, per a un cert ioeI es compleixi

-m.ll <86, er a cada j> i i i> i .
llmi j “O\ i’ P 1= 1= lo
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Aleshores, per a cada Aca, és

. - . < V » > » . > > s
{mi(A) mj(A)l\‘ai’ per a cada j=i i izi,

la qual cosa significa.que'{mi(A)}ieI s una xarxa o-fonamental

en G. Essent G c.c. existird el o-1lim mi(A). Paosem

m(A) = o-1lim mi(A),

I lo

i vegem que, aixi definida, m &s un element de ba i que m, — m.
Com que m &s el limit puntual de les m, , &g additiva. També& es

e~afitada ja que
(mi(A)l<;"miuo, per a cada ieI,

i o

i {mi} es.“"o-fonamental. Falta veure que mi -+ m, o egquivalent=-

ment que m. 3 m. Ara bé, de m(a)=o-lim mj(A) i
lmi(A)-mj (_A)I‘ééi per a cada j=2 i, i=> iQ iAea
se'n seguelx que

lmi(A)-m(,A)1< §, per a cada i>i_ i Reca,

. u
es a dir, que mi > m. K

5. MESURES m—~CONTINUES I m-SINGULARS. TEOREMA DE DESCOMPOSICIO®

DE LEBESGUE PER A o-MESURES.

1.5.1. Definicid. Sigui m:a@ + G una mesura additiva sobre

una élgebra a de parts d'un conjunt X i valorada en l'ampliat

d'un 2-grup c.c. G.

Direm gue una mesura m: a - G &s m-continua, i escriurem,
2<<m, si ¢ (A)=0 cada vegada que |mKA)=0. Direm que § @&s seqien-

cialment m-continua, i escriurem 2<§ m si

o-lim 2(A) = O
| m| (&) 0
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en el sentit gque o-lim 2(Ah)=0'cada vegada que~o—lim|ml(An)=0.

Direm gque { és m-singular si existeix un cenjunt Ae€a de
q g ] J &

manera que’[m‘(Aé) =0 i 2(A)¥2(AA6) per. a cada Ae€a.

De les definicions: es dedueix de forma immediata que l'{nica
mesura m-singular i m~continua (0 sequencialment m-continua) &s

la mesura nul.la.

Evidentﬁent 2§<m = <<m. Es sabut que si G=F aleshores
les dues definicions séh equivalents sempre que £ sigui finita,
n i m siguin o—additivés ia sigui O-dlgebra. La demostracid
(per exemple en [13]) es basa en la formulacid &-8 del 1imit.
Podem conjecturar per tant que en un lfgrup G envgeﬁeral no sera
valida l'equival;ncia. Si bé& fins el moment no coneixem cap con-

traexemple, seria interessant haver-ne algun.

En les proposicions que segueixen hi ha recollides algunes
propietats de les mesures singulars i continues respecte a una

certa mesura prefixada m.

1.5.2. Lema. Sdn equivalents

a) Existeix un conjunt Aoea tal gque ‘ml(Ao)=0 i 2(A)=1(AAO) per

a tots els A€aq.

b) Existeixen dos conjunts disjunts A,B€a tals que AUB=X i

Im|(a) =|2]|(B)=0.
En efecte:

a) = b): Prenguem A=Ao i B=B§. Només cal veure gque |2\(B)=0

|2](B) = v |e@)| = Vv_[&(ca))|=o0
cCs - cca

= =0

b) ™ a): Prenguem A=Ao' Aleshores per a cada Cea &és

c, _ . c . c -
2(a) =2(AA°)+2(AA°)—2(AAO), ja que|£(AAo)l=< |£l(Ao) 0. =

1.5.3. Proposicid. sSiguin £&,m,n:a* G mesures additives en

una algebra a.

a) Si 2 i n sén m-singulars i esta definida la mesura %+n alesho-

res aquesta &s m-singular.
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", - : + = . - -
b) si % &s m-singular aleshores les mesures £ ,% i lzl sOn tambeé

m-singulars,

c) Les mesures m-singulars en ba(a;G) constitueixen un subgrup sd
lid. |

Demostracid.

a) Siguin A,A',B,B'ea tals que:

ég, aua’

ARA' = =%, |ml =0 i |z2]@a*) = 0;
i BB' =¢, BUB' =%, [ml(B=0 i [n| (") = 0.

Aleshores si C=A B |m|(C)=0 i per a c'=c®, en cas d'estar defi-

nida la mesura n+% &s

0 < |n+&|(c") = (|n][+2aP(c*) < |n| (B") + |glar)=0

b) De la definicid de m-singular i del lema anterior en resulta
de forma immediata que _@&s m-singular si i nomé&s si |g|ho &s.
AixI mateix de 0<|n| < |[2] i & m-singular se'n segueix que n
- . N + . - - -
€s m-singular. En consequéncia § i g§ també ho sdn.

En particular si considerem les mesures m-singulars en ba

resulta, d'aixd que diem, que constitueixen un subgrup subreti-

cula. i convex, gquedant provat per tant c¢). o

1.5.4. Proposicid. Siguin £,m,n:a -+ G mesures additives en una

dlgebra a.

a) Si £ i n sén seqiencialment m~continues i estd definida la me-

sura &+m aleshores aquesta també &s seqliencialment m-continua.
. b) Ssi & &s m-continua aleshores tamb& ho son Z+:£— i|e}
c) Les mesures m-continues de ba(a;G) (resp. bca(g;G)) constituei-
xen una banda en ba(a;G) (resp. bcal(a;G)).
Demostracid:
:a) De (%+n) (A)=L(A)+n(A) ig,n<¢ m se'n segueix que sim|(a ) 0
aleshores (2+n)(Ah)le i, per tant, gue £+n<§ m.

b) si #<<m, de -
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*

tay=v B, 27 a)= A i 8= + 27,
BCA . BCA

se'n segueix que si | m]|(&)=0, aleshores'QT(A)=2-(A)=|2|(A)=O, ja
que sera 2(B)=0 ‘per a tots els BCA. Es a dir, 2+,£- i lleén m-

continues.
c) De les parts a) i b) i del fet gque en el zfgrup'ba se satisfan

les igualtats Zvn=2+(n~£)+ i fAan=2%(n-2) , se'n segueix que. les
mesures m-continues en ba( ;G) constitueixen un subgrup subreti-
cular que &s a més convex,ja que de 0= |n|< £ i << m se'n dedueix .
que |n|(R)=0 sempre que |m|(A)=0,i per tant que n<<m. Vegem final
ment que &s una banda en ba(@;G). Basta veure que si 05;21+2 , On
les 25 sén mesures m-continues i febala;G), aleshores £ &s m-conti-
nua. Ara bé, com que per a cada Aeq €s L(A)=V zi(A), resulta gque
si |m|(A)=0, aleshores &s Zi(A)=O per a cada ieI i per tant £ (A)=0.

Es a dir % &s m-continua.

Pel que fa a l'afirmacid relativa a bca(a;G), només cal recoxr
dar que bca(a;G) es banda i gue la interseccid de bandes &s una

banda. ®

Designem per bamc la banda de les mesures m-continues en bha.

Del fet que ba &s un £-grup c.c. se'n segueix que ba €s un su-

mand directe de ba, &s a dir, que ba=bamc+(bamc) . Analogament
ocorre amb la banda bcamc de les o-mesures o~afitades m-continués

dins bca, de manera que pot enunciar-se el seglient

1.5.5, Teorema. Sigui m:@ -+ G una mesura definida en una al-

gebra a.:Tota mesura ¢-afitada L:@ - G &s expressable de forma
Uinica com una suma de dues mesures o-afitades, £=2m+2s, on Rm és
m-continua i lzsl és tal que IZSIA|n|=0, per -a tota mesura o-afi-
“tada i m-continua n:@a > G. A més, si & €s O0-additiva en ordre,

aleshores Zm i Zs son també oJ-additives en ordre.

En el cas que G=R i m &s o-additiva en una O-algebra a,

agquest teorema ddna el teorema de descomposicid de Lebesgue se-

gons el qual tota mesura g-additiva 8s expressable de forma dnica
com a suma d'una mesura m-continua i d'una mesura m-singular. La
clau estar en provar que l'ortogonal de bcame dins bca coincideix

amb el subgrup de les mesures O-additives i m-singulars. En un sen
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tit la inclusid &s clara: les mesures m-singulars sdn de l'orto-
~gonal de bcamc i aixd encara &s cert entre mesures O-additives

en ordre, segons hem observat al principi. L'altra inclusid es

la problematica. De fet, en el cas de mesures reals, aquesta in
clusid s'obté mitjang¢ant la consideracid del conjunt de descom-
posicid de Jordan associat a una mesura. Com ja hem dit [Exemple
1.2.7], entre mesures’valoradeé en f-grups, aquest conjunt en ge-
neral no existeix i per tant no ens sera passible, per un cam”

andleg, obtenir tal inclusid. -

Queda com a problema obert 1la qﬁestié de si en.generai el
subgrup de les o-mesures m-singulars coincideix o no amb l'orto-
gonal de bcamc.dins bca. El teorema que segueix, .que proporciona
una descomposicid del tipus de Lebesgue, ens ddna indirectament
també resposta a la questid plantejada, en el cas especial que G

&8s super condicionalment complet ([1],[23]): Recordi's gue un

!-grup G é&s ordre-separable gquan per a cada conjunt DCG pel gqual

existeix el suprem hi ha un subconjunt D' CD numerable amb el ma-
teix suprem de D. Un £-grup c.c. i ordre separable rep el nom de

2-grup super condicionalment complet.

1.5.6. Teorema. (Teorema de descomposicid de Lebesgue). Sigui

m:a + G una o-mesura definida en una 0-51gebra @; G un f-grup super
condicionalment complet: Tota o-mesura o-afitada f2:a—+ G &s expressa
ble en la forma &=% + & _ on{ &s m-continua i L €s m-singular. A
mes, QS i Zm sén les uniques o-mesures o-afitades amb aquesta propie-

tat.
Demostraciod:

Suposem primer £20. Considerem el g-ideal
N ={aea; | n|(a) = 0}
i en ell 1la relacid d'ordre 4 definida per

A4 B e L (A)< 2(B).

Es tracta de provar que en (qné) hi ha elements maximals i per a

tal fi ens basarem en el Lema de Zorn.
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Sigui Né una cadena en‘(qwé) i sigui a=V{g(A); AeNé}.Essent
G c.c. i g o-afitada aquest element a €s. de G. Aleshores poden

donar-se dos cassos:

a) o bé existeix un A_eN_ tal que Q(Ao)=a i per tant AO;$ B per

<

tot altre BeNo.

b) o bé&, si no es aixi, existeix un subconjunt numerable {An;neN}C

c N_ amb la propietat

a=yV Q(An).

Aleshores, si AO=U An resulta que AENm. A més &s una fita supe-
rior‘de No car, en ser £20, tindrem ,Q,(Ao) >2,(,An) per a tots els

ne ¥ i doncs L(A ) >a>0(B), per a tot BeN_ i per tant A°>, B.

v . c s A
En consequéncia, utilitzant el Lema de Zorn, existira almenys

un maximal en (Nm,é ) .

Sigui A un element maximal en (Nm,é\) i posem
. . ' _ _ - c
RS(A) = 2(aa)) i L. (a) = (2-2.) (B) QLAAO).

Es immediat que zs és una o-mesura g-afitada m-singular, ja due
lml(Ao)=0, i gque Zm €s una O-mesura o-afitada per a la qual és
£=Qs+2m; Falta veure gque zm €s m-continua. De fet, si no ho fos,

existiria un conjunt A€a pel gual seria
lm|(a) = o i & (a)>0.

Aleshores 2(AA§)>O de manera gue el conjunt AOLJAAg, que seria de
c s . . c
i i d U -
Nm’ satisfaria 2(AOLJAAO)>2(AO), es a dir, seria Ao AA0> Ao' fet

que contradiu la maximalitat de A en N . Per tant Lo €s m-continua.

s i + - .
Si & no &s positiva la descomposicid =2 ~-L i el teorema aca
+ - . 2 - . .
bat de provar aplicat a § i g donen la descomposicid desitjada per

a 4.

Finalment, de les observacions fetes abans d'aquest teorema i

del teorema anterior, se'n segueix que la descomposicid &s atnica. m

Observi's que dels dos darrers teoremes se'n deriva que, en la
hipdtesi que G &s super condicionalment complet, el conjunt de les

O-mesures m~-singulars coincideix amb l'ortogonal de bca . en bca.
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En consequéncia, en agquest cas les O-mesures m-singulars cdnsti—
tueixen una banda,lperé queda pendent la qﬁestié de si en general
la constitueixen o no,>jé que només hem vist que formaven un sub-
~grup solid (1.5.3 ¢)).

y ‘ 6. CONSTRUCCIO I EXEMPLES DE o-MESURES.

En aquest apartat hi ha un recull d'exemples d.' o-mesures.
finites o no i valorades en diversos f-grups, obtinguts al marge
d'una serie de formes tipiques de construccid d4' o-mesures, que,
llistades al principi, indonen les anomenades mesures discretes
i les mesures valorades en 2-grups producte. Finalment estudiem
amb detall les e-mesures valorades en el 2-grup i élgebra de Ba-
nach reticulada 21, de les gue en donem una caracteritzacid en
termes de mesures vectorials, després d'un estudi del fL-anell

21(R) de les series absolutament -. 6-sumables en un %2-anell R.

A) Construccid 4! o-mesures.

1. Mesura de contraccid. Donada una o-mesura m:@ = G en un anell

a 1 un element A€a anomenem o-mesura de contraccid de m per A

a la o-mesura mA:a +~ G definida per mA(B)=m(AFNB).

2. Mesura induida. Donada una o-mesura m:@ - G en un anell @ i

un element A€a, considerem l'anell aAé{ArﬁB;Bea }. Anomenem
o-mesura indufda de m en aA a la o-mesura fﬁ:aA + G definida
per m(A) = m(B).

3. Mesura imatge. Considerem dos anells ai » de parts de conjunts

X i Y respectivament i una funcid £:X »+ Y (a-8)-mesurable.
Aleshores tota o-mesura m:a - G determina una o-mesura m_:B+> G

£
posant mf(B)=m(f'1(B)) per a cada BeB.

4. ¢-mesures en Q-grups producte. Sigui @ un anell de parts d'un

conjunt X, (Gi)ieI una familia de f-grups g-c.c. indexada en un

conjunt qualsevol I, G el g-grupproducte I G., T
iel

i la projeccid
i-éssima de G en G, -
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Tota funcid de conjunt m:q * G gqueda determinada per la col.

leccid (m,). de funcions de conjunt m.,= n.o m:@ +- G, de ma-
1" 1el | , i i i

nera que " 3
- - . - 3 -
a) m &s o-mesura si i només si cada m, & -mesura;
b) m &s o-afitada si i nomé&s si cada m, és o-afitada; i en
aquest cas, si G &s c.c. 1 escrivim m=(mi), es té:

n = @H, 0" = @) i [m =(mn]).
1 1 i

En efecte: Evidentment m &s additiva si i nom@&s si cada mi

ho &s. Utilitzant el Corol.lari 1.1.6. que caracteritza la
g=~additivitat en ordré de funcions de conjunt additives i fi-
nites valorades en {-grups i recordant que en el Z-grup pro-—“
ducte la o-convergéncia de successions equival a la convergén-.
cia per coordenades obtenim a). Respecte a b) basta tenir
present les expressions gque defineixen m+,m— i lmi i que en G

els suprems i els infims sdn també per coordenades.

En particular els exemples de 1.2.4. quedarien inclosos en

el cas que agqui considerem.

5. o-mesures discretes. Tota funcid F:X + E; definida en un conjunt
X determina una mesura real m:@(x) > E; posant m(g)=0 i ﬁ(A)=
= ¥ F(x) pels AeP(X) no buits. Les mesures aixi obtingudes s'ano

XEA
menen mesures discretes.

La suma gque defineix m(A) &s la suma de la familia de nombres
reals F(A)={F(x);xeA}. Si sustituim R per un 2-grup G i volem
obtenir per un procés andleg una c-mesura en‘?(x) a partir de F
haurem de definir en primer lloc la sumabilitat de la familia,
F(A), que ara és una famfilia d'elements de G. Bs suficient subs-
tituir en la definicid usual 15 convergéncia de R per la conver-

géncia de l'ordre en G.

Havent precisat el significat de o—EAF(x) (suma en ordre de F(A))
' X

cal determinar, en segon lloc, les condicions en les que la funcid
F:X » G+ determina una o-mesura m:QNX) - §+ posant m(g)=0 i m(A)=

=0~ Z F(x) pels Ae@(x) no buits.
XERA '
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L

Es clar que la possibilitat de resoldre tal gquestid est& es-
tretament lligada al comportament de la sumabilitat en ordre res-
pecte a l'associativitat. I &s en la mida que podem determinar
agquest comportament que podem parlar de la ¢o-mesura associada a
F. Aixi &s com ens hem vist obligats a estudiar la sumabilitat
en ordre de families d'elements d‘'un zfgrup. Els resq}tats ob-
tinguts estan exposats en la introduccid, on, a més&xens ha por-
tat a l'estudi de les stries convergents en ordre. Si bé& en l'es
tudi de séries s'haurien pogut analitzar més profundament punts
com el de les relacions entre diferents tipus de sumacid, ens

hem limitat a establir els resultats basics per a desenvolupar

el tema del nostre estudi.

En relacid als resultats obtinguts referents a l'associati

vitat de la sumabilitat en ordre podem establir el seglent

1.6.1. Teorema. Tota funcid F:X - G+ definida en un conjunt
X i valorada en la part positiva d'un ¢-grup c.c. G, defineix una

o-mesura m:® (X) > §+ posant m(A)= o- 2 F(X) si Ae®(X) es no buit
X€A :
i m(g)=0, amb el conveni usual m(A)=+w, si la familia F(A)={F(x);xeA}

no &s o-sumable.

Demostracid: Cal provar que aixi definida m &s o-mesura.

a) additivitat: Siguin A,B€G conjunts disjunts; cal veure que
m(A UB)=m(A)+m(B). Si fos m(A)+m(B)=+» , seria també m(A UB)=w, i
si fos m(A)+m(B) ¢+, aleshores F(A UB) seria també& o-sumable (per

la Proposicid 0.3.7.) i m(A UB)=m(A)+m(B).

b) o-additivitat en ordre: Donada una succesid {An}<:Q(X) de con-
junts mtuament disjunts cal veure que m(L}An)= o-2 m(An). Posem »
A=L1An. Si fos m(}\.n)=+°° per a algun n,naturalment seria m(A)=+» i
doncs wvaldria la igualtat. Suposem per tant gque m(An)<+w, per a

tots els ned. Aleshores o bé m(A)<+», &s a dir, F(A) &s o-sumable

i per tant, per l'associativitat (0.3.5.),

(o= T F(X)) és o-sumable i o- X F(X) = o-Z(a- 2 F(X)), -
xeA_ n x€A n  xeA_

© bé&@ m(A)=+», i aleshores també o-Em(An)=+°° car si fos o—Em(An)<+m,
per la Proposicid 0.3}6, resultaria gue F(A) hauria de ser o-sumable,

contrariament a la hipdtesi feta de m(A)=+w. ®
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En particular si aeG &s un element positiu no nul, la funcid

F(x)=a definirla una o-mesura que podriem anomenar la o-mesura comp-

tadora mo:Q(X) -+ C-;+ definida per
na, si #A=n,
+ o, si #A Xo'

Si partim d'una funci6 F:X »- G no positiva, i en vista dels
resultats de la introduccid, obtindrem tamb& una o-mesura, pel ma
teix procediment, sempre que F(A) sigui absolutament o-sumable.
Precisant tenim: ‘

1.6.2. Teorema. Tota funcid F:X > G d'un conjunt X en un

2-grup c.c. G, per a la qual F(X) &s absolutament o-sumable, de-

fineix una o-mesura o-afitada m:Q(X) - G posant m{(A)=o- ¥ F(x),
. . XE A

si A#@g, i m(g)=0.

Demostracif: Segons a) i b) de Proposicid 0.3.4. F(Ad) és

o-sumable per a cada A€¥Q(X) i per tant

m(A)= o- Z F(x)
X€EA
defineix una funcid de conjunt mn:?(x) + G. Com en el Teorema an—
terior, la Proposicid 0.3.7 permet provar que m &s additiva. Quant
a la g-additivitat en ordre, considerem una successid {An}(fg(x)
de conjunts miituament disjqnts. Posem A=U An. Per a cada ne¥, F(An)
és absolutament o-sumable, aixi com F(A), d'on per la Proposicid

0.3.5. o-2Z(o- Z F(x)) &s una série absolutament o-sumable i a més
n xeAn

o- Z F(x) = o=-2Z(o=- Z F(x)),
XEA n xeAn

és a dir, m(a)=o0-Z m(An). "

En particular si a€G i x_eX, la funcid F_:X ~ G definida per

o= i = i F =0 1 X#EX
Fa(x). a, si ==x, i a(x) , Si X# o
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determina la o-mesura de pes a en xo, m:@RX) + G, donada perx

a S XOGA

m(A)=
0 si xofA.

Observacions.

a) Tant en el Teorema 1.6.1. com en el Teorema 1.6.2. la o-mesura m és,
‘de fet, additiva respecte a qualsevol familia disjunta de conjunts de

@(X) i no només respecte a les numerables.

b) La o-mesura m definida a partir de F satisfa m({x})=F(x). Es @Qni-
ca la ©-mesura definida en € (X) amb aquesta propietat?. Bs a dir, si

n:2(x) - §+ &€s una o-mesura i n({x})=F(x) serd n(A)=o- X F(X)?. Evi-
XecA
dentment si X &s numerable hi ha unicitat. Perd si X no &s numerable

no hi ha tal unicitat com mostra el seglient exemple.

1.6.3. Exemple. Suposem X=F§, G=b(RR) i considerem les funcions

de conjunt m,n:@AR) + G definides aixi:
m(A)=. ¢,, Pper a cada Aé?(R),
Qv si A &s numerable,
n(d)=

+®©, si A no &s numerable.

Totes dues sdn o-mesures, no'coincideixen,i determinen la mateixa

funcio F:xX -+ G, F(x)=6x.

B) Exemples d' o-mesures.

Sigui (f,a,p) un espai de mesura (u:a - R+ O-additiva en una

o-dlgebra a de parts de Q).

F(Q,a,}) designara l'espai vectorial reticulat c.c. de les
funciones reals definides en I a-mesurables finites py-g.a.,
identificades guan coincideixen pu-g.a..F(Q,a,u) &s també& ordre-

separable i té& la propietat diagonal (vegeu Luxemburg, [23]).

L'(Q,a,u) designaré el subespai solid de F(2,a,u) de les fun-

cions H-integrables.
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1.6.4. Exemple. Tota funcid f£€F (0,9, ana),ﬁaﬂ) tal que

f(x,-)EL'(Q,a,Uu) per a cada x€Q n-q.a., determina una o-mesura

o-afitada definida per

ta - F(.Q,a,u)

A - [EGy)duty) .

Efectivament. En primer lloc cal veure que m esta ben definida, és

a dir, que si f£=g uéu-q.a. i
m(a) =f, £(x,y)duly) i a@=[glx,y)duly),

aleshores m(A)=n(A) p-qg.a.

Si Bea ma és uapu-nul resulta que Bx={y|(x,y)eB} és U-nul
per a tots els xef? U-g.a. Per tant si B=[f#g] tindrem que el con-

junt \
B, ={y|f(x,y)#a(x,¥)} = [E(x,-)#g(x,.)]

€s U-nul per a tots els xe€  u-g.a.; en conseqiéncia, per a cada

Aca, &s
[ufxonanty) = [ 90z, y)du(y),

€8s a dir, m(A)=n(a) U-g.a., tal com voliem veure. Es immediat gque

m &s additiva, ja que si A,B€a son disjunts, es té
m(auB)=/ £(x,y)du(y)= £(x,y)du(y)+f £(x,y)dn(y).
AUB A B

Vegem que &s O-additiva en ordre. Recordant que en F(Q,a,u) la
o-convergencia de funcions equival a la convergenc1a p-g.a. (Luxem
burg, [ 23]) bastara provar dque IA f(x,y)du(y) + 0 p-g.a. cada vega

da que An+¢ en a.

Sigui doncs una successid {An}CZa tal gque An+¢. Com gque

m(a )= [E£x(A ) (x,y)duly) i
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EX(A_) (x,+), £(x,-)e L' (1),
lEx @) (x, ) | < [£(x, )]
i fX(A'n)‘.,(X,")- > 0 i-q.a.,

pel teorema de la conve:géncia dominada de Lebesgue resulta que

lim ffX(An)(x,y)dn(y) = 0, i aixd per a tots els X€Q p-g.a. Bs a
n .
dir, m(An) + 0 u=-g.a.

Finalment m és o-afitada ja que
Im@ < [ 1,y lapy < [ |[gex0y)] auy)  p-g.a.,
Q

i IQJf(x,y) du(y) &s un element de F(Q,a,u) (en F(Q,a,y) l'ordre

€s l'ordre puntual u-g.a.).

1.6.5. Exemple. Tota funcid felL'(QxQ, asa , Uspy ) determina

una o-mesura o-afitada definida per

m:aq - Ll(Q’alu)
A -+ fAf(x:Y)du(Y)
Efectivament, .com en el cas anterior m estd ben definida,
continua essent g-additiva i &s també o-afitada, ja que la funcid

fQ|f(x,y) du(y) és un element de L'(Q,a,y).

1. 6.6. Exemple. Una o-mesura o-afitada m:@(N) - 2@ que &s

mesura vectorial de variacid total no finita.

Considerem en 2@ la série Z xn dels elements

X = (0,0,......),

(0,11010000)'

1
(0,0,...,0,;’,0,-..),...

L]
|

b
i

La funcid de conjunt m:¥ (y) - %, definida per a cada ACHN per
m(A)= o-zxn i m(g)=0 é&s una o-mesura o-afitada i mesura vectorial

de variacid total no finita.
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En efecte: La série Exn €s sumable segons la topologia de

. . - 1 1
la convergéncxa en norma_ de &D i, la seva suma és y=(0,1,5r“.,g,n.).

En canvi, no &s normalment sumable ja que z “xn“=z % = +4+x, Pel que

fa a l'ordre, Exn €s o-sumable ja que és o-convergent i de termes

positius. A mes zxn =,Vxn = v.

La funcid F: N > 2, definida per F(n)=xn determina, segons hem
vist a 1.6.2. una o-mesura o-afitada, i en aguest cas ﬁnica,
m:? W) - %, donada per

m(A) = o- X x =V X

n
n€aA nea
Com gue la sumabilitat en un espai normat &s també& associativa, po-

sant m(A)= 2 X ﬁ(¢)=0,queda definida una mesura vectorial
n€a .

m:P(N) > &, que té variacid total no finita, ja que V(ﬁ)({n})=“xn“=%
i per tant V(m) (§) = +w. Nomé&s falta comprovar que m i m sén la ma-
teixa funcid de conjunt. Ara bé, com que els elements X sén mGtua-

ment ortogonals, tenim

Im(a)- 2 x, =1 vx - vx. Il =1vx Il g—
. i n . i . 1 n+1
1€A n€a i€A i€a
i<n ign i>n

i per tant m(A)=m(A) per a cada ae®(m) .

1.6.7. Exemple. Sigui M(a,R) el 2-grup c.c. de les mesures

o-additives reals finites en una c-élgebra a. Per a cada element

veM(a;R) queda determinada una o-mesura o-afitada, definida per

m:a > M(a:R)

A -+ m(A)= vA,“

on v, designa la contraccid de v en A.
Efectivament, aixi definida m és additiva, ja que si A,Beaqa

sén disjunts, es té

]
<
+
<

m(A UB) =V = m(A)+m(B).

AUB A
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Vegem que &s og-additiva en ordre. Suposem primer gque V0. Ales-
hores sempre que‘An+ g en a es té&, per a cada Bea,

m(A ) (B) =V, (B) = V(A _B)Yo,

n
ja que AnB+¢ i V 8s O-additiva. Aix3i m(An)*O puntualment i per
tant tamb& en ordre dins M(a;R), amb la qual cosa gqueda provat

que m és.o-mesura.

. - . . v + - .
En general si V no é&s pgsitiva tenim m(A)=vA=(v )A~(v )A' i

+ K] hd - 3 .
com que V i VvV sdn positives, resulta que m &s tamb@ o-mesura.

Finalment m &s o-afitada ja que donat qualsevol Aca es té

+

AtV = ]QA] < |v]

Im@) |=]v, | <v

i |u|€ M(a;R).

7. L'ALGEBRA DE BANACH RETICULADA DE LES MESURES m:® () > 2, (p).

A) bca(P),R) i R,(R).

Considerem un conjunt numerable, que per comoditat d'escrip-
tura suposarem que &s N, la O-dlgebra de les parts de e, i
els espais £,(A) i bca(@(N ,R de les successions de nombres reals
absolutament sumables i de les mesures O-additives reals i finites
definides enée(N) respectivament. Per raons de notacid, escriurem
(an) per a designar un element de QQ(R) i m(p) per a designar el

valor d'un mesura mebca(@(N),R) sobre el singletd {p}.

2‘(R) és una élgebra de Banach reticulada c¢c.c. amb l'estruc-
tura d'espai vectorial i d'ordre induida de la BY , amb la norma
H(an)H=E]an{ i amb el producte de convolucid definit per (a ). (b )=

=(cn) on

c =. ; ai.bj.
i+j=n
0 ign

Aixi mateix beca (P (N),R) és un reticle de Banach amb les ope-
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.
racions d'espai vectorial i d'ordre definits puntualment i amb 1la
norma definida per la variacid de m:lIml= v(m) (¥), que com saben,

en el cas real coincideix amb la variacid en ordre de m. AixiI po-
sarem Iml=|m| (). També &s algebra reticula amb la convolucid de-

mesures; respecte a l'ordre sabem que és reticle c.c.

Volem veure gque 21(3) i (?(N),R) sdn isomorfs.

1.7.1. Lema. En el reticle bca(? (N),R) les operacions reticu-

lars sdén puntuals sobre els singletons. Aixd 8s:
(mvn) (p) = m(plvn(p) i (man) (p) = m(p)an(p).

- - - +
Efectivament, com que M(® (N) ,R) é&s un ngrup, és mvn=m+ (n-m)

. + : + .
i man = -(-m)v(-n), i bastara provar gque m (p)=(m(p)) . Ara bé,

m' (p)=sup{m(a); AC{p}}=sup{m(p),m(@) }=m(p)vo = m(p) . =

1.7.2. Teorema. Tota mesura mebca (P W) ,R) gqueda univocament

determinada pels valors an=m(n) i aleshores E|an|< o,

Demostracid. Es immediat que si meébca (@ (M,R) queda determi-
nada una successid (an) per an=m(n), de manera que essent m real

i finita m té& variacid |m|ebca(®W),R), i per tant
Im| (¥) = Z|m|(n) = Z|m(n)| = ZLan|<+m,

ja que, segons es desprén del lema anterior, Im‘(n)=im(p)l. Reci-
pProcament, donada una successid (an) tal que Elanl< 4o, 1'inica

mesura que satisfaci m(n)=an ha de venir donada per

m(a) = Z m(P):
PeA
i sabem, pel que hem vist en l'estudi de les ©-mesures discretes
(n°. 5 de A)), o b€ directament de les propietats de les series do-
bles absoclutament sumables de nombres reals, que aixi definida m é&s

una mesura real i finita en@PW). ®
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¥
Aquest teorema &s el que ens permet obtenir l'isomorfisme

anunciat entre 2,(R) i bca(@(N),R):

1.7.3. Tecrema. L'é}gebra de Banach reticuladai c.c.:bca@(M R)-

. » . \] .
es isomorfa i isometrica com a tal a z,(a).

Demostracid. El1 teorema anterior ens permet establir una bi-

jeccid

g: bca(@®(M,R) > &,(R)

m (an), a = m{n)

gque és morfisme d'espai vectorial, com es veu de forma immediata.
Pel Lema 1.7.1. @ s morfisme de reticle. Bs tamb& morfisme d'a-
nells ja que per a la mesura convolucid de m i n, m*n, es té&, si

#(m) = (an) i g(n) = (bn),

(m*n) (p) = (m & n) (s~ (p)) = (m & n) ({(i,j);i+ti=p, 0< i< n}) =
= pX m(i)n(p) = Z  a,-b.,
i+j=p i+j=p ]
ogLigp og 1P

d'on g(m).¢(n)=¢g(m*n). Finalment @ &s isometria car si: ¢(m)=(an),

é¢s Inl=|m| (m = Z|n|(n) = T|m(n) |= Zla [=lpm)t . =

B) Els %-anells 2,(R) i bca(9(N) ,R) .

De la mateixa manera que a partir del cos dels nombres reals
es construeix l’élgebra de Banach reticulada %,(R), anem a consi-
derar, en el que segueix, la construccid d'un 24 (R) a partir d'un

f-anell R, aixi com algunés de les seves propietats.

Sigui R un f-anell c.c. i suposem gque el producte &s segﬁén-

cialment o-continu. Considerem el conjpnt 2{(R)={(an);an€R i

o-2 ]an] <+ de les successions d'edlements de R absolutament o-su-~-

mables,

1.7.6. Proposicid. %,(R) &s un g-anell c.c. R-normat i complet
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r

segons la R-norma en el qual . el producte &s sequencialment a-con-

tinu.

Demostracid. Posant .
a )+ = +
( n) (bn) (an bn)'

(an)< (bn) i a_ < bn per a cada nevy,
- [ .w - . N

£y (R) &s un f-grup (1l1'indult pel {-grup producte de R ). De fet

2,(R) &s un subgrup subreticulat convex en RN i per tant c.c. Amb

el praducte definit per:

. = = 3 .
(an) (bn) (cn), on ¢ & ay bj’
i+j=n
o <1i<n

resulta que £,(R) es un {-anell. En efecte: en primer lloc cal
veure que, aixI def init, l'element (e ) é&s de &,(R). Aixd &s con-

seqibncia de la o-continuitat sequencial del producte en R; s'ha

de provar que existeix en R el o-1lim § |cp| = o-ZIcnl. Tenim
p=1
S fe,|= | <2 T alol,]
Z lc |=2 z a,.*b, < a,|*|b <
p=1 P p=1 i+j=p J \\p=1 i+j=p R
o<i<p o<i<p
n n n o
< I Ja |- bj|;=(_z |ail)°(_§ ijb - (o-z-laib-(o-z]bjl)ea.
i,j=o0 i=o j=o
n
Per tant, en ser R c.c., existira o-lim X |cp|= o-Z lcn[ i a més
p=1

o-3 |cn‘ =<(o—2|an|).(o—2‘bn|).

Bs immediata la distributivitat d'aquest producte respecte a
la suma, i la commutativitat, si R &s commutatiu. També&, si R té&
unitat u, aleshores l'element uo=(u,0,°r~--)624(R) €s la unitat de
Qq(R). I evidentment el producte definit &s compatible amb l'ordre.
Finalment podem veure que el producte definit, que anomenarem produc-

te de convolucid, &s. sequencialment o-continu. Pel que hem vist basta

provar que si {an}c24(R) i befy(R), aleshores
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= Aa_+ by0 i ba ¥O0.
: i . n n
b>=0

Sigui an=(a:)+05 aleshores a;+0 per a cada ieN. Sigui b=(bi). De

= |bi]<+w se'n segueix que'{bi} és o-afitat en R i per tant que per

a un cert 0L6R+ es .té [bi ‘='bi< o per a tot i€ . Hem de provar que an.b o,

perd aixd equival a que (an-b)p+0 per a cada peN. Com que
i P b
0<(an’b) = z an-b. K Z a ~da=0°( 2 al),
i+j=p i= j =
o< i<p

el producte é&s seguencialment o-continu en R i, per a cada

16{0,1,...,p}, és a; Y0, resulta gue (an-b)p+0. Analogament, b'aﬁ+0.

- En g,(R) hi considerarem la R-norma p definida per p(a)=o-2[an[,
essent a=(an). BEs immediat comprovar que p &s una R-~norma compatible
amb l'estructura reticular. Ta@bé ho &s amb el producte de convoluj
cid car hem vist que si c=a.b, o—E|cn[ s;(o-Elan[)r(o-E|bn|) i per
tant p(a-b) < p(a)-p(b). Falta veure que &s p-complet: aixd €s que
si {aa} Xeq s una xarxa p-fonamental en 4 (R) aleshores existeix un

-]

element a €4 (R) pel qual p(aa—a) +~ 0.

Sigui {aa} una xarxa p-fonamental d'elements aaez‘(R), i

0ER
sigui 6a+0 una xarxa en ﬂq(R) amb la propietat que per a un cert

uoeﬂ és
B

p(aa -a") < 60& per a tot R>a i oa>ono.

Aleshores sera

m
o _B .
a1l P
z lai ail\éa per a tot B >a, o=>q i ney (*).

En particular, resulta que !a?-a§l< Ga per a tot B = q, a>a i

iey, és a dir, que’{a?}aqﬂ és o-fonamental en R, per a cada ielN.
Essent R c.c., existeix el o-lim.a? = aieR. Considerem l'element

a=(ai)eRN i vegem que a€eg, (R) i que o-1lim p(a%-a)=o0.
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De (*) resulta que, qualsevol que sigui el n elegit,

g’ Per a tot a =0

d'on o-Z]ag-an|<+m, €s a dir, aa-aez‘(R) i per tant aeg,(R), i

p(aa_a)=o—2|ag—an|< Ga per a tot q >0,

- . . o 4 .
on 6a+0, és a dir, o-lim p(a -a)=0, tal com voliem veure. H®

Recordem en agquest punt que el conjunt bca@PUV),R) de les
o-mesures o-afitades definides en @ (N) i valorades en el L-grup
R c.c. s un f{-grup c.c. R-normat amb la R-norma, derivada de la
o-variaciéd, q(m)=|m[(N)(1.4.7). Exactamenﬁ com per a les mesures
reals en el Lema.1.7.1,Aes comprova gue les operacions reticulars
sdén puntuals sobre els singletons. També en forma semblant podem

enunciar el seguent

1.7.7. Teorema. Tota o-mesura o-afitada m:P(¥) - R queda

univocament determinada pels valors mn=m(n) i aleshores o-Elmn|<+m.

Efectivament: Es immediat que una o-mesura mJ?QN)‘+24R)dete£
mina una successid {mn} en R posant m_=m(n). Tenint en compte que
en bca(®(N),R) les operacions reticulars sdn puntuals sobre el sin

gletons de la 0O-additivitat en ordre de |m| en resulta a més, que
|lm| (¥)= 0-Z|m| (n)=Z|m(n) |= o-E[mnl <+,

Reciprocament, donar una successid {mn} en R tal que o-EImn|<+m
é€s donar una funcid F:N - R per a la qual F(N) é&s absolutament
O-sumable i per tant determina (segons 1.6.1.) una Unica o-mesura

o-afitada en Q(N) posant m(A)=o0- X m_ - ]
ne A

1.7.8. Teorema. L'aplicacid ¢ :bca (@) ,R) > 24(R) definida

per #(m)=(m ), on m =m(n), &s un isomorfisme isometric o=-continu
n n

de %-grups R-normats.
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Demostracid. El teorema anterior €s el que permet establir 1la
bijaccid ¢. De la definicid &s immediat que @ &s isomorfisme de
grup i de reticle i per tant també &s o-continu. I &s isométric ja

que g(m)=o-Z|m | = p(m_) = p(F(m)). =

1.7.9. Corol.lari. bca(®(¥),R) és un %-anell c.c. R-normat i

complet isomorf com a tal a £, (R).

L'isomorfisme § permet definir un producte en bca (P (N) ,R) que

anomenem per analogia convolucid de mesures posant
* -1
m*n = g (F(m).@F(n))
Com que 2, (R) és complet respecte a la R-norma p i ¢ €s isometria,

resulta que bca(@(¥),R) &s un g-anell R-normat complet respecte a

la R-norma de la variacidé en ordre. ®

C) Les Aalgebres bca(P (M) ,L4(R)) i 2,(2,(R)).

Considerem finalment el cas particular del f-anell c.c. R=21(R)
que &s també espai vectorial real i algebra de Banach amb la norma

real ﬂ(an)"1 = E{an[.

Designem per S el conjunt zﬁ(zﬂ(ﬁ)) de les successions dfele-
ments de RQ(R) absolutament o~-sumables. S &s un espali vectorial re . .
ticulat, i segons 1.7.6. &s també@ anell reticulat-c.g. en el qual

el producte (de convolucid) &s segqliencialment o-continu.

-

" Aix? mateix el g-grup bca(®(MN ,L,(R)) de les o-mesures o-afi-
tades definides en @ (N) i valorades en 24(R) 8s un espai vectorial
i anell reticulat c.c. isomorf com a tal a S i en el qual les ope-
racions reticulars sén puntuals sobre els singletons. L'isomorfisme
fa correspondre a cada o-mesura m:@(N) - 24(R) o-afitada la successid

{mn}Clq(R) determinada per m_=m(n).

1.7.10. Lema. Sigui una successié‘{mn}C21(R). Sén equivalents

a)ZZmn és absolutament o-sumable;

b) Zm &és normalment convergent.
n '
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En efecte: Posem m =(a?).
n - i

(a) = b)): Si Zmn'éslabsblutament o-sumable, podem considerar

l'element o—E[mn1£g,(R) pel gqual se satisfa

Z (o= Zm_|), <+
i n nooi

L) L . . . .
Pero en %, (R) la O-convergencia de successions implica la con-

vergéncia per coordenades i per tant

(o= Zm ), = Zlm [, = Z|{m) ]| z|a}|
n n n n
d'on en resulta que la série de nombres reals X |a2l €s doble
' i,n :
ment i absolutament sumable. D'agqui que E“mn"1= z El(mn)i|=
: n n i

= Z Z|al|<+e.
n i *

(b) = a)). Si zmn és normalment sumable, la série doble Z |a2[
' : “i,n

&s absolutament sumable i per tant per a cada i€N, la serie

z |a?| &s convergent. D'aqui en resulta que la seérie Emn és
i

n

absolutament o -convergent car ( Zlazl) = Z (|a2|)= o-EImn[. =

n n n

Observi's que d'aquest lema se'n deriva un resultat ben co-

negut: Sigui ‘le_1 una série en l'espai de Banach (21(R),""1). Si
) 1

la série &s de termes positius, i &s convergent segons la topolo-

gia de la convergéncia en norma, aleshores tamb& es normalment

convergent.

Efectivament, sigui x=2]xn i coTsideri's la successid de les
sumes parcials (Sn). Del fet que Sn + X se'n segueix que Sn E b4
i en ser Sn monbtona creixent, d'agqui se'n segueix a la vegada que

Sn +S. Per tant la strie és o-convergent; perd tractant-se d'una
Q

série de temes positius, aixd equival a ser absolutament o-sumable
(vegi's 0.4.6) i per tant, pel lema anterior, a ser normalment con

vergent.
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Aquest mateix Lema permet relacionar, per a una funcid de
conjunt m:P (M) > %4 (R), el ser "mesura vectorial", valorada en
l'espai de Banach £,(R) i el ser "o-mesura", valorada en el

f£-grup c.c. L,(R). En aquest sentit tenim el segiient

1.7.11. Teorema. Sigui m:®(¥) -+ £,(R) una funcid de conjunt

additiva valorada en f-ilgebra de Banach reticulada £,(R). Sén

equivalents:
a) m és os-mesura o-afitada;

b) m &s mesura vectorial de variacid total finita.

Demostracid. Dir que m &s o-mesura o-afitada equival a dir
1 . )
gue la serie Zmn, on mn=m(n), €s absolutament o-convergent car,

tenint en compte que |m|(n) =|m(n)|, es t&
m| (#) = o- Z|m| (n) = o- Elmnl.

D'altra banda dir gque m &s mesura vectorial de variacid total fi-
nita equival a dir que la seérie Zmn és normalment convergent, ja

que de la definicid de variacid total, resulta que

V(m)(n)=sup{2ﬂm(Ai)";{Ai}eD({n})}=sup{"m(n)“,Hm(ﬂ)ﬂ}=“mnﬂ
i per tant

Vim) (N) = Z v(m) (n) = ZI mn" .
n. n

D'agqui i del Lema anterior en resulta l'equivalencia de a) i b). ®

1.7.12. Corxol.lari. Les élgebres de Banach reticulades

S=2‘(21(R)) i bca(?(N),24(R)) sdn isomorfes i isométriques.

En efecte, havent vist que tot element mebca(?(N),Q,(R)) és
una mesura vectorial de variacid total finita a valors en l'espai
de Banach (2‘(3),ﬂﬂq) podem definir la norma Iml=v(m) (¥) que, com
és sabut, fa de bca(Q(N),21(R)) un espai de Banach.

Pel que hem vist, si mn=(az), aleshores é&s [ml= Z lazl, d'on

i,n .
resulta de forma immediata que la norma &s compatible amb l'estruc

tura reticular.
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L'isomorfisme d'dlgebra i de reticle entre bca@PW) ,L,(R)) i
S permet definir de manera natural una norma en S posant, si

a=(a_)es i a_=(al)ey, (R),

lal = = |a% = Z la I ,
1 n

n,i n

resultant ser una isometria. Finalment podem comprovar que la nor
ma en S & en bca(?(N),zq(R))lés indiferent, és compatible amb el

producte, aixo &8s, que si a,béS aleshores la-bl<lal- lbl.

Posem a=(a ), b=(h ) i c=a+b=(c ). Tenim la*bl =X lc | .
n n n n

n
Ara bé,
lc m =1 Z a,-p. .l < = ﬂa.ﬂ4- Hb.ll1
" itj=n * J i+j=n T J

o <ignn og ign

on aquest darrer terme &s el terme n-éssim del producte de convo

Iucid dels elements az(ﬂanﬂ Y, B=( Ubn“ )L ,(R), pels quals se

satisfi 1!@”4 =§1 i anH4 = Haﬂ i !l3114 =§ Ilbn'l4= ol . Aixi,
“cn“4 < (d-8) ~de manera que

"

la.pll = 2 chﬂﬁ < Z (a-B)n=Ha'Bk< IIqII4°IIB|I4 laf 1ol ,

n n

tal com voliem veure. ®
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