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Prologo 

Una silla o u n a estrella no son en lo m a s m i m m o aquello que 
parecen ser y como máx imo conseguir mos que sus borrosos 
contorno se vayan perf i lando h a s t a convert e en el haz de 
sensac ones qu nos del imita t odo ob je to físico P o r el con t ra 
n o 2 o 31T no t enen n a d a que ver con ensacion a lguna y 
sus propiedades se nos manif iestan con mayor ciar d a d cuanto 
mas profundizamos y d l imi tamos nuest o examen 

G H Hardy 

Los modelos estadísticos parametricos con condiciones de regularidad con 
venientes tienen una estructura natural de variedad Riemanianna, dada por la 
métrica informativa Ya que los parámetros son meras etiquetas de las medidas 
de probabilidad, una proposicion inferencial debería formularse mediante objetos 
intrínsecos, invariantes bajo reparametrizaciones En este contexto los estimado 
res seran objetos aleatorios a valores en la variedad correspondiente al modelo 
estadístico A pesar de estas consideraciones, medidas clasicas e importantes que 
sirven para evaluar el comportamiento de un estimador, como el sesgo y el error 
cuadratico medio, son claramente dependientes de la parametnzacion del modelo 
estadístico 

En la presente memoria hemos abordado el problema de establecer medidas 
intrínsecas en estimación puntual Para ello y en primer lugar se definen y estu 
dian las propiedades relevantes de objetos aleatorios valorados en una variedad 
C°° n-dimensional Asi el concepto de momento de una variable aleatoria es ge 
neralizado al de campos aleatorios y la nocion de valor medio es extendida para 
objetos aleatorios valorados en una variedad Hausdorff y conexa equipada con 
una conexion afin En particular se considera el caso Riemanniano Esta ex 
tension se aplica posteriormente al sesgo y el error cuadratico medio en la teoría 
de estimación puntual 

Bajo esta optica se han obtenido diversos resultados cotas globales y lo 
cales para la distancia de Rao cuadratica media, las cuales dependen del sesgo 
intrínseco y de la curvatura del modelo estadístico Asimismo se ha estudiado 
el comportamiento de un estimador cuando condicionamos respecto de un esta 
dístico suficiente y completo, obteniendose versiones intrínsecas de los teoremas 
de Rao-Blackwell y Lehmann-Scheffee El estudio de propiedades asintoticas, 
desarrollos invariantes y eficiencias asmtoticas completan el trabajo 



Capítulo 1 

Introducción 

1 1 Inconvenientes de las medidas clasicas de estimación 
puntual 

La estimación se puede definir como la teoría que se ocupa de hacer inducciones 

a partir de los datos y de hacer inferencias sobre las inducciones En la teoría 

de estimación parametnca hacemos inducciones, a partir de la muestra, propo 

niendo medidas de probabilidad que pertenecen a una familia parametnca, los 

parámetros son únicamente un "nombre" y por tanto no desempeñan para noso 

tros ningún papel en el proceso de inducción Las inferencias se dan en la forma de 

estimaciones puntuales e intervalos de confianza y no importa eventualmente que 

inferencias especificas se necesiten En este enfoque los estimadores suministran 

diferentes métodos de inducción 

Por otra parte, como es bien conocido, el sesgo y el error cuadratico son 

las medidas mas ampliamente usadas para medir el comportamiento de un esti 

mador No obstante estas medidas son claramente dependientes del sistema de 

coordenadas o parametrizacion del modelo No surgirían problemas si propieda 

des importantes, como la ausencia de sesgo o uniformemente mmima varianza, 

se preservasen bajo cambios en el sistema de coordenadas, esto es, cambios en 

la parametrizacion del modelo Desgraciadamente esta no es la situación y esto 

es esencialmente debido, al caracter no tensorial del sesgo y del error cuadratico 

medio Veamos un ejemplo que ilustre la situación que acabamos de comentar 

2 
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Ejemplo 1 1 1 Sea el modelo estadístico definido a traves de la familia de den 

sidades 

Baxa~l 

p(x,a,ß) = r exp{-/?x} X, ß £ R+, 
r ( ° 0 

donde a > 0 es una constante conocida Teniendo en cuenta que, para un tamaño 

muestral k, 

%=i 

es un estadístico suficiente para el modelo, el estimador, digamos estimador W 

que es msesgado y UMV para ß, con ka > 1, viene dado por 

W V ) = ^ 

Pero parametrizando el mismo modelo estadístico como 

X 
p(x, a , A) = i—p^-j" e x p { - - } x, X G R+, 

doide a > 0 es de nuevo una constante conocida, el anterior estimador W pro 

porcionana la estimación de A 

S 
A(W) = 

ka — 1 

que es sesgada El correspondiente estimador, digamos U, que es ahora msesgado 

y UMV para A viene dado por 

= í 

Sm embargo, si utilizáramos este estimador para dar una estimación de ß 

obtendríamos 

m =
 ki 

que es sesgada 

Por ultimo, si calculamos el error cuadratico medio de estos estimadores, W 

y en ambas parametrizaciones, la siguiente tabla, suponiendo ka > 2, resume 

la discusión anterior 
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Estimadores 

Parámetros w u 

ß 

Sesgo(/?(W)) = 0 Sesgo(/?(W)) = 
a — 1 

ECM(/?(>V))= < ECM(/?(W))= 

ß2 

(No alcanzando la cota de Cramer Rao -— ) 
ka 

El estimador W es preferible al estimador U 

A 

Sesgo(A(W)) = Sesgo (A(W)) = 0 

E C M ( A ( W ) ) = ^ _ 1
1

) A
a >ECM(A(¿/))= ^ 

A2 

(Alcanzando la cota de Cramer Rao — ) 
rCOí 

El estimador U es preferible al estimador W 

Este ejemplo muestra algunos de los problemas, paradojas o inconsistencias de la 

clasica estimación msesgada uniformemente de mínima vananza, esencialmente 

debidos a la dependencia respecto del sistema de coordenadas, o parametnzacion 

del modelo, de este criterio estadístico Por tanto parece deseable modificar estas 

nociones clasicas en un sentido invariante o intrínseco 

En esta situación surge una pregunta natural ¿se pueden formular nocio 

nes analogas al sesgo y al error cuadratico que dependan solo del procedimiento 

de estimación empleado? Hay, en principio, vanas formas de intentar alcanzar 

el proposito expuesto Primero podemos privilegiar un sistema de coordenadas, 

aunque fuera difícil justificar la elección, y a continuación definir una función de 

perdida extrínseca y proceder como en Lehmann, vease [42] Este procedimiento 

puede resultar razonable desde un punto de vista teorico, pero desde el punto de 

vista de la inferencia estadística puede resultar mas conveniente trabajar exclu 

sivamente con conceptos intrínsecos al modelo estadístico 
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El espíritu de lo que llamaremos Analisis Intrinsico de la estimación estadística 
es desarrollar una teoría de estimación analoga a la clasica, basada en las estructu 
ras geométricas de los modelos estadísticos Asi uno de los objetivos del Analisis 
Intrínseco es suministrar herramientas invariantes que permitan analizar el com 
portamiento de un estimador, y otro es obtener resultados analogos a los clasicos 
y establecer conexiones entre las medidas clasicas no invariantes y las medidas 
intrínsecas obtenidas aquí 

En esta memoria, teniendo en cuenta la estructura Riemanniana de los mo 
délos parametricos regulares una medida de sesgo intrínseco es obtenida al con 
siderar el valor medio de aplicaciones medibles a valores en una en una variedad 
El promedio cuadratico de la distancia Riemanniana, o distancia de Rao, es el 
invariante analogo del error cuadratico medio 

La primera parte de esta memoria se dedica al estudio de los momentos de un 
campo aleatorio en una variedad real n-dimensional C°°, y también al concepto de 
valor medio de objetos aleatorios que toman valores en una (Hausdorff y conexa) 
variedad equipada con una conexion afin, a traves de la aplicación exponencial 
Se enfatizan las analogías y diferencias entre momentos y valores medios, y se 
considera, en particular, el caso Riemanniano 

La segunda parte es la aplicación de estos resultados al estudio de algunas me 
didas invariantes analogas al sesgo y al error cuadratico medio correspondientes 
a un estimador La tercera y cuarta partes se dedican al desarrollo de versiones 
intrínsecas de cotas globales y locales de Cramer-Rao En la quinta parte estu 
diamos el comportamiento del promedio cuadratico de la distancia de Rao cuando 
condicionamos respecto de un estadístico suficiente y completo, obteniendose ver 
siones intrínsecas de los teoremas de Rao Blackwell y Lehmann-Scheffee A con 
tinuacion se estudian algunas propiedades asmtoticas especialmente las relació 
nadas con el estimador maximo-verosimil Por ultimo se propone un método 
para obtener desarrollos de Taylor invariantes y se aplican, entre otros casos, al 
estudio de las eficiencias asmtoticas 

1 2 Enfoques invariantes 

Aunque la Estadística diste mucho de estar axiomatizada de forma satisfactoria y 
los principios estadísticos sean como un conjunto de criterios recomendables pero 
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no exigibles y aunque un ilustre estadístico como L Le Cam [40] llegue a decir al 

final de su articulo Maximum Likelihood, An Introduction 

If the hallowed maximum likelihood principle leads us to difficulties may 
be some other principle will save us 
There is indeed such a principle It is as follows 
Basic Principle 0 Do not trust any principle 

aunque proceda con tal excepticismo decimos, vamos a mencionar varios prmci 

píos relacionados con la filosofía que subyace en la presente memoria No pre 

tende ser esta sección, como toda la introducción, excesivamente detallada desde 

el punto de vista matemático, mas bien pretende ser metamatematica y tener 

asi la posibilidad de expresar mas claramente el contexto y los objetivos de la 

memoria 

Dado un modelo estadístico parametnco {(X, CL, Pe) , & £ O}, entenderemos 

que la teoría de estimación puntual, como ya hemos indicado en la sección an 

tenor, se preocupa por determinar el mecanismo probabilistico que ha generado 

una muestra y del cual únicamente se sabe que pertenece al modelo anterior 

Aunque resulte ambiguo, se tratara de estimar tal mecanismo de la forma mas 

"certera" posible Si existe una biyeccion, cosa por otra parte natural, entre los 

valores de 6 £ O y las medidas probabilisticas, el problema anterior sera equiva 

lente a determinar el valor verdadero de 9 G ©, tales modelos se suelen denominar 

identificables y nosotros nos restringiremos a ellos Sobre este punto deberíamos 

establecer el siguiente criterio de mvarianza 

Principio de invarianza de la estimación bajo reparametriza-

cion Si es la estimación de 6\ y g ©i —> O2 es una biyeccion 

entonces 02 = <7(̂ 1 ) e s I a estimación de 02 = g(0i) 

Este principio resulta obvio si se entiende la estimación puntual en el sentido 

señalado al comienzo No resultaría tan obvio si uno entendiera que el proposito es 

estimar el verdadero valor del parametro Tal principio se verifica por ejemplo en 

el caso de la estimación máximo verosímil y se suele conocer esta propiedad como 

de mvarianza funcional aunque no emplearemos tal termilogia pues resultaría 

supèrflua al considerar únicamente estimaciones, y por tanto estimadores, con 

esta propiedad 
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Si la manipulación de los parámetros, o de la parametrizacion, no deben alterar 

la estimación, lo mismo puede decirse respecto a la manipulación de los propios 

datos 

Principio de invarianza bajo transformaciones biyectivas (y 

medibles) de los datos Si 9(xi, ,Xk) es el valor estimado de 9 

a partir de una muestra x\, ,Xk este mismo valor se debe obtener 

con 0(yi, ,yk) donde yi, ,yk resultan de transformar de forma 

(medible y) biyectiva los datos 

Es también fácil de ver que el estimador maximo-verosimil también tiene esta 

propiedad En cambio este principio no es seguido por el método de los momentos 

Consideremos, por ejemplo, una distribución de Poisson P(A) y una muestra de 

tamaño k, Xi, , Xk Supongamos que queremos estimar 77 = A2 + A, tal método 

sugiere utilizar como estimación r¡ = x2 + x — ) + \ \ xn e n cambio 

si ahora consideramos la transformación y = x2 resulta que la estimación de 77 

seria f j = y — | yt que obviamente no coincide con la anterior 

Aquí es necesario mencionar otra propiedad de mvarianza que algunos autores, 

al unirla a la propiedad de mvananza bajo reparametnzacion y bajo transforma 

ciones biyectivas, conocen como equivarianza del estimador, nosotros exigiremos 

tal propiedad y asi tendremos el siguiente principio 

Principio de mvarianza Si dos problemas de estimación tienen 

la misma estructura formal (el mismo modelo estadístico) entonces el 

estimador (la regla de estimación) debe ser el mismo 

Conviene aclarar la posible falta de obviedad del anterior enunciado Con 

sideremos una familia de N(fi, 1) n dimensional y una muestra de tamaño k, 

£1, ,x¡¡ Sea U(xi, ,Xk) una estimación de /z Si ahora añadimos la can 

tidad a a los datos anteriores, tendremos una muestra de tamaño k y\ = 

x\ + a, , yk = Xk + a de la familia N(fi + a, 1) Al no haber vanado la familia 

el estimador deberá ser el mismo de modo que la estimación de ¡1 + a deberá ser 

¿V(2/1, , yk) Si ahora aplicaramos el principio de mvananza bajo reparametn 

zacion la estimación de fi + a deberá ser U(x 1, , Xk) + a Por ultimo como la 

transformación de los datos es biyectiva ambas estimaciones deberán coincidir, 
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esto es 

U(x]_ + a, ,xk + a)=u(x i, ,Xk) + a 

Esta propiedad tan natural y que en nuestro contexto debe cumplir todo estima 

dor no la cumple el estimador de James-Stem [29] de la media de una Nn(fi, I) 

que sin embargo tiene menor nesgo si tomamos como función de perdida el 

cuadrado de la norma Euclidea de las desviaciones de las estimaciones respecto 

del verdadero valor, para dimension n > 3 

Parece coherente exigir que la "certidumbre", "plausibilidad' o nesgo del 

estimador no dependa de la parametnzacion que utilicemos para representar la 

familia de probabilidades ni de posibles transformaciones biyectivas de los datos 

y no cambie bajo transformaciones que no alteren el modelo En este sentido 

podemos establecer el siguiente principio 

Principio de invarianza de la función de perdida La función 

de perdida que utilicemos para medir el riesgo de un estimador debe 

ser invariante bajo reparametrizaciones, transformaciones biyectivas 

y medibles de los datos y bajo transformaciones que dejen invariante 

el modelo 

La ausencia de esta condiciones conlleva, como hemos visto en el ejemplo de 

la sección anterior, situaciones paradójicas Por supuesto estas condiciones son 

muy generales y nuestro proposito es desarrollar una teoría de la inferencia en 

la que no necesitemos introducir o añadir nuevos objetos al modelo estadístico 

Es por eso que utilizaremos una medida de certidumbre de la estimación que a 

la vez de intrínseca en el sentido anterior lo sera en el sentido de no añadir nada 

externo al modelo Esto es, la función de perdida se deducirá del propio modelo 

Una función de perdida con las propiedades anteriores sera introducida en la 

próxima sección 
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1 3 Las divergencias y la distancia de Rao 

Dado un modelo estadístico parametrico {(X, Û, Pe) , 0 6 0 } existen muchas for 

mas de medir la discrepancia (o divergencia) entre dos medidas pertenecientes a 

M — {Pe, 0 € 0 } No obstante podríamos acordar que tales medidas de discre 

pancia deben tener la forma de una aplicación 

D M X M -» R+ U {0} 

con la propiedad adicional de que (j)(9,9') = 0 su 6 = 9' Automáticamente si nos 

restringimos a funciones "suaves" podremos expresar esta condicion de mmimo 

en la diagonal de M x M de la forma 

(0 
0 D ( M ) = 0 

(n) la matriz 

{d2D(6,9)} 

es definida positiva 

y esto para todo 9 € O, donde la derivada se calcula con respecto al segundo 

argumento Puesto que la parametnzacion es irrelevante, en el sentido de que 

los parámetros son meras etiquetas que nos permiten distinguir una ley de otra 

dentro de la familia M, lo anterior deberá formularse de forma independiente de 

la elección de la parametnzacion Tal cosa se consigue si pensamos en M como 

una variedad donde las diferentes parametrizaciones juegan el papel de sistema 

de coordenadas en la variedad Entonces, las propiedades anteriores de D deben 

entenderse enunciadas para un sistema, local o global, de coordenadas en M 

Las funciones con estas propiedades se denominan divergencias y diferentes ti 

pos de divergencias, medidas de diversidad y entropías, conceptos extrechamente 

relacionados con el anterior, han sido propuestos en el ámbito de la Estadística y 

de la Teoría de la Información Vease por ejemplo Bahattacharyya [11], Shannon 

[56], Kullback y Leibler [38], Renyi [55] y Rao [53] entre otros Desde un punto 

de vista general y abstracto y con otro proposito que el de distanciar poblacio 

nes, estas funciones fueron consideradas por Barndorff Nielsen, vease [5], y tales 

funciones cambiadas de signo las denomina yokes 
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Las condiciones anteriores son muy generales y la posible forma de D resulta 

muy arbitraria Si consideramos un modelo dominado por una medida de referen 

cía [i, los elementos de M se pueden considerar como las funciones de densidad 

del modelo, en definitiva un subconjunto de Ll{[i) y tendremos que D define un 

funcional con las propiedades i) y 11) No existe, hasta la fecha, una caracteri 

zacion de los mismos y en cualquier caso deberíamos imponer que tal funcional 

fuera invariante bajo cambios en la medida de referencia /i Si consideramos la 

clase de funcionales 

D t L1^) X L\n) R+ 

con (¡> R+ X R+ —> R + una función "suave", tendremos que la mvarianza bajo 

cambios en la medida de referencia hara necesario que 

<f>(x,y) = (¡>(l,y/x)x, para todo x,y,z £ R + 

esto conduce a las discrepancias de la forma 

D = Ixv^gdfi 

que se conocen como (¿»-divergencias Las condiciones Dv(f,g) > D v ( f , f ) = 0 

equivalen a 

Si queremos una f ( x ) que valga para cualquier familia, lo anterior se cumplirá sil 

tp(x) es convexa y = 0 

Si suponemos las condiciones de suavidad y regularidad necesarias para poder 

intercambiar la derivación con respecto al paramétra con la integración en X 

resultara 

daPD(9,6) = jx / ' ( l ) (ôa log fe) {dp log fe) fedfi = <p"{l)gaß  

donde gaß es la matriz de información de Fisher Por tanto 

D(9,e + AO) =1-íf"(l)gaf3A6aAeí3 + , 
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Esto es, 1ocalmente todas las ip divergencias son equivalentes Si consideramos en 

el conjunto de densidades todos los cambios suaves de coordenadas, por ejemplo 

C°°, tenemos una variedad C°° en la que, como es fácil de comprobar, gaß se 

comporta como un tensor 2-covariante Esto proporciona una métrica natural 

en el conjunto de densidades Tal métrica se denomina métrica informativa y la 

distancia a la que da origen se denomina distancia de Rao 

1 4 La geometría de los modelos parametricos 

El elemento infinitesimal anterior ds2 = gaß dOa , tiene las siguientes impor 

tantes propiedades 

• Es invariante bajo transformaciones suficientes 

• Es invariante bajo cambios en la medida de referencia 

• Es invariante bajo reparametnzaciones 

• Es, salvo un constante multiplicativa, localmente equivalente a todas las 

(^-divergencias 

Todo esto hace pensar que ds2 es el elemento infinitesimal de distancia natural 

entre las distribuciones de un modelo estadístico parametrico 

La idea de considerar la matriz de información de Fisher como medida local 

de la distancia entre distribuciones llevo a Rao [54], en 1945, a introducir la 

métrica anterior en M, dotando a la variedad de una estructura Riemanniana La 

distancia obtenida puede considerarse como una generalización de la distancia de 

Mahalanobis [44] pues coincide con esta en el caso de una familia N(n, E) donde 

E es conocida Cabe citar aquí el trabajo de Jeffreys [30] quien al darse cuenta 

del caracter tensonal de la matriz de Fisher, la utiliza para definir distribuciones 

a priori no informativas e invariantes 

Aproximadamente treinta años mas tarde, Cencov [20] introdujo una familia 

de conexiones afines en M, que difieren de la conexion de Levi-Civita asociada 

a la métrica Riemanniana introducida por Rao, revelando ciertas propiedades 

geométricas de la familia exponencial Paralelamente Efron [24] en su estudio 

de la eficiencia del estimador maximo-verosimil para una subfamilia exponencial 
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curvada uniparametrica, encontro una relación entre la perdida de información y 
ciertas curvaturas de la subfamilia en cuestión, aquí también se utilizaron cone 
xiones no Riemannianas aunque no explícitamente La generalización del trabajo 
de Efron fue llevada a cabo por Madsen [43] y, de forma bastante exhaustiva, 
por Aman [2] aunque emendóse en parte a las familias exponenciales Aman 
también analiza a fondo la familia uniparametnca de conexiones que surge en los 
modelos estadísticos parametricos En relación con la geometría informativa de 
los modelos, es decir su estudio descriptivo calculo de geodésicas, curvaturas y 
distancias, se podrían destacar los trabajos de Burbea [13], Atkinson y Mitchell 
[3], Oller [49], Oller y Cuadras [51] y Calvo y Oller [17] entre otros 

A pesar de las buenas propiedades de la matriz de información de Fisher como 
tensor métrico natural para distanciar probabilidades de una familia parametrica, 
algunos autores han utilizado otras métricas, aunque no siempre con la finalidad 
de "distanciar" poblaciones, destacando en este sentido los trabajos de Burbea 
y Rao [16] y expecialmente las llamadas geometrías observadas de Barndorff-
Nielsen, vease por ejemplo [6], donde podría decirse que la información de Fisher 
es estimada a partir de la muestra proporcionando una métrica variable que 
asmtoticamente coincide con la geometría informativa y que en este contexto se 
denomina geometría esperada 



Capítulo 2 

Objetos aleatorios en una variedad 

2 1 Momentos y valores medios 

Sea (X, P) un espacio de probabilidad, donde X es el espacio muestral, CL es 

una cr-algebra de sub conjuntos de X y P es una medida de probabilidad en (X 

Sea (Af, 21) una variedad real C°° n dimensional, donde 21 es el atlas de M 

Sea / una aplicación medible, / X —•• M, también llamada un objeto aleatorio 

en M, esto es, una aplicación medible tal que para todo conjunto abierto W C M, 

f~x{W) G CL Introduciremos ahora las nociones de valor medio y momentos de 

/ , con las las suposiciones mas debiles posibles y manteniendo la nocion intuitiva 

de medida de centrahdad, en intima relación con la idea de centro de masas 

como veremos mas tarde (en relación con el presente tema vease Karcher [33], 

Kobayashi y Nomizu [37], Kendall [36] [35] y Emery y Mokobodzki [25]) 

Si existiese una carta global (M, <f>) podríamos intentar definir el valor medio 

de / como 

E i f j ^ r 1 ( J ( * ° f ) (x)p(dx)y 

pero esta ingenua solucion no resulta satisfactoria ya que E ( f ) depende, en ge 

neral, del sistema de coordenadas Solamente las transformaciones lineales pre 

servarían E ( f ) 

Para poder resolver este problema, necesitamos introducir primero algunos 

conceptos Sea A un subconjunto de M, y T^ ^ el conjunto de todos los campos 

tensonales C°° en un subconjunto abierto de A, de orden p + q, p veces contrava 

riante y q veces covariante Si fijamos m £ A, cualquier aplicación X de X a ^ 

13 
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induce una aplicación Xm, tal que Xm X —> T^(Mm) con Xm(x) = (X(x))m, 

donde T^(Mm) simboliza el espacio de (p,q) tensors en el espacio tangente en 

m, Mm, teniendo la estructura natural de un espacio vectorial topologico finito-

dimensional Considerando la cr-algebra de Borel en inducida por las a -

algebras de Borel de los Afm, tenemos una definición simple, 

Definición 2 1 1 Un C°° (p,q) campo aleatorio tensonal en A, X, es una apli 

cacion medióle de X a J~a ^ 

De la definición se sigue que Vm 6 A, la aplicación Xm es una aplicación 

medible en (X,CL) 

Ademas, cualquier campo tensonal aleatorio se puede caracterizar por sus 

n(p+í) componentes con respecto a un sistema de coordenadas, O1, ,0n , 

x;i «!, ,ap, ßi, ,ßq = l, ,n, 

las cuales son claramente, fijado x, funciones C°° de 01, y, fijado 6 real 

valued measurable funciones reales medibles en (X, Cl) 

Sea (g) el producto de campos tensoriales En el presente contexto es natural 

definir 

Definición 2 1 2 El momento de orden k de un campo tensonal aleatorio X es 

un (kp,kq)-tensor ordinario en A definido por 

k 

M\X) = / P{dx) , k e N, 

supuesta la existencia de la anterior integral 

Nótese que M.k(X) puede ser calculado explícitamente a traves de sus compo 

nentes en un sistema de coordenadas Las componentes de M.k(X), con respecto 

a un sistema de coordenadas O1, , 6n, vendra dado por 

M;¡ ;¡(6) = J ^ x ; j X;¡ ^ m ) p(dX) 

Esta es de hecho la forma mas simple y también la extension mas natural del 

momento de orden k a un campo tensonal aleatorio En particular, el momento 

de primer orden es la esperanza de X 
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Podemos escribir también 
k 

M\X) = E{X$r~®X), 

donde el producto tensorial de campos tensoriales aleatorios se define de forma 
natural a partir producto tensorial de campos tensoriales ordinarios 

De forma similar podríamos definir los momentos centrales, los cuales posee 
ran las propiedades clasicas, por ejemplo 

M2
C(X) = E((X - EX) ®(X- EX)) = E(X ®X)~ E(X) ® E{X) 

En el caso que X sea un campo vectorial, las componentes de este tensor, con 
respecto a un sistema de coordenadas, se pueden escribir en notacion matricial, 
obteniendose la matriz de covananzas, Ex, 

- E(XX') - E(X)E(Xy, 

identificando, en la anterior ecuación, los vectores con sus componentes y siendo 
X un vector columna y X' el correspondiente vector fila 

De cara a la definición de valor medio de un objeto aleatorio, tenemos que 
introducir una estructura adicional sobre la variedad supondremos que esta do 
tada de una conexion afín Típicos ejemplos de variedades con una conexion afin 
son las variedades Riemannianas 

Asociada con una conexion afm existe una aplicación, llamada la aplicación 
exponencial, expp Mp —> M Ella esta definida para todo v en un entorno abierto 
estrellado de 0P G Mp Asimismo, es también bien sabido que esta aplicación, 
en general, no posee inversa, aunque haya casos importantes donde existe De 
cualquier forma siempre podemos restringir la aplicación a un entorno abierto 
de Op G Afp, tal que la aplicación inversa este bien definida, siendo entonces 
la aplicación exponencial un difeomorfismo local Información adicional puede 
encontrarse en (11 2) del apendice 

Vamos a precisar el tipo de entornos que consideramos apropiados para definir 
el valor medio de un objeto aleatorio 

Definición 2 1 3 Diremos que un entorno B(p) de p G M es normal si B(p) 
es la imagen difeomorfica, por la aplicación exponencial, de un entorno abierto 
estrellado de 0P G Mp 
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Nótese que un entorno normal B(p) de p tiene la propiedad de que cualquier 

q G B(p) puede ser unido a p por una única geodesica contenida en B(p) 

En el espacio vectorial Mv consideraremos entornos estrellados, A(p), tales que 

A{p) = —A(p), en el caso que tengamos solamente una conexion afin, y esferas en 

el caso Riemanmano Este tipo de entornos seran denominados bolas con centro 

Op, incluso en el caso afín 

Definición 2 1 4 La imagen, B(p), mediante la aplicación exponencial, de una 

bola abierta A(p) con centro 0P, se denominara una bola normal con centro p si 

B(p) es un entorno normal de p 

Observese que, en el caso Riemanniano, la geodesica mas corta que une p con 

cualquier q 6 B(p), siendo B(p) una bola normal con centro p, es única en M y 

se encuentra en B(p) No obstante, podemos considerar entornos mas generales 

con esta propiedad 

Definición 2 1 5 Diremos que un conjunto abierto B(p) es un entorno regular 

normal de p si y solo si su intersección con cualquier bola normal de centro p 

sigue siendo normal 

En el caso Riemanniano podemos asegurar la existencia de este tipo de entor 

nos Puesto que cada punto p tiene un entorno donde la aplicación exponencial es 

un difeomorfismo, podemos obtener un entorno normal de 0P £ Mp como sigue 

sea A(p) el correspondiente entorno estrellado en Mp, consideremos entonces una 

bola con centro 0P € Mp donde la aplicación exponencial sea myectiva, si res 

tangimos ahora la aplicación a la intersección con A(p) obtenemos un entorno 

regular normal de p Es fácil ver que en el caso Riemanniano un entorno B(p) 

de p es regular normal si y solo si la geodesica mas corta que une p con cualquier 

otro punto de B(p) es única y se encuentra en B(p), entonces los entorno regular 

normales son una generalización de entornos con esta propiedad al caso afín 

De esta forma, dado un objeto aleatorio / que toma valores en una (Hausdorff 

y conexa) variedad, equipada con una conexion afin (que puede ser la conexion 

de Levi Civita correspondiente a una variedad Riemanniana), habra una forma 

natural de definir un vector aleatorio, fijado p € M, dado por exp"1 ( f(x)) Este 
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vector no estara necesariamente definido para todo a; € X, pero si lo esta salvo en 

un conjunto de medida nula, podemos introducir la siguiente definición de valor 

medio, 

Definición 2 1 6 Un punto en la variedad p G M es un valor medio del objeto 

aleatorio f y escribiremos p = ÜJl(f), si y solo si existe un entorno regular 

normal de p donde f toma valores casi seguramente [P]; y 

Este valor medio es lo que Emery y Mokobodzki [25] llaman baricentro expo 

nencial 

Observaciones Remarquemos que esta es una definición de un valor medio 

intrínseco, independiente del sistema de coordenadas 

Ademas, en el caso en que M sea una variedad Riemanniana completa, si 

Pf es la medida de probabilidad inducida por la aplicación medible en M, y P¡ 

esta dominada por la medida Riemmanniana, para cualquier p G M tendremos un 

entorno regular normal de p, con probabilidad [P] igual a uno, donde exp"1 ( f (x ) ) 

estara definida Esto es una consecuencia immediata del teorema de la medida 

imagen y de que el cut locus de p en M tiene medida Riemanniana cero, vease la 

sección (11 2) del apendice 

En lo que sigue utilizaremos la notacio exp~1( ) para indicar la inversa de la 

aplicación exponencial en cierto entorno regular normal de p 

Consideremos ahora vanos ejemplos 

Ejemplo 2 1 7 Sea M precisamente Rn Identificando los puntos con sus coor 

denadas correspondientes a la carta trivial, y considerando la usual conexion afín 

Euclideana, tenemos, para z,m G R™, que exp"1 (z) = (z — m)m Para encontrar 

el valor medio de una variable aleatoria / tendremos que resolver la ecuación 

/ exp;1 (/(*)) P(dx) = 0. 
Jx 

V 

pero esta ecuación tiene como solucion única la solucion trivial 

m = f f(x)P{dx), 
Jx 
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supuesta la existencia de esta integral Por tanto recuperamos la definición clasica 

VJl(f) = E ( f ) = í f(x)P(dx) 
Jx 

Ademas, el momento central de segundo orden de exp"1 ( f (x)) se puede es 

cnbir, en notacion matncial y omitiendo el subíndice ra, como 

E/ - M2
c(ex^(m)) = E((f(x)-m)(f(x)-m)') 

= E ( f f ' ) - E ( f ) E ( f ) \ 

que es la matriz de covarianza usual 

Ejemplo 2 1 8 Otro ejemplo interesante viene dado al considerar el valor medio 

de la distribución de Von Mises En este caso la variedad es la esfera Euclidea n-

dimensional, con la conexion inducida por la sumersión natural en el espacio Eu 

clideano R™ La medida de probabilidad inducida en la variedad es absolutamente 

continua con respecto a la medida de superficie en la esfera y la correspondiente 

función de densidad viene dada por 

p(x,t,\) = an(A)exp{A£'x} x,£eSn = {ze Rn z'z= 1}, A € R+ , 

donde c*n(A) = Afc/2_1/(27r)fc/2/fc/2-i(^) es una constante de normalización, y 

/jfc/2-i la función de Bessel modificada de primer tipo y orden kj2 — 1 En este 

caso es clara la existencia de dos valores medios, dados por £ y — £ Compárese 

este resultado con las direcciones medias definidas en Mardia et al [39, 424 451] 

Vease también la exhaustiva y didactica exposición de Jupp y Mardia [32], 

Ejemplo 2 1 9 Consideremos una variable aleatoria uniformemente distribuida 

en un circulo, con la conexion inducida por la sumersión natural en la variedad 

Euchdea R2 Entonces, todos los puntos de la circunferencia son valores medios 

Podemos suministrar, en el caso Riemanniano, una medida escalar de dis 

persion con respecto al valor medio m el ordinario valor esperado de la distancia 

Riemanniana al cuadrado entre f(x) y m, que puede ser vista como una version 

invariante, independiente del sistema de coordenadas, de la varianza de una va 

riable aleatoria real Es también posible definir una medida de dispersion con 

respecto a un punto de referencia arbitrario de una variedad Riemanniana, como 
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el valor medio de la distancia Riemanniana al cuadrado entre f ( x ) y el punto de 

referencia seleccionado 

Podemos señalar también que, con esta extension del concepto de valor medio, 

mantenemos el intuitivo y atractivo significado de medida de centralidad, a pesar 

de que ya no tenemos las propiedades de linealidad de la esperanza Sin embargo, 

esto es absolutamente normal, ya que no podemos identificar, en general, M con 

sus espacios tangente De forma similar tendremos una disociación entre el valor 

medio y el concepto de momento de primer orden Los momentos de un objeto 

aleatorio que toma valores en M, se definiran entonces como 

Definición 2 1 10 El momento de orden k del objeto aleatorio f es un (k, 0) 

campo tensorial en A definido por 

k 

M \ f ) m = í exp-1 ( / (*)) exp-1 ( / (*)) P{dx) , Vm G A, k G N 
Jx 

supuesta la existencia de la anterior integral 

leamos que hay una relación entre el valor medio definido y el clasico centro 

de masas, <£, 

£ = arg min 7i/(m), 

m G M 

donde = / p2(m, f(x)) P(dx) Antes de nada tenemos los siguientes 
Jx 

resultados 

Proposicion 2 1 1 1 Si existe algun m0 G M para el cual Hf(m0) este definido, 

entonces la función 7íf(m) estara definida para todo m G M 

Demostración 

Por la desigualdad triangular 

7if(m) < 2 7if(m0) + 2 p2(m, m0), 

de lo que se sigue la proposicion • 

Supongamos ahora que existe un punto m0 tal que W/(mo) < oo, entonces 
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Proposicion 2 1 12 Siempre que expm
L( ) este bien definida para todo p G M 

P-casi seguramente la función 7i¡{rn) es diferenciable y 

XmHf = -2(Xm, [ exp"1 (f(x))P(dx)) 
Jx 

Demostración 

Para todo Xm G Mm, ya que, fijando q G M, p2( ,q) es una función C°°, 

podemos escribir 

Xm p2( ,?) = XmII exp^^g)!!2 = 2(VX m exp^1 q, exp"1 (?) > 

= - 2 < X m , e x p ~1{q)>, 

donde la ultima igualdad puede comprobarse fácilmente considerando un sistema 

de coordenadas geodésicas esfencas con origen q Entonces, tenemos 

\Xrnp
2(,q)\<2\\Xm\\p(m,q), 

por tanto, si Um es un entorno de m con diámetro D, por la desigualdad triangular 

\Xm p2(, <2\\Xm\\{p(m, q) + D) Vm' G Um Xm G Mm (2 1) 

Sea X un campo vectorial C°° tal que X{m) = Xm y consideremos, en un 

entorno de m incluido en Um, la curva integral de X, 7(í), tal que 7(0) = m y el 

vector tangente en m sea Xm, por teorema del valor medio 

XmHf = - 2 lim f Xm p2( , q)P(dx), 
m —»m 

donde Xm = X(m') y m' es on 7, entonces por el teorema de convergencia 

dominada 

XnHf = - 2 / ( X ^ e x p - 1 (f(x)))P(dx) 
Jx 

Finalmente, la continuidad de Xm7if se sigue de la desigualdad (2 1) y, de nuevo, 

por el teorema de convergencia dominada • 

Estamos ahora en condiciones de establecer la mencionada relación entre va 

lores medios y centros de masas 
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Proposicion 2 1 13 Sea (X,&,P) un espacio de probabilidad, (M, 21) una va 
riedad Riemannian completa f X —> M una aplicación medible, tal que Pf este 
dominada por la medida Riemanniana VR , Pf « VR Sea la función Tíf definida 
como 

Hf{m)= í p2(mJ(x))P(dx) Jx 
y que suponemos existe para todo m E. M Entonces Tíf posee un punto critico 
en m G M si y solo si m = VJÎ ( / ) 

Demostración 

Por la proposicion anterior y la observación que sigue a la definición (2 1 6) 
Tíf tendra un punto critico en m si y solo si Xm7íf = 0 VXm G Mm, es decir 

0 = XmHf = -2(Xm, / exp"1 (f(x)))P(dx) VXm G Mm , 
Jx 

lo cual se satisface si y solo si 

/ exp"1 ( f ( x ) ) P(dx) = 0, 
Jx 

con lo que se sigue la proposicion • 

Esta ultima proposicion muestra que el concepto de valor medio es mas debil 
que el concepto de centro de masas Nótese también que para definir el primero 
solo necesitamos una conexio afín, mientras que el segundo requiere una estruc 
tura métrica 

En este momento es natural preguntarse en que condiciones existirá un valor 
medio Vamos a dar condiciones suficientes para asegurar la existencia de valores 
medios Previamente necesitamos algunas definiciones y resultados 

Definición 2 1 14 Sea M una variedad completa, diremos que un conjunto A es 
regular convexo si y solo si para cualesquiera p, q G A la geodesica mas corta de 
p a q es única en M y se encuentra en A 

Notemcs que un abierto regular convexo es un entorno regular normal de todos 
sus puntos 
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Proposxcion 2 1 15 Sea A un conjunto regular convexo en una variedad com 

pleta M Entonces, cualquier geodesica minimal que une un punto p G d A y 

q G Â no puede ser tangente a d A Donde d A denota la frontera de A 

Demostración 

Sea p G d A el punto de tangencia de una geodesica tangente a d A, supongamos 

que exista q un punto en A, interior de A, proximo a p, unido por esta geodesica 

Podemos suponer siempre q tan proximo a p como necesitemos, ya que podemos 

tomar p como el punto donde la linea geodesica deja la frontera de A Sea Bc(q) 

una bola abierta, con centro q y radio e, como exp"1 es un difeomorfismo en algun 

entorno de p que contiene Bc{q), para 5 = 1 existirá un S > 0 tal que para todo 

V G Bs{0„) 

q = expp(6(exp~1(ç) + v)) 

estara en Bc(q) C A Ahora bien, para s suficientemente pequeño, habra puntos 

de la geodesica mas corta que une p y q fuera de A, contradiciendo que A es 

un conjunto regular convexo Esto es debido al hecho de que si la geodesica es 

tangencial a dA, podríamos encontrar lineas geodésicas con origen p y puntos 

fuera de A con vector tangente tan proximo a e x p " 1 ^ ) como quisiéramos, de 

forma que la diferencia entre los vectores tangentes estuviese en i^(Op) • 

Proposicion 2 1 16 Sea (X, <2, P) un espacio de probabilidad, (M , 21) una va 

riedad completa y f X M una aplicación medible, sea A un conjunto regular 

convexo tal que P{f G Â} = 1 Supongamos 

Hj(m) = í p2(mJ(x))P(dx) < oo 
J\ 

Entonces f tiene un valor medio VJl ( / ) G Â 

Demostración 

Notemos primero que existirá un conjunto compacto C C A, donde A = 

A U dA, tal que 

mf Hf(m) — mm Hj(m) rnÇA m€C 
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En caso contrario, sea K C A un conjunto compacto tal que P(K) > 0 Existirá 
entonces una sucesión {p„}neN, Pn € A tal que l im^oo p(pn, K) = oo y 

inf H Am) = lim Ht{pn) > lim p2(pn,K)P{I<) = oo, 
meA Tl-HX) n-+oo 

contradiciendo que existe Ahora, por la anterior proposicion, si p perte 
nece a la frontera de A 

grad Hf(p) = - í e x p ; l ( f ( x ) ) P(dx) 
JA 

es un promedio de vectores senalando hacia afuera, de manera que p no sera un 
extremo Asi el mínimo estara en el interior tal como queríamos probar • 



Capítulo 3 

El sesgo intrínseco y la distancia de R a o 

cuadrático media 

Vamos ahora a aplicar los conceptos mencionados previamente para desarrollar 

medidas intrínsecas analogas al sesgo y el error cuadratico medio de un estimador 

3 1 Condiciones de regularidad 

Sea {X, d. Pe , 0 G 0 } un modelo estadístico parametnco, donde 0 , el espacio de 

parámetros, es n-vanedad real C°° Usualmente O es un conjunto abierto de 

Rn y en este caso es costumbre usar el mismo símbolo, 0, para indicar puntos y 

coordenadas 

Supondremos una aplicación uno a uno 0 i-> p( , 9) y consideraremos el con 

junto de todas las medidas de probabilidad del modelo estadístico, M, con la 

estructura de n-vanedad real C°° inducida por esta aplicación Vamos a denotar 

esta variedad por (M, 21), siendo 21 el atlas inducido por las parametrizaciones, 

esto es las coordenadas en el espacio de parámetros 

En el caso dominado, que es el que consideraremos, las medidas de probabi 

lidad se pueden representar por funciones de densidad Entonces supondremos, 

dada una medida de referencia a finita que Pe « ¿u, V0 £ O y denotare 

mos p( , 0) la función de densidad con respecto a /i, es decir, una cierta version 

de la derivada de Radon Nikodym dPe/dfi Ahora, a traves de la identificación 

Pe > p( ,0), los puntos en M pueden ser considerados bien densidades o bien 

medidas de probabilidad Ademas, supondremos ciertas condiciones de regulan 

24 
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dad 

1 (M, 21), es una variedad Hausdorff y conexa 

2 Para x es fijo, la función real en M £ i—> p(x, £) es una función C°° 

3 Para cualquier carta local (W, 0), las funciones de x, <9 l o g p ( x , 9 ) / d 9 t i = 

1, , n, son lmealmente independientes, y pertenecen a La(p( , 9) dpi) para 

un a > 0 conveniente 

4 Las derivadas parciales de orden suficiente 

d/d6\ d2/dO%dP, d3 / dO' d9> d9k, ,t,j,fc= 1, ,n, 

y la integración con respecto a dfi de p(x, 6) se pueden intercambiar cuando 

sea preciso 

Cuando se satisfagan todas estas condiciones, para alguna version de la función 

de densidad, diremos que el modelo estadístico parametrico es regular, y en este 

caso la variedad (M, 21) tiene una estructura Riemanniana natural, dada por su 

métrica informativa En tal caso, tendremos también una conexion afin definida 

sobre la variedad, la conexion de Levi Civita, asociada de forma natural con el 

modelo estadístico Para mas detalles, vease Aman [2], Atkinson y Mitchell [3], 

Barndorff Nielsen [6], Barndorff Nielsen y Blaesild [9], Burbea [13], Burbea y Rao 

[16], Castillo [19] y Oller [50], entre muchos otros 

3 2 Sesgo intrínseco 

De esta forma, un modelo estadístico parametrico regular puede ser visto como 

una variedad Riemmaniana En este contexto, un estimador U de la función 

de densidad (o medida de probabilidad) verdadera po = p( ,9o) G M del modelo 

estadístico es una familia de aplicaciones medibles 

U = {Uk Xk ^ M, ke N} 

donde la verdadera medida de probabilidad en Xk es (P 0 )k(dx) = P(k)(x, 60) Hk{dx) = 

n,=i p(xt,eQ)fi(dx%) 
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Observese que, dado un estimador, tendremos una sucesión de objetos alea 

torios que toman valores en una variedad representativa del modelo estadístico y 

viceversa 

Ademas, si fijamos k, a todo estimador U de la función de densidad verda 

dera po = p( ,9o), le podemos asociar un C°° campo vectorial (campo tensonal 

contravariante de primer orden) inducido en la variedad a traves de la inversa, 

supuesta su existencia, de la aplicación exponencial correspondiente a la conexion 

Riemanniana Ap(x) = exp~1 (Uk{x)) 

Suponiendo que po = p( , 9 o), es la verdadera función de densidad, podemos 

ahora introducir la siguiente definición 

Definición 3 2 1 Un estimador U es mtrmsicamente msesgado, si y solo si, p0 

es un valor medio de Uk, Vk G N para cualquier p0 £ M que sea la función de 

densidad verdadera, es decir, DJftpo(Uk) = p0, donde 2Jípo simboliza el valor medio 

de Uk calculado con respecto a la medida de probabilidad verdadera (Po)k 

Notemos que la definición de estimador insesgado, al contrario que la clasica, 

es invariante con respecto a cualquier cambio de coordenadas o reparametnzacion 

Podríamos intentar calcular los campos tensoriales aleatorios correspondien 

tes a un campo vectorial asociado a un estimador, supuesta su existencia, y 

obtener, para el momento de primer orden, el campo tensonal esperanza del esti 

mador Sea po = p(x, 9o) la verdadera, aunque desconocida, función de densidad 

correspondiente a la verdadera medida de probabilidad Pg0, entonces tenemos 

Sv — EP0(AP) = EPo ( e x p p 1 ^ ) ) En coordenadas, con respecto a la parametn 

zacion dada por O1, ,9n , si escribimos pw (x ,$o) la correspondiente función 

de densidad para una muestra aleatoria simple de tamaño k, tendremos 

Sa(9)=[ Aa{x,9)p(k){x,90)pk{dx) a = 1, ,n, 
Jxk 

donde A1(x,6), ,An(x,9) son las componentes de Ap(x) = exp~ l (Uk(x)) , y 

la dependencia en k se ha omitido en la notacion Nótese que, para todo 6, la 

integral se calcula siempre con respecto a la misma medida de referencia ¡i^ 

Resulta conveniente, a fin de medir el sesgo de un estimador, introducir la 

siguiente definición 



III EL SESGO INTRINSECO 27 

Definición 3 2 2 El campo tensorial de sesgo se define como 

Bp = Ep ( e x p ; 1 ^ ) ) , 

o en coordenadas, 

Ba(0)=[ Aa(x,e)pik](x,e)dtik(x) a = 1 , n , 
jxk 

supuesta su existencia 

Es interesante reseñar que | |5 | |2 proporciona una medida escalar e intrínseca 

del sesgo Asimismo observemos que 

Ba(0o) = £a{9o) a = l , , n , 

Obviamente tenemos el siguiente resultado 

Proposicion 3 2 3 Un estimador U es intrínsecamente msesgado si y solo si su 

campo tensorial de sesgo es nulo, esto es 

Ba{9) = 0 a= 1, ,n V 0 € 0 

Observaciones Es interesante señalar que un estimador es intrínsecamente 

msesgado si y solo si es estacionario en el sentido de Hendriks [26] si tomamos el 

cuadrado de la distancia de Rao como función de perdida 

En el caso Euclideo podemos establecer una clara relación entre la ausencia 

de sesgo intrínseco y de sesgo clasico en cierto sistema de coordenadas, 

Teorema 3 2 4 Consideremos un modelo estadístico regular tal que la vane 

dad de funciones de densidad es simplemente conexa y completa, y supongamos 

ademas que todas las curvaturas seccionales son cero Entonces existe un sistema 

de coordenadas global &l, , 9n tal que las componentes del correspondiente ten 

sor métrico son constantes y, bajo este sistema de coordenadas, un estimador U. 

es msesgado si y solo si es intrínsecamente msesgado 

Demostración 
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La existencia de un sistema de coordenadas global O1, 9n tal que las com 

ponentes del correspondiente tensor métrico son constantes es un resultado bien 

conocido, vease por ejemplo Kobayashi y Nomizu [37, pag 105, vol II] Entonces 

la conclusion se sigue de que las geodésicas son lineas rectas, y la variedad es 

esencialmente como R™ 

3 3 La distancia de Rao cuadratico media 

La distancia Riemanniana que se obtiene a partir de la métrica informativa es 

conocida como la distancia de Rao La media del cuadrado de la distancia de 

Rao de la estimación al verdadero valor 6, que denominamos distancia de Rao 

cuadratico media, es la version intrínseca natural del error cuadratico medio, 

Definición 3 3 1 Dado un estimador IÁ y una muestra de tamaño k denomina 

remos distancia de Rao cuadratico media de U a la función escalar en la variedad 

E,{f?(Uk,0)) 

Observaciones Si consideramos funciones que dependan del modelo estadístico 

y no de consideraciones externas, la distancia de Rao aparece de forma natural 

y con las propiedades deseables, como puede apreciarse en Oller [50] y como 

ya se señalo en la introducción, para ser la generalización intrínseca del error 

cuadratico 

Es interesante señalar que un estimador es intrínsecamente msesgado si y solo 

si es estacionario en el sentido de Hendriks [26] si tomamos el cuadrado de la 

distancia de Rao como función de perdida 

3 4 Ejemplos 

Presentamos aquí algunos ejemplos, en los que calculamos el sesgo y distancia de 

Rao cuadratico media de diferentes estimadores 
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Ejemplo 3 4 1 La distribución exponencial unidimensional 

Consideremos la función de densidad exponencial parametrizada de manera 

que 
1 X 

p(x, A) = - exp{ ——} X, A G R+ 

La componente del tensor métrico viene dada por <7n(A) = 1/A2 Claramente, 

si escribimos $ = log A, la nueva componentes sera = 1 Consideremos 

ahora el estimador maximo-verosimil para el parametro A calculado para una 

muestra de tamaño k dado por Xk, la media muestral ordinaria El estimador 

máximo-verosímil para 9 vendra dado por log Xk Puesto que el tensor métrico es 

constante para el sistema de coordenadas dado por 6, el tensor de sesgo, esnbiendo 

S = KXK, sera 

= E (log ( f ) - , ) = I (log ( i ) - t ) ^ e x p { - ± } 

y haciendo el cambio u = s je9, obtenemos 

B\0) = J ^ Jr+ log(u) uk~1e~u du-\ogk=^-logk = tf (fc) _ l o g fc, 

donde — T'(k)/T(k), siendo T la usual función gamma Se trata por tanto 

de un estimador sesgado Aunque, podemos corregir fácilmente el sesgo, obte 

niendo en este caso un estimador intrínsecamente msesgado Con respecto a la 

parametrizacion dada por 0, el estimador corregido sera 

9 = \ogXk-y(k) + \ogk, 

y con respecto a la parametrizacion original 

_ kXk 

~ e*(*) 

Veamos ahora cual es la distancia de Rao cuadratico media de este estimador, 

= J R + ( l o g ( ^ - m + l o g k - 9 ) 2 ^ e M - ^ d s , 

= Y¡kjJR+ Og"- Uk~l exp{-u} du 

= ïèrAr"(k)-2r>(mk)+mm2) 
m 

f r y 

\ m ) 
= 
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Es interesante observar que la familia de exponenciales resulta invariante si 

consideramos el grupo de transformaciones en el espacio muestral {/¿ X, /x € R+} 

y como el grupo inducido en el espacio de parámetros es conmutativo y actua 

transitivamente el estimador invariante que minimiza uniformemente la distancia 

de Rao cuadratico media es el intrínsecamente msesgado, vease Lehmann [42] 

para mas detalles No obstante en este caso es fácil demostrar este resultado 

directamente Consideremos un estimador invariante U. función del estadístico 

suficiente S, deberá cumplir U{aS) = aU(S) para todo a E R+, entonces U(S) = 

ß S para una cierta constante ß Se trata entonces de buscar ß para la cual 

E(p2(ßS,9)) sea mínimo Derivando e igualando a cero, 

y esto conduce obviamente a ß = es evidente también que se trata de un 

mínimo 

Ejemplo 3 4 2 La distribución de Poisson unidimensional 

Consideremos la función de densidad de una Poisson unidimensional parame 

trizada como 
\x 

p(x, A) = e"A — A G R+, z e N 
X' 

La componente del tensor métrico viene dada por <711 (A) = 1/A Es claro que 

si hacemos 6 = 2\/Ä, la nueva componente del tensor métrico sera ffn(9) = 1 

Consideremos ahora el estimador maximo-verosimil para el parametro A obtenido 

para una muestra de tamaño k dado por Xk, de nuevo la media muestral ordinaria 

El correspondiente estimador máximo verosímil para 6 vendra dado por 2\[x~k 

Como el tensor métrico es constante bajo el sistema de coordenadas dado por 9, 

el tensor de sesgo, escribiendo S = kXk, sera 

que es claramente no nulo Ademas, ya que la ecuación 

j=o J 

equivale a 

j=o 3 Vk 
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donde / es una función arbitraria, no tiene solucion puesto que ^[zez no es una 

función analítica, concluimos que para una familia de distribuciones de Poisson 

unidimensionales no existe un estimador intrínsecamente msesgado basado en el 

estadístico suficiente S 

Ejemplo 3 4 3 Consideremos las distribuciones de probabilidad elípticas multi 

vanantes, con matriz de dispersion fija E = So, que es la familia parametnca con 

funciones de densidad, en Rn con respecto a la medida de Lebesgue, dadas por 

donde E0 es una matriz fija n x n estrictamente definida positiva, /¿ = (/11, , fin)' 

es un parametro vectorial, T(n/2) es la función gamma, y F es una función no 

negativa en R+ = [0, oo) satisfaciendo 

El vector y, y la matriz Eo puede expresarse en términos de E(X) y Cov (X), 

supuesta la existencia de esta ultima De hecho, sea t = (ti, ,tn)' y </>f(¿) = 

E (exp{zí'X}) la función característica de la anterior familia de distribuciones de 

probabilidad, que puede expresarse como 

ti - |So|-1 / 2 F ( ( . - jO'E-^S - ,)) , 7r 

(¡>F(t) = exp(í íV) A f ( í ' S 0 í ) 

donde 
roo 

A F ( s ) = T(n/2) / rnl2-lF(r)Kn/2_i(rs)dr s G R, 
Jo 

con 

y donde Jv es la función de Bessel ordinaria de orden v 

Por tanto, formalmente 

í = 0 

Esto da E(X) = /x y E(XX') = py! + cF E0 , donde 



III EL SESGO INTRINSECO 32 

y de aquí 

Cov (X) = cp £ 0 

En particular, E(X) existe si y solo si /0°° r " / 2 - 1 / 2 dr < oo, adicionalmente 

Cov (X) existe si y solo si tenemos /0°° r n / 2 F(r) dr < oo en cuyo caso 0 < cp < 

oo 

Una distribución normal multiVariante no degenerada Nn(fi, E0) es un ejemplo 

de d i s t r ibuc ión elíptica mul t iVar iante con 

F{S) = 2"/»r(n/2) exPÍ"s/2> ' = exP{-̂ /2} > = 1 

Otras propiedades basicas de las distribuciones de probabilidad elípticas pue 

den ser encontradas en Kelker [34] y son sumanzadas en Muirhead [47, pp 32 40] 

Vamos a suponer ademas que 

4 4 r°° , 
a = — I tn/2(CF)2(t) F(t)dt 

n Jo 
< oo, 

donde CF = F'/F, a fin de poder asegurar la existencia de la matriz de mfor 

macion de Fisher, que vendría dada por 

p (d log p d log p\ ! 

vease Mitchell y Krzanowski [46] y Burbea y Oller [14] para mas detalles 

Por tanto, la métrica informativa para esta familia parametnca de distnbu 

ciones de probabilidad vendra dada por 

ds2 = a dfj! YiQXdn 

Como el tensor métrico es constante, la variedad es Euclidea, y las geodésicas 

son lineas rectas Identificando los puntos de la variedad con sus coordenadas, la 

geodesica que pasa por fiQ cuando t = Oy alcanza //i para t = 1 viene dada por 

H(t) = (¿¿i - fi0) t + no te R, 

y si escribimos p0 = p( , fio), y Pi = p( , f¿i), tenemos 

exPp0
1 (P1 ) = - Mpo, 
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donde, en la ultima ecuación, hemos identificado los vectores tangentes en po con 

sus componentes correspondientes a la base canónica inducida por el sistema de 

coordenadas Considerando el estimador para // dado por 

— 1 k 

t=l 

y omitiendo el subíndice po para los vectores tangentes en po, podemos escribir 

j k 

EP0 (xk - /io) = T Z) Eto(x*) - Mo = 0 
K 1=1 

Asi pues Xk es intrínsecamente msesgado 

Vamos a calcular su distancia de Rao cuadratico media 

E(p2(Xk^ o)) = aE((Xk-ti0yZôl(Xk-Vo)) 

= aE(ti{X¿1(Zk-fio)(Xk-iio),j) 

= a t r (t,ô1E ((Xjb - fio){Xk - ßo)')) = acFtv(jIn) = a c F ^ 

mas adelante veremos que a cp deberá ser mayor que la unidad, e igual a la unidad 

si y solo si la distribución elíptica es normal 

El sencillo ejemplo que viene a continuación muestra cuan diferente pueden 

llegar a funcionar, fijando una parametrizacion, la función de perdida propor 

clonada por el error cuadratico y la que se obtiene utilizando el cuadrado de la 

distancia de Rao 

E j e m p l o 3 4 4 Sea el modelo estadístico definido por la familia de densidades 

de Pascal 

p(x,0) = (l-0)x6, i 6 N U {0}, 9 € (0,1) 

Sea 9 estimador msesgado en esta parametnzacion, para una muestra de tamaño 

k = 1 Entonces oo 
E{9) = -oye = 9 

a r = 0 

implica que 

0(0) = 1, 9{x) = 0, Vx > 0 
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Este es el estimador UMV msesgado para 9, pero, salvo esta importante propie 

dad, no parece un estimador razonable Por otra parte, el estimador maximo-

verosimil 

0 = —~7i £ 6 N U {0}, 
X + 1 

parece mas apropiado que el anterior Sm embargo, si calculamos los errores 

cuadratico medios, (ECM), a fin de comparar la precision de estos estimadores 

obtenemos 

ECM(0) = 9(1 - 9), 

° ° / l \ 2 9 00 (\ — 9)x+1 

2o2 ~ (i - 9)x+1 
2 

- r h L ^ * ^ * » * ' 

Utilizando el programa Mathematica, version 1 2, se obtiene que ECM(0) — 

MSE(0) es una función positiva en (0o, 1) y negativa en (0,0o), donde aproxi 

madamente 9o = 0 1606 

En este sentido la función de perdida "error cuadratico" no distingue clara 

mente entre estos dos estimadores De hecho, se puede ver que 9 es un estimador 

admisible con respecto a la perdida "error cuadratico" En cambio si usamos el 

cuadrado de la distancia de Rao como función de perdida obtendremos, 

E(p2(ë,9))= oo 

donde 
1 + 1 - y r ^ l - y/(l - 0){l-r¡) 

p{9, r¡) = 2 log — , 

Por tanto 9 es, con respecto a la nueva perdida, un estimador inadmisible 
Ademas, como el lector puede comprobar fácilmente, 
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E (p2(e Ö)) = 

^ < 2 1 o g * i 1 J ( l - f l ) ' f l<oo W > 0 

que muestra la superioridad del estimador máximo verosímil 



Capítulo 4 

Comportamiento local de un est imador 

4 1 Cota inferior de la distancia de Rao cuadratico media 

En esta sección se estudia la relación entre el sesgo y la distancia de Rao cuadratico 

media entre la densidad, o la medida de probabilidad, estimada y la verdadera, 

obteniendo una version intrínseca de la cota Cramer Rao, y cotas inferiores basa 

das en los teoremas de comparación de geometría Riemanniana, vease (11 3) del 

apendice Algunos resultados analogos aunque en un enfoque diferente pueden 

encontrarse en Hendriks [26] 

Antes de nada es conveniente tener aquí presentes ciertas definiciones y resul 

tados de geometría diferencial 

Denotemos por &p = {£ € Mp ||£|| = 1}, y para cada £ 6 &p definamos 

Cp(£) = sup{s > 0 p{p, 7 ( ( s ) ) = 5}, 

donde p es la distancia Riemanniana y es una geodesica definida en un intervalo 

abierto conteniendo el cero, tal que 7¿(0) = p y con vector tangente en el origen 

£ Entonces si hacemos 

= o < 5 < cp{t) ,t g 6 P } 

y 
Dp = exP p(Dp) , 

es sabido que expp aplica Dp difeomorficamente sobre Dp, vease (11 2) del 

apendice De hecho Dm es el entorno regular maximal de m en el sentido que 

cualquier otro entorno regular m esta incluido en el 

36 
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Asimismo conviene recordar la definición de curvatura seccional 

Definición 4 1 1 Dados dos campos X, Y en M tales que para todo p G M 

generan un subespacio de dimension 2, la curvatura Riemanniana seccional, K, 

se define como la función escalar 

K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y)¡ {(X,X)(Y,Y) - (X,Y}2) , 

donde R(X,Y), es el operador (la curvatura) 

R(X, Y) = Vy Vx - V x V y - V [ F x ] , [Y, X] = YX - XY 

y V la conexion Riemanniana de M 

En el caso bidimensional coincide con la curvatura Gaussiana de una superfi 

cíe En el caso general la curvatura seccional en el punto p € M es la curvatura 

Gaussiana de la superficie generada por las geodésicas que parten de p y son tan 

gentes al subespacio bidimensional generado por X(p) e Y(p) en Mp Si n = 1 

adoptamos el convenio K = 0 

Teorema 4 1 2 (Cota inferior intrínseca de Cramer-Rao) Sea U un esti 

mador correspondiente a una familia parametnca n dimensional regular de fun 

ciones de densidad Supongamos que Uk(M\Dp) = 0 Vp G M, donde es la 

medida de probabilidad inducida por Uk y p — p(xiÖ)> en Ia variedad Sea A el 

campo tensonal asociado al estimador y sea B el correspondiente tensor de sesgo, 

B = E(A) Supongamos que la distancia de Rao cuadratica media entre la ver 

dadera densidad p y una estimación correspondiente a una muestra de tamaño 

k, E (p2(Uk,p)), existe para todo k G N; y que la derivada covariante de EP(AP) 

existe y se puede obtener derivando bajo el signo integral Entonces, 

1 En general tenemos 

s a w « ) = £ > w - ^ » ' ' + n*« ' , 

donde div( ) consiste en el operador divergencia 

2 Si todas las curvaturas seccionales son cero, K = 0, entonces 

£ ( A % , P ) ) > ( d l v ( t H " ) 2 + p ir 
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3 Si todas las curvaturas seccionales son no positivas, K < K, < 0 y —n < 

d iv (B) , entonces 

r(n2(u ^ (div(^) + n)2
 2 2 E (Z4,p)J > — Sn + \\B\\ , 

donde 

(n - 1) | |£ | | cot h (V^/C \\B\\) - l ) 
5n = 1 + div(B) + n 

4 Si todas las curvaturas seccionales son menores o iguales que una constante 

positiva K, y d(M) < siendo d(M) el diámetro de la variedad, y 

— 1 < div(¿?), entonces 

donde 

2 r_ i(n - l)\\BW> >C 

T _ y (n + div(jg))7T 
n. — 

1 + 
(n + d i v ( ^ ) - 4 ( n - l ) i y ) 

1 + 16(n - 1)/C ^ 

En particular, para estimadores intrínsecamente msesgados, tenemos 

5 Si todas las curvaturas seccionales son no positivas, entonces 

E (,P2(Uk,p)) > j 

6 Si todas curvaturas seccionales son menores o iguales que una constante 

positiva JC y d(M) < Ttjly/K,, entonces 

E (p2(Uk,p)) > 
n 

(l + y/l + 16(n - l)/C/(fc7r2)) 
2 U ' 

donde las esperanzas, en cada punto p, estan calculadas con respecto a la medida 

de probabilidad correspondiente (P)k 
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Demostración 

Sean Aa(x, 0), a = 1, , n, las componentes de exp~1(¿/<:), Ba = E(Aa) y 

Ca(x,d), a = 1, , n, las componentes de un tensor contravanante de primer 

orden Entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, 

\(A-B,C)\<\\A-B\\ ||C||, 

donde (, ) y || || simbolizan el producto y la norma definida en cada espacio 

tangente Ademas, 

E(\(A-B,C)\) < E (||A — B\\ ||C||) < y/E (||A - B\\>) ^ ( l | C | | 2 ) , 

de nuevo por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, y donde las esperanzas, en cada 

punto p, son calculadas con respecto a la medida de probabilidad correspondiente 

P(k) dfik 

Sea C(x,6) = grad(logp(Jb)(a;, 0)), donde grad( ) es el operador gradiente En 

coordenadas, y utilizando el convenio de sumacion de índices repetidos, podemos 

escribir 

ñ\ - n°<ß(0\ dlogPwOM) 6 (x,9)-g (9) —ß , 

donde ga^(9) son las componentes del campo tensorial contravanante fundamen 

tal y donde p es la función de densidad conjunta Por tanto tenemos 

\\r\\2 _ naß d log PW d log pw 
llG II 'd —QQß 

tomando esperanzas, y usando notacion matricial, 

E (| |C||2) = EiC'G-'C) = E(tv(C'G-1C)) = E (tr(G_ 1CC")) 

= tr (G^EiCC')) = k t r (G- 1 G) = k t r I n = kn 

Por otra parte tenemos también 

\E((A, C)) I = \E((A — B ,C))\ < E (\(A — B ,C)\) 

E(\\A-Br)=E(\\Ar)-\\B\\'< 
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De manera que 

\E{(A, C)) I < \JE (||A||2) — \\B\\2 

pero ||A||2 = p2(p,Uk), donde p es la distancia Riemanniana y en este caso la 

distancia de Rao Entonces 

\E((A,C))\< ^E(p2(p,Uk))-\\B\\2 \/k~ñ (4 1) 

Por otro lado 

t a r\ „ A°rß - n dlog Pw a" dlog p<k) 
(A,6) =gaßA = gaßA gpl — = A —, 

por tanto, 

C» = l A' Pm äMl = £ Aa ^ ^ 

Notemos que Aadpw/d9a es una función de x que es independiente del sistema 

de coordenadas para x fija es una función escalar en la variedad 

Adicionalmente, puesto que 

/ Aapwdpk = Ba a = 1, ,n, 
Jxk 

tomando la derivada covariante obtenemos, 

r î A ' } + L r ° ' B ' 

donde r® son los símbolos de Christoffel de segunda especie 

Si contraemos índices obtenemos la ecuación escalar 

L + * } p < " d H + 1 = 

ahora bien la traza de la derivada covariante de un campo es por definición su 

divergencia (vease (111) del apendice y (4 2) para mas detalle), de modo que 

E(div(A)) + £ dpk = d i v ( B ) , 

esto es, 

E((A,C)) = div(B)-E(div(A)) 
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y sustituyendo en (4 1) obtenemos 1 

Veamos ahora como obtener diferentes cotas dependiendo de las curvaturas 

seccionales de M 

Fijado x, vamos a escoger un sistema de coordenadas conveniente Dado p y 

Uk{x), tomamos un sistema de coordenadas geodésicas esfencas con origen ¿4(z), 

es decir un sistema (p,u) como el discutido en 11 5 del apendice, y definido casi 

seguramente, ya que Vk{M\Duk{x)) = 0 

Es claro que las componentes del tensor A son (—p, 0,0, ,0) cuando p, la 

distancia Riemanniana entre p y tlk(x), es la primera coordenada Asimismo, 

— - - 1 and Va A> - - o Va - ^ v ^ „ 00a - 1 a n d L c A - Qp P' 

donde g representa el determinante del tensor métrico Entonces 

Consideremos diferentes casos Caso 4 1 2 1 Curvaturas seccionales nulas 

Como corolario del teorema de comparación de Bishop, vease teorema (11 5 2) 

del apendice, o por cálculos directos, tenemos 

d log y/g _ n - 1 

dp - P ' 

dando lugar a 

Tenemos entonces 

|div(£) + n| < y/E(p*(Uk,p))-\\B\\2 

de lo que se deduce que 



IV EFICIENCIA LOCAL 42 

Caso 4 1 2 2 Todas las curvaturas seccionales son menores que cero, K < K, < 0 

y —n < div(B) 

Por (11 8) en la subseccion (115) del apendice, tenemos 

>(n- l)V^Ccoth(V^Cp), 
dp 

originando que 

d iv (B) + Jk{l + (n- l)y/^K\\A\\ coth ( 7 = £ | | A | | ) } p(k)dpk 

> div(B) + 1 + (n - l)y/=K\\B\\ coth , 

donde la segunda desigualdad es debida al hecho que la función u coth u es función 

convexa, y podemos aplicar la desigualdad de Jensen, y que ||i?|| < ¿2||A||, 

por la desigualdad de Cauchy-Schwartz Por tanto si — n < div(B), como 

1 < ucothu, Vu > 0, tendremos que el segundo miembro de la desigualdad 

anterior es positivo y por tanto 

* ( m ) > { d i v ( B ) + i
+ 

^ ' kn 

Caso 4 1 2 3 Todas las curvaturas seccionales son positivas y menores que una 

constante positiva K < fC, d(M) < Tr/2y/fc, y — 1 < div(B) 

Por 11 9 en la subseccion 115 del apendice tenemos 

dp 

de lo cual 

J dfik > div(B) + 1 (l + (n- l)V£pcot(py/£)) p{k) dßk, 

ahora bien |ucotu | > 1 — 4u2/7t2, 0 < u < tt/2, y por tanto, teniendo en cuenta 

que 0 < p < 7T /2 y/K, tenemos 



IV EFICIENCIA LOCAL 43 

A T?( 2\ 

ya que (n — 1) n < — 1 < div(ß), el segundo miembro de la desigualdad 
7T 

anterior es positivo y por tanto 

(dw(B) + n - ( n - 2 < (E (p2(Uk,p)) - \\B\\2) kn, 

finalmente, resolviendo la inecuación, 

E(p2(Uk,p)) > 

4 (n + div(-B) — 4(n — l)||.£?||2£/7r2)2
 + 

(VTU + J k n + 16(n - 1)JC '+ ' 4 ( ; ~ 2 

Los casos 5 y 6 se siguen tnvialmente de los casos 2 ,3 y 4 > c o n div(B) = 0 

y 11̂ 11 = 0 • 

Observaciones Notemos que todas las variedades unidimensionales correspon 

dientes a familias uniparametricas de distribuciones de probabilidad son siempre 

Euclideas Ademas, existen alfunas familias bien conocidas de distribuciones de 

probabilidad que satisfacen las hipótesis del teorema anterior, como la multi 

normal, vease Atkinson y Mitchell [3], distribución multinomial negativa, vease 

Oller y Cuadras [51], o distribuciones de valores extremos, vease Oller [49], entre 

muchas otras 

Asimismo, es fácil comprobar que en caso normal multivariante, con matriz 

de covariancia conocida, la media muestral es un estimador que alcanza la cota 

inferior intrínseca de Cramer-Rao, 

E(p2(Xk,iioj) = E^Xk-fioyz-^Xk-po)) 

= E — fi0)(Xk — / /o)')) 

= tr ( E - ^ ((X* - »o)(Xk - po)')) = t r ( i Jn) - £ 
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Observemos también el efecto de las curvaturas seccionales en la precision de 
las estimaciones estadísticas Por ultimo, como la distancia de Rao cuadratico 
media esta acotada superiormente por d(M)2, donde d(M) es el diámetro de la 
variedad, resulta que 

Propos i t ion 4 1 3 Una condicion necesaria para poder tener un estimador in 
trmsecamente msesgado es d(M) > 

Demostración 

Resulta mmmediato del hecho de que |div(A)| > 1, en efecto para un estima 
dor msesgado 

VJmd(M) > yJknE{p2)\\E{áxv(A)\\ > 1 

4 2 Desigualdad tensonal 

A fin de poder expresar de forma tensonal las desigualdades que vienen a conti 
nuacion creemos conveniente recordar ciertas operaciones sobre tensores o campos 
tensonales, cuyas definiciones y propiedades pueden encontrarse en Hicks [27] 

En primer lugar dada una métrica Riemanniana tenemos una aplicación lineal 
no singular G de Mm en Mm, dual de Mm, para cada m G Ai, de manera que 
si Ui, t>2 G Tm G(vi)(v2) = (vijVí) Designaremos por G la aplicación inversa 
de G para todo w G M* (G (iü),u2) = 10(1*2) Podemos definir entonces las 
operaciones de "subir y bajar" índices 

Definición 421 Si l<i<p, 1 < j < ? + 1 y T?
p definimos la operacion de 

bajar el índice 1 a la posicion j como la que origina el tensor Gt3T de tal 
que 

(Gi3T)(w!, , Wp-l-, ,u,+l) = 

donde wt G Mm y v3 G Mm para todo 1 y todo j y donde v3 significa que falta v3 

Análogamente se define la operacion de subir el índice 1 a la posicion j, G\3 



IV EFICIENCIA LOCAL 45 

Definamos también la operación de contracción de un tensor 

Definición 4 2 2 Dado T G definimos la operacion de contracción del índice 

contravariante i con el contravariante j como la que origina el tensor Trt3(T) G 

TqZ\ definido por 

(Tr* 3(T)) (toi, ,tup_i,ui, ,t>p-i) = 
n 

J2T(wi, wt-!,ek,wl+1 i,ek,v]+i ,uP-i) 
k=i 

donde e*, k = 1, , n constituye una base de Mm y ek, k = 1, ,n su dual 

Se comprueba que esta definición no depende de la base elegida Esta operacion 

se puede generalizar de forma obvia a TV'1 n '2 32 como la operacion que permite 

obtener un tensor al contraer los índices covariantes (contravanantes) i\,i2, 

con los contravanantes (covariantes) ji,j2, Señalar también que si T G Ti 

entonces Tr11(T) acostumbra a llamarse traza de T 

Como ya se indico en la sección 2, dado un estimador U podemos definir sus 

momentos de cualquier orden A partir de ellos podemos construir el siguiente 

tensor 

Definición 4 2 3 El tensor de vananzas-covananzas de un estimador U, que 

escribiremos Cov (U) se define como el momento centrado de segundo orden de 

U, esto es 

Cov (U)(p) = Ev ((A - B) ® {A - B)) Vp G M 

donde A = exp~x(¿/) y B — EP(Á) 

Nótese que 

T r 1 2 (<92 2 Cov (U)) = E{\\Af) - | |5 | |2 

Con cierto abuso del lenguaje podemos decir que la traza de la covananza de U 

es la vananza de U. 

Tenemos el siguiente teorema para la covananza de un estimador 

Teorema 4 2 4 Con las condiciones del teorema (4 1 2) tenemos que la cova 

rianza de un estimador 1A esta acotada mferiormente, en el sentido de que la 
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diferencia con la cota es un tensor definido positivo La desigualdad viene dada 

por 

Cov (U) > Tr2 4[G22[DB~ E(D A)] ®{DB- E(D A)]] 

donde D es el operador derivada general covariante (vease apendice (11 1)) 

Demostración 

Consideremos, para un tamaño muestral fc, el vector 

Y = A - B - \Tr2 3 [E(A <g> G{C)) <g> C], 

donde C = grad(logP(k)) Y G(C) es la version covariante de C (vease las definí 

ciones anteriores) Entonces como E(Y 0 Y) > 0 tendremos 

E [(A - B) <g> (A - B)] -\e[a® Tr2 3 [E(A ® G{C)) <g> C}] 
K 

Tr2 3 [E(A ® G(C)) ®C]® A 

+ L E [Tr2 3 [E(A ® G(C)) <g> C] <g> Tr2 3 [E{A ® G(C)) <g> C]j > 0 
k2 

de modo que, por las propiedades del operador traza 

E [(A - B) ® (A - 5)] - jTr3 4E [A <g> [E(A ® G(C)) <g> C]] 
k 

+ l¿Tr2 3 4 5 [E(A <g> G{C)) ® E{C ®C)® E(G(C) ® A)] > 0 

Ahora bien, como se comprueba fácilmente tomando coordenadas 

Tr1 2 3 4 [G?(C) ® E(C <g) C) <8> £(G(C) <g> A)] = fcïY13C ® E (G(C) ® A) 

de manera que 

Cov(W) > Í T r 2 4 [ £ ( A ® C ) ® £ ( A ® G ( C ) ) ] 

= ^TY2 4 [g2 2E{A ® G(C)) ® £ ( A <g> G(C))] 

Por ultimo como G(C) = D logp^j y D B = E(D A) + £ ( A <g> Z) logp(fc)), susti 

tuyendo en la expresión anterior obtenemos el resultado deseado • 
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Notemos que esta desigualdad coincide con la obtenida por Hendriks [26], 

teorema 3 2, para el caso B = 0, si tomamos el cuadrado de la distancia de Rao 

como función de perdida y la aplicación de Hendriks (j> como la identidad en M 

Nuestro marco nos permite en cambio tratar el caso sesgado 

4 3 La condicion de eficiencia 

Análogamente a como se define la eficiencia clasicamente, tendremos la siguiente 

definición de eficiencia intrínseca 

Definición 4 3 1 Diremos que un estimador U. intrínsecamente msesgado es 

intrínsecamente eficiente su su distancia de Rao cuadratico media alcanza la cota 

de Cramer-Rao, esto es 

Aunque el teorema 4 12 permite deducir en que condiciones se alcanzara la 

cota de Cramer-Rao, vamos a deducir la condicion de eficiencia de forma que se 

vean mas claramente todas las constantes en juego El resultado toma la forma 

de la siguiente proposicion 

Proposicion 4 3 2 Un estimador intrínsecamente msesgado U. sera eficiente si 

u solo si 
y 1 

A=-—E{óiv{A))C 
kn 

donde A(p) = e x p " 1 ^ ) y C = grad(logp(jt)) 

Demostración 

Consideremos un estimador intrínsecamente msesgado U y su campo vectorial 

asociado A Entonces, teniendo en cuenta que E((A,C)) = —div(A), 

E(\\A + i -£ (d iv (A) )C | | 2 ) = £(| |A| |2) + | - £ ( d i v ( A ) ) £ « A , C)) 

+ ^ ( d i v ( A ) m | | C | | 2 ) 

= Ep(p
2(U,p))--^(E(div(A)))2>0 
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de manera que habra igualdad en el teorema 4 1 2 su A = — ^E(div(A))C 

Vamos a ver que ademas se deberá cumplir que i2(div(A)) sea independiente 

del punto p £ M para que la igualdad pueda ser cierta El resultado lo podemos 

expresar de la siguiente forma 

Proposicion 4 3 3 Una familia admite ati como estimador eficiente su su den 

sidad respecto de alguna medida de referencia se puede expresar 

P{x,9)(k) = e ¿Á 

donde A es una constante positiva 

Demostración 

La condicion de eficiencia la podemos escribir 

grad(p3(W(x),(9)) = 2^£(div(A))grad(logp ( f c )(x,0)) 

Vamos a considerar primero el caso unidimensional En este caso l?(div(A)) = — 1 

y resulta 

grad {p2{U(x),0) + | logp ( J f c )(s ,0)} = 0 

de donde 

P(k)(x,0) = e ¿ h(x) 

En el caso multimensional la condicion de eficiencia implicaría, derivándola, que 

a m ^ r n = l = I> , „ 
de* se* ' ' 

y puesto que £?(div(A)) no puede depender de x, fi(9) = 0 y tampoco depen 

dera de 0 De esta forma, si escribimos ü7(div(A)) = —A (de los teoremas de 

comparación se deduce que A > 0, vease apendice (11 3)) tendremos 

grad(p2(W(x),0)) = -2¿grad( log P { f c ) (x ,0)) 

Asi que 

p{k)(x,e) = e-%»2W<»h(x) 
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Observación En el caso unidimensional podemos encontrar un sistema de co 

ordenadas o parametnzacion tal que 

, m - k m * ) ) - m ? h ( , 

de manera que el estadístico suficiente <f>(U{x)) ~ N(<f>(0), 1 ¡k) 

En el caso n-dimensional podemos afirmar lo siguiente 

Proposicion 4 3 4 Supongamos que el espacio muestral íí = R^ que para k > n 

existe U(x\, ,Xk) estimador intrínsecamente eficiente de 0 = (0i, ,6n) y que 

las densidades de la familia (regular) son C1 con respecto a las observaciones, 

entonces existe una transformación suficiente de los datos tal que la familia re 

sultante es normal con matriz de varianzas-covarianzas conocida 

Demostración 

La condicion de eficiencia 

nk 
grad(logP[k){xii = — exp, (W(xi, , xk)) 

implica que 1A(x\, , Xk) es un estadístico suficiente de dimension n < k, de aquí 

se deduce que la familia es exponencial de orden< n, vease Barndorff-Nielsen and 

Pedersen [10], y por construcción el orden debe ser exactamente n y la familia 

completa (no curvada) De esta manera existiran n funciones </>¡, una función r¡ 

y un sistema de coordenadas global tal que 

n 

logp(fc)(a;i, ,xk,6) = ,xk ) + r¡{0) 
i=i 

de aquí 

exp J\U)\ = ±-g«{e) (MU)-MO)) 

con lo que 

^ e) =
 (Êy

 m u )
 ~

 m ) gú{e) m u )
 -

 m ) 
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de modo que por simetría gll(9) no depende en realidad de 6 De este modo la 

familia es euclidea y A = n Entonces resultara que el estadístico suficiente 

(<h(u), ,Mu)) ~ N í ^ m Á j ) ) 

con ¿(0) = A n m ' • 

Observación Como vemos la condicion de eficiencia resulta demasiado res 

tnctiva para estudiar la bondad de diferentes estimadores Es por ello que sera 

necesario, como lo liaremos en capítulos posteriores, estudiar el comportamiento 

asintotico de los mismos y en particular su eficiencia asmtotica 



Capítulo 5 

Eficiencia global de un est imador 

Cualquiera que sea la función de perdida que se considere, es bien sabido que, en 
general, no existe un estimador cuya función de riesgo sea uniformemente menor 
que la de cualquier otro Por tanto, dado un estimador, parece razonable, a fin de 
medir su comportamiento en una cierta region del modelo estadístico, calcular la 
integral de la distancia de Rao cuadratico media, y entonces dividir esta cantidad 
por el volumen Riemanmano de la region considerada Mas precisamente, sea B C 
M un subconjunto medible, con V(B) ^ 0, donde V es la medida Riemanniana, 
entonces denotaremos el promedio Riemanniano de la distancia de Rao cuadratico 
media por 

el índice obtenido es un promedio ponderado de la distancia cuadratico media 
Este enfoque es compatible con un punto de vista Bayesiano, si se supone una 
distribución a priori uniforme con respecto a volumen Riemanniano, vease Jeffreys 
[31], un enfoque similar se puede encontrar también en Prakasa Rao [52] y Cencov 

5 1 Cotas del promedio Riemmamano de la distancia de 
Rao cuadratico media 

En esta sección vamos a obtener diferentes cotas inferiores para la anterior medida 
de bondad de un estimador Empezaremos con algunos resultados de caracter 

[20] 

51 
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general 

Proposicion 5 1 1 Sea X un campo vectorial C°° y f una función real C°° 
positiva casi seguramente, con respecto a la medida Riemanniana, V, definida al 
menos en una bola Riemanniana de centro p y radio R> 0, Sr Supongamos que 
div(X) < —a, donde a es un numero real positivo Entonces 

+ ^ r k ) / o 7 j i x i i w í i i ^ 

Demostración 

Como 

di y ( f X ) = fdiv(X) + (X, grad(/)), (5 1) 

y para 0 < r < R, 

Js fdiv(X)dV < -ajs fdV, 

tenemos 

j div(/X) dV - J {X, grad(/)) dV < - a j f dV 

Ademas, como consecuencia del teorema de divergencia de Gauss, 

/ d i v { f X ) d V = í (fX,u)dA, 
JS JdS 

donde v indica un campo de vectores unitarios normales y hacia afuera, y dA la 
medida Riemanniana inducida en dS r , y teniendo en cuenta, por la desigualdad 
de Cauchy-Schwartz, que 

|(X,grad(/)) | < ||X|| | |grad(/)||, 

\{fX,v)\<f\\X\\, 
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resulta que 

O <a¡ fdV<[ f\\X\\dA+ f \\X\\ ||grad(/)||dV 

JS JdS JS 

Ahora, siguiendo reglas estandar en coordenadas polares, tenemos 

í R { L f m d A ) á r = L f m d V ' 

y por tanto, variando r desde 0 a R, integrando y dividiendo por vol (SR) = 

f s , ¿V, 

+ ^ n m i i M w i « 

Teorema 5 1 2 Con las mismas hipótesis que en el teorema (4 12), si escribí 

mos 

obtenemos la siguiente cota inferior para el promedio Riemanniano de la distancia 

de Rao cuadratico media 

0 < 

f R 

a / Vol ("S'r) 
Jo 

dr 

vol {SR) + Y / H Í \Jvol (SR)Jq
R

 YJVOL (SR) dr 
< NLK (SR), (5 2) 

donde a = n si las curvaturas seccionales son no-positivas ya— 1 si son 

positivas, acotadas superiormente por fC, y el diámetro de la variedad satisface 

d(M) < t t /2y/K, 
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Demostración 

Antes de nada, observemos que Ap(x) = exp~1 (Uk(x)) es un campo aleatorio 
vectorial C°° y p = p(x, $), la verosimilitud que define el modelo estadístico, 
es una función aleatoria C°° Entonces, siguiendo los mismos pasos que en el 
teorema (4 12), podemos escoger un sistema de coordenadas esfencas con origm 
Uk(x), bajo este sistema de coordenadas, y usando el convenio de sumacion de 
índices repetidos, tenemos 

D A < * 1 A r« AJ r» d l °ëVff  — = - 1 and r a j * = - , r a l = g — p , 

donde g es el determinante del tensor métrico Entonces 

(5 3) 
En el caso Euclideano 

dlog^g _ n - 1  
dp ~ P 

y por tanto div(A) = —n 

Cuando las curvaturas seccionales son no positivas, obtenemos 

d log y/9 n — \  
dp - P 

y de esta forma div(A) < — n 

Finalmente, cuando las curvaturas seccionales son positivas, acotadas supe 
nórmente por JC, y el diámetro de la variedad satisface d(M) < 7t/2\/â^, tenemos 

o, 
dp 

y en esta situación div(A) < — 1 

En cualquier caso, div(A) < —a con a = n or a = 1, dependiendo del signo 
de las curvaturas seccionales Por tanto, podemos aplicar las formulas obtenidas 
previamente, y integrando con respecto a d/x, la medida de referencia, se obtiene 

^ vol m J x (I* I* r"Vdr)d«2 ^ r k / x ( L p m d V ) d " + 
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Observando que 

J x p d H = 1, y ||grad(p)|| = ||grad(logp)|| p, 

e intercambiando integrales, se sigue que 

0 < m i " v o 1 ( S ' ) d r ~ E ( m ) i V + 

donde E es la esperanza con respecto a la medida de probabilidad p dp Por la 

desigualdad de Cauchy-Schwartz, 

£( | |A| | ||grad(logp)|| ) < jE( \ \A\ \ i ) ^ ( | | g r a d ( p ) f ), 

y puesto que 

£(| |grad(logp)| |2) = fcn, 

obtenemos 

+ á I f iL v » ) ^ ) * 

Ademas, por la desigualdad de Jensen 

< YJE{\\AII2), 

y 
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vol 

para 0 < r < R, y entonces 

l
W)js4mmdv < g j « ^ -

0 < ^ - f \ , ( S r ) d r - \ l ~ T T ñ í E (W A \ \ 2 ) d v + VO\(SR)JO \VOI(SR)JSR 

y/kn fR 

+ vol (SR) 

Teniendo en cuenta que 

JÍ \Jvol(S ) JJs E(\\A\f)dV dr 

^ f s E(\\Ar)dV, 

es una función de r positiva y monotona creciente, ya que 

E(\\Ar)=E(p2(Uk,p)), 

si escribimos 

entonces 

0<^r-JRvol(Sr)dr < 
VO\(SR)JO 

y/îcn fR 

< 1 + ^ ^ 

Observaciones Es interesante notar que mientras las cotas locales obtenidas en 

el teorema (4 1 2) podían anularse, la cota global, para bolas de radio mayor que 
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cero, es siempre positiva Por otra parte los efectos de la curvatura se manifies 

tan aquí a traves del volumen de una bola Riemanniana La proposicion (116 3) 

del apendice implica, en variedades con curvatura seccional constante, que para 

bolas pequeñas, ya que el orden del numerador en la desigualdad (5 2) sera el 

orden de la cota, la cota disminuirá al aumentar la curvatura Por ultimo pensa 

mos que ulteriores investigaciones usando las expresiones obtenidas en la sección 

(116 2) para el volumen de una bola Riemanniana podrían revelar información 

mas precisa de los efectos de la curvatura 

Corolario 5 1 3 Cuando el modelo estadístico parametrico es una variedad Euclidea 

tenemos la siguiente acotacion inferior del promedio Riemanniano de la distancia 

de Rao cuadratico media 

Si la variedad Euclidea, M, es completa y simplemente conexa, obtenemos la 

siguiente acotacion inferior sobre toda la variedad 

Demostración 

Como 

2 W 2 r n 

tenemos 

y 
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entonces 

. n (n + 2) R } 2 

0 < { / F = - v \ < 0SÄ) 
* (n + 1) (n + 2 + 2 V h ¡ R ) j Uk ' 

El segundo resultado se deriva tomando el limite cuando R —> oo 

Ejemplo 5 1 4 Como ejemplo, consideremos la distribución normal n-dime 

nsional con matriz de covarianzas conocida, S Dada una muestra de tamaño k, 

la densidad Riemanniana de la distancia de Rao cuadratica media correspondiente 

a la media muestral Xk es 

K <s«) = 
que es claramente superior a 

n(n + 2) 2 

4 k(n + l)2 

5 2 Metodos vanacionales aplicados a la obtencion de 

cotas globales 

Otra forma de enfocar el problema de la obtencion de cotas globales es utilizando 

métodos vanacionales Un precedente de este procedimiento lo podemos encon 

trar en Cencov [20] La idea es la siguiente, consideremos la integral de la cota 

que proporciona (4 1 2), esto es 

y{B) = JSr [\\B\\2 + ¿ ( d i v { B ) + a) 2} dV, 

donde tomamos a — n si las curvaturas seccionales son no-positivas y a — 1 en 

caso contrario Entonces el anterior funcional depende únicamente de B y pode 

mos entonces tratar de buscar el campo vectorial B, C°°, que lo hace mmimo El 

mínimo que obtengamos corresponde a una clase de campos vectoriales mas am 

plia que la de tensores de sesgo C°° de modo que proporcionara una cota inferior 

del promedio del error intrínseco que puede que no se alcance para nmgun esti 

mador De esta manera este procedimiento es un procedimiento complementario 

del visto anteriormente para la obtencion de cotas globales 



V EFICIENCIA GLOBAL 59 

Proposicion 5 2 1 El campo B, C°°, hace mínimo el funcional 

y(B) = Js { | |£ | | 2 + - ^ ( d i v ( 5 ) + a ) 2 } ^ 
'Sr 

si y solo si se verifica 

B - ¿ g r a d ( d i v ( B ) ) = 0, Vp G SR 

(5 4) 

div(5) + a = 0, y6 e dSR 

y este valor mínimo viene dado por 

y
 =

 + ( 5 5 ) 

con B verificando (5 4) 

Demostración 

Consideremos la variación primera óy(B,r]), donde r¡ es un campo arbitrario 

Entonces es fácil ver que 

lim y { B + t T l )
e ~ y i B ) =8y(B,V) = ¡Sr (2{B^) + (div(B) + a ) ) dV 

Asimismo 

y(B + v)~ y(B) = sy(B,n) + JSr { imi 2 + ¿ ( d i v ^ ) ) 2 } dv 

con lo que el funcional es convexo, de modo que un punto estacionario correspon 

dera a un mínimo absoluto Ahora la condicion Sy(B, rj) = 0 equivale a 

Js + + dV = 0 

Pero si tenemos en cuenta (5 1) 

¿ d i v ( r ¡ ) (d iv (B) + a) = div (d iv(B) + a)) - (grad ( i - (div(B) + a ) ) , V) 

= ¿ d i v f o (d iv (B) + a)) - ¿ ( g r a d ( d i v ( B ) ) , r¡) 
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podremos escribir la condicion de estacionanedad como 

J {(B,r¡,) + ¿ d i v ^ d i v ^ ) + a)) - ¿ (grad(div{B)) t r¡)} dV = 0 

y aplicando el teorema de la divergencia, 

í (B - ¿g rad (d iv (B) ) , r¡) dV + ¿ í ((div(fí) + a)r}, u)dA = 0, 
J S R FCTL KN JDSJI 

(5 4) se sigue entonces de que la igualdad anterior debe cumplirse para cualquier 

Veamos ahora la segunda parte de la proposicion Aplicando la primera con 

dicion de estacionanedad en (5 4) y teniendo en cuenta (5 1) obtenemos 

IIB IIa = ¿ ( d i y ( B div(B ) ) - (d iv(¿? ))2) 

sutituyendo en y(B) obtenemos 

y* = J s | ¿ ( d i v ( 5 div(ß )) + a2 + 2adiv(B*)) | dV 

= J—VO1(SR) + [ {B d iv(B ) + 2aB , v) dA 
kn kn JdsR 

aplicando ahora la segunda condicion de estacionariedad en (5 4) resultara 

IxIL l\-l¿ Joòr 

y volviendo a aplicar el teorema de la divergencia obtenemos (5 5) • 

Observaciones Notemos que el valor mínimo de y(B) solo depende de div(ß*), 

ahora bien /* = div(i?*) satisface la ecuación 

A / = knf, con f(p) = -a Vp G dSR (5 6) 

como se deduce fácilmente de (5 4) 

Un caso particular donde se puede resolver fácilmente (5 6) es el caso Euclideo 

En tal caso notemos que si elegimos un sistema de coordenadas polares con centro 

p la simetría de (5 6) hace que la solucion solo dependa de la coordenada radial 

r Esto se puede deducir fácilmente de la unicidad de la solucion en (5 6) y de 
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que si / es una solucion, la función / que se obtiene a partir de / despues de 

hacer un giro con centro p también lo es Notemos que en dimension uno esto 

significara que la función solucion es par Asimismo tengamos en cuenta que en 

el caso Euclideo a = n 

Con estas consideraciones previas, tenemos la siguiente proposicion 

Proposicion 5 2 2 Si la variedad asociada al modelo parametrico es Euchdea 

tenemos la siguiente acotacion inferior del promedio Riemanniano de la distancia 

de Rao-cuadratico media 

donde qFi (0,-2) es una función hipergeometrica generalizada, vease (11 11) del 

apendice 

Si la variedad Euchdea, M, es completa y simplemente conexa, obtenemos la 

siguiente acotacion inferior sobre toda la variedad 

n . . _o , „ , _ _2 
-<\Toonk(SR)^Kk(M) 

Demostración 

Consideremos la ecuación diferencial 

A f = knf, con f{p) = -n,VpedSR (5 8) 

en coordenadas polares con centro p Sabemos, por la observación anterior, que 

/ solo depende de r entonces, para r ^ 0, (vease Chavel [21, pp 3 5]) 

A / = ¿ I ( r " " 1 / » ) ' = (» - + / » (5 9) 

con lo que la ecuación a resolver sera 

r/"(r) + (n - 1 ) / ' ( r ) - knrf{r) = 0 

Si buscamos una solucion de la forma / ( r ) = obtenemos, sustituyendo 

en la ecuación, 

00 
(n - l)ai + E _ 1 +j)(j + l)aj+i - knaj-i} r3 - 0 

1=1 
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de aquí si n 1, 

JcTt 
a i = 0 , a J + i = — — - — — ¡ T Q j - I , 3 = 1 , 2 , 

(n - 1 + ; ) ( ; + 1) 

A la misma conclusion se llegaría para n — 1 aunque en este caso, como se 

indica en la observación anterior , partiríamos de una serie de potencias par En 

definitiva 

» 1 (knrViy  
/ W = O 0 § ( » / 2 ) 3 / 

donde (n/2), = (n/2)(n/2 + l ) (n/2 + 2) (n/2 + j - 1) Y teniendo en cuenta 

la definición en (11 11) del apendice podemos escribir mas abreviadamente, 

x ^ ( n knr2\ 
f(r) = a0 0F1 ( j , — J 

donde ao se obtendrá de la condicion f(R) = — n 

Necesitamos evaluar fs f dV Efectuando el calculo en coordenadas polares 

f fdV = A(S)íRrn~1f(r)dr 
JsR JO 

donde A(S) es el area de la superficie esfenca n dimensional de radio unidad, esto 

es 
2 W 2 

A(S) = 
T(n/2) 

Ahora bien de (5 9) y (5 8) 

(rn_L / » ) ' = knrn~lf{r) 

de modo que 

Por ultimo, derivando la expresión de f(r) en sene de potencias, se obtiene, 

, ^ (n knr2\ 
f'(r) = a0kr 0F1

 + ^ ) 

con lo que, vease (5 5) 

2tr"/2 

kT(n/2) l " 0 ^ ( 1 , ^ ) J 
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dividiendo ahora por el volumen de SR obtenemos el resultado deseado 

La segunda parte de la demostración se sigue tomando el limite cuando R 
oo en (5 7) 

Observaciones Es evidente, a la vista del ejemplo (5 1 4) que la cota anterior se 
llega a alcanzar y que ademas los resultados obtenidos por métodos variacionales 
son mas finos que los obtenidos al principio del capitulo, al menos en el caso 
Euclideo Pero sm embargo no hay que olvidar que dado un campo C°° en M, este 
no corresponderá en general al tensor de sesgo de un estimador de modo que no se 
puede asegurar que la cota obtenida aquí sea siempre alcanzable y y tan grande 
como la obtenida por los otros métodos Por ultimo pensamos que un resultado 
similar al anterior quiza se pueda obtener para el caso de curvaturas seccionales 
constantes utilizando en este caso las expresiones obtenidas en la sección (11 6 2) 
para el volumen de una bola Riemanniana 

En el caso n = 1 la variedad es Euclidea de forma que podemos aplicar el 
resultado anterior y obtenemos como cota 

— = r ^ - t a n h (y/kR) 
2 R k kVkR K J 



Capítulo 6 

C o m o mejorar el comportamiento de un 
est imador 

Hemos obtenido, en los capítulos precedentes, una cota inferior para la distancia 
de Rao cuadratico media, vamos ahora a estudiar como podemos hacer decrecer 
la distancia de Rao cuadratico media de un estimador dado 

Clasicamente, esto se consigue por Blackwelhzacion del estimador, esto es, to 
mando la esperanza condicionada respecto a un estadístico suficiente Seguiremos 
un procedimiento similar aquí, pero ahora nuestros objetos aleatorios tomaran 
valores en una variedad y por tanto habra que explicar el significado de valor 
medio condicionado en este contexto y entonces obtener versiones intrínsecas de 
los teoremas de Rao-Blackwell y Lehmann Scheffee 

6 1 Valores medios condicionados de funciones a valores 
en una variedad 

Sea (X, CL, P) un espacio de probabilidad Sea (M, 21) una n—variedad Rieman 
mana completa, (Hausdorff y conexa) C°° Entonces M sera un espacio métrico 
separable y completo (un "Polish space") y tendremos versiones regulares de la 
probabilidad condicionada para cualquier cualquier objeto aleatorio, / , valorado 
en M con respecto a una a algebra D en el espacio muestral, X 

Ademas si la distancia de Rao cuadratico media de / existe, tendremos 

E(p2(m,f)\V)(x)= í p2(m,t)Pflv(x,dt), 
JM 

64 
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donde Pf\v(x,B) es una version regular de la probabilidad condicionada de / 

dada V, x G X, donde B es un Boreliano de M 

Si dado x E X hubiese uno y solo un extremo p Ç. M de E(p2(m, f)\D)(x), o 

equivalentemente un punto p G M tal que 

tendríamos una aplicación de X en M que asignaría un valor medio para cada x 

Es claro que si la imagen de esta aplicación fuese numerable, la aplicación sena 

medible, pero ya que tenemos un conjunto denso numerable en M resulta que 

esta aplicación es siempre medible Esto justifica la siguiente definición 

Definición 6 1 1 Sea f un objeto aleatorio en M y T> una a algebra en X, defi 

niremos el valor medio condicionado de f con respecto a V como una aplicación 

V medible, Z, tal que 

Escribiremos VJl(f\V) = Z 

Observaciones A partir de (2 1 16) una condicion suficiente para asegurar que 

el valor medio existe es tener un subconjunto regular convexo N C M t&\ que 

P{f JV} = 1 Asimismo podemos extender los resultados previos al caso en 

que M no sea completa, ya que N is difeomorfica a un conjunto abierto en Rn y 

entonces existiran versiones regulares de la probabilidad condicionada de / dada 

Las proposiciones que vienen a continuación son inmediatas 

Proposicion 6 1 2 Si f es una aplicación T> medible entonces 9JÎ(/|Z>) = / 

Proposicion 6 1 3 Si f es independiente de V entonces 0JÎ (f\T>) = 3JÎ ( / ) 

E(exp~z
l(f( ))|2>) = 0z 

V 

es P 

es P 

Observación Es necesario señalar que, en general, Wl (9JÎ (f\V)) ^ 9Jl(f), 

como observa Kendall [36] y como es fácil de ver con sencillos contraejemplos 
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6 2 Rao-Blackwell intrínseco 

Vamos a aplicar estas nociones a la estimación puntual Dado un modelo es 

tadistico parametrico {X,Cí,Pe 9 £ 0} , sea M — {p p = p( ,0),0 6 0 } la 

variedad asociada con la métrica Riemanmana dada por la matriz de información 

de Fisher Supondremos que el modelo es regular y que existe un abierto regular 

convexo N C M tal que / i ( M \ ZV) = 0 (siendo ji la medida de referencia que 

domina el modelo) 

Sea T) una cr algebra suficiente para el modelo estadístico Dada un muestra 

de tamaño A; y un estimador Uk podemos ahora considerar el estimador 9JÎ (Uk\D) 

Escribamos 

Teniendo en cuenta que una función h(q), q G M en la variedad se dénomma 

convexa si h(^(t)),t G R es una función convexa en el sentido ordinario para 

cualquier geodesica 7(í), tenemos los siguientes teoremas 

Teorema 6 2 1 (Rao—Black we 11 intrínseco) Si fijado p G N el cuadrado de 

Demostración 

Esta demostración es una adaptación de otra presente en Kendall [36] Por 

convexidad, para todo t positivo 

A lk{p) = Ep(p
2(Uk,p)), 

Affltp^íp) = Ep(p
2(m(uk\v),p)) 

t 

t 

entonces escribiendo m = 7(0) y q = 7 ( t ) , como 

^ ( 0 ) ¿ = exp- 1 ( í ) , 

y 
grad(p2)(0) = -2exp- 1 (p) , 
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podemos escribir la anterior desigualdad 

P2(q,P)> P2(m, p)~ 2 (exp-1 (p), exp-1
 (q)) , 

entonces tomando ra = %R(Uk\T>) e integrando con respecto a Puk\t>{x,dq) obte 

nemos 

/ p2{q,p)Puk\v{^d<Ù > P2(^(Uk\V),p), JM 

ya que 

/ e x p ^ ^ P ^ i D Í x , ^ ) = 0m JM 
Finalmente tomando esperanzas obtenemos 

¿ â » = Ep(p
2(Uk,p)) = Ep(Ev(p

2(Uk,p) |î>)) 

> Ep(p
2(m(Uk\V),p)) =A2

m{Uklv](p) 

Teorema 6 2 2 Si las curvaturas seccionales en N son a lo sumo 0, o fC > 0 

con d(N) < t t /2y/K, entonces 

A«» > Ah(uk\v)ÍP) 

Demostración 

Por (11 4) en el apendice, estamos en las condiciones en que el cuadrado de 

la distancia Riemanniana es una función convexa Por tanto podemos aplicar el 

teorema anterior 

Observaciones Si algunas curvaturas son positivas y no imponemos condiciones 

sobre el diámetro del conjunto regular convexo, N C M, no podemos asegurar la 
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convexidad del cuadrado de la distancia Riemanniana y entonces no es necesaria 

mente cierto que la distancia Riemanniana cuadratica media entre la verdadera 

densidad y la estimada, decrezca cuando condicionamos a T> 

Por otra parte podemos mejorar la eficiencia de los estimadores condicionando 

con respecto a una cr algebra suficiente D, obteniendo 9JÎ (¿4|T?), pero el sesgo 

no se preservara en general, en contraste con el clasico teorema de Rao-Blackwell 

En otras palabras, si Uk fuera intrínsecamente msesgado, VJl(Uk\'D) no seria, en 

general, intrínsecamente msesgado ya que 

m(m(uk\v))¿m(uh) 

No obstante, la norma del tensor de sesgo de 9Jl(£4|£') estaría acotada Si deno 

tamos el tensor de sesgo por B f j j i ^ ^ , por la desigualdad de Cauchy Schwartz, 

\\B<m(Uk\v){p)f < Aojl(uk\v){p) < Ak(p) 

Aunque el tensor de sesgo no se mantiene en general cuando condicionamos con 

respecto a un estadístico suficiente, un teorema, que es analogo al de Lehmann-

Scheffee, puede formularse en el contexto intrínseco Necesitamos primero rede 

finir la nocion de completitud 

Definición 6 2 3 Un estadístico suficiente T se dira que es completo, para M, 

si y solo si 

mp(f{T)) = m M T ) ) V p e M 

implica que f(T) — g(T) (es n) 

Entonces, con las mismas hipótesis que en el teorema previo, tenemos el resultado 

siguiente 

Proposic ion 6 2 4 (Lehmann—SchefFee intrínseco) Sea U un estimador que 

es función de un estadístico suficiente y completo para M, entonces, es el estima 

dor de uniformemente mínima distancia de Rao cudratica media para un tensor 

de sesgo fijo 

Demostración 

La demostración es trivial a partir de la definición y teorema anteriores • 



Capítulo 7 

Propiedades asintóticas 

Ante todo notemos que, dada una sucesión de variables aleatorias que toman 
valores en una n-vanedad C°° (HausdorfF y conexa) con estructura Riemanniana, 
la definición de los diferentes tipos de convergencias estocasticas es directa debil, 
en probabilidad, casi segura, o en media r-esima, como en cualquier espacio 
métrico Ademas, ya que la topología inducida por la métrica Riemanniana es 
la misma que la topología inducida por el atlas, si tenemos una carta global, 
tomando coordenadas, podemos reducir el estudio de estas convergencias, con la 
excepción de la convergencia en media r esima, al de convergencia de sucesiones 
de variables aleatorias que toman valores en Rn 

Hemos visto que a menudo los estimadores son intrínsecamente sesgados pero 
vamos a demostrar que el sesgo intrínseco tiende a cero para muestras grandes 
en casos importantes tales como los estimadores máximo verosímil 

7 1 Definiciones y resultados básicos 

Definición 7 1 1 Un estimador U es asmtoticamente intrínsecamente msesgado 
en sentido amplio si y solo si es intrínsecamente msesgado asintoticamente, esto 
es, podemos construir una sucesión de valores medios de lik que converja a po 
Cuando la sucesión de valores medios este definida de forma única, podemos 
escribir 

lim VJlPo(Uk) = po = p( , 9o) para cualquier p0 G M 
K—KX> 

y diremos que U es asmtoticamente intrínsecamente msesgado 

69 
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En las dos proposiciones siguientes supondremos que el estimador toma valores 

casi seguramente en un conjunto regular convexo, que U es regular en el sentido 

siguiente, 

sup EPo (p2(Uk,Po)) < oo 
ke n v ' 

y la derivada covariante del campo vectorial S{p) = EPo(exp~1(Uk)) existe y 

puede ser obtenida derivando bajo el signo integral Supondremos también que la 

variedad asociada a la familia parametnca regular de densidades tienes curvaturas 

seccionales K acotadas superior e interiormente, es decir k < K < JC y el 

diámetro de la variedad d(M) < 7t/2\/5C si K, > 0 e oo en otro caso Notemos 

que en el teorema (4 1 2) teníamos condiciones analogas y también que estas 

condiciones son suficientes para asegurar una geometría convexa, vease (11 4) en 

el apendice y también (8 2 5), y que por tanto el valor medio es de hecho un 

centro de masas 

Proposicion 7 1 2 Un estimador U es asmtoticamente intrínsecamente inses 

gados si y solo si para el correspondiente campo tensonal de sesgo, 

Bk(Po) = Epo ( exp (Uk))-, 

que depende del tamaño muestral k, tenemos 

lim B%(p0) = 0 a = 1, , n Vp0 € M 
K—HX> 

Demostración 

Supongamos primero que lim ||5jt(po)|| = 0 Sea 
k—*oo 

•Hk(p) = Evo (p2{Uk,p)) 

y sea 7(2) una geodesica tal que 7(0) = 9Jtpo(¿4) y 7(1) — Po Entonces 

| | g r a d ( W f c ) ( 7 ( l ) ) l l l l 7 ( l ) l l > < g r a d ( « f c ) ( 7 ( l ) ) , - 7 ( 1 ) ) = 4 ^ ( 7 ( ¿ ) ) dt 

1 d2 
t=1 

=L ¡ s ^ w » * . 

puesto que 
d 

= 0, 
t=o 
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porque 7(0) = 93ípo(¿4) es un mínimo local de l~Lk(p) Adicionalmente, por las 

condiciones de regularidad de Uk podemos escribir 

Por (11 6) de la subseccion (114) del apendice, 

^ p \ U h ^ ( t ) ) > C { K ) p2(7(0),7(1)), 

con C()C) > 0 Por tanto obtenemos 

| |grad(^)(7(l)) | | | |7(l) l l >C{K) p\7(0),7(1)) 

Finalmente, ya que ||7(1)|| = 0(7(0), 7(1)) y 

grad(74)(7( l)) = -2J ex?-\Uk(x))pw(x,e0)fik(dx) = - 2 B k ( p 0 ) , 

tenemos 

\\Bk(po)\\ > \C{K) p(OTP0(^),p0), 

entonces, tomando limites, obtenemos 

lim p(mpo(Uk),po) = 0 
«—>•00 

Supongamos ahora que lim 0Jípo(Uk) = p0 k—*oo 

l l ^ ( P o ) | | = i | | g rad(W f c ) (7 ( l ) ) l l = \ [ | | | g r a d ( m ) ( 7 ( ¿ ) ) l | dt 

< l l ' W j ^ à i n ^ m i d t 

ya que grad(?ÍA:)(7(0)) = 0, y donde la ultima desigualdad se debe al hecho de 

que para cualquier campo vectorial Cl X, | |X||' < ||X'|| Aquí denotamos la 

derivada covariante de X, a lo largo de una curva determinada por el contexto, 

por X' Entonces, ya que 

1 
-grad (Wfc)(7(*)) = -EP0(ex^lt)(Uk)) = EPo(-c(s,t) ) 

con c(s,t) = expUk(s exp¿^(7(t)), obtenemos, por las condiciones de regularidad 

sobre Uk y con la misma notacion que en (11 4) del apendice, 

l|£fc(Po)ll < [ (epo dt = f Q E P 0 (||/'(1)||) dt 
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A partir de (11 4) del apendice sabemos que 

jtan( i) = (V/ds)Jtan{ 1), 

( ^-Jtan( 1), Jtan( 1) ) = ( J í a n ( l ) , Jtan{ 1) ) > 0 
os 

(J~sJ
tan(l),Jno (1)) = - ( £ j n o r ( l ) , j < a n ( l ) ) = 0 

También, por la proposicion (11 3 4) del apendice, podemos acotar la derivada 

covariante de la componente normal de «/, y teniendo en cuenta la velocidad de 

la geodesica, obtenemos 

Ik'a)!! < 11^)11 ( m a x ( l , | | C ' ( l , O I | ( ^ - £ ) ( | | c ' ( l , O I I ) ) ) 

< p(mP0(uk),p0)2 (í + v/M^Wfc.Po)), 

donde la segunda desigualdad se debe a que S'K(t)/SK(t) < 1 + ^/[«jí, k £ R, 

como el lector puede comprobar fácilmente a partir de sus definiciones en (11 2) 

de la subseccion (113) del apendice 

Finalmente, ya que los momentos de segundo orden de Uk estan uniformemente 

acotados 

\\Bk{po)\\ < c p(mP0(uk),p0) 

con C = 2(1 + sup^N EPo (p(Uk,p0)), y tomando limites se sigue la propo 

sicion • 

Observación Notemos que de hecho solo necesitamos que el primer momento 

este uniformemente acotado Sin embargo mantenemos esta hipótesis a fin de ser 

coherentes con las condiciones del teorema (4 1 2) En cualquier caso, parece 

bastante sensato exigir esta condicion a cualquier buen estimador 

Ejemplo 7 1 3 Para la distribución exponencial univanante, vease ejemplo (3 4 1), 

tenemos que Bk(p) = — log k, donde = T'(k)/T(k) , entonces, como 
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limfc-HX) k / e 9 ^ = 1, resulta que el estimador máximo verosímil es asmtoticamen 
te mtmsecamente msesgado 

Definición 7 1 4 Un estimador U es un estimador a consistente si y solo si 

lim EPo (pa(Uk,Po)) = 0 paracualquier p0 G M 
k—>oo 

Teorema 7 1 5 Sea U un estimador a consistente para una familia parametnca 
regular, con a > 1 Entonces ti es asmtoticamente intrínsecamente msesgado 

Demostración 

Por hipótesis, 

lim EPo {pa{UkiPo)) = 0 con a > 1, 
k—too 

donde p es la distancia Riemanniana Asi pues, por la desigualdad de Jensen, 

lim EP0 (p(Uk,po)) = 0, 
K—>0O 

y teniendo en cuenta que p(Uk,po) = | |ApJ|po, donde Apo es campo vectorial 
asociado al estimador, se sigue que 

lim EP0 (Apo) = 0, 
K—• OO 

obteniendo el resultado deseado 

7 2 Normalidad asintotica en una variedad Estimación 
maximo-verosimil 

Introduciremos ahora la definición de distribución normal sobre una variedad 
Existen diversas formas de construir distribuciones sobre una variedad, para una 
completa y didactica exposición vease Jupp y Mardia [32] Primero definimos 
vector aleatorio distribuido normalmente sobre el espacio tangente 
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Definición 7 2 1 Sea Y un vector aleatorio en el espacio tangente Mp, donde p 

es un punto fijo de M Diremos que Y esta normalmente distribuido si existe un 

vector r¡ y un tensor 2 contravanante definido positivo E tal que para cualquier 

sistema de coordenadas, ( 7 a ) ~ N ((rç^3), (XP"5)) Escribiremos Y ~ N(t;, E) 

Observación Notemos que esta definición es independiente del sistema de co 

ordenadas Esto se debe a que los parámetros, r¡ y E, en una distribución normal, 

se transforman como un vector y un tensor 2 contravanante, respectivamente, 

cuando cambiamos el sistema de coordenadas del vector aleatorio Y Podemos 

ahora definir el significado de una distribución normal en una variedad completa 

M 

Como es frecuente a lo largo de la memoria, consideraremos solo objetos ale 

átonos Z que tomen valores, casi seguramente, en entornos regulares, vease defi 

nicion (2 15), de cualquier punto de la variedad completa M Para este tipo de 

objetos aleatorios el campo vectorial aleatorio exp~x(Z), p £ M estara definido 

casi seguramente y siempre supondremos que exp~1(Z), p £ M esta definido en 

este sentido 

Definición 7 2 2 Sea Z un objeto aleatorio a valores en una variedad completa 

M Diremos que Z esta distribuido normalmente con respecto a p y parámetros 

( 7 7 , E), si existe un vector aleatorio Y ~ N ( í / , E ) , en Mp, tal que Z = e x p p ( y ) 

Escribiremos Z ~ N(t7, E)p 

Notemos que si 77 = 0 entonces VJÎ (Z) — p La anterior definición es de 

hecho una extension de las distribuciones normales "envueltas" que se utilizan 

en estadística direccional [32] Introduciremos ahora el concepto distribuciones 

asmtoticamente normales en este contexto Sea una sucesión de variables 

aleatorias M valoradas, entonces 

Definición 7 2 3 Sea M una variedad completa, una sucesión de variables ale 

atonas se dira que es sk asmtoticamente normal con media p g M si 

y solo si existe un tensor 2 contravanante definido positivo E y una sucesión de 

variables aleatorias en Mp, tal que 

{ s k Y k } k e S - ^ Y con F ~ N ( 0 , E ) , 
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donde C significa convergencia debil o en ley, y {.Sfc}fc6N es una sucesión de 

números reales positivos con lim^-^ s¡t = oo 

Observación Señalemos que si {ZjJfcgN es sk asintoticamente normal con 

media 0P entonces 

{expp(s* expp 1(Zfc))}fceN Z con Z ~ N(0, £)„, 
£ 

pero si tenemos { V a J a ç n —> Z no es necesariamente cierto que exp~ l (V k ) con 

verja en ley a una distribución normal 

Proposicion 7 2 4 Sea U un estimador sk asintoticamente normal, de una fa 

milia parametnca regular de distribuciones de probabilidad, con media p0 G M 

Supongamos también que 

sup Epo (p1+<L(Uk,Po)) < oo para un t G R+ 

fce n v ' 

Entonces, U es asintoticamente intrínsecamente msesgado 

Demostración 

Como U es sk asintoticamente normal entonces p(p,Uk) —> 0 La sucesión de 

variables aleatorias p(po,Uk) = ||Afc(p0)|| es uniformemente integrable de lo que 

se sigue que EPQ(\\Ak{p0)\\) -> 0 y ya que 0 < \\EPo (Ak(p0)) < £Po(||Afc(>0)||), se 

deduce la proposicion • 

Teorema 7 2 5 Con las hipótesis anteriores, los estimadores máximo verosi 

miles son asintoticamente intrínsecamente msesgados 

Demostración 

Esta es una consecuencia inmediata del teorema previo, suponiendo suficientes 

condiciones para asegurar la existencia, c s , del campo tensonal del estimador 

Ak(p) = expp^ZYfc), y adicionalmente s u p ^ EPo (/91+£(¿4,Po)) < oo, para un e G 

R+ , observando que los estimadores máximo verosímiles son Vk asintoticamente 

normales De hecho, 

Vkexp^iUk) N (O, {gaß)) , 
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donde (gaß) es la version contravariante del tensor métrico 

7 3 Aproximación del tensor de sesgo en un sistema de 

coordenadas 

A partir de las ecuaciones de las geodésicas es fácil obtener un desarrollo en 

potencias de la inversa de la aplicación exponencial en un punto p de la variedad 

M Las ecuaciones de las geodésicas en un entorno coordenado de un punto p y 

con vector unitario tangente u son 

d2 xa ™ dxl dx> n h r = o 
dt2 u dt dt ' 

con (xa(0)) = p, (za(0)) = u Por tanto 

za(0) + r̂ (0)uV = 0 

Entonces podemos obtener todas las derivadas en el punto p recursivamente 

x a (o) = - r s ( o ) u V 

Xa (0) = -r̂ (0)uV-2r«(0):rV 
- - r £ ( o ) u V + 2rf J(o)r; r(o)t i 'u ru j 

(-a,rrP + 2r̂ rjP) (o)uW, 

y asi sucesivamente 

Por otra parte 

1 »/.i.1) . 1 a ,3 
xa(t) - xa(0) = z a(0)í + -xa(0)t2 + -xa (0)t3 + 0{t4), 

donde f ( t ) = 0(t4) si l i m t ^ Q ( f ( t ) / t 4 ) = k > 0 y utilizamos la convención que, 

cuando la expresión, digamos, 0(t4), es usada vanas veces en un argumento, en 

cada ocasion puede que represente cantidades diferentes Ademas, 
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Aa = {exp;\x(t)))a = tx°{ 0), 

por tanto, tendremos 

Ax" = Aa - l-T%ÄA3 + ( j r d j T f , + A1 ATA3 + 0(t4) 

Sm embargo, estamos de hecho interesados en expresar A como un desarrollo de 

potencias Deberíamos asi invertir la expresión precedente Esto se puede realizar 

de forma iterativa En primer orden 

Aa = Axa + 0{t2) 

En segundo orden 

Aa = Axa + ^Ax'Ax3 + 0{t3) 

En tercer orden 

Aa = Axa + i r « Ax'Ax3 + i (d3rfr + r ^ r ; r ) AxlAxrAx3 + o(tá), 

y asi sucesivamente 

Si generalizamos lanotacion O a variables aleatorias, escribiendo Y\¡ = Op(Xk) 

si la sucesión de variables aleatorias {Yk/X,t} esta acotada en probabilidad, po 

demos decir lo siguiente 

Proposic ion 7 3 1 Sea (U,6( )) una carta local, donde 0(p) = 60, U tal que 

y/kexQpl(Uk) converge en distribución a un vector aleatorio con media cero y 

momentos de segundo orden Entonces, si escribimos 6(k) = 6(Uk) 

WpY = ^ - K + l ^ U - W -ei) 

+1 ( W + r - r j r ) (0¡k) - 0l
o)(0

r - ei)(d3
{k) - e3

0) + oP(k~% 

donde A%(p) — (exp~l(Uk)j , y los símbolos de Christoffel y sus derivadas estan 

calculadas en p 
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Demostración 

Antes de nada, como %/fcexp" 1(Uk) converge en distribución a un vector ale 

átono con media cero y momentos de segundo orden, Uk —> p Entonces la 

norma del resto en el desarrollo de Taylor hasta el orden tres es Rk ¿4, donde 

Rk — f ( p ) , t puede elegirse como la longitud de arco, es decir t = || exp~ 1(Wfc)|| 

y f(p) e s u n a función que depende solo de p pero no de k 

£ 

De las hipótesis y por teorema de Slustky k2t4 —> tal que Y tiene 

una distribución con media cero y vananza So Finalmente, ya que k2t4 converge 

en distribución k2t4 = Op( 1) y equivalentemente t4 = Op(k~2) Entonces la 

proposicion se sigue • 

Con ciertas hipótesis obvias podemos decir algo similar para los momentos 

Proposi t ion 7 3 2 Con las hipótesis anteriores si 

sup E(k2p3+i(ô{kh&o)) < oo 
ke N 

y los símbolos de Christoffel y sus derivadas estan uniformemente acotadas en el 

soporte de {Uk} 

Ba(p) = S e s g o " + | r « ( S e s g o ^ ^ S e s g o ^ * ) ) + Cov (d¡k), flfo)} + 0(fc"3/2) 

(7 1) 

con Ba(p) = Ep(A
a) y Sesgo(0(fc)) = EP(0W - 0O) 



Capítulo 8 

Desarrollos de Taylor invariantes 

8 1 Introducción 

El calculo intrínseco requiere en muchas ocasiones aproximar cantidades cuyo 
calculo exacto resulta prácticamente imposible Los desarrollos de Taylor son 
una buena herramienta para tal fin en el caso de R71 pero en nuestro caso ne 
cesitamos aproximar funciones a valores en una variedad Como siempre una 
primera aproximación a la solucion podría consistir en considerar cartas locales 
en M, las funciones en M se transforman en funciones reales de variable real 
y ahora podríamos considerar el desarrollo de Taylor correspondiente Por su 
puesto esta forma de proceder proporcionaría aproximaciones que dependerían 
del sistema de coordenadas utilizado Se hace pues necesario construir una teoría 
geométrica de series de Taylor Ya ha habido trabajos previos en tal sentido y en 
conexion con la Estadística, vease por ejemplo Barndorff-Nielsen [8], McCullagh 
y Cox [45] y Murray [48] Los procedimientos para construir lo que llamaremos 
desarrollos de Taylor invariantes son diferentes, asi Barndorff-Nielsen utilizando 
unos nuevos objetos algebraicos llamados "strings", que generalizan la nocion de 
tensor, define los "connection strings" naturales asociados a una divergencia (un 
"yoke" en su termilogia) y a partir de aquí ulizando las "derivadas tensoriales" 
obtiene desarrollos de Taylor invariantes Este enfoque es una generalización de 
los desarrollos de McCullagh y Cox Por ultimo Murray define un string coorde 
nado, que es una coleccion de sistemas "privilegiados" tal que los cambios de uno 
a otro son lineales 

79 
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8 2 Principales resultados 

Usaremos los operadores derivada covariante y derivada general covariante, vease 

apendice (11 l), para obtener desarrollos de Taylor invariantes De hecho tenemos 

las siguientes proposiciones 

Proposi t ion 8 2 1 Sea f G J^00^ y Up C A un entorno regular normal de 

q G M Entonces para cualquier p G Uq tenemos el siguiente desarrollo de Taylor 

de orden n 

f(p) = /(?) + ¿ ¿ ( ^ / ) ( e x p - 1 ( p ) , ^exp-1^)) 
k=i K 

(D^ f ) (exp^(p), e x p - » ) , (8 1) 
(n + 1)' 

donde Dk f = D(Dk~l f ) y q es un punto del segmento geodesico que va de q a p 

Demostración 

Sea 7(f) un segmento geodesico tal que 7(0) = q y 7(í) = p Obviamente 

podemos hacer el siguiente desarrollo de Taylor invariante de orden n 

n Jk J n + 1 

M = / ( « ) + £ ¿ ¿ ( f 0 7)(o)í f c + ^ r ( / 0 7 ) (o) ( t - t)k , 
k=1 

con 0 < t < t, entonces vamos a ver que 

^ ( f o 7 ) = ( D k f ) ( T , k K n (8 2) 

donde T = 7* 5 e s decir el campo vectorial tangente a la linea geodesica 7(í) 

Si k = 1 

jt(f o 7) = 7* ( I ) f = T f = D r f = (Df)(T) 

Supongamos que (8 2) es cierto para k = m, entonces 

= Dt ( ( D m f ) ( T , , r ) ) = (DT(Dmf)) (T, *»), T ) 

= (l>m+1/) (T,m+1\T) 



VIII TAYLOR INVARIANTE 81 

Donde hemos usado el hecho que DTT = 0 Finalmente teniendo en cuenta que 

tT(0) = exp~x(p), se sigue la proposicion • 

Proposicion 8 2 2 Sea 6 £ s\ entonces con la misma notacion e hipótesis 

que en la proposicion anterior, y w\, ,wr £ Ki, ,Yr G T^ campos 

tensoriales paralelos a lo largo de la linea geodesica que une q a p 

0(v>i, , wr, Yi, ,Ys)(p) = 0(u>i, ,Wr,Yl, ,Y,)(q) 

+ , Ys, exp - 1(p), " í . e x p - 1 ^ ) ) ^ ) 
fc=i K 

+ K ; Ys, exp_1(p), exp - 1(p)) (q) 

( 8 3 ) 

Demostración 

Tomando / = 6(wi, , wr, Y\, , Ys) y ya que 

DTwt = 0, = 0, i = 1, ,r, j = 1, ,5 

tenemos, 

Z?*0(un, ,YS)(T, ,T)=(Dke)(Wl, , wr,Yi, , y s ,T , ,T) 

y la proposicion queda demostrada • 

Nótese que el anterior resultado lo podemos escribir 

rq
v (%)) = %) + ¿ ¡i(Dk0)(ex^(p), *) , exp^(p) ) 

donde indica el transporte paralelo de p a q a lo largo de la geodesica que une 

PY q 
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Proposit ion 8 2 3 Sean p, q, r puntos de un conjunto regular convexo de M, 

7(t) la geodesica que une q a p parametrizada por la longitud df arco y conside 

remos los campos 

B(m) = exp-x(r), A(m) = exp^(p) , m G M 

entonces 

IlB\\\p) = I|£||2(ç) - 2 (A , B)(q) + (A £ j ( l ) > | | A | | ( ç ) , 

donde J(s) es el campo de Jacobí a lo largo de la geodesica 

s >->• expr (s exp; 

determinado por J(0) = 0 y J( 1) = 7 ( t ) = A/||A||(7(<)) 

Demostración 

En primer lugar, tenemos 

(D\\Bf)(A) = | |A||(L>||£||2)(r) = I H i A r ( | |£ | |2) (8 4) 

= 2\\A\\(VT B, B) = -2\\A\\(T, B), (8 5) 

donde T = A/\\A\\ Por tanto 

( £ 2 | | £ | | 2 ) ( A , A ) = ||A||2 (Dt{D\\B\\2){T)} 

= IIA||2 (Dt(D\\B\\2(T))) = -2 | |A| | 2 (T, VTB) 

Ahora, supongamos que 

( i r - ^ I B I I 2 ) (A,m _ 1 ) , A) - - 2 | | A | | m " 1 ( r , v ? r 2 B), 

entonces, 

(Dm\\B\\2)(A, m>, A) = H A i r p r p " 1 - 1 ! ^ ! ! 2 ) ^ , — \T)) 

= \\A\\mDT ^(Dm~1\\B\\2)(T,m-1,Tfj = -2\\A\\m{T,V%-1 B) 

Consideremos la familia uniparametnca de geodésicas dada por 

c(s, t) = expr (s exp;1(7(i))) , 7(0) = q, 7(1) = p 
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entonces ya que B("f(t)) = exp 7 ^(r ) , y a lo largo de 7(i), 

VTB = VTexp; (
1

t )(r) = - V r ^ c ( £ _ ) ) (8 6) 

_v_ í d_ 

~dsc = (8 7) 
s = l / 

donde J(s) es el campo de Jacobí en la geodesica s expr (¿exp r
 1(7(í))) deter 

minado por J(0) = 0 y J{ 1) = 7(f) = T(^(t)) 

Vamos a ver por ultimo que a lo largo de ~j(t) 

(T, B) = 0, V m > 2 

A lo largo de 7 (¿), 

V2 B = - V r ^ J ( l ) = -£vtJ(1) - R{T,c')T 

donde c' = c (J^) Ahora, como 

V T J ( 1) = V r T = 0 y (i?(T, c')T, T) = 0, 

obtenemos 

(T,V2
tB)= o 

aplicando ahora la proposicion anterior tenemos el resultado deseado 

Corolario 8 2 4 Supongamos la mismas condiciones que en la proposicion an 

terior Si A y 6 son cotas superiores e inferiores de la curvatura 

p2{p,r) > p2{q,r) - 2p(q,p)p(q,r) cosa + p2{q,p) cos2 a 

f 
+p3{q,p)j^(p{<l,p))w2 a (8 8) 

p2{p,r) < p2{q,r) - 2p(q,p)p(q,r) cos a + p2(q,p) cos2 a 

I1 f 
+p3{q,p)-f(p(<iip))sm2 a' 
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donde 
sin {y/Kt) 

M t ) = 

if K > 0, 
y/K 

t if K = 0 , ( 8 9 ) 

smh {y/^Kt) 
ifK <0 

y/^K 

y a es el ángulo entre las geodésicas que unen q a p y a r 

Demostración 

Por la proposicion anterior 

\\B\\2(p) = \\B\\\q) - 2(A, B)(q) + (A, ^ J ( l ) ) | | A | | ( g ) , 

entonces 

< A , ^ J ( l ) ) ( ç ) = | | A | | ( 9 ) ( < / ( 1 ) , ^ J ( 1 ) ) = { J í - ( 1 ) , J í - ( 1 ) ) 

(1)> 

Entonces por los teoremas de comparación, vease la sección (113) del apendice, 

P^p)ff^p{q,p))\\Jn0T\\\l) 

< (£j"°r(l),jn0r(l)) < p(q,p)fs(p(q,p))\\Jn0rm, 

como queríamos demostrar • 

Corolario 8 2 5 Sea (X, CL, P) un espacio de probabilidad y f X •—> M una apli 

cacion medible, tal que f ( X ) es un conjunto regular convexo en M Sea p0 £ M 

un valor medio de f 

JxexV;o\f(x))P(dx) = 0 

y sea d(M) < 7r/y/fc el diámetro de la variedad M si el supremo de las curvaturas 

seccionales K > 0, si K. < 0 consideraremos d(M) < oo; entonces 

E (p2(pj)) > E (p2(poJ)) + p2(po,p) mm{l,p(po,p)^(p(p0,p))} 
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Demostración 

Es directa a partir de (8 8), tomando esperanzas, y teniendo en cuenta las 

definiciones en (8 9) • 

Corolario 8 2 6 Supongamos la mismas condiciones que en el corolario previo, 

entonces po es un mínimo local de 

n\q) = J 02(qJ(x))P(dx), 
IX 

y la distancia entre dos mínimos locales de "H2(ç) debe ser mayor o igual que 

7T¡\/K,, siendo )C > 0 el supremo de las curvaturas seccionales SiK < 0 entonces 

el mínimo es único 

Demostración 

La demostración se sigue del corolario anterior • 

8 3 Un teorema de Pitagoras para yokes 

Sea g £ C°°(M x M) Dada una carta local (0 ,V) , introducimos la siguiente 

not ación 

gr-L T¡ «i sm (p,p) = dri dndSl dSmg(p,p) 

donde ^ ^ 

d r f f = g p f f ( , p ) yd,ff=Qjj;ff(p, ) 

para cualquier p, p € U También escribimos 

érx r,*i sm(P)=9r1 r, s, sm{PiP) 

Entonces supongamos que, para todo p £ M, y dado un sistema de coordenadas 

0 , se cumplen las dos siguientes condiciones 
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(0 
/fc(p) = 0, k = l, ,n (8 10) 

(n) la matriz 

{-¿„(P)} («H) 

es no-singular 

Notemos que diferenciando la ecuación (8 10) se obtiene 

4 + 1 ^ = 0 (812) 

y esto junto con (8 11) muestra que la matriz {$tJ} es simétrica También 

{j j t J} se comporta como tensor 2-covanante, y proporciona una métrica pseudo-

Riemanmana en M 

Esta clase de funciones, ya mencionadas al principio de la memoria, fueron 

introducidas por Barndorff Nielsen, vease [5], y llamadas yokes Lo que veremos 

es, para un caso particular, y con un punto de vista diferente al que se presenta 

en [5], un yoke da origen a una familia de conexiones afines 

Sean 

y supongamos que existen curvas 0(t) en M tales que 

grad{ha)(0(t) , 0{t)) = 0(t)(t - i), (8 13) 

donde el gradiente esta calculado con respecto al primer argumento 

Entonces derivando dos veces con respecto a t obtenemos 

/*('(*)) ( ^ ^ f l k l m m ' f ô ) + ^-^9lrnk{0{t),0{t))^ 0\ï)0m (Î) 

+ t m ) +^^fuwvw)) *'(*) = 

donde ff'k es la matriz inversa k Finalmente haciendo t = t, obtenemos 

m + f ¡m e\t)0m{t) = o, 

donde 
o* _ jtk f 1 ~ a , 1 + a , \ 
Tim—S ^ 2 »Mm ^ 2 Blrnkj 

Podemos usar (8 13) para hacer un desarrollo de Taylor invariante de ha 
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Proposit ion 8 3 1 Sean p,q,r puntos de M, 7(t) el -a-segmento geodesico de 

q a p, entonces 

a 

MP» r ) = r ) + (¿xpg (p),expg
 1 (r)) - (expg (p), ^ J(l))t + o(t2) 

donde J(s) es el campo de Jacobí a lo largo de la geodesica 

s K->expr (s expr
 1 (7 ( t ) ) 

determinada por J(0) = 0 y J(l) = 7(t) - —7(í) 
dt 

Demostración 

t=o 

Evidentemente podemos escribir 

^ a ( 7 ( í ) , r ) = (T ,g rad (M( 7 ( í ) , r ) ) , 

siendo T el vector tangente a 7 ( t ) Entonces, a partir de (8 13) tenemos 

jtha(j(t),r) = (r,exp7(
X

t) (r)), 

y 
dh

 a _i 
—ha(j(t),r) = (T, v r e x p 7 ( í ) (r)>, 

Podemos usar este hecho para obtener un desarrollo de Taylor invariante de 

ha( , r) en un entorno de q 

ha(p,r) = ha{q,r) + ¿ MtM OLo'tk + o ( f ), 

entonces, tenemos 

—1 00 a k _ 1 
Mí> , r ) = M ? > r ) + (T,exp7(0) (r))í + ^ ( T , V r exp 7 ( t ) (r))tk 

k=1 

Finalmente razonando como en la proposicion (8 2 3), 

a 

V r e x p ^ ) (r) = - ^ ( 1 ) , 

donde J(s) es el campo de Jacobí en la geodesica s 1—>expr s exp 

determinado por J(0) — 0 y J ( l ) = T, y la proposicion queda demostrada 

-1 
r 
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Corolario 8 3 2 Si M es a-plano entonces 

MP» r ) = M ? » r ) + (P)> E*P9
1 (R)) + M P , 

Demostración 

Si M es a-plano 
a 2 

entonces los dos primeros términos dependen de r, de hecho 

a 
V 
j-J = T 
os 

tendiendo r a q el corolario queda demostrado 

Nótese que, si M es a-plano entonces 

M P . ?) = (P)> e*Pí (P)> + ° ( ¿ 2 ) 

Es relación con estos resultados vease Aman [2] 



Capítulo 9 

Eficiencias asmtóticas 

9 1 Introducción 

Desde el punto de vista clasico una forma de comparar estimadores Tk y T'k de 
9 que son Vfc-asmtoticamente normales con media 9, es a traves de la varianza 
asintotica Se denomina eficiencia relativa asmtotica de Tk con respecto a al 
cociente 

Vananza asmt de T 
Varianza asmt de T 

Sin embargo ni todos los estimadores son asmtoticamente normales ni pa 
rece apropiado comparar las vananzas asmtóticas de distribuciones de diferentes 
familias 

Este criterio de comparación se puede extender al caso en que los estimado 
res converjan a una ley de la misma familia aunque esta no sea necesariamente 
normal Conviene decir sin embargo que si los estimadores son suficientemente 
regulares su distribución asmtotica, bajo muestreo aleatorio simple, sera la dis 
tribucion normal 

Asimismo podríamos establecer un procedimiento de comparación de ríes 
gos asmtoticos Supongamos que krR(Tk,9) y krR(T'k,9) tienen un limite finito 
distinto de cero, entonces podemos definir la eficiencia de Tk con respecto a Tk 

como 
nm ————— 

R(Tk,0) 
Obviamente depende de la función de perdida que se utilice 

89 
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Si utilizamos el error cuadratico, podemos calcular 

liminf kE(Tk -O)2 

fc—• oo 

En el caso msesgado este limite estara acotado mfenormente por la cota de 

Cramer-Rao y nos podemos preguntar sobre su relación con la varianza asmtotica 

es decir la vananza de la distribución asmtotica Tenemos el siguiente resultado 

Propos ic ion 9 1 1 Sea Yk, k = 1,2, una sucesión de variables aleatorias que 

tiende en ley a otra variable Y con E(Y2) = v2 Entonces 

V2 < lim E(Y2) 
K—+00 

Condiciones para que la igualdad se cumpla han sido dadas por Chernoff, [23] 

Para el caso especial en que Tk es una función de una media muestral de variables 

11 d g(Xk) condiciones suficientes para que se cumpla la igualdad son 

i Xi tiene momento de cuarto orden finito 

il La derivadas de cuarto orden de g(x) y g2(x) estan acotadas c s 

in La derivada de g(x) en x = E(Xi) es distinta de cero 

Ver Lehmann, [41], pagma 106 

Estos procedimientos de comparación sugieren criterios de optimalidad Por 

ejemplo ¿existen estimadores cuya vananza o nesgo asmtoticos sean uniforme 

mente inferiores a la de cualquier otro, de manera que podamos hablar de esti 

madores asmtoticamente eficientes7 Notemos en primer lugar que no vamos a 

obtener la unicidad que se presenta para muestras de tamaño fijo, por el sim 

pie hecho de que un mismo limite es compartido por diferentes sucesiones Mas 

concretamente, si 

Vk{Tk-d) A N{0,Ü) 

con Tk optimo en el sentido de que minimiza v, entonces Tk + Rk es también 

optimo siempre que 

VkRk £ 0 

Mas en general, por el teorema de Slustky, tenemos 
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Proposicion 9 1 2 SiTk X, entonces Tk + op(l) A X 

Si la varianza asmtotica coincidiera con el limite de la varianza del estimador 

multiplicada por el tamaño muestral y este fuera msesgado, tendríamos una cota 

inferior para la varianza asmtotica y esta vendría dada por la desigualdad de 

Cramer-Rao 

v{6) > 1 

m 

Es decir si 

Var {Vk(Tk - 0)} v(0) 

y si Tk es msesgado entonces 

v(0) > 1 

m 
Entonces un estimador Tk que satisfaga 

diremos que es asmtoticamente eficiente o eficiente de primer orden 

Durante mucho tiempo se penso que el problema de que la varianza asmtotica 

de un estimador consistente pudiera ser inferior a la cota de Cramer-Rao era un 

problema de regularidad de la familia Sin embargo Hodges (1951) propuso un 

estimador supereficiente para la familia N(0,1) 

í X si > 1 ¡ k ^ 
k ( f l j f 81 \X\ < 1 ¡k1'* 

Es fácil ver que v(6) = 1 si 0 ^ 0 y v(0) = a2 si 0 = 0 Por tanto si a < 1 

tenemos un estimador supereficiente, este ejemplo fue presentado por Le Cam en 

1953 [18] 

Sin embargo tenemos el siguiente importante teorema debido a Bahadur (1963) 

[4], (aunque Le Cam [18] lo anticipo de otra forma) 

Teorema 9 1 3 Sean X\, ,Xk v a i i d con densidad f(x,0) con respecto a 

una medida a-finita fj,, donde 9 toma valores en H y supongamos las siguientes 

condiciones de regularidad 

i El espacio de parámetros es un intervalo abierto 
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u f(x, 6) es C2 

ni Las derivadas parciales respecto de 6 y la integración respecto a dp se pueden 
intercambiar al menos hasta orden dos 

IV La información de Fisher 1(6) satisface 0 < 1(6) < oo 

v Para todo 6Q existe un numero positivo c y una función M(x) (ambos pueden 
depender de 60) tales que 

d2 l og / ( s ,0 ) 
862 < M(x) 

para todo x del interior del soporte y 6 Ç. (6o — c, 6Q + c), con 

Edo[M(X)] < oo 

Bajo estas suposiciones si 

Vk(Tk - 6) A N(0, v(0)) 

entonces v(6) satisface la desigualdad 

v(6) > 1 

1(6) 

salvo en un conjunto de medida de Lebesgue cero 

Por tanto y aunque las condiciones de regularidad no pueden evitar el fenomeno 
de la supereficiencia este se produce en conjuntos de de medida de Lebesgue nula 
Una forma obvia de impedir la supereficiencia sena imponer la condicion 

Var {Vk(Tk - 0)} v(9) 

junto con 

m - o, 

con bk(6) = Tk(6) - 6 

También es inmediato que si 1(6) es continua, condicion que exigiremos, y se 
cumplen las condiciones del teorema anterior la sup er eficiencia solo se produce 
en puntos de discontinuidad de la vananza asmtotica 
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Un teorema similar, del mismo Bahadur [4], se puede enunciar para el caso 

multiparametrico 

Es interesante hacer notar que la supereficiencia es un fenomeno patologico 

antes que una prescripción para elegir un estimador Se puede ver que el máximo 

error cuadratico medio de un estimador supereficiente es mayor que el de otros 

estimadores Esto sugiere eliminar el fenomeno de la supereficiencia con un plan 

teamiento minimax, vease Ibragimov y Has'mmskn [28] paginas 90-92 

Con las reservas mencionadas podemos hablar de estimador optimo, al me 

nos en primer orden, como aquel cuya varianza asmtotica alcanza la cota de 

Cramer-Rao En este sentido se puede demostrar que las ecuaciones de vero 

similitud siempre tienen una solucion (a partir de un cierto tamaño muestral) 

que es asintoticamente eficiente Ahora bien, a las condiciones de regularidad 

habituales, hay que añadir que que en un entorno del verdadero valor, el valor 

absoluto de la derivadas terceras del logaritmo de la verosimilitud este acotado 

por una variable aleatoria cuya esperanza exista Esta condicion parece necesaria 

para construir una teoría asmtotica que contenga resultados interesantes asi que 

también la supodremos mas adelante 

Como ya hemos dicho pueden existir muchos estimadores eficientes de primer 

orden, pues bastaría modificar el estimador maximo-verosimil con un termino que 

fuera op{k~x/2) La consiguiente pregunta es como distinguir entre ellos Para 

ello se ha desarrollado la teoría de eficiencia de orden superior Esta teoría se ha 

desarrollado para subfamilias de una familia exponencial 

donde £(0) es una función vectorial de 6 y la dimension del parametro 0 es menor 

que la del parametro £ 

Entonces si consideramos estimadores de la forma <j>(x) que sean consistentes 

(que por tanto deberán ser consistentes en el sentido de Fisher, esto es <f>(£(0)) = 

0) se obtiene un desarrollo del error cuadratico medio del estimador en potencias 

de k _ 1 / 2 de la forma 

Ee(k(<f>a-0a)(<j>b-0b))=ga
1
b(0) + ga

2
b(0) k^+g?^) ÄT1 + 0(fc"3/2) 

Entonces un estimador es eficiente de primer orden si glb(0) es minimal para todo 

6 entre los demás estimadores consistentes Un estimador es eficiente de segundo 
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orden cuando g^i^) sea minimal para todo 9 entre los estimadores eficientes de 

prime*- orden, y asi sucesivamente 

Los resultados mas importantes son 

1 Si corregimos el sesgo de un estimador eficiente para que este sea de orden 

1 ¡k2 , entonces todo estimador eficiente de primer orden lo es de segundo 

orden 

2 El estimador maximo-verosimil es eficiente de tercer orden si corregimos su 

sesgo (entre los estimadores con sesgo corregido) 

Estos resultados pueden encontrarse en Efron [24], para el caso undimensional, 

y Aman [2] y Madsen [43] para el caso multidimensional El proposito de este 

capitulo es obtener resultados intrínsecos analogos a los anteriores 

9 2 Eficiencia intrínseca de primer orden 

Sea un estimador, o sucesión de estimadores, U de la función de densidad (o 

medida de probabilidad) verdadera p = p( ,9) € M del modelo parametnco 

regular, esto es una familia de aplicaciones medibles 

U = {UK XK M, KE N} 

tal que la verdadera medida de probabilidad en XK es 

{P)k{dx) = p{k){x, 9) Hk(dx) = p(xx, 9) p(xk, 9) fik{dx) 

Sea Ck(x,9) = grad( logp ( f c ) (x , 0) ) , Ak(x,9) = exp?{U k ) y Bk{9) = E(Ak) 

Proposicion 9 2 1 Con las notaciones y condiciones habituales de regularidad 

E ( M ) - s u * - ¡ a r - ™ + ^ (9 1) 

Demostración 

E\\Ak-jCktf = E\\Akf + ^E\\Ckf -\E(Ak,Ck) 

= E {p\Uk, 0))+l~l (di v(Bk) - E (div(4t))) 
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Proposicion 9 2 2 5« {Uk} es un estimador regular (en el sentido del teorema de 

Cramer-Rao intrínseco) consistente de primer orden, y las curvaturas seccionales 

del modelo estan acotadas superiormente de manera que el diámetro de la variedad 

d(M) < ir/y/fc, si el supremo de las curvaturas seccionales K, > 0 y d(M) < oo 

si K, < 0, entonces (salvo conjuntos de medida Riemanniana cero) 

lim inf kEp2 (Uk, 6) > n 
k—fCC 

Demostración 

Veamos primero que limmffc_+00 ^(div(J4jt)) < — n 

Supongamos que las curvaturas seccionales estan acotadas superiormente por 

K < 0, entonces por (11 8) en la subseccion (11 5) del apendice, tenemos 

E(div(Ak)) < - l - ( n - l)y/=KE (¡IBkll coth(v^||Sfc||)) , 

y tomando hminffc-«», como ||ßjfc|| < —> 0, obtenemos el resultado Si 

el supremo de las curvaturas seccionales es K > 0 Entonces por (11 9) en la 

subseccion (115) del apendice, tenemos 

E(àiv(Ak)) < -1 - ( n - 1 )y/KE (ll^H cot(v^ll^ll)) 

y teniendo en cuenta que el integrando esta acotado y que ||Afc|| converge en ley 

a 0, el resultado se sigue tomando limmf en ambos miembros de la desigualdad 

Entonces si integramos en una bola con centro 8, S, los dos miembros de (9 1), 

aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss y tomamos limites, como ||-Bfc|| 

converge a cero, tendremos 

/ limmf kEp2(Uk, 0) dV > -nvo\(S) - 2 í limmf £(div(A*)) dV 

JS *->oo J s 

y, puesto que l iminf^oo ^(div(Afc)) < —n, la proposicion queda demostrada • 

Queda entonces motivada la siguiente definición 
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