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donde ¢, es una constante de integracidn. Ndtese que ¢, > 0 si vy

. . , - . du
g0lo si UB > “A' c1< 0 si y sblo si UB < uA. Para el caso ag-= 0,

U = cte. es una solucidén de la primera ecuacidn de (28) y puede con-

siderarse incluida en (30), haciendo c1=0. Entonces p=uA=pB.

Sustituyendo (30) en la segunda de (28), obtenemos:

2
2 2 C
do 1 doy v L P-o (31)
2 ds 2
ds
Si efectuamos el cambio:
9k (32)

o
donde el signo de /§' depende del signo de gg-, resulta:

dzo 1 dy do 1 dy
s dods " 2ao (33)
S tz%; s
por tanto obtenemos:
dy 2 2 3
— — — + -
P S Y c, O 0 (34)
ecuacidn lineal cuya integral general viene dada por:
CZ . .
2 , 2 - 2
- /20 Wiel N’ e f2/0 40 44 4 c,) = o' (e, = = o°) L (35)

Recordemos ahora que el sistema debe resolverse con la condi- -

du  do

cién adicional que el vector tangente a la curva (ag-, a5

) sea uni-
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tario en un punto,

(28), y por tanto, en todos los puntos de la curva
(por transporte paralelo)}. De (28),(30) y (32) se sigue que:

1
= — 36
c, 3 (36)
por tanto (35) se transforma, teniendo en cuenta (32), en:
c2
do \/1 12
— = i—O — o ——
ds 2~ 2 ¢ (37)
Vamos a resolver (37) distinguiendo varios casos.
Caso a c1=0, ocurre como hemos visto cuando uA=uB, resulta:
_g..q_zti (38)
s V2

puesto que 0>0 eligiremos la solucidn positiva si a >0A y la nega-
tiva en caso contrario:

i SAB
= ds. (39)
N o V2
por tanto:
s
Sap = Y2 |1in 8; (40)

y las ecuaciones de las geodésicas gue pasan por el punto (uA,oA) son:

is//g
o=g0,e

(41)
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eligiendo el signo en la primera, positivo si 0B1>0A y negativo si

OB < OA. Es claro que siempre existe una geodésica que une (UA,OA) con

t t le a = .
otro punto de la forma (UB, B), con UB UA

Caso b Supongamos que UA#UB entonces c1#0 y supongamos ademis que

o
g—-# 0 en todos los puntos de la curva comprendidos entre (u )y

, 0

ds A" A

()_,0 ). Entonces §E~> 0 si o _>ag do <Q si g_<g habiendo
p'lpl ® as B °a ¥ Qs B A’

de eleqgir el signo en (37) de acuerdo con estas consideraciones. Resul

ta:
ﬁB SAB
__do = ds C(42)
o 0V1—c%02 o V2
y por tanto:
:‘./— bl
Sap 2 [ arqsech(lc1[OA) argsech(lc1| OB)l (43)
Podemos expresar O en funcidn de s, de forma que para s=0 la
curva pase por OA:
1 S
g = T — + o
TE:T sech ( s argsech (|c1] A)) (44)

eligiendo el signo negativo si queremos que 0?>0A y positivo en caso

contrario.

En cuanto a M, teniendo en cuenta (30), podemos escribir:

du

1 2 S
R + —
e —~ sech® (= + argsech (]c1 loA)) (45)

1 V2
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y por tanto:

Mg “aB
S

dy = 1 sechz(i———+ argsech(lc lO }) ds (46)
c 1A
u 1 [e) ’ /—2—

Teniendo en cuenta dque:

tgh (arg sech ({c1| o)) = V1-—c2 02 (47)

1

vy las consideraciones efectuadas acerca del signo en la expresidn (44),
al integrar (46) obtenemos:

T = ~—-| Vi1 2 V1—c$oi | (48)

B

Podemos obtener también pu en funcidén de s, de forma que para s=0

la curva pase por “A:

o=y + ng | tgh (F= + arg sech(|c,|o,)) - V1—0202 [ (49)
A C1 /2 1'7A 1A

y negativo en caso con-

Notese que el signo de c, es positivo si >y,

trario. Las ecuaciones (44) y (49) son las ecuaciones de las geodésicas,
en el caso b, y la distancia entre dos puntos medida sobre la geodésica

viene dada por (43).

A continuacidn intentemos encontrar c, y a la vez caracterizar el

caso b, es decir, dados dos puntos de la variedad paramétrica (u 100 Y,

A

(UB,OB) que condiciones deben cumplir para que exista una geodésica que

los una, cumpliendo las hipdtesis del caso b. Elevando al cuadrado (48)

obtenemos:
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2

(my-uy)

2 2 2

2 —Br iy o 2= \/——2; Vi-c?g? (50)
1 2 A B 1 1A

para que exista solucién, bajo las hipbdtesis consideradas, debe cumplir

se:

¢, ( ———— + 9 + 02 ) <2 (51)

Hallemos ahora c1. Elevando al cuadrado (50) y reordenando términos, ob

tenemos:

4
(1) 2.2

2 2 2
e, — * (o B) + (OA B)(n Wy ) ) = 2(uB-uA) {52)

—_ N

y finalmente, como c, >0 si Hp=Hy > 0, resulta:

c, = (53)

y por tanto la condicién (51) puede reescribirse, al sustituir <, por

(53), como:

(u_~u )4 (u -u )4
B "A 2 2 B "A 2 2.2 2 2 2
- — —— + -

(uB uA) ( > oo, t OB) < 1 4-(0A B) *-(OA OB)(uB uA)

(54)
equivalente a:
2 2 2

- < - 55
(ugu) ™ < 2]a)~or ] (55)

Ta expresidn (55) nos da la condicidn que deben verificar dos pun-

tos de la variedad para que pueda existir una geodésica que los una cum
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pliendo las hipOtesis del caso b.

. d c e
Caso ¢ Consideremos ahora el caso uA#uB Yy ag~:>0 al inicio de la cur

do . . s s
va y 3s <0 al final. Por razones de continuidad existird un punto
. . do -
intermedio de la curva con EEA: 0, en este punto ¢ toma el valor ma-
. - . do C s do
ximo. NOtese gue no es posible que ag>< 0 al inicio de la curva y ag->0

al final, ya que en el punto donde se anularia la derivada habria un mi

nimo, para o, hecho que estaria en contradiccidn con (31) que implica

i e P 1
Dividiremos la geodesica en dos trozos. Es claro que O = ’
max c1[

por tanto:

1/|C1‘ do SM ds SAB ds
e — = ~/_—_ + 7-_ (56)
A 2
0A o] 1—cf g © 2 SM 2
integrando resulta:
= +
Sap Y2 (arg sech(l01| OA) arg sech(’c1| GB)) (57)

Podemos expresar ¢ en funcidn de s, de forma gque para s=0 1la curva

ase por Oo_:
b P a

1 ‘ s
g = sech (|—= - arg sech (e, lo ) ) (58)
‘C,“ \/5 1A

En cuanto a |, podemos escribir:

S uB SM

du + du =1

2 s
= sech” (- — + argsech(|c1|oA)) ds +

1 o) V2
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SAB 2 s
+ sech ( — - argsech (|c1l0 ) ds (59)

1 3 /5 A

, 1 .
teniendo en cuenta (47) y que para Syt O alcanza TE:T~, integrando ob

tenemos:

W, -y, = fé:(waiEEE— + V1—c202 ) (60)

2
B A C1 1B 1A

Podemos también obtener u en funcidén de s, de forma que para s=0,

la curva pase por uA:

V2 "/ 2
po= oy o+ V2 tgh (- Sy argsech (Ic [ G )) - 1—020 (61)
A c1 J2 1 A 1A

La expresidn (58) junto con (61) constituven las ecuaciones de las
geodésicas, en el caso ¢, y la distancia entre dos puntos medida sobre

la geodésica viene dada por (57).

Intentemos determinar, a continuacidn, la condicidn que deben ve-

rificar los puntos (u_,0

A A) Y (UB,O ) para que se de el caso c¢. Elevando

B

al cuadrado (60) obtenemos:

2
(u,=u,)
2 B 'A 2 2 oy 224/ 22
c, ( 5 + O + Ty ) 2 =2V ¢,0g 1 c 0, (62)
por tanto debe vefificarse:
2
(u_-p.) ]
2 B "A 2 2

e + > 2 6

01[ 2 9% " % (63)

Podemos hallar ¢ a partir de (62), elevando al cuadrado y reordenan-

1

do términos obtenemos finalmente el mismo valor que en el caso anterior,
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en otras palabras podemos calcular c1 a partir de (53). Al sustituir

en (63) y operar obtenemos finalmente:

' 2 2 2
- > 2 -
(UB “A) OA OB

La expresion (64) nos da la condicidn que deben verificar dos pun

tos de la varicdad para que pueda existir una geodésica que los una

cumpliendo las hipdtesis del caso c.

» Observemos que dados dos puntos (UA,GA) V' (uB,cB) siempre existi-~

- P -
ra una geodéesica que los una. Bastara comprobar que:

la primera expresidn de (65) es equivalente a:

(n,—u )4
2 2 B A 2 2 2 2 2
- + - + +g.) - -
2(“B UA) oy < a (UA OB) (OA OB) (HB UA)
2 .
sea Op =o0_ + e, €>0, entonces, si llamamos A = uB—uA, resulta
22 A4 2 2 2 2
2 < — + + 20 A - A
A UA <2 € OAA €

equivalente a:

4
Oi%+€2‘EA2

serd suficiente probarlo para el mdximo de Opr0g- Sea, por ejemplo,ag_,

(65)

A

(66)

(68)

2

Ta iqualdad en la expresidn anterior sdlo se verifica cuando e=="

1o que implica que la expresidn (68) no puede tomar valores negativos,
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aquedando por tanto probada (65).

Notemos que las geodésicas verifican, en el caso a, la propiedad de
ser rectas perpendiculares al eje de las w. En los demds casos, de (47),

(59) v (61), se deduce:

{u *uM)z = j%‘(1 ~C?02) _  (69)
c, :

1
y como o, = o= resulta:

2
(n - uM) 02
202 02
M M

es decir, las qgeodésicas son arcos de elipse con centro en (UDVO)' Es fé

cil comprobar que:

+ 2 2
Ha"Hp 957 %

My = 7 - - (71)
T

Notemos también una transformacidn admisible de los parametros que deija
constante al tensor métrico excepto en una componente. La transformacidn

viene definida por:

{u,0) — (u,v)

2 ~-V2 Vv
e

Bajo las nuevas coordenadas el tensor métrico viene definido por:

- V2w -

.. = 2e Ayp =Ty =0 9py =1 (73)
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Notemos ademds que como las geodésicas estdn definidas para todo va
lor de su parametro, estamos en condiciones de afirmar que la variedad
Riemanniana E definida en (17) y (20) es completa, por lo que podemos
afirmar que la distancia entre dos puntos de la variedad vendrada dada por
integracidén del clemento de linea a lo larqgo de una geodésica. Resumien-
do los resultados anteriores, la distancia entre dos puntos (uA,oA) \%

(UB,OB), dAB’ viene dada por:

o

- ; - B
"a "B @ Q= Y2 In | o, )’
W7 H

A"B - -
N 2o ;02[§ AR - /§1argsech(lg1loA) arqsech(lcT|OB)[ (74)
HpHa A B
u_#u

A" B
o - )2> )| 2 2{€ > dAB = /5(argsech(lc1]oA)+argsech(]c1IOB))
Hp A a8
donde [c1‘ viene dado por (53).

Una vez resuelto el caso normal univariante, por el resultaao 3.1.i
queda resuelto el caso de la distribucidn log-normal, y en general de el
caso de todas aquellas variables algatorias que puedan transformarse me-
diante una transformacidén adwmisible, en una variable aleatoria con dis--

tribucidn normal.

5.3. DTSTRTBUCTON NORMAL MULTIVARIANTE

Sea X = (XI""’Xn) un vector aleatorio cuya funcién de densidad

conjunta viene definida por:
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- —T -

foc,m = em 2 g ?exp (- o e 2T (emw)) (75)

donde p es el vector formado con las esperanzas de las Xi y L es la
matriz de varianzas y covarianzas entre las Xi' El espacio paramétrico

vendra definido por:

+n(x;+1)
E :{(n1,...,un,011,...,0nn)6iR /E‘:(Gij) es simétrica y defini
da positival (76)
, . nin+1) , .
Se comprueba facilmente que.E es una variedad n-+——§~—- dimensio -

nal arco-conexa.
Como el logaritmo de la funcidn de densidad viene dado por:
1 t -
I F O == 2 e -2 nf g - 2w 2T e (77)

al derivar respecto algfin parametro «, (ui 6 Oij) resulta:

L. OU,
1 1 1] 71

o EY My UL 20 T,y

- 5 TET’ 52% 32%( (x ul)(x] uj) 0 e (x] u])

(78)

. i -1 . . e e .
siendo los o0 ' los elementos de I , matriz también simétrica. Volvien-

do a derivar, ahora respecto a B8,y cambiando el signo, resultara:

_ﬁM:l_mnuJ_L ]| ZZ

(%, iy ) (%, -u )=

3R da 2 |2 9F Do WT TR j
i Iy, iy du, .. O, QM.
Doy i do i 1) 1 J
- D e - - —_— - ) e
o ap o Ty T2 e ey (xyTHy) P20 e g ) (79)

Hallando la esperanza y teniendo en cuenta que E(xi—ui)=0, resnlta:
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2 2
0“1 f .1 afzlafzrl 0 a%n] ji ji (2o
I 2{ |z2 %8 o [} agso & TS
i5 aui Buj
b 20 0 T/ —= 80
° % 3 ) (80)
Consideremos los siguientes casos:
Caso a o= | B = u k,h = 1,...,n
e k h
len £ kh
~E( T n ) = (81)
MM
Caso b @ =i B =0hm (&6 B=uk u=ohm) k,h,m=1,...,n
2
B g 2L ) =0 (82)
"%°%hm
Caso ¢ =0, Bchq k,h,p,ga =1, Pisl
2 2 i3
g XAnE 1_[_ 1 alx] alz] , 1 2%z .\ ﬁi I .
20,00, 2 5|2 P%n 2 1] 301n%q  i=1 4T Pkn0pq I
(83)
Observemos que:
n nooL n
Z ZO J 055 = Sii =7 - (84)
i=1 4=1 s .-
luego su derivada segunda, respecto de Okh ) qu, se anulari:
n n W2 .. n A2 173 ij 9o, .,
=Sy 9 i3 - 990 - o0~ i3
2o 2 Gy e T y) 25 2. 5530 %5 " 35 90
i=1 =1 kh “pqg i=1 g=1 kh™ “pgq jsle] kh
90 3 OUJ,
173
+ - —
a0 an ) (85)
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y por tanto resulta:

Z ' M,,“,___J_}_‘._ og,, = - (2—(‘; ) I (2"6 ) (86)
=1 351 d0, 00 P k' Aoy pd

y teniendo en cuenta que:

TET[ (87)

, Jji . I
siendo 5] el adjunto del elemento Gji' Por tanto podemos escribir:

. 1 alx] i, 1 andt
— = - 57+ — (88)
do 2 30 30
Pa |7 2] ““pq
y debido a que:
on] pap ., . 2|1 ar P
do :L"(2~6Pq) 3o Ao o (270 (89)
pq kh pq kh Pa
resulta:
N2 2] l 2
"B %Blnwj ) = 2 glzl glzl "3 } 803 a§ = - %’ag 1202 (90)
““kh pg 2| x| kh  pg i kh “pqg kh™ pg

por tanto el tensor métrico asociado a la variedad E, definida en (76)

matricialmente podrid expresarse Como:

-1

X 0
0 A
siendo 7 la matriz inversa de la matriz de varianzas y covarianzas,

v A una matriz cuadrada de orden n{n+1)/2 v cuyos elementos son de la
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forma:
2
1 3 X k<h=1,...,n
v T T2 801n30 < ‘1' ’n (92)
] kh( pq p;q rerey
los indices py v dependen de k,h,p y q, seglin ordenamos la parte trian
qular superior (o inferior) de la matriz de varianzas vy covarianzas, al
, n{n+1)

considerar a sus elementos como las coordenadas n+1,...,n-+—-zr——- de la

variedad E.

Hasta el momento no se ha logrado invertir explicitamente la matriz
A, por lo que no se ha procedido al cilculo de los simbolos de Christof-
fel de segunda especie, necesarios para obtener las ecuaciones de las
geodésicas de la forma habitual. Para obtener una expresidn de las ecua-
ciones diferenciales de las geodésicas puede plantearse el problema va--
riacional asociado al cdlculo de las mismas. El cuadrado del elemento de
linea sera:

2 o 1 7
ds E P du du - _2200 S B s (93)

P,qg a<pB r<s rs

por tanto habra que resolver:

[S] :E:::E:: 2
8 \/Z Opq bp Bg ~ % Ti—lg_gl— 6aBérs ds =0 (94)
O P:q P a a<f r<s aB rs

dond ! 51 1 derivad d o respecto s.
onde up y &, son las derivadas de up y o P

Si llamamos G a la expresidn interior a la raiz, planteando las ecua
ciones de Fuler, respecto uY, resulta:

S L (95)

ds el BUY
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y si s es la longitud medida sobre el arco, como /G = 1, tendremos, de-

bido a que o

siendo los AY

cribir:

PY

YpP

= J '

(96)
constantes de inteqracién. Equivalentemente podremos es-

n
A 97
ZE OQY Y (97)

r) =
a5

Al plantear las ecuaciones de Fuler respecto las coordenadas o ,

TV
con T <V, resulta:
/G _,_d_(a»/c?)_1 G _ 4 13 . _ (98)
90,y 98 30ty Z/E_QOTv s 5 /G 90
pero como /G 1, podemos escribir:
3G a 3G
o Tas e ) 7 ° (99
™v 90y
Como resulta que:
9G po"d 1 3> 1n|z] i N
da - z: do g ~ 2 90 90 OaBOrs (100)
TV p,q v P4 0<f r<s ™ o rs
y ademas:
2 )
?G = ~Z BOB 11';(72 é(vf% (101)
LEEN a<p ap v
Y
3 2
hie: 3 . ) J Nl
R STED St it 1 23 EE R G S L1 E A R S O
ds Rls) - d0 d0 90 off ‘rs 0 30 oB
Y a<B  r<s rs af T af TV
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podemos escribir:

pq 3 N 2
Do ;_ 5‘ )a in|7] 5 5 4 1n|x® ~

=0
D ) 90 9 YR
P.q “1v pod a<f r<s rs off TV a<p OuB OTV &l

™<v=1,...,n (103)

n
EE s .= 55 (104)
q:'] q .
se verifica que:
n n '86
> = - > o (105)
q=1 ™V a=1 Tv

sl sustituimos (97) en (103) y simplificamos, resulta finalmente:

. . 31n|2 .. d )
=(2=6_ A A +~zz 5. n|2] PR 2 Flﬂ,l -0

8 €
r<s a<f 0 BOTv af rs a<p ™ dB

t™<v= 1,...,n (106)

Fl sistema de ecuaciones diferenciales de las geodésicas viene dado

pues por (97) vy (106), y hay que resolverlo con la condicidn suplementa-

ria:

2 oP fl i Z z 8 1n } . - 1 (107)

P.,q a<8 r<s BO aors Pup

para que la norma del vector tangente, respecto al parametro natural,sea

unitaria. La expresidon (107), teniendo en cuenta (97), puede ser escrita

como:
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]

z(;pq P z Z l“ L 1 (108)

oo u<B r<s 80 rs aB rs

Es posible expresar de otra forma a (106), teniendo en cuenta gue:

2 3 2
] . ‘ .. .
v ﬁ_fln/]it) _ z ((2 3 1n|7] 5 y o 8anlx] .o
2 do dg_ dg .30 of rs dg do af
ds TV 0<B  r<s rs oBf TV o TV

{109)

podemos escribir:

2
~(2-5 )A A+ " 2inlz] —2—1—’;—LZ—L =0 (110)

ds 0 OTv 2 a<f 2 af OTV aB

T<v=1,...,n

y como resulta:

. . 2 ™V
d Inja| _ (2-8 o'V 3 In|k| (2-8 ) 90 (111)

do TV 30 . 9a B v’ 90
™V , af TV o

obtenemos:

80

AR+ T =O (112)
™V

a<8

™<v=1,...yn

multiplicando por o A>t, y sumando respecto a Vv, resulta:

v’
n n 22 n aOTv
-2 > A + > 700 4 () =—=—o0 )0, =0 (113)
3
v=1 1 v vA v=1 o< v=1 OuB VA oB
T<A=1,...,n
pero como se cumple (105) se obtiene:
d 2 TV 2 TV
.. _ . = 0
> ARO LY W o Do T, 1 (114)
v=1 V=1 v=1
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Ademids,teniendo en cuenta (104), se cumple:

n n
u . TV, ™V ..
+ ==
>_‘ ATAVO\))\+ Z a0y z o] O\))\ 0 (115)
v=1 v=1 v=1

T<A=1,...,n
o equivalentemente:
2 d * ™V
—_ R = S
> BAO S+ = o " §5,) =0 (116)
V=1 v=1
T<A=1,...,n

que puede a su vez ser expresada matricialmente, junto con (97):

(117)

sistema de ecuaciones diferenciales que definen las geodésicas ﬁara‘ el
caso de la distribucidn normal multivariante. Hasta el momento, dicho
sistema no ha sido integrado por lo que no disponemos de una expresidn
que permita encontrar la distancia entre dos puntos medida sobre una

geodésica. Se ha obtenido sin embargo, una acotacién de la misma.

Sean (UA,EA) Y (uB,ZB) dos puntos del espacio paramétrico. Es bien
sabido que siempre existe una transformacidn lineal tal que reduce si--

multaneamente a XA Y ZB a la forma diagonal, Mardia (1979):

pod
it
H
=
™
il
Le]
e}
=]
il
P~

(118)

=
i
=3
=
jae
il
=)
™~
=]
it
]
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donde la matriz T es una matriz cuyas columnas son los vectores propios

1o % respectc ) :
CLBQ[(() Ay

ooy M) - (119)

siendo los Ai los valores propios.

Intentemos ahora resolver el problema con la restriccidn suplemen-

taria de que las variables aleatorias sean independientes en todo el tra

yecto de la curva que une ambos puntos. En otras palabras, que la ma- -

triz de varianzas y covarianzas sea diaqonal.

FEl caso de n variables aleatorias normales independientes va esta
resuelto, por haber solucionado el caso de una distribucién normal uni-
variante y por el resultado 3.3.5. Por tanto una cota superior de la

distancia entre (uA,ZA) v (uB,EB) calculando las distancias entre cada

una de las funciones de densidad marginales (normales univariantes), vy

«

sacando la raiz cuadrada de la suma de sus cuadrados. La distancia dj

entre la j-ésima marginal de A y de B es la distancia calculable a par-

tir de la expresidn (74) entre los puntos (ﬂj,ﬂA v (uj,Aj)B, Y por
tanto una cota superior de la distancia vendri dada por:
A/ 2
ax = d? + .0t dn (120)

Nétese que en el caso quuB (y por tanto ﬁ =ﬂB), si existe una so

A

lucién del sistema (117) con & = 0 si a#R. En efecto, en este caso

af

basta coger A=0, vy resulta:



dzln ag,,
ii
d52

por tanto:

y al resolverlo con la condicidn que para

resulta

da, g,, = A,
11 1

(107) :

y al ser por

resulta:

n
1n2A.
— i

1

1
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(121)

(122)

s=0 o0,.=1

} ara un cierto
ii Y p

5] (123)

(124)

(125)

por tanto, bajo la condicidn “A:UB’ la distancia entre ambos puntos no

puede ser mayor que 4 definida en (125).

Algunas aproximaciones a la distancia buscada pueden ser encontra

das en el siguiente capitulo.



6. REPRESENTACION EN DIMENSION REDUCIDA,

Resumen :

En este capitulo se examina el problema de representar k puntos
de una variedad riemanniana, en un espacio euclideo de dimensidn q, ge
neralmente =2, de forma que la distancia euclidea entre ellos se ase-

meje a la distancia riemanniana original.

Vamos a efectuar tal estudio considerando varias situaciones po
sibles, atendiendo en primer lugar a la naturaleza de la qeometria rie
manniana definida en el espacid paramétrico y en segundo lugar al he—f‘
cho de disponer, o no, de una expresidén analitica de la distancia en--
tre dos puntos de la variedad paramétrica, asi como a criterios de ti-

po practico.
Sumario:
6.1. ESPACIO PARAMETRICO EUCLIDEO.

6.2. ESPACIO PARAMETRICO NO EUCLIDEO.
6.

<]

.1. Caso de disponer de una expresidn analitica de la distancia.
6.2.2. Caso de no disponer de una expresidn analitica de la distancia.
6.2.2.a. Utilizacidn de técnicas de calculo numérico.
6.2.2.b. Fuclidizacidn local.

6.2.2.c. Utilizacién del Test de la Razdn de verosimilitud.
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6.1. ESPACIO PARAMETRICO EUCLIDEO

Corresponde al caso mads sencillo. En estas condiciones siempre exis
te un sistema de coordenadas bajo el cual el tensor métrico es un tensor
constante, en particular la identidad. Esto se logra resolviendo el sig-
tema (61) del capitulo 2, eligiendo las constantes de integracidn de for
ma adecuada para que el tensor métrico, en el nuevo sistema de coordena-
das, sea la identidad. Ejemplo de ello puede verse en el capitulo 4, (91),

(137) v (265) y en el capitulo 5, (8).

yeee X, ) i=1,...,k, el

Si tenemos k puntos de coordenadas P,: (x,
i 11 in

primer pasé sera efectuar la transformacidén de coordenadas antes indica-
da, obteniendo las nuevas coordenadas de los puntos, Pi:(yi1,...,yin) i=
=1,...,k. El problema que se plantea ahora es el siguiente: dados k pun-
tos de un espacio afin euclideo, cuyas coordenadas est@n referidas a una
base ortonormal, hallar una variedad lineal, de dimensidn ¢q, tal que la
suma de los cuadrados de las distancias de los puntos (vectores) a dicha
variedad sea minima. Dicho en otras palabras, hallar el hiperplano, q di

mensional, que "mejor se ajuste" a la nube de puntos P

1,...,Pk. Este

problema ha sido ampliamente estudiado dentro del Analisis Multivariante,
Mardia (1979*, y se resuelve con la técnica conocida como Andlisis de
Componentes Principales. Si con las nuevas coordenadas de los r& forma
mos una matriz Y de k filas y n columnas:

Y o= (y..) ' (1)

ij kxn

y definimos el vector columna, de n filas Z.:
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&=

Z,= 7 DY (2)
] h=1

entonces es bien sabido que el problema se resuelve diagonalizando la

matriz:

A

il

Y'Y - 2% (3)

respecto la matriz identidad I:

vV ={x/x=0a,v, + ... + o Vv + z o, €R } (5)
qaqgq 1

siendo 2z el vector definido en (2}, v v e,V q vectores propios,

17" q

ortonormales, asociados a los valores propios A1,....,Aq con tal de

que &stos verifiquen:

Notese que por ser A simétrica es siempre diagonalizable, por tan-
to la expresidn (5) tendra sentido para cualquier g, 1<g<n. En cuanto
a las coordenadas de los puntos proyvectados en . la variedad lineal, pue-

den obtenerse a través de la ecuacidn matricial:

U=(Y—Ezt)v . '(7)
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donde E es el vector (kx 1) cuvyas componentes son todas iquales a 1, v
V una matriz (n X q) cuyas columnas son las componentes de los vectores
v1,...,vq. La matriz U serd por tanto una matriz (k X q), cada una de
sus filas define las coordenadas de un punto proyectado en Vq' Asi la

proyeccion del punto Pi en la variedad lineal Vq' puede expresarse

como :

(8)

y cara las representaciones graficas, podemos prescindir del vector
constante z, ya que no afecta para nada las distancias entre los pun--
tos proyectados en Vq (equivale esta supresidon a una traslacién - del
sistema de coordenadas), y asociar a cada punto Pi las coordenadas
(ui1,...,uiq) de un sistema de referencia cartesiano.

También se verifica que la suma de los cuadrados de las distan--~
clas entre las proyecciones de los Pi' Pj, extendida a todo par (i,3).
es mdxima dentro de la clase formada por todas las variedades lineales

de dimensidn ¢, Cuadras (1981).

6.2, ESPACIO PARAMETRICO NO EUCLIDEO

En este caso habrd que distinguir varias situaciones, atendiendo
en primer lugar si disponemos o no de una expresidn analitica para la

distancia.
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6.2.1. Caso de disponer de una expresidn analitica de la distancia

En estas condiciones, dados k puntos de la variedad riemanniana,

P,,...,P , pueden darse dos situaciones: pueden existir Q1 yeaey Qk

1’ k
puntos de un espacio euclideo, de dimensidén m< k-1, tales que la dis
tancia euclidea entre ellos coincida con la distancia riemanniana

original, o bien puede darse el caso contrario.

Si definimos:

D = (dij)kxk dij = d(Pi,Pj) (9)
A= (a0 aj, = - —;—aij (10)
H= () H =1-—]1{~EEt (11)
B=HAH (12)
donde E = (1,...,1)°C.

Entonces es bien sabido, Cuadras (1981), que si la matriz B es se
midefinida positiva, de rango m, m<k-1, es posible encontrar k pun--
tos de un espacio euclideo, Q1""’Qk’ tales gue la distancia eucli-

dea entre ellos, verifique:

Ademds, es posible obtener explicitamente una configuracidn de k

puntos de " que verifiquen (13), mediante la diagonalizacidn de B.

S
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En efecto, por ser B simétrica, siempre diagonaliza ortogonalmente, por

tanto:
B=r1o.1t = (00 /% %Y = (/%) ()73t (14)
A A A A A
con
Dy = diag(AT,...,Am) A1 Z~A2 > .._ikm > 0 (15)

siendo T wuna matriz kXm cuyas columnas son los vectores propios a-

sociados a A1,...,Am respectivamente vy ortonormales. Si definimos:
1/2
X=TD / (16)
A
entonces resulta que las filas de X definen k puntos Q1,...,%( de R"

al considerar cada fila como las coordenadas de un punto respecto la ba

P n C s
se candnica de me, y estos k puntos de R verifican (13).

Ademas, con el cdlculo de X resolvemos a la vez el problema de la

R = en un subespacio de R" de di-

1! k

representacidén de los puntos P
mensidén q, con g generalmente igual a 2, de forma que la suma de los
cuadrados de las distancias de los k puntos al subespacio sea mini-
ma O bien que la suma de los cuadrados de las interdistancias entre

los puntos proyectados en dicho subespacio sea mdxima. Bastari escoger

las g primeras columnas de la matriz X.

En el caso que B no sea semidefinida positva, existir@n algunos

valores propios negativos:

’
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en estas condiciones no serd posible encontrar una configuracidn de pun

tos de un espacio euclideo que verifique (13). Si procedieramos de for-

D1/2
A

ma andloga al caso anterior, al hallar aparecerian nimeros imagi

narios puros y las filas de X serian de la forma:

(Xj1""’xjr’ i Xjr+1""’ixjm) (18)
siendo i = V=1. Cada punto estaria representado en un espacio con ejes
reales y con ejes imaginarios puros. Representaciones en dimensidn redu
cida pueden obtenerse escogiendo, por separado, los ejes reales asocia-
dos a los mayores valores propios y los ejes imaginarios asociados a
los menores valores propios. Sin embargo, la representacidn respecto
los ejes imaginarios presenta problemas de interpretacidn: cuanto mas

separados dos puntos, mias negativa, y por tanto menor, es su distancia.

Para solventar esta dificultad, se utilizan otros métodos que se
basan en transformar la matriz de interdistancias D, definida en'(9),én
otra matriz 6 tal que al repetir el proceso anterior con &sta Gltima,
obtengamos que exista una configuracidn de puntos en un espacio eucli--
deo tales que sus interdistancias coincidan con los correspondientes
elementos de ﬁ, en otras palabras los valores propios de la matriz B,
calculada a partir de 6, sean no negativos. Para que todo el proceso
tenga utilidad la matriz D debe ser “parecida" a la matriz D, en un

sentido que vamos a precisar, introduciendo el concepto de preordena-—

cién asociada a una distancia.



