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1
[i jrn] = 5 (- + ) +
2 k 2 1 k.2
(1-p =...=p ) ©He P (1p'-...-p)
1 r 1 1 1
+ = (-~ 8, + -6, - —28.,.) (156)
2 1 k.2 i in n i i
(1-p =...=p ) p p’ I p J

A continuacidn calcularemos los simbolos de Christoffel de segqunda

especie:
n S (1“P1“ -p ) n _no 1 r 1
o T 28 (6 p-pp) (- §.. +
I a= * na (1-p = ..=p") (ph? 1@
2 1 r 1 1 1
+ ) + = (— 6, +—8, -— 68..) =
1 k.2 2 1 k.2 i i o i i
(1-p =...-p") (1=p ~...-p)~ p= % pl & pt 1
- 3 i (6 p -pp)-( ! + 2 +
2 B T2 1 K 2
as1 MO pH? I (o)
1 .
+ 1 k (;%.6ia + ;%-Gja - ;%'6ij)) -
1-p —...-p p P p
n
k 26 p
1 25 n 1 no 1
= — (-6 p R +
2
2 o no ( 1) ija (1-p -. _pk)z 1=p = . .-p
(—— P g ot - d s ot + pp® 1 -
i “ian i s )
D o no, J jo no pl ij no (pl) ijo
n o ‘
2? : k,2 P1P k (;Lhala + ;%-a'a - ;%.5i_)) -
(1-p -...-p") 1-p -...-p p pl P J
n n
=~%—~1~~ iin T 113 + ! (8 +6.n~6l E-l—)+
] (t-p -...-p) 2(1=p =...~p) ) ’p
n n n, 1
U ER P p t...4p ) p JP e tetp) 1
2 1 i3 k.2 k k i 717
p- ) (1-p -...-p ) 1-p ~...=p  2(1-p -...-p) p J
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1 n 1 n
B 61 n ' 1p ¥ 1 (@ n+6 n_éi' EI_) *
2p” M qepleliiopt 201-pT-l L -p) R
n n n, 1 8,
1 p s _ p + P (p +...4p ") ij _
2 i i ck i
p 1 (1-p'~...-p ) 2(1-p1—...—p ) p
1 61 +8 E ‘
= T %n * n1 S (157)
2pt N 2-pl-liop) |
y finalmente: |
0 1 8§, +6,
M= - —g 6. + 1“1 Jn - (158)
J 2p J 2(1-p =...~p )

i, 3,n=1,...,k

A continuacidn calcularemos el tensor de Riemann Christoffel de se

gunda especie. Para ello calculemos:

g .a :S 1 i 'nf 1 Ba Jja
. (- — + ) ( )
By g ot B TN 2pP P13 Hpto N
8
_ 1 5& ( 1 s S (68 +<S]a) _ (¢ i nB)
3 k
4 6= pll( inf Bja pl inB (1-p- .—pk) pB Rja (1 p1— -p5)
. (6lﬁ+8nB)(SBa+Gja .
(1-p' ... -p)°
8 +§, &8, - 8 + 286, +86
21 1 _ _ina in ja ija jna 4 _1a ja na
{2 inj i 1 k, 2
pHT M gt e Y PR - ) (=D =D
(159)

Andlogamente, cambiando la j por la n:
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g a _ l_( 1 S _ Sija ij na ina nja +
ij Bn 4 1.2 "ijna i 1 a 1
16 e S e € B R I
§, +28 +86
+ =2 1 na kjg ) (160)
(1-p ~-...-p)
Por tanto:
.. +6,.8 -8, -8, 8§, 8, -6,
B a B .a 1 ija ij na ina in ja ina ija
Pinfes ~ Tiglen 7 T3 1 K Y PR
- ) p (1-p —-...-p) p (1-p -...-p )
Gja - dna
+ ) =
1 k.2
(1-p ~ -p )
§ § ~8 +8, . -5, &, -8 ) 8 -8
1 la aj an i3 na in ja ia an aj Ja na
= Z-( i 1 a * k., 2 ) =
p ('-p -...-p) p (t-p-...-p)} (1-p -...~p)
1 ai.an - 6i G,a ., =8
=7 ij a1 : Jk * ]a1 = K2 ) (161)
p (1-p -...-p) (1-p -...-p )

Por otra parte:

e 8, +6 8§, + 6
in ad 1 ia na 1 ia na
T (- i Gina * 1 k ) = 12 %inaj 1 k.2

8p1 ap] 2p 2{(1-p —-...-p ) 2(p7) J 2{1-p:=...-p )

(162)
cambiando la n por la j resulta:
oT? : 5.+ 6.
= i 2 Si'an * : = k.2 (163)
ap 2(p™) J 2(1-p =...-p )
por tanto:
ard  ar?, 5§ .- 8,
in _ ij _ na ja (164)
] k.2
apj apn 2(1-p - *P<)
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luego resulta:

(165)

Puesto que el tensor de Riemann-Christoffel no se anula, la varie

dad definida en {(143) no es euclidea.

Vamos a calcular a continuacion el tensor de Riemann-Christoffel
de primera especie para después efectuar el cilculo de la curvatura

Riemanniana.

5 r 1 1 %3%a %in4a
R . = Y (— 8, + ) (—= +
: h h k 1 k
tHan a=1 (1—p1—...-pk) p a 1—p1—...—p 4p1(1—p1-...—p )
anahéja r jé 1
+ ) = (— §, (8,.8 =6, &.)
4(1_p1_._”_pk)2 4(1_91_..._pk)2 =4 plph ha ij na in ja
§ (8§ =68, §,.6 =6, 8, 8 - &,
+ ha na ja + ij na in ja na ja ) =
h k i k k,2
P -pl - praep - (e -l D)
- - L. = 8.
_ r ( Sijanh 6insjh 4 Gnh th + 61] in
k.2 i h h 1 k i 1 k
4(1-p'=...=p") p'p p(l-p-...-p) p (1-p -...-p)
(166)

i h

- -5, )+ -6,

R = ( 6ijsnh 6in6jh P 6Jh) P (613 in’
L. - ) 2 i 1 i h 1 k
hiin (1_0131_“._131() 4plpl 4p’p {(t=p -...-p )

6
h,i,j,n=1,...,k (167)
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Por otra parte:

2
_ r 2 Ty 1 -
qh) in ) 2( h Ghj + 1 k ) i 6in * k) -
(1-p -...-p) " p T-p =...-p p 1-p -...-p
i
2 -8
B r (_hi”in hnP ~7i5P N 1 e
- 1 k.2 i h ih 1 1 k.2
(I-p ~...-p) p p pp (1=-p~...-p) (I-p -...~p)
" andlogamente:
i h
2 - .
9. q _ r (dhnaij + 6hjp 61np + 1
hn'ij k, 2 ih i h h k,2
J (1—})1~...—-p ) pp plp (1-p1—...~p ) (1—p1—...—p )
(169)
por tanto:
i h
- s - -
g ea - r? ( 838 in nndis VP (8157 0np) ¥ (8;=855)
hj”in "hn 17 k.2 i h ih k, 2
! J (1-p'=...=p") PP PP (1-pl=...=pY)
(170)
luego resulta:
= - ¥L-< - ) h,i,j,n=1 k (171)
Rhidn ar 9590 InnT15) DeR3emsl, e

por tanto la curvatura Riemanniana es constante en todo el espacio,

igual a:

K= - & (172)

A continuacion procederemos a hallar el sistema de ecuaciones diferen-
ciales que definen las geod@sicas. Teniendo en cuenta (158), podemos

escribir:



2 } k S + 6
Ap' Ly oy 1y, ey Ty a®ap®
2 - -
ds am1 f=1 2t OBY gl Ky ds ds
Y = 11 lk
desarrollando el doble sumatorio obtenemos:
. ' k
a0 ap ap 1 ap” @t
dsz 2PY ds ds (1~p1—.. *Pk) —4 ds
Yy = 1, v K
que hay <que resolver con la condicién:
k k § U v
Yy oy r Hv o 1 dp_ dp =
e heed 1 k ( u 1 k ) ds ds !
=1 v=1 1-p -...-p p 1-p -...=-p
. +1 1 k cl
si llamamos p = 1-p -...-p , podemos escribir (175) como:
k 2 k+1
BESS S (dp“) LI TN
Y+ " ds k+1 ds
P p=1 p
Ademas sec verifica:
+ 2 k+1 } 2 0
dpk1__kdpa a0 B
s N 2
ds o=1 ds ds a=1 ds

k 2 k k k o
yoal oy o @tz 1y el soat
= 2 Y ds kil 4“4 ds ds
y 1 d Yy=1 2p P y=1 a=1
Yy teniendo en cuenta lo anterior:
2 k+ 2 k+1 2
St ety @t
2 k+1 d
ds Y=1 2pY ds P s
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(173)

(175)

(176)

(177)

(178)

(179)
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y teniendo en cuenta la condicidn de que el vector tangente sea unita-

rio, (177), podemos escribir:

2 k+ + k+
_ dp L _ pk ! + 3 ( dp ! )2 - 0
2 +
ds 2r zpk 1 ds
e g k+1 . .
dividiendo por p v cambiando el signo resulta:
2 +
1 a pk+1 a1 3-( 1 dpk 1 )2 .
k+1 2 2r 2 k+1  ds
P ds p
efectuando el cambio:
2 k+ +
] dpk+1 . éﬁEk T“ k+1 du dpk 1
k+1 ds 2 ds ds
p ds
resulta:
du 1 2 _ 1
as ~ 2 " 2r
ecuacion de variables separadas:
2du
ds = 2 1
ui- =
r
que inteqgrando resulta:
f]
a-v2
Yr 1n ( ) = s + cte.
1
u V-
ba
despeijando u, obtenemos:
Yo
1+ C(BS/ r
u:
/;K1 ceaS/JE)

(180)

(181)

(182)

(183)

(184)

(185)

(186)
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gsiendo ¢ una constante de integracidn. Por tanto, el sistema (174),

teniendo en cuenta (177) y (186), puede ser escrito como:

2 Vr
d Y 1 de 2 de 1+ ¢ es/ *
2 ds ) ds (— s/J/r ) =0 (187)
ds 2p! \/r(1 - c e V)
Y=1,...,k
dividiendo cada ecuacidn por pY, resulta:
2
1 d pY 1 1 de 2 1 de 1+ ces/
S a0y Ty e ! 7zt
p' ds p' p Vr (1 - ce®/Vr)
y=1, 'k
sistema que admite el cambio:
2
e’ v apl | ya el oy (189)
vy ds 2 ds ds .
p ds
y=1, 'K

resultando un sistema de ecuaciones de Bernouilli:

s//;
y)z yY (1 + ce

Ve (1 = ce/Vry

jo)
=<

y 1
___+__
S 2 (y

) =0 (190)

Y=1,...,k

Consideremos el caso yY=O, entonces resultan las soluciones:

p = cte. (191)

. ' 2 . -
Si yy¢0 podemos dividir (190) por (yY) , reduciéndose cada una de las

k ecuaciones a una ecuacidn diferencial lineal, con el cambio:
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Y Y
1 d d
L= Y 5; = - 1 ; 52 (192)
y (z¥)
y=1, K
resultando:
/=
az’ N (1+ces/ r)__ .Y 1 (193)
ds /;(1—ces//i) 2
y=1, A S
cuya integral general es:
~‘H(1+cos//;5/(/;(1~ces//;5))ds
LYo .
((1+ce )/ /x (1-ce )))ds
1 ﬁ s//;‘ / s//;
~(§— e ds + ¢ ) (194)
: Y
Y=1,...,k

Hay que hallar pues la primitiva que fiqura en el exponente, que se

resuelve con el cambio:

: /e /e
e, ae = 0T L ag =t oag, as = T oae (195)
/r r
obteniendo:
1+t dt 2 1 _
-1) q;‘— (Tj€'+ t) dt = -2 In(t-t) + In t =
Vro -2 /r
= 1n l(1—ces/ r) ces/ r] (196)
Ademas, debido a que:
s//; /e
© x (197)

(1—(3£ ) 1“CQS//U
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podemos escribir (194), como:

s/Vr, 2
y /;(1_Ces//;5 CY(1 ce )
A S//;' + ST (198)
2ce ce” VY ,
Y=1,...,k
y por tanto, por (192), podemos escribir:

s//;

yy _ 2ce » (199)

(1—ces/ r)(/;1+ZCy—2ccyeS//;5

y=1,...,k

y teniendo en cuenta (189), para obtener pY habrad que integrar previa-

mente (199). Efectuando el cambio (195) resulta:

2¢ //;
v'as = 2 de = 2o ae -2 Y at =
(1—tx1+2(cy//§3(1—t)) 1+<2cY//E)<1—t)

Il

-2 1In(1-t) +2 1n (1+(2cY//§) (1-t)) + cte =

= 1n [(1 + QCY//EW(1~¢eS//;})2<1-ces//;5"2] + cte. (200)
por tanto si llamamos:
B,q = C B, = 2cY//E Y=1,...,k (201)
podemos escribir:
pY = A | ! + B )2 y=1,...,k (202)
! 1-B s/Vr !
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v teniendo en cuenta (182) y (196) podemos escribir:

es//;

B
k+1 “k+1
(1-B es//;)E
k+1

+
pk T _ A

(203)

Las expresiones (202) y (203), son las ecuaciones de las geodési-
cas, junto con las soluciones de la forma (191), en la variedad E de-
finida en (143) respecto al sistema de coordenadas (p1,...,pk). Habra
que determinar las constantes de integracién y s (distancia), para que

Y

. +
cuando s=0, pY=a ;s Y=1,...,k+1 vy que para un cierto s€R , pY

:=b‘Y Y=
=1,...,k+1, teniendo en cuenta ademdas la condicidn, (176) y que la su

ma de las pY es igual a 1.

B_, B

Notese que si a =b  entonces la ecuacidén de la geodésica que une

1 k 1 k . o
ambos puntos (a ,...,a ) y (b ,...,b") verifica:
(204)

en otras palabras, es constante. Vamcs a suponer, de ahora en adelan-

te, por comodidad, que:

: ,
a #b ,...,a#, a =b ',...,a=b - (205)

T <71 <Kk

Hallemos en primer lugar, para Y < T:
B s//;
ap’ 1 K+ 1

e
=+ B) (206)
V 5 oS/ Y J/r (1-B es/‘/;)2
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por tanto:
. an g2 o28/Vr ‘
_L‘(dp )2 _ Y k+1 (207)
pY ds r(1-B G‘s/»/;)4 : \
k+17

Andlogamente:

S//{,2 s/Vr s//;. 25//;
< ., ) ((1 By, 1€ ) e 1/ + 2B, (1-B, e )e
ds k+1 "k+1- . es//;)4
k+1
- s
Ak+]Bk+1eS/ r(1+Bk+1e%//f)
_ S , (208)
/o S/t/r 3
=By 4@ )
por tanto:
/o
K+1 a B T (1+B es//;32
1 dp 2 k+1 k+1 k+1
i CTa )= (209)
S
p . Gs//§)4
k+1 "
como para  Y>T:
Y
dp
———— T O
ds 0 (210)

La condicidn de vector tangente unitario (176), puede escribirse

como:
s/Vr 2 2 2s//r s/Vr. 2
1,1,?1<,t1f ) ( o PP Pt P es//f.(1 Pr1® ) )
s/Vr = _ s/ /r 4 r B s/ /. 4
IR v=1 r(1-By e ) (=B, 4© )
=1 (211)

Simplificando (211) obtenemos:
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.
v an, T A _(14m e%/'E)?
1 (JS Y k+1 + k+1 k+1 ) = 1 (212)
A s/ Vr 2 S/ /r\ 2
+ = - -
k+1  y=1 (1 Bke ) (1 Bk+1e )
equivalente a:
s//;
4 B e -
K+ 1 s/Vr 2 s/Vr 2
() a) + (148 e/ )7 = (1-B, e "T)7 (213)
Ak+1 y=1 Y k+1 k+1
desarrollando los cuadrados y simplificando resulta:
T
+
o Y k+1
k+1
Examinemos la condicién :S pY:1, resulta:
. v
/r Vr
R (148_-B. B, /"T)2 A n &' k
Y oy k+i k+1"k+1 o
) A + — =1- Y a (215)
y=1 Y (1-B es//;52 (1-B es/'/r)2 a=T7+1
‘ k+1 k+1 ’
llamando:
K o
B=1- Y a >0 (216)
o=Tt+1

la expresidn (215) puede escribirse teniendo en cuenta (214) como:

k+1

T
s/Vr 2 : s//;- _ s//; 2
yg; A | ((14B)-B B e )T - B0 = (1-B, , e )R (217)
desarrollando los cuadrados:
T }
2 2.2 25//; s//;
- + - £y =
551 A | (4B THBIE e (2(1+B)B B, By )¢
Vr Vr
=B+ B Bi+1 25/ op g &S/T (218)
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Identificando coeficientes, resulta:

Y aB -8 (219)
Y=1 Y Y
ademas:
i 2 < 2
D A (1+B )" = Y (a+A B 422 B ) = B (220)
= Y =

equivalente, debido a (219), a:

T T

Y§1 A = -2 YA; A B (221)

Si se cumplen (219) y (221) se verifica automidticamente:

T
) A (2(1+B)BB . - B ) =2B B (222)
Y Y

+ +
v Y k+1 k+1 k+1
por lo que no podemos deducir de (221) otra relacidn que ligue a las

AY con las BY. Tendremos pues el sistema de ecuaciones:

2
aYzA(1_B1 + B ) (1)
¥ K+1 Y
2
bY=A (———‘J——'—‘—’“_+B) Y=1,00.,T (IT)
k 1-B es//r k
k+1 (223)
A B
ak+1 = M (III)
(1-B )2
k+1
A B es//r_
bk+1 _ kA1 k1 - (1V)
2
(1-p__e5/'%)
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T T 5 T T
Yy A =-a AB =8 Y a =-2 ) aB (V) (223
k+1
Para facilitar el calculo vamos a llamar:
s/Z/;
e

=t (224)

por tanto, dividiendo la (IV) por la (III) resulta, sacando la raiz

cuadrada:
bk+1 B t(1—Bk+1) (225)
Skt B 1 -n 2
k+1
despejando Bk+1' y llamando:
o = (226)
k+
b 1
resulta:
ot ~ 1
Bet1 T T@ - o (227)
ademas:
Lo o B2 ) (228)
— ‘] _
! Bk+1 t
vy también:
L et (229)

5 -
1-B t o (1 - tz)

Por tanto, sacando la raiz cuadrada a (I) y (II) y sumandolas vy

restandolas entre si, resulta:




=~
=l
+
QJ\
<
]|
>
]
1
54
T_}

+ t) + 2B
Y

sumando las dos expresiones y dividiendo por dos:

/oY = Va (~—9:E§—~+ B ) .
a{l1-t") Y

elevando al cuadrado y sumando, desde 1 hasta T, resulta:

T 1

: _ 5 _
3> o' - Y A, ( ——fil%§~ 2+ 824 2 —2 t2 ) =
Y=1 Y=1 a(1-t) K v a{l1-t")
- ot ° s a-t
= (Y A (——5—) B r 20} AB)(——5)
Y=1 a(1-t7) y=1 a(1-t)
y teniendo en cuenta (V), podemos escribir:
i ot 2 (0-t)
Y - P ) P A T o
Y="1 a(1-t7) a(l-t)
y teniendo en cuenta que:
.
k+1
Y ' -8=-b
y=1
rosulta:
bk+1 _ (- ( o~-t )+ o~t Sy = -a t(1~at) (a~t)

+ 2 2.2
6 (1-t2) a(1-t2) KT 2 (1=t
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(230)

(231)

(232)

(233)

(234)

(235)
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Por otra parte, elevando al cuadrado (230) y sumando, resulta:

T 2

Z (b +a¥-2/a¥pY) at L2
'Y::

1l
!
jo=]

(236)

T
Z (b +a +2/2¥pY) i a (2=t )(;}Jr £) + 2}3}{)2
'Y:

la Gltima ecuacidn puede escribirse, teniendo en cuenta (V), como:

< —+.2 2 -
i (b +a 42/a%Y) = -2 5%y % v o &Ryl e
k+1 2 o k+1 2 o
=1 1-t 1-t
k
+ 401 - bY) (237)
Y=T+1
Restando la primera ecuacidn de (236) a (237), obtenemos:
L a-t 2t a-t 1 S
4y VavuY = —an,  (E oyt Ehon &Sy d v a0 - Zby)
k+1 2 a k+1 27 o
Y= 1-t 1-t Y=T+1
(238)
debido a que a'=p' Yy > 1, podemos escribir (238) como:
LS SNy a-t a-t 2t 1
- Y Y = - —_ —_— —_— =
2(1:ab) AL, ) | ) T+ )
Y= -t 1-t
(a—t)(1—ut)(1+t2)
= -A 239
K+1 (239)

u(1—t2)2

C . k+1
dividiendo (239) por b resulta:

t

2 X a(1+t2)
— (1 - E Ya¥bY) = ———= X (240)
b = .
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recordando (226) podemos escribir la ecuacidn de sequndo grado en t:

k ST
VaM s 2 Lo - S A e + VAR TR - o (241)

=1

por tanto:

e

K
Z /aYBY) Z}%hﬂ)z-J“H}H

. (242)

/ak+1bk+1

Notese (que debido a que:
k+1
/aTbY < 1 (243)
resulta que:
k
- +
1= S Yarpy s VR (244)
y=1

equivalente a:

VaTpn)2 5 oKHT kT (245)

EVﬂx
i

Y=1

por tanto el discriminante de (241) es no negativo, admitiendo t solu-
ciones reales siempre. Habrd que elegir la menor solucidén de t tal que

sea mayor que 1, yva que debido a (224), resulta:

s =2 Vr 1n t (2406)
NOtese que si 1lamamos:
k+1bk+1
x = 2 (247)
1= > Va¥pY

v=1
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entonces podemos escribir:

+ eyl
£ = 1 £ V1-x (248)
X
Estudiemos la funcidn:
f(x) = 1- /1-x2 - x x € lo,t] (249)

resulta facil comprobar que:
£(0) = £(1) = O i (250)

vy que O y 1 son las {inicas raices de f en [0,1]. Por ser f continua,

como que f(1//§5 < 0, podemos afirmar que:
f(x) <0 Vx € (0,1) (251)

o equivalentemente:

i e S vx € (0,1) ;K252)

por tanto, no podemos aceptar la solucidn negativa de (248). Analoga-

mente, si consideramos: T
F(x) =1+ V1-x2 - x x € [0,1] (253)

resulta facil comprobar que es una funcién positiva en (0,1), por tan

to:

1+ /1-x2
X

> 1 vx € (0,1) (254)
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por tanto finalmente podemos escribir:

Zm\/gm
2/;71n

A/ k k+1
a

s = ) (255)

expresidn que permite calcular la distancia geodé@sica entre dos pun--
: . ' 1 k
tos de la variadad E, definida en (143), de coordenadas {(a ,...,a ) v
k k
1 k . k+ +
(b ,...,b ), teniendo en cuenta que a T 1 - :Z;ay, bk 1=1—-§E;bY.
Para el calculo de las geodésicas hace falta encontrar expresiones al

gebraicas para los AY y BY' constantes de integracidn.

A partir de (230) podemos escribir:

2,2 X1 k1 T, 2
! b (/bY - Y/aY) (256)

U WARFTLRET (2 (R [T 2

Y=1,...,T
por otra parte:
/bY + Val 1, o-t 1
y D T Ty 5 )(a'+ t) (257)
! 2 Vay 1-t
N
y tentendo oen cuenta (256) podemos escribir:

LV e ST e T
Y N/i%wbk+1 Vol - Va¥

2{1-t")Va

(258)
y=1,...,1
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Ak+1 v Bk+1 pueden ser determinadas a partir de (214) y (227) res
pectivamente.
- . e k+1 k+1
Notese que si fijamos a v b , podemos establecer alguna ré-

lacidn entre (255) y (58), ya que ambas distancias son funciones mond

tonas decrecientes de la cantidad:

ﬁ: ST (259)
Y=

por tanto, en estas condiciones, si PW""’PS € E y sean dij las dis
tancias calculadas a través de (58) entre Pi y Pj y sij las distancias

calculadas a través de (255) entre los mismos puntos, podemos afirmar:

d,. <d = s,. < s (260)

Es posible extender la métrica Riemanniana definida a través de
(255) a una parte de la frontera de E: aquellos puntos con algunas de

las k coordenadas nulas. Sin embargo, a diferencia del caso de la mul-

. \ - k+1 . .
tinomial positiva, p debe ser siempre estrictamente mayor que cero,

- +
ello se debe a la falta de simetria entre p1,...,pk Yy pk 1.

4.9. Distribucidén binomial negativa

Un caso particular de multinomial negativa es la binomial negativa,
k=1. Fn cstas condiciones la variedad E es euclidea, y una transforma-

cidn normalizante viene definida por:
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gy =al—_ (261)

t=Vvi-p, p=1-t, dp = -2t dt (262)
resulta:
y = -2A ——§E§-= pl—dt - p %é%~+ %{%» dt =
(1-t7) (1-t) (1+t)
1 1 1+t
—~'2B In(1-t) +§“B In(1+t) +c—D1n(1—_—t)+c—
+ V1~
=D 1n ( 1+ vip ) + ¢ (263)
1-V1-p

para que el tensor métrico resulte ser constante igual a 1, como:

(y-c) /D 2
e -1 2 y-c 1
p=1- (") =1-tgn“ (LS = (263)
-c) /D : 2D -
n(y )/ +1 coshz(z—g)
2D
por tanto deberemos elegir ¢ y D para que se cumpla:
y-c
senh (F==) 2
2D 1 Y r
1= ( —2 2 5 = L (264)
3 y-c, D 1 2 . y-c 2
cosh™ ( 2D) ( h2( = ) tgh (ji;ﬁ D
cos TS
por tanto la mas simple transformacidn buscada sera:
- 1+Y1-
y = /r 1n(-——E_) (265)
1—vﬁ—p
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caso de que tengamos k distribuciones binomiales negativas indepen--

dientes, la distancia entre dos distribuciones conjuntas, de parame-

tros aq,...,ak v b1,...,bk vendra dada por:

J1-41 - /1 pt 2
s = R e R i} B (266)
{= 1-v/1-at 1+ /1-pt

1l




5. DISTANCIAS ENTRE DISTRIBUCIONES ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

Resumen:

En el presente capitulo, se obtieﬁe explicitamente, las expre--—
siones de la distancia definida a través de la matriz de informaciodn
de Fisher, para algunas distribuciones de probabilidad absolutgménte
continuas, como las exponenciales independientes, normal univariante,ﬂ
etc. y se plantean las ecuaciones diferenciales de las geodésicas pa-
ra el caso normal multivariante, encontrindose una cota superior de la

distancia para este caso.

Sumario:

5.17. DISTRIBUCIONES EXPONENCIALES INDEPENDIENTES.
5.2. DISTRIBUCTION NORMAL UNIVARIANTE.

5.3. DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIANTE.
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5.1. DISTRIBUCIONES EXPONENCIALES INDEPENDIENTES.

Sean X1,...,X variables aleatorias absolutamente continuas cuya
n

funcidn de densidad conjunta viene definida por:

nn
Ve TN LG M e ®DD

0 o (x . e ®HD

(1)
AL e v

Notese que cada Xi se distribuye segln una distribucidn exponen
» el i . N . -
cial de parametro A~ y que las Xi son variables aleatorias estocas-

ticamente independientes. El espacio paramétrico vendrid definido por:

E= (N ,...,Mer” /2t >0 i=1,...,n} (2)

Es inmediato comprobar que el tensor métrico, definido a partir

de la matriz de informacidn de Fisher, es:

A partir del resultado 3.3.1 podemos afirmar que la variedad Rie
manniana E es euclidea, y que hallaremos una transformacién gque reduz

caal tensor métrico a un tensor constante, resolviendo

yv' = A N art + B, i=1,...,n (4)

integrando obtenemos:
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y' o= A, 1n N B, i=1,...,n (5)

donde vamos a determinar los Ai \ Bi para que el tensor métrico no
sblo resulte constante sino gue sea igual a la identidad. De (5) se si
que:
. i
oo W -Bi)/A;

(6)

por tanto

1

. i
Ay i (e(y -‘Bi)/Ai)Z A,

por tanto bastard elegir Ai==1, con Bi arbitrario, por ejemplo Bi=0.

La transformacidn buscada sera:
v = 1n X u=1,...,n (8)

. . - n
Yy puesto que existe una clara isometrla global entre E y R con el pro

ducto escalar usual, la distancia entre dos poblaciones estadisticas

. n n .
de parimetros A ,...,A , ¥ U ,...,t , vendria dada consiguientemente

por:

n A, 2
a-= -Z(lnif) (9)
i=1 1

Consideremos a continuacidén algunas distribuciones relacionadas.
Supongamos que se dan n  procesos de Poisson en un espacio bidimen--
sional (enclideo), de forma que la probabilidad de que en un volumen

v de dicho espacio apakezcan k ...,kn sucesos, clase 1,...,n, vie-

1'

ne dada por:
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(10)

k,..”knelNU{O}

Sea Xi la variable aleatoria "distancia de un punto al azar al suce-

so (objeto)clase 1 mds préximo". Entonces se verifica:

. bty 2 .
plx, > x'] =e X x>0 (11)

vy por tanto la funcidn de distribucidn de Xi es:
. . 9 .
—Alﬂ(xl) i
e

F{x7) = (12)

La independencia de las Ni implica la independencia de las Xi' por

tanto es posible escribir:

i 12 A
e M Ty kY e DD

1

n

n
(2m)

1 i
F X oo X ;A Lo, A )=

0 > (X1:---,Xn)¢ﬂR+)n

(13)

o en términos de funciones de densidad:

I T
(27) ‘TIX X e

3 i=1
Fx, o ,x A Y =

0 o (x5 emH®

(14)
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Notese que el espacio paramétrico E viene definido como en (2) vy

comao :

n . . . 5
nf= 3 (an At -t ? o n 2mdh) (15)
i

resulta que el tensor métrico es idéntico al definido en (3) por tanto-
: , : . n ‘
la distancia entre dos poblaciones caracterizadas por A1,..,k Yy u1,..

...,un vendri dada por (9).

Un resultado andlogo se obtendria de considerar procesos de Pois-—

son independientes en un esapcio euclideo n-dimensional.

5.2. Distribucidn normal univariante.

Sea X una variable aleatoria cuya funcidn de densidad viene defi-

nida por:
2 2 XE R
- (%~ 2
f(x,u,0) = ! e (x=1) " /20 c R (16)
V2w o H '+
g &elR

es decir X es una variable aleatoria con distribucién normal univa--

riante. El espacio paramétrico viene definido por:

2
E={(0€eR | -=<y<w g>0} (17)
como:
(x~ )2
1nf=~~§——-1n/2w—1no (18)
20
resulta:
2
e 1 lnE_ _ xow o'in £ _ _ 3w’ 1 o
2 2 300u 3 2 4 2
Y o g Ele] ag o
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y por tanto el tensor métrico vendri definido por:

- - - = 2 2
Ty 2 Iyg = 9y =0 g (20)

la referencia es pues ortogonal, vy la variedad E una variedad rieman--

niana por ser definido positivo en todo E.

uv

Los simbolos de Christoffel de primera especie son:

3g
_ 1 L
[11,1] —2(3“ ) =0
dg
__1 LR N
[11r2l - 2( ao, )"' 3
o
39
1 1, L
[12,1] = [21,1] —5( ng ) T - 3
a
(21
g
- 1 22\ _ _ 2
[22,2] = 2( 5o ) = 3
a
59
N P N
[22,11 = 2( T )y =
g
1 722
[21,2] -I12,2]—§—(~—é—1—1—)~0

11 2 12 21 22

Q
| %y

(22)

los sTmbolos de Christoffel de sequnda especie son:
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ﬁ
i
«Q
—d
—
-
pR
1
o

2 22 1
F11 =g " [11,2] = b
1 1 11 1
r = = = - L
12 = Tyy =9 (12,7 -
(23)
2 22 1
]22 =g I22121 = g
1 11
122 =q [22,1] =0
2 2 22
r21 = r12 =g “[21,2] =0

En una variedad de Riemann de dos dimensiones las (nicas posibles
componentes del tensor de Riemann-Christoffel de primera especie no

nulas, son iguales salvo el signo a R Vamos a calcularla:

1212°

2 2 2
1 P9y, Fgy Payy gy,
2 dudo duUdp 9030 oudo

R1212

11([21,1][12,1]—[22,1][11,1l)+g22(['21,21[12,21—[22,21{11,21)=

+

1
— 2
4 (24)
o
Por tanto el tensor de Riemann-Christoffel de primera especie no
se anula, concluyéndo por consiguiente que la variedad paramétrica de
finida en (17) no es euclidea, en el sentido de que no existe ninguna

transformacidén admisible de coordenadas que reduzca al tensor métrico

a un tensor constante.Como:

2
ol = 991922 7 942792 T A
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obtenemos que la curvatura Gaussiana es igual a:

(26)

KoL
B 2

constante en toda la variedad paramétrica, y al ser negativa sera lo--

calmente isométrica a una pseudoesfera de radio V2.

Las ecuaciones diferenciales de las .geodésicas son:

a®y 2 ands _
dq2 0 ds ds :
) (27)
d20 1 du (2 1 do 2
*5slas) "o las) T
ds

que habra que resolver para unas condiciones de contorno adecuadas (que

pase por los puntos (UA,OA) vy (uB,oB)) y ademas que el vector tangente

sea unitario:

14wz 2 do2
5 s ) T 2 ( ) =1 (28)

de la primera, cuando g§~# 0 resulta:

a
ds

dy

l .
(In ds

d
) = 2 ag'(ln o) (29)

e integrando:



