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debido a que la funcidn de Bessel de indice v:
n x,2n
v o (=1) (50
I x) = () go o) ~(110)

puede ser expresada en forma de integral como:

i)v

5

-1 0
2V o ixcos (111)

sen 0O a6

Ty =
/?T(v+§) o

al integrar (109) entre O y 7 obtenemos el resultado:

3.5.2. La funcidn de densidad, asintdtica, de la distancia estimada en-

tre dos poblaciones, conocida A, viene dada por:
N N
2 .2

n-2 1 A B
. N. N - (D" +A7) N. N
-1 2 +
£(D) = (=5 A B /2 2 Npilg g G2 Bpan (112
A N_+N n-2 N_+N
A B —= A
2
D >0
V-1.

donde i es el nimero complejo

Notese que a partir de (112) podremos resolver el contraste de hipé

tesis:

H: A=20
(113)

(112) se convierte en:
NN
. 1 A B _2
N. N_ n/2 - = D
- +
A B, Rl 1 2 Nptig 5

N
2%~1 NNy T (

Bajo la hipdtesis nula,

(114)

i v
(@]

=
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N N
. . . - . . A B 2
y si aueremos hallar la funcion de densidad de la variable ﬁ—Iﬁ—‘D , Ob-
A B
TONOmos @
N
n 1A 2
Aoy 2 1 A Vg 237 '5N+NB b
-(,.__,_;;_ DL!H ) = ( - D )H A B D>0 (115)
NN n N_+N —
A B Z n A B
27 I'(3)
2
en otras palabras, podemos enunuiaf el resultado:
3.5.3. Rajo la hipotesis nula, y asintdéticamente, el estadistico:
N, N ,
U = ——= D (116)
N_+
A B

converge a una distribucidon ji-cuadrado con n grados de libertad.

Por tanto, la regidn critica asociada al contraste (113) sera:

NA‘i-NR 5
W = {xeR “/U(x)>xz} (117)

"inalmente cabe destacar que (112) puede ser utilizado para el c3al-

~ulo de la funcidn de potencia (en funcidn de A), siempre que considere-

mos tamanos meiestrales elevados.




4, DISTANCIAS ENTRE DISTRIBUCIONES DISCRETAS,

Resumen:

En el presente capitulo se calcula la distancia, definida a tra-
vés de la matriz de informacion de Fisher, a varias distribuciones
de probabilidad discretas, entre otras, la distribucidn multinomial,
las distribuciones de Poisson independientes y la distribucidn multi

nomial negativa.

4.1. DISTRIBUCION MULTINOMIAL.

4.2. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA DISTANCIA ASOCIADA A LA DISTRIBUCION

MULTINOMTAL
4.3. CASQ DE VARTABLES BINARIAS.
4.4, DISTRIBUCIONES DISCRETAS FINITAS.
4.5, DISTRIPUCIONES DISCRETAS NUMERABLES.
4.4, DISTRTBICTONES DE POTSSON INDEPENDIENTES.
4070 DTIETRIRICTON MULTINOMIAL COMPUESTA CON UNA POISSON.
08, DTSTRIRUCTON MULTINOMIAL NEGATTVA,

A0G, DIOTRIBICTON RTNOMTAT, NEGATIVA.
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4.1. DPISTRIBUCION MULTINOMIAL

nt1 . . . . -
Sean X1,...,X variables aleatorias discretas, cuya funcidn de

densidad conjunta viene definida por:

1 Xn+1
1 n+1 N/ X n+1
F(x .., x ) = - eh* o (1)
1, n+1,
x I P !
+1
x1,...,xn e N U {o}
con las restricciones:
“ﬁ i nt1 i
EL x =N 3% zz p =1 (2)
i=1 i=1 )
El espacio paramétrico lo definiremos por:
1 n n i = i
E={(p,...,p)ER /p >0 i=1,...,n > p <1} (3)
i=1

para evitar posteriores problemas en la definicidn del tensor métrico.
Puede comprobarse de inmiediato que E es una variedad n-dimensional ar-

co-conexa.
! Jogaritmo de la funcién de densidad viene dado por:

n . .
In £ = 22 xhln ph + (1—x1—...—xn)ln(1—p1—...—pn) + cte - (4)
h=1 : : :

: . i j
derivando parcialmente respecto p vy pj obtenemos:

3 1 n §..%x 1 n

>
07 In f D (1-x =...~x) - i35 (=% -...-x )

X
= _ (2 -
apap? BPL p] 1—p1—...-p (p

i,j=1,...,n

siendo 8 las deltas de Xcroneker. Por tanto:
i3
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+ ) L,V =1,...,n (7)

y puede comprobarse con facilidad que es definido positivo en todo E vy

su determinante es igual a:

E es pues una variedad riemanniana.

El siguiente paso gue podemos dar es calcular el reciproco del ten-

sor métrico, quv, v obtenemos:

v 1
Y = N (8"p" - p'pY) (9)
In efecto,
n vl n Guv 1 ﬁ VA v v A
N = ¥ + =~ (8 - =
2. (Juvq N ( I ) N ( p pp)
v=1 v=1 P 1-p - -p
3 Pvpk
A §
I SN AN AP SIS A . = )
v " o " PP 1 n
=1 p v=1 1-p - -p v=1 p 1-p - -p
A by A,
NP, P A i AL i R
1 n L n
H pu 1-p ~...-p 1-p - P
A1 n A, n A
_ 6A L P p+.otp)  p (pH...4p ) _ 5 (10)
u 1 n 1 n H

1-p =...=p 1-p -...-p
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Procedamos al cdlculo de los simbolos de Christoffel de primera es

pecie. Para ello:

g §,
4 3 1
;.‘k=—?<N<;k+ 1 =) =
dp dp P 1-p -...-p
= -8
(=619 1 S+ ! — ) (11)
(r7) (1-p =...-p")
Si definimos:
1 e i=i=k
si,k = (12)
J 0 = i#j 6 izk & k#]
podemos escribir:
9qg.,
;k = _Gi'k T 2 + n, 2 - (13)
ap ] () (1-p'=...-p")
ademas:
dq. 3 d _
L S S ] (14)
Bpj op" 39k

por tanto, los simbolos de Christoffel de primera especie son:

[i9,kl = _Gijk N' + N (15)

i, j,k=1,.../n

Obtengamos a continuacidn los simbolos de Christoffel de segunda espe-

cie:
k n
- 1 ko k k o 1 1 1
r = 2; ﬁ'(d p ~p p )} N(- E“Giju . + 3 » ) =
iy a=1 (p™) 2(1=p ~...=p )
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S 1 ko o 1 ko : sko _k
D I R T T nz
a=1 ) {p) - (p) 2(1—p1-...—p )
—- p p )= !
2
2(1—p1-...—pn)
.k k 1 k
=T %’Slﬁk TRy T g o R ;e
T op et 20-p P 2(1p - )
teniendo en cuenta que 6iji = Gij agrupando té&rminos, y simplificando
obtenemos:
k k
F}i{'z"%‘ai'ki{*;—‘si'g{* T n (17)
J J P J P 2(1=p ~...~p )

A continuacidn vamos a calcular el tensor de Riemann-Christoffel de

sequnda especie. Calculemos en primer lugar:

n B B
B _a 1 1 1 p p
rPrs = > (-=868,  —+=26,_ E-+ )
2 1
ik B3 =1 ikB pl 2 ik pl 2(1-p = . =p™)
) a a
1 1 1 p :
(- = L P s ) =
2 2 1
Bja pB B3 pB 2(1-p'-...-p™
=2£ ﬁ_a S LI p’ 1 p° -
4 ikf i 4 k i 4 k
= ikB Ria plpB ikB B3 plpB ikRB pl(1—p =D
a R a
1 1 1 P 1 P P
- =68, 8 . —+ =88 .5+ =06, -
4 ik Bija pl 4 ik B3 pl 4 ik pl(1—p1— oM
-1 ! r 1 p® T p*p ) =
i : 4 2
4B oY B et (1=p =...=p")
1 1 1 P 1 I
= e TTT "7 Sk 7T 7 Sik T -
19 ph) 1) p (1-p ~...-p )
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1 (18)

Kja a partir de:

definiendo Gi
1 & 1i=k=j=a o
= : - (19) -

8,
ikja .
J 0 & en caso contrario

agrupando términos podemos escribir:

Bra _ 1 1 1 6ikj
ik B3

[y
H.
=
(W
83}
[
[
sy
H
&)
=N
ot
o
u
s/

PN
H.
oo
'_J
o}

RGN
1S }
o
=
FY PN
=
ro
PJ
[2 )

- s sy + Ja (20)

B La 1 a 1
r = ——— - o
i3 gk Toh? (85 5ka 015%P ) i (8;50a) * T _n2

luego resulta:

(22)
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Hallemos ahora:

BFa a a
ik d 1 1 1 p p
T3 T il 2%k T T2 0 T 1 =
op?  op’ p p* 2(1=p'=...-pM
i a 1 n a
- P == +
R IS p a3 p 613 1 (1-p p )Gaj p _
T2 Vika |, i.2 2 “ik i 2 2 1 n, 2 -
(p) (p™) (1-p -...-p")
a §
1 1 1 1 1 p aj
= =0 + = 8 -~ - =6 + +
2 ikai i.2 2 ik a3 i 2 k
Al ph Heal gt R eHt 201-p -
1 pa
+ (23)
1 2
(1-p - -pn)

Ty 1 v ls s L1 B, “ax ¥
k2 Tijak 1.2 0 2 ®i3%k 1 T 2 ik 12 1 n
op 195 ph 18 P ] (p™) 2(1-p -...-p )
1 pa
L+ L (24)
2 1 n, 2
(1-p -...-p")
luego resulta:
a a
Brik _ Drlj 1 _ ) 6aj “ak (25)
ap] 8pk 2pl ik aj 'ij ak 2(1—p1— -p%)
por tanto resulta:
§ -8
i'k - ~l"i"mik‘s 7 %% a]1 = n (26)
J 4p a] J 4(1-p =...-p")

i,j,k,a=1,...,n
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Al no anularse el tensor de Riemann-Christoffel de sequnda espe-
cie, no existe una transformacién admisible de coordenadas (par@me--

tros) que reduzca al tensor métrico a un tensor constante.

A continuacidn procederemos a calcular la curvatura Riemanniana
de la variedad E, para ello deberemos hallar el tensor de Riemmann-

Christoffel de primera especie.

L 1 1 1 8570k
e = D N(S ) (— (8,8 -8,.8 )+
h 1
Rhljk &= ha p 1-p1~ _pn 4pl ik aj ij ak 4(1-p = .~p™
n S (8 -8 ) § -8
- N ZE ( ha aj ak - + aj ak —, +
a=1t 4p (1-p -...-p) 4(1-p -...-p)
* _‘%%Ef ix%a37%1 5%k li = ) =
4p p ) J 4p" (1-p ~...-p )
Ghj_éhk 6ikéhj‘sij%k dik_aij
= NO——— n t h 1 S (27)
p (l-p - ..-p ) 4p p 4p” (1-p -...-p)
que podemos escribir como:
i h
- _-6 =8,
S i%ni %1y Che Ong P T84 78 50P
Rpiqx = N h i * S n ) (28)
i 4p p 4p p  (1=p =...=-p )
h,i,i,k = 1,...,n
‘"Por otra parte:
8
hj 1 ik 1
= — 4 =
Ty Jixg = NOT n ) N )
p T-p =...-p p 1=p =...-p
i h
2 Ongfix  Spyp POy 1
= N~ . - + ) (29)
1 i i 1 1 n, 2
pop pp (1-p~...-p) (1-p ~-...-p")
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por tanto, cambiando la j por la k podemos escribir:

i h
.3 ®rk %4 N Spi® 8447 1
h 1 hi, 1 n
pp pp {(1-p-...-p) (1=-p -...-p )

NS

luego resulta:

i h
o2 O30 00y BpyOy (6, -6,
= N ( I + :

h i 1 n
pp pp (1-p ~...7p")

I3 T ik InkF i 5 (31)

por tanto:

1
Roisk = 28 9ng%ik T Ink9iy) (32)

h,i,j,k = 1,...,n

por tanto la curvatura Riemanniana es constante en todo el espacio e
independiente de la orientacidn del plano que consideremos (espacio

isdtropo) :
k = — (33)

La variedad riemanniana E serd, localmente, isométrica a la super
ficie de una hiperesfera de radio 2VN en un espacio euclideo n+1 di--

mensional.

Por no ser el espacio euclideo, para hallar la distancia entre dos
puntos de I, tendremos que calcular la geodésica que une a ambos. "En

nuestro caso las ecuaciones de las geodésicas son:

dsz Lo 1 1 1 PY P ‘ dPa dPB =
2 7 2. 2. (- Evdasy a T E'GQB ot 1 no)as as 0O
ds a=1 B=1 P P 2(1-p =...~p )

¥=1,...,n (34)
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El sistema puede escribirse como:

2 n 8 B
a‘p 1 dap! ap’ N p' Sl dptap”
2 =
ds opY ds ds 2 b= pB s ds
n o
+ P - > gg gp = 0 Y=1,...,n (35)
2(1=p —...-p) 6=1 f=1 S
vy hay que resolver con la condicidn:
n § v 1 d u d v
S 3w,
p=1 v=1 pH 1-pl=...-p
desarrollando (36) obtenemos:
n U u n n U v
1 dp” dp 1 dp” dp _
N :; U ds ds * N 1 n :S ZE ds ds ! (37)
p=1 p 1=p =-...-p B=1 v=1

por lo que el sistema (35) puede escribirse como:

Y Y Y

d'p 1 dp dp P
i + == =20 (38)
d52 sz ds ds 2N
Y=1,...,n
. n+1 1 n
Teniendo en cuenta que p = 1-p ~...-p , se cumple gue:
n 2y 2 n+1 n Y n+1
25 dp _ _4dp zz de _ _dp (39)
2 2 d
Yy=1 ds ds v=1 ds S

v por tanto, si sumamos las n ecuaciones del sistema (38) resulta:




97

2 + +
a“pt! Dy Y ap’ 1™

Y ds ds 2N

2
ds y=1 2p

y teniendo en cuenta que, debido a (37) podemos escribir:

aoap a1 dpn+1 dpn+1 “n
-y ds = N pn+1 ds ds

resulta finalmente, al sustituir en (40):

2 n+1 + +

a Pn i 1 dpn 1 dpn+1 R pn 1 o (42)
2 . n+1 ds ds 2N

ds 2p

por lo que el sistema (38) puede ser escrito de forma mas simétrica

como :
d2p 1 dPY dPY EI. 0 y=1 +1 (43)
— = =1,...,n
ds 5 Yy ds ds 2N
Efectuemos el cambio:
Y 2 _ Y
(u') p (44)
Y=1,...,n+1
entonces:
de Y duY dsz au"’ qu Y d2uY
dp o,y du - Sy 24 (45)
ds ds 2 ds ds
ds ds
por tanto resulta:
2y
du' - 1 Y
_— = =1,...,n+
3 + N u 0 y=1, ,n+1 (46)
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cada una de estas ecuaciones es una ecuacidn diferencial lincal de se

gundo orden, homogenea, cuya solucidn viene dada por:

w = A cos( —— ) + B sen g (47)

Y 2/N 2/N

Y=1,...n+1
o equivalentemente, las ecuaciones de las geodésicas vendran dadas

por:

p = (A cos(—l— s) + BY sen(—l*‘ s)) (48)
y=1,...,n+1

donde las AY Y BY son constantes de integracién.

Hemos de determinar A A B y s de forma que

177 " nt! BT"" n+1

. - . n+1 n‘{'1 .
.-las geodésicas pasen por a1,...,a vy b1,...,b . En primer lugar,

hallaremos las condiciones gue debemos imponér a las Ai Yy Bi para gue

i .
la suma de las p sea igual a 1. Por tanto:

" n+1 ‘ n+i

2
(A_cos . s + B_sen -—l-—-s)2 = :S (A 0052 S sten MRS
=1 7 a2/ 2/N y=1 oY 2/N
S s 2 s ntl 2 s n+1
+ 2 A_B sen — cos — ) = cos —— (:S A ) + sen” —— (Zi
2/N 2VN 2VN  y=1 .2/ y=i
s s n+1
+ 2 sen —— cos —— (22 AB) =1 (49)
2/N 2/N  y=1 Yy

y esta igualdad debe cumplirse para cualguier s. Esta igualdad es-

equivalente a:

s B AB =0 (50)
sen? 2 (S 3

2N y=1 y=1

<o
o

<"
+
n
o
<1



que por verificarse para cualquier s, equivale a:

n+1 5 n+1 5 n+1
221 B, = 351 Al ;21 AB =0

pero ademas, sustituyendo s=0 en (49) obtenemos:

A = 1

n+1
- Y

1

2
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(51)

(52)

Ademds, debera verificarse que para s=0, la geodésica pase por el

+ " .
punto a1,...,an 1. De esta condicidn se sique:
A =+"aY y=1,...,n (53)
Y
. - - +
Para un cierto s, la geodésica pasara por el punto b1,...,bn 1, por
tanto:
* /bY = A COS =4 B sen S Y=1,...,n+1 (54)
1 L]
por lo que resulta:
(+ b' - A cos -i: )
2
B = 2l Y=1,... 01 (55)
Y s ,
sen ———
2VN
debido a (51) resulta:
n+1 : '
S A ¢ - ncos =) =0 (56) .

equivalente a:
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n+1 n+1
>ox Yl Y A2 cos == =0 (57)
y=1 y=1 ' 2/N
y por (52):
n+1 - v
s = 2V/N arc cos ( zz Va'pY ) _ - (58)
S y=1 - .

eligiéndose los signos de Ya'p! positivos para obtener el minimo va--

lor posible para s.

. 1 1
Vamos a comprobar que si (a ,...,an)é E y (b ,...,bn)GEE enton-~

ces siempre se cumple:

n+1
0< Y Yap' < (59)
¥=1 |
, +1 1 + 1 iti
siendo a'"l = 1-a'—. -2 v ™ = 1p -, .. b™. En efecto, la positi-

vidad es trivial, ademias:

n+1 n+1
0< > (AT - AN =Y @ +1b' - 2% -
¥=1 ¥=1
n+1
= 201 - % Yah (60)
=1

ello significa que dados dos puntos de E siempre existe una geodésica

que los une.

La distancia entre dos puntos de la variedad E siempre estari com

prendida entre O y /ﬁ. m, como pueda comprobarse sustituyendo en (58)

n+1 gyby

=1 por su valor minimo, O.
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Es posible también distanciar puntos situados en la frontera de E,
con un paso al limite, usando la misma férmula (58) por razones de con

tinuidad en la frontera.

La distancia obtenida en (58) es igual, salvo constantes, a la
distancia propuesta por Bhattacharvyya, (1946), heuristicamente, conside
rando las brobabilidades como los cosenos directores al cuadrado de un
vector en un espacio euclideo y tomando como distancia, entre dos de
estos vectores, el angulo entre ellos. Fue usada posteriormente por Ca

valli-Sforza en genética de poblaciones.

La variedad E es globalmente isométrica a una parte de la superfi-
ie de una hiperesfera de radio 2/N en un espacio euclideo n+1 dimensio
nal, siendo la métrica de dicha hipersuperficie la métrica euclidea in

ducida en ella. Concretamente seria parte de la superficie definida

por:
+ + i ]
s=1{(x, . he R /3t = 2/ i =1, 041} (61)
En el caso de una distribucidn trinomial: n+1 = 3, podemos ilustrar

lo en la figura que sigue:
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4.2. ALGUNAS PROPTEDADES DE LA DISTANCIA ASOCIADA A LA DISTRIBUCION MUL-~

TINOMIAL..

Vamos a examinar a continuacién el comportamiento de la distancia al

refinar la particidn asociada a la distribucidn multinomial. Sea A1,....

..,An una particidén de un conjunto £ de sucesos elementales, verifican

dose:
P(Ai) = a’ {en poblacidn A)
(62)
P(Ai) = b (en poblacibén B)
i=1,...,n
Subdividamos An en B1, .,Bk conjuntos disjuntos, con:
P(B,) = a (en poblacién A)
* (63)
P(Bi) = Bl (en poblacidn B)
i=1, 'k
verificando:
a = a1 + + uk
64
n 1 k (64)

Entonces la distancia entre las poblaciones A y B utilizando la par-

ticidn A1""’An es menor que la obtenida utilizando la particidn refina
da:
] n n-1 k
s = 2/N arccos( ) va¥bY) < 2Vﬁ_arccos(zz aYbY + ES Yabg8 ) (65)
=1 =1 §=1

En efecto, bastard probar que:

k
a’b’ > > Yadps (66)
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equivalente a:

K 2
> (D /udp) (67)
§=1
desarrollando el sequndo té&rmino:

K k -
(> Yalpd) }; + Y. VabpdaugH . (68)
5=1 . u#s o

y sl tenemos en cuenta que:

L. Ko 58 8
Z o Z Bu = Z o B+ z 0. Bu (69)
g

§=1 u=1 p#ES

debido a que se cumple (64), serid suficiente probar:

S @lehafe®) 5 2 D Valetanpn (70)

o< S<u
y ello es cierto debido a que:

@it o688 % = (0P8 2 (0Me%) %42 oSuMe%M 5 4 oSatplet (71)

ya que:

(aSBu - a“BG)2 >0 (72)

Con ello hemos probado que al subdividir un &tomo de la particidn aumen
ta (o se queda iqual) la distancia entre dos poblaciones, hecho natural
pues aumenta nuestra informacidn sobre las analogias y diferencias de

las dos poblaciones.
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Esta distancia "valora" mas las diferencias cuando las probabilida
des son bajas que cuando son altas, este hecho gqueda patente contem~ -

plando la diferencial de s:

n+1 n+1 /N
ds = Y, ( §—§Y da¥ + ?—“"7 aVy = -y =28 L@ 2
— = n+1
y=1 3a db =1 \/1_(2 [TeT) 2
Y=1
n+1
b'da’ + a’apb’) = - f ' wYaa + a¥ap')  (73)
n - YRV
\/1‘(2 T2 T /aYb
¥=1
n+1
y debido a.que :S vaY¥bY = cos s resulta:
y=1
/“ n
ds = - Sez ) 1 vYaa¥ + a'ap") (74)
Y=1 VaYbY

Consideremos a continuacién la distribucién multinomial construida
sobre el producto cartesiano de k particiones, finitas e independientes
del conjunto de sucesos elementales asociado a una experiencia aleato--

ria, sean

P, =1{A, ,....,A, 1} i=1,...,k (75)

particiones finitas de £ , independientes. Supongamos que:

e

p; = Prob [ A,.] - (76)

El espacio paramétrico resultante sera:
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, ni-1 .
pi >0 32 p3,~<1 i=1,...,k} (77)
=

Procedamos al cAlculo del tensor métrico. Consideremos las variables

aleatorias Xi’ definidas a partir de:

X, (w) = 7 & wE A,,
i ij (78)
i=1,...,k
Las variables Xi son estocadsticamente independientes ya que:
j1 jk
Protl =3 ... X =7 = P X e e XA =P, ...
rob [X1 SPRERS &5 ]k] rob[ATJ;< X kjk] ] P (79)

por tanto, la funcidn de densidad conjunta de las mismas serd de la for

ma:

1 nq-1 1 ny-1 11 nq-1

k
f(x1,...,x P ) = f1(x ,p1...p1 ).

R PeeesPye Py

) (80)

v estaremos en condiciones de aplicar los resultados 2.3.5 y 2.3.6. La
distancia en cada uno de los espacios paramétricos Ei:

, ni-1 ,
1 =1 s =1
By = [(py,-.upyi D€ R /pd >0 ﬁ p; < 1} (81)
1=

n; —
s, = 2VN arc cos(}_}:l Va?b? ) i=1...k (82)

4 i
i =
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Notese gue hemos considerado la experiencia aleatoria de extraer
con remplazamiento N individuos de Q y observar a que elemento ‘de la
3

particidn Pi pertenece cada une. Las ay vy las bi son las probabi-

lidades de los sucesos Aij en dos poblaciones distintas A y B.

La distancia en E vendrd dada por:

k ns; —
s = 2/N \/Z (arc cos(zvl‘\/a;i)b;é))2 (83)
=1 i=1

4.3. CAS0 DE VARIABLES BINARIAS

Consideremos a continuacidn el caso (conocido como "caso binario")

que las k particiones sean de la forma:

P, ={a,, 3.} i=1,...,k (84)
1 1 1

entonces cada Ei es euclideo y por tanto E es euclideo. Habrad que ha
llar una transformacidn de coordenadas que reduzca al tensor métrico a

un tensor constante, baséﬁdonos en el resultado 3.2.3, por tanto:
yi = A Vg dpi + B i=1,...,k (85)
i ii i ! '

0 (B Pl i
define la transformacidn buscada. Notese que hemos llamado p  a 'la pro
babilidad de Ai. El tensor métrico es diagonal, y los elementos 954

vienen dados por:

N .
gii =T i i=1,...,k (86)
p (1-p)

habrd que integrar Vgii, obteniendo:
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i a i 24 . i
Vgii dp = ——j—EL———-= p. = arcsen(2p ~1) + cte. (87)
Ypl (1-pi) V1= (1-2pi)?2

por tanto la transformacidn:
i i
yo o= Ai arcsen (2p ~1) + Bi (88)

i=1,...,k

reduce al tensor métrico a un tensor constante. Podemos hallar las cons

tantes Ai, Bi i=1,...,k para que el tensor métrico sea la identidad,
aij' Teniendo en cuenta que:
i
, y ~B,
i 1 i 1
= — + —
P S sen ( Ai ) > (89)

vy recordando la forma como se transforman los tensores covariantes al

cambiar de coordenadas, podremos escribir:

H 2 H
9ap~ g - 4
R Wgﬂ‘_gﬁ' up 12 COSE(XX'§£° - T B
, 5 y+-B
vy 93y 4AU u 1-—sen2( u
A
u
Yy —-B
2
4 A2 AU YU_B A2
! cos” (21 Y
A
H
por tanto AU = /N y BU podemos tomarlo iqual a cero.Una transfor-

macidn que reduce al tensor métrico a la identidad es:

yl = /N arcsen (2p1—1) i (91)

il
—
~
.
.
~
-~
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Por tanto, la distancia entre dos puntos de E, de coordenadas (antiguas),

}‘ -~
p’,...,p\ v q1,...,qk, vendra dada por:
K i i 2
s = N :z {arcsen (2p ~1) - arcsen(2q -1)) (92)
i=1

dada la isometria global de E con un subconjunto de un espacio euclideo.

4.4. DISTRIBUCIONES DTISCRETAS FINITAS

Todos estos resultados pueden relacionarse con las distribuciones
de probabilidad discretas y finitas, que dependen de un niimero finito

de parametros:

pt = pteet, ..., 05 i=1,...,n  k<n (93)

) . n .
con pl diferenciables, pl >0 vy ZS pl = 1 y la aplicacidn (e1...
i=1

...Ok)-*(p1...pn) inyectiva. Entonces la métrica definida en el espacio
paramétrico
1 kK, _k i > i
E={(0,...,00€R /p >0 » p =1} (94)
i=1

a través de la matriz de informacidén de Fisher, es idéntica a la métrica

inducida por la métrica euclidea en la variedad:

— i — 4 L} — .
vV = {(x1,...,xn)€]Rn / xl = 2”pl(e1...ek) i=1,...,n

1

(0 ,...,ek)EE} {95)

En efecto, en V la métrica inducida, usando el convenio de sumacidn de

los indices repartidos, viene dada por:
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. 1
) o
ds® = ax -ax’ = 4a/pl a/pl = —l:j< an-de“) 1 (3R 40V =
/ol ae /pl 96"
i i :
= ¥%~9£—-§E;- as” ae (96)
p- 20" 30
luego el tensor métrico en V es:
i i
1 9p- 9
gw = —i————p — u,v =1,...,k (97)
pt 3e% 90

En E, el tensor métrico definido a partir de la matriz de informa--

cién de Fisher es:

1 9f 3
£2 30" 2oV

g = E( ) v =1,...,k . (98)

uv

siendo f 1la funcidn de densidad, que por ser discreta, podemos escri--

bir:

Do aptapt 4 &g apt ogpt
=2 5o 25 'ff'“gg"gg V=1, ..,k (99)
i=1 (p")“ 20" 26" i=1 6

(a3

expresidn idéntica a (97), teniendo en cuenta que en &sta usabamos el

convenio de sumacidn de los indices repetidos. Debido a que (81,...,9k)*

> (pl.

.p ) es inyectiva, existe una aplicacidn biyectiva entre E y V
tal que el tensor métrico en un punto de E, coincide con el tensor mé-

trico, en V, de la imagen de dicho punto por la citada aplicacidn biyec

tiva.

Este resultado se interpreta de la siquientes forma: bajo la hipdte



sis anterior, es posible considerar que E es una subvariedad incluida
en la superficie de una hiperesfera de radio 2 en un espacio euclideo.
La métrica en E es la métrica euclidea inducida en esta hipersuperfi-

cie. Para el caso de que tengamos una distribucidn trinomial unipara-

métrica: n=3, k=1, resulta:

Variedad V, isométrica a E.

radio 2 A

Un corolario evidente es gue, en las condiciones dadas por (93), si

A y B son dos poblaciones estadisticas de parametros 6;,...,6; v 6;,..
...,eg entonces la distancia de A a B en E obtenida a través de la ma-
triz de informacidn de Fisher, dAB’ verifica:
n
i, 1 k i,.1 k
> Vol .65 plcel ... 0
dAB > 2 arccos ( :S P (GA 9A) p (GB GB) ) (100)

i=1

4.5. DISTRIBUCIONES DISCRETAS NUMERABLES

Sea X una variable aleatoria discreta que puede tomar un nimero in-
finito numerable de valores con probabilidad estrictamente mayor que ce

ro. El espacio paramétrico vendrd definido por:

.




o]
o o . ' ,
o= {(p ,...,pn,...)E]R /p:L > 0 ie N Z pl= 1} (101
i=1

En estas condiciones al tensor métrico en E, obtenido a partir de la

matriz de informacidn de Fisher, viene definido por:

g =28

1
C — Hev, E N . (102)
HV MV

p

Ia longitud de una curva c, de pardmetro t, en E vendri dada por:

4 . ‘ ‘ |

1 1.2

j‘ 2. — 7 at (103)
c i=1 p

donde las ﬁl indican las derivadas de pl respecto al parametro t.

Para hallar una geodésica que una dos puntos habra que resolver el pro

blema variacional con ligaduras holdnomas:

a i=1 p
(104)
> p-1=0
i=1
Consideremos:
o 1 ,.1.2.1/2 C i
c= (Y e aw X ot - (105)
i=1 p i=1
y hallemos una extremal de:
b
G dt (106)
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A partir de las ecuaciones de Euler y de la restriccidn, habrid que

determinar las pl(t) vy A(t).

3G - “72 52
I AP M i Rt A
op i=1 (p)
(107)
.k
G _ —1/2 P
ko (25 k
ap i=1 p P
Cuando t=s, s longitud de la curva, entonces:
> oL oeh? = (108)

i=1 p

condicidn de que el vector tangente a la curva sea unitario. Por tanto:

k .
. oG
_a_G_._. —_—_l.(E__)2+>\(S) -—-——-:& (109)
k 2 k a.k k
ap p P p
luego resulta
..k
d G _ 1 .k, 2 P
as (Tx) T Kz Pt (110)
p (p) p

1 pk 2 pk 2 ﬁk
- 5—( ~E-) + A(s) + ( —E‘) - % =0 keN (111)
P P P
que hay gue resolver con la restriccidn:
2. p -1 =0 (112)

i=1
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Efectuando el cambio de variable (uk)2 = pk, resulta:

oK = 2dF pR - 2dMeR 4 2du (113)
sustituyendo:
ﬁk 2 ﬁk 2 Kik 2.u.k
2(—Eﬂ - 2(~iﬁ -2 w A(s) = - = t A(s) =0 (114)
u u u u

por tanto resulta el sistema:

'u'k-;—)\(s) W =0 KE N

(115)
} : (ul)2 = 1
ie N

Observemos que de la filtima ecuacidn de (115) obtenemos:

E : ureut =0 (116)

iIEN

Ademas, la condicidn (108) se convierte en:

Z — ul-ah)? = 4 Z @h? =1 (117)

1EWN (u) ie N

y si derivamos (116) resulta:

E :ﬁlﬁl + E : o'ttt =0 (118)

1eWN 1EN

por lo que:
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E i.i 1
R (119)

sumando las ecuaciones del sistema (115) (excepto la restriccidn), muli

k. , k !
tiplicadas cada una por u , obtendremos:

:E:: ukH}( - %-A(s) E (uk)2 =0 (120)

k€W keWw
igual a:
1 1
—Z—’z- }\(S) = 0 (121)
por lo que:
M)——l (122)
S 2
por tanto resulta el sistema:
R +%—uk= 0  kEN (123)
. . , , 1, 1.
sigstema lineal de segundo orden, con raices complejas 5—1, - 5—1, cu-
ya solucidn general es:
kK_a 1l s+ B sents K (124)
u = kcos2 K en2 €N
equivalente a:
k 1 1 2
p = (Ak cos 5 s + Bk sen E-S) kEW (125)
ez . . k k
habra que determinar Ak Yy Bk para que para s=0, p =a kEN vy pa-

. k
ra un cierto s, pk=b kEN.
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Puede demostrarse, anidlogamente el caso de una multinomial con

N=1, que:
Ak = Vak Bk = (/gi~- /;E_cos %-s)/sen %-s kEN (126)
y finalmente:
s = 2 arc cos (Z Vakpk) (127)
ke N

Equivale a representar a las poblaciones estadisticas como puntos

. . 0 . 1
en una hiperesfera de radio 2 en R . En efecto, si a=(a ,.;.,an,...)E
1 n » oo
€cEyb=(b ,...,b ,...)€ E se representarian en R por puntos de
[e)
coordenadas: (2val,...,2Van,...) € R ¥y (2Vb1,...,2Vbn,...)€]Rm, am—
bos puntos en S:, definido por:
SN
© ‘ n © i
s2={(x1,...,x,...)EIR/Z(X) = 4} (128)

i=1

00 0
con la distancia en S, inducida por la "distancia" euclidea en R :

dix,y) < E \ (xFoy) 2 (129)

kEN

supuesta existente.

4.6. DISTRIBUCIONES DE POISSON INDEPENDIENTES

Sean x1,...,x variables aleatorias discretas cuya funcidn de
n

densidad conjunta viene definida por:
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1 1 x1 n,.n n
Fxt, o A = et ) AT (130)
1, n,
X X
+
VoM e R x5 ew ulo}

- i . . - . . \ .
Notese cque cada X se distribuye seqgin una distribucidén de Poisson
i i . . .
de parametro A y que las X son variables aleatorias estocastica--

mente independientes. El espacio paramétrico vendra dado por:

,..oAhe R AT > o) i=1,...,n  (131)

g = — p,v=1,...,n (132)

como e¢s facil comprobar. Ademds, a partir del resultado 2.3.3 podemos
afirmar que la variedad Riemanniana E es euclidea, y que hallaremos una

transformacidén normalizante resolviendo:

i

vyt = A, j‘/q.. at s, i=1,...,n (133)
1 11 1

integrando obtenemos:

i=1,...,n (134)

™
N -
=

donde vamos a determinar las Ai y Bi para que el tensor métrico no sé
lo resulte constante sino que sea igual a la identidad. De (134) se si-

que:



i 2
5 4(y —Bi)
AT = —_— (135)
2
A,
Ci
por tanto:
i
uo2 (y"-B.)
3A : 1 6
1=6W=(———u)-gw=64 41 . 7 > =15 (136)
ay Ai 4(y —Bi) Ai
2
A,
i

por tanto habra que elegir Ai =4, v B, arbitraric, por ejemplo B, =

= 0. Por tanto la transformacién buscada vendra dada por:

v, = 0% i=1,...,n (137)

la variedad E es globalmente isométrica a un semiespacio euclideo y

por tanto, la distancia entre dos poblaciones estadisticas de parame--

tros A1,...,An y u1,...,un sera
L - = 2
a=2 >l - Yl (138)
i=1

4.7. DISTRIBUCION MULTINOMIAL COMPUESTA CON UNA POISSON

Consideremos a continuacidn el caso que N sea una variable alea-

toria que sique una distribucidén de Poisson de parametro A y sean (%

ye .

1

..,Zk) una variable aleatoria multivariante que sigue una multinomial

1 k
(un ensayo) de probabilidades p ,...,p . Sea:
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N

(X reeo s X)) =Z(z1,...,zk)j (139)

3=1

donde la (X1,...,X j ig

dependientes, en niimero aleatorio N. La funcidn de densidad conjunta de

k) es la suma de variables aleatorias (Z1""’Zk)

Xpreoan Xy viene dada por:
= f=y == =] .. = ree oy o . +... =
plX,=n ..., % =n ] = P[N=n + +n, | Plx=n, X,=n, /N=n_ +nk]
nyt-..n +o..4n ) !
-3 A . ny ny) 1,04 k. Nk
- e (n +...+n.)! "~ n.l.....n ! (PY tesi-(P) =
1 k : ‘] k'
I n

j=1 )

que es el producto de k variables aleatorias con distribucidn de Pois--
e . . " P 1 k
son, estocasticamente independientes, de parametros Ap ,...,Ap . Repara

metrizando, 1llamando ot = Apl, tendremos que la distancia entre dos po-

- , - 1 .
blaciones estadisticas de parametros (6;,...,6;) y (GB,...,GE) viene da
da por:

X 2
d(a,B) = 2 121 (/o1 - Vol (141)

4.8, DISTRIBUCION MULTINOMIAL NEGATIVA

Sean X _,...,,X

1 K variables aleatorias discretas cuya funcidn de den

sidad conjunta viene definida por:
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(n_+...+n_ +r-1)! n nk

1 k Ty r
X =n_,...,X = = . - =
PIXg=n v Xy b = e P 5 (-p P
1 k
i 5 i
o My ¥ €N p >0 ;S;» < 1 (142)
i=1
Una situacidn que puede ser descrita por la multinomial negativa
es la repeticidn de una experiencia aleatoria que admite k+1 resulta-
dos posibles, hasta la aparicién del resultado k+1 &simo r veces.
El espacio paramétrico asociado a dicha distribucidén es:
i Kk, i K 3
E={(p,...p )ER /p >0 i=1,...,k X p <1} (143)
i=1
El siquiente paso es hallar el tensor métrico:
(n_+...+n +r-1)! k )
1 k i 1 k
- + P ...
in f 1n T T ! + ;S niln P r In{1-p P ) {144)
1 k 1=1
derivando respecto pu:
n
3lnuf = —‘P- - ——{—E“*—k— U=1,...k (145)
3 p p'  1-p -...-p
derivando ahora respecto pv, obtenemos:
321n f 3 ( fﬂ__' r ) = - nu 5 - r
Y 1 k' 2 v 1 k
ap” ap"  9p p'  1-p -...-p ©H° " (-p -...op
w,v=1,...,k (146)
hallando la esperanza y cambiando de signo, como:
rpU
E(nu) Sl T— (147)



resulta:
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g = -— § + - (148)
TRV k v k
1-pl--p Lt MY apt-llp
H,v=1,...,k
El reciproco del tensor métrico gpv serd pues:
UV 1—p1— —pk HV U UV
g = [s"Y p" - pHpY] (149)
u,v=1,...,k
Procedamos a calcular los simbolos de Christoffel. Previamente:
g,
gln - r ( - 1 + 1 )+
j k i.2 "ign k.2
op) 1-p'-...op ®H* " (-pl-..-pH)
(150)
+ r ( A S + S S i,j,n=1 k
1 k, 2 i Tin k raenT !
(1=-p ' =...-p") p 1-p'-...-p

que puede escribirse como

por tanto, los

(1~p1—...—p )

i,j,n=1,.,

R

.k

simbolos de Christoffel de primera especie seran:



