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Esta operacidén es el producto tensorial externo. Si A§1...§p v
O o ’ : 1--+2Aq

BB1.--Br son las componentes de dos tensores mixtos de ordenes p+q y
1°°*Ps

r+s respectivamente con p y r indices contravariantes v g y s indices

CU1...ppa1...ar

covariantes respectivamente, entonces ‘
A1...Aq61-..gs

definido por:

Cu1...upa1...ar=AU1...up BU,‘I-..(_Xr

14
AqeAgBy...Bg T Ajrecdg D Bye++Bs (14)

u1...up,X1,...,Aq,a1,...,ar,81,...,BS=1,...,n

son las componentes de un tensor de orden p+r+g+s con p+r indices con

travariantes y g+s indices covariantes.

Otra de las operaciones a tener en cuenta es la contraccidn tenso

rial. Si A“1"'up son las componentes de un tensor mixto, con p > 1
1|-.q

indices contravariantes y q > 1 indices covariantes, podemos igqualar
un indice contravariante con otro covariante y sumar, respecto ambos,
desde 1 hasta n, (tensor definido en variedad n-dimensional) obtenien

do si efectuamos la operacidn respecto el j-&simo indice contravarian

- » - . . N +-2 .
te y el k-é&simo indice covariante, el conjunto de np 4 funciones,

B”1"'§j"1uj+1"'“9 definidas (seglin convenio de sumacidén de indices
A1-.. k_1xk+1...xq

repetidos) por:

Moo Ug=1H341° " "Up _ M0 c "Hj=10H 41 "Hp
B = A (15)
Ao Ak=1Ak+1:* < Aq Aee s Ak=10hk41" " Ag

VT EERTE.

u1...uj_1,uj+1... p . 1"'k—1xk+1"' q
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son las componentes de un tensor mixto de orden p+g-2, con p-1 indices

contravariantes y g-1 Indices covariantes,

Si es posible efectuar un producto tensorial externo y seguidamen-
te una contraccidn tensorial, al resultado combinado se le denomina
) , . k
producto interno (de tensores). Por ejemplo, si Aij v B son las com-
ponentes de un tensor covarjante de segundo oxden y de un tensor con--
travariante de primer orden, podemos efectuar un producto externo y

una contraccidn respecto el primer indice covariante de Aij' obtenien-

do C,:
J

(16)

i=1,...,n

donde Cj son las componentes de un tensor covariante de primer oxden.

N6tese que la imagen de un vector por una forma 1ine$l es de hecho
la contraccién tensorial de un tensor mixtd de segundo orden, producto
tensdrial externo de dos tensores de primer orden, uno covariante y
otro contravariante, es pues un ejemplo de producto interno de tenso--

res:

AuBLl = invariante (17)

Un resultado frecuentemente utilizado es el siguiente, conocido

con el nombre de ley del cociente. Sea A(i1,...,ir) i ,...,ir=1,...,n,

1

. r ; L . , .
un conjunto de n- funciones definidas en una variedad n-dimensional vy

o , .
sean B las componentes de un tensor contravariante. Si se cumple que:
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Iq--e3g
k, ...k
1 p

c = Ao, i ,...,ir)B“ (18)

2

31"‘jq
‘K.

con g Indices contravariantes y p indices covariantes, entonces A(i

donde son las componentes de un tensor de orden p+g=r-1,

17"

31"'3q de orden r, con

...,1 ) son las componentes de un tensor
r k1.--kp

g indices contravariantes y p+1 indices covariantes. Andlogamente, si

sustituimos en (18) g* por Ba’ entonces A(i1...ir) serian las compo-

adi...] P

I»\k:’1 kJQ, de orden r, con g+l indices contrava-
10-.

P
. - . 0
riantes y p indices covariantes.

nentes de un tensor

Cuando al intercambiar dos Indices de las componentes de un ten--
sor no queda alterado el valor de éstas, por ejemplo: Aij = Aji’ di-
remos que dicho tensor es simétrico respecto estos dos indices. Cuan-
do al intercambiar los indices cambia el signo de las componentes,
Aij=—Aji diremos que el tensor es antisimétrico respecto estos dos

indices. NOGtese que la simetria y antisimetria no dependen del siste-

ma de coordenadas con que trabajemos.

. . . + . -
Es posible considerar conjuntos de np 4 funciones definidas en una

variedad n-dimensional, AA1 "KP( 1,...,xn), que al efectuar la trans-
. e » q
formacidn (5) se convierten en A§1 'KP(§1,...,§n), de acuerdo con:
1- . q
- _u —u :
SH1® - Up ox | Y 0% ! ax P 3x81 Bxsq Qe+ -ap :
AK C = | — a et D VIR ) AB .. B (19)
1770 %q 9% ax | ox P px 1 sx’a PRI q

u1,...,pp,x reeesh = 1,...,0n

donde [3x1/323| es el determinante jacobiano de la transformacidn (5).
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. R R [s ETCICRe 2
En estas condiciones diremos que las AB: Bp son las componen-
-+ Bq

tes de un tensor relativo de peso w., Notese que si w=0, obtenemos un
tensor mixto, tal como lo-hemos definido en (11). En el caso particu-

lar que w=1, p=g=0,

A=A |—— (20)

llamaremos a A densidad escalar. Ejemplo de densidad escalar, son las
funciones de densidad de las variables aleatorias absolutamente conti
nuas. Es posible definir operaciones, anflogas a las que hemos visto

para tensores mixtos (tensores relativos de peso cero), para tensores

relativos de peso w cualquiera.

2.4. GEOMETRIA EN UNA VARIEDAD

A continuacidn vamos a intentar aplicar lo visto hasta ahora al

estudio de las propiedades geomdtricas de una variedad.

Si consideramos un espacio euclideo referido a un sistema de coor
denadas cartesianas ortonormales, la distancia, al cuadrado, entre dos

puntos P(x1,...,xn) Yy P'(x1+dx1,...,xn+dxn) viene dada por:
d52 = dx‘ax" ' (21)

donde llamaremos a ds elemento de longitud, elemento de arco o elemen-
to de linea. Si efectuamos el cambio de coordenadas (5), teniendo en

cuenta que:
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. i .
dx” = — dxj (22)

el cuadrado del elemento de arco seri:

2 Bxl Bxl

ds” = - 2 ax) ax¥ (23)
3% 9%
si llamamos:
i i
9% 3
I = o7 o , (24)
J axj X

2 . . . .
puesto que ds es un invariante, ya que la distancia entre dos puntos
de una variedad no debe depender del sistema de coordenadas, podemos

demostrar que son las componentes de un tensor covariante de se-

gundo orden, simétrico, que denominaremos tensor métrico o tensor fun
damental covariante. Hasta ahora hemos introducido el tensor métrico
para poder calcular el elemento de arco y.por integracién del mismo
la distancia entre dos puntos de un espacio euclideo, bajo un sistema
de coordenadas arbitrario. Notese que, en estas condiciones existira,

dado gjk' una cierta transformacidn de coordenadas que reduzca al ten

sor métrico al tensor:

1 e i=j
Gi' = {25)
] 0 e 17{] .

Riemann generalizd estas ideas, definiendo en una variedad cual--
quiera, el elemento de arco, a través de la forma cuadratica diferen-

cial:
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ax" (26)

siendo guv (funciones de las coordenadas) las componentes de un ten
sor covariante, simétrico, definido positivo y arbitrario. En cada
punto el tensor guv define el producto escalar del espacio tangente
a dicho punto de la variedad. La arbitrariedad de las éuv impide ga-
rantizar la existencia de una transformacidn de cooraenadas que reduz
ca al tensor métrico a un tensor de la forma (25). Si guv es defini
do positivo en toda la variedad, diremos gue &sta es una variedad Rie
manniana. Caso de ser semidefinido positivo, la denominaremos semiRie

manniana.

La longitud entre dos puntos de la variedad medida sobre una cur-

va o0, viene dada por:
t
b \/ de dx\)
'3 = ax ogx
a guv dt dt de (27)
ab ta

siendo t un parmetro de la curva ¢. La distancia entre dos puntos P

y O se define como el infimo del conjunto de longitudes entre P y Q

medidas sobre todas las posibles curvas que unen ambos puntos. Se de-
nominan geodésicas a las curvas de longitud minima que unen dos pun--
tos. Las geodésicas siempre existen localmente, y es posible asegurar
que si existe una curva de longitud minima ésta es geodésica. Las con

diciones de existencia de curvas de longitud mInima pueden verse en Hicks (1974) .

Si existe una transformacidn de coordenadas tal que el tensor mé-
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trico quede reducido a un tensor constante (y por tanto con una trans
formacidn lineal podamos reducir al tensor métrico a la forma (25)),
diremos que el espacio es euclideo. En estas condiciones, bajo un sis

tema de coordenadas conveniente, localmente, podremos calcular la dis

, 1 1
tancia entre dos puntos de coordenadas (x 5""X2) vy (x

xn) me-~
A B'"""'"B

diante la conocida:

= V(xi-xi) (xi-xi
dpg (Xi Xé)(xi xé) (28)

posteriormente indicaremos una caracterizacién de la euclidianidad

del espacio.

En cuanto al elemento de volumen, que en un espacio euclideo refe
rido a un sistema de coordenadas cartesianas ortonormales viene dado

por:

av = dx1-...-dx (29)

en una variedad de Riemann puede demostrarse que viene dada por:

av=""1qg | ax'e....ax" (30)

donde Iguvl es el determinante del tensor métrico.

A partir del tensor métrico, g

! con |guvl # 0, podemos defi--

nir un tensor contravariante, de segundo orden y simétrico, a partir

de la ecuacidon tensorial:

g g =286 (31)
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. o , -
siendo § un tensor mixto constante, definido por:

(32)
H 0 o

\)a - I} » [} -
Al tensor g asi definido se le denomina el reciproco del tensor

métrico, o tensor fundamental contravariante. Ambos tensores, g

Hv
ny’ g
se les denomina tensores fundamentales. Notese que:
VH.
WV _ G (33)
g,
donde GVU es el adijunto del elemento gv y ‘gpvl el determinante de
(guv)‘

Un tensor obtenido por el proceso de multiplicacidén interna de

un
Hyo..H .
cierto tensor AA:...AP por g,, % guv

se denomina tensor asociado
al tensor dado. Por ejemplo, si

Aij son las componentes de un tensor

covariante de sequndo orden, resulta:

By i (34)

. i3 .
anjlogamente si .B ) son las componentes de un tensor contravariante

de segundo orden:

By Y
gdBB N (35)
o, , , =Y . : .
A'Y es un tensor mixto asociado a Aa Yy Ba es también un tensor mix

. o . .
to asociado a B Y . Observemos que el proceso permite "subir" y "ba-
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jar" indices a un tensor cualquiera, seglin utilicemos g

aB

[0)8
Q

af

respectivamente.

2.5. SIMBOLOS DE CRISTOFFEL. DERIVADA COVARIANTE.

Algunas combinaciones de derivadas parciales del tensor fundamen-
tal, guv, juegan un papel importante en el desarrollo del cdlculo ten

sorial, son conocidas como simbolos de Christoffel.

Al conjunto de funciones:

g, 39, 39, .
. 1
i §,k] = 5 ik, gk - ;3 ) (36)
ax] ox 29X
i3k =1,...,n

las denominaremos simbolos de Christoffel de primera especie, mientras
que al conjunto de funciones definidas a través de:

k ko

Pij_= g [ij,a] (37)

i, 3,k =1,...,n

se las denominan simbolos de Christoffel de sequnda especie. Dada la
simetria de guv hay nz(n+1)/2 simbolos de Christoffel independien-

tes de cada especie. A partir de la definicidn se sigue:

[i3,k] = [3i,k]
o=k
ij ji

i,j,k=1,...,n (38)
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Puede demostrarse que los simbolos de Christoffel se anulan (en to
do su dominio) si el tensor métrico es un tensor constante (en todo su

dominio).

Hay que resaltar que los simbolos de Christoffel no tienen carac--

ter tensorial. En efecto, si designamos por ij, k] a los simbolos

x|
de Christoffel de primera especie referidos a un sistema de coordena--

das x, Yy i[ij,k] a los mismos referidos al sistema de coordenadas x,

las £8rmulas dé transformacidn, al efectuar el cambio (5), vienen da--

das por:
a . B .Y 2 a B
plig) = BT gy DX B, (39)
3% %) ax ax %) ox
i,j,k=1,...,n

que nos muestran que [ij,k] no se transforman como un tensor, salvo
gque la transformacidn de coordenadas sea afin, y por tanto, se anule

el sequndo término de (39).

En cuanto a los simbolos de Christoffel de sequnda especie, si las

. k k . . \ -
designamos como xrij y irij seglin los refiramos al sistema x & x,al

efectuar el cambioc (5), las fdrmulas de transformacién vienen dadas

por:

-k o B 2 o -k
—F? _ 90X 0x 0ox oo 3 X 09X (40)

XA 5T axt oaxd ¥ 0B 5piand ox®

k,i,3 = 1,...,n
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por tanto no se transforman como un tensor, salvo que la transformacidn

de coordenadas sea afin, ya que entonces se anula la segunda parte de

(40) .
a2 o
El sistema (40) puede resolverse respecto —:IE:T', obteniéndose:
ax ij
32xm _ FY axm _ 1r,m 3xa BxB (41)
axTax) X D axY X 0B agiagd
i, j,m=1,...,n
Anteriormente hemos indicado que las derivadas parciales de una

funcidn escalar (invariante) son las componentes de un tensor covarian

te de primer orden, ya que:

o
of - of Bx' (42)

0x ax  9x

Examinemos si las derivadas parciales de las componentes de un ten
sor covariante tienen caracter tensorial. Sean Ai y Ai las compo--
nentes de un tensor covariante de primer orden referidos al sistema x

y al x respectivamente, derivando parcialmente obtenemos:

3A, a 3 L B ..o 2 a
3
} - 3. (Aa 8xi ) = g X Bxi + Aa le - (43)
0% o% 9% 9x~ 9%’ 3% 5% 0%
BAa
El sequndo término de la expresidn impide que B sean las compo
9x

nentes de un tensor covariante de segundo orden. Podemos expresar el
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segundo t&rmino de (43) a partir de (41), obteniendo:

aAi - ax™ BxB BAa + Y x> A - Y x> axB (44)
370 axY ax) axb X 4D apY o xaB golagd v
pero como:
[87
A o= X A (45)
resulta:
3A, o . B OA
—Li_ SE S :E S S (46)
%) R 1IY %t ax)  axb X OB Y
, 2 ,
Fl sistema de n funciones:
3a
— - PZB A 0,8 =1,...,n (47)
9x Y

se transforman segiin la ley de transformacidn de un tensor covariante

de segundo orden.

s . . . v
Por definicidén, denominamos derivada covariante x de la compo-
nente AH' respecto del tensor fundamental guv’ v la representaremos

por A a:

U,V
oA
A = ——%- - er A (48)
U,V 3% M Y :
A son las componentes de un tensor covariante de segundo orden, dque

HrV

denominaremos derivada covariante del tensor Au.
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2 . . , \Y)
Analogamente se define la derivada covariante x de la componente
A, respecto el tensor fundamental guv' y la representaremos por Au,v

a:

A =22 4 rH Ay (49)

y es posible demostrar que los ‘Au,v son los componentes de un ten--

sor mixto de segundo orden, que denominaremos derivada covariante del

tensor Au.

La derivada covariante de tensores de ordenes superiores se define

de forma parecida:

U,...H

5a | b
B, ool U SRPRT} o OlUsaoH u U, eould o
+ -—
Al P =___1?__\1).____1£+1‘m1)A2 p+...+I‘O£A1 =1
up+1"'ur,v 9x up+‘|°"ur p+1"'ur
(50)
Y,...U Hoewolt
-r N Aa1 p - ie. - r% N A ! P
up+1 up+2"'ur My up+1"'ur—1a
u1...up
Yy es posible demostrar que A v son las componentes de un
up+1"'ur'
tensor mixto de orden r+1, con p indices contravariantes y r-p+i1 in--
u1...up
dices covariantes, denominado derivada covariante de AU uo
p+1"' r

Dado un campo tensorial, la variacidn de las componentes de dicho
campo a lo largo de una linea coordenada no refleja la variacién del
tensor, puesto que alin cuando &ste fuese constante en toda la varie--

dad, las derivadas parciales de las componentes no tendrian porque
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anularse si el sistema de coordenadas fuese curvilineo. La variacién
del tensor respecto una direccidn coordenada viene reflejada por la de
rivada covariante de las componentes del mismo, respecto a esta direc-
cidn, no por las derivadas parciales correspondientes. Si el sistema
de coordenadas es tal que aguv/ax“ = 0 entonces las derivadas parcia

les de las componentes coinciden con las derivadas covariantes de.las mismas.

Cabe destacar que la derivada covariante de los tensores fundamen-

tales es nula, resultado que se conoce con el nombre de teorema de Ricci.

Dada una curva ¢ de clase c1 y parametro t:

o xt = x(t) £, St <t (51)
i=1, (N
]J»]’ up
se denomina derivada absoluta o intrinseca de A respecto
p+1'°" "
el parametro t al producto interno:
U,...Hu
T P
up+1"'ur _ Au1 : pp de (52)
St up+1 .ur,s at
que desarrollado se obtiene:
HyeooH u u
sn ' P an ! pu L e .
pt+1 My up+1"' o 1 A Mo 'up dax + +
8t at OB Wppqeoeuy, dt
(53)
- R ax® o A e ax® a A“1 Mo ax®
' . .. dt
af up+1 u dt up+16 aup+2 M dt urB up+1 Mo 4%
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Dado un campo tensorial, la derivada absoluta refleja la varia--
cidn del mismo a lo largo de la curva. Si el campo es constante a lo
largo de toda una curva 0, lo denominaremos campo de tensores parale

lo (a la curva ¢ ) vy analiticamente verifica:

Hyoooll
sa ! p

=0 (54)

Mientras que el orden con que derivamos parcialmente dos veces una
o 2 o

funcion, de clase C , es indiferente, cara al resultado, no ocurre
asi en el caso de derivar covariantemente dos veces un tensor. Para
que el orden de derivacidn covariante sea indiferente, debe anularse
un cierto tensor de cuarto orden, que sdlo depende de los guv’ cono-
cido como tensor de Riemann-Christoffel. En efecto, si Ai son las
componentes de un tensor covariante arbitrario, si derivamos covarian

temente dos veces, obtenemos:

BAi 3 0. o ‘
= L2 .. T - T 55
i,5k K ik 20,5 " T3k PiLa (53)
ax
Yy puesto que:
aAi o
A, ,=— -T2 (56)
1,3 8xj i o
resulta:
o
2 al', oA 3A A
_ 97A4 _ i . _p® o _ g 0 o B A -r* i,
i, 3k Bxkaxj Bxk o ij 8xk ik 93] ik aj B k 55c%
+1% B g (57)
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y por tanto:

ar® o
ik i3 R o, B o,
A - A, = — -~ ——= 4+ 77 T, -T,, T ) A 58
i,k i, kj ( ij Bxk ik B3] ij "Bk o (58)

por la ley del cociente el término entre paréntesis de (58) es un ten-
sor de cuarto orden, con un indice contravariante y tres covariantes,

que denominaremos tensor de Riemann-Christoffel de segunda especie:

aru o

o ik ij B o R o

Cay = — = ——+ I T -T,, T (59)
ijk ij Bxk ik " 83 ij " gk

Ademds por (58) observamos que el orden de derivacidén covariante es in

diferente si y sblo si rR*, = o.
ijk

Se define el tensor de Riemann-Christoffel de primera especie como:

o

Risk1 = 950 By (60)

2.6. CARACTERIZACION DE LA EUCLIDIANIDAD. CURVATURA RIEMANNIANA

Pasemos a examinar seguidamente el problema de si la variedad de
Riemann es euclidea o no. Se reduce a determinar si existe una transfor
macién de coordenadas T: x - x  tal que reduzca al tensor métrico a

. k .
un tensor constante. En estas condiciones irij = 0 y a partir de las
. .. . i _i
ecuaciones de transformacidn (41) cambiando las x por X , obtenemos

el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, en derivadas parcia=-

les, que debe ser satisfecho:
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. px"
. .._.-_}_(_.__ _]“Y — =0 i’j,m=1,..o,n (61)

axlaxj i3 %'

Es posible demostrar que este sistema de ecuaciones admite solucidn
si y s0lo si el tensor de Riemann-Christoffel es un tensor nulo, Sokol-
nikeff (1971). Dadas las componentes del tensor métrico, guv’ para de--
terminar si la variedad de Riemann es euclidea o no, se procede a calcu
lar el tensor de Riemann~Christoffel y comprobar si es nulo o no. Si es
nulo, el siguiente paso consiste en resolver (61), y trabajar con un
sistema de coordenadas para el que el tensor métrico sea constante, en
particular guv = 6uv’ y poder calcular asi, al menos a nivel local, me
diante (28), la distancia entre dos puntos de la variedad. En caso con-

trario, para hallar la distancia entre dos puntos de la variedad hay

que integrar el elemento de linea a lo largo de una curva geodésica.

Una medida de la euclidianidad de la variedad, lo constituye la cur

vatura Riemanniana, asociada a dos campos tensoriales contravariantes,

i k ] I} [l - .
A], By viene dada, empleando el convenio de sumacidon de indices repe-

tidos, por:

R, kmAlAkBJ g™
K = J (62)

( ik

- Jgm
im = 9ipJix/A B BB

es nula si el espacio es euclideo y constante si es isdtropo (no depen-

de de los Aj, Bk elegidos).
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.2.7. CALCULC DE GEODESICAS

Para hallar las geodésicas hay que resolver el siguiente problema

variacional:

b
J ds = 0 (63)
a
puesto que:
ds = VQUvdx“de (64)

podemos escribir, si llamamos:

H Y
LU dx .V _ dx
*TE * T ae (63)

siendo t un pardmetro cualquiera, la expresidn:

t .

8 j‘ Vg %1%V dt = 0 (66)
t ¢
a

equivalente a (63). A partir de las ecuaciones de Euler, obtenemos:

9g
JHoV, - LoV
xu v, ~1/2 Hv xu _

'\)
X ) xu

a : i}
TS ((guv X ) x) =0 (67)

-1/2 .B
9o

1
2 Iuv ox

o=1,...,n

Si tomamos como paradmetro la lohgitud del arco s, entonces:

9 iY== 1 (68)
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por tanto:

dg dg
% ZV MY - B pYLB a0 w8 0 (69)
ax 5%’ |
0=1,.0.,N
pero como:
3g ag dg
R e L R e s (70)
ax ax’ 9x
resulta:
GooX "+ [v8,01 &1 =0 71)
Bo
o= 1,...,n
N YB
multiplicando por g obtenemos:
®¥Y+1rY i =0 y=1,....n (72)
af —
sistema que habrd que resolver para unas determinadas condiciones de

contorno, para que la
dJue en general, dados

una geodésica que los

curva obtenida pase por dos puntos datos. Notese
dos puntos cualquiera, no tiene porque existir

una. Una de las propiedades de las geodésicas es

que si consideramos el campo de vectores (tensores) tangentes unita--

rios a la geodésica en cada punto, &ste es un campo de vectores parale

lo (a la geodésica), en el sentido definido en (54).

En este capitulo hemos resumido brevemente el aparato matemdtico ne

cesario para el desarrollo de distancias entre funciones de densidad pa

ramétricas, que se van a ver en los siguientes capitulos.



3, UNA DISTANCIA RIEMANNIANA ENTRE FUNCIONES DE DENSIDAD.
RESULTADOS GENERALES

Resumen:

En el presente capitulo se estudian algunas de las propiedades
generales de una, distancia definida, para funciones de densidad para-
métricas, a través de la matriz de informacidén de Fisher. Se aborda

también el problema de la estimacidn de dicha distancia.

3.1. DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS.

3.2. UNA CONDICION SUFICIENTE DE EUCLIDIANIDAD.

3.3. CASO DE INDEPENDENCIA ESTOCASTICA,

3.4. RELACION CON LA DISTANCIA DE MAHALANCBIS.

3.5. ESTIMACION DE LA DISTANCIA Y DISTRIBUCION ASINTOTICA.



59

3.1. DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS.

Dadas k variables aleatorias X1,...,Xk, observables sobre distintas
poblaciones, nos planteamos el problema de introducir una distancia que
nos permita diferenciarlas. Vamos a admitir, como hipdtesis, que dichas
variables aleatorias admiten funcidn de densidad conjunta, cuando nos res
tringimos a cada una de las poblaciones, y que toda la informacidn utili-
zable para la construccidn de una distancia estd contenida en la funcidn

de densidad cdnjunta de las k variables aleatorias.

En general no seri satisfactorio caracterizar a cada poblacidn por
los valores medios de las variables en dicha poblacidn, puesto que &stos
no determinan univocamente a la funcién de densidad conjunta. Una alterna
tiva razonable es el admitir que la funcidn de densidad conjunta de @stas
k-variables aleatorias, en cualquiera de las poblaciones estudiadas, per-
tenece a una determinada clase de funciones de densidad paramétricas,

f(x ,...,xk, 61,...,9n). Asi una poblacidn podra venir caracterizada por
una n-pla (61,...,6n), coordenadas de un elemento de un espacio o varie--

dad param@trica E, definida por:

E = {(61,...,6n)61mp l f(x1,...,xk, 61,...,6n) es funcidén de densidad}

(1)

de esta forma, el problema de distanciar poblaciones es equivalente al pro
blema de introducir una distancia en la variedad paramétrica E, hecho que
podemos lograr definiendo un campo tensorial covariante de sequndo orden,
simétrico y definido positivo, téméndolo como el tensor métrico de la va-

riedad y utilizando la métrica Riemanniana definida (ver cap. 2). De esta
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forma, la distancia entre poblaciones resultard invariante frente a cual-
quier transformacidn admisible de los parametros, puesto que coincidiri

con la distancia entre puntos de la variedad E.

Los componentes de la matriz de informacidn de Fisher, Rao (1948L),
supuestas definidas, son las componentes de un tensor covariante de segun
do orden, sim@trico y generalmente definido positivo, que podemos tomar

como el tensor métrico de la variedad E:

1t 9 ] ‘
LA, uv=1,.n (2)

g . = B
£2 30" 20"

pv

Las g asi definidas son,en efecto, los componentes de un tensor

HV

covariante, de sequndo orden ya que si efectuamos el cambio (61,...,6n)+

-1 "ﬁ - . N - '
+ (8',...,06), resultard, empleando el convenio de sumacidn de los indi-

ces repetidos:

- 1 9F of 1 2t 230% af aef 50% 20® 1 e orf
ENN (22 - =V ) = E = 0 .=} . B =V ) = U =V E (5 a B)-
£ a8 9% £° 28% 58" 30" 39 ae" 98 £° a26% 26
50% 30P
=-_:—J__.—\-)_ gaB- H,v=1,..040 (3)
38" 98

ya que f es un invariante en E, f=f.
0] 2 -
Si In £ es de clase C vy el soporte de f no depende de los parame
tros, podemos escribir:

2 .
9 1ln f

gp\) = - F (-——-————-un\)) ].l,\)= 1,...,n (4)
ag ae

ya que para el caso absolutamente continuo tenemos:

£ =1 (5)
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por tanto:
3 1 >
— |, £ k-a-f— - Anf oo u=1,....n (6)
36" JR R 30" s 8"

(siehdo § el soporte de f)
y derivando de nuevo:

2 2
3
( in £ £+ 31ln £ 3f ) = E 9°1n £ ) + g -0 (7)

s 36130" 50" deY. a6 ae! HY
H,Vv=1,...,1n

y de (7) se sigue (4). Bnalogamente se prueba para el caso discreto, sus-

tituyendo las integrales por sumatorios.

La expresidn (4) la verifican muchas de las distribuciones usadas co
rrientemente, como la distribucidén normal, la exponencial, la Poisson,etc.,

mientras que no la verifican distribuciones como la uniforme.

La distancia asi definida en el espacio paramétrico también tiene la
propiedad de résultar invariante si efectuamos una transformacidén admsi--
. \ 1 k . \
ble de las variables aleatorias X ...X , ya que no supone ningiin cambio
en la "informacidn" que obtenemos de la poblacidn, puesto que es simple--

mente una forma distinta de tomar las medidas.

En efecto, para el caso absolutamente continuo, por ser la funcidn de

, , k .
densidad, una densidad escalar, en R, al efectuar la transformacidn:

x ... o &5 (8)

la funcidén de densidad se transforma en:

Bxl

E=f . |—
ox

(9)

luego resulta:
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1 9f of 1 of  |axt| of |axt 1 3f of
(3_—]]_-\; = E T . - S 3 =E(—"2--—TJ'—\;) (10)
£° 96" 20 (2| se" loxd| 98 |o% £ a8 50
%3

d,v=1,...,n

Para el caso discreto, la funcidn de densidad es un invariante f(x) =

= f(x), por tanto:

3% Of 1 f Of
(j%'—zi'—is = (*5'—*E'~"; ) (11)
£° 36" 26 £° 36" 236

A partir de (10) y (11) llegamos al resultado:

3.1.1. El tensor métrico de la variedad paramétrica E, y por tanto la dis-
tancia entre dos puntos de E, permanece inalterado al efectuar una trans--

s ., k] » ] . k
formacidén admisible de las variables aleatorias )9,...,X .

Es posible establecer también una relacidén entre el tensor métrico

asi definido y el concepto de informacidn. Si definimos la informacidn aso

ciada a un resultado (x1,...,xk) Como:

I = - 1n f(x1,...,xk, 61,...,8n) (12)

. . - 1 k
entonces I es un invariante en E, una vez hemos fijado (x ,...,x ). En es~-

tas condiciones se cumple:

azln £ Pa 9 In f

I, = - ——— 4 —_— (13)
HY 26%36" HY 5 ‘
Y al tomar la esperanza:
821n f o 3 1In £ ’
E(I'uv) = - E (——Ir‘fg )+ Puv E<—_—7;_; ) (14)
36790 26
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9
perc E(——}E—Eb = 0, por (6), por tanto:

ae®

N =E(I,w) u,v=1,...,n (15)

con lo que obtenemos el resultado:

3.1.2. Independientemente del tensor métrico que definamos en E, se cumple
que la esperanza de la segunda derivada covariante de I es igual al tensor

definido por la matriz de informacidén de Fisher.

N6tese que dicho resultado podria ser utilizado para definir en E al
tensor fundamental. De alguna forma 3.1.2. refleja la Intima relacidén que

hay con el cambio de informacidn medio y la distancia, ya que al ser:

- 6
E(I’pv) E(I,u I’v ) (16)
podemos escribir:
2 H,,V K. .V 2
ds” = E(I,u I,v) de de’ = E(I,u L de"de”) = E(A1”) (17

por lo que obtenemos el resultade siguiente:

3.1.3 El cuadrado del elemento de linea es el promedio del cuadrado del

cambio, diferencial, de informacion.

3.2. UNA CONDICION SUFICIENTE DE EUCLIDIANIDAD.

Vamos a intentar deducir a continuacidn alguna condicidn que deba cum

1 k 1

. - ' . . n . s
plir la funcidn de densidad conjunta, f(x ,...,x , 6 ,...,0 ), suficiente

para poder asegurar que la variedad paramétrica es euclidea.
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Si la variedad paramétrica es euclidea, existird algln sistema de coor

1
denadas (0 ,...,Gn) para el que:

= 8
Yuv = Ouv (18)
por tanto podemos escribir:
2 :
9 1ln f
- Bl = 8 W,V = 1,...0,n (19)
20"96 !

Es suficiente para que se cumpla (19):

2
9 1n i - S . (20)
30"90 "
1
Integrando respecto 0 resulta:
)
dInf_ o o'y V=1,...,n (21)
Y v 1
30
.. 1 k 2 n
donde C1 es una funcidn de X ,...,X y 8 ,...,6 . Integrando (21) para
el caso v =1, resulta:
1.2
(6) 1
= - + 6 + 22
lIn £ 5 c, D, _ (22)

2 n 1

. - k , . .
donde D1 es una funcidon de 6 ,...,0 YV X ,...;% . S1 derivamos parcial

1 vV -
mente (22) respecto 0 y & con v#1, resultara:

2 ple)
i)
9 In £ _ @ (_e1 +C) = 1. 0 v =2,...,Nn (23)

2050 50 ae”

donde la Gltima igualdad se cumple por (20), por tanto C, no puede depen--

1

. v : 1 k
der de ninguna 6, es pues C1 una funcidn sdlo de x ,...,x . Por otra

2
parte si derivamos (22) respecto 0 dos veces, obtenemos:
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2

len £ 9 D1
2. 2 2.2 (24)
20708 90796
por lo que obtenemos:
2.2
(67) 2
= - 25
D, 5+ C,00 + D, (25)

donde, si reiteramos el proceso, obtendremos que C_. es sblo funcibén de las

2
1 k - 3 n 1 k s
X ;eeerX , Y D2 es una funcidon de 67,...,0 Yy X ,...,X , que verifica:

¥

2
d
D2

967907

vy por recurrencia obtenemos finalmente:

+c 6% +na 27
=1 H

. 1 k .
dondoe los Cll y A son funciones de x ,...,x , y despejando f, resulta:

3.2.1. 70 da funcidn de densidad conjunta es de la forma:

(salvo transformaciones admisibles de los parimetros), podemos asegurar

que el cspacio paramétrico es euclideo.

NOtese que la funcidn de densided definida en (28) es de la familia

exponencial. Esta no es, sin embargo, una condicidn necesaria.
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3.3. CASO DE INDEPENDENCIA ESTOCASTICA.

. . . Co ]
Veamos a continuacion el caso de que las variables aleatorias X ,...,Xk
scan estociisticamente independientes, con la suposicidn extra de que cada

funcion de densidad marginal sea uniparamétrica:

En estas condiciones, si se cumple (4), el tensor métrico verificara:

2 2 k
) £ d L1
a = -F (n—jil;;) = -F (——— in f, (xl,el)) =
v LoV TIRRY) i
' 30700 D090 i=1
‘1:‘ 271n fi(xl,ﬁ“l) 5 |2 1n f\)(x\)re\))
= I ( ) = -E - =
Locnd
im1 ae" onV " 6"
2
27 1n fv(x ,9v>
Ty ( VoV ) 30)
39" 230

es decir el elemento q“U es una cierta funcidn de 8“, sb6lo depende de la
H-&sima coordenada.Por tanto, los simbolos de Christoffel se anularan sal-
vo para el caso que los tres indices sean iguales, en este caso:

. n
lpp,pl = - —2 HW=1,...,n (32)

2 oM

En cuanto a los de segunda especie:

B e I
I] = gl laB,v] = g1 [OLB,OL}

=

jo
]_\

QL

i

En— (33)
af Bea

=)
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os dacir, los simbolos de Christoffel de sequnda especie no se anularan

PR , , o4
{inicamente en el caso de que los tres indices sean iguales Taa' y enton-

ces:

e e
i $ 3 2]
RL?‘.] - ik -—%14— P{’k F‘—;. - I‘f, I‘Zk =
EEAE LR N T: e I
arff‘] Ty —
= - e T -1 1S =0 (35)
a0 s0" e 7
aFik
va que 3 sb6lo sera distinto de cero si a=i=k=j. Debido a que se
00

anula el tensor de Riemann-Chri:-taffel de segunda especie podemos enun-
ciar:

. . . ! k o s .
3.3.1. 5i las variables aleatorias X ,...,X son estocasticamente in-

dependientes, con marginales uniparamétricas, entonces la variedad para

métrica es ecuclidea.

Fn ostas condiciones existirad una transformacidn de coordenadas tal
que reducirda al tensor métrico a un tensor constante. Veamos a continua-

cidn como obtenerla.

, 1 n 1 n o
Habreme:: Jde ofectuar un cambio (0 ,...,8 )— (o ,...,0 ) que verifi
‘que o1 sistema (ver cap. 2, (61)):
2 m m
3 o ol .
L% oY 29 i,9,m=1,...,n (36)

56 907 13 497
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. . . i
Podemos Intentar encontrar soluciones particulares de forma que o
. . i _ - :
s0lo sea funcidn de 7, Bn estas condiciones podemos reescribir (36) co-
mo :
i , i
d i Ja
T Tii — = 0 (37)
1
a(em) 206
i=1,...,n
v teniends en cuenta que:

P
daj; 9 in gy

. » . !
Vii = o a1, e = ot i, = 5 = = n (38)
' 911 ae ae
nodemos reescribir (37) como:
' / T '
dzul _ d in 9ii au” -0 (39)
3 2 0 . e
acet) ae* ae*

i=1,...,n

Sistema de ecuaciones diferenciales ordinario, que puede integrarse

cada una de ellas, por separado, obteniendo:

2 i d 1In Vq,,
1 d o il ,
T 5 < T i=1,...,n (40)
aao afoem) ao
ae*
equivalente a:
a da’ d In vg,,
T (In 7 ) = 7 i=1,...4n (41)
ao ao an ’
inteqrando ohtenemos:
dai
——— = k. ¥qg,, i=1,...,n (42)
del 1 11

y finalmente podemos escribir el resultado:
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3.3.2. Bajo las condiciones de 3.3.1., las transformaciones de coordena--

das delinidas por:
i i .
o =k.§Vg.. a8 + C, i=1,...,n (43)
i ii i

dondol” y 'y son constantes, reduce al tensor métrico a un tensor constan-

to.

Bajo ciertas condiciones es posible establecer una curiosa relacidn
entre la transformacidn (43) y las transformaciones normalizantes de una
variable aleatoria. En efecto, si bajo las hipdtesis supuestas en 3.2.2.,

existe una transformacidn admisible de parimetros:

i Mi i

| i=1,...,n (44)
tal auce:

w o= B (X i=1,...,n (45)

y si las funciones de densidad marginales fi son de la forma:

. i i i i
, . B! (W Mx=p )+B, (1)
f.(x ,ul) =A, (x) e + * (46)

entonces si consideramos una transformacidn

T,
i * i
07 et (3, i=1,...,n (47)

que reduzca al tensor métrico a un tensor constante, a partir de (43) po

demos escribir:

ot = k. 5““11 ao* i=1,...,n L (48)
i i , . .
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expresidn que es un invariante frente a transformaciones admisibles de

pardmetros tal que su jacobiano sea de forma diagonal:

. . o LB
N v I ATl LA e \/Ee_d)‘ _,deﬂ
i ii Y -1 oB

28 207
= k f/g., as* (49)
ii
luego resulta que:
-1 i i i
= =k: v
(Ti ° M, ) (u) Ti(e ) l‘f 9;; 9 (50)

-~ . s , . n
estando en esta t1ltima expresidn gii referido al sistema (p1,...,u ).

Por otra parte Xl es ﬁn estadistico insesgado de ul, por (45}, y

i
Var(X) zo'iz L = 1 (51)
o1n £, 2 Jii
E (( T ) )
ou
se cumple si y sdlo si:
3£~—.fi = ci(xl—ul) (52)

9 ul

. . i , ,
para una cierta funcidn ey de | . La expresidn (52) es equivalente a:

i i i *i i i i i i
. = . - . = . - . + . +k, (5
in fl X c, du clu du X cldu u .{cldu J:(cldu kl (53)

y si llamamos:
B, (W) = c, au’ (54)

obtenemos:

i i .
fi ='Ai(x ) e i=1,...,n (55)
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comn por hipbhtesis (46), se cumple (55), resulta:

1
g, = ——— (56)
i S
g..
ii
y por tanto podemos enunciar el resultado:

}.}{ﬁ. Pato las hpdtesis de 3.3.1, (44), (45) y (47), existe una cierta

transformacion admisible Ti tal que
(T, °© M, )Y(u) = — du (57)
s decir, se trata de una transformacidn funcionalmente equivalente a

una trans formacidn normalizante.

El resultado 3.3.1. nos relaciona la independencia estocastica
con la euclidianidad en el caso de que las funciones de densidad margina

les sean uniparamétricas. Vamos a examinar ahora el caso de que, alin su-

ponicndo iependencia, @stas dependan de varios parametros. En estas
condiciones
n n
1 k 1 1 k 1 .1 1
£ X0 e 00 e, 0, = E(x,8,..0 ) L
n
} 1
P ol 0 (58)
ke Xk k
Podomos delfintr:
' n n, P n,
M, = 10 ...0, YR l/f,(x ,0,...0,7) es funcidn de densidad}
i i i i i i (59)
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Y
n n n_+...+n n
1 E 1 .
mo= (0 o }, ,()1_ 0 e R k/ f(x1 xk,e ... 0 k) es funcion
| 1 k 1 k
de dencidad} (60)
cor Ton tensores motricos definidos en E como:
1 Af  of
T B ST ) (e
‘ £ 200 20"
j r
V= (n,+...+n ) +m
r—1
H= {(n +...+n. ) + i
7-1
yoon M,\ COmo :
1 afi afl
a = B (“5 i N ) i=1...k (62)
BoHY £ ae" 90
i i
onffanmses reosultacs
2 2 k n
p - 9 h
g = (T s (Y oMel e ™)) -
o i..m i..m h h
267,99 20790 h=1
ir 30r
0
B R
P v (63)
- : ( )y = 5
; m
30 0] £
J ))I' ~E *-“‘—M - ) si j=r
90700
o= (nlh :rv,_‘])m J
Ve 4 +n )+
r—1
ademas :
112 F .
i = E Jodn fy oy im=1,...,n, | (64)
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por lo que si llamamos Gi = (iquv) i=1,...,n Yy G==(quv) obtenemos

cl resultado siguioentoe:

3.3.4. Bajo la hipdtesis (58), entonces:

k
a= 3" c (65)

) -+ , ,
donde X representa la suma directa de matrices.

Fn estas condiciones es posible expresar la distancia entre dos
n n n

1 1 k 1 1

puntgn de 1, de coordenadas (aT...a1 ,...,ak...ak )y (b1...b11,...bk..

.by ), s, en funcidn de las distancias obtenidas entre los puntos

1 . n, 1 l'li
(a....a,l) y (b....b,”) calculadas en cada una de las variedades M,, s,.

i 1 i i i" Ti

fn efecto, las ecuaciones de las geodésicas en>E son:
2 v 0. R
dx, gy & dx A (66)

2 al ds ds

rY

[ = 0 si los indices vy, o, R no referencian a para-
[0}

Obsérvese que
metros asociados a la misma funcion de densidad marginal, por tanto

(66) puede escribirse como

a’eY ae® def
; + ,FZR - _*_p (67)
ds * ds ds
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Y
'FQB

to de las ecuaciones de las geodésicas en cada Mi'

donde los son los simbolos de Christoffel en Mi' y (67) el conjun

N6tese que para obtener si hay que integrar, fijando la i, el
sistema (67), con la condicidn extra:
ae” ag”
i i

g — = 1 (68)

i“uv ds ds

condicidén de que el vector tangente a la geodésica en Mi sea unitario,

Para obtener s, la distancia en E, debe imponerse:

x deg de:
.g — =1 (69)
Fy i“pv ds ds
Si resolvemos, fijada i, (67) con:
de§ dez
. N 0
1guv ds ds Ai (70)

la condicidn (69) puede escribirse como:

k
A, o= 1 (71)

i=1

Debido a gue la soluci®n del sistema (67) con la condicidén (71), y 1las

condiciones de contorno adecuadas para que para s=0 la geodésica pase

1™ 1 .
por el punto (a1...a1 ...ak...ak ) vy, para un cierto s, pase por el pun
™ 1 ™ .
to (b1...b1 ...bk...bk ), es también solucidn de los sistemas (69) con

las condiciones (70), deberd verificarse:
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5
s = i=1...k (72)
VA,
i
junto con (71) obtenemos
2
s,
A, = i=1...k (73)
1 S2+ +82 o
RN
y finalmente ol resultado:
3.3.5. Bajo la hipdtesis (58), la distancia en E puede calcularse a par

tir de la distancia en cada M,, por la relacién:
i

\/ 2 2
= +
s s1+ Sk (74)

..o

Bajo la hipdtesis (58), los simbolos de Christoffel de segunda es-

. o Y . - . \ .
pecie, en E, | g se anulan si los indices no referencian a parametros
64
asociados a la misma funcidn de densidad, por tanto el tensor de Riemann-
. a , o
Christoffel, R‘jk’ no se anulara, a lo sumo, si los cuatro indices refe
1 =

rencian a parametros asociados a la misma funcidn de densidad. De aqui,

se gsicue el resultado:

3.3.6. En las condiciones anteriormente expresadas, E sera euclideo, si

y shlo si cada una de las M,, con el tensor métrico definido en (62),
i
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21 bajo la hipdtesis (58), consideramos fijos a todos los parame--
n
. ) h 1 .
tros asociados a cada marginal f}(x , eh...eh ), excepto para un cier-
]{ h i i 1 “
to Oh , ©s decir, Oh = ah i=1,...,k

LN entonces si considera--

h'
mos la subvaricedad incluida en E:
. . i , .
S I ST S X o= i=1...k, ... h=1...k
B k Xk ) R / h ah h 1rlh J
(75)

4

e!l tensor mitrico inducido en V, dado el tensor métrico definido en E,

viono dado DY
2 2
k J 1n fi 0 In £
Huw T Z E N k ) = -E ( k ]1: ) (76)
} i=1 a@lﬂaovv 36 Hag Vv
! H u,v=1...n

ror anto ol tensor métrico inducido en V es diagonal, vy qHU sblo de--

Kk,
pende doe “”ﬂ, dn agui se sique al resultado:
3.3.7. Bajo das hivdtesis citadas, V es euclideo.

nemas optenido pues, en este apartado otras condiciones suficien--
) . . - .
Fes nhara asegurar (que el espacio paramétrico es euclideo y en particu--
v ahlecids ciertas relaciones entre la independencia estocastica

con 1o cuclidianidad del espacio, viendo que no siempre aquella implica

3. AL PREACTON CoMNOLA DTSTANCTIA DE MAHALANOBIS.

ronaideremos a continuacidn la matriz de varianzas y covarianzas

supuesta existente, = (0,.), con:
1]
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0y = BB (X)) (X-B(0))) id=1...k (77)

. 1 k .
asociada a f(x ,...,x ,0 ....Gn). Cada una de las componentes de di- -

. .. - 1 n ., .
cha matriz, oi,, es una funcidon de los parametros, 0 ...0 , invariante
J
frente a transformaciones admisibles de los mismos en E. Lo mismo ocu--
rrira por tanto con la matriz inversa de ¥, supuesta existente también,
i _ e o
% = (0 7). NOotese que en ambos casos los 1ndices carecen de caracter
tensorial. Por tanto estas matrices no nos sirven para definir en E una
mitrica Riemanniana, independiente del sistema de coordenadas, por no
- ij . .
ser lag ”i' o O las componentes de un tensor covariante. Sin em--
-]
barqgo, fijado un sistema de coordenadas particular, es posible definir

un tensor covariante de segundo orden, simétrico, h o que verifique:
u

huv = oM v = 1.0k (78)

es docir, bajo este sistema de coordenadas particular, las componentes
de dicho tensor coincidan con las componentes de la matriz inversa a la

matriz de varianzas y covarianzas.

Supongamos que n > k, es decir hay al menos tantos parametros co-

mo variables, y admitamos ademas que existe un sistema de coordenadas

tal e
i i .
E(X7) = 6 i=1...k (79)
Fntoncos @i definimos una variedad V a partir de:
1 n k+1 n
v={(6...0)EE /0 =0 .0 =a ) (80)




donde las ui son constantes, podemos considerar, en ella al tensor mé-
trico inducido por el tensor métrico en K, y con &l formar la matriz

(k xk)y G = (q“v) aque supondremos definida positiva. Definamos ahora en
este sistema de coordenadas, un tensor covariante a partir de (78) y for
memos o= (hwv)' Intonces para cada punto de V, se cumple que G-H es

. N C 1 k . .
semidefinida positiva. In efecto, (X ,...,X ) es un estimador insesgado

| k . . . .
de 0, ..,0, (79), entonces bajo las hipdtesis necesarias para que se

. v =1 . S L
cumpla lLa desiqualdad de Cramer-Rao, H -G es semidefinida positiva,
por tanto para un vector k dimensional 7 cualquiera, se cumple:

Oy =72 -G Y2 >» 0 (81)
=1 C e -1 L o . .
por ser i simetrica y G simetrica y definida positiva, existe una

transformacion lineal no sinqulavr tal que:

-1
P G P =1
t -1 (82)
P H P =D
con D una matriz diagonal, de valores propios, solucidn de
-1 -1
H -~ AG = 0 (83)
Si efectuamos la transformacidn:
y = P'X (84)
resulta:
FEo=1 -1 t K 2
Q0D = O(Y) =Y P -G )PY = Y (D-T)Y = Z A=y, >0 (85)
i=1 ) )
Pucsto que esto se verifica para todo Y, ello implica que A, > 1 i=



Conasideremos ahora:

H - uG| = 0

lags soluciones son:

lucqo si consideramos la forma cuadratica:

. t
R(Z) = 2 (11-G)Z

y efectuamos una transformacidn ortogonal tal que:

TG T

T

il
—

obtendremos, si

Y = TtZ

la siqulente expresidn:
t .t t, -1 £ 1 2
R(7) = R(Y) = Y T (H-G)TY = Y (D -T)Y¥ = 3/ (5~ ~1) vy
i=1 i
pero <1 ser A > 1 resulta:
;L
R(Z) < O

79

(86)

(87)

(88)

(89)

(91)

(92)

por o e (%) es semidefinida negativa, o equivalentemente G-H es semi-

Gelinida posit lva.

oo catas condiciones, la longitud, medida a lo largo de una curva

Coinciuida on vV, usando el elemento de linea obtenido a través de h

14
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es inferior a la misma longitud obtenida a partir de la restriccidn de

q a V. En cfecto:
UV

H
dn dO \/[_¥
} PondG S < e
.gé\/éuv dt dt de {IRY) dt dt dt ) (93)

debido a que:

1 v
§) 8]
(q - h d d

IRV pv' o dt dt —

como la distancia entre dos puntos A y B se define como el infimo del con
junto de las longitudes de todas las curvas que unen A y B, éste, en el
caso d¢ usar huv como tensor métrico, no puede ser superior al que se ob

ticne usando quv , debido a (93), por lo que obtenemos el resultado:

3.4.1. Rajo ciertas hipdtesis generales, la distancia entre dos puntos de
v obtenida a partir del tensor métrico inducido en V, por el tensor métri

co de B, os superior o igual a la distancia obtenida definiendo en V, co-

mo tensor métrico, huv

La igualdad entre el tensor huv y guv (restringido a V) se obtie-

ne si la funcidn de densidad es una funcidn lineal de:

1 9f 1 of
IR T (99
Mardia, (1979), Bllo impone una cierta forma general a f, al resolver la

ccuacidn diferencial involucrada.
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Con ello hemos relacionado la distancia obtenida a través de la ma-
triz de informacidn de Fisher con distancias andlogas a la distancia de
Mahalanobis, ya que en un sistema de coordenadas particular, el tensor

métrico huv coincidirid con la matriz inversa de varianzas y covarianzas.

3.5. BSTIMACTON DI TA DISTANCIA Y DISTRIBUCTON ASINTOTICA

Hasta acqui hemos supuesto conocidos a- los parametros poblacionales,
en la practica desconocidos, pero pueden ser estimados por maxima verosi
o . 2 . . - 1
militud. Si 1lamamos B a la distancia al cuadrado entre el punto (0 ,

-
n . ATl
)y € B real, v el estimado, (8 ,...,0

)€ E a partir de una mues--
tra ~aleatoria simple de tamano N, para muestras grandes, es conocido que

15 forma cuadratica:

2
2 d In f

X" = -NE ( -9y (67-0") (96)

IRV

200
se distribuye aproximadamente segin una distribucidn ji-cuadrado con n
grados de libertad, Mood & Graybill (1963). Por tanto para tamanos mues-—

trales elevados y para un cierto a convenientemente elegido, podremos es

orihiir
prob |4 z-é:] < e (97)
/N
doncde ¢ ow una constante positiva arbitrariamente pequena y d viene de-
finida por:
2 Wzln £ o VoV
ls - ~ ~
d = ~E ( R Y (0 -07) (6 -0") (98)

a0 00
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y ademis como se verifica:

lim =0 (99)

resulta gue podemos, para tamanos muestrales elevados, escribir:

2
. 9 ~ ~
¢ oep (AL (60 (3Y-0Y) (100)
230"30
y por tanto:
2 2
X =N B (101)
. 2 e s o
dehdo a que Nb difiere en tan poco como queramos {(con una probabilidad

. 2 .. - _
tan grande como se quiera) de Nd , eligiendo un tamano muestral suficien-—

temente grande. Por tanto, podemos escribir:

. . . - P 2 . . ca
3.5.1. La distribucidn asintdtica de N es una distribucion ji-cuadrado

con n grados de libertad. Los intervalos confidenciales seran esferas geo

désicas, en el espacio paramétrico.

Consideremos a continuacidn dos poblaciones estadisticas, representa

. P 1
bles como puntos del espaclo paramétrico E, de coordenadas reales (GA,...

1 an v 61 an

n } A
e, 00y (0 ,...0) respectivamente, y sean 6A""’6A y B,...,GB

los

estimadores miximo-verosimiles de los parametros reales, contruidos a par

tir de dos mucstras aleatorias simples de tamanos NA % NB respectivamen

- - - . . ~1 AN

te. 91 los Ftamafios mucstrales son elevados, es bien sabido ague (GA,...OA)
~1 Al . . . . . - .

y (0 ) sigquen ambas aproximadamente una distribucidon normal multiva-

BT
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riante, y teniendo en cuenta (100), podemos escribir:
1 2
A1 an 1 n B
£ ( I OA,GA. OA) = kA
1 5 (102)
~1 n n - _2_ NBBB
(O ...0.,0 ...0) =k_ e
B B B B

2 2 , .
si llamamos HA y RB a las distancias al cuadrado entre el punto poblacio-

nal real y el estimado en las poblaciones A y B respectivamente. Por ser

las 0 vy ﬁ; independientes, la funcidn de densidad conjunta vendra dada

1: 2 2
= 5 (N By NG BL)

F(8...80,80, .80 = ce (103)
A’ B’ A" B
, , o 1 n
Supongamos existente, en E, la curva de longitud minima que una (eA...eA)
1 . 1 n
con (0 ...On). Siempre existira un sistema de coordenadas (x ...x ) tal

B B

que las derivadas parciales del tensor mé@trico se anularan en toda la cur

va, Sokolnikov (1971), y por tanto el tensor métrico permaneceri constan-
te a lo largo de la misma, y en particular puede ser la identidad. Por
tanto, bajo ¢l nucvo sistema de coordenadas, cuando consideremos un par de

puntos proximos a dicha geodésica, podemos calcular su distancia, de for-
ma aproximada, como si se tratara de un espacio euclideo con una referen-

. . . \ 1 n 1
cla carteslana. Una vez efectuado el cambio, si llamamos XA"'XA M4 XB .

n . . 1
...X_ a las coordenadas poblacionales estimadas y a

an a1 an a las
B . v Bt 35

A A

coordenadas poblaciones reales, podemos escribir:

1 n 1 n -n
f(xA,...,x ,xB,...,xB) = (2m) " (

(104)
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dehido a que, para tamafo muestrales elevados, los puntos estimados son
proximos a los puntos reales, en el sentido dado por (97). A partir de

esta {iltima expresidn es posible deducir la funcidén de densidad conjun-

i i i

ta Jde oz o= XA_XB i=1,...,n, iqual a:
N_ N n . .
17 A B i i 1.2
NN Ty noam b (B magtag)
1 n -n/2 A B 2 A B i=1
£z, .. .20 = @n E Yo% (105)
A B
equivalente a
N n . . R ,
1 A F 2 n noq 2
N ox w2 T (LD I e aag )
1 n -n/2 A B A R 1=1 1=1 i=1
flz ,...,2n ) = (2m (irjﬁg‘ﬁ e
A B (106)
Si llamamos D a la distancia estimada y A a la distancia real, podemos es
cribir: 1 NA NB noyoy 5
S NN (D7-2 ) = (aA-aB)+A )
N N_ n/2 A 1=1
f(21 Zn) _ (2ﬂ)—n/2( A B) e (107)
Tttt N_+N
A B
1 n 1 1
llamando ahora 0 al menor angulo entre los vectores (z ,...,2 ) ¥V (aA—aB,
..,an—an) resulta:
A B
N_ N
1T A B

(D2—2DAcos 6+A2) n—1

A_B . B 5=
N

+ n-1
A B P(—E*ﬂ
D >0 6€ [0, ] (108)

N. N_n/2 2 N +N

=

£,0) = (2m %

N (Dsene)n—2D

y para hallar la funcidn de densidad de D, bastard inteqrar © entre O vy
T, debido a las propiedades de las integrales esféricas, Schwartz (1969).

Toniendo en cuenta que (108) puede escribirse como:

1 Na Vs (D2+A2)
F(D,0) = "A Vg 2 2 Nytg 1 ( PEN Ny (n-2) /2
- - —_— + — _2 + M
N N An2 2(NA NB)
(NN /N +N ) DAcos 6
1 -
sen" fg e AB A E p>0 8€lo,nl (109)



