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PROLOGO

Esta'Memoria es una aportacidén al Andlisis Multivariante y su
aplicacién a la Biologia. Los numerosos indices de disimilaridagd
y distancias que se utilizan en Estadistica y son aplicados en Gené-
tica, Antropologia, Ecologia, etc., me han motivado a intentar estu—v
diar una distancia entre poblaciones estadisticas paramétricas, de

aplicacidén general, y que posea buenas propiedades matematicas.

En la primera parte (cap. 1 al 6), se desarrolla esta distancia
estadistica, definible para una clase muy general de funciones de
densidad paramétricas, a través de la matriz de informacién de Fi-
sher, hallaﬁdo algunas de sus propiedades bésicas y calculéandola
para ciertas distribuciones de probabilidad concretas.

En la segunda parte (cap. 7 al 9), se aplican algunos de los

resul tados obtenidos, proponiendo una metodologia estadistica para
el tratamiento de tablas de contingencia multidimensiénales, asociaj
das a experiencias etoldgicas, ilustrandolo con el estud19 ;ﬂé la-
conducta agonistica del ligano. También se propone un’algoritmo ﬁti;-'
lizable para el diagnéstico de enfermedades, a partir de los resulta-
dos de unos andlisis, aplicéndolo al diagnéstico de ciertas enferme-
dades hematoldgicas a través de la interpretacidén de mielogramas.
Finalmente se considera una alternativa al test t de Student para
muestras independientes y se ilustra con el estudio de la relacién

entre la alcohol deshidrogenasa y el tamafio én Drosophila melanogas=

ter.
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1, DISTANCIAS ESTADfSTICAS

Resumen :

En el presente capitulo se expone, con caracter introductorio,
el concepto de distancia y su utilizacidn en el Andlisis de Datos, vy
en Estadistica, citando en particular aplicaciones a diversas areas

de la Biologia.

Sumario:

1.1. OBJETO.

1.2. PROPIEDADES GENERALES.
1.2.1. Concepto de distancia.
1.2.2. Similaridades y disimilaridades.
1.2.3. Condiciones de euclidianidad.

1.3. DISTANCIAS COMUNMENTE USADAS.

1.4, DISCUSION.



1.1. OBJETO.

Para estudiar de forma cuantitativa las analogias y diferencias en-
tre diversos objetos, que pueden ser individuos, poblaciones, etc., re-4‘
sulta Gtil introducir el concepto de distancia entre los mismos, el cual
es a la vez un concepto intuitivamente claro, por estar muy relacionado
con la pefcepcién del espacio fisico, y ademas muy bien formalizado a ni

vel matematico.

Veamos ahora como podemos utilizar la distancia que hayamos defini-
do para una mejor comprensidn de las relaciones entre los distintos obje
tos. En primer lugar, una distancia es el instrumento adecuado para po-
der efectuar una clasificacidn de los objetos, agrupando los mas préxi--
mos. Estas clasificaciones pueden ser jerdrquicas o no jerdrquicas. En
las clasificaciones no jeradrquicas se agrupan los objetos prdximos, pero
no se pretende definir, a partir de la distancia original, una distancia
entre los grupos formados, usualmente porqué ello no es posible sin de--
formar la distancia con que trabajamos. En las clasificaciocnes jérérqqi-
cas si es posible distanciar los grupos formados, distancia que sirve pa
ra agrupar a éstos, repitiendose el proceso lés veces necesarias hasta

formar un nico grupo, con todos los objetos estudiados.

-

Otra de las posibilidades de la definicidn de una distancia entre
unos obijetos, consiste en poder efectuar algin tipo de anidlisis discrimi
nante. En efecto, si disponemos de unos grupos de objetos bien estableci
dos y queremos clasificar a un objeto nuevo en uno de los grupos anterio.
res, podemos hacerlo en base a la distancia definida, pudiéndose seguir

varios procedimientos: caracterizar a cada grupo por un "objeto medio” y



asignar el objeto a clasificar al grupo cuyo "objeto medio" sea mds prd-

ximo, o bien calcular la distancia media del objeto aclasificar al grupo,
y asignar al primero, al grupo cuya distancia media sea menor, o si es po
sible hablar de distancia del objeto al grupo, caso de disponer de una dis
tancia que permita, sin deformarla, establecer una clasificacién jerdrqui

ca, clasificar al objeto dentro del grupo mas prdximo.

Una vez introducida una distancia serd@ posible obtener representacio
nes graficas de los objetos como puntos en un plano {generalmente), segln
algin criterio de optimizacidn, de forma que la distancia entre estos pun
tos sea lo mds parecida posible a la distancia originalmente definida en-
tre los objetos, como en el Analisis de Coordenadas Principales o el Mul-
tidimensional Scaling, Cuadras (1981), dependiendo, la té&cnica usada,'del
tipo de distancia con que trabajemos. Dicha: representacidn gréfiﬁé ﬁos
ayudarid a visualizar las relaciones entre los distintos objetoé. También
serd posible obtener como salida grafica un dendograma, imagen de 1la cla-

sificacién jeradrquica posiblemente establecida.

Después de haber identificado a los objetos como puntos de algiin es-
pacio, es tambi&n posible buscar interpretaciones causales de la variabi-
lidad obtenida, por direcciones, atendiendo principalmente a las direccio
nes que absorben mayor variabilidad, en orden a encontrar unas pocas cau~

sas que expliquen las analogias y diferencias entre los objetos.

1.2. PROPTEDADES GENERALES.

Vamos a examinar a continuacidn el problema de la construccidén de

una distancia. En primer lugar, deberemos caracterizar adecuadamente a los



objetos que queremos distanciar. Sea (f, @, P) un espacio de probabili--
dad. Con Cuadras (1974) a los elementos de { les denominaremos indivi--
duos, en sentido estadistico, que puede diferir notablemente del concep-
to bioldgico de individuo, mientras que a £ le denominaremos poblacidn,
tambi®én en sentido estadistico, que difiere con frecuencia del concepté
biolégico'ae poblacidn: un individuo bioldgico puede sef una poblacidn
en el sentido estadisticq. Generalmente los objetos a distanciar los pé-
dremos identificar con individuos o poblaciones estadisticas. Una vez ca
racterizados, para poder introducir una distancia, necesitamos disponer
de informacidn sobre los mismos, necesitamos de unasvariables aleatorias
definidas en el espacio de probabilidad, o espacios de probabilidad, con
los que trabajamos, vy en base a los resultados obtenidos de esta; varia-
bles aleatorias construiremos una distancia. En este punto hay que hacer
notar que la distancia dependerd tanto del objeto en si, como de las va-
riables que hemos definido, esto es, de la informacidn recibida, ya que
no es posible la nocidn de distancia entre dos entes si no disponemos de
informacidn sobre las analogias y diferencias entre los mismos.

A

1.2.1. Concepto de distancia.

A continuacidn vamos a exponer algunas de las propieadés mas impor-
tantes que pueden presentar las distancias. Seran necesarias algunas for
malizaciones. Sea E = {e1,...,en} el conjunto de los objetos que de-~
seamos distanciar, nbtese que los e los podemos identificar con indi~-
viduos o poﬁlaciones estadisticos. Llamaremos distancia métrica a una

. [
aplicacion:

d: E X E =———————TR

que verifica:



1) d(ei,ej) >0 i, € {1,...,n}

2) d(ei,ej) = 0 @ i=3 (definida positiva)

It

3) d(ei,ej) d(ej,ei) i, 3 € {1,...,n} (simetria) |
4) d(ei,ej) f_d(ei,ek) + d(ek,ej) i, i,k € {1,...,n} (de51gual?ad

triangular).
Si la propiedad 2 se sustituye por:
5) i=49 = d(ei,ej) = 0 {semidefinida positiva)

entonces llamaremos a d una distancia pseudométrica.

Si se verifica ademads la propiedad:

A e
6) d(ei,ej) < sup {d(ei,ek), d(ek,ej)} vVi,j,k € {1,...,n}

(desigualdad ultramétrica).

diremos que d es una distancia ultramé@trica. Es bien sabido que es preci-
so disponer de una distancia.ultramétrica para obtener una clasificacidn
jerarquica, aunque cuando no dispongamos de el%a existen varios algorit-
mos que construyen una distancia ultramé@trica, parecida a la distancia

originalmente definida, Cuadras (1980).

Sea (F,7) un espacio eu¢lideo m-dimensional, siendo m la aplicacidn

producto escalar, entonces sl se verifica:

D AR wiESE/ dlegep - ./w(<p<ei)-¢p(ej),<p<ei)—<p(ej))‘."- .

vi,j € {1,...,n}..

diremos gue la distancia métrica definida en E es euclidea. Como cualquier

. \ . . - s m
espacio euclideo de dimensidn m es isométrico a R con el producto escalar



usual, lapropiedad 7 puede expresarse diciendo que para cada objeto e, es
, . m
posible asociarle un elemento R de coordenadas, respecto la base cand-

nica X, 4e..%, ) tal que:
r (l I ,lm q

1

m
2 . %
dle,e;) = \[Z (e %) vi,j € {1,...,n}

h=1

Nétese que si se cumple la propiedad 7, serd posible escoger m< n-1,
puesto que n puntos en un espacio euclideo estdn incluidos en un subespa-

cio a lo sumo n-1 dimensional.

1.2,2. Similaridades y Disimilaridades.

Hay aplicaciones d: EXE — R dque no son métricas ni pseudomé&tri--
cas, pero que pueden también utilizarse para medir las analogias y dife--
rencias entre objetos. A estas aplicaciones las llamaremos disimilarida--
des y han de verificar, al menos, las propiedades 1, 3 y 5. Gran niimero
de disimilaridades se construyen a partir de similaridades. Veamos segui-
damente el concepto de similaridad. Una similaridad es una medida de ' la
analogia entre dos objetos, en base a datos cualitativos, usualmente va--

riables dicotdmicas, a dos valores, que podemos designar convencionalmen-

te por + y -. Dados dos objetos se construye la tabla de frecuencias:

e,
J

+ -

+ a, . b, .,

1] 1]

. .
i
- c, . da, .
ij ij




con n=a,, +b,, +c,, +d,,, donde n es el total de caracteres estudia
i) i3 i3 i3j -

dos, aij el nimero de dobles presencias, dij las dobles ausencias, vy

b‘j y c.lj las presencias-ausencias o ausencias-presencias. Formalmente,
i

una similaridad es una aplicacidn:

S: E XE e———]R
que cumple:
8) sl(e,,e,) = f (a,.,b,.,c..)
i’ n ij'7iji’" 45
9) f es mondtona creciente en a,,
n 1]
10) f es mondtona decreciente en b,. v c..
n i ij
1) f es simétrica en b,., vy c,.: f (a..,b.,.,c..)=f (a..,c..,b..)
n ij i n ij’Tij" 743 n ij’vij i

Puesto que el dominio de definicidn de fn es finito, fn estd acotada. Sea

o el supremo del conjunto de las imdgenes de fn’ entonces si definimos:
d(e,,e,) = a - s(e,,e,)
i'73 n i"7j

tendremos que d(ei,ej) eg una disimilaridad pues verifica evidentemente
las propiedades 1, 3 y 5. A partir de una similaridad vemos pues que pue

de construirse siempre una disimilaridad.

1.2.3. Condiciones de euclidianidad.

vamos A examinar ahora el problema de determinar cuando se cumple la
propiedad 7, es decir, si se trata de una distancia euclidea en el senti-
do de que existe una configuracidn de puntos en un espacio euclideo cuyas
interdistancias coincidan con las interdistancias obtenidas con la distan

cia original. Este problema puede ser analizado de modo diverso, que de--
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pende de como haya sido definida la distancia en E.

Consideremos en primer lugar la posibilidad de que hallamos: defini-

do una aplicacidn:

siendo H un espacio normado, es decir un espacio vectorial, generalmente
construido sobre el cuerpo real,en el que hay definida una aplicacidn, de

nominada norma:

Il

H =——meee———p- TR

que verifica:

12) Hx”iﬁ) VxeH y |HH =0 & x=0
13) eyl < [l Iyl v x,yeH
14) Iax|] = |a]- |Ix]| V x€H VAER

En estas condiciones podemos definir una distancia métrica en E, a

partir de la iqualdad:
d(ei,ej) = HT(ei)-T(ej)H

entonces para saber si se cumple la propiedad 7, puede comprobarse si la
norma definida en H puede expresarse como la raiz cuadrada de un producto

- escalar de un vector consigo mismo:

=il = Vx>

hecho que es equivalente a probar, Collatz (1966), que se verifica la re-

gla del paralelogramo a saber:
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2 2 2 2
I g e 4 I T Y | I (7 |

en caso afirmativo se cumplird evidentemente la propiedad 7, pero en caso
negativo no podremos afirmar que no se cumple: se trata de una condicidn
suficiente para la propiedad 7, no necesaria, pues aundue la norma no pro
venga de un producto escalar, segin las imigenes de los e, que tengamos,
T(ei), si pdede verificarse la propiedad 7. Consideremos el caso de dis--

tanciar sdlo dos objetos.

Para investigar condiciones necesarias y suficientes hemos de partir
de las distancias entre los objetos, prescindiendo de cdmo hayan sido cal

culadas.

Sea &,. = d(e,,e.), formemos la matriz A = (§,.), siendo A una ma-
1] 1] 13
triz de orden n, simétrica, con ceros en la diagonal principal. Entonces,
. . . t
si llamamos In a la matriz identidad de orden n, U = (1,...,1) un vec-—-

tor columna con unos, y definimos A=(aij) como una matriz cuadrada de or-

2 .
den n, con a,, = - §,. , resulta gue si llamamos H = I -

1 1

. - . : U

ij 2 ij n n v Y
B

formamos la matriz = H A H, entonces podemos afirmar que B es semidefi

nida positiva de rango m < n-1 si y sdlo si se verifica la propiedad 7,

Cuadras (1981).

Ademds es posible obtener explicitamente las coordenadas de las ima-~
genes de los e, por la aplicacién ¢, diagonalizando B. Por ser B simétri

ca, siempre diagonaliza ortogonalmente:

~ t . 1/2 1/2 € . 1/2 . 1/2 t
B =T DX T = TDA DA T = (TD) )(TDA )
i = i [= LY > LR} > > i
siendo D, dqu(k1,kz, ,Am) K1 __Kz > __Rm 0 y T una matriz

de orden n*m cuyas columnas son vectores propios asociados a X1...X res-
: ™
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1/2

pectivamente, y de norma unitaria. Entonces, si llamamos X = TDA , matriz
de orden (n xm), resulta que X es una matriz cuyas columnas son vectores
propios asociados a los valores propios A1...Am y ademds A-normalizados.
Ademas, podemos afirmar, Cuadras (1981), que sus filas definen puntos en
. m@ tales que sus interdistancias coiﬁciden con las interdistancias entre
los eiCEE, es decir las coordenadas de w(ei), respecto la base candnica
de Pm, son (xi1'xi2"'°'xim)° Ademas, con el calculo de X, resolvemos
tambié&n el problema de la representacidn de los cbjetos en un subespacio
euclideo de dimensidén baja, usualmente de dimensidn 2, ya que si queremos
hallar un subespacio de me, k-dimensional, tal que al proyectar los w(ei)
en este subespacio, la suma de los cuadrados de las interdistancias entre
los puntos proyectados en este subespacio sea maxima, bastard coger las k

primeras columnas de la matriz X, que definen las coordenadas de n puntos

en un espacio k-dimensional.

Si no se cumple la propiedad 7, entonces B posee valores propios ne-

gativos:

1/2

entonces si procedemos de forma andloga, en el cilculo de DX aparece——

ran nimeros imaginarios puros, y la matriz X resultante seri de la forma:

}

1 1X1r+1 [P lX1m

X = . X . .

. .

X eee X ix ... 1ix
ni nr nr-+1 nm

siendo 1 = ¥-1. A cada objeto le podemos asociar, andlogamente al caso

anterior una m-plas de la forma:
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- e . ix ., oo, ix,
ej (Xj1' ’Xjr' 1xjr+1, ,1xjm)

en otras palabras no los podemos representar como puntos en un espacio eu
clideo de ejes reales, ya que es preciso qﬁe alguno de'éstos sea imagina-
rio puro. Representaciones en dimensidn reducida pueden obtenerse esco- -
giendo, por separado, los ejes reales asociados a los mayores valoiéé pPro -

pios y los ejes imaginarios asociados a los menores valores propios.

Otra posibilidad consiste en efectuar transformaciones mondtonas de
la distancia definida inicialmente, hasta obtener otra que sea euclidea

(ver capitulo 6).

Hemos visto a grandes rasgos las propiedades generales de las distan
cias, pasemos a continuacidn a hacer una revisidén de algunas de las mas

importantes en cuanto a las aplicaciones a la Biologia se refiere,

1.3. DISTANCIAS COMUNMENTE USADAS.

. . . m .
Si asignamos a cada obijeto ei, un elemento de R, de la forma siguien
. . - - . . m

te: si ei es un individuo estadistico, le asociamos (Xl(ei)""'xm(ei))E:m

siendo X ...,Xm variables aleatorias definidas en la poblacidn estadisti

1
ca § a la que pertenecen los ei. Si cada objeto ei es una poblacidn esta
distica, la podemos asociar la m-pla (E(X1),...,E(Xm)) e Ifn donde las es-
peranzas de las variables aleatorias X1,...,Xm estin restringidas a la po
blacidn estadistica e, En estas condiciones podemos definir como distancia
entre dos objetos e ej cuyas coordenadas en R"  son (xi1,...,x. )y

im

(Xj1r--'rxjm)l




Este criterio es usado en el Analisis de Componentes Principales,

Pearson (1901), Hotelling (1933), Rao (1964), Cuadras (1981).

8in embargo, dicha distancié presenta inconvenientes en muchas apli
caciones, uno de los nismos es que si efectuamos un cambio de escala en
las medidas de las variables, la distancia cambia de forma no mondtona,
en el sentido que no se conserva la preordenacidn asociada a la distan--
cia, Cuadras (1981), Legendre (1979). Este inconveniente puede ser re- ~-
suelto por el uso de variables tipificadas, es decir, centradas y reduci
das. Otro inconveniente es que ignora el hecho de que las variables alea
torias sean o no estocdsticamente dependientes, hecho que parece conve--
niente tener en cuenta, puesto que cuanto mayor sea el grado de dependen
cia entre dos variables, menos informacidén obtenemos de una cualquiera

de ellas, al conocer el valor que ha tomado la otra.

Pueden encontrarse ejemplos de utilizacidn de esta distancia en Wi-
lliams & Stephenson (1973), Stephenson et al. (1974), aplicados a la eco-
logia marina, y en general en cualquier aplicacidn del Andlisis de Compo
nentes Principales, se diga explicitamente o no, como en el trabajo de
Jolicoeur y Mosimann (1960) analizando el tamafio y la forma de Chrysemys
ptceta marginata, o en el trabajd de Gittins (1969), donde se estudian di
versas comunidades vegetales, en base a la cobertura de distintas espe--

cies vegetales.

Una de las primeras distancias que intentd corregir los defectos de
la distancia euclidea ordinaria, fue el coeficiente de semejanza racial,
desarrollado por Pearson (1926), pensado originariamente para estudios

antropoldgicos. Los objetos a distanciar son poblaciones estadisticas,
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en las gque hay definidas X1""’Xm variables aleatorias. La diétancia

entre el objeto e, vy el objeto ej, se define como:

1 v “ih “§h in *5n 2
ateep = |/ 4 3 gy (e
h=1 h jh h
siendo x X los valores medios de la variable h en las poblacio

ih ¥ %4n

nes estadisticas e, vy ej respectivamente, los tamanos

“ih ¥ %4n

muestrales usados en el calculo de las medias xih ¥ ;ﬁh;

en cuanto a S
es la desviacidn tipica de la variable h, supuesta comin eﬂ todas las
poblaciones. Esta distancia es invariante frente a cambios de escala de
las variables, pero no es invariante frente a transformaciones lineales
en general. Ademds, como la distancia euclidea ordinaria, presenta el pro
blema de prescindir del hecho de que las variables aleatorias observables

puedan screstocisticamente dependientes o no. Una discusidn sobre esta

distancia puede verse en Rao (1948 b) y Mardia (1977).

Mahalanobis, en su ya‘clésico trabajo de 1936, desarrolla una distan
cia entre pocblaciones estadisticas, en las que tenemos definidas X1,....
ey Xm variables aleatorias que se distribuyen seglin una distribucién
normal conjunta, con la hipétesis adicional de que todas las poblaciones
poseen la misma matriz de varianzas y covarianzas, L . Sean ui y uj
vectores columﬁa, m-dimensionales, cuyas componentes son las esperanzas

de las variables aleatorias condicionadas a las poblaciones e, vy e..

Entonces se define la distancia de Mahalanobis entre ei Yy ej Ccomo :

- Vi cuat e -
d(ei,ej) = (ui uj) b (ui uj)
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suponiendo gque 2_1 exista. En caso de que I sea singular, es decir, que
existan relaciones lineales entre las variables, se sustituira 2—1 por
una g-inversa de I, T, Equivale a representar a las poblaciones como
puntos en un espacio euclideo, cuyo producto escalar dependa de las corre
laciones entre las variables. En la practica se sustituyen ui Yy {. por

]

sus estimaciones maAximo-verosimiles y I por una estimacidn insesgada.

Entre sus principales propiedades destaca la de resultar invariante
frente a transformaciones lineales, no singulares, de las variables, en
particular por cambios de escala. Ademas, si llamamos Dm a la distancia
de Mahalanobis calculada a partir de XJ""'Xm' Dn a dicha distancia cal
culada a partir de Y1""'Yn’ donde dicho conjunto de variables aleato-
rias es estocisticamente independiente al anterior y Dn a la distan--

+m

oo s X

cia de Mahalanobis global, calculada con todas las variables, X1 N

Y1""'Yn’ entonces se verifica:

L e 2 . . .
Otra ventaja importante es que el estadistico D (distancia estima-
. - . 2 .
da de Mahalanobis al cuadrado) esta relacionado con la T de Hotelling,

el estadistico:

Hotelling (1931), va que si u1 = u2,

N_ N (N1+N -m-1)

12 2
m(N1+N2)(N1+N2—2)

F =

sigue una distribucién F con m-1 y N1+N2—m—1 grados de libertad,

siendo N y N los tamanhos muestrales en las poblaciones e y e

1 2 1 2

respectivamente y m el nimero de variables estudiadas.
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La distancia de Mahalanobis estd relacionada con el coeficiente de se
mejanza racial de Pearson, siendo proporcionales ambas distancias en el ca
so de que las variables aleatorias con que trabajamos esten incorrelaciona
das, Cuadras (1981). Uno de los aspectos mas interesantes de esta distan--
cia es que relaciona el concepto de independencia estocistica con el con--

. ~1 . . - , .
cepto de ortogonalidad, ya que I es diagonal si y sdlo si las variables

aleatorias observables son estocasticamente independientes, pues entonces

y sdlo entonces se anulan todas las covarianzas.

La distancia de Mahalanobis juega un papel fundamental enmuchas areas
del Andlisis Miltivariante, principalmente en el Andlisis Candénico de Po--
blaciones y el Andlisis Discriminante, por ello ha sido ampliamente utili-
zada en aplicaciones;a la Biologia como puede verse en los trabajos de Rao
(1948a), estudio antropométrico sobre diversas castas indias, Jolicoeur
(1959), andlisis de la variacidn geogradfica en Canis lupus, Baker, Atchley
& McDaniel (1972), estudio de la influencia del cariotipo en la morfometria
de Uroderma bilobatum, Petitpierre & Cuadras (1977), estudio sistemdtico a
partir de datos biométricos de coledpteros del género TPmarcha y podemos ci
tar finalmente a Casinos& Ocana (1979) que efectuan un analisis craneomé--

trico en cetdceos de género Inia.

Aunque la distancia de Mahalanobis se definid originalmente para dis-
tanciar poblaciones normales multivariantes, con matriz de varianzas-cova-
rianzas comfin, puede usarse tambié&n para otras distribuciones, aunque en--
tonces se pierden algunas de las propiedades, particularmente las gue ha--
cen referencia a las distribuciones de las estimaciones de dicha distancia,
y también deja de cumplirse la estrecha relacién entre independencia esto-

castica y ortogonalidad.
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El tomar la inversa de la matriz de varianzas y covarianzas como la
matriz que define el producto escalar en el "espacio de las medias" pue-
de presentar dificultades cuando &stas estén relacionadas funcionalmente
con dicha matriz, tal es el caso de trabajar con variables aleatorias que
sigan una distribucidn multinomial, entonces puede tomarse como aproxima
cidn de la matriz de varianzas y covarianzas la que se obtiene a partir
de las muestras obtenidas en cada una de las dos poblaciones que se com-
paran, o tomar una matriz de varianzas y covarianzas "promedio", Bala--

krishnan & Sanghvi (1968), Kurczynski (1970), Krzanowski (1971).

Podemos citar a continuacidn la métrica ji-cuadrado. Sean H1""’Hk

poblaciones estadisticas y A ,...,An caracteres (sucesos) observables

1

en cada poblacidn. Si llamamos fij a la frecuencia absoluta del carac-

ter j en la poblacidn i, f, = noo f .= zik £ entonces,

i j=1 Ti3' 3 i=1 "ij’

puede definirse la distancia entre Hi y Hm como :

2 &1 By Ty o2
g H) = 3 o (g )
j:‘] -J i m-

andlogamente puede definirse la distancia entre Aj Yy Am como :

Estas distancias son euclideas en el sentido de cumplirse la propie
dad 7, Lefebvre (1976), y constituyen la base para la formulacidn del
Analisis Factorial de Correspondencias, Benzecri (1973). Han sido amplia-

mente utilizadas, a través de éste iltimo, en Biologia, como puede verse
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en Alonso (1975), donde se realiza un estudio sobre la distribucidn geo-
grafica del polimorfismo cromésémico en Drosophila subobscura, Binet et
al. (1972), que efectua un anflisis sobre diversas especies de copépodos,
peldgicos recogidos en distintas estaciones a lo largo de distintas &po-
cas del afno, Fondevila et al. (1981), donde se estudia el proceso de colo
nizacidn de Europa y Africa por Drosophila buzzati, originaria de sud

América, etc.

Una distancia definida para distanciar poblaciones estadisticas so-
bre las que observamos un conjun;o de variables aleatorias, X1""'Xm
distribuidas de acuerdo con una multinomial, fue propuesta heuristicameg
te por Bhatacharyya, Bhatacharyya (1946) . Esta distancia esti basada en
la idea de asoclar a cada poblacidn un vector en un espacio euclideo de
dimensidn m, cuyos cosenos‘directores al cuadrado coincidan con las dis-
tintas probabilidades, p1,...,pm que definen la distribucidén multinomial.
La distancia entre dos poblaciones vendrd dada por el &ngulo entre estos
dos vectores, igual a la distancia, euclidea, inducida sobre la superfi-
cie de una hiperesfera de radio unidad, entre los dos puntos que definen
los dos vectores al cortar la superficie de dicha hiperesfera. La expre-

sidn analitica de la distancia entre dos poblaciones multinomiales de pa

rametros pP.,...,P V dyreeey respectivamente es:
1 m 1 In

n
d = arc cos (Z qu.)

i=1

en la practica se sustituiran los p, Yy g, Ppor sus estimaciones maxi-

mo-verosimiles. Dicha distancia ha sido utilizada por Edwards y Cavalli-

sforza (1964), como una distancia genética, distanciando poblaciones de
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gseres vivos caracterizados por las frecuencias relati&as de distintos ti-
pos de genes o cromosomas, intentando sacar consecuencias sobre la evolu-
cibén bioldgica de las mismas. Variantes de dicha distancia se han propues
to, Edwards (1971), Orloci (1967), sustituyendo la medida de la longitud
entre los dos puntos sobre la superficie de una hiperesfera, por la longi
tud de la cuerda que los une. Anteriormente, Rao, Rao (1948a), propuso,
también de forma heuristica, la extensidn de esta distancia a distribucio
neq/absolutamente continuas. Sean £ y g las funciones de densidad conjun-
ta de las variables aleatorias X1,...,Xm, entonces definimos las distan-
cias entre ambas como:
d = arc cos ( %E:;)
RM

A continuacidn vamos a examinar la distancia de Minkowski.Una vez ca

racterizados los dos objetos que queremos distanciar, e, e, por las

coordenadas: (X,,,...,X. ) vy {(x ,X. ), se define la distancia de Min
: i1 in jn —

AR

kowski entre ellos como:

n 1/
dr(ei,ej) = JS |xih—xjh|r

h=1
siendo r un nilmero natural arbitrario. Ndtese gue para r=2, la distan-
cia de Minkowski coincide con la distancia euclidea ordinaria. Puede com-
probarse que, salvo para este caso, la distancia dr no puede expresarse
en funcidn de la raiz cuadrada de un producto escalar, por no verificar la
norma de Minkowski asociada a dicha distancia, la regla del paralelegramo,
Cuadras (1981). Examinemos el caso r=1. Este caso se conoce con el nombre
especifico de distancia ciudad:

n
d1(ei,ej) = é§1|xih_xjh
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y ha sido utilizada como distancia gené&tica por Prevosti et al. (1975),

Fontdevila, et al. (1981).

Tiene también interés examinar el caso limite cuando r - «, distan-
cia de Tchebychef, entonces es ficil comprobar que:

d, (ei,ej) = mix xih—xjh

Existen muchas variantes de estas distancias, que van desde tomar el

promedio, respecto el total de variables:

propuesta por el antropdlogo Czekanowski, Czekanowski(1909), hasta la co~

nocida con el nombre de mé&trica de Camberra, Lance & Williams (1966):

n

d 7 . =
€178y 521

!Xih—xjhl

+
*ih ®4n

o bien el coeficiente de divergencia, Clark (1952):

‘n X, =X
1 ih “9n 2
de,e) =\ /= ) (——=)
1 ] n X,, txX,
h=1 ih "jh
Podemos citar también las distancias o disimilaridades que se cons--
truyen a partir de una similaridad. Algunos de los coeficientes de simila

ridad mas conocidos son:
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a+d .
= —— Mich
S1 at+b+c+d (Sokal y Michenex)

a+d .
S, = a+2bt2c+d (Roger y Tamimoto)

2a+2d
83 = EEIB:EIEE (sokal y Sneath)

S4 = Tbic (Jaccard)

a
S5 = E:BIEIE (Rusell y Rao)
donde a son las dobles presencias, d las dobles ausencias y b y ¢ las

presencias~ausencias. Todas estas similaridades estan comprendidas entre

0 y 1, por tanto podemos construir una disimilaridad a partir de:

Las distancias obtenidas a partir de similaridades no son necesaria-

mente métricas, ni semimétricas.

Citemos también una disimilaridad propuesta cuando se tienen varia--

bles cuantitativas y cualitativas X1""'Xn' Gower (1971)

n
1 1
dlejre) = o X R %% 4n]
donde Rh es el recorrido de X

=

Una distancia propuesta por Matusita para distanciar poblaciones es-

tadisticas, Matusita (1966), se desarrolla a partir de las funciones de
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densidad de las variables aleatorias definidas en dichas poblaciones.

Sean fi y fj las funciones de densidad asociadas a las poblacio-

nes ei,ej, entonces se define:

ate ey = Vo [ o -vE0? am
i’ 73 1 J

E

siendo E un espacio sobre el que se han definido fi y fj' usualmente

BP, vy m una medida en E.

Un indice de desemejanza entre funciones de distribucién es el de

Cramer-Von Mises:

siendo F y G funciones de distribucidn m-variantes. Otro indice es el de

Kolmogoroff-Smirnoff:

d = sup |F—G|

(X1...Xm)

Una medida de desemejanza entre funciones de densidad es la llamada diver

gencia:

ol
1
’—J
s

Q |

) (f-9)

donde f y g son funciones de densidad m-variantes.

Para distanciar tambié&n poblaciones estadisticas, puede considerarse,

Rao (1948 b), las funciones de densidad f1 y f2 asociadas a las varia--~
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bles aleatorias X1""'Xm' condicionadas a las poblaciones e, v e, ¥

determinar unas regiones mutuamente excluyentes R R tales que la pro

17 72
babilidad:

sea minima. Estas regiones podr@n usarse para clasificar un individuo en

una poblacidn, X(w) € R,, entonces lo asignaremos a la poblacidn e

1 y

1

si X(w) € R2 lo asignaremos a la poblacidn e,. La probabilidad de ma-
la clasificacidn serd o. Cuanto menor o, mis distintos serdn las densi

dades de probabilidad, y por tanto 1-o puede ser tomado como una dis-

tancia entre las dos poblaciones.

Puede verificarse que es no negativa y verifica la desiqualdad trian
gular. La distancia de Mahalanobis puede expresarse como una funcidn mond

tona creciente de 1-a.

Citemos finalmente una distancia aplicada a la genética y desarrolla
da por Nei (1972), basdndose en teoria evolutivas neutralistas. Se define
la distancia entre dos poblaciones bioldgicas ( y estadisticas a la vez)

como:

Dy = ~In 1.,

donde I = J12/VJ1J2 , siendo J

12 J, v J

17 9y 12 las medias aritméticas, ex

tendidas a todos los locus, de: Jj1’ Jj2' probabilidad de que al extraer
al azar dos alelos de la misma poblacidén éstos sean iguales, para el lo--

cus j, y J. la misma probabilidad para un alelo extraido de la pobla-

312
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cién 1 y el otro de la poblacién 2. La distancia asi obtenida no es una

distancia métrica.

1.4. DISCUSION

Hemos visto pues la notable variedad de distancias y disimilaridades
existentes de laé que hemos citado sdlo una parte. Desde un punto de vis-
ta estrictamente matematico, el problema de la introduccién de una distan
cia en un conjunto es un problema indeterminado, puesto que es posible
desarrollar muchas geometrias todas ellas correctas desde un punto de vis
ta ldgico-formal, como quedd claro después de lbs trabajos de Lobachevs-
ki y Bolyai, Sokolnikoff (1971). El problema que se plantea el investiga-
dor es <{que distancia elegir? ya que los resultados, por ejemplo las re--
presentaciones gridficas, dependeran de la distancia elegida. Recordemos
que esﬁos métodos estan pensados‘para ayudar a encontrar relaciones entre
objetos que pueden no aparecer claras entre la frecuentemente abrumadora
cantidad de informacidn experimental: muchos 6bjetos a estudiar y muchas
variables. La posibilidad de elegir para cada caso particular una distan
cia u otra, implica el riesgo de que ésta se escoja de forma que los re-
sultados sean, de una u otra forma, mas convenientes para el investiga--
dor, en el sentido de encajar mejor con las ideas que se suelen tener pre
concebidas, o aunque no fuese asi, elegir aquella que permite en cada si
tuacidn sacar mids conclusiones. En el primer caso de alguna forma invali
damos el método, puesto gue en ésencia no nos aporta nada nuevo. En el se
gundo, aunque quiz& sea defendido por alguncs desde un punto de vista
pragmatico, es un procedimiento est&ticamente insatiéfactorio y podemos
pensar ademds que dicho proceder conduce a posibles artefactos, que no co

rresponden a ninguna realidad objetiva.
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Mientras que en la descripcidn del espacio fisico, tal como se nos
presenta a nuestros sentidos, el. problema de elegir una geometria u otra
es un problema que puede plantearse a nivel experimental, Einstein (1921},
el problema planteado en nuestro caso no es posible resolverlo experimen-
talmente, puesto que tratamos de introducir una distancia entre objetos
sobre los que obtenemos cierta informacidn experimental, resultados de
unas variables, que en general careceridn de una significacidn geométrica

inmediata en el universo aparentemente tridimiensional que percibimos.

Una posibilidad consiste en el desarrollo de geometriasconstruidas
teniendo en cuenta solamente la naturaleza probabilistica de las variables
observables, prescindiendo de su naturaleza fisica concreta. En otras pa-
labras, cada poblacidén estadistica la caracterizamos por la funcidn de
distribucidn de probabilidad de las variables aleatorias observables y pos
" teriormente definiriamos una distancia entre estas funciones de distribu-
cidn, prescindiendo siempre de la naturaleza fisica de las poblaciones es
tadisticas que distanciamos. Esta postura metodoldgica estaria basada en
Gltimo t&rmino en la idea que la geometria adecuada no depende solamente
de los cobjetos fisicos en si, sino que depende en gran media de la infor-
macidn obtenida de los mismos, informacidn que queda reflejada en la fun-
cibn de distribucidn de las variables aleatorias observables, en este sen
tido algunos cientificos, como H. Poincaré, Rashevsky (1969), han llegado
a sugerir que la percepcidn de la tridimensionalidad del espacio es fruto
de nuestra propia naturaleza bioldgica, que procesa y filtra la informa--
cidon sensorial. Este planteamiento es mas bello vy elegante desde un punto
de vista matemidtico. Ciertamente los presupuestos filosbtficos infiuyen
consciente o inconscientemente en el desarrollo del trabajo de un cienti-

fico, Waddington (1969).
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sin embargo, este método podria también justificarse a nivel cienti-
fico—-experimental en base a los resultados obtenidos si éstos nos ayudan a

una mejor comprensidn de la realidad.

Con todo el problema no estard univocamente determinado, desde el mo
mento que es posible la construcéién de varias geométricas asociadas a
funciones de densidad de probabilidad, todas ellas correctas desde un pun
to de vista ldgico-formal. La eleccidn de una de ellas no serd un proble-
ma facil. Parece razonable elegir la geometria en funcidn de criterios de

sencillez, belleza, elegancia y fecundidad matemidtica.

En esta memoria vamos a centrarnos en el estudio de distancias entre
funciones de densidad paramétricas. Cada poblacidn estadistica vendri ca-~
racterizada como un punto de un espacio paramétrico. En este espacio para
métrico definiremos un campo tensorial covariante de segundo orden y simé
trico, que nos permitird definir una métrica en el mismo. Haremos pues,
uso de la geometria desarrollada por Riemann, como una generalizacidn de
la geometria intrinseca de superficies en el espacio que desarrolld Gauss.
Para ello necesitamos, como herramientas de trabajo algunos elementos de
anadlisis tensorial desérrollados por el propio Riemann, Christoffel, Ricci,
Levi-Civita, etc., asi como elementos de cdlculo variacional y geometria
diferencial. El siguiente capitulo proporciona una revisidn de los concep-
tos mas importantes de estas disciplinas, para una correcta comprensidn

del tema.



2. ALGUNOS ASPECTOS DEL ANALISIS TENSORIAL Y GEOMETRIA
DIFERENCIAL

Resumen:

En el presente capitulo se exponen, a grandes rasgos Yy sin
dnimo de hacer una exposicidn completa del tema, algunas de las téc
nicas matemidticas que se utilizan a lo largo de los siguientes ca-
pitulos. En este sentido debe considerarse como un capitulo me todo
18gico, gque proporciona las herramientas de trabajo necesarias pa-

ra el desarrollo del tema.

Sumario:

2.1. VARIEDAD. TRANSFORMACION ADMISIBLE.

2.2, TENSORES.

2.3. ALGEBRA TENSORIAL.

2.4. GEOMETRIA EN UNA VARIEDAD.

2.5. SIMEOLOS DE CHRISTOFFEL. DERIVADA COVARIANTE.

2,.6. CARACTERIZACION DE LA EUCLIDIANIDAD. CURVATURA RIEMANNIANA.

2,7. CALCULO DE GEODESICAS.
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2.1. VARIEDAD. TRANSFORMACION ADMISIBLE

Este capitulo se inicia con.el concepto de variedad. Un conjunto M,
Mc:mp, diremos que es una variedad k-dimensional, enimp, si y sblo si
para todo punto x€R existe un conjunto abierto U, Ucnfﬂ que contie
ne a x, un conjunto abierto V, VC:R?, y un difhomomorfismo (funcidn di-

ferenciable con inversa diferenciable) h: U—V tal que:

k k+
hUNM = v N (R x{0}) = {xev/x" '=...=x"=0)
Existe un teorema de caracterizacidn de las variedades que resulta

de suma importancia:

Un subconjunto MCR® es una variedad k-dimensional si y sélo si pa
ra cada punto x€&€M existe un conjunto abierto U, UCJR?, que contiene
a x, un conjunto abierto WCIRk y una funcidn inyectiva diferenciable
£: W +R"  tal que f£{W) =MNU y f'(y) (matriz jacobiana de f en y)
‘tiene rango k para cada YEW. A la funcidn f se la denomina sistema de

coordenadas.

La anterior formalizacidn nos garantiza que a cada punto de la va--

riedad k-dimensional M, respecto de un sistema de coordenadas f, le po-
. - 1 k - .
demos asociar k nameros, X ,...,x , que seran las coordenadas de dicho
punto bajo este sistema de coordenadas. Nétese que si cambiamos de sis-
tema de coordenadas, caracterizaremos al mismo punto de M por otros nii-
1 k , . . .

meros y ,...,yY . Propiedades geométricas tales como la distancia entre
dos puntos de la variedad, independientemente de como la definamos, no

deben depender del sistema de coordenadas, en otras palabras la distan-
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cia entre dos puntos debe permanecer invariante frente a cualquier trans
formacidn de coordenadas. Mas informacidn del concepto de variedad puede
ser hallada en Hicks (1974), Spivak (1970). Veamos a continuacién la cla

se de transformaciones de coordenadas que vamos a considerar.

. k . \ k
Una transformacidn de coordenadas en IR es una aplicacién T de R en
si mismo, T: R — R . Vamos a imponer la condicidn que T admita inver=--

-1 . . . \
sa, T . Podremos simbolizar T por el conjunto de k funciones:

i k ,
Yy (x1,...,x ) i=1,...,k

G
1!

y T Poxr:

i 1 k ,
X Y seeery ) i=1,...,k

kg
I}

Exigiremos ademds que la transformacidn T sea diferenciable con con-
— . , . 3 i .

tinuidad, es decir, las derivadas parciales 3y~ /3x sean continuas. En

estas condiciones el rango de la matriz jacobiana es k en todo su domi--

nio ya que el determinante jacobiano:

3xj

A esta clase de transformaciones (de coordenadas) las denominaremos
transformaciones admisibles. Notese que una transformacidén de coordena-

das con estas caracteristicas es localmente lineal.

. , . k .
El conjunto de las transformaciones admisibles de coordenadas, en R ,

con la ley de composicidn de aplicaciones, tiene estructura de grupo:




31

la operacidn es cerrada puesto que la composicidén de dos transformacio--
nes admisibles es una transformacidn admisible, la ley de composicidn de
aplicaciones cumple con la propiedad asociativa, la identidad es una
transformacidn admisible y es el elemento neutro de dicha operacién y ca
da transformacidn admisible admite una transformacidn inversa admisible.

Dicho grupo es obviamente no conmutativo.

El hecho que las transformaciones admisibles tengan estructura de
grupo nos justifica el tomar como punto de partida un sistema de coorde~
nadas adecuado, puesto que cada sistema de coordenadas puede obtenerse

de uno particular mediante una conveniente transformacidn admisible.

2.2. TENSORES

A continuacidén introduciremos el concepto de tensor, en su sentido
mas amplio, debido a Weyl y Veblen, Sokolnikoff (1971). Consideremos una

transformacidn admisible de coordenadas:
i, 1 n .
T: y =y (X ,...,%X) i=1,...,n

y un conjunto fi de m funciones continuas:

f (x1

n ,
i geeesX ) | i=1,...,m

definidas en una variedad n-dimensional. La transformacidn T induce una
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. , 1
transformacidn G en el conjunto de las fi(x ,...,xn), transformandolas

1 n
en gi(y yeear¥ )

Si el conjunto de las transformaciones inducidas, con la ley de com
posicidén de aplicaciones, es isomorfo al grupo de transformaciones admi
sibles, diremos que el conjunto de las fi representan las componentes

1 n

de un tensor A en el sistema de coordenadas x, (x ,...,x ), siendo el
tensor A la totalidad de conjuntos de funciones fi’ g, etc., relacio-
nados entre si por una transformacidn G conveniente, inducida por T. Re
cordemos que para que el grupo de transformaciones inducidas sea isomor
fo al grupo de transformaciones admisibles, debe verificarse que si T1
Yy T2 son transformaciones admisibles, y G1 V4 G2 las transformaciones

inducidas por ambas, entonces la transformacidén inducida por T2° 'I‘1 es
G,°G,.

2 1
Nos centraremos a continuacidn en el estudio de los invariantes, ten

sores covariantes y tensores contravariantes.

Sea ¢ wuna funcidn que a cada punto P de una variedad n-dimensional
le asigna un escalar ¢(P). El valor ¢(P) depende nicamente de P, no del
sistema de coordenadas con el que trabajemos. Llamaremos a ¢ funcidn

escalar, campo escalar o simplemente escalar.

Dado un sistema concreto de coordenadas, ¢(P) tomara una forma con-

creta:
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1 n
fx ,..,%x)

y si introducimos un nuevo sistema de coordenadas mediante la transfor-
macidn admisible:

i i, 1 n .
T: X = X AY , sy ) i=1,...,n
la forma funcional de ¢(P) en el nuevo sistema de referencia es:
1, 1 n n, 1 n _ 1 n
EX Ay reees¥ )peee X (Y 4veeayY)) 29y 4oy ) (1)

puesto que ya hemos dicho que el escalar que asignamos a cada punto no

depende del sistema de coordenadas.

Podemos decir que f(x1,...,xn) es la componente de la funcidn esca
lar ¢(P) en el sistema de coordenadas X, mientras que g(y1,...,yn) es
la componente de la misma funcidn escalar en el sistema de coordenadas
Y. La transformacidn que ha inducido T, definida por (1), la denominare

mos transformacidn por invariancia:

% £(x(y)) = gly) (2)

y es facil comprobar que el conjunto de transformaciones inducidas, con
la ley de composicidn de aplicaciones, es isomorfo al grupo de transfor
maciones admisibles, por tanto ¢ es un tensor, que denominaremos ten-

sor de orden 0, & invariante.
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Veamos a continuacidn como se transforman las derivadas parciales
de una funcidn escalar, al efectuar una transformacidn de coordenadas.

Sea ¢ una funcidn escalar, que bajo un sistema de coordenadas X toma

la forma funcional:

LI d . » i i .
y sea T una transformacidn admisible T: x = xl(y1,...,yn) i=1,...,n.

Aplicando la regla de la cadena, a partir de (2) resultara:

- (3)

y usando el convénio de sumacidén de los Indices repetidos, para el

resto del capitulo, queda:

h
1 9g _ 9F Bx
G': R s (4)

i
ay ax 9y
ca s . 1 - ,
a la transformacidn inducida por T, G , definida en (3), la denomina-
remos transformacidn por covariancia y puede demostrarse que el con--
junto de dichas transformaciones inducidas en el conjunto de funcio--
of of . . . \
nes de la forma 5;7—,...,5—5-, con la ley de composicidn de aplicacio
X
nes, es isomorfo al grupo de transformaciones admisibles. Las deriva-

das parciales de una funcidn escalar son pues las componentes de un

tensor.
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Generalizando, a un conjunto de n funciones definidas en una varie.
. . 1 n 1 n
dad n-dimensional, A1(x ooy X ),...,An(x e+ X ) que al efectuar una

transformacidn de coordenadas:

X = x (%, ..., %) i=1,...,n (5)
se transforma en 51(;1,...,§n),...,EH(QT,...,QH) de acuerdo con:
v
- X
" = A\) u=1,...,n (6)
ox

diremos que representan las componentes de un tensor covariante de pri

mer orden.

. r . . .
En general, a un conjunto de n~ funciones definidas en una varie--

dad n-dimensional, A (x1,...,xn) Woreses =1,...,n, si al efec-
u,]...pr 1 r

tuar la transformacidn (5) se transforman en AU1-'°U (x1,...,§n) de a
r a2

cuerdo con:

\)1 \)r
- ax ax
=—:‘J m A\) N (7)
HpseeMe %™ 9x ¥ 1" 'r

diremos que representan las componentes de un tensor covariante de or-

den r.

Veamos a continuacidn como se transforman el conjunto de formas di

ferenciales dx1,...,dxn, al efectuar la transformacidn (5).

RPN PLE SR

Y
gy01eCP
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’ - 2 . . . (e
a la transformacidn G- definida en (8) la denominaremos transformacidn
por contravariancia. Ademis, el conjunto de dichas transformaciones in

, . 1 n . .
ducidas en el conjunto de las dx ,...,dx , con la ley de composicidn
de aplicaciones es isomorfo al grupo de transformaciones admisibles:
. . 1 n

las formas diferenciales dx ',...,dx son las componentes de un ten--

sor.

Generalizando, a un conjunto de n funciones definidas en una varie
. . 1 1 n n, 1 n
dad n-dimensional, A (X ,...,X ),...,A (X ,...,X ), que al efectuar
-1 -n -1

. , =1 -n -n
transformaciones (5) se convierten en A (X ,...,X ),eeesB (X ,.c00,X )

de acuerdo con:
= ——A (9)
diremos que representan las componentes de un tensor contravariante de

primer orden. Notese en el uso de superindices para distinguir el caso

contravariante del covariante.

En general, a un conjunto de n® funciones ApT.‘. r(xJ,...,xn)
u1,...,ur=1,...,n definidas en una variedad n-dimensional, si al efec-
tuar la transformacidn (5) se convierten en £U1---Ur(§1,._.,;n) de
acuerdo con:

AL 3§t1 o a;tr AV1e vy : (10)
ax | dx

diremos que representan las componentes de un tensor contravariante de

orden r.
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También podremos hablar de tensores mixtos con algunos indices co-

. - . 0] . + .
variantes y otros indices contravariantes. El1 conjunto de np e funcio-

U1...Up
S b

1,...,up ,A1,...,Aq = 1,...,n, si al efectuar la transformacidn

(5) se transforman en

nes definidas sobre una variedad n-dimensional, A (x yeeorX )

u

U1-~'Up

X (x ,...,xn), de acuerdo con:
g

) _ B
SHpee oty oM 3P a1 3x8q AR (1)
VI e v 2 B1.. By

i

diremos que representan las componentes de un tensor mixto de orden

p+q, p veces contravariante vy g veces covariante.

Los tensores covariantes, contravariantes y mixtos, pueden ser in-
troducidos también como campos de formas multilineales definidos en 1la
variedad, es decir, funciones que asignan a cada punto de la variedad
una forma multilineal definida en el espacio tangente a dicho punto, o
a su dual, seglin se trate de tensores covariantes o contravariantes,

Hicks (1974).

2.3. ALGEBRA TENSORIAL

Visto el concepto de tensor, pasemos a revisar las propiedades ba-
sicas del Algebra tensorial. Es posible definir la suma de tensores

que tengan el mismo niimero de indices covariantes y contravariantes:

si A;1°";P v 851' ;p son las componentes de dos tensores mixtos de
s+ Ag 1N
orden pt+q, §1"';P definido por:
17+ Aq _
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111...119 “1...Up “1...“p
C = A + B (12)
>\1-.->\q >‘1-..>‘q A‘]"'Aq

H,.."}AP,X'I,...’)\CI: 1,...,1’]

son las componentes de otro tensor mixto de orden p+q, con el mismo nil
mero de indices contravariantes p, y covariantes g. Esta operacidn con
fiere al conjunto de los tensores mixtos, con p indices contravarian--

tes y g indices covariantes, la estructura de grupo conmutativo.

También es posible definir una operacidén externa, escalar por ten-

sor, de forma que si A§1'.';p son las componentes de un tensor mixto
1--- q
de orden p+q,con p indices contravariantes y q covariantes, y ¢ es un
escalar, entonces B;1".;P definido por:
100 Ag
B;\”“"KP = a AL;V“‘;\P (13)
1-o-q 1"‘q
U1...1Jp,>\1...>\q=1,...,n

son las componentes de un tensor de orden p+q, con el mismo nimero de
@ s . . . -
indices contravariantes p y covariantes g, que el anterior, como es fa

cil comprobar.

Con las dos operaciones citadas, el conjunto de tensores mixtos de
orden p+q, con p Indices contravariantes y g covariantes, tiene estruc

tura de espacio vectorial.

Hay una operacidn que conecta dichos espacios vectoriales entre si.



