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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

RECTA SECANT

[TAXA MITJANA

DE YARIACIO {PENDENT]

Un alumne que pugui resoldre problemes en qué hagi d’utilitzar el sentit geométric del
concepte de taxa mitjana de variacio, podra activar la segiient part d’aquest diagrama:

| RECTA SECANT]

AXA MITJAMA

ENT]

DE VARIACIG {PEN

I davant d’un problema del tipus:

Activitat: a) La recta secant que passa pel punt 4 (a,fa)) i B (b, f(b)) quin pendent t€?
b) Quina és la taxa mitjana de variacio de la funci6 f(x) entre ai b?

f(b]

fCan

6.3

\

2.2
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

Contestara I’apartat a) calculant 2,2/5,3. En canvi, per contestar b) no fara cap tipus de
calcul sind que aplicara que la taxa mitjana de variacio és el pendent de la recta secant i
donara com a resposta el mateix resultat que ha obtingut a I’apartat a).

Un alumne que pugui resoldre problemes en queé hagi d’utilitzar el sentit funcional del
concepte de taxa mitjana de variacié podra activar la segiient part del diagrama:

AxA MITJANA
DE vaRIACIO

I davant d’un problema del tipus segiient:

Activitat: Troba la taxa mitjana de variacio entre 11 5 per a cada una de les funcions
segiients: f{x) =x* i g(x) = 2x*- 3.

j(xz) - ./(xl)

Calculara la taxa mitjana de variacio a partir de I’expressio "

X,

2 1

La integraci6 optima dels objectes personals “pendent” i “taxa mitjana de variacid” dels
alumnes es pot representar pel segiient diagrama:

| RECTA SECANT]|

INCLINACIO
DE LA RECTA

PROPORCIONALITAT
Inlnscm [AFINS  [==pp==|FURMULA

N ﬂ RECTA AMB LA
AR PART POSITIVA
E)E VARIACIO : [PENDENT]==| /", \p s

D'ABSCISSES
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

Les diferéncies entre aquest diagrama i el que hem utilitzat per representar 1’objecte
personal de pendent i el de taxa mitjana de variacid son les segients: 1) s’ha
individualitzat dels continguts de geometria el contingut "recta secant”, 2) Hi ha una nova
connexié entre “funcié” i “taxa mitjana de variaci6” i 3) Hi ha una connexié entre
“pendent” i “recta secant”. El punt 1 serveix per representar el fet que dels objectes
personals previs de geometria de ’alumne se’n destaca un: la recta secant. La connexio
entre “funcié” i “taxa mitjana de variacio” serveix per representar que ’alumne entén
que té sentit calcular la taxa mitjana de variacio entre dos punts per a qualsevol funcid i
no solament per a les funcions afins i de proporcionalitat directa. La connexié entre
“pendent” 1 “recta secant” serveix per representar que 1’alumne entén que la taxa mitjana
de variacié és el pendent de la recta secant.

Un objecte personal com el que hem descrit i les seves formes de representacio associades
produeixen diferents sentits i poden ser activats i utilitzats per les diferents técniques que
permeten calcular la t.m.v. d’una funci6 entre dos punts. Les técniques que permeten les
representacions anteriors i les traduccions entre elles son, entre d’altres, les segiients:

1) Si tenim Ja formula, s’han de buscar les coordenades dels dos punts i calcular

Se) - flx)

X, =%

2) Si tenim la grafica, i les coordenades del dos punts sén conegudes s’ha de calcular

S - fx)

X 7 X

4) Si tenim I’angle que forma la recta secant que amb 1’eix d’abscisses, s’ha de calcular
la tangent d’aquest angle.
5) Si la funci6 ve donada per una taula, s’han d’agafar dos punts de la taula i calcular

Se) = fxp)

Xy ~x1

6.2.3 Significat a priori de I'objecte institucional “velocitat mitjana” per a un alumne
des del punt de vista de la institucié escolar “classe de matematiques de 3r de BUP /
1r de batxillerat”

FENOMENS QUE ES PRESENTEN ALS ALUMNES: problemes de velocitats mitjanes

SENTITS QUE AGAFA EL CONTINGUT EN ELS DIFERENTS CONTEXTOS EN
QUE ES PRESENTEN AQUESTS FENOMENS: fisic (velocitat mitjana) i funcional
(taxa mitjana de variacio)

|
CONTINGUT ORGANITZADOR (EMERGENT): velocitat mitjana
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

FORMES DE REPRESENTACIO I TRADUCCIONS ENTRE ELLES:

espai_recorregut  _ d(t,) - d(t) _ Jox,) “f(xl):

temps Ilranscorregut L, - 4 X, T X

v (t,0,)= tmy

L’objectiu és aconseguir que I'alumne desenvolupi un objecte personal que es pot
representar pel diagrama segiient:

ESPAIEN
FUNCIJ DEL
TEMPS
VELOCITAT \Tm MITJANA
MITJANA DE VARIACIO

Amb aquest diagrama volem representar: 1) que I’alumne té molts coneixements previs
sobre velocitats, 2) que entén que la funcié que ens dona I’espai sabent el temps és un cas
particular de funcié de la qual es pot calcular la taxa mitjana de variacié i 3) que, en
aquest cas, la taxa mitjana de variacio és la velocitat mitjana.

Un alumne que pugui resoldre problemes en qué hagi d’utilitzar el sentit fisic de velocitat
davant de problemes del tipus segiient aplicara que la velocitat és I’espai recorregut dividit
pel temps transcorregut.

espai_recorregut  _ dt,) - dt)

v (t.,1)=
n(tuly femps transcorregut 1, - 1

Activitat: Sabent que !’espai recorregut (en m) per una pedra que deixem anar des del
capdamunt d’un edifici de 272 m en funci6 del temps (en s) ve donat per la férmula d(?)
=4,97, calcula la velocitat mitjana de la pedra entre els instants =4 si7=6s.

Un alumne que pugui resoldre problemes en que hagi d’utilitzar el sentit funcional de
velocitat, davant de problemes del tipus segiient, no fara cap calcul nou per contestar

I’apartat b) i donara la mateixa resposta que ha obtingut en I’apartat a)

Activitat: Sabent que ’espai recorregut (en m) per una pedra que deixem anar des del
capdamunt d’un edifici de 272 m en funci6 del temps (en s) ve donat per la féormula
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

d(t) =4,9¢.
a) Calcula la velocitat mitjana de la pedra entre els instants f =4 sit=6s.
b) Calcula la taxa mitjana de variacio de la funcié d(¢) entre 4 i 6.

La integraci6 optima dels objectes personals “pendent” , “taxa mitjana de variacid” i
“velocitat mitjana” dels alumnes es pot representar pel segiient diagrama:

RECTA SECANT,

INCLINACIO
DE LARECTA

ESPATEN 1
FUNCIO DEL, PHOPORCIONALITA;I TANGENT DE

TEMPS |DIRECTA 1 AFINS FURMULA L'ANGLE QUE
\ “ FORMA LA
RECTA AMB LA
VELOCITAT R MTTIANA
Lt |panT posTIVA
MITJANA . DE VARIACI \PENDENTI===l "=\ \e 1
D'ABSCISSES

Les tecniques que permeten calcular la velocitat mitjana son les que hem comentat per a
la taxa mitjana de variacio.

6.2.4 Significat a priori de I'objecte institucional ‘“‘velocitat instantania” per a un
alumne des del punt de vista de la institucié escolar “‘classe de matematiques de 3r de
BUP / Ir de batxillerat”

FENOMENS QUE ES PRESENTEN ALS ALUMNES: situacions de velocitats
instantanies

SENTITS QUE AGAFA EL CONTINGUT EN ELS DIFERENTS CONTEXTOS EN
QUE ES PRESENTEN AQUESTS FENOMENS: fisic (velocitat instantania) i limit (de
velocitats mitjanes)

l
CONTINGUT ORGANITZADOR (EMERGENT): velocitat instantania
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

FORMES DE REPRESENTACIO I TRADUCCIONS ENTRE ELLES:

W) = lim v, (1,7) = lim d-d,)

oty 1, 4 —to

L’objectiu és aconseguir que I’alumne desenvolupi un objecte personal de “velocitat
instantania” que es pot representar pel diagrama segiient:

VELOCITAT
INSTANTANI A

YELOCITAT
MITJANA

Amb aquest diagrama volem representar que I’alumne té molts coneixements previs sobre
velocitats -entre ells una idea intuitiva de velocitat instantania- ilimits, 1 també que entén
que la velocitat instantania és el limit de les velocitats mitjanes.

El coneixement intuitiu del concepte de velocitat instantania que té 1’alumne, com a
resultat de les seves experiéncies amb el velocimetre del cotxe li ha de permetre distingir
la velocitat instantania de la mitjana i respondre, per exemple, que no auna pregunta del
tipus segiient:

Activitat: En una autopista multen a un conductor perque va a 150 km/h en un moment
determinat. Aixo vol dir que ha anat a una velocitat mitjana de 150 km/h?

Un alumne que entengui que la velocitat instantania és el limit de les velocitats mitjanes
davant de problemes del tipus:

Activitat: Sabent que d(f) =57 troba la velocitat instantania en 7 =3 .

Trobara la velocitat instantania calculant
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Capitol IV. Segon obiectili. Subobjectiu 2.6

- 2
v(3) = lim v (3,9 = lim A -dB) _ i, 51745
-3 -

3 t-3 -3 -3

La integraci6 optima dels objectes personals “pendent” , “taxa mitjana de variacio”,
“velocitat mitjana” i “velocitat instantania” dels alumnes es pot representar pel segiient
diagrama

VELOCITAT INSTANTANIA

RECTA SECANT
INCLINACIO
DE LA RECTA
ESPAI gN
FUNCIO DEL
PROPORCIONALITA TANGENT DE
FORMULA
FORMA LA
i RECTA AMB LA
:ﬁk‘:ﬁ;ﬂ AXA MITJANA PENDENT, PART POSITIVA
IDE VARIACIG ' —|DE L'EIX
D'ABSCISSES

En aquest diagrama cal destacar que, en fer la connexi6é “velocitat mitjana” amb “taxa
mitjana de variaci®”, és possible fer la connexié “taxa mitjana de variacié” <> “limits”
= “velocitat instantania”, la qual cosa permet entendre la velocitat instantania com un
cas particular d’una situacié més general: el limit de les taxes mitjanes de variacio d’una
funcié. Aquestanova interpretacio de la velocitat instantania permet fer una generalitzacio
extensiva i definir la derivada d’una funcié en un punt com el limit de les taxes mitjanes
de variaci6é d’una funci6.

Un objecte personal com el que hem descrit i les seves formes de representacio associades
produeixen diferents sentits i poden ser activats i utilitzats per les diferents técniques que
permeten calcular la velocitat instantania. Les técniques que permeten les representacions
anteriors i les traduccions entre elles son, entre d’altres, les segiients:
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

1) Si la funci6 ve donada per una formula, s’ha de calcular:

w1, = 11m v, (t,1) = lim d(t) ~dy)

=l i ZL_tO

2) Si la funcio ve donada per una taula, s’han de calcular les velocitats mitjanes per a
instants de temps que s’aproximen a zero i treure conclusions del procés d’aproximacio.

6.2.5 Significat apriori de I'objecte institucional “recta tangent” per a un alumne des
del punt de vista de la institucio escolar “classe de matematiques de 3r de BUP / Ir de
batxillerat”

FENOMENS QUE ES PRESENTEN ALS ALUMNES: grafiques amb rectes que passen
per un punt de la grafica

SENTITS QUE AGAFA EL CONTINGUT EN ELS DIFERENTS CONTEXTOS EN
QUE ES PRESENTEN AQUESTS FENOMENS: sentit grafic / aproximacio per zoom
(larecta tangent és la que més s’aproxima a la grafica fent un zoom) i sentit limit (la recta
tangent €s el limit de les rectes secants)

|
CONTINGUT ORGANITZADOR (EMERGENT): recta tangent

FORMES DE REPRESENTACIO I TRADUCCIONS ENTRE ELLES:

o 23 secant

“~—-1a secant
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Capitol IV, Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

L’ objectiu és aconseguir que I’alumne desenvolupi un objecte personal de “recta tangent”
que es pot representar pel diagrama segiient:

[RECTA TANGENT}-

RECTA SECANT

Amb aquest diagrama volem representar que I’alumne té molts coneixements geometrics
previs sobre la recta tangent -entre ells una idea intuitiva que la recta tangent ésla que
toca a la corba només en un punt- i limits, i també que entén que la recta tangent és el
limit de les rectes secants.

El coneixement intuitiu del concepte de recta tangent que té I’alumne, com a resultat de
les seves experiéncies amb la geometria de cursos anteriors, s’ha de modificar de manera
que entengui que de totes les rectes que passen per un punt de la corba, la recta tangent
és la que més s’hi aproxima quan es fa un zoom de la grafica. D’aquesta manera, davant
una grafica com la pentiltima I’alumne reconeixera que larecta és la recta tangent, malgrat
que talla la corba en dos punts. Si I’alumne entén que la recta tangent és el limit de les
rectes secants, en una grafica com I'0ltima, 'alumne hi reconeixera el procés
d’aproximacio de les rectes secants a la recta tangent.

6.2.6 Significat a priori de I’objecte institucional ~“taxa instantania de variacié o
derivada d’una funcio en un punt” per a un alumne des del punt de vista de la institucio
escolar “classe de matematiques de 3r de BUP / Ir de batxillerat”

FENOMENS QUE ES PRESENTEN ALS ALUMNES: situacions de velocitat_s
instantanies i grafiques amb rectes tangents i secants.

SENTITS QUE AGAFA EL CONTINGUT EN ELS DIFERENTS CONTEXTOS EN
QUE ES PRESENTEN AQUESTS FENOMENS: sentit funcional general (limit de
taxes mitjanes) sentit geométric (pendent de la recta tangent).

|
CONTINGUT ORGANITZADOR (EMERGENT): taxa instantania o derivada en un
punt.
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

FORMES DE REPRESENTACIO I TRADUCCIONS ENTRE‘ ELLES:
f/(d) = lim Sla+h)-fla) —  lim Jx)-Aa)
-0 h x-a

x-=a

= pendent de la recta tangent =tgo.

L’objectiu €s aconseguir que I’alumne desenvolupi un objecte personal “taxa instantania

de variacio o derivada d’una funcid en un punt” que es pot representar per I’esquema
seguent:

JFUNCIONS] RECTA TANGENT
PENDENT
KB MITJANA
DE VARIACIO

Un alumne que entengui que la derivada en un punt és el limit de les taxes mitjanes davant
de problemes del tipus segiient, trobara la derivada calculant

f2) = lim SO _ x2+2-(22+2)
x-2

x-2 X2 x-2

Activitat: Donada la funcié f{x) = x> + 2 calcula £ '(2).

Un alumne que entengui que la derivada és el pendent de la recta tangent, davant de

problemes del tipus segiient, respondra calculant el pendent de la recta tangent en cada
punt. '

Activitat: Donada la funcié y = x* i les rectes tangents a la
funcio en x=-1,x=01ix=2. Calcula f'(-1),/'(0)if (2).

271



Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

La integracid optima dels objectes personals “pendent” , “taxa mitjana de variacio”,
“velocitat mitjana” , “velocitat instantania” , “recta tangent” i “taxa instantania o
derivada en un punt” dels alumnes es pot representar pel segiient diagrama:

]

RECTA SECANT

INCLINACIO

DE LA RECTA
ﬁﬁ:i'lg"['ﬂ FONCIONS DF v
PROPORCIONALITAT ANGENT DE
TEMPS DIRECTA | AFINS FORMULA L'ANGLE QUE
FORMA LA
RECTA AMB LA
VELOCITAT AXA MITJANA PART POSITIVA
MITJANA DE vARIACIO s PENDENT==2 - .F\00
D'ABSCISSES

Un alumne que hagi desenvolupat una integracid dels seus objectes personals d’aquest
tipus pot respondre correctament a preguntes del tipus segiient:

Activitat: Utilitzant les expressions segiients completa els punts suspensius de la taula

segtlient:
a) Velocitat mitjana

b) Pendent de la recta tangent ¢) Derivada de la funcié enx=a

ad) Sx) Grafica de f{x)
.............................................. Taxa mitjana de variacié | Pendent de la
d(t,+h)-d(t,) Ra+h)~fa) recta secant
h(to)) = 7 _.__.l;b.___

Velocitat instantania
d(t,+h)-d(t,)

v(t) = li
() im p

- h-0

...........................................

............................
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

Un alumne que hagi desenvolupat una xarxa d’objectes personals com la descrita en
I’apartat anterior podra calcular la derivada en un punt calculant limits o bé, si és possible,
calculant el pendent de la recta tangent. Es a dir, podra resoldre les dues activitats
descrites en la pagina 271.

Aquest alumne també pot entendre com trobar aproximadament amb una calculadora la
derivada en un punt, ja que pot entendre que, per a un valor # molt petit com 10 o0 107

fla+h)-fla)

10%, ..... la taxa mitjana de variacio A

¢és un valor molt proxim a
. a+h)-fla
fla) = lhlff)l Z*(—h)ji—) i que, per tant, per trobar un valor aproximat de f "(a)

basta calcular la taxa mitjana de variaci6 pel valor de A escollit, amb 4 prou petit. Aquest

In(2+10™%)-1In 2
107#

alumne davant una activitat com la segiient, calculara arrodonint

amb tres xifres decimals i donara el resultat obtingut com a valor de f'(2):

Activitat: a) Calcula la taxa mitjana de variaci6 de la funci6 f{x) =lnx entre 212 +10*
b) Calcula un valor aproximat de f'(2) amb tres xifres decimals.

Per tant, un alumne que hagi desenvolupat una xarxa d’ objectes personals com la descrita
a la pagina anterior, pot entendre i utilitzar I’esquema segiient per calcular 1 (a).

1 Utilitzant limits

. B)-
Calculant £’ (a)= 1;1101 J_((ﬂf_;l)_f_@l

2 Graficament

Calculant el pendent de la recta tangent
Com es calcula f (a) ? '
3 Aproximadament

h -
3.1) Calculant Z(a_+%_j_(@
per a un valor de # molt petit

3.2) Considerar que

fahyf@ o AaHAD ~
h -0 h
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

6.2.7 Significat a priori de I'objecte institucional ‘‘funcio derivada” per a un alumne
des del punt de vista de la institucié escolar “classe de matematiques de 3r de BUP / Ir
de batxillerat”

FENOMENS QUE ES PRESENTEN ALS ALUMNES: problemes de calcul de
derivades en diferents punts

SENIITS EN ELS CONTEXTOS EN QUE ES PRESENTEN AQUESTS
FENOMENS: derivada en un punt i imatge de I’abscissa

v l ,
CONCEPTE ORGANITZADOR (EMERGENT): funci6 derivada.

FORMES DE REPRESENTACIO I TRADUCCIONS ENTRE ELLES:
f/(x) =lim JG +h) ~fx)
h-0 h

L’objectiu €s aconseguir que "alumne desenvolupi un objecte personal que es pot
representar pel diagrama segtient:

DERIVADA D'UNA FUNCIO EN UN PUNT \

FUNCIO DERIVADA

Amb aquest diagrama volem representar que I’ alumne entén que la funcio6 derivada és una
funcid que a cada valor de I’abscissa x 1i fa correspondre la derivada de la funcio en el
punt d’abscissa x i que davant d’activitats com la segiient:

Activitat: 1a taula segiient recull els valors de les derivades de la funcié f{x) = x* per a
diferents punts: ‘

a) A partir de la taula troba una formula que, sabent el valor de I’abscissa, -ens permeti
calcular la derivada de la funcié f{x) = x* per a aquest valor de ’abscissa.
b) Utilitzant aquesta formula, troba f'(-7), f'(21) if'(40) .

Trobara, a partir dels valors de la taula, la formula y = 2x i la utilitzara per calcular f'(-7),

f1(21) if7(40).
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.6

La integracié optima de ’objecte personal “funcié derivada” amb tots els objectes
personals anteriors es pot representar pel diagrama segiient:

YELOCITAT lNSTANTANIAg

\"“-—\..\ [RECTA SECANT]
CI6 DERIVADA

INCLINACIO
DE LA RECTA
ESF‘MSN | FUNCIONS DE
FUNCIO DEL PROPORCIONALITAT = BENULA TANGENT DE
TEMPS DIRECTA | AFINS L'ANGLE QUE
\ FORMA LA
_ RECTA AMB LA
VELOCITAT AXA MITJANA PART POSITIVA
MITJANA |DE vARIACIO | DE L'EIX
D'ABSCISSES

Un alumne que hagi integrat d’aquesta manera els seus objectes personals, entendra que
si podem trobar una funcié que associa cada abscissa x amb la derivada de la funci6 en
aquest punt, tenim un meétode molt Gtil per trobar la derivada en un punt perque basta
substituir en aquesta funci6 x per I’abscissa del punt en el qual volem trobar la derivada.
Per tant, sera un alumne que podra utilitzar l'esquema de la restriccié 2 de la pagina 245
per calcular la derivada en un punt.

Els tres primers procediments d’aquest esquema es poden considerar directes en el sentit
que si la pregunta és calcular la derivada en un punt, el que fem és anar a buscar
directament f '(a). El quart procediment es pot considerar un procediment indirecte en
el sentit que, malgrat que la pregunta és calcular la derivada en un punt, el que fem no
és anar a buscar directament f "(a), sindé que busquem primer f '(x) i després calculem

/@) |

L’esquema de la restricci6 2 de la pagina 245 per calcular la derivada en un punt porta
a buscar procediments per respondre la pregunta: Com es troba la funcié derivada?
Nosaltres hem considerat que I’elaboracié de la unitat havia de contemplar que la resposta
a aquesta pregunta havia de ser I’esquema de la restriccio 1 de la pagina 244. Aquest
esquema recull quatre procediments diferents:
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobijectiu 2.6

1) Utilitzant limits.

2) Graficament (buscant una condicié que compleixen totes les rectes tangents).
3) Aproximadament (utilitzant els graficadors).

4) Indirectament utilitzant les regles de derivacio.

Els procediments 114 son els que habitualment es troben en els llibres de text, mentre que
els procediments 2 i 3 sOn els que permeten calcular la funci6 derivada a partir de la
grafica de f(x) (procediment 2) i de la grafica de f '(x) (procediment 3).

En la justificacié de la hipotesi H1.1.1 hem fet una analisi de diferents alternatives per
calcular la funcié derivada de la funci6 sinus. L’alternativa 2 (pag. 156) és un exemple
del procediment 3, mentre que I’alternativa 5 (pag. 158) és un exemple del procediment
2.

La integraci6 dels procediments que permeten calcular la derivada en un punt amb els
procediments que permeten calcular la funcid derivada permet observar una analogia
entre els quatre procediments que permeten calcular f ‘(@) i els quatre que permeten
calcular f'(x) 1 entendre I'esquema de la restriccio 3 (pag. 246).

El significat personal d’un objecte personal com el que hem descrit conté també la técnica
que permet calcular rectes tangents seguint la técnica segiient:

1) Buscar f'(a), que és el pendent m de la recta tangent, de la manera segiient:

1.1 Calcular la funcié derivada f'(x).
1.2 Substituir x per a en la formula de la funci6 derivada.

2) Buscar la segona coordenada del punt de tangéncia (a, f(a)) substituint x per aenla
féormula de la funcio.

3) Trobar I’ordenada a I’origen # sabent que la recta tangent passa pel punt de tangencia.
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Capitol IV. Segon objectiu. Subobjectiu 2.7

7 Subobjectin 2.7 Objectius i continguts de la unitat
1 Objectius

. Calcular la taxa mitjana de variacid d’una funcié i interpretar-la geomeétricament.

. Interpretar la derivada d’una funci6 en un punt com la taxa instantania de variacio.

. Interpretar la derivada d'una funci6 en un punt com el pendent de la recta tangent
a la corba en aquest punt.

. Calcular la recta tangent al grafic d’una funci6 en un punt.

. Relacionar la derivada d'una funci6 en un punt amb el creixement i decreixement
1 els maxims i minims relatius.

. Comprendre el concepte de funci6 derivada.

. Calcular les funcions derivades de les polinomiques, racionals, exponencials,
logaritmiques i trigonométriques.

. Calcular la derivada de la suma, el producte i el quocient de funcions.

2 Coneixements previs
Els coneixements previs necessaris per treballar aquesta unitat son:

1 Continguts treballats a ’'ESO
1.1 Pendent d’una recta.
1.2 Continguts vinculats a velocitats mitjanes (calcul de la velocitat mitjana en un
interval de temps en un moviment),

2 Continguts que ’alumnat ha d’haver treballat en les unitats anteriors.
2.3 Emprar diferents tipus d’intervals per representar conjunts de nombres reals.
2.2 Entendre i aplicar amb soltesa el concepte de funcio6 i les seves formes
d’expressid. Calcular els dominis i recorreguts corresponents. Distingir,
graficament, entre funcions continues i discontinues. Interpretar i reconeixer -
graficament els conceptes de funcié creixent, decreixent, concava i convexa.
Reconeéixer i distingir graficament els maxims 1 minims relatius, aixi com els punts
d’inflexié de les funcions. Fer operacions aritmétiques entre funcions i
reconéixer-ne les conseqiiéncies grafiques. Treballar amb funcions definides a
trossos.
2.3 Utilitzar identitats notables i simplificar fraccions algebriques. Uutilitzar taules
per descriure les caracteristiques de funcions polinomiques i racionals. Reconéixer
les transformacions elementals: translacions, dilatacions, i reflexions.
2.4 Conéixer les caracteristiques de funcions exponencials i logaritmiques.
2.5 Conéixer les caracteristiques de funcions trigonométriques.
2.6 Relacionar la tangent trigonométrica amb el pendent de la recta.
2.7 Calcular el limit d’una funcié en un punt. Resoldre les indeterminacions del
tipus 0/0.
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3 Continguts

Conceptes

. Pendent d’una recta.

. Taxa mitjana de variacid.

. Interpretaci6 grafica de la taxa mitjana de variacid. Pendent de la recta secant.

. Relacid entre la taxa mitjana de variacid i la velocitat mitjana.

. Velocitat instantania.

. Derivada d’una funcid en un punt. ,

. Recta tangent. ,

. Interpretaci6 grafica de la derivada d’una funcid en un punt. Pendent de la recta
tangent.

. Relaci6 entre la derivada d’una funcié en un punt i la continuitat en aquest punt.

. Punts en queé no existeix la derivada.

. Funcié derivada. ’

. Derivada de les funcions de proporcionalitat directa i de les afins.

. Regles de derivacio.

. Derivada de les funcions polinomiques i racionals.

. Derivada de les funcions exponencials i logaritmiques.

. Derivada de les funcions trigonométriques.

. Derivada de les funcions f{x) =x" ™.

Procediments

. Calcul del pendent d’una recta a partir de la grafica.

. Calcul de la taxa mitjana de variacid.

. Calcul de velocitats mitjanes.

. Calcul de velocitats instantanies.

. Calcul de la derivada d’una funcié en un punt (limits, calculadora i graficament).

. Calcul de I’equacio de la recta tangent a la grafica d’una funcié en un punt.

. Reconeixement, a partir de la grafica de la funcid, dels punts en qué no existeix
la derivada.

. Aplicacid de la relacio entre el signe de la derivada i els intervals de creixement
1 decreixement de la funcid.

. Aplicacid de la propietat que en els maxims i minims la derivada val zero.

. Calcul de la funcio derivada utilitzant limits.

. Calcul de la funci6 derivada de les funcions de proporcionalitat directa i de les
afins. A

. Calcul de la funci6 derivada utilitzant les regles de derivacio

. Calcul de la funcié derivada de les funcions polinomiques i racionals

. Calcul de la funcié derivada de les funcions exponencials i logaritmiques

. Calcul de la funci6 derivada de les funcions trigonométriques

. Calcul de la funcio derivada de les funcions f{x) =x" ™
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Valors

1. Constataci6 que vivim en un mén caracteritzat per canvis continus. Aixo fa que
el concepte de t.m.v. d’una funcié entre dos valors de la variable independent
estigui molt present en la vida diaria i que les persones I’utilitzin sense adonar-se’n
per treure conclusions sobre la variacié d’una variable amb respecte a una altra.

2. Interes per I’aplicacid del concepte de derivada en contextos no matematics (per

exemple, vinculats al calcul de velocitats).

Atenci6 al context historic en el que es va desenvolupar el calcul diferencial.

4. Interés per les possibilitats que ofereixen I’ ordinador i la calculadora per al calcul
de derivades en un punt i de funcions derivades.

W

8 Subobjectin 2.8: Explicitacié dels objectius de les activitats d’ensenyament-
aprenentatge

L explicitacié dels objectius de les activitats d’ensenyament-aprenentatge esta feta al
principi de les diferents seqiiéncies d’activitats documentades en el 3r objectiu, per la qual
cosa no les repetirem en aquest apartat.

9 Subobjectiu 2.9. Activitats d’avaluacié i complementaries

A més de les activitats d’ensenyament-aprenentatge de la unitat, en vam preparar altres
de complementaries i d’avaluaci6 per quan féssim la implementacié. Van ser dissenyades
i experimentades conjuntament amb les de la unitat durant els cursos 95/96 i 96/97 1 s6n
documentades en el desenvolupament del 3r objectiu, per la qual cosa aqui ens limitarem
a fer-ne un breu comentari.

Activitats amb ordinador

Activitats en qué s’havien d’utilitzar els programes Cabrigéomeétre i Calcula, les quals ja
han estat comentades en part en els subobjectius 1.2, 1.3 1 1.4.

Activitats de sistematitzacio
Activitats que tenien per objectiu introduir els esquemes de les restriccions 1, 21 3.
Qiiestionaris d’avaluacio

Vam passar un total de 10 qiiestionaris sense previ avis. Aquests qiiestionaris s havien de
respondre individualment (excepte quan explicitament es deia que es respongués en grup).

Comentari de les activitats d’avaluacio

Activitats en qué es comentaven les respostes dels alumnes als quiestionaris. Aquests
comentaris van ser de dos tipus: particulars o bé per a tot el grup.
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Examens i comentari dels examens
Activitats d’avaluacio habituals en lainstitucio classe de matematiques de ’'TES Margarida
Xirgu. Aquests examens s’anunciaven amb forga antelacié 1 duraven entre una i dues

hores. En total vam passar-ne 3, el tercer dels quals fou de recuperacio.

Correccio6 i comentari dels examens a la classe perqué I’alumne fos conscient dels seus
errors i pogués reclamar si considerava que I’examen no estava puntuat correctament.

Treballs voluntaris

Treballs voluntaris sobre activitats de I’apartat “Per saber-ne més”. Només vam
encarregar un treball d’aquest tipus.

10. Subobjectin 2.10 : Activitats de la unitat

Les activitats de la unitat estan recollides en ’annex 1.

280




TERC

CAPITOL V

“R OB

IMPLEM

ENTAC

O D

~CTIU

UNITAT

- LA




Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.1.

CAPITOL V. TERCER OBJECTIU

1 Subobjectiu 3.1: Clarificacié del constructe *viabilitat de la implementacio”

Nosaltres entenem que la implementacié d’una nova proposta d’organitzacié de
continguts és viable en una instituci6 escolar de secundaria quan es compleixen les dues
condicions segiients: ,

1) La proposta es pot implementar en la institucio escolar.

2) La nova proposta té possibilitats de substituir 1’organitzacié de continguts habitual.

Aquestes dues condicions marquen limits a les possibles investigacions que tenen per
objectiurealitzar una nova proposta d’organitzacié matematico-didactica d’un determinat
tema. Quan diem que la proposta s’ha de poder implementar en la institucié escolar,
volem dir que ha de ser una proposta que no es basi en el voluntarisme del professorat
sind que pugui ser implementada per qualsevol professor amb un minim de
professionalitat. ‘

L‘analisi de la problematica que planteja 1'us de les matematiques en les distintes
institucions, s’ha fet des de ’antropologia cognitiva a partir de la metafora ecologica
(Chevallard 1989, Godino 1993 i Rajoson 1988) . Es a dir, les relacions dels objectes
matematics entre si i amb d’altres camps de coneixement es fa a partir de la comparaci6
amb la problematica de I’ecologia, considerada com la disciplina cientifica que s'interessa
per les relacions entre els organismes i els seus entorns passats, presents i futurs.
L’analisi de I’ecologia institucional d’un saber ens porta a conéixer els seus habitats, o
sigui els llocs on es troba, els objectes amb els quals s’associa, és a dir els ninxols
ecologics dels sabers matematics.

Nosaltres considerem que la metafora ecologica pot constituir un recurs de gran utilitat
per a comprendre la génesi, el desenvolupament i les funcions dels sabers matematics en
les institucions humanes i, per tant, 'analisi de la viabilitat d'una unitat didactica que
proposa una nova organitzacio de continguts en una institucid escolar de secundaria, es
pot fer utilitzant la metafora ecologica. Ara bé, nosaltres hem considerat més pertinent la
metafora “zona de desenvolupament proxim” , (ZDP a partir d’ara) la qual estructura
la problematica de la viabilitat d'una proposta nova en els termes de la teoria psicologica
de Vigotski. L aplicacio d’aquesta metafora ens ha portat a les conclusions segtients:

. Nosaltres considerem que les institucions escolars de secundaria permeten
determinades organitzacions innovadores d’un tema sempre que aquestes se situin
dintre de la ZDP.

. Aquesta ZDP depen molt de cada institucio i esta en funcio de la seva

organitzacio, evoluci6 historica, etc. Aixd vol dir que noves propostes que es
poden convertir en habituals en una determinada institucid escolar no tenen cap
futur en d’altres institucions escolars.
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. Malgrat aquesta variabilitat de zones de desenvolupament proxim, hi ha una serie
de principis que son forga comuns a les institucions escolars de secundaria.

. El primer ve determinat per I’examen de selectivitat i es pot formular de la manera
segiient: la distancia entre I’organitzacié habitual i la nova proposta és
inversament proporcional al nivell on es proposa. O sigui, com més baix és el curs
on se situa la nova proposta, més gran ¢s la distancia entre la proposta habitual
i la nova proposta que pot acceptar la institucio; i com més alt és el curs, més
petita és aquesta distancia.

. El segon esta relacionat amb la resisténcia al canvi i es pot formular aixi: la
possibilitat de supervivéncia de la nova proposta és inversament proporcional a
la distancia que la separa de la proposta habitual. Petites variacions tenen més
possibilitat de convertir-se en habituals, mentre que grans variacions corren el
perill de desaparéixer més facilment.

. El tercer esta relacionat amb la tendéncia a ’oblit dels objectius generals i es pot
formular aixi: les possibilitats de supervivéncia de la nova proposta son
inversament proporcionals a la quantitat d’objectius de tipus general que pretén
aconseguir. Aix0 €s aixi perque objectius de tipus general com son, per exemple,
treballar diferents formes de representacid i les traduccions entre elles o bé
treballar la modelitzaci6 matematica de situacions no matematiques, consumeixen
un temps que la instituci6 prefereix dedicar a objectius terminals més concrets.

. El quart esta relacionat amb la complexitat organitzativa i es pot formular aixi: les
possibilitats de supervivéncia de la nova proposta son inversament proporcionals
a la complexitat organitzativa que implica la nova proposta. Si la nova proposta
implica condicionants horaris, aula d’informatica, sortides, etc té menys
possibilitats de supervivéncia que si no ho fa.

Aquestes conclusions les vam tenir molt presents en el disseny i elaboracid de la unitat
objecte d’aquesta investigacio, ja que vam tenir cura que la proposta d’unitat no sortis
fora de la ZDP d’una instituci6 escolar de secundaria “normal” . També les vam tenir en
compte en la implementacio de la unitat, ja que vam tenir cura que no sortis fora de la
ZDP de I'IES Margarida Xirgu.
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2 Subobjectiu 3.2: Analisi de les restriccions que van afectar la implementaci6 de
la unitat

La implementaci6 de la unitat va estar subjecta a tres restriccions importants. La primera
fou una restriccid imposada, mentre que la segona i la tercera van ser autoimposades.

2.1 Restriccions

Restriccio I: La implementaci6 es va fer durant el curs 97/98 amb alumnes de 3r de BUP
en comptes de fer-se amb alumnes de 1r de batxillerat.

Si bé en la nostra planificacié inicial haviem previst desenvolupar la implementacié amb
grups de 1r del nou Batxillerat, I’endarreriment del calendari inicialment previst per part
del Departament d’Ensenyament ens va obligar a fer I’experimentacié amb dos cursos de
3r de BUP, un de ciencies pures i un de mixt de lletres i de ciéncies.

Restriccio 2: La implementaci6 de la unitat s’havia de situar dintre de la ZDP de la
institucio escolar de secundaria Margarida Xirgu.

Aquesta restricci6 ja fou contemplada en part en1’elaboracioé de la unitat. Tenir en compte
aquesta restriccio en el moment de la implementacié ens va portar, d’una banda, a
plantejar-nos un contracte didactic que fos assumible per la institucio, i, d’altra banda,
a formular la restriccié tercera.

Restriccio 3: No incidir en les caracteristiques dels grups que participarien en la
implementaci6 de la unitat.

2.2 Grups i Professorat implicat

I’ experimentacio es va fer en el 34 i 3C, dos dels quatre grups de 3r de BUP de I'IES
Margarida Xirgu de L'Hospitalet de Llobregat, en els quals el doctorand impartia
'assignatura de matematiques. En Dassignacié d’aquests grups no es va incidir,
conscientment, per augmentar la fiabilitat i viabilitat de I’experimentacio, si exceptuem la
peticié del doctorand d’impartir un grup mixt lletres/ciéncies i un grup de ciencies de 3r
de BUP. Es a dir, vam fer I’experimentacié amb els dos grups assignats pel Cap d’estudis
sense cap tipus d’intervenci6 del doctorand.

El grup de ciéncies, el 34, va comengar amb 41 alumnes, i el grup mixt de lletres/ciéncies,
el 3C, també amb 41. El fet de superar els 40 alumnes i tenir possibilitats de desdoblar un
dels dos grups va portar al departament de matematiques, d’acord amb I’equip directiu,
a desdoblar el grup mixt en dos grups de 201 21 alumnes. El fet que el grup mixt tingués
dos professors, un dels quals no era el doctorand, obligava a un nivell de coordinacié més
fort amb aquest segon professor, Eudald Ratera, que no pas amb ’altre professor que
impartia classes a I’altre grup de ciéncies de tercer (3B).
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2.3 Horari i Organitzacio de la classe

Per tal d’augmentar la fiabilitat i la viabilitat de I’experimentaci6é vam optar, de manera
conscient, per no incidir sobre I’assignaci6 dels dos grups i acceptar els grups assignats
pel Cap d’estudis segons els criteris habituals del centre. El fet de no posar cap condici6
prévia va fer que els dos grups assignats fossin forga diferents: un grup de ciéncies (34)
molt nombrds en una classe relativament petita i un grup mixt (3C) de pocs alumnes en
una aula normal. Un altre fet a destacar és que horari de grup de ciéncies no permetia
accedir a I'aula d’informatica mentre que el del grup mixt si que ho permetia. El
doctorand tenia quatre classes de matematiques a la setmana amb cada grup, tres d’elles
amb tots els alumnes, hores 4, i una amb la meitat (hora B). Es a dir, que el professor
tenia 4 hores de classe, tres de tipus 4 i una de tipus B, mentre que els alumnes tenien 3
hores una setmana i 4 la setmana segiient.

L’horari del 3C era forga bo ja que les tres classes amb els 20 alumnes (hores A) eren:
dilluns i dijous d’11,30 a 12,30 (després de I’esbarjo) i divendres de 10,30 a 11,30 (abans
de I’esbarjo), mentre que la classe amb mig grup era el dimarts de 9 a 10 (2a hora de
classe dels alumnes). L’horari del 34 no era tan bo, ja que les tres classes amb tot el grup
eren: dimarts d’11,30 a 12,30 (després de I’esbarjo), dimecres de 12,30 a 13,30 (dltima
hora de classe) i dijous de 8 a 9 (primera hora de classe) , mentre que la classe amb mig
grup era el divendres de 13,30 a 14,30 (Gltima hora de classe del dia i de la setmana).

L’aula del 34 era una classe petita, que per les seves dimensions no permetia organitzar

grups de treball estables. Per tant, vam decidir acceptar 1’organitzacid que tenien

normalment a les altres matéries que consistia en pupitres individuals junts, sense cap

separacio entre ells i amb un passadis al mig que dividia cada fila de pupitres en dues.
Aquesta organitzacio6 dels pupitres permetia que cada alumnes treballés i comentés amb

els alumnes que tenia al seu costat, al davant i al darrera.

Una primera conclusio important és que la restriccié conscient de no intervenir sobre
I’horari i la composicié dels grups que participarien en la investigacid va portar, com sol
passar en una situacio6 escolar normal, a dues situacions organitzatives molt diferents: El
3C tenia pocs alumnes, I'aula gran, possibilitat d’accedir a I’aula d’informatica i millor
horari, mentre que el 34 era un grup molt nombrés amb una aula petita, sense possibilitat
d’accedir a I’aula d’informatica i amb un horari que no era gaire bo.

2.4 Tipologia d’alumnes

L’TES Margarida Xirgu és un centre de secundaria situat a 1.”Hospitalet de Llobregat, una
ciutat d’aproximadament 300.000 habitants que forma part del cintur6 industrial de
Barcelona, per la qual cosa els alumnes eren fills de la immigracié dels anys seixanta i
setanta. El 34 era un grup tipic de ciéncies amb 21 nois i 20 noies, amb 8 repetidorsiun
alumne amb les matematiques de segon suspeses. Es a dir, era un grup en qué tots els
alumnes havien triat com a assignatures optatives matematiques, fisica i quimica i ciéncies
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naturals. A Pinici de curs vaig detectar un bon nivell en general i alguns problemes de
disciplina en alguns repetidors. Aquest problema inicial ja estava controlat quan vam
comengar I’experimentaci6 de la unitat com a resultat de la meva experiéncia per tractar
els temes de disciplina. Des de principi de curs fins a I’inici de I’experimentacio es va anar
perfilant un problema d’absentisme important en 5 alumnes. 3 d’ells eren repetidors amb
un bon nivell de matematiques, i practicaven 1’absentisme perque consideraven que s’ho
podien permetre ja que creien dominar I’ assignatura de matematiques. Els altres dos casos
d’absentisme tenien causes diferents, un dels dos alumnes era sudamerici amb una
problematica familiar complicada, mentre que I’altre havia de seguir tractament medic. A
més d’aquests casos concrets d’absentisme, vaig notar que a la classe del dijous a primera
hora i el divendres a Gltima hi havia més absentisme que a les altres dues. Un altre
element important en relacié a I’absentisme era que quan hi havia examen d’alguna altra
assignatura, I’absentisme augmentava forga.

E1 3C era un grup mixt amb 7 nois i 13 noies, amb 3 repetidors i amb tres alumnes amb
les matematiques de segon suspeses. Es a dir, era un grup en qué tots els alumnes havien
triat com a assignatures optatives matematiques i dues assignatures de lletres (literatura
castellana, grec o llati). A I’inici de curs vaig detectar un baix nivell en general i alguns
problemes greus de falta de motivacio i d’autoestima en relacio a les matematiques. No
vaig detectar problemes de disciplina, pero si que es va anar perfilant un problema
d’absentisme, menys important que en el 34, ja que basicament es donava els dies que hi
havia examen d’alguna altra assignatura.

2.5 Gestié de I’aula i contracte didactic

La gesti6 del treball a I’aula que vaig realitzar va tenir quatre grans linies d’actuacio:

1) Vetllar perqué hi hagués un ambient respectuds entre professor i alumnes i entre els
alumnes entre si, que permetés un desenvolupament normal de les sessions de classe.
2) Gestionar el ritme de treball i I’organitzaci6 dels continguts treballats a ’aula.

3) Dirigir el procés de construccié de significat dels alumnes.

4) Avaluar el procés de construccié de significat dels alumnes.

El primer punt era basic per assegurar els altres. En aquest aspecte no hi va haver cap
problema. Els alumnes van tenir clar de seguida que jo no permetria actuacions que
impedissin el bon funcionament de I’aula i, per tant, la implementacié de la unitat es va
desenvolupar en un bon ambient de classe.

Si bé el segon punt estava determinat en bona part per la seleccio a priori de les activitats
de la unitat, s’havia de marcar un ritme de treball, encarregar activitats per I’endema,
explicar determinades activitats, fer esquemes per organitzar els continguts, utilitzar
I’ordinador, posar dates d’examen, posar noves activitats, etc.

El tercer aspecte és |’altra cara de la moneda de la gestio del ritme de treball i de
I’organitzacié dels continguts treballats a I’aula, ja que aquests no es poden separar de les
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actuacions dirigides a encaminar el procés de construccio de significats com, per exemple,
interpretar les produccions a I’aula dels alumnes, les cares que posaven, les preguntes que
feien o bé la falta de preguntes, les dificultats que podien tenir, etc., fer explicacions
individuals o bé a tot el grup, animar a determinats alumnes, etc. -

El quart punt també esta molt relacionat amb els dos punts anteriors perod presenta una
certa autonomia en relacio a ells. Vam plantejar 1’avaluacié de dues maneres diferents: 1)
’avaluaci6 encaminada a posar una nota i 2) I’avaluaci6é que no tenia incidéncia sobre la
nota. El primer tipus d’avaluacio era el normal en la instituci6 classe de matematiques de
I'TES Margarida Xirgu i consistia a fer la mitjana dels examens realitzats. Aquests
examens s’ anunciaven amb forga antelacio i eren corregits a la classe perqué I’alumne fos
conscient dels seus errors i pogués reclamar si considerava que I’examen no estava
puntuat correctament. Aquesta nota mitjana podia pujar en funcié de 'actitud a classe 1
de la presentacio del quadern, pero la mitjana no podia baixar en funcio de I’actitud o de
la falta d’assisténcia a classe perqué la sanci6 d’aquests tipus d’actituds era facultat del
tutor i del consell escolar. Es a dir, el professor podia expulsar un alumne de I’aula pel
seu comportament i passava les faltes al tutor, perd 1’expulsié no podia baixar la nota i
la justificaci6 de les faltes depenia del tutor. Aquest tipus de contracte escolar permetia,
per exemple, I’absentisme dels alumnes els dies que tenien examens d’altres assignatures.
El segon tipus d’avaluacio no era normal en el contracte didactic que regia I’avaluaciod en
la institucio classe de matematiques de 'TES Margarida Xirgu. Aquest tipus d’avaluacio
va consistir en les normes segiients:

1) El professor podia passar un questionari sense cap avis previ.

2) Aquest quiestionari s’havia de respondre individualment (excepte quan explicitament
es deia que es respongués en grup).

3) L’alumne havia d’intentar respondre les preguntes del qiiestionari perqué els resultats
eren importants de cara a prendre decisions sobre la marxa del grup- classe. Per exemple,
segons els resultats caldria repassar algun tema de cursos anteriors.

4) Les seves respostes al qiiestionari no tindrien cap influéncia sobre la nota individual per
tal que les respostes reflectissin alld que realment sabien i per tant, tinguessin clar que en
aquest cas no tenia cap sentit intentar copiar.

La gesti6 de la classe corresponia al contracte habitual en la institucié classe de
matematiques de I'IES Margarida Xirgu si exceptuem la novetat dels qiiestionaris que
s’havien de contestar sense cap avis previ. Si bé aquests qiiestionaris representaven una
novetat respecte al contracte didactic habitual, era una novetat perfectament assumible
per la instituci6 classe de matematiques de 'IES Margarida Xirgu. Algunes de les
preguntes d’aquests qiiestionaris tenen un cert paral-lelisme amb allo que en la teoria de
situacions es coneix com la devolucié d’una situaci6 a-didactica a ’alumne. Es a dir, son
activitats en qué I’alumne ha d’actuar, reflexionar i respondre comptant Ginicament amb
ell mateix, sense cap intervencié del professor, ja que des que I’alumne accepta el
problema com a seu fins al moment de la resposta no hi ha cap intervencié del professor
i en alguns casos el coneixement que ha de construir ’alumne per respondre és un
coneixement nou, o bé ha d’utilitzar un coneixement que no és nou en un context que si
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que ho és.

El contracte didactic explicit es pot resumir en les obligacions segiients:

Alumnes:

. Assistir a classe.

. Portar el material (dossier d’activitats, quadern, etc).

. Intentar fer les activitats sols o bé conjuntament amb els companys que tenen al
seu voltant. _

. Intentar fer les activitats encomanades d’un dia per I’altre.

. Elaborar un quadern amb les respostes de les activitats i presentar-se als examens.

. Sortir a la pissarra quan el professor ho indiqui.

. Intentar contestar les preguntes dels qiiestionaris.

. Tenir un comportament respectuds envers el professor i els seus companys.

Professor

. Facilitar als alumnes fotocopies de la unitat “Introducci6 a les derivades” .

. Tenir un comportament respectuds envers els alumnes.

. Encarregar les activitats que s’han de fer, tant a I’aula com fora de I’aula.

. Contestar les preguntes i aclarir els dubtes dels alumnes.

. Gestionar 'aula: decidir quan cal o es pot preguntar, el temps dedicat a cada
activitat, quan convé fer una explicacio general, etc.

. Planificar amb temps la data dels examens i corregir-los a ’aula explicitant les
puntuacions i els criteris de correccio.

. Posar uns examens adequats als continguts treballats.

. Portar el control de faltes d’assisténcia.

. Passar qiiestionaris quan ho cregui convenient i sense previ avis.

El control d’algunes d’aquestes activitats no sempre era del tot efectiu. Per exemple,
’alumne podia faltar a classe amb forga freqiiéncia perqueé el control de faltes i la
justificaci6 estava en mans del tutor i del Consell Escolar i no del professor. Igualment,
si no feia les activitats encomanades d’un dia per I’altre aixo no tenia incidéncia negativa
en la nota, etc.

Si bé inicialment voliem presentar els resultats de la implantacié en els dos grups,
finalment vam decidir restringir la cronica de la implementacié només al 34 (grup de
ciencies pures). El motiu principal fou la gran quantitat de produccions i de gravacions
que s’havien d’analitzar (cap a 800 produccions d’alumnes, algunes de més d’una pagina,
i unes 60 hores de gravacié). Vam optar per descriure la implementaci6 del grup més
nombroés. Per referir-nos als alumnes del 34 utilitzarem el nom i la inicial del primer
cognom de la llista segiient:
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Llista d’alumnes del 34

1 Jordi A

2 Laura A Repetia curs
3 Alex A Repetia curs
4 Victor B

5 Raul B

6 Albert C

7 Jessica C

8 Alberto C Repetia curs (va ser alumne meu)
9 Rail C

10 |Jordi C

11 | Mike D

12 | Alfonso D

13 | Sandra D

14 | Esther E

15 | Patricia F

16 | Javier F Tenia les matematiques de 2n pendents
17 | Raquel G

18 | Jaime G

19 | David G

20 | Pilar G

21 |Isabel G

22 | Sergio G

23 | Toni G

24 | Anna G Repetia curs (va ser alumna meva)

25 |ElaG

288




Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.2

26 | Elisabeth G

27 {LuisJ G

28 | Ester G Repetia curs (va ser alumna meva)

29 |JordiL -| Repetia curs

30 | AngelaL Repetia curs

31 | David M Repetia curs

32 | AliciaM

33 | AlfonsoM

34 |[LauraN

35 | Judith P

36 | RocioP

37 | EvaP

38 | DavidR

39 [Oscar T (Humberté R) | L’alumne Humberto R es va canviar per Oscar T el
4-10-97

40 | MariaL V

41 | SilviaV

Per distingir els alumnes 6 i 8 utilitzarem el nom en catala per a I’alumne 6 i el
nom en castella per a ’alumne 8.

Els tres repetidors que em van tenir a mi de professor el curs 96-97 ja havien
treballat el curs passat la unitat i quasi tots els quiestionaris d’avaluacio.

Una d’aquests tres alumnes repetidors, Ester G, es va donar de baixa mentre
estavem fent la implementaci6 de la unitat, amb la qual cosa el grup va passar de
4] alumnes a 40.
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3 Subobjectiu 3.3: Concrecié dels items a analitzar al llarg de la implementacioé

En aquest subobjectiu concretem els items que vam analitzar al llarg de la implementacio.
L’analisi es va realitzar de la manera que es fa en una classe normal, és a dir, mitjangant
quiestionaris, preguntes, examens, observaci6 de les expressions facials dels alumnes,
impressions subjectives del professor, etc.

3.1. De la unitat anterior
(Limits 1 continuitat de funcions)

1 Determinar les dificultats relacionades amb el tema de continuitat i limit de
funcions.

3.2 Abans de come‘ngar la unitat
(Coneixement previ del contingut funcid)
Determinar si so6n capagos de:

Distingir la grafica d’una funci6é d’una que no ho és.

Buscar imatges d’un valor de I’abscissa utilitzant la grafica de la funcio.
Reconéixer els punts d’una grafica d’una funcié f{x) com els punts (x, fx)).
Interpretar correctament el simbol f{x).

Utilitzar la formula d’una funci6 per buscar la imatge d’un nombre.

Utilitzar la formula d’una funcié per buscar la imatge d’una lletra.

Donada la formula d’una funci6 com per exemple fx)=x’, considerar els punts
de la grafica com els punts (x , x°).

0~ ON WL

(Coneixement previ de les funcions elementals)

9 Reconéixer una funcid afi a partir de la seva grafica. _
10 Trobar la formula d’una funcié6 afi a partir de la seva grafica.
11 Reconéixer les funcions quadratiques a partir de la seva grafica.

12 Trobar la formula d’una funci6 quadratica molt senzilla a partir de la seva grafica.

13 Reconéixer una funcié exponencial a partir de la seva grafica.

14 Trobar la formula d’una funci6 exponencial senzilla, com per exemple f{x)=2%, a
partir de la seva grafica.

15 Reconéixer les funcions trigonometriques.

16 Associar grafiques amb formules.
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3.3 Al llarg de la unitat

Esbrinar si els alumnes, com a resultat del procés d’instruccid, sén capagos de:

(Pendent)
17 Reconéixer que el pendent determina la inclinaci6 de la recta.
18 Reconéixer que el pendent és el nombre a de la formula f{x) =ax + b.
19 Reconéixer que el pendent és la tangent trigonométrica de 1’angle que forma la
recta amb la part positiva de ’eix d’abscisses.
20 Reconéixer el significat funcional del pendent:
) - fix - o .
pendent = g = fixy) - fix) _ Y TN va.rzafzro ve?rtzcal
X, = X, x, = X,  variacié horitzontal
ésadir, sisap que el pendent ens dona, per cada unitat horitzontal desplagada cap
a la dreta, el nombre d'unitats que cal desplagar-se en vertical per tornar a la recta
(amb signe + si va cap amunt i signe - si va cap avall).
21 Calcular el pendent d’una recta a partir de la seva grafica.

(Taxa mitjana de variacio)

22 Construir el concepte de taxa mitjana de variacio a partir del concepte de pendent
d’una recta.

23 Entendre que la taxa mitjana de variacié no varia al llarg d’una recta i si que ho
fa al larg d’una corba. ’

24 Entendre la interpretacié geométrica de la taxa mitjana de variacio.

25 Adonar-se que el concepte de taxa mitjana de variacio d’una funcioé entre dos
valors de la variable independent estda molt present en la vida diaria de les
persones.

(Velocitat)

26 Entendre la velocitat mitjana com un cas particular de taxa mitjana de variacio.

27  Entendre el concepte de velocitat instantania com el limit de les velocitats

mitjanes.

(Derivada d’una funcio en un punt)

28

Entendre la definicié de derivada en un punt com la generalitzaci6 de la definicié
de velocitat instantania a una funci6 qualsevol, és a dir, d’entendre la definicio de
la derivada d’una funcié en un punt com el limit de les taxes mitjanes de variacio.
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(Recta tangent)

29

30

31

Entendre la recta tangent com la que més s’aproxima a la corba en les proximitats
del punt, i reconéixer una recta tangent encara que toqui a la corba en més d’un
punt.

Entendre que si amb un ordinador fem un zoom adequat, una corba i la seva recta
tangent coincidiran en les proximitats del punt.

Entendre la recta tangent com la recta a la qual s’aproximen les secants.

(Significat geométric de la derivada d’una funcié en un punt)

32

33

34

35

Entendre que el pendent de la recta tangent és el nombre al qual s’aproximen els
pendents de les rectes secants.
Relacionar el pendent de la recta tangent i el concepte de derivada de la funcié en

un punt.
Entendre la nova notacid de la derivada.
Iz (a) lim Sx)-Ala) = lim Sa+h)-fla)
x-a xX—-a h-0 h

Relacionar les segiients interpretacions de la derivada d’una funcio f{(x) en el punt
d’abscissa x = a: velocitat instantania, derivada de la funcid en un punt i pendent
de la recta tangent.

(Calcul de la derivada d’una funcié en un punt)

36

37

38

39

Calcular la derivada d’una funcié a partir de I’expressid

@ = lim Sla+h)-fla)
40
Entendre que per a un valor # molt petit, com 10¢ 0 107 10%, ... la taxa
fa+h)-fa)

mitjana de variacid és un valor molt proxim a

h

fla) = lhln(} M;)I*M i, per tant, per trobar un valor aproximat de f "(a)
basta calcular la taxa mitjana de variacio6 per al valor de A escollit, amb 4 prou
petit. Han de ser capagos també d’utilitzar-lo per fer el calcul aproximat de la
derivada d’una funcid en x = a emprant la calculadora.

Calcular f'(a) quan la recta tangent en un punt esta dibuixada, tenint en compte
que és el pendent de la recta tangent. '

Entendre que f '(a) es pot calcular per tres métodes diferents: utilitzant limits,
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40
41

42

fa+h)-fla)

h amb

partint de la recta tangent o bé utilitzant el quocient

A prou petit, per obtenir-ne només un resultat aproximat.
Entendre que una funcié discontinua no té derivada.
Entendre que en els punts en queé la grafica té forma de punxa no existeix la
derivada.

Entendre que en els punts en qué la grafica té forma de punxa, aquesta es manté
en fer zooms, mentre que en els punts en qué existeix la derivada, en fer zooms,
la corba arriba a tenir forma de recta.

(Relacio entre el signe de la derivada i la grafica de la funcid)

43

44

Relacionar la idea intuitiva de pendent d’una corba en un punt i la de pendent de
la recta tangent en aquest punt. _

Relacionar el signe de la derivada i la grafica de la funcio, entenent que: 1) Si en
tots els punts ¢ d’un interval (a,b) la derivada d’una funcio és positiva (f' (c) > 0),
la funci6 és creixent en aquest interval. 2) Si en tots els punts ¢ d’un interval (a,b)
la derivada d’una funcid és negativa (f" (c) <0), la funcio és decreixent en aquest
interval. 3) En els maxims i minims relatius la derivada val zero, pero no tots els
punts en que la derivada val zero soén maxims o minims.

(Funci6 derivada)

45

46
47
48
49

50

Entendre, a partir d’una taula amb els valors de les derivades de la funci6 f{x) =
x* per a diferents punts, que per a la funcié f{x) = x*, la funci6 y = 2x és una
funci6 que associa cada abscissa x amb la derivada de la funcié en aquest punt, i
que pot utilitzar-la per calcular la derivada en diferents punts.

Entendre els avantatges que presenta la utilitzacié de la funcié derivada per
calcular la derivada d’una funci6 en un punt.

Entendre que aquesta funci6 s’anomena funci6 derivada de f{x) i es representa
per /()

Distingir entre la derivada d’una funci6 en un punt i la funcié derivada.
Utilitzar la funcio derivada, fins i tot abans de conéixer-ne la definicio formal, per
trobar un punt de la funci6 f{x) en queé la derivada pren un valor determinat o bé
per trobar el pendent de la recta tangent. '
Entendre que f '(a) es pot calcular directament per tres métodes diferents:
utilitzant limits, a partir de la recta tangent o aproximadament utilitzant el

fa+h)-fla)

7 amb A prou petit. I indirectament a partir de

quocient

substituir en la funci6 derivada x per a.
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1)=lim L&) %)
st £

51 Entendre que la funcio derivada és
(Calcul de la funcié derivada)
52 Calcular la funcid derivada d’una funcidé a partir de Pexpressio

F(o)=lim Joerh) -fx)
h-0 h

53 Entendre que el calcul de la funci6 derivada a partir del

limit  f()=lim ﬂ——————x+h})l )

pot resultar molt dificultés per a
B0

determinades funcions i que, per tant, és convenient disposar d’altres métodes
alternatius que facilitin el calcul de la funcié derivada.

(Calcul de la funcié derivada de les funcions de proporcionalitat i de les funcions afins)

54 Entendre que les funcions afins compleixen la propietat segiient: que la recta
tangent en qualsevol punt és la mateixa funcid, i que, per tant, el pendent de totes
les rectes tangents sempre €s a, la qual cosa implica que f (x) =a

55 Arribar a aquest mateix resultat calculant el limit.

(Calcul de les regles de derivacio)

56 Entendre que hi ha unes regles de derivacié que faciliten el calcul de la funcié

derivada.

57 Seguir un raonament que demostra, utilitzant la definici6 de funci6 derivada, que
(¢) (%) = ¢f (). -

58 Seguir un raonament que demostra, utilitzant la definici6 de funcio derivada, que

la funcié derivada de la funcié suma és la suma de les funcions derivades:
(f+2) (x) =f (x) + g'(x). I que el mateix raonament permet demostrar, canviant
el signe + pel signe -, que la derivada d’una diferéncia de funcions és la diferencia
de les funcions derivades. ‘

59 Acceptar, sense cap demostracid, que la funcié derivada del producte de dues
funcions és: (8) (¥)=1 () g(x) + g (x):Ax).
I que la formula de la derivada d’un quocient és

(z) @ = 620 - /@)
g )Y

60 Superar Perror tipic de calcular la derivada d’un producte fent el producte de
derivades, i la derivada d’un quocient fent el quocient de derivades.
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(Derivada de les funcions polinomiques i de les funcions racionals)

61

62

63

Entendre que la funcié derivada de f{x) = x” és la funcié f/(x) = nx"", a partir
de la transformacio de la formula de f{x) = x" i d’'una generalitzacio.

Calcular la funcié derivada de les funcions polindmiques i de les funcions
racionals.

Entendre que la funci6 derivada de les funcions polindmiques i de les funcions
racionals es pot calcular utilitzant les regles de derivacio.

(Derivada de les funcions exponencials i logaritmiques)

64

63

66

67

68

69

70

71

72

Entendre que totes les rectes tangents a la funcid f(x) = € presenten una
determinada propietat (totes les subtangents valen 1).

Calcular f'(a) graficament, partint de la interpretacio que la derivada és el pendent
de la recta tangent: f(a) = ¢°/1 = ¢”. 1 observar si I’alumnat entén que el
raonament que ha seguit és valid per a qualsevol valor de I’abscissa, i que per tant:
J)=e ,
Entendre que la funcid f{x) =Inx éslainversa de la funcidé g(x) =€*,iquela
propietat que la subtangent sempre val 1 es trasllada a la funcié logaritmica de la
manera que indica la figura de I’activitat 50. Es a dir, que totes les tangents a la
funci6 f(x)=In x compleixen una determinada propietat pel fet que totes les
tangents a la funcio g(x) = ¢* compleixen que la subtangent sempre val 1.
Entendre que les funcions exponencials i logaritmiques son inverses 'una de
Ialtra i quina relacio hi ha entre les seves grafiques.

Calcular, per a la funcié flx) =Inx, f/(a), partint de la interpretacié que la
derivada és el pendent de la recta tangent: f'(a) = 1/a. I observar si I’alumnat
entén que el raonament que ha seguit és valid per a qualsevol valor de I’abscissa,
1 que per tant: f(x) = 1/x.

Determinar si I’alumnat pot calcular la derivada de la funcié f{x) = log,x, a partir
de la transformacié de la formula, mitjangant el canvi de base i aplicant les regles
de derivacio.

Entendre que una de les propietats de la funcié exponencial de base a és que, per
a qualsevol punt del grafic de la funcio, la subtangent sempre val el mateix nombre
k. ,
Calcular f(c) graficament, a partir de la interpretacio que la derivada és el pendent
de la recta tangent: f (¢) = a’/k. 1 observar sil’alumnat entén que el raonament
que ha seguit és valid per a qualsevol valor de ’abscissa, i que per tant: f'(x) =

- a'lk.

Entendre que, per poder tenir completament determinada la derivada de la funcid
exponencial de base a, només cal saber el valor de £. I que aquest valor es pot
calcular utilitzant que la funcid exponencial de base a té per inversa la funcid f{x)
= log,x, la derivada de la qual ja coneixem. ‘
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(Derivada de les funcions trigonométriques)

73

74

75

76

77
78

Entendre que per a un valor 4 molt petit com 10 0 107, 10® ... la funci6 taxa
sin(x +h) - sinx '

A és una funcié “proxima” a la funcio

mitjana de variacié

derivada  J/(x) = lim W_ i
B0

i, que per tant, per trobar una bona

aproximacié a la grafica de la derivada del sinus, basta representar la funci6 taxa
mitjana de variacid per a un valor de 4 prou petit.

sin(x+A)—sinx

P amb h prou petit és

Reconéixer que la grafica de la funcid

quasi igual a la grafica de la funcid cosinus.
Entendre que per a un valor 4 molt petit com 10° 0 107, 10* , ... la funcid taxa

- x+h)—f(x

mitjana de variacio f(—hlﬁ—l és una funcié “proxima” a la funcio
. . x+h)-fx) .

derivada  f'(®) = lhllf)l ﬂ——}—)z—f—(v) i, que per tant, per trobar una bona

aproximacio a la grafica de f '(x), basta representar la funci6 taxa mitjana de
variacié per valor de 4 prou petit. Finalment, entendre que, si podem trobar
I’expressio simbolica de la grafica, tindrem I’expressié simbolica de la funcio
derivada.

Fer un esbos de la grafica de la funcid flx) = -sin x, a partir de la grafica de la
funcio f{x) = sinx

Aplicar el procediment anterior per calcular la derivada de la funci6 cosinus.
Calcular les derivades de les funcions tangent i cotangent, a partir de considerar-
les com a divisi6 de funcions i de I’aplicacié de la regla de la divisio.

(Derivada de les funcions f{x) = x*™)

79

80

Entendre que la regla que hem obtingut per derivar la funcid f{x) =x", amb r un

nombre natural, també és valida quan I’exponent és una fraccio.

I

n . .
Pot transformar les funcions  flx) = yx™ en Ax) =x"  ilesfuncions

*
xl’l

Sfix) = en  fix) = kx7"
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(Calcul de la recta tangent)

81 Entendre que per calcular la recta tangent s’ha de seguir el procediment segiient:
1) Buscar f '(a), que és el pendent m de la recta tangent, de la manera seglient:
1.1 Calcular la funci6 derivada f '(x)
1.2 Substituir x per a en la formula de la funci6 derivada.
2) Buscar la segona coordenada del punt de tangéncia (a , f (a)) substituint x per
a en la férmula de la funcio.
3) Trobar I’ordenada a I’origen » sabent que la recta tangent passa pel punt de
tangencia.
82 Aplicar aquest procediment en funcions elementals que no son paraboles.

(Relacio entre les diferents técniques per a calcular la funcié derivada i la derivada enun
punt)

83 Entendre que la funcié derivada es pot calcular utilitzant limits o a partir d’una
propietat que compleixen totes les tangents, o bé utilitzant la funcié taxa mitjana

Jc+h) -fx)

de variacid h

amb A prou petit per obtenir-ne només una
aproximacio, o bé indirectament utilitzant les regles de derivacio.

84 Entendre el paral-lelisme entre els diferents métodes de calcul de la derivada en
un punt i els métodes de calcul de la funci6 derivada.
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4 Subobjectiu 3.4. Planificacio de les subseqiiéncies d’ensenyament-aprenentatge
i de les subseqiiéncies d’avaluacié

Vam planificar la implementaci6 de la investigacié en tres fases:

. Fase I. Abans de la implementaci6 de la unitat.
. Fase II. Implementaci6 de la unitat. ,
. Fase III. Després de la implementacio de la unitat.

A la fase I haviem previst analitzar el procés constructiu dels conceptes de limits i de
continuitat de funcions, i també passar els qiiestionaris 1 i 2 per esbrinar els coneixements
previs dels alumnes sobre les funcions (el 2 el vam considerar com un pretest i el vam
passar abans que I'1).

A la fase II haviem de posar en practica I’experimentacié de la unitat, dividida en
subseqtiéncies de classe normal i subseqiiéncies d’avaluacid. La duraci6 d’aquesta fase

havia de ser de 30 sessions aproximadament,

A la fase III haviem previst passar el qiiestionari 9 i tornar a passar el qiiestionari 2 com
a posttest, aixi com un examen de recuperacié de la unitat.

La implementacié real de les tres fases de la investigacio fou la segiient:

Fase I. Abans de la implementacié de la unitat

35620 Qiiestionari 1 Respostes dels alumnes

35712 Entrevista a alumnes sobre les | Notes escrites en que vaig recollir
seves respostes al qiiestionari 1 | les respostes dels alumnes

17-10-97 Entrevista a alumnes sobre les | Notes escrites en que vaig recollir
seves respostes al questionari 1 | les respostes dels alumnes

35774 Examen sobre la unitat Examens dels alumnes
"Limits 1 continuitat"

30-9-97 Qtiestionari 2 (Pretest) Respostes dels alumnes

Fase II Implementacié de la unitat
Les sessions d’aquesta fase les hem classificat en dos tipus de subseqiiéncies: 1) de classe

normal i 2) d’avaluacié. Les subseqiiéncies d’avaluaci6 son sessions en qué els alumnes
havien de respondre a un qiiestionari, sessions d’examens i sessions de comentari i revisio
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d’examens.

Els elements d’observacio pel que fa a les sessions de classe normal foren el diari de classe
i la gravacio de la sessio. Els elements d’observacio pel que fa a les sessions d’avaluacié
foren el diari de classe, la gravacié de la sessi6 i les respostes escrites dels alumnes.

Subseqiiéncia 1 | 18-11-97
Pendent 19-11-97
| Subseqiiencia 2 | 20-11-97
Taxa mitjana de 21-11-97 | Subseqiiéncia 1
variacio Quiestionari 3 (1/2 grup
25-11-97 d’alumnes)
26-11-97 (1/2 sessi6
Subseqiiencia 3 | 26-11-97 (1/2 sessid
Velocitat mitjana | 27-11-97
i instantania
28-11-97 | Subseqiiéncia 1
(continuacio)
Qiiestionari 3 (1/2 grup
d’alumnes)
Subseqiiéncia 4 | 2-12-97 (1/2 sessiod)
Taxa instantania
de variacié
Subseqiiencia 5 | 2-12-97 (1/2 sessio)
Interpretacio 3-12-97 (no es va
geometrica de la | impartir sessio)
derivada 4-12-97
35561 Subseqiiéncia 2
Qiiestionari 4 (1/2 grup
9-12-97 (1/2 sessid) d’alumnes)
Subseqiiéncia 6 | 9-12-97 (1/2 sessio)
Calcul de la 10-12-97
derivada en un 11-12-97
punt Subseqiiéncia 3
12-12-97 | 1r examen
16-12-97 | comentari i revisio del 1r
17-12-97 examen
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Subsequiéncia 7 | 8-1-98
Funci6 derivada 9-1-98 Subseqiiéncia 4
Questionari 5 (1/2 grup

13-1-98 d’alumnes)

Subseqiiéncia 8 | 14-1-98
Funcio6 derivada
de les funcions
de
proporcionalitat
directa i afins

Subsequencia 9 | 15-1-98
Regles de
derivacio

16-1-98 Subseqiiéncia 4
(continuacio)
Qiiestionari 5 (1/2 grup
d’alumnes) -

Subseqiéncia 10 | 20-1-98
Funci6 derivada
de les funcions
polinomiques i
racionals

Subseqiiéncia 11 | 21-1-98
Funcié derivada
de les funcions
exponencials i

22-1-98 Subseqiiencia 5
Questionari 6

logaritmiques 23-1-98 Subseqiiéncia 6
Qiiestionari 7 (1/2 grup
27-1-98 d’alumnes)
28-1-98

Subseqiiéncia 12 | 29-1-98

Funci6 derivada 30-1-98 | Subsequiéncia 6

de les funcions (continuacio)
trigonométriques | 3-2-98 Qiiestionari 7 (1/2 grup
d’alumnes)

Subsequiencia 13 | 4-2-98 (1/3 sessio)
Funci6 derivada
de les funcions

fo=4/x"
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Subseqiiéncia 14 | 4-2-98 (2/3 sessio)
'| Equacio de la
recta tangent

Subseqiiéncia 15 | 5-2-98
Sintesi final 6-2-98 (no es va
impartir sessio)

Subseqtiencia 7
Questionari 8

11-2-98 (no es va
impartir sessio)
Subseqiiencia 8

2n examen

Comentari i revisio del 2n
examen

Fase III Després de la implementaci6 de la unitat.

27-2-98 Quiestionari 9 (1/2 grup d’alumnes) Respostes dels
: alumnes
35948 Questionari 9 (continuacio) Respostes dels
(1/2 grup d’alumnes) alumnes
14-3-98 Examen de recuperaci6 de la unitat Examens dels alumnes

“Introduccid a les derivades”

27-3-98 Qiiestionari 10 (repetici6 del qiiestionari 2 | Respostes dels
com a Posttest) alumnes

En total hem analitzat 13 produccions per a cada alumne (14 si van fer I'examen de
recuperacio) que sumen un total de 526 .
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5 Subobjectiu: 3.5: Descripcid de les classes des del punt de vista del professor com
a mediador en la construccié social i personal realitzada en el procés d’instrucci6

5.1 Fase 1. Abans de comencar la unitat
Les classes comengaren el 22 de setembre amb el tema de limits i continuitat.
3.1.1 Limits i continuitat

Abans de comengar I’experimentaci6 de la unitat vam treballar el tema de continuitat i
limits de funcions, utilitzant com a material una unitat elaborada pel doctorand. Els
objectius i continguts treballats en aquesta unitat foren:

Objectius _

1 Interpretar i reconeixer el concepte de funci6é continua en un punt.
2 Reconéixer i calcular els diferents tipus de discontinuitat.

3 Relacionar la continuitat amb el limit d'una funci6 en punt.

4 Relacionar les asimptotes verticals i horitzontals amb els limits.

5 Calcular el limit d’una funci6 en un punt i a I’infinit.

0
6 Resoldre les indeterminacions del tipus 0/0, . 0 - il”
Continguts

Conceptes .

1 Noci¢ intuitiva de funci6é continua en un punt.

2 Discontinuitat asimptotica.

3 Limit infinit d’una funcié quan x - a. Asimptota vertical.

4 Discontinuitat de salt. ‘

5 Limits laterals d’una funcié quan x - a.

6 Discontinuitat evitable.

7 Limits d’una funcié quan x - a.

8 Relacid entre continuitat i limit.

9 Propietats dels limits. Operacions.

10 Discontinuitats de les funcions racionals.

11 Indeterminacions del tipus 0/0.

12 Limits finits a infinit. Asimptota horitzontal.

13 Limits infinits a I’infinit.

[o.0]
14 Indeterminacions del tipus —.
o0

15 Indeterminacions del tipus o — o0 .
16 Indeterminacions del tipus 17 .
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Procediments
1 Reconeixement de la discontinuitat d’una funci6é en un punt i identificacié del
tipus de discontinuitat a partir de la seva grafica.

2 Calcul de limits infinits i d’asimptotes verticals.
3 Calcul de limits laterals i absoluts en un punt.
4 Utilitzacio de les propietats dels limits respecte de les operacions: suma, resta,
producte i quocient. A
5 Calcul de limits finits a I'infinit i calcul d’asimptotes horitzontals.
o
6 Resolucio de les indeterminacions del tipus 0/0, —, © - o {1°
0
7 Reconeixement de la discontinuitat d’una funcio racional i identificaci6 del tipus
de discontinuitat a partir de la seva expressié simbolica.
© Valors
1 Atenci6 al context historic en queé es van desenvolupar els conceptes de limit i
continuitat d’una funci6 en un punt.
2 Interés per les possibilitats i problemes que ofereixen I’ordinador i la calculadora

per al calcul de limits i discontinuitats.

Aquesta unitat esta dissenyada per treballar els limits a partir de la continuitat. Per tant,
en el moment de comengar I’experimentacio els alumnes ja havien treballat durant dos
mesos el tema de limits i continuitat de funcions d’una manera que el doctorand
considerava satisfactoria, i que li va facilitar conéixer de primera ma el procés constructiu
dels conceptes de limit i de continuitat desenvolupats pels alumnes a I’aula. Aquest fet
va permetre que no calgués investigar quins eren els coneixements previs que tenien els
alumnes relacionats amb els conceptes de continuitat i limits.

5.1.2 Coneixements previs del concepte de funcio

En els estudis preliminars d’aquesta investigacio va quedar clar que el concepte de funcio
1o esta prou assimilat per molts alumnes quan se’ls explica els temes de limits, continuitat
i derivades. Més en concret, molts alumnes no sén capagos de distingir la grafica d’'una
funci6 d’una grafica que no correspon a una funcid. Per determinar quins alumnes sabien
fer aquesta distincio, vam utilitzar fonamentalment tres elements d’observacio: activitats
de classe, les respostes al qiiestionari 1 i una pregunta de I’examen de limits i continuitat.

Les activitats de classe eren del tema de limits i continuitat, com per exemple del tipus
segiient: Representa la funcid f{x)= E(x), on E(x) representa la part entera del nombre x.
Es continua en x = 3 aquesta funcio?.

Quan es va treballar aquesta activitat a la classe i d’altres de semblants, molts alumnes van

dibuixar una grafica continua formada per segments verticals i horitzontals (en forma
d’escala). Aquest tipus de resultat és habitual perqué 1’alumnat té tendeéncia a fer la grafica
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continua. Per exemple, Deulofeu (1995) va obtenir aquest tipus de resposta en un 23%
d’alumnat en un estudi sobre construccié de grafiques amb alumnes de secundaria de 14-
15. Ara bé, en aquest cas es tractava d’alumnes de 16-17 anys i d’una activitat sobre la
discontinuitat de salt.

Com que el tema de funcions s’havia treballat en cursos anteriors, per saber quina era
la situacio dels alumnes en relacio als items 2-16 dels subobjectiu 3.3, mentre s’impartia
el tema de limits i continuitat, vam passar els qitestionaris 1 i 2 elaborats i experimentats
el curs anterior.

5.1.2.1 Qiiestionari 1

Per tal d’analitzar la situacio dels alumnes en relacid als items 2-8, vaig passar el 7
d’octubre el qiiestionari 1 en el curs de 34. Vaig comentar-los que les respostes del
questionari no tindrien cap influéncia sobre la nota individual, perd que era important
contestar-lo de cara a prendre decisions sobre la marxa de la classe. Per exemple, segons
els resultats, caldria repassar algun tema de cursos anteriors. També vaig insistir-los que
era molt important que les respostes reflectissin alld que realment sabien i que no
copiessin, ja que en aquest cas no tenia cap sentit. Els alumnes van mostrar bona
disposicié per contestar el qilestionari i no van intentar copiar. Dels 41 alumnes el 7
d’octubre en va faltar dos (Mike D. i Toni G.). Per tant, van contestar el qiiestionari 39
alumnes.

QUESTIONARI 1

1) Donada la funcid f{x) = x* completa les coordenades que falten

x) = xz

(2.4) a ]
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2 Dels grafics seglients digues quins corresponen a funcions.

[1si [Ne []Si [JNo []Si []Ne
Justificacid de la resposta jyqiificacid de la resposta  Justificacid de Ia
resposta
d) e]
//'
[]8 [No ]S [JNo
Justificacio de la resposta - Justificacia de la resposta
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Respostes al giiestionari 1.
Primera pregunta

Els objectius d’aquesta pregunta eren:

1) Determinar si els alumnes sabien trobar antiimatges de valors numérics i quin
procediment utilitzaven,

2) Determinar si sabien trobar imatges de valors que estaven representats per lletres i quin
procediment utilitzaven.

3) Determinar si entenien la grafica de la funcié com el conjunt de punts (x , fx)).

Els dos primers aspectes tenen a veure amb la concepcidé d’una funcié com un procés, ja
que es tracta de trobar imatges de nombres o lletres utilitzant la formula (o la grafica),

mentre que el tercer té més a veure amb una concepci6 de la grafica com un objecte.

Les respostes a (, 9) foren:

3 3 -5
29 (74%) 9 (23%) 1 (3%)

Les respostes a (a , ) foren:

a x2 b , 2 blanc
34 (87%) | 1(3%) 2 (5%) 1 (3%) 1 (3%)

Les respostes a (, 5%) foren :

b a 3 blanc
35 (90%) 1 (3%) 1 (3%) 2 (5%)

Les respostes a ( x , ) foren:

¥ y 4 blanc
35 (90%) 2 (5%) 1 (3%) 1 (3%)
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Les respostes a (, f(x)) foren:

1 f&)? x? s [ blanc
Vf(x)?

15 (38%) | 5(13%) | 7 (18%) 1(3%) [6(15%) | 1(3%) | 1(3%) |3 (77%)

Conclusions:

1) El fet que 29 (74%) alumnes contestin correctament la pregunta (, 9)ique9
s'equivoquin en el signe (23%), permet concloure que quasi tots els alumnes saben
utilitzar la formula (i en algun cas la grafica) per buscar antiimatges de nombres. La
capacitat per utilitzar la formula i la grafica com a procés per trobar imatges i antiimatges
de nombres és una habilitat que tenen quasi tots els alumnes.

2) El fet que 34 alumnes contestin correctament la pregunta ( a , ), que un contesti
<<x*>>, que es pot considerar acceptable, i que 35 contestin correctament la pregunta
(x, ), permet concloure que la majoria dels alumnes (90%) sap utilitzar la férmula per
buscar imatges de lletres i que un 10% no ho pot fer.

3) El fet que 35 alumnes contestin correctament a la pregunta (, 5% permet concloure
que la majoria (90%) dels alumnes sap utilitzar la formula per buscar antiimatges de lletres
i que un 10% no ho sap fer .

4) Dels 4 alumnes (10%) que s6n incapagos d'utilitzar la férmula per buscar imatges o
antiimatges de lletres, a la pregunta <<(, £ (x) }>> un respon en blanc, 3 supleixen
aquesta mancanga utilitzant la grafica per respondre <<( 1, #(x) )>> i un dels tres utilitza
la grafica per contestar, equivocadament, a totes les altres preguntes.

5) La diversitat de respostes a la pregunta ( , f (x) ) posa de manifest la dificultat que

tenen els alumnes per entendre la grafica d'una funcié com el conjunt de punts ( x, fx)),
€s a dir com un objecte. Les 15 respostes <<x>>, dues de les 5 respostes <<1>>1i les 7

respostes << \ f(’ x)% >> impliquen, implicitament, que I’alumnat ha utilitzat que la

grafica de la funci6 sén els punts (x,f(x) ). Els set que han respost <<4/ f(x )2 >>

han utilitzat la formula explicitament per trobar ’abscissa, mentre que molts dels que
responen <<x>> també ho han fet i ho verbalitzen aixi:

P: Per qué has respost (x, f(x) )?

A: doncs perqué x elevat al quadrat és x2.
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Dit d’una altra manera, cap alumne va verbalitzar explicitament que la resposta era
(x,f(x)) perque els punts de la grafica son els punts (x, f(x) ) malgrat utilitzar aquesta
propietat implicitament. Les dues respostes <<1>> posen de manifest una estratégia
basada en la utilitzacié de la grafica en comptes de la formula, malgrat haver utilitzat la
formula per respondre les altres preguntes. Es significatiu que alumnes que van contestar
les altres preguntes utilitzant la féormula van optar en aquest cas per utilitzar la grafica.

P: Per que has respost (1, f(x) )?

A: perque esta a distancia 1.

P: Per que no vas intentar utilitzar la formula?

A: No podia elevar al quadrat, no podia aplicar la formula.

6) Les 7 respostes incorrectes <<f (x)*>> i <<x*>> a la pregunta anterior posen de
manifest que els alumnes tenen més dificultats per utilitzar la férmula per trobar
antiimatges que per trobar imatges. :

7) Les respostes <<f>>, <<f(x)>>iblanc s6n d’alumnes que van descartar les respostes
<< f (x)*>> 1 <<x”>>1 no van saber qué contestar.

P: Per qué has respost (f, f(x))?

A: No ho sé, no podia posar x* perqué f(x) és x* i vaig posar només f per distingir-la de
).

2a pregunta

Respostes de I’apartat a

Si (Justificacié | Si (Justificacié | Si (Sense Si (Justificacio No | No
Correcta) Accep) Justificacio) Acceptable)

13 (33%) 15 (38%) 1 (3%) 9 (23%) 1 (3%)

Per justificacié correcta entenem respostes del tipus: “és una funcio continua perqué cada -
punt x té un punt y diferent”. Per justificaci6 acceptable entenem respostes descriptives
del tipus: ”ésuna funci6 continua”. En canvi no considerem com a justificaci6 acceptable
una resposta del tipus: “és una funcié perqué és continua”.

Respostes de I’apartat b

No (J. Accep) No (Sense I.) No (J. No BLANC Si
Acceptable)
5 (13%) 2 (5%) 12 (31%) 2 (5%) 0
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Respostes de Iapartat ¢

Si(Justificacio Si (Justificacio. NO (amb
Acceptable) No Acceptable) justificaci6)
27 (69%) 2 (51%) 1(3%)

No (Just. | No (Sense | No (Just. No BLANC | Si(amb | Si
Accep) Just). Acceptable) just)
2 (5%) 1 (3%) 4 (10%) 2 (5%) 8 (21%) | 1(3%)
Respostes de 'apartat e
No (Just No (J. No (Sense No (J. No BLANC | Si(ambj) { Si
Correcta) | Accep) . Acceptable)
14 36%) | 9(23%) |5 (13%) 6 (15%) 1 (3%) 4 (10%) 0 (0%)

Conclusions:

1) El concepte de funcié no estava prou assimilat per molts alumnes. Més en concret,
molts alumnes no eren capagos de distingir la grafica d’una funcié d’una grafica que no
corresponia a una funcio.

2) En relaci6 a la grafica a cal remarcar que hi ha un 23% d’alumnes que consideren
explicitament que la condicié perqué una grafica sigui la d’una funcié és que sigui
continua. Si bé la justificacid correcta només la donen un 33% dels alumnes, només un
alumne no reconeix aquesta grafica com la grafica d’una funcié. Podem dir que per als
alumnes la grafica a és el prototipus de grafica de funcié i que per a molts d’ells la
condici6 de continuitat és necessaria per ser considerada grafica de funcio.

3) La grafica b seria el prototipus de grafica que no ho és d’una funcié. Cal remarcar que
cap alumne considera aquesta grafica com la d’una funci6. Per al 46% no és una funcié
perque hi ha valors de la x que tenen dues imatges. El 10% diu que no poden existir
funcions d’aquest tipus i fins i tot el 8% diu que son dues funcions. El 10% diu
explicitament que no és una funcié perque és discontinua.

4) L’alt percentatge’ de respostes positives a la pregunta c¢ s’explica perque els dies
anteriors haviem treballat a la classe la discontinuitat de salt i el significat del punt negre
i del punt buit. En aquestes classes havia insistit que aquest tipus de grafiques eren
funcions.
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5) En relaci6 a la grafica d cal remarcar que el 23% considera que és la grafica d’una
funcié i que el 18% dels alumnes diu explicitament que és una funcié perqué és continua.

6) En relacio a la grafica e cal remarcar que només el 10% considera explicitament que
és la grafica d’una funci6. Tots aquests alumnes contesten que és una funcid perqueé és
continua.

7) Podem considerar que la grafica a és el prototipus de funcié per a la majoria dels
alumnes i que la b ho és d’una grafica que no és una funci6. El major nombre d’errors en
la grafica d que no pas en la e, es pot explicar perqué la grafica d s’assembla més a la
grafica a i que la grafica e s’assembla més a la grafica b. Les respostes a la grafica ¢ no
les considerem representatives perqué podien estar molt determinades per les explicacions
de classe.

Les conclusions de cara a la futura intervencid del doctorand a ’aula foren:

1) En relacio als continguts:

. Calia insistir i explicitar que la grafica d’una funci6 sén els punts (x, f(x) ) a ﬁ
i efecte de poder fer posterlorment raonaments sobre un punt qualsevol ( a, f(a))
de la grafica.

. Calia insistir en el concepte de funci6 i en el fet que la continuitat o discontinuitat

no era una condicié determinant per decidir si una grafica ho era d’una funcié.

2) En relacio a I’avaluacio:

. Entrevistar alguns alumnes per comentar les seves respostes a la pregunta 1 del
primer qiiestionari.
. Posar una pregunta a I’examen de limits i continuitat en la qual els alumnes

haguessin de dibuixar grafiques de funcions, per poder comparar les seves
respostes amb les de la 2a pregunta del giiestionari 1.

Entrevistes amb els alumnes

A les hores B del divendres només tenia la meitat del grup, per aix0 vaig utilitzar-les per
entrevistar alguns alumnes del curs de 34 a fi de comentar les seves respostes a la
pregunta 1 del qiiestionari. Mentre els alumnes resolien problemes del tema de limits i
continuitat, anava cridant alguns alumnes a un extrem de 1’aula i els entrevistava
individualment. Vaig escriure en un full tot el que ells em deien, la qual cosa fou molt
positiva perqué els alumnes van adonar-se que les respostes als qiiestionaris eren
importants per a mi i que podien ser requerits per comentar-les en qualsevol moment. El
dia 10 d’octubre vaig entrevistar-ne dos i el 17 d’octubre tres.

A continuacio6 segueix la transcripcié d’una d’aquestes entrevistes.
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NOM: Jessica C
CURS: 34

DATA. 17/10/97
TEMPS: 11 minuts

Resposta de I’alumna

1) Donada la funci6 f(x) = x* completa les coordenades que falten

fi(x) = :1.2

[x x2]

2
[x .b]

24 /[a. 3

(1. 1)

Entrevista

P: Pots explicar per qué vas contestar (3, 9)?

A Perque vaig veure que nou era el quadrat de 3.

P: Si, pero el punt esta a ’esquerra.

A: Es(-3,9).

P: Per que vas contestar, (@, a’ ), (b , b )i(x,x*)?

A: Vaig aplicar la formula.

P: Per que vas contestar (1 , fx))?

A: No podia elevar al quadrat, no podia aplicar la formulaiem va semblar que aquest

punt era (1, f(x)).

Suposa que no saps que és (1, f{x)), quina altra resposta pots donar?

No ho sé.

Fixa’t que a (x, ) has contestat (x,x*) que és correcte. Ara bé, hi ha altres
alumnes que contesten (x,y) o bé (x, f(x)). Aquestes respostes també es poden
considerar valides perqué estan utilitzant el fet que els punts de la grafica d’'una
funci6 son els punts formats per un valor de ’abscissa i la seva imatge: (x, Ax))
i, algunes vegades la imatge es representa per lalletray : (x, ). Pero de fet la
millor contestaci6 és ( x, x*). Quina resposta donaries ara?

A (x, ).

v
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P: A continuacio tens la grafica d’una funcié f(x) de la qual no coneixem la férmula.
Com representaries un punt qualsevol?

A- (x, flx)).

P.-  Isilafuncié fos fix)= x°, qué contestaries?

A.- (x,x).

P.-  D’acord.

Conclusions:

1.-  Pot aplicar la féormula de la funci6 a nombres i a lletres.

2.-  Quan no pot utilitzar la formula no és capag d’utilitzar que la grafica de la funcié
esta formada per tots els punts (x, f(x)).

3.-  En no poder utilitzar la férmula opta per utilitzar la grafica per respondre:
<1, fx)>>.

3.-  No té gaires dificultats per entendre que la grafica de la funcid esta formada per

tots els punts (x, f(x)) ja que sembla que, en sentir I’explicacio, ho recorda de
cursos anteriors.

5.1.2.2 Examen de limits i continuitat

El dia 12-11-97 vam fer I’altim examen de limits i continuitat. En aquest examen vaig
posar la pregunta segiient en qué els alumnes havien de fer la traduccié <<enunciat
grafica>>:

1. Per a cada un dels apartats segiients dibuixa un grafic d’una funcio f(x) tal que
compleixi les condicions de I’apartat.

a) Enx = -5 hi ha una discontinuitat asimptotica, en x = 5 hi ha una discontinuitat evitable
ino existeix (5), lim fix) = +ooi lim Ax) =0 .

X oo X —co
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b) lim fix) = -o,enx=-4nohihaimatge, lim fix) = -4 i lim flx) =6

7 x-3 x-3"
¢) limflx) = +ow,enx=-2hi ha una discontinuitat de salt i en x = 5 una
x~8
discontinuitat evitablei  lim fix) = +ooi  lim fx) = -
X 4o X— -

La majoria dels alumnes van dibuixar grafiques en les quals, en les proximitats de la
discontinuitat asimptotica, a un valor de la variable independent li feien correspondre més
d’unvalor de la variable dependent, (dibuixaven un tros vertical o bé inclinaven la grafica
cap a un costat). Per exemple Anna G. a ’apartat a va respondre:

A oy
K q H o
; E-,E. ?:7)
s % ’ :5”!
I | o8
P — s
P W
H ' 4
.._.,{-"" # ’
Ak . .
"‘WMA - o ;X -

Si considerem la dificultat que presenta dibuixar una funci6é en les proximitats del punt
de discontinuitat asimptotica i que, probablement, jo mateix havia dibuixat a la pissarra
grafiques com aquesta, ens vam plantejar si aquest tipus de respostes es podien
considerar com a valides 0 no. Vam optar per preguntar a molts alumnes si reconeixien
Ierror. Per exemple, en el cas d’aquesta alumna la resposta fou:

P: La grafica que has dibuixat no és del tot correcta en les proximitats del punt de
discontinuitat asimptotica x = -5. Saps per que?

A Ah si! La grafica ha de ser aixi (dibuixa una grafica en qué rectifica les dues
branques de la grafica en les proximitats de x = -5, de manera que la nova grafica

si que és la d’una funciod).

Les respostes dels alumnes ens van inclinar per considerar aquests tipus de grafiques com
a valides.

8 alumnes (20%) en alguna de les seves respostes van dibuixar grafiques que no ho eren
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de funcions, en valors que no estaven proxims dels valors de discontinuitat asimptotica.
Els errors eren de dos tipus:

1) dibuixar un tros vertical o bé inclinat cap a un costat

Per exemple, Patricia F. va respondre aixi ’apartat b):

2) Dibuixar grafiques com la grafica b de la segona pregunta del qiiestionari 1, és a dir
grafiques en les quals a molts valors de I’abscissa li corresponen dues imatges

Per exemple, Isabel G. va respondre aixi I’apartat a):

Aew

atens

U RSURU NO  |
o
IR o .

i ',;,"v:'
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Conclusions

1) Al comengament del tema de limits i continuitat hi havia molts alumnes que cometien
Ierror tipic de dibuixar grafiques de funcions escalonades unint els segments horitzontals
amb segments verticals, perqué no tenien clar que a cada valor de la variable independent
li ha de correspondre un unic valor de la variable dependent. La nostra intervencio a
classe per combatre aquesta idea va donar com a resultat que cap alumne unis amb un
segment vertical les discontinuitats de salt.

2) Lanostra conclusio €s que, si bé els alumnes no uneixen les discontinuitats de salt amb
segments verticals després d’estudiar aquest tipus de discontinuitat, un 20%, quan han
de coordinar el seu significat personal de funcié amb els significats personals de limit i
continuitat d’una funcié, continua considerant que una grafica ho és d’una funcid,
malgrat hi hagi valors de ’abscissa que tinguin més d’una imatge.

3) La conclusié que les respostes incorrectes a la pregunta 1 de I’examen son causades
per la dificultat d’utilitzar i connectar significats personals d’objectes personals. diferents
la basem en el fet que 6 dels 8 alumnes que van dibuixar grafiques que no ho eren de
funcions, en alguna de les grafiques de la pregunta 2 del qiiestionari 1 havien justificat la
seva resposta argumentant que no hi podia haver valors de la x amb més d’una imatge.
Per exemple, I’alumna Patricia.F., la resposta de la qual hem comentat a la pregunta 1 de

I’examen, anteriorment, havia respost aixi a la grafica di e de la pregunta 2 del giiestionari
1:

e
‘[]8 [(JNo ]S ©£JNe
Justiticacid de la resposta Justificacid de la resposta
l,Pu~ Je l.,\ e, VQA‘Q:-P_) é X V:Pu”c:‘_‘\-f“el LC L.a_hk t/a'p s é\ J»@S
Q bl EPf l\’\ CeTESpov. ‘::*{GS qoe Poa e e ormesrposw S g
= u/\-c‘b, C"( )

%_

4) Molts alumnes, quan han d’utilitzar el significat personal de funcié conjuntament amb
el significat personal de limit i continuitat d’una funci6, en les proximitats dels punts de
discontinuitat asimptotica, dibuixen grafiques que no ho sén de funcions, encara que son
capagos de dibuixar-les correctament quan se’ls fa observar el seu error.
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5) Les conclusions que vam treure en relacio als items 2-8 a partir del giiestionari 1, les
entrevistes amb alumnes i ’examen de limits i continuitat son:

ftem 2

[13

113

Molts alumnes no saben distingir la grafica d’una funci6é d’una que no ho
és.

Quasti tots saben buscar imatges d’un valor de I’abscissa utilitzant la
grafica de la funcio.

Molts alumnes tenen dificultats per reconéixer els punts d’una grafica
d’una funcid f{x) com els punts (x, Ax)).

No tenen clar que el simbol f{x) d’una banda representa la funcio i d’altra
banda indica la imatge de 1’abscissa x

Quasi tots saben utilitzar la formula d’una funci6 senzilla per buscar la
imatge d’un nombre.

Quasi tots saben utilitzar la férmula d’una funcié senzilla per buscar la
imatge d’una lletra.

Quasi tots saben que donada la formula d’una funcié com per exemple

~ flx)=x, els punts de la grafica son els punts (x, x°)

5.1.2.3 Qiiestionari 2

Enla traduccié <<grafica = expressié analitica>> podem distingir dues fases:

lﬂ

23

Elecci6 del tipus de funci6 d’ajust (interpolaci®). Es a dir, I’elecci6 d’una familia
de funcions f(x; Ay, ........ A.) en Iexpressié de les quals figuren & parametres.

Determinacio dels parametres A, , ........ A

Perqué un alumne de secundaria trobi la férmula d’una grafica com, per exemple,

aquestes:

<

¥
N
o~
H / H
_.i. w\@ £
e
.
7
LN

8746454324 1234586789810MH121Q

Ha de seguir el procediment seglient:

Identificar aquestes grafiques com a grafiques de funcions trigonomeétriques.
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. D’aquesta familia de funcions trigonométriques escollir la subfamilia
S (x)=asen (bx) +c.

. Determinar per a cada una de les dues grafiques anteriors el valor dels parametres
a,b,ic ‘

Per poder trobar I’expressi6 simbolica corresponent a les grafiques anteriors I’alumne
ha d’utilitzar els seus coneixements sobre:

1 Les funcions trigonométriques en general.

2 La funci6 sinus en particular.

3 Transformacions de funcions.

4 Graduaci6 d’eixos (no apareix la lletra 7).

La majoria dels alumnes tenen moltes dificultats per realitzar els passos anteriors.
L’explicacio d’aquestes dificultats s’ha de buscar en la falta d’activitats d’aquest tipus en
els exercicis escolares. Les activitats escolars en qué els alumnes treballen les funcions
normalment fan referéncia a funcions concretes considerades ailladament, pero es treballa
relativament poc les transformacions de funcions i les families de funcions, i encara es
treballa menys el pas de la grafica a I’expressi6 analitica d’una funcio.

Per tal d’analitzar la situaci6 dels alumnes en relaci6 als items 9-16 vaig passar el 30 de
setembre el qliestionari 2 en el curs de 34, que tenia per objectiu saber 1) la capacitat que
tenien els alumnes de reconéixer les grafiques de les funciones afins, quadratiques,
exponencials i trigonométriques i 2) la capacitat que tenien els alumnes de fer la traduccio
<<grafica <> expressio analitica>> quan la grafica era d’aquestes families de funcions.
Vaig comentar-los que el qiiestionari no tindria cap influéncia sobre la nota individual de
cada un d’ells, perd que era important de cara a prendre decisions sobre la marxa de la
classe. Per exemple, segons els resultats caldria repassar algun tema de cursos anteriors.
També vaig insistir-los que era molt important que les respostes reflectissin allo que
realment sabien i que no copiessin, ja que en aquest cas no tenia cap sentit. Els alumnes
van mostrar bona disposici6 per contestar el qliestionari i no van intentar copiar. Van
contestar el qiiestionari els 41 alumnes, un dels quals era Humberto R. que va ser canviat
dies després per Oscar T., el qual, per tant, no va respondre aquest qiiestionari.
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QUESTIONARI 2
R SO .5 o JRN—
" / | 1 Trobala formula de la funci6 que té el grafic segiient:
dl Resposta: f{(x)=.............. U
1
|| Justificacid de la resposta.
2 -1 1 2 3
A
/i u
-5
...... - i ,
b gl f 2 Troba la formula de la funcid que t€ el grafic segiient:
- .
\L'll I : jf ,,,,,,, Resposta: f(x) = ..........ccc.......
3 i ] Justificacid de la resposta:
\" e n‘l' f Hl
\ L)
..1 f
N
3 2 - 1 2 3
1 i
v 3 Troba la formula de la funci6 que té el grafic segient:
,,5
g Resposta: f{(x) = ............cco....
Lo Justificacio de la resposta:
o |
\':
2 1 \gi\L 2 3
Do \
o
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A
i

{
ot
B S
o /
(B
4 -
T B
e
| ¢,
32 ] 123

4 Troba la formula de la funcid que té el grafic segiient:
Resposta: f{x)=................. .

Justificacio de la resposta

5 Troba la formula de la funcio que té el grafic segiient:
Resposta: {(xX)=.......cc.cccoee.

Justificacié de la resposta:

6 Troba la formula de la funcid que té el grafic segiient:
Resposta: f(x)=....c...c.ccoc.

Justificacio de la resposta:

319



Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase I

7 Troba la férmula de la funcié que té el grafic segiient:

..................................................................... N
FUE S S S — S SR T - -
\ . ‘/’/ , ™~ //
LA =17 T T 3T T
N j/1 - ,._A,./g . \“‘:x-/i ’
............. I

Resposta: f(x) = e

Justificacid de la resposta:

8 Troba la formula de la funci6 que té el grafic segiient:

.
l

Lt

b

Resposta: {(x)=..............
Justificacio de la resposta:
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9 Troba la formula de la funcié que té el grafic segiient:

oyl

USSR Do Ji
b

Resposta: f(x) =

Justificacio de la resposta:

10 Troba la formula de la funcid que té el grafic segiient

Pl BN Rt
e s ; AN
1 /'/ \\‘\ } #'/ 4 —4
N % N LY R
N I A
Resposta: {(x) e

Justificacio de la resposta:
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11 Donades les funcions f(x) = -3x, g(x) =x/2, h(x) =3x + 2, i(x) =-x* +x + 1, j(x)
=x*+2, k(x) = 2/x, t(x) = -1/x . Identifica-les amb els grafics segiients i raona la teva
eleccio :
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Respostes al qiiestionari 2

Abans d’analitzar les respostes a les preguntes una a una cal avangar una de les
conclusions sobre tot el qiiestionari: els alumnes es poden classificar en tres grups. El grup
A son alumnes que utilitzen basicament taules (19) , el grup B son alumnes que utilitzen
que les grafiques pertanyen a una familia de funcions de formula tipus coneguda (17) i
el grup C sén alumnes que no es poden classificar en cap dels dos grups anteriors perqué
les seves explicacions no sén prou clares per poder-los assignar al grup 4 o al B o bé
perqué majoritariament han contestat en blanc ( 5 alumnes). L’ assignaci6 d’un alumne a
un grup, per exemple al grup 4, no vol dir que justifiqui totes les respostes a partir de
taules, sind que majoritariament ha utilitzat les taules en les seves justificacions.

Respostes a la pregunta 1

Sx)y= = | f)= | 2x9+1=0 | fix)= fx)=1x | fix)= | blanc
2x-1 x+1 x-1 2x-x-2 +x-1

24(59%) | 3(7%) | 3(7%) | 2(5%) 12%) | 12%) 12%) | 6(15%)

Conclusions a partir de les respostes a la pregunta 1

1) Només 24 alumnes (59%) responen correctament i el 41% és incapag de trobar la
formula de la funcio afi a partir de la grafica. Només 1 alumne (2%) déna com a resposta
un model de formula que no té per grafica una recta (f{x)=x*+x-1). Del grup 4 responen
correctament 8 (20 % sobre el total i 42% sobre el grup 4). Del grup B responen
correctament 15 (37 % sobre el total i 88% sobre el grup B). Del grup C un respon
correctament (2 % sobre el total 1 20% sobre el grup C).

2) En relacio a la justificacio de la resposta s’observen els procediments segiients:

Interpolacié: aquest métode consisteix a fer una taula de valors i trobar després una
formula tal que aquests valors compleixin. Per exemple (Laura N.):

Resposta: f(x) = ari R I

Justificacio de la resposta:

J(-0)=2.(4)1=-5 -5
}Lf)):f- 3-1=5h

323



Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase I

referéncia explicita al model y = mx+n. D’aquests 14 alumnes, 5 (12 %) fan la taula i
obtenen una formula equivocada, 1 (2%) fa la taula perd respon en blanc i 8 (20%)
responen correctament. Cal remarcar que el nombre de punts utilitzats varia de I'un al
set. Dels 14 alumnes, només 3 (7%) intenten explicar el que han fet amb paraules.
L’explicacio més elaborada és la de I’alumne segiient (David R.):

Resposta: f(x) = # x4

. Justificacié de la resposta:

!
|

» " » Ay . '/ ' \ - 3
1P st 8 (omad Adhn s cgahivadion te vie Nowade o Baapin oy N \p el

Preeaet Goued wipde @orpoe we e cwoditeds, o L0 O NS
L

Agsoson, - NS ) Sl o o\o

I

VIR . . ; ey . N S
RIS &5{%,%?_—5 o W e Rrtn, (Bn g {tmﬂy‘lsg (P PLiR=N ;o LS ‘};wkﬂ" Lg«»«l»_@

e St wnrs vehde Qs qun te ddehle -4, g Cle wdede

Primer he posat totes les coordenades en una taula. Després m'he fixat i me he donat compte de
que una de les coordenades, la del 0, 1'altra donava -1, Aix0 vol dir que a la x se li restava -1.
Perd després en les altres, com per exemple la del 3, m'he fixat que la y era 5, i aix0 vol dir que
era el doble -1. Aixi I'he trobada.

Utilitzacié explicita del model y = mx+n: Aquest procediment consisteix a identificar la
grafica com la grafica d’una funci6 d’una familia coneguda (les funcions afins) de la qual
sabem el model de formula, per després trobar els parametres del model. Dels 17 alumnes
del grup B, 2 no donen cap justificacio, dos diuen que és una recta i 13 alumnes (32 %)
fan referéncia explicita al model y = mx+nitots 13 responen correctament. Tots diuen
que troben 7 fixant-se en el punt de tall amb I’eix d’ordenades, 9 d’aquests 13 alumnes
(22%) utilitzen que el pendent és I’augment vertical dividit per I’augment horitzontal i 6
d’ells (15%) dibuixen un triangle. Per exemple (Raquel G):

— e e e
H :
@ K

Resposta: f(x) = . 2X.=A......

Justificacio de la resposta:

&2\ Ko = wevib,

. UU\.: ﬁ\ﬁ__&nl CC“CL\‘WQ«:G’ da LQ- uﬂ..Q.«{‘G.J

i

bage
9 b punt 3 dalia Ve é'w&mfﬁﬁ)

Pec Lact y = _3_.‘,_5(-;—(-4) = 9° X ~A

Només un dels 13 alumnes (Elisabeth G.) que han fet referéncia explicita al model y =
mx-+n (2%) diu que ha trobat el pendent a partir de la taula:
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xw
?

Resposta: fix) =.%

.................
g;‘ b

Justificacic de.,ld'_:r‘,ééposta:

Y ‘J ’
\if“%a’?; {” \‘

: a‘

LI o 340
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|
Utilitzacio de la geometria analitica: Aquesta tecnica consisteix a buscar I’equacié
vectorial de la recta per deduir-ne després I’equacio general. Només un alumne (2%)
(Luis J.G) del grup 4, en comptes d’utilitzar la taula, ha utilitzat aquesta técnica. Cal
remarcar que tots els alumnes la van estudiar el curs anterior:

ke dig et [ Resposta: ) = Bz 4.
N : ) Justificacio de la.resposta

Respostes a la pregunta 2

Alumnes 41(100%)

Conclusions a partir de les respostes a la pregunta 2:

. 1) Tots els alumnes responen correctament. 22 (54%) alumnes fan una taula de valors 1
responen f{x)=x* sense fer cap referéncia al fet que la grafica és una parabola. 14 alumnes
(34%) expliciten que la grafica és una parabola,

2) Sembla que en aquesta pregunta també es manifesten els dos procediments que hem

comentat a la pregunta anterior. Un grup d’alumnes fa una taula de valors a partir de la
grafica i després troba una férmula que compleixen aquests valors. Per a aquests alumnes
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el reconeixement de la grafica com la grafica d’una funcié d’una determinada familia de
funcions no sembla important. L’altre grup reconeix la grafica com la de la parabola
fx)=x" i després alguns confirmen, amb una taula de valors, que efectivament els punts
de la grafica son els punts (x, x*). Per exemple (Raquel G.):

Besposta: Hx) =

Justificovts de la resposta

%

v )
. H
N 7% g‘" : ii
PRI B RV s N = R o
i = B P & o ?
%5 EY . 56 - e :..
,z:%i, 5 E,g-&.&“fst'»ﬁ&ﬂ‘ s ﬂﬁzﬁ&m fnBring P 4
et 03 {5 é’@i‘ 55 e B B
L . S S TR &R 5 ERVRRATY :
Pt i, Byon MO
; L

Respostes a la pregunta 3

o= o= | M= A= |f9= |fw= |[Ax= | blanc
-3x+2 2x-1 x+2 -x° x-2 x-6 x-1

22 (534%) | 12%) | 2(5%) | 12%) | 12%) | 1(2%) | 1(2%) | 12 (29%)

Conclusions a partir de les respostes a la pregunta 3

1) Només 22 alumnes (54%) responen correctament i el 46% és incapag de trobar la
formula de la funci6 afi a partir de la grafica. Només 1 alumne (2%) dona com a resposta
un model de formula que no té per grafica una recta (fx)=x’). Del grup A responen
correctament 7 (17 % sobre el total i 37% sobre el grup 4). Del grup B responen
correctament 15 (37 % sobre el total i 88% sobre el grup B). Del grup C no n’hi ha cap
que respongui correctament.

2) Els 14 alumnes (34%) que per respondre la pregunta 1 van utilitzar la interpolacio,
sense cap referéncia explicita al model y = mx-+n , també la utilitzen ara. 3 (7%) fanla
taula i obtenen una formula equivocada, 4 alumnes (10%) responen en blanc i 7 (17%)
responen correctament. Cal remarcar que 2 alumnes (5%) que no havien contestat
correctament la primera pregunta ara si que ho fan i que 1 alumne (2%) que havia
contestat correctament la pregunta primera ara respon incorrectament, i que 3 alumnes
(7%) que havien contestat correctament la pregunta primera ara responen en blanc.
S’observa doncs una petita disminucié de respostes positives entre els alumnes que
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utilitzen aquest procediment per obtenir I’expressio simbolica de la funcid a partir de la
grafica.

3) Els 13 alumnes (32%) que fan referéncia explicita al model y = mx-+n per respondre
a la primera pregunta, continuen utilitzant aquest procediment per respondre
(correctament) la tercera pregunta.

3) L’alumne que utilitza explicitament el model y = mx+n per respondre les preguntes
11213 té una técnica més potent que el que utilitza la interpolacié. Aixo és aixi perque

I’éxit en la interpolacié depen molt del nombre de valors escollits per fer la taula.

Pregunta 4

-1 | fx)y=x*-2 |fx)=3x-1 |blanc
y | 12%) 1(2%) 1(2%)

Conclusions:

1) 38 alumnes (93%) responen correctament. Només 1 alumne (2%) ddna com a resposta
un model de férmula que no correspon a una parabola (f{x)=3x-1). Del grup A responen
correctament 19 (46 % sobre el total i 100% sobre el grup 4). Del grup B responen
correctament 17 (41% sobre el total i 100% sobre el grup B). Del grup C 2 responen
correctament (5% sobre el total i 40% sobre el grup C)

2) Dels 38 alumnes que responen correctament,. 19 alumnes (46%) fan una taula de
valors i responen f{x)=x” -1 sense fer cap referéncia al fet que la grafica és una parabola.
17 (41%) d’aquests 19 alumnes son del grup 4, 1 2 alumnes (5%) son del grup B. Aquests
dos alumnes havien respost les preguntes 1 i 3 utilitzant el model y = mx+n mentre que
ara utilitzen la interpolacio.

3) 13 (32%) dels 17 alumnes del grup B utilitzen que la grafica és de la familia de les

paraboles (9 ho diuen explicitament). Aquests 13 alumnes donen justificacions basades
en les transformacions de les grafiques. Per exemple (Alex A.):
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Fespostn: {3

Jnstificacic de B resposts.

Es una parabola, elevat al quadrat i com que és un lloc cap a abaix, -1

4) Cal remarcar que un alumne del grup B (Albert C) que ha utilitzat els models y =
mx+n. en les preguntes 1i3 1 el model <<parabola>> a la pregunta 2 ara intenta trobar
la formula de la parabola utilitzant la mateixa técnica que ha utilitzat en el cas de les rectes

-~
g3

Resposta: Bxy = X =, 4. .

Justificacts de fy vesposty

Aquest alumne ha utilitzat que el pendent és "augment vertical dividit per I’augment
horitzontal i que I’ordenada a I’origen és I’ordenada del punt de tall amb 1’ eix d’abscisses
per respondre les preguntes 1 i 3 i en la pregunta 4 insisteix en la utilitzacié d’aquest
procediment. Pero el que és més destacable és que ho fa correctament, ja que fa 1’augmerit
vertical dividit per 1’augment horitzontal no entre dos punts qualsevol siné que ho fa entre
el vértex i un punt de la parabola situat una unitat cap a la dreta, amb la qual cosa obté
correctament e coeficient de x*. Aixo és aixi perqué el coeficient de x és el pendent de
la recta que passa pel vértex (p , ¢ ) ipel punt (p + 1, fip + 1)) de la parabola.

fx) =ax-py+q ;/(p+1)= ap+1-pf+q =a+gq

fo+1)-fb) a+a-q

p+l-p- 1
Aquest alumne també aplica aquest procediment per contestar correctament la pregunta
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seguent.

5) En aquesta pregunta també es manifesten els dos procediments que hem comentat a les
preguntes anteriors. Un grup d’alumnes primer fa una taula de valors a partir de la grafica
i després troba una férmula que compleixen aquests valors. Per a aquests alumnes el
reconeixement de la grafica com la grafica d’una funcié d’una determinada familia de
funcions no sembla important. L altre grup reconeix la grafica com la d’una parabola, la
qual cosa li suggereix una férmula amb x* que ha trobat amb una taula de valors o bé
utilitzant les transformacions de funcions.

Respostes a la pregunta 5

fx)= SO= [f)=- = |M= |Ax)= [Ax)=x~1, | blanc
x*-1 x2+1 -1 x+2 x*-1 V-1 | x=-1 .

28 (68%) |3 (7%) | 12%) |25%) | 12%) | 12%) | 12%) 4(10%)

Conclusions a les respostes a la pregunta 5:

1) 28 alumnes (68%) responen correctament i 5 alumnes (12%) donen com a resposta un
model de formula que no correspon a una parabola. Del grup A responen correctament 12
(29 % sobre el total i 63% sobre el grup 4). Del grup B responen correctament 14 (34%
sobre el total i 82% sobre el grup B). Del grup C, 2 alumnes responen correctament (5%
sobre el total i 40% sobre el grup C).

2) Dels 28 alumnes que responen correctament, 13 sén del grup 4. Aquests alumnes fan
una taula de valorsiresponen sense fer cap referéncia al fet que la grafica és una parabola.
2 alumnes (5%) son del grup B, és a dir, que havien respost les preguntes 1 i 3 utilitzant
el model y = mx+tn i ara utilitzen la interpolacié, un és del grup C i també utilitza una
taulai1 és del grup 4, pero en aquest cas utilitza que la grafica és una parabola i no fa cap
taula. Els altres 11 son del grup B i responen sense utilitzar taules. Dels 28 alumnes 19 han
utilitzat la interpolacié. D’aquests 19 alumnes, 13 ( 32% sobre el total i 68% sobre els 19))
han respost correctament, 2 en blanc (5% sobre el total i 11% sobre els 19) i 4 ho han fet
incorrectament (10% sobre el total i 21% sobre els 19).

3) Els alumnes que fan referéncia explicita al fet que la grafica és la d’una parabola pero

no al'ludeix a cap taula de valors donen justificacions basades en les transformacions de les
grafiques. Per exemple (Angela L):
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Respostr: = - w7 Bk

Justifiectt de la reposio

4) Cal remarcar que alumnes que havien utilitzat la interpolacié en les tres primeres
preguntes ara donen justificacions basades en el model parabola i en les seves
transformacions i que alumnes que no havien utilitzat interpolacid en les preguntes
anteriors ara la utilitzen.

Respostes a la pregunta 6

Sx)=x+4 1(2%)
fix)y=x-1 1(2%)
Jx) = 1/x* 1(2%)
fx) = 2x+1 12%)
fx)=x>+1 2(5%)
x-y+1 1(2%)
fx)=x*/x 1(2%)
Sx)=x+2 1(2%)
f)=-x*/2-x2+1 1(2%)
Sflo)=2* 5(12%)
fix)=¢* 3(7%)
blanc 22(54%)

Conclusions a partir de les respostes a la pregunta 6:

1) 5 alumnes (12%) responen correctament i 8 (20%) reconeixen la grafica com la d’una
funcio exponencial. 11 alumnes (27%) donen com a resposta un model de formula que no
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correspon a una exponencial. Del grup 4 responen correctament 2 (5 % sobre el total i
11% sobre el grup 4). Del grup B responen correctament 2 ( 5% sobre el total i 12% sobre
el grup B). Del grup C, 1 alumne respon correctament (2% sobre el total i 20% sobre el

grup C).

2) Els alumnes que utilitzen la interpolacio tenen poc éxit en 'intent de trobar la formula
de la grafica de la pregunta 6. Aix0 és aixi perqué, malgrat que en les seves respostes no
utilitzen explicitament un model de formula, implicitament tenen tendéncia a fer una
hipotesi de formula de primer o segon grau. Aquest fet comporta que tinguin moltes
dificultats per trobar la formula quan la grafica de la funcid no és d’aquest tipus.

3) Els alumnes que utilitzen un model de funci6 també tenen molt poc éxit. En aquest cas
la causa és el desconeixement del model exponencial, la qual cosa s’explica per la manera

d’impartir el tema de les exponencials el curs anterior.

4) Cal remarcar que dos alumnes del grﬁp A iun del grup B van respondre f{x) =¢* . En
aquest cas és evident que van reconéixer la grafica com la d’una funcid exponencial.

Respostes a les preguntes 7-10
Els alumnes podien utilitzar la calculadora i només havien de reconeixer que les quatre
grafiques corresponen a les funcions trigonométriques ( sinus, cosinus, tangent i cotangent)

i relacionar cada grafica amb la formula corresponent. Les respostes foren:

Funcio sinus

f)= Jfx)= | Altres funcions | funcions no | Blanc
sen x cos X trigonométriques | trigonométriques

13 (32%) | 4(10%) |2 (5%) 5 (12%) 17 (41%)

Funcio cosinus

fo= f(x)= | Altres funcions | funcions no | Blanc
cos x sen x trigonometriques | trigonometriques

11(29%) | 4(10%) | 3 (7%) 2 (5%) 20 (49%)

Funcio tangent

fx)= Jx)= Altres funcions | funcions no | Blanc
tg x cotg x trigonométriques trigonométriques

6(15%) | 6(15%) |4 (10%) 0 (0%) 25 (61%)
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Funcio cotangent

f)= fx)=tgx | Altres funcions | funcions no |Blanc
{ cotg x trigonométriques | trigonométriques

16(15%) | 7(17%) |3 (7%) 2 (5%) 23 (56%)

Conclusions a partir de les respostes a les preguntes 7-10;

1) En aquestes quatre preguntes vam procurar reduir la dificultat de 1’ajust al minim. En
les marques de graduacio apareix la lletra 7, i I’alumne no havia de buscar. cap parametre.
Només havia de reconéixer que les quatre grafiques corresponen a les funcions
trigonometriques. Un exemple de reconeixement és la resposta segiient (Alberto C.):

Resposta: f(x) = . @, HPNS )

, Justificacid de la resposta;

} _

| . " &

| g & 6;@ 5’&1 x osfnd %c\ Cj{&i fCea

2) En aquest cas el métode d’interpolacié basant-se en una taula obtinguda a partir de la
grafica nomeés podia servir per discriminar entre les diferents funcions trigonometriques.
Es a dir, préviament s’havia de fer la hipotesi que la grafica corresponia a una funcié
trigonométrica i després comprovar amb la taula que la hipotesi era la correcta (els
alumnes podien utilitzar la calculadora). Aixo vol dir que tant el grup 4 com el B havien
d’utilitzar explicitament un model de funcio. Aixo és el que va fer el segiient alumne del
grup A (Luis J.G.):

- Resposta: f(x) =5.\ﬂ .
: Justiﬁcaé’io’ de la resposta:

B -\ 0= O
B,

Sim 110 B

2) Només 4 alumnes del grup 4 (10% sobre el total i 21% sobre el grup B) responen
correctament a la pregunta 7 (sinus), mentre que del grup B ho fan correctament 9
alumnes (22% sobre el total i 53% sobre el grup B).

Només 1 alumne del grup A (2% sobre el total i 5% sobre el grup A) respon
correctament la pregunta 8 (cotangent), mentre que del grup B ho fan correctament 5
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