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Capitulo 1

Introduccién

1.1 Conveccién térmica en sistemas en rotacién

Una de las motivaciones de la investigacién en conveccién térmica en sistemas
en rotacién es su aplicacién en los campos de la Astrofisica y la Geofisica. En las
atmésferas de planetas mayores como Jupiter, Saturno y Urano, y en estrellas como
el Sol, se producen movimientos de fluidos a gran escala originados por diferencias
de temperatura y dominados por la profunda influencia de la rotacién en el sistema,
convectivo. También en el interior de la Tierra, en su ntcleo liquido formado princi-
palmente por hierro, tiene lugar una circulacién convectiva importante. Estos flujos
tienen en comin, por una parte, la geometria esférica y por otra, el papel determinan-
te jugado por la fuerza de Coriolis, que hace que la dindmica en sistemas en rotacién
difiera sorprendentemente de la observada en sistemas sin rotacién.

El estudio global de este tipo de fenémenos, utilizando modelos que reproduzcan
de forma realista las condiciones del sistema fisico, resulta inabordable. La geometria
esférica supone una de las principales dificultades, debido a que el dngulo formado
por la gravedad radial y el vector de rotacién cambia con la latitud. Esto hace que
las simulaciones numéricas tridimensionales en capas esféricas sean extremadamente
costosas y dificulta la obtencién de soluciones analiticas lineales y débilmente no linea-
les. Los trabajos tedricos existentes, entre los que destacan los realizados por Zhang,
Busse y colaboradores (e.g. Zhang & Busse, 1987; Zhang, 1992; Zhang & Gubbins,
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1993), estudian solamente algunos aspectos puntuales de la conveccién en geometria
esférica. A las dificultades tedricas hay que afiadir la imposibilidad de reproducir en
el laboratorio un sistema esférico en el que la gravedad sea radial, pues la gravedad
local siempre estard presente. De hecho, la unica forma de conseguir una gravedad
radial utilizando esta geometria consiste en realizar el experimento en el espacio, en
condiciones de ingravidez. Por ejemplo, Hart et al. (1986) realizaron experimentos en
el entorno de microgravedad del Spacelab3, que viajo en la lanzadera Challenger en
1985. Utilizaron una celda semiesférica en rotacién en la que impusieron gradientes de
temperatura radiales y latitudinales. La gravedad radial se modelé estableciendo un
campo eléctrico fuerte entre la superficie interior y exterior de la celda que producfa
una fuerza de polarizacién radial dependiente de la temperatura. El orden de mag-
nitud de la gravedad electrostatica que se puede conseguir de esta forma es pequeiio
(tipicamente, una décima parte de la gravedad terrestre), por lo que el experimento
se ha de llevar a cabo en condiciones de microgravedad para que no sea contaminado
por la gravedad real. Los resultados experimentales obtenidos muestran una gran va-
riedad de estructuras convectivas, observadas al variar los gradientes de temperatura
radial y latitudinal, la rotacién y la intensidad de la gravedad electrostética. De todas
formas, se puede considerar que la investigacién en capas esféricas estd aun en sus
comienzos. Por este motivo, resulta ttil considerar modelos simplificados, en los que
se utilicen geometrias alternativas, que permitan estudiar la influencia de un conjunto
determinado de procesos fisicos de forma aislada y que a su vez permitan profundizar
en el conocimiento de la naturaleza de las transiciones que se producen en los sistemas
con rotacién.

La dindmica en los sistemas convectivos en rotacién estd basicamente influencia-
da por la orientacién relativa de los vectores gradiente de temperatura, rotacién y
gravedad. Entre las geometrias mas estudiadas en el caso de que los tres vectores
tengan la misma direccién, destacan los trabajos realizados en capa plana y en cilin-
dros verticales, ambos con calentamiento inferior. Los sistemas resultantes modelan
la conveccién en latitudes altas de sistemas esféricos.

El problema clésico de Rayleigh-Bénard, en el que se generan estructuras convec-
tivas imponiendo un gradiente de temperatura vertical, ha proporcionado la base de
muchos estudios de conveccién con rotacién. En la mayoria de los estudios tedricos
se considera el sistema ilimitado en el plano horizontal (Chandrasekhar, 1961), lo que
facilita la resolucién del problema lineal. Cuando la diferencia de temperaturas, habi-
tualmente medida con el nimero adimensional de Rayleigh, sobrepasa un cierto valor
critico se inicia la conveccién en el sistema. En ausencia de rotacién este valor critico
es independiente de las propiedades del fluido (nimero de Prandtl, o), y sélo depen-
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de de las condiciones de contorno. La inestabilidad dominante es estacionaria, y da
lugar a una estructura de rollos cuando las condiciones de contorno en las superficies
horizontales son idénticas y la conveccién es Boussinesq. El estudio de la estabilidad
lineal de la solucién primaria frente a pertubaciones bidimensionales y tridimensio-
nales muestra que los rollos son inestables frente a distintos tipos de inestabilidades
secundarias, que son o no dominantes dependiendo del valor de los pardmetros, y cu-
yos limites de estabilidad est4n recogidos en un diagrama que se conoce como Busse’s
balloon (Busse & Clever, 1979; Clever & Busse, 1974).

Si se afiade una rotacién uniforme alrededor de un eje vertical, el sistema resul-
tante se ha utilizado como modelo de la conveccién en las regiones polares de capas
esféricas. En este caso, el ntimero de Rayleigh critico es funcién de la rotacién y
del nimero de Prandtl. Uno de los estudios tedricos pioneros en este sistema fue el
andlisis lineal de estabilidad realizado por Chandrasekhar con diferentes condiciones
de contorno (Chandrasekhar, 1953, 1961). La teorfa lineal predice que para valores del
numero de Prandtl superiores a un valor critico (0 > 0.68), la inestabilidad es esta-
cionaria. Sin embargo, si el nimero de Prandtl es inferior, la inestabilidad puede dar
lugar a movimientos estacionarios u oscilatorios, dependiendo del valor del nimero
de Prandtl y de la rotacién. La conveccién oscilatoria es dominante si la rotacién es
lo suficientemente elevada.

Veronis (1959, 1968) y Somerville (1971) iniciaron los estudios tedricos de la
conveccién para flujos de amplitud finita considerando movimientos bidimensiona-
les débilmente no lineales, con condiciones de contorno de esfuerzos cortantes nulos v
de adherencia, respectivamente. La teoria lineal parece no ser suficiente para describir
el comportamiento del sistema para valores pequefios del nimero de Prandtl. Veronis
(1968), considerando un fluido de ¢ = 0.2, mostré que existe conveccién estacionaria
subcritica para valores intermedios de la rotacién. También cuando las condiciones
de contorno son de adherencia, se obtienen soluciones estacionarias para valores del
numero de Rayleigh inferiores al nimero de Rayleigh critico correspondiente a la ines-
tabilidad oscilatoria siempre que ¢ < 1 (Clever & Busse, 1979). Este fenémeno tiende
a desaparecer para valores elevados de la rotacién.

Kippers & Lortz (1969); Kiippers (1970) usaron ecuaciones de amplitud para es-
tudiar la estabilidad de los rollos convectivos no lineales a medida que la rotacién
aumenta. Inicialmente, consideraron el caso ¢ = oo y esfuerzos cortantes nulos en las
superficies horizontales (Kiippers & Lortz, 1969). Cuando la rotacién es baja, encon-
traron que para valores ligeramente supercriticos del nimero de Rayleigh dnicamente
es estable la solucién bidimensional en forma de rollos. A medida que la rotacién au-
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menta, los rollos seleccionados en el inicio de la conveccién pierden estabilidad frente
a un segundo conjunto de rollos girados aproximadamente 58° respecto a la estructura
inicial en la direccién de la rotacién, que a su vez resultan ser inestables frente a otro
conjunto girado otros 580, Por tanto, para rotaciones suficientemente elevadas no hay
rollos convectivos estables cerca del inicio de la conveccién y se produce directamente
una transicién del estado conductivo a un estado convectivo con dependencia tem-
poral. Este mecanismo de inestabilidad se conoce como inestabilidad de Kiippers y
Lortz. Esencialmente, se obtienen los mismos resultados cuando se generaliza a valo-
res finitos del nimero de Prandtl y superficies adherentes. Este analisis se extendié a
un régimen més alejado de la transicién en los trabajos de Clever & Busse (1979) y
Busse & Heikes (1980), que confirman los resultados obtenidos por Kiippers & Lortz
para amplitudes pequefias.

Respecto a los trabajos experimentales en este sistema son, en general, menos
abundantes que los teéricos y en ellos se utiliza un cilindro o una caja rectangular
de pardmetro de forma grande como aproximacién al caso indefinido. En la década
de los 50, se confirmaron experimentalmente de forma cualitativa los resultados de
la teoria lineal. Por ejemplo, en los experimentos de Fultz et al. (1955); Nakagawa
& Frenzen (1955) realizados con agua y considerando la superficie superior libre, se
observaron las inestabilidades estacionaria y oscilatoria del flujo conductivo, aunque
los valores criticos del nimero de Rayleigh obtenidos para la inestabilidad oscilatoria
eran superiores a los teéricos. Posteriormente, se realizaron estudios detallados para
determinar €l inicio de la conveccién con las dos superficies rigidas, configuracién que
resulta m4s adecuada para comparar con los resultados tedricos. Rossby (1969) hizo
un estudio exhaustivo para el caso del agua (o = 6.7) y del mercurio (o0 = 0.025)
y Krishnamurti (1971) utiliz6 agua y aceite de silicona (o = 100). Estos trabajos,
que estén entre los trabajos experimentales mas relevantes en sistemas en rotacién,
muestran que se produce una transicién de un flujo estacionario a uno con depen-
dencia temporal a medida que se incrementa la rotacién, siendo los valores criticos
de la rotacién del mismo orden que los predichos por Kiippers (1970). Este sistema
ha continuado recibiendo atencién experimental y, entre alguno de los experimentos
realizados més recientemente, cabe mencionar los trabajos de Lucas et al. (1983) y
Pfotenhauer et al. (1984) con *He (0.49 < o < 0.76).

En el caso de un recipiente cilindrico, en el que la invarianza por rotacién se man-
tiene, la solucién en el inicio de la conveccién continta siendo estacionaria si no hay
rotacién, aunque su forma puede diferir bastante de la estructura en rollos paralelos
caracteristica del caso indefinido, pues es una solucién tridimensional que debe ajus-
tarse al contorno (Jones & Moore, 1979; Buell & Catton, 1983; Marqués et al., 1993).
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Goldstein y colaboradores estudiaron tedricamente la conveccién en un cilindro en
rotacién motivados por los resultados experimentales de Zhong et al. (1991, 1993)
con agua, que mostraban que el estado conductivo pierde estabilidad frente a un es-
tado no axisimétrico espiral que precesiona en sentido contrario a la rotacién. Los
resultados del andlisis de estabilidad lineal de Goldstein et al. (1993, 1994) pusieron
de manifiesto la existencia de dos tipos distintos de modos de inestabilidad. Por una,
parte, los modos de precesién lenta o body modes, que pertenecen al tipo de soluciones
convectivas presentes en el cilindro sin rotacién Y se caracterizan por tener una am-
plitud grande en el interior del dominio. Estas soluciones, si rompen la axisimetria,
viajan en la direccién azimutal, aunque su precesion es lenta. E] segundo tipo de
modos, los modos de precesién rapida o wall modes, estdn confinados a la vecindad
de las paredes laterales, son siempre no axisimétricos, y su precesién es mucho mayor.
Para valores moderados o grandes del ntimero de Prandtl, el sistema selecciona los
modos lentos de conveccién para rotaciones suficientemente bajas y pardmetros de
forma (relacién entre anchura y altura del cilindro) grandes. Al aumentar la rotacién,
pasan a ser dominantes los modos rapidos. Los modos de precesién lenta propor-
cionan la conexién entre los resultados para capa finita e indefinida, pues al hacer
tender el pardmetro de forma a infinito se recupera el valor del nimero de Rayleigh
critico obtenido por Chandrasekhar (1961) y la frecuencia tiende a cero. Para valores
pequefios del nimero de Prandtl, el nidmero de modos relevantes es mucho mayor y el
anélisis es m4s complicado. Bésicamente, el tipo de modos es el mismo, pero el rango
de pardmetros en que domina uno u otro est4 peor delimitado, debido a la interaccién
complicada entre modos marginalmente estables.

Entre los sistemas convectivos en los que los vectores gradiente de temperatura,
rotacién y gravedad no tienen la misma direccién, ha recibido una gran atencién la
conveccion térmica originada por un calentamiento radial en un anillo cilindrico en
rotacion uniforme alrededor de su eje. Los trabajos en los que se estudian diferentes
aspectos de la dindmica generada por un gradiente de temperatura desestabilizador
perpendicular a la rotacién son numerosos, y se pueden agrupar atendiendo a la direc-
cién del vector gravedad. Si la gravedad actta en direccién ortogonal al gradiente de
temperatura (antiparalela al vector de rotacién), el sistema admite un estado basico
axisimétrico denominado wiento térmico, mientras que si la gravedad es paralela al
gradiente de temperatura, la dindmica que se observa se origina por inestabilidades de
un estado conductivo, en el que el Auido ests en reposo y el calor se transporta exclu-
sivamente por conduccién térmica. Estas dos situaciones se conocen como baroclinica
y barotrdpica, respectivamente.




6 Cap. 1. Introduccién

El problema baroclinico ha permitido entender la dindmica de las ondas ba-
roclinicas que se producen en las atmésferas para latitudes medias. Estas perturbacio-
nes se encuentran entre las componentes més energéticas de la circulacién atmosférica,
por lo que es necesario conocerlas detalladamente para predecir el comportamiento
atmosférico. Aunque los primeros intentos de modelar en el laboratorio la influencia
de la rotacién en la conveccién utilizando un gradiente de temperatura horizontal se
remontan al siglo pasado, €l inicio de estudios experimentales regulares en este tipo de
sistemas se debe a Hide. Estos estudios fueron continuados en numerosos trabajos por
Hide y sus discipulos y por Fultz y colaboradores (Hide, 1953; Fultz, 1961; Hide, 1958;
Hide & Mason, 1975). Un anillo cilindrico calentado horizontalmente y con gravedad
vertical exhibe una gran variedad de regimenes convectivos, que se pueden agrupar
en axisimétricos y no axisimétricos. Los flujos axisimétricos consisten basicamente en
movimientos laminares estacionarios, en los que se produce una circulacién concen-
trada en las capas limite. Respecto a los flujos no axisimétricos, pueden ser regulares
espacialmente —ondas estacionarias, regimenes en los que se producen vacilaciones
espaciales, en la amplitud,...~ o irregulares. Los estudios experimentales de Hide &
Mason (1975), con la superficie superior libre, o de Fein & Pfeffer (1976) y Read et al.
(1992), con superficies adherentes, se concentran en regimenes altamente no lineales
o cabticos y en ellos se describen distintos tipos de flujos convectivos.

La mayoria de los trabajos teéricos, que intentan reproducir la variada dindmica
observada en el anillo en rotacién (e.g. Hignett et al., 1985), se concentran en modelos
matematicos lineales y débilmente no lineales basados en la teorfa cuasigeostrofica.
Los anslisis de estabilidad lineal determinan las condiciones bajo las que es seleccio-
nado un régimen axisimétrico y muestran que aparecen ondas baroclinicas tras una
inestabilidad de este estado axisimétrico. La teoria débilmente no lineal se centra en
situaciones ligeramente supercriticas, cercanas al inicio de la inestabilidad, en las que
uno o dos modos son linealmente inestables. En distintos estudios se ha considerado
la saturacién de las ondas baroclinicas inestables para dar lugar a estados estaciona-
rios o a estados vacilantes periédicamente (Hart, 1979). Algunos anlisis posteriores
muestran que estados con una estructura espacial muy sencilla pueden sufrir transi-
ciones a regimenes caéticos (Gibbon & McGuinness, 1980; Pedlosky & Frenzen, 1980;
Brindley & Moroz, 1980).
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1.2 Presentacién del trabajo. Objetivos

En el presente trabajo se pretende estudiar la dindmica de un fluido Boussinesq
confinado en un anillo cilindrico, en rotacién alrededor de su eje de simetria, calentado
por su pared interior y sometido a la accién de un campo gravitatorio radial dirigido
hacia el eje del cilindro, mediante simulacién numérica directa de las ecuaciones de
Navier-Stokes. Para inducir una inestabilidad térmica en el sistema es necesario
mantener el cilindro interior a una temperatura superior a la del cilindro exterior,
puesto que la fuerza gravitatoria estd dirigida hacia el eje del anillo. Fl sistema,
resultante, que es un ejemplo de problema barotrdpico, pues no existe componente de
la gravedad perpendicular al gradiente de temperatura, constituye un modelo simple
de la conveccién en regiones ecuatoriales de atmosferas planetarias y estelares.

El problema barotrépico ha sido mucho menos estudiado desde el punto de vista
experimental que el caso baroclinico. Entre los estudios en este tipo de sistemas, cabe
destacar el trabajo teérico y experimental realizado por Busse y colaboradores en un
anillo cilindrico en rotacién con calentamiento radial. Busse (1970, 1986) estudié el
inicio de la conveccién en un anillo en el que la fuerza centrifuga emula la gravedad
radial, considerando el limite de rotaciones altas y utilizando la aproximacién de
entrehierro del anillo estrecho. Esta aproximacién permite despreciar los efectos de 1a
curvatura y utilizar coordenadas cartesianas. En estas condiciones, cuando las tapas
del anillo son planas y se considera que en ellas los esfuerzos cortantes son nulos, la
conveccion tiene lugar en forma de columnas de Taylor estacionarias paralelas al eje
de rotacién. En estas soluciones se produce un balance geostréfico basico en el que el
término de Coriolis es compensado por un gradiente de presiones adecuado. Cuando
se consideran las tapas del anillo inclinadas, estas columnas bidimensionales viajan
en la direccién azimutal con una velocidad angular constante respecto a las paredes
laterales. En Busse (1986) estos modos convectivos se denominan ondas térmicas de
Rossby porque en el limite en el que la relacién de radios del anillo tiende a uno y
el nimero de Prandtl tiende a Cero, se recupera para ellos la relacién de dispersién
de las ondas de Rossby. En trabajos posteriores se estudian diferentes aspectos de la
dindmica de estas soluciones (Or & Busse, 1987; Schnaubelt & Busse, 1992; Herrmann
& Busse, 1997).

Por otra parte, el problema de la conveccién en un anillo cilindrico se puede abor-
dar desde el punto de vista més general de la teorfa de bifurcaciones en sistemas en
rotacién. Basdndose en las simetrfas del sistema, Knobloch (1994, 1996) estudis el
tipo de bifurcaciones que se pueden producir en sistemas en rotacién, comparandolas
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con las bifurcaciones que se encuentran en sistemas sin rotacién. En ese trabajo, se
hace hincapié en los comportamientos genéricos que se observan en estos sistemas,
determinados en gran medida por sus simetrias, que afectan tanto a la estabilidad
lineal, como a la evolucién no lineal de las inestabilidades, y no se consideran los me-
canismos fisicos especificos que dan lugar a estas inestabilidades. Cuando se introduce
la rotacién en un sistema, se modifican sus simetrias. Asf, una esfera, un cilindro o
un anillo cilindrico en rotacién con las mismas condiciones de contorno son invarian-
tes bajo rotaciones alrededor del eje de rotacién (simetria SO(2)) y bajo reflexiones
respecto al plano ecuatorial (simetria Z,), pero un cilindro o un anillo cilindrico en
reposo tienen una simetria adicional, la de reflexién respecto a planos verticales que
contienen al eje, por lo que su grupo de simetria es 0(2), y una esfera en reposo
tiene dos simetrias de reflexién adicionales (simetria O(3)). Knobloch (1994) muestra
que siempre que en un modelo con simetria SO(2) aparece una estructura que rompe
la simetria de rotacién, esta estructura viaja en la direccién azimutal. Es decir, la
presencia de estructuras con precesion (ondas viajeras), tan abundantes en sistemas
en rotacién, se asocia a sistemas con simetria SO(2). Ademss, se advierte que utili-
zar modelos simplificados de sistemas en rotacion, basados en aproximaciones vélidas
localmente, que no compartan las simetrias del problema original puede dar lugar a
comportamientos cualitativamente diferentes en ambos sistemas. Desde este punto de
vista, la suposicién de entrehierro estrecho frecuentemente utilizada para aproximar
la convecci6n en un anillo, introduce simetrias adicionales en el problema (simetria
de reflexién respecto al plano medio de la capa), lo que podria impedir la existencia
de algiin otro tipo de solucién que s{ estuviera presente en el problema general.

Con la resolucién del problema de la conveccién térmica en un anillo cilindrico en
rotacién se pretende contribuir al estudio del origen de las estructuras con precesién en
los sistemas en rotacién. Para ello, se parte de una formulacién general del problema
en la que se introducen elementos que no se habian considerado en trabajos anteriores.
En primer lugar, se trabaja con coordenadas cilindricas, lo que permite tener en
cuenta la curvatura de la capa. La rotacién no se restringe a valores elevados, con
el objetivo de analizar su influencia en el tipo de estructuras seleccionadas por el
sistema. Ademss, se consideran diferentes condiciones de contorno para la velocidad
en las tapas del anillo, para estudiar la influencia de las condiciones de contorno en
el tipo de inestabilidad primaria.

La memoria se ha estructurado en siete capitulos. Tras este primer capftulo in-
troductorio, en el capitulo 2, se describe el sistema que se ha estudiado a lo largo de
todo el trabajo, se formula el problema, escribiendo las ecuaciones de Navier-Stokes
y especificando las condiciones de contorno que se verifican, y se introduce la formu-
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laci6n alternativa de las ecuaciones mediante potenciales de la velocidad que se ha
utilizado en la mayor parte del analisis numérico realizado.

Los capftulos 3 y 4 estdn dedicados a analizar la estabilidad lineal del estado
conductivo cuando se consideran esfuerzos cortantes nulos y adherencia en las tapas
del anillo. En el primer caso, ademds de las columnas de Taylor, se identifica un nuevo
tipo de modo convectivo, celdas tridimensionales con precesion, y se estudia cudl es
el modo seleccionado en el inicio de la conveccién en funcién del valor de los distintos
pardmetros del sistema. Las soluciones que se obtienen en el segundo caso, al cambiar
las condiciones de contorno, son totalmente diferentes y se han agrupado en las que
corresponden a rotaciones altas y a bajas. Se han incluido también los resultados
obtenidos cuando se generalizan las condiciones de contorno para la velocidad.

En los capitulos 5 y 6 se analiza la estabilidad lineal del flujo primario que resulta
ser dominante para rotaciones altas, las columnas de Taylor, considerando pertur-
baciones independientes de la coordenada axial. En el primero de ellos, se utilizan
técnicas de continuacién que permiten seguir ramas de soluciones estacionarias y de-
tectar las bifurcaciones que se producen con elevada precisién. En el segundo, se
integran temporalmente las ecuaciones de evolucién, se obtienen soluciones estables
con dependencia temporal y se analiza la secuencia de bifurcaciones que se produce
hasta que se alcanza un régimen cadtico. Finalmente, en el capitulo 7 se resume el
trabajo realizado y se exponen las conclusiones generales.
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Cap. 1.

Introduccién




Capitulo 2

Ecuaciones de conveccién y su
tratamiento analitico

2.1 Inestabilidad térmica

El objetivo del presente trabajo es estudiar la dindmica de un fuido Boussinesq
confinado en un anillo cilindrico, en rotacién alrededor de su eje de simetria, calentado
por su pared interior y sometido a la accién de un campo gravitatorio radial dirigido
hacia el eje del cilindro (figura 2.1). Se definen dos niimeros adimensionales, 7 y
B, para caracterizar la geometria del anillo. n = r;/ry es la relacién entre el radio
interior, 71, y el exterior, ry, del anillo o relacidn de radios (radius ratio) y 8 = L/d
es la relacidn entre la altura, L, y la anchura, d = ry — 71, del anillo o pardmetro de
forma (inverse aspect ratio). Para inducir una, inestabilidad térmica en el sistema es
necesario mantener el cilindro interior a una temperatura superior a la del cilindro
exterior, pues la fuerza gravitatoria est4 dirigida hacia el eje del anillo, F = —pgé,.
El gradiente de temperatura originado por esta diferencia de temperaturas entre las
paredes del anillo causa una estratificacién en el fluido, que es potencialmente inestable
en presencia del campo gravitatorio.

El empuje de Arquimedes es la fuerza que origina la conveccién en el sistema.
Su magnitud viene determinada por la diferencia de temperaturas entre los cilindros.
Cuando esta diferencia, es pequeiia, al igual que en el problema de Rayleigh-Bénard
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Figura 2.1: Representacién del sistema. El cilindro interior se mantiene a una temperatura
superior al exterior, T1 > T2. B = L/d (pardmetro de forma) y n = r1/r2 (relacidn de
radios) son los nimeros adimensionales que caracterizan el anillo.

plano, el fluido permanece en un estado estable en el que el calor introducido en
el sistema a través del cilindro interior se transporta radialmente por conduccién
térmica sin que haya movimentos macroscopicos del fluido. Este estado conductivo
se desestabiliza a un estado convectivo a partir de un valor critico del gradiente de
temperatura. El origen de la inestabilidad se puede entender facilmente si se considera
una fAuctuacién en la temperatura del estado conductivo. Debido a la expansién
térmica del fluido, la diferencia de temperaturas origina una estratificacién en la que
el fluido més caliente y de menor densidad est4 situado en la parte interna del anillo.
Si por cualquier perturbacién interna un elemento de fluido se desplaza ligeramente
hacia el exterior del anillo, su temperatura pasa a ser mayor que la del entorno, por lo
que experimenta una fuerza en sentido opuesto al campo gravitatorio debida al empuje
de Arquimedes. El elemento de fluido se desplaza hacia zonas de menor temperatura,
en las que la densidad del fluido a su alrededor es todavia mayor, por lo que el
desplazamiento inicial se ve amplificado por el gradiente de densidades. Sin embargo,
la friccién debids a la viscosidad del fluido, que se opone al movimiento del fluido,
y la difusién calorifica molecular, que tiende a anular las diferencias de temperatura,
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son dos procesos disipativos que tienden a mantener el fluido en su estado inicial
de reposo. La inestabilidad sélo tiene lugar si el elemento de fluido es acelerado lo
suficiente para superar estos mecanismos estabilizadores. Al introducir la rotacién en
el anillo, un nuevo mecanismo que, en principio, tiene también un efecto estabilizador
es la fuerza de Coriolis, pues tiende a desviar el movimiento del elemento de fluido
en la direccién perpendicular, debilitando el empuje de Arquimedes. En resumen,
la diferencia de temperaturas es el pardmetro de control natural de la inestabilidad
térmica y debe superar un valor critico para que se inicie la conveccién en el sistema,

2.2 Formulacién de las ecuaciones y condiciones de
contorno

A partir de las leyes de la mecénica y la termodindmica se obtienen las ecuaciones
que rigen el comportamiento de un fluido en movimiento. Asf, la segunda ley de
Newton para un fluido newtoniano (el tensor de tensiones es proporcional al tensor
velocidad de deformacién, lo que equivale a suponer una viscosidad independiente
de la velocidad), en el que tanto la conductividad térmica, k, como la viscosidad
dindmica, u, son constantes (independientes del punto), y en el que se considera
nula la viscosidad de volumen, da lugar a la ecuacién de Navier-Stokes. Imponiendo
la conservacién de la masa se obtiene la ecuacién de continuidad y la ecuacién de
propagacion del calor procede de la conservacién de la, energia. Estas ecuaciones se
escriben

pz—l; = -Vp+pV?u+F, (2.1a)
dp
E+pv-u—0, (2.1b)
dI' Tadp 1 ' 9
e oo, dt + e, [7:e+kV T], (2.1¢)

donde u es el campo de velocidades, p la densidad a temperatura T', p la presién,
F incluye todas las fuerzas de volumen no inerciales que actdan sobre el fluido, que
en este caso se reducen a la gravitatoria, F = —pPger, cp, que también se ha tomado
constante, es el calor especifico por unidad de masa a presién constante, « el coeficiente
de expansién térmica del fluido y 7; = 2u(eij — $€iibi;), siendo eij = %(g;‘—J %%:-) el
tensor velocidad de deformacién. La doble contraccién de los tensores 7 y e, indicada

por7:e=3,  Tijey, valeTe=2u [e:e~ %(V-u)z]. El operador £ es la derivada
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material de la magnitud sobre la que actia y se define

d 0
EE:E—'_(H.V)'

Cuando se hace girar el recipiente que contiene el fluido con velocidad angular
constante €2, las ecuaciones que describen el movimiento observado desde el sistema
en rotacién han de incluir los términos de la aceleracién centrifuga y de Coriolis,
asociados al uso de un sistema de referencia no inercial. La ecuaci6n de Navier-Stokes
modificada queda

p (Bru+ (u- V)u) = -Vp+ pVZu — pgé, — pQ x (2 x 1) — p2Q X u. (2.2a)

La densidad se supondrd independiente de la temperatura salvo en los términos
de la fuerza gravitatoria y de la fuerza centrifuga, en los que se considera lineal con
la temperatura

p = po(l = a(T — To)) = po + Ap,

siendo po la densidad a la temperatura de referencia Tp. Es decir, se trabajard con
las ecuaciones escritas en la aproximacién de Boussinesq. Esta aproximacién se basa
en el hecho de que el coeficiente de expansién térmica o es, para la mayoria de gases
y liquidos, muy pequefio (a ~ 10~3,10™4), por lo que se cumple Ap <K po. Con esta
suposicién, por un lado la ecuacién de continuidad se reduce a imponer divergencia
del campo de velocidades nula, y por otro lado, en la ecuacién de la temperatura se
pueden despreciar los términos % % y 2pue : e frente al término advectivo u - \
Como es habitual, la presién hidrostética se puede incluir dentro del término del
gradiente de presiones. Tan sélo es importante para la dindmica la fuerza gravitatoria
asociada a variaciones de la densidad del fluido. De manera andloga, la parte de la
fuerza centrifuga independiente de la temperatura no juega un papel relevante en
este problema, pues se puede escribir en forma de un gradiente, —po§2 x (2 x 1) =
V(1/2p0(Q x r)?), e incluir en el término de la presién. Esta componente de la
fuerza centrifuga es compensada por un gradiente de presiones radial, que estard
siempre presente en cualquier régimen del fluido, pero que no influye en la dindmica
del sistema. El término de las fuerzas de volumen asociadas a variaciones de la fuerza
centrifuga con la densidad, poa(T — To)2 x (§2 X 1), si est4 presente, pues al depender
de T no se puede incluir en el gradiente de presiones, pudiendo ser importante. Sin
embargo, si el coeficiente de expansi6n térmica del fluido es pequefio, el término de la
fuerza de Coriolis asociado a variaciones de la densidad con la temperatura, poa (T —
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T5)22 x u, es despreciable frente al término de la fuerza de Coriolis independiente de
la temperatura, —py2Q x u. A diferencia de la fuerza centrifuga, este tltimo término
no se puede escribir en forma de un gradiente, por lo que siempre figura explicitamente
en las ecuaciones.

Por tanto, las ecuaciones (2.1) que se verifican en el recinto ) = {ri <r < ry
0< 6 <2m 0< 2z< L} escritas en la aproximacién de Boussinesq, respecto a un
sistema de referencia en rotacién, se expresan

du+ (u-Vyu=-~Vp+rvViu-— aldTge — 22 xu, (2.3a)
V.u=0, (2.3b)
0T +u- VT = kV>T, (2.3¢c)

donde v = p/p es la viscosidad cinemética, k = k/pc, es la difusividad térmica y
AT =T -Ty. ge=g— 2 x (2 x r) es una gravedad efectiva radial que incluye la
parte de la fuerza centrifuga debida a variaciones de Ia densidad con la temperatura,
que se opone al empuje de Arquimedes por lo que tiene un efecto estabilizador sobre el
sistema. Puesto que con el modelo considerado en este trabajo se pretenden estudiar
las inestabilidades térmicas producidas por el calentamiento interno del anillo para
rotaciones moderadas, se han despreciado las variaciones de la fuerza centrifuga con
la posicién. Para ello, se ha considerado una fuerza centrifuga promediada en Ia
direccién radial, g, ~ —g.&, siendo g, = g— < |2 x (2 x1)| > constante, por lo que
se supone [g| > |2 x (£ x r)].

Para tener en cuenta la curvatura del anillo se ha trabajado con coordenadas ci-
lindricas y se ha utilizado la notacién u, v y w para las componentes radial, azimutal
y vertical del campo de velocidades, u = (u, v, w).

El problema se completa especificando las condiciones de contorno que verifican la
velocidad y la temperatura en la superficie lateral y en las fronteras superior e inferior
del anillo. Se ha usado la notacién 0 ={r=r;,r; 0<l< 2m; 0<2< L}y
O ={ri1<r<ry; 0<0<2m; 2= 0, L} para designar el contorno lateral y las
superficies horizontales. En el contorno lateral se han considerado condiciones de
adherencia para la velocidad, es decir, flujo nulo a través del contorno, u- &, =0 =
u = 0, y velocidad tangencial relativa entre el contorno y el fluido en contacto con
las paredes nula, ux &, = 0= ¢ = w = 0, ademds de considerar la temperatura
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constante (paredes perfectamente conductoras)

u=v=w=0

T(T‘l) T1 en 8Qr (24)
T(T‘z) Tz

Las tapas del anillo se han supuesto adiabéticas (flujo de calor nulo) y para la veloci-
dad, se han considerado tanto condiciones de contorno de esfuerzos cortantes nulos,
(2.5), como de adherencia, (2.6), que también se denominarén a lo largo del trabajo
condiciones de contorno libres (stress-free) y rigidas (no-slip), respectivamente,

Syu=0v=w=0,T=0 en 09, (2.5)
u=v=w=08,T=0 en 0Of),.

Para obtener las condiciones de contorno libres, (2.5), se ha de imponer que el flujo a
través del contorno sea nulo, u-&, = 0 = w = 0, y que no haya esfuerzos cortantes en
el contorno. El tensor de tensiones vale a5 = —pdij + Ti; = —pdij + 2u(eij — s€iidij),
donde los elementos de la diagonal son los esfuerzos normales y los restantes son los
tangenciales. En coordenadas cilindricas el tensor velocidad de deformacién e;; vale

T U 1
€rg =€gr — 561'(;) + '2_;801"'7

1 1

€y =€z9 = E;ae’w + §8zv,
1 1

€yr =€py = Eazu + Earw

Los esfuerzos cortantes en las tapas del anillo vienen dados por €., ¥ €z9. Como
w = 0 en ellas, para que sean nulos se debe cumplir G, u =0y 0,v = 0, por lo que se
obtiene (2.5). Por otro lado, las condiciones de contorno (2.6) para la velocidad son
las mismas que las usadas en el contorno lateral.

2.3 Estado conductivo. Adimensionalizacion

Las ecuaciones (2.3) admiten una solucién basica estacionaria en la que el calor
se transporta radialmente por conduccién térmica y no hay movimiento relativo del
fluido respecto al sistema de referencia en rotacién. Esta solucién bésica es el estado
conductivo, en el que la temperatura, solucién de la ecuacién V2T = 0, y el campo
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de velocidades vienen dados por

u, =0, (2.7a)
lnr/r
Inp ~

TC(T‘) =T + (Tl - Tz) (27b)

Este estado es estable si la diferencia de temperatura entre las paredes es pequefia y
se inestabiliza a una estructura convectiva a partir de un cierto valor de la diferencia
de temperatura. Para estudiar la estabilidad del estado conductivo, se reescribirdn
las ecuaciones (2.3) considerando la temperatura y la velocidad como una desviacién
del perfil conductivo, T'(r,6, z,t) = Te(r) + T'(r,0,2,t) y u(r, 0,2,t) = u'(r,0,z,1) .
Procediendo de esta forma, se obtiene un sistema, de ecuaciones en el que aparecen
como variables las fluctuaciones del estado conductivo, T' y u’, en lugar de la tem-
peratura total, T', y de u, aunque en el caso de velocidad los dos campos coinciden.
En la ecuacién de Navier-Stokes, (2.8a), la temperatura correspondiente al estado
conductivo en el término de la fuerza gravitatoria menos la temperatura de referencia
T se ha escrito en forma de un gradiente,

aATgeé, = age(T. +T' — Tp)é, = oT'g.8, + ag. VA,

siendo A una funcién de r, y se ha incluido en el término del gradiente de presiones.
Las ecuaciones (2.3) se expresan

Gu+ (u-Viu=~Vp+vV2u + aTgé, - 2Qxu, (2.8a)
V-u=0, (2.8b)

T —-T,
@T+u-VT=nVT-uLi~4Q, (2.8¢)

rlng

dondesehausadoT = T"yu= u para representar la fluctuacién de la temperatura
y la velocidad respecto al estado conductivo.

Para adimensionalizar las ecuaciones se ha usado como unidad de longitud la
separacion entre el cilindro interior y exterior, d = ro—r;, como unidad de tiempo d? /x
(escala de tiempo térmica) y como escala de temperatura la diferencia de temperatura
entre las dos paredes, Ty — T5. Con esta adimensionalizacién las ecuaciones (2.8) se
escriben

oG+ (u- V)u) = ~Vp + V?u + RaT8, — Tal/%8, x u, (2.9a)
V-u=0, (2.9b)
T +u-VT = — + V2T, (2.9¢)

rilnng
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En estas ecuaciones aparecen los niimeros adimensionales de Rayleigh, Ra, que es una
medida de la diferencia de temperatura entre las paredes del anillo, pues relaciona la
intensidad del mecanismo que impulsa la conveccién con los procesos disipativos que
tienen lugar en el sistema, de Prandtl, o, que depende de las propiedades moleculares
del fluido y relaciona las escalas de tiempo de los dos procesos difusivos que intervienen
en conveccién, difusién de calor y de momento, y de Taylor, Ta, que especifica la
rotacién del cilindro, definidos como

a(T1 - Tz)geds

R = ——m————,
174
14
o= -,
K
Ta = 402,

donde 2, —/—2' es 1a rotacidn viscosa. Puesto que los resultados que se presentardn
a lo largo del trabajo se han expresado en funcién del ndmero de Taylor o en funcién
de la rotacién viscosa, para simplificar la notacién, a partir de ahora Q = O, repre-
sentaré la rotacién viscosa en lugar de la rotacién fisica (sin adimensionalizar). Las
condiciones de contorno en la frontera lateral, (2.4), y en la frontera horizontal, (2.5)
y (2.6), se siguen expresando del mismo modo

u=v=w=T=0 en 0Q,, (2.10)
u=0v=w=0,T=0 en 0f,, (2.11)
u=v=w=0,T=0 en 0Q,, (2.12)

pero ahora el dominio se especifica en coordenadas adimensionales,

7 1
dp=_  _— . 0¢g L 0<z<
89, ={r 1_n,1_n,0\9<27r,0\z\[3},

00, = {1 <r< L 0<o<m =06}

Los ntimeros de Rayleigh, Ra, Prandtl, o, y Taylor, Ta, junto con los niimeros
adimensionales que caracterizan el anillo cilindrico, el pardmetro de forma, 3, y la re-
lacién de radios, n, constituyen el conjunto de parédmetros adimensionales que rigen la
dingmica del sistema. La estabilidad lineal del estado conductivo vendra determinada
por las ecuaciones (2.9) una vez linealizadas.
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2.4 Simetrias de las ecuaciones

El estudio de las bifurcaciones que tienen lugar en un sistema se puede abordar
de un modo general teniendo en cuenta sus simetrias, sin estudiar especificamente los
mecanismos fisicos que dan lugar a las inestabilidades. Las simetrias de un sistema
afectan tanto a la naturaleza del problema lineal como a las inestabilidades posteriores,
Yy se espera que el comportamiento dindmico de sistemas que comparten las mismas
simetrias sea cualitativamente similar. El carcter de las bifurcaciones primaria y
secundaria, condicionado por las simetrias del problema, se analizard mas adelante
en las secciones 3.3 y 5.4, respectivamente.

Dependiendo de si el sistema fisico ests en rotacién o en reposo, sus simetrias,
ésto es, el conjunto de transformaciones por las cuales el sistema de ecuaciones que
describen el movimiento del fluido es invariante, cambian. En el caso de que el anillo
esté en rotacién, y con las condiciones de contorno que se estan considerando, el
sistema tiene una simetria de rotacién y otra de reflexién.

1) Simetria de rotacién alrededor del eje del anillo.

RGO : (r?67 z) - (rie +6072:) (U7U’w7T7p) - (u)v7w7T7p)

Se dice que el sistema tiene la simetria Rg,, 0 que es invariante respecto a rota-
ciones alrededor del eje, cuando se cumple que si (u(r,, z),v(r, 8, 2), w(r,6,2),
T(r,6,2),p(r,8,2)) es solucién de las ecuaciones también lo es (u(r,6 + 6y, 2)
v(r,8 + 6o, 2),w(r, 0 + by, 2),T(r,6 + 6o, 2),p(r, 6 + 80, 2)).

H

ii) Simetria de reflexién respecto al plano ecuatorial.
R3 : (T', 67 Z) — (T', 6) _Z) (’U‘, v, w, T7p) - (’LL, v, —w, Tap)

El sistema de ecuaciones (2.9)-(2.12) es invariante respecto a Rj si se cumple que
si (u(r, 9, 2),v(r, 6, 2), w(r,6, ), T(r,0,2),p(r,, z)) es solucién de las ecuaciones
también lo es (u(r, 6, -2),v(r, 6, —z), ~w(r,8,~2),T(r,0, —z),p(r,0,—2)).

Cuando el anillo no tiene rotacion, ademds de estas dos simetrias el sistema tiene una,
simetria de reflexién adicional.

iii) Reflexién respecto a planos verticales que pasan por el eje del cilindro.

Rl : (r,6,z) - (T', _"6725) (u,v,w,T,p) - (’LL, "U,’U),T,p)
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El sistema de ecuaciones es invariante respecto a Ry si se cumple que si (u(r,0,z),
v(r,8,2),w(r,0,2),T(r,6,2),p(r,0, z)) es solucién de las ecuaciones también lo
es (u(r,=8,z),—v(r,—0,z),w(r,~0, z), T(r,~8,2),p(r,—0,2)). El término de
Coriolis rompe esta simetria de reflexién en el caso del anillo en rotacién.

Las simetrias se clasifican en funcién de los grupos de simetria que generan. El
grupo de simetria formado por todas las rotaciones de la forma Ry, se denomina SO(2),
SO(2) = {I,Rg,}. La reflexién respecto al plano ecuatorial, R3, genera el grupo de
simetria Z», Z» = {l,Rs}. Por tanto, el grupo de simetrfa de un anillo cilindrico en
rotacién es SO(2) x Z,. El grupo de simetria generado por las rotaciones alrededor
del eje del anillo, Rg,, y las reflexiones respecto a planos verticales que contengan al
eje, Ry, recibe el nombre de O(2), 0(2) = {1, Rg,, R1}. El grupo de simetrfa del anillo
cilindrico en reposo es, por tanto, 0(2) x Za.

Ademis de las simetrias del sistema de ecuaciones se pueden analizar las simetrfas
de las soluciones de este sistema. Una solucién tiene una determinada simetria cuando
es invariante respecto a la correspondiente transformacién. Asi, se dice que una cierta
solucién de las ecuaciones tiene la simetria de rotacién Rg, si se cumple

u(r, 8 + 0o, 2) = u(r,6,2), T(r,0 +8o,2) =T(r,0,2), p(r,0 +6o,2) = p(r,0,2).

Las soluciones de un sistema que tiene una determinada simetria no deben necesaria-
mente compartir dicha simetria. Las inestabilidades que dan lugar a soluciones que
rompen la simetria de un sistema reciben el nombre de inestabilidades con rotura de
simetria y estdn asociadas a la formacién de estructuras. Un estado de equilibrio
del sistema que comparta todas las simetrfas del sistema se dice que es una solucidn
trivial. En conveccién térmica el estado conductivo es una solucién trivial en este
sentido. Asi, la solucién (2.7) es invariante respecto a rotaciones, reflexiones respecto
a planos verticales y reflexiones respecto al plano ecuatorial. A medida que se varia
un parametro de control, por ejemplo el nimero de Rayleigh, el estado trivial puede
desestabilizarse a un estado que mantenga las simetrias del sistema o bien a un estado
de menor simetrfa. Cuando la bifurcacién da lugar a un estado de menor simetria,
se pueden usar los elementos del grupo de simetria para generar soluciones distintas
pero equivalentes y las bifurcaciones se producen por valores propios multiples.
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2.5 Teorema de Taylor—Proudman

Los fluidos en rotacién exhiben una gran variedad de fenémenos que no se ob-
servan cuando estdn en reposo. La causa de las diferencias entre la dindmica de
fluidos en rotacién y en reposo es, en muchas ocasiones, la fuerza de Coriolis. Re-
sulta util examinar lo que sucede en el caso extremo en el que la fuerza de Coriolis
domine completamente el movimiento del fluido. Cuando se desprecian los efectos del
término advectivo y de la friccién debida a la viscosidad y se consideran movimientos
estacionarios en un fluido en ausencia de fuerzas externas, se obtiene el teorema de
Taylor-Proudman. Las sorprendentes predicciones que de él se desprenden fueron
observadas experimentalmente por el propio G.I. Taylor, cuyos experimentos en los
afios 20 (Taylor, 1921, 1923) demostraron la validez del teorema, que ya habia sido
enunciado independientemente, aunque de una forma menos explicita, por Proudman
(Proudman, 1916). A continuacién, se enunciaré brevemente este teorema y se co-
mentard alguna de las caracteristicas de los flujos dominados por la fuerza de Coriolis,
pues es de esperar que la rigidez vertical que manifiestan estos flujos se observe tam-
bién en las estructuras convectivas que aparezcan en el problema del anillo cilindrico
cuando las velocidades de rotacién sean altas. Se pueden encontrar analisis més de-
tallados en la literatura (Chandrasekhar, 1961; Tritton, 1988; Pedlosky, 1987, entre
otros).

Considerando que la accién tanto de la adveccién como de la viscosidad es pequefia
frente al efecto de la fuerza de Coriolis, se cumple
[u- Vu| < |2 x ul,
[vV2u| < |2 x ul.
Los ntimeros adimensionales de Rossby y Ekman indican la, importancia relativa de

estas dos fuerzas frente a la de Coriolis. Se definen introduciendo escalas de longitud,
L, y velocidad, U, del movimiento y deben ser pequefios en este régimen

QL

En este caso, la ecuacién del movimiento se puede aproximar por

U v
RO—'——<<1, E——Q—L—2<<1

20 x u = —%Vp. (2.13)

Los flujos en los que se produce este balance entre Iz, fuerza de Coriolis y el gradiente
de presiones se conocen como geostrdficos. De esta ecuacién se extrae una propiedad
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importante de este tipo de flujos. Al ser la fuerza de Coriolis perpendicular a la
direccién del flujo también lo es el gradiente de presiones. Es decir, las particulas no se
mueven de zonas de altas a bajas presiones, como sucede en sistemas sin rotacién, sino
que se mueven a lo largo de trayectorias en las que la presién se mantiene constante.

Tomando el rotacional de la ecuacién (2.13) se obtiene
Vx(xu)=0,
que se puede expresar
Q- Vu-u-VQ+uV-Q)—-Q(V-u) =0

Como la rotacién es independiente de la posicién, VQ =0y V- =0, y puesto que
sigue siendo vlida la ecuacién de continuidad, V - u = 0, que no se ve alterada por
la rotacién, la expresién anterior se reduce a

Q- -Vu=0.
Si se escoge la rotaci6n en la direccién del eje z,
du fu Ov Ow
= === 2.14
0z 0= 0z 0Oz Oz (2.14)

Es decir, no se produce variacién del campo de velocidades en la direccién paralela
al eje de rotacién. Este resultado se conoce como teorema de Taylor—Proudman.
El campo de velocidades horizontal tiene esfuerzos nulos en la direccién vertical, de
manera que todas las particulas situadas sobre la misma vertical se mueven igual.
Como consecuencia de (2.14), si se trabaja en un sistema en el que se verifique w = 0
para algiin valor de z, w se debe anular en todo el dominio, por lo que el flujo serd
enteramente bidimensional.

Légicamente, el teorema de Taylor-Proudman sélo es una aproximacién a lo que
sucede en el limite de rotaciones altas, en el que son despreciables los demés efectos,
pero proporciona una indicacién del tipo de flujos que se espera encontrar cerca de
este limite.

2.6 Tratamiento de las ecuaciones: potenciales de
la velocidad

Para resolver el problema de estabilidad lineal del estado conductivo, en lugar de
trabajar con las ecuaciones escritas en variables primitivas (u, p, T), se ha usado una
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formulacién basada en potenciales de la velocidad desarrollada por Marqués (Marqués,
1990), que consiste en eliminar el término de la presién, para la cual no existe condicién
de contorno explicita, de forma que se satisfaga V - u = 0. Como contrapartida, se
produce un aumento en el orden de las ecuaciones y un incremento y complicacién de
las condiciones de contorno, al acoplar diferentes variables. Si se escribe el campo de
velocidades de la forma

u=Vx(¥'e,)+VxVx(2'8,),

donde ®' y ¥’ son dos potenciales escalares de la velocidad, queda garantizada la
condicién de incompresibilidad de un fluido ¥ se elimina la presién de las ecuaciones.
La ecuacién de Navier-Stokes se sustituye por las componentes z de su rotacional y
doble rotacional. Las condiciones para la existencia de los potenciales ¥’ y &', junto
con la equivalencia entre la formulacién de la ecuacién de Navier-Stokes en variables
primitivas y en funcién de los potenciales escalares, que puede requerir condiciones
de contorno adicionales para el campo de velocidades ademds de las fisicas, estdn
demostradas en los trabajos de Marqués (1990) y Sanchez (1994). Si el dominio no
es simplemente conexo, como es el caso del anillo cilindrico, la equivalencia entre las
dos formulaciones requiere tres condiciones de contorno adicionales, dos de las cuales
son integrales. Estas condiciones integrales se reducen a anular el promedio azimutal
de las componentes 6 de la ecuacién de Navier-Stokes y de su rotacional (Sénchez,
1994), es decir, si ¥’ y &' se desarrollan en serie de Fourier en la direccién periédica,
del anillo, equivalen a escribir las ecuaciones que han de cumplir el modo cero de la
componente & de la ecuacién de Navier-Stokes y el modo cero de su rotacional. Ello
equivale a tomar un campo de velocidades

u=f& +V x (g8 + ¥&,) + V x V x (98&,), (2.15)

en el que ®(r,0,2,t) y ¥(r,8,2,t) son los potenciales de la velocidad tras haber
extrafdo sus modos independientes de 6, mientras que g(r,z,t) y f(r,z,t) estén rela-
cionados con sus modos cero correspondientes. En concreto, si se define el operador
de proyeccién Py,

2m
PF = - / F(r,, 2, )8, (2.16)
27 Jg
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que promedia la funcién F en direccién azimutal (extrae el modo cero de un desarrollo
en serie de Fourier), los potenciales satisfacen

$=(1-Py)?,
¥=(1-P)¥,
f=-6,PY,
g=—0,P%".

Una vez introducidos los potenciales escalares, la ecuacién de Navier-Stokes, escri-
ta de forma abreviada N = —Vp, donde N incluye todos los términos excepto el de
la presi6n, equivale a considerar las cuatro ecuaciones siguientes para los potenciales
en el dominio 2,

Py -N=0, (2.17)
Py 8- (V xN) =0, (2.18)
(1-Py)&,-(VxN)=0, (2.19)
(1-Pp) &, (Vx(VxN)=0, (2.20)

junto con la condicién de contorno adicional restante & - (V x N) = 0 en el contorno
lateral, 89, (Sanchez, 1994). De este modo se dispone de dos ecuaciones, (2.17) v
(2.18), de orden 2 en la direccién vertical y 4 en la radial para g y f v otras dos
ecuaciones, (2.19) y (2.20), de orden 4 en la direccién vertical y 6 en la radial para
$ y ®. Como la ecuacién (2.20) es de orden 6 y sélo se dispone de 5 condiciones
de contorno, hay un grado de libertad o gauge que hay que escoger para determinar
completamente los potenciales.

Esta formulacién de la ecuacién de Navier-Stokes en términos de los potenciales
de la velocidad se ha usado anteriormente, con notable éxito, en la resolucién de
diversos problemas de dindmica de fluidos en geometria cilindrica. Por ejemplo, en el
trabajo de Sanchez (1994) se aborda numéricamente el estudio de distintos aspectos
del problema de Taylor-Couette. Dentro de la conveccién térmica, Net (1991) resuelve
el problema de un cilindro calentado por su parte inferior, usando una formulacién
en potenciales de la velocidad similar a la de este trabajo.
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2.6.1 Ecuaciones de los potenciales en funcién de las compo-
nentes de la velocidad y la vorticidad

Para obtener las ecuaciones que satisfacen los potenciales escalares f, g, ® y ¥ se
escribirdn, en primer lugar, las ecuaciones (2.17)~(2.20) en funcién de las componentes
de la velocidad, u, y la vorticidad, w = V x u, en coordenadas cilindricas. Se usaran,
para ello, las siguientes identidades vectoriales

V x (Va) =0, 1))
V- (Vxv)=0, (1)
(V- V)v=(Vxv)xv+ %wz, (I11)
Vx(Vxv)=V(V-v) -V, (Iv)

donde v es una magnitud vectorial y a una escalar. Puesto que se han de desarrollar las
ecuaciones (2.17)—(2.20) resulta 1itil escribir los diferentes operadores que intervienen
en coordenadas cilindricas,

Va = 0,08, + r 19yaé, + d,aé,,
V2a = r710,(rd,a) + r 203,04 62,a,

z

V-v= r—lar(rvr) + "1 Bgvg + 0;v,,

[V x V], =r78v, — 8,vs, V3], = V0, — 2r =2 9gvg — vy,
[V x v]g = 8,v, — 8,v,, [V2V]9 = V25 + 2r28pv, — 2y,
[Vxv],= r‘lar(rvg) —r18u,, [Vzv]z = V2y,.

?

La definicién (2.15) permite expresar las componentes de la velocidad, u, y la vorti-
cidad, w, en funcién de los potenciales escalares

u=-0,9+02,®+ %69\11 wp=—=0,f+ 8,0 - %69V2¢

1
v=f+ ;832<I> - 0,9 wy = —Vag + %63;1! + 6,V2‘I> (2'21)
w=Dyg—-Vid w, =Dy f—-Vi¥

donde V7 es el operador laplaciana horizontal, V2 = V2 — 82,, vy Dy y V2 son los
operadores diferenciales definidos como Dy = 18.(r )y V2 = V21 /7%, con 9y = 0.
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¢ Rotacional de la ecuacién de Navier-Stokes, V x N =0

En primer lugar, se calculard el rotacional de la ecuacién de Navier-Stokes, (2.9a).
Teniendo en cuenta la identidad (I), el término de la presién desaparece, por lo que
queda

o™ (8w + V x ((u- V)u)) =V x (V?u) +V x (RaT&,) -
~V x (Tal/%¢, x u). (2.22)
Usando la relacién (IIT), el término advectivo se puede escribir como
Vx ((u-V)u) =V x (wxu)+Vx V(1/2u?),

donde el dltimo término se anula por (I). Para simplificar el término de la fuerza
viscosa se aplica la identidad vectorial (IV) dos veces. Se cumple

Viu=V(V-u) -V x (V xu),
que, debido al caricter solenoidal del campo de velocidades, se reduce a
Viu= -V xw. (2.23)
Aplicando de nuevo (IV) se obtiene
V x (Vu) = -V x (Vxw) = -V(V w) + Vw,
donde V - w = 0 por (I}, por lo que queda
V x (VZu) = Viw. (2.24)

Finalmente, evaluando los términos del gradiente de temperatura y de la fuerza de
Coriolis la ecuacién (2.22) se expresa

o Bw + V X (w x u)) = V2w + Ra(8,Té — %&;Téz) + Tal/28,u. (2.25)

En la formulacién del problema intervienen el promedio azimutal de la componente
6 de esta ecuacién y su componente z tras sustraer el modo independiente de 6. Asi,
el promedio de la proyeccién del rotacional de la ecuacién de Navier-Stokes en la
direccién azimutal queda

018, Pywy = V2 Powg + Rad, PyT + Ta'/28,Ppv — 07 ' By [V x (w x w)],, (2.26)
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donde, el término de la viscosidad se ha obtenido promediando azimutalmente la,
expresién para la componente § de V2w y teniendo en cuenta que Py[V2wy] =
V2 (Pyuwy):

Py [Vzw]e =P (Vz_wg + 2r‘289w,) = V?_Pgw.g.

La proyeccién en la direccién vertical de la ecuacién (2.25) extrayendo el modo cero
azimutal da lugar a

U_lat(l — Pg)wz = (1 - Pg) (Vzwz - RaéagT + Tal/zc?zw -

— oMV x (w x u)]z>. (2.27)

* Doble rotacional de la ecuacién de Navier-Stokes, V x (V x N) =0

En segundo lugar, se calcular4 el doble rotacional de la ecuacién de Navier-Stokes
(rotacional de la ecuacién (2.25)). El rotacional de la vorticidad, teniendo en cuenta
(2.23), se expresa

V xw=~V?u,
y utilizando (2.24), el término de la fuerza viscosa queda
V x (V?w) = =V?(V?u).
Evaluando el término del gradiente de temperatura se llega a

~ 0718, V?u = ~V?V2u + Ra{—(@sz + Tizag}gT)é, ) [c’;vr(%T)]ééhL

+8:D:T8, } +Ta' 0,0 — 07 [V x V x (w x u)]. (2.28)

En el problema interviene la proyeccidn de esta ecuacién en la direccién vertical, que
escrita para los modos no axisimétricos queda

o7 8, V2(1 ~ P))w = (1 - By) (vzvzw —Rad, DT — Tal/?8,w, +

+oT VX Vx @ xw)],). (2.29)
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Por tanto, ya se pueden escribir las ecuaciones que sustituyen a la ecuacién de
Navier-Stokes en la formulacién con potenciales escalares. En el problema de la
estabilidad lineal del estado conductivo, los promedios azimutales de la componente
9 de la ecuacién de Navier-Stokes y de su rotacional proporcionan las dos ecuaciones
del problema axisimétrico, mientras que las proyecciones en la direccién z de las
ecuaciones del rotacional y doble rotacional de Navier-Stokes sin el modo cero
constituyen las ecuaciones del problema no axisimétrico,

(i) PyNy=0 <

018 Pyv = =0, Pyw, + 0, Ppw, — Tal’2Ppu — 0~ Py [w X u]o, (2.30)
(i) P, (VxN)g=0 <=
o~ 16, Pyws = V2 Powe + Rad,PsT + Tal/28,Pov — 01 P4 [V x (w x u)],,  (2.31)
(iif) (1 - Pp) (VxN), =0 <

o~ 18,(1 — Pp)w, = (1 — Ps) (v%z - Ra%@oT + Ta/28,w —

— o7V x (w x u)]z), (2.32)
(iv) 1=Pp) (VX (VxN)), =0 =

o~10,V2(1 - Py)w = (1 — Py) (V2V2w —Rad,D.T — Ta/28,w, +

+o7 [V XV x (W% u)]z). (2.33)

Para obtener la primera ecuacién se ha aplicado de nuevo la relacién (III) en el término
advectivo

[(u: V)u]e = [w x u]e + [V(1/2u2)]0,

donde se cumple [V(1/2u?)], = £85(1/2u*) = 0 en el problema axisimétrico. En el
término de la fuerza viscosa se ha usado la relacién (2.23).
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2.6.2 Condiciones de contorno en funcién de las componentes
de la velocidad y la vorticidad

Al igual que se ha hecho con las ecuaciones (2.17)-(2.20), hay que expresar las
condiciones de contorno en funcién de las componentes de uy w. Las condiciones de
contorno fisicas, (2.10), (2.11) y (2.12), est4n ya escritas en funcién de las componentes
de la velocidad, pero falta evaluar la condicién de contorno adicional que hay que
afladir en la superficie lateral,

& - (VxN)=0. (2.34)

Para ello, se han escrito las componentes de 1a vorticidad en coordenadas cilindricas
1 R R 1 1 .
w= (;8911; ~ 8.v)&, + (O,u —~ Srw)éy + (;&(rv) - ;89u)ez.
Esta expresién se simplifica en el contorno lateral, al tener en cuenta las condiciones
de contorno, (2.10), que se han impuesto. Se cumple 4 = v = w = 0, por lo que la

componente radial de la vorticidad se anula y la vorticidad en las paredes laterales se
reduce a

1
w = —0,wdy + ;ar(rv)éz en 0O0,.

La ecuacién (2.25) es el punto de partida. Todos los términos a excepcién de
[Vzw]r se anulan. El primer término, [a‘latw]r, es nulo por ser cero w,. Del mismo
modo [V x (w x u)]_ = 0, pues

[V x (w x )], = %ag(wrv — ) + B, (wrw — wy)

se anula en el contorno lateral, por ser nulo el campo de velocidades sobre esta su-
perficie,

[Vx(wxu] =0 en 089,

Por el mismo motivo se anula el siguiente término, [Tal/ 23zu]r = 0. El término

[Vzw]r, usando la expresién para la componente r de V2w ¥y teniendo en cuenta que
D, 0, =08.Dy + 72 se reduce a

[Vzw]r =D, 0pw, + r_zaggwr + 8§zwr —2r 20wy — r 2w, =

= 0, Dywr + 17 205gwr + 02,0, — 2r 284w,
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y considerando que w, se anula en el contorno lateral se llega a

[V%J]T = 0, Dyw, — 2r 2 8ws.

Por tanto, las condiciones de contorno en las tapas y en el contorno lateral quedan

Syu=08,v=w=98,T=0 (libres) en 09, (2.35)
u=v=w=0,T=0 (rigidas) en 9Q,, (2.36)
vu=v=w=T=0 en 9Q,, (2.37)
2r~28pwe — OrDywr =0 en 0Q,. (2.38)

2.6.3 Expresién de las ecuaciones en funcién de los potenciales

Una vez se han escrito las ecuaciones, (2.30)—(2.33), y las condiciones de contorno,
(2.35)~(2.38), en funcién de las componentes de la velocidad y la vorticidad, ya se
pueden expresar, junto con la ecuacién de la temperatura (2.9¢), en funcién de los
potenciales.

Sustituyendo la expresién de la velocidad y la vorticidad en funcién de los poten-
ciales, (2.21), en las ecuaciones (2.30) y (2.31) y en la ecuacién de la temperatura
(2.9c) promediada azimutalmente se obtiene

(6718, — V2)f = Ta'/?8,9 ~ 0771, (2.39a)
(6718, — V2)V2 g = —Rad,PyT — Ta' /%0, f + 07 A, (2.39b)
1
-_— 2 e —_
(3t \% )PQT rlnnazg @0. (239C)

en funcién de los términos no lineales T, A y Og:

T=Pg[w xu]e,
A= PV x (wx )],
Qo = Py[u- VT).

Procediendo de la misma forma, si se sustituye (2.21) en las ecuaciones (2.32) y
(2.33) y en la ecuacién de la temperatura (2.9c) tras haber extraido el modo cero se
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obtiene

(0716, - VI)V2g = %aga — Pp)T + Ta!/?9,V3® + 01T, (2.40a)

(0718, — V*)V?Vi = Rad, Dy (1 — P)T — Tal/?9,V2 ¥ — o~ '11, (2.40b)

1
rlngy

1
(Bt - Vz)(l et Pg)T = — (szq) + ;39\1/) - @, (24OC)
donde Vi = V2~ 82, es el operador laplaciana horizontal yT', Iy © son los términos
no lineales correspondientes

I=Q1-P)[Vx(wxu)],
I=(1-F)[VxVxwxu),
© = (1-Fp)[u-VT].

2.6.4 Expresién de las condiciones de contorno en funcién de
los potenciales. Eleccién del gauge

Finalmente, se formularén las condiciones de contorno necesarias para la determi-
nacion completa de ®, ¥, f y g. En el trabajo de Marqués (1990) se demuestra que en
el caso general, el potencial ® queda determinado excepto por una funcién armdnica
horizontal, y conocido @, el potencial ¥ est determinado excepto en una funcién de
z. Hay por tanto un grado de libertad, o gauge, en el sistema. La eleccién del gauge
constituye la sexta condicién de contorno, necesaria para integrar las ecuaciones de
conveccién en funcién de los potenciales.

El gauge escogido en este trabajo es ® = 0 en las paredes laterales. Como se
detalla en el trabajo de Net (1991), con esta eleccién las condiciones de contorno
laterales, (2.37), y en las tapas, (2.35) y (2.36), en funcién de los potenciales escalares
se escriben

o2,@ + %89\11 =5, ¥=Vié=T=0 en 06Q,, (2.41)
2=02,9=98,=8,T=0 (libres) en 01, (2.42)
0:2=U=Vid=9,T=0 (rigidas) en 0Q,, (2.43)

a las que hay que afiadir el gauge ® = 0 y la condicién de contorno adicional, (2.38),
en 0f),. Como se puede ver, la primera ecuacién acopla las variables ® y ¥. Con
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esta eleccién del gauge la condicién de contorno V& = 0 en 99, se puede integrar y
sustituir por ¢ = 0.

Sustituyendo la expresién de wy y w, en funcién de los potenciales, teniendo en
cuenta el resto de condiciones de contorno y agrupando términos, la condicién de
contorno adicional (2.38) en el problema no axisimétrico se escribe

rd2, V2w — 9,ViV3® = 0. (2.44)
Asf pues, también esta ecuacién acopla las variables @ y ¥ en el contorno.

Las condiciones de contorno correspondientes a f y g quedan

g = 8Tg = f = T = 0 en 8QT, (245)
g=0%9=0,f=08,T=0  (libres) en 0Q,, (2.46)
g=08,9g=f=6,T=0 (rigidas) en 09,. (2.47)

En la expresién de estas condiciones de contorno, se ha escogido g = 0 en el contorno
lateral, pues se ha sustituido la condicién original obtenida de (2.21), 8,9 = 0 en 682,
= g = cte en 6Q,, por g = 0. Esta eleccién implica que g = 0 en las tapas del anillo
en el problema rigido, pues Dyg = 0 en 0§, = g = cte en 09, pero como g =0 en
9Q,, g se debe anular también en 6.



Capitulo 3

Estabilidad del estado
conductivo: condiciones de
contorno libres

Las condiciones de contorno de esfuerzos cortantes nulos en las tapas del anillo
admiten como solucién una estructura estacionaria en forma de columnas bidimen-
sionales paralelas al eje de rotacién. La existencia de este modo bidimensional per-
mite que, cuando la rotacién es elevada, se satisfaga de forma exacta el teorema, de
Taylor-Proudman. Cuando esto sucede, el término de Coriolis es compensado por un
gradiente de presién adecuado y el modo geostréfico resultante recibe el nombre de
columnas de Taylor. Como se ha comentado en la introduccién, este es el Gnico modo
convectivo que se habfa identificado en el anillo en rotacién, en estudios previos en
los que se consideraba el limite de rotaciones altas y se utilizaba la aproximacién de
capa plana (Busse, 1970, 1986). Sin embargo, una caracterfstica de los sistemas con
simetria SO(2), es la presencia de ondas viajeras en la direccién azimutal siempre que
la soluci6n bifurcada rompa la simetria de rotacién (Knobloch, 1994, 1996). En este
capitulo, se pretende investigar la naturaleza de los modos convectivos seleccionados
en el inicio de la conveccién. Para ello, se analiza la estabilidad lineal del estado
conductivo haciendo especial énfasis en los casos de rotaciones del sistema no muy
elevadas, para evitar que el inicio de la conveccién sea en forma de columnas de Tay-
lor, y relacién entre radios moderada, para tener en cuenta los efectos de curvatura
del anillo.
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Se empezaré describiendo el método espectral que se ha usado para la discretiza-
cién de las ecuaciones. Las condiciones de contorno libres facilitan la resolucién del
problema, pues permiten desarrollar las variables en funciones trigonométricas que
verifican las condiciones de contorno en la direccién vertical. Al ser posible aplicar
un método de Galerkin usando como base las funciones trigonométricas, el problema
se desacopla en la direccién vertical y se reduce a un problema de valores propios
unidimensional en la direccién radial. Tras la descripcién del método numérico, se
tendran en cuenta las simetrias del anillo para analizar el tipo de bifurcacién primaria
que puede tener lugar en el sistema. Finalmente, se hard un anélisis detallado de las
curvas de estabilidad marginal, es decir, del valor del nidmero de Rayleigh para el que
se inicia la conveccién en el sistema, y de la estructura convectiva seleccionada en
funcién de los distintos pardmetros que intervienen en la dindmica, el pardmetro de
forma, 3, y la relacién de radios, 7, del anillo, el ndmero de Prandtl y la rotacién.

3.1 Ecuaciones de conveccidn linealizadas

Para determinar la estabilidad lineal del estado conductivo, que como se ha visto
es potencialmente inestable por estar sometido a la accién de un gradiente de tempe-
ratura en presencia de un campo gravitatorio (seccién 2.1), hay que estudiar cudl es
la reaccién del sistema frente a las pequefias fluctuaciones a las que cualquier sistema
fisico est4 sometido. Para ello, se supone que la perturbacién de cada cantidad se
puede descomponer en modos cuya dependencia temporal viene dada por e, siendo
) una constante en general compleja. Los valores de A para cada modo se calculan a
partir de las ecuaciones linealizadas. Si la parte real de X\ es positiva para alguno de
los modos, el flujo es inestable, pues una pequeiia perturbacién arbitraria del sistema
crecerfa exponencialmente con el tiempo. Si todos los modos son amortiguados, el es-
tado basico es estable. Los valores de los pardmetros que separan los estados estables
de los inestables definen la curva de estabilidad marginal del sistema.

Tal y como se ha dicho en el capitulo anterior, se ha trabajado con las ecuaciones
linealizadas escritas en funcién de los potenciales escalares de la velocidad (2.15). Co-
mo el flujo bésico es nulo, en el problema lineal no aparecen los términos no lineales,
por lo que las ecuaciones (2.39)—(2.46) se desacoplan y se puede estudiar por separado
el caso axisimétrico del no axisimétrico. Las ecuaciones (2.39) junto con las condi-
ciones de contorno (2.45) y (2.46) constituyen el problema axisimétrico, mientras que
las ecuaciones (2.40) con sus condiciones de contorno correspondientes, (2.41), (2.42)
y (2.44), constituyen el caso general. Por tanto, para analizar la estabilidad del es-
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tado conductivo hay que resolver estos dos sistemas de ecuaciones, de orden 4 y 6
respectivamente para la coordenada radial. Se expresan

a) AXISIMETRICO

(0710, — V2)f = Tal/?8,4, (3.1a)
(0710 - V2)V2 g = ~Rad, T — Tal/23, f, (3.1b)
1
—_— 2 = —
8y — VAT Tlnnazg, (3.1c)
g=0,g=f=T=0 en 0}, (3.2)

g= aﬁzg = azf = azT =0 en BQZ

b) NO AXISIMETRICO

(0718, = VHV2T = Eriae:r +Tal/?5,V2 9, (3.4a)
(0718, ~ V*)V’Vi® = Rad, D, T — TaV/29,V2 ¥, (3.4b)

1 1
(6 — VAT By (62,8 + rag\p), (3.4¢)
632<I>+—i-69\11 =0, ¥=0=V;®=T=0 en 09, (3.5)
roZ, Vil — 8,Viv2e =0 en 09, (3.6)
$=02,0=0,9=9,T=0 en Of),. (3.7)

La temperatura, T', en el problema axisimétrico sélo contiene el modo independiente
de 6, mientras que en el problema no axisimétrico se ha extraido de T el modo cero.

3.2 Tratamiento numérico de las ecuaciones

Para resolver los sistemas de ecuaciones anteriores se han usado técnicas espec-
trales. En los métodos espectrales se utilizan unas funciones prueba como base para
desarrollar la solucién en serie truncada, y unas funciones test para minimizar el re-
siduo respecto a una norma adecuada. Por residuo se entiende el error producido en
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la ecuacién diferencial cuando se utiliza un desarrollo en serie truncada en lugar de
la solucién exacta. La eleccidn de las funciones test da lugar a tres de los esquemas
espectrales mas habituales, Galerkin, colocacién y Tau. En el esquema de Galerkin
las funciones test son las mismas que las funciones prueba, y estas funciones se ca-
racterizan porque satisfacen las condiciones de contorno. La ecuacién diferencial se
fuerza imponiendo que la integral del residuo para cada funcin test sea cero. La
aproximacién de Tau es parecida a la de Galerkin, pero en este caso las funciones
test no han de cumplir las condiciones de contorno. Al igual que en el método de
Galerkin, para minimizar el residuo se impone que cumpla una condicién de ortogo-
nalidad respecto a cada una de las funciones test. En los métodos de colocacidn se
requiere que la ecuacién diferencial se cumpla exactamente en un malla de puntos,
que se denominan puntos de colocacidn. En Gottlieb & Orszag (1977) se describen
de forma detallada los distintos métodos espectrales y se analizan sus propiedades de
convergencia y en Canuto et al. (1988) se estudia la aplicacién de estos métodos a la
dindmica de fluidos.

En los dos sistemas de ecuaciones anteriores, (3.1)—(3.3) y (3.4)-(3.7), es adecuado
un método de Galerkin para el tratamiento de las ecuaciones en la direccién vertical,
pues las funciones trigonométricas satisfacen directamente las condiciones de contorno
en esta direccién. Al usar funciones trigonométricas como funciones prueba para desa-
rrollar las perturbaciones y efectuar la proyeccién ortogonal del residuo, las ecuaciones
se desacoplan para cada modo vertical, lo que facilita la resolucién del problema. En
el caso no axisimétrico, la direccién periddica se ha tratado introduciendo desarrollos
en serie de Fourier para la dependencia azimutal de las perturbaciones. Por tanto,
también la direccién azimutal queda desacoplada al proyectar las ecuaciones. Para la
direccién radial, se ha escogido un método pseudoespectral de colocacién en el que se
usan polinomios de Chebyshev para desarrollar las perturbaciones. Cuando se trabaja
con estos polinomios,

Ti(z) = cos(l arccos(z)) con z € (-1,1),

es conveniente trabajar con los puntos de colocacién de Gauss-Lobatto

zizcosﬂ 1=0,...,L, (3.8)

L
pues en estos puntos los polinomios de Chebyshev se reducen a T;{(z;) = cos ll’{—i, y
por tanto la funcién prueba discretizada se expresa como una serie de cosenos, lo
que permite utilizar métodos de transformada répida. Ahora, es necesario imponer
condiciones de contorno en los extremos del intervalo, z = £1. Una forma eficiente

de hacerlo, si se trabaja con las amplitudes del desarrollo en serie (como serd en
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este caso), es calcular previamente el valor de cada, polinomio y sus derivadas en los
extremos del intervalo (Gottlieb & Orszag, 1977)

b

Ti(*1) = (1),
B Ti(£1) = (£1)¢+1)2

p—1 12— k2

OT(ED) = E)P [] 5=,

con lo cual es facil obtener una base de funciones, combinacién de polinomios de
Chebyshev, que cumpla las condiciones de contorno.

Como los polinomios de Chebyshev estdn definidos entre z = —1 vy =+41es
necesario un cambio de variables en la coordenada radial para que esté definida entre
estos dos valores. Con z = 2r — §, donde § = %f—g—, r € (1—’7_;,;%5) pasa a ser

€ (—-1, 1). Los operadores diferenciales se escriben

1 1,
T8t o]

Vi=d[82, +
V2=Vi+82,

V2 =400, + ) + (0% ~1)]
—h T (x46) T (w4o)2 00
V2 =V2, 482

D= 2[3;5 + @%ﬁ}

Or — 26,
O, — 402,

Como ya se ha dicho, para el tratamiento de las condiciones de contorno en la direccién
radial se han desarrollado las perturbaciones en una, base perteneciente al subespacio
de funciones que verifican el contorno, en lugar de usar directamente polinomios de
Chebyshev que no lo satisfacen. Los elementos de esta base son combinacién lineal
de polinomios de Chebyshev y se encuentran resolviendo el sistema de ecuaciones
formado por las condiciones de contorno. Mientras que en el problema axisimétrico
esta base de funciones se podrs obtener de forma analftica, la complicacién de las
condiciones de contorno en el problema general, que acopla diferentes variables, impide
encontrar una expresién analftica para la base, por lo que ésta se debera calcular
numéricamente.
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3.2.1 Problema axisimétrico
e Desarrollo de las perturbaciones

En el problema axisimétrico se estudia la estabilidad del estado conductivo fren-
te a perturbaciones que mantienen la independencia de la coordenada 4. Como se
ha mencionado, se ha usado un esquema de Galerkin para la direccién vertical y uno
pseudoespectral de colocacién para la direccién radial. Como en las tapas del anillo se
anula la variable g y su derivada segunda, y las variables f y T satisfacen derivada pri-
mera nula, (3.3), se usara la base de funciones trigonométricas {sin(mnz/B)}m=0+m
para desarrollar g y {cos(mmz/8)}m=0+m para desarrollar f y T. En la, direccién
radial hay que imponer que las siguientes combinaciones lineales de polinomios de
Chebyshev

M=

L L
9@) =S aTi(@), f@) =Y AT y T =) TN), (3.10)
=0 =0

1=0

cumplan las condiciones de contorno respectivas. Para el potencial g(z) hay que
imponer funcién y derivada primera nulas en los extremos del intervalo. Puesto que se
discretiza en los puntos de Gauss-Lobatto, usando las relaciones (3.9) las condiciones
de contorno se escriben

L
g(&1) =) qi(x1)! =0,
=0

L
8pg(£1) = > @l* (1) =0.
=0

Este sistema de cuatro ecuaciones permite escribir cuatro de los coeficientes del de-
sarrollo, por ejemplo los primeros, go, 91, g2 ¥ g3, €l funcién de los restantes. Se
puede encontrar una base de funciones de (L — 3) elementos que verifique el contorno,
{g*(2)}r=4~1, imponiendo que el coeficiente del polinomio de Chebyshev de orden k
valga 1y los demés se anulen, glk =81 I,k =4+ L. De esta forma se obtiene

(5 - 1)To(2) — ETa(z) + Ti(z) k=2

kw — |
g*(2) {% K - 0)Ti(@) - Lk - V(@) + Ti()  h#2 (3.11)

Procediendo de la misma forma se obtiene la base de funciones para desarrollar f(z) y
T(z). Las condiciones de contorno proporcionan dos ecuaciones que permiten escribir
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los dos primeros coeficientes del desarrollo en funcién de los demds. La base de
funciones {f7(2)};=2+1 ¥ {T9(2)}j=2-1 tiene ahora (L ~— 1) elementos,

~To(2) + Ti(z) =2

e (3.12)
“Ti(z) + Ti(x)  j#2

F(a) = T%(a) = {

Una vez se dispone de las funciones base adecuadas ya se puede desarrollar las per-
turbaciones. Se consideran desarrollos de la forma,

M M L
f(z,2,t) = e Z fm(z) cos(mmz/B) = et Z Zﬁ,mfl(a:) cos(mmz/B),
m=0

m=0 |=2

M M L
9(z,2,t) = e Z gm(z) sin(mmz/B) = e Z Zgl,mgl(w) sin(mmz/6), (3.13)
m=0

m=0 [=4

M M L
T (z,2,t) = e Z Tm(z) cos(mmz/B) = et Z ZTl,mTl(a:) cos(mmz/B).

m=0 [=2
¢ Discretizacién de las ecuaciones

Los desarrollos (3.13) se han sustituido en las ecuaciones (3.1) y se ha tomado como
funciones test {sin(kmwz/B8)}r—o0- s parala ecuacién (3.1b) y {cos(km2/PB)} k=0-m para
las ecuaciones (3.1a) y (3.1c). El residuo se minimiza proyectando las ecuaciones sobre
el susbespacio generado por las funciones respectivas. El problema se desacopla para
cada modo vertical, m, que satisface el siguiente problema de valores propios

Mfm(z) = 0V frm(z) + aTa”Z%Egm (2), (3.142)
AV2 gm(z) = oV gru(z) + aRa%Tm(w) + oTa/ 2%71 fm (), (3.14b)
2 mm

Mo () = V2T (z) + (3.14c)

mnte+5) p 0

donde los operadores diferenciales se escriben

vi=4[a2, + (x—leT)az},
st (5

vi=dfon+ (xiJ) (02 - (a:-ll—d)) - (%1)2]
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Las ecuaciones de las cuales hay que estudiar su estabilidad se obtienen discretizando
en la direccién radial el problema de valores propios anterior. Para ello, se ha de
imponer que las ecuaciones se cumplan en los puntos de colocacién de Gauss-Lobatto.
Al considerar como incégnitas los coeficientes de los desarrollos, fl my Gm ¥ Tl ms €l
niimero de incégnitas por cada modo m es de (L — 1) + (L — 3) + (L —1). Por tanto,
s6lo es necesario imponer las ecuaciones de f y T en (L — 1) puntos de colocacién y
la de g en (L — 3) puntos. Se obtiene un problema de valores propios unidimensional
de la forma

Ap Xy = ABmXm,

donde A,, y B,, son matrices reales de dimensién (3L — 5) x (3L — 5) y X es el
vector de incégnitas

Xm = (fl,gl,j:‘l)m = (fZ,m’ R fL,mag4,TH) L] agL,m;TQ,m’ very CZqL,'m,)- (315)

Este problema de valores propios se puede escribir en forma matricial por bloques,

A]-]-i,l A12i,l 0 fl B]-]-i,l 0 0 fl
A21.,;’l A22;, A23;; g =A 0 B22;, 0 ai )
0  A32;,; A33; T 0 0 B33y T

m m m m

siendo el valor de estas matrices

All;; = oV fi(z) i=1eL—1 l=2+L
Al12;; = 0T31/2Tﬁ£gl(ﬂ?i) i=lal-1 l=d4+L
A2, = 0Ta1/2%zfl(cci) i=2sL—2 l=2+L
A22;; = oV4gH(z) i=2+L—2 l=4+L
A23;; = chamTl(a:i) i=2+L—2 [=23L
B
2 mr
A32,;, = ————— ! i=1aL—1 I=4+L
4 Inn(z; + J) [3 g (z:)
A33;, = V2T (z;) i=1+L—-1 1=2+L
Bll; = fiz:) i=1+L-1 l=2+L
B22;; = Vg (z) i=2+L—2 l=4+L

B33;; = T (z;) i=1vLl—1 [1=2+L
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donde el {ndice 7 indica las filas (puntos de colocacién) y el ! las columnas (amplitudes),
y fH(2:), ¢'(2:) ¥ T'(z:) representa el valor del elemento de orden [/ de cada una de
las bases evaluado en el punto de colocacién, z; = cos( %) Los operadores lineales
que actian sobre estos elementos se han calculado directamente mediante métodos de
transformada répida. En concreto, se han utilizado las subrutinas de Canuto et al.
(1988), que permiten realizar transformadas multiples de Fourier y Chebyshev. Dada,
una funcién en los puntos de colocacién, retornan los valores de las derivadas en dichos
puntos. El calculo de los valores y vectores propios correspondientes a la matriz B~1A
se ha hecho utilizando subrutinas de las librerias NAGQ y LAPACK.

3.2.2 Problema no axisimétrico

¢ Desarrollo de las perturbaciones

Al igual que en el caso axisimétrico, se han desarrollado las perturbaciones en el
problema general mediante funciones trigonométricas que cumplen las condiciones de
contorno en la direccién vertical y mediante una base de funciones combinacién lineal
de polinomios de Chebyshev que satisface el contorno en la direccién radial. A dife-
rencia del caso anterior, la complicacién de las condiciones de contorno, que acoplan
las variables ® y ¥, impide encontrar esta base de funciones de forma analitica. Para
obtenerla, se debe resolver numéricamente el sistema de ecuaciones al que dan lugar
las condiciones de contorno (3.5) y (3.6). Ademds, al existir dependencia con la coor-
denada 6, se ha introducido un desarrollo en serie de Fourier en esta direccién. Por
tanto, con respecto a la dependencia con 1a coordenada, z, al anularse en las tapas del
anillo @ y su derivada segunda, y las derivadas primeras de ¥ y T, las perturbaciones
se desarrollardn en la base de funciones {sin(mmz /B)}m=0+m1'y {cos(mm2/8)} meo=nr
respectivamente, mientras que para la dependencia azimutal se usard la base de fun-
ciones {eing}m_ N+nsn # 0. Como la condicién que verifica la temperatura en el
contorno lateral es la misma que en el problema axisimétrico, funcién nula en el con-
torno, se usard también la base (3.12) para desarrollar su dependencia radial. Las
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perturbaciones consideradas son de la forma

N M

U(z,0,2,8) =i Y. > €™ cos(mmnz/B8)¥mn(z),
n=-N m=0
n;éO

&(z,0,2,t) =M Z Z é™ sin(mnz/B)®m.n(z), (3.16)
n=—N m=0

n;EO

T(z,9,2,t) = e Z Z ZTlmne 8 cos(mmz/B)T (z),

n=—N m=0 [=2
n#0
donde 1a unidad imaginaria en el desarrollo de ¥ se introduce para que las ecuaciones
procedentes de las condiciones de contorno sean reales.

Para encontrar la base de funciones, combinacién lineal de polinomios de Chebys-
hev, que cumpla las condiciones de contorno en las paredes laterales hay que escribir
el sistema de ecuaciones formado por las condiciones de contorno. Para ello, en un
primer paso, hay que evaluar las dos condiciones de contorno que acoplan las variables
& y ¥, sustituyendo en ellas los desarrollos anteriores y efectuando las derivadas de las
funciones trigonométricas respecto a z y las derivadas de las exponenciales respecto
a 0. Después, se ha de imponer que todas las condiciones se cumplan en z = =+1.
Procediendo de esta forma, las condiciones de contorno (3.5) y (3.6) se expresan como

Op Vo () = (3.17)

mn n
—F—@sz,n(z) e ) mn(z) =0, (3.18)
Bmn(z) =0, (3.19)
v2 o n(z) =0, (3.20)
(z + 5)—-axv2 mn(Z) + NV VE8m a(z) = 0. (3.21)

Ahora se ha de imponer que las siguientes combinaciones de polinomios de Chebyshev
L
) =Y Uy mnTi(2), (3.22)

L
"L') = Zél,m,n,ﬁ(m)a (323)
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satisfagan las ecuaciones anteriores en £ = +1. Usando las relaciones (3.9), se obtiene
el siguiente sistema de diez ecuaciones

Ty
a1,0 - .- a1, L bl,O bl,L .
T
L =0
1
810,0 --- 310,L b1o,0 -.. big,p :
(I)L m,n
donde
a1, agy = 12(£1)H1, b1y, bay = 0,
-n mn
T (EDY bay, by = SR (1)
agl, 34,1 = (:l:1+6)( ), 3,0, D41 3 ( )
as,i, ag; = 0, bsi, by = (£1),
1 1
= (D22 - 1) 4 ——2(1 1)
ar, agy = 0, b7, bs, 3 (EDTE( )+ @11 9) (£1)
2
n l
(il+6)2(ﬂ) ’

86, 810, = 4—’”17{(11 + 5)%@1)“312(12 D@ —4)+ %(ﬂ)l“z?(z? —1)-

B
(1+n ) I142 2n? ;
TE e VT g (Y }
b, bioy = n{ 105 (t1 YA - 1)(12 - 4)(1% - 9) +
= (:t11+ 6) (:tl)l+312(l2 )(12 _ 4) _

474(142n?) m2x2?
_5[(:t1+6)2 T
4 4(1 +2n2) m2x2
(:l:1+6)[(:|:1+6)2 iz
4n? [4n? =16 m?xa?
ESE il [(:1:1+6)2 tp ”

}(il)l“zz(zz ~ 1)+

+ |y 4

+
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Por tanto, se dispone de diez ecuaciones que permiten escribir diez de los coeficientes
en funcién de los restantes. Se ha escogido expresar en funcién de los demés los cuatro
primeros coeficientes de ¥ y los seis primeros de ®, por lo que el sistema lineal que
se ha de resolver es

Yo Uy
a1p -.. 81,3 Do --- b1 : a14 --- 81,0 Dbig ... bir :

‘I’3 _ ‘I’L

@0 B @6
a10,0 --- 810,3 b1o,0 --- b1o,5 a10,4 ... 910,L bioe --- bio,z

@5 QL

Como consecuencia de que las condiciones de contorno acoplan las variables ® y U,
las bases no seran independientes entre si. Procediendo de la misma forma, que en el
problema axisimétrico, al imponer que el coeficiente del polinomio de Chebyshev de
orden j en el desarrollo de ¥ valga 1y se anulen los restantes, \I'f =68, jl=4+L,
y resolver numéricamente el sistema resultante se obtienen los coeficientes

(Do, ..., Uz, B, e, B5)l 1

)

Con estos coeficientes se construyen los (L — 3) primeros elementos de la base de ¥ y
de ®:

{ (‘I’inn(x)’ &)Zn,n(x)) }j=4—!-L>

siendo

3
o, (@) =D ()i, W Tile) + T4 (),

85, (@) = (2] Tila)-

1=0

o~
(=]

An3slogamente, resolviendo el sistema que se obtiene imponiendo que valga 1 el coefi-
ciente del polinomio de Chebyshev de orden k del desarrollo de ® y que sean cero los
demés, tI>‘l'c =% k,l =6 + L, se obtienen los coeficientes

(Do, ..., U3, 8o, .., B5) 1
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que permiten construir los (L — 5) elementos restantes de la base de ¥ y de ®:

{(#,.@), 2%, ()}

k:f)‘+L7
con

3
Uy, n(@) = 3 (T)k,  Ti(a),
5

O n(2) =Y (20)kTi(2) + Ta(a).

=0

o~
o

Se obtiene as{ una base de (L — 3) + (L — 5) elementos. Utilizando estas bases la,
dependencia radial se desarrolla como

L L Tl
U, n(w)) 3 (min n) . ¥ .
’ = o, q:Jl,m,n + Z T él,m,na
(@m,n(w) 1=4 q)in,n 1=6 @in’n
donde ‘i’z,m,n y &)l,m,n son los coeficientes del desarrollo, que junto con Tz,m,n formarsin
el conjunto de incégnitas. Puesto que ¥, ¢ y T son funciones reales, se ha de satisfacer

Viman =Y 0 @imn = Y mn Y Timn = T}m,—n> donde * significa conjugado,
por lo que se podra trabajar con la mitad de coeficientes en los desarrollos, n = 1= N.

¢ Discretizacién de las ecuaciones

Sustituyendo los desarrollos de las perturbaciones (3.16) en las ecuaciones (3.4),
efectuando las derivadas respecto a z y 6 y proyectando las ecuaciones de W vy T
sobre el subespacio generado por las funciones {cos(kmz/B)}k=0=ar v la de ® sobre el
subspacio generado por {sin(krz/ B)}k=0+11 se obtiene un sistema de ecuaciones que
solo depende de la coordenada radial. Es un problema, de valores propios complejo
unidimensional para cada modo axial, m, y azimutal, n,

20nR, .
AVREn (&) = OV Vi (0) 4 TS Tn(z) ~ 0T T VE (),
(3.24a)
AVEV2®,, (z) = o V2V2V2$ (m)—zaRam”[ ! + 85| Ty () +
h*m,n h*m,n ﬂ (£L'+5) z m,n
+iaTa1/2%V%\Ifm,n(:c), (3.24b)
— 2 __ 4 (mr "
Minn(2) = V' Tonn(@) = g 5)( F 0 Bnle) = g Uma(®)), (3240
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donde los operadores se expresan

1 n?
— 2 —
—4[3M+(x+6)3z (w+6)2]’

V2 =Vi- (%75)2

De nuevo, las ecuaciones de las cuales hay que estudiar su estabilidad se obtienen
discretizando en la direccién radial el problema de valores propios anterior. Hay
que imponer que las ecuaciones se verifiquen en los puntos de colocacién de Gauss-
Lobatto. Al igual que en la resolucién del caso axisimétrico, se consideran como
incégnitas los coeficientes de los desarrollos, \Iil myn ‘I>l mn ¥ Tl m,n, Por lo que el
ntmero de incégnitas es de (L ~ 3) + (L — 5) + (L — 1). Para tener igual ndmero de
ecuaciones, hay que imponer que la ecuacién de ¥ se cumpla en (L — 3) puntos de
colocacién, la de ® en (L — 5) y la de T en (L — 1) puntos. Se obtiene un problema
de valores propios complejo de la forma

Am,nXm,n = }\Bm,nXm,na

donde A, ,, es una matriz compleja de dimensién (3L —9)- (3L —9) ¥ By,n s una
matriz real de igual dimensién. Xm n s el vector de incognitas

Xm,n = (‘I’la Ql; Tl)m,n = (‘1—14,m,n; reey ‘PL,m,m ¢6,m,na ey QL,m,n, T2,m,na ey TL,m,n)

El problema se puede expresar en forma matricial por bloques

Ally, Al12;; Al3;y, o, Bll;; Bl12;; 0 ¥,
A21;; A22;; A23;, é, =\|B21;; B22; O é,
A31;; A32;; A33; s 0 0 B33y T

R m,n m,n m,n m,n

(3.25)
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El valor de cada submatriz es
Alli’l = UVZViwin}n(zi) —iaTal/Z%{V%‘ﬁn,n(zi) i=2+L—2 l=4=]
A12; = —iaTal/z%Vﬁéﬁn,n(xi)+0V2Vﬁ\i’£n7n(zi) im2D_2 I=6er
20Ran
Al3y = (z: +0) 7ln,n($i) i=2+L—~2 =2+
A2l = iUTal/z%V%‘I’ﬁnm(:vi)+0V2V2V%&>ﬁn,n(xi) i=3+L—3 l=d4ol
A22;; = Uvzvzvﬁ‘pﬁn,n(zi)+iUTa1/2%EVﬁ‘i’lm7n(zi) i=3+L-3 =6+
mn 1
A23,; = - 20R67[m + 5z]T,ln,n($i) i=32+L-3 [=2+[
dn ! 4 mw =

i = —— i) — ————————0,% i) i=1+L-1 I=4+

A31;, (e 737 U () mnG 16 B 03P, (@5) i=15L-1 1=4sL
—4 mm . 4n, ~)

il = m———————— i —_— i i=1+L— =6+
A32;, (@ 0) B 0z, () + (@ 1 0)2 mon(Ti) i=1+L-1 1=6+L
A33iy = va‘rln,n(xi) i=l+L—1 1=2+L
Bli, = V%L\Ilin,n(xi) i=2+L-2 =4+
Bl2;,;, = v%‘iﬂmn(xz) i=2+L—2 [=6+L
B2liy = V?Vi®L,  (z:) =3+L-3 l=4=L
B22;, = V?Vidl, . (z:) i=3+L-3 |=6+L
B33, = T7ln,n(x1) i=l+L—1 [=2+]

donde el indice ¢ indica las filas y el llas columnas. Como en el problema axisimétrico,
estas matrices se construyen mediante transformada, répida. La matriz B se ha inver-
tido mediante subrutinas de las librerfas NAG y LAPACK, de manera que se obtiene
un problema de valores propios de la forma AX = AX, siendo A una matriz compleja,

y se han calculado los valores y vectores propios correspondientes.
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¢ Resolucién radial necesaria

Finalmente, como paso previo al anélisis de los resultados que se han obtenido, se
estudiard el nimero de puntos de colocacién necesario para determinar las curvas de
estabilidad del estado conductivo. Para ello, se ha seguido la evolucién del nimero
de Rayleigh para el cual el estado conductivo es inestable frente a una determinada
perturbacién al aumentar el nimero de modos en la direccién radial. Dada una
perturbacién (caracterizada por los nimeros de onda axial, m, y azimutal, n), la parte
real del valor propio asociado determina si el estado conductivo es estable o inestable
frente a esa perturbacién. Cuando Ag < 0, la exponencial en los desarrollos (3.13) y
(3.16) es decreciente con el tiempo y la fluctuacién decae, mientras que si Ag > 0, la
perturbacién se amplifica. Por tanto, el valor critico del nimero de Rayleigh asociado
al modo (m,n) se encuentra imponiendo Ag = 0. El valor de la parte imaginaria del
valor propio caracteriza el tipo de transicién de estabilidad a inestabilidad que tiene
lugar, pues si A1 = 0 la nueva estructura es estacionaria, mientras que si A\; # 0 la
estructura oscila al inicio de la conveccién con una frecuencia Ar.

Para realizar los calculos de las curvas de estabilidad se ha considerado critico el
valor de un nimero de Rayleigh cuando la parte real del valor propio que cruza el eje
es |Ar | < 107%. En la tabla 3.1 se muestra el valor del nimero de Rayleigh critico y
la parte imaginaria del valor propio en unidades de tiempo viscosas correspondientes
a la perturbacién de nimeros de onda axial y azimutal (m, n) = (1,4) cambiando el

(L] Rae [ X |
8 | 1688.49406 | 0.835626
12 | 1721.23504 | 0.888031
16 | 1722.40800 | 0.891841
24 | 1722.42701 | 0.891900
32 | 1722.42701 | 0.891900
48 | 1722.42762 | 0.891896
64 | 1722.42850 | 0.891907

Tabla 3.1: Nimero de Rayleigh a partir del cual el estado conductivo se inestabiliza a un
modo (m,n) = (1,4) y frecuencia de precesién de la estructura convectiva en funcién del
niimero de puntos de colocacién, L. Los valores de los pardmetros son 8 = 2.5, n = 0.5,
c=0025y Q=5
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numero de puntos de colocacién. Como se puede ver, la convergencia es rapida, pues
el error disminuye muy rapidamente a] aumentar el nimero de puntos. La resolucién
radial con la que se ha trabajado a lo largo de este capitulo es de . = 32.

Cuando se fija el valor de los pardmetros que caracterizan el sistema, 8, n, o y
2, la transicién del estado conductivo al convectivo se produce para los ntimeros de
onda (m,n) que minimizan el ntmero de Rayleigh.

3.3 Bifurcacién primaria en sistemas con simetria

0(2) ¥ SO(2)

Las simetrias de un sistema condicionan la naturaleza de la bifurcacién primaria
por la cual el estado bésico se inestabiliza. En el trabajo de Knobloch (Knobloch,
1994, 1996) se pone de manifiesto que la presencia de estructuras con precesién, muy
abundantes en sistemas en rotacién, est4 ligada a sistemas con simetria SO(2). En
estos sistemas, se demuestra que cuando el estado bésico se inestabiliza a una solucién
que rompe la simetria de rotacién Reg,, se produce una bifurcacién de Hopf, es decir,
la nueva estructura que aparece tras la bifurcacién precesiona respecto al sistema de
referencia en rotacién. Sin embargo, en sistemas con simetrfa O(2), la bifurcacién pri-
maria puede ser estacionaria. Por este motivo, se advierte que simplificar el problema,
original haciendo aproximaciones que son vélidas localmente altera, en la mayoria
de las ocasiones, las simetrias del problema y da lugar a resultados errénecs. En
Knobloch (1994) se exponen diversos ejemplos en los que el uso de coordenadas carte-
sianas para aproximar un sistema con curvatura hace que los modelos no reproduzcan
el comportamiento observado en el sistema original.

Teniendo en cuenta argumentos de simetria sencillos (Knobloch, 1994), es posible
analizar el tipo de bifurcacién primaria por la cual el estado conductivo pierde es-
tabilidad y da lugar a un modo convectivo, tanto en el caso del anillo cilindrico sin
rotacién (sistema con simetria O(2)) como en el caso de que tenga rotacién (sistema
con simetria SO(2)). En ambos casos se pueden escribir las ecuaciones que satisface la
amplitud del modo convectivo que se inestabiliza, ligeramente por encima del punto
de bifurcacién.

Se define , el pardmetro de control del sistema, de forma que cuando w=20
se produzca la inestabilidad. Por ejemplo, si la inestabilidad est4 gobernada por el




50 Cap. 3. Estabilidad del estado conductivo: condiciones de contorno libres

ntimero de Rayleigh, p = B—“—R“le—‘lﬁ, siendo Ra, el valor critico del Rayleigh para el cual
es inestable el modo considerado. Debido a la periodicidad en la direccién azimutal,
el modo marginalmente estable en el inicio de la conveccién se caracteriza por un
niimero de onda azimutal n, de manera que la funcién propia cuando p = 0 es de la
forma

T(r,8,z,t) = R{an(t)einefn(r, z)}, (3.26)
donde
in = 0. (3.27)

Aqui, fn(r,2) es la funcién propia del modo n 'y an(t) su correspondiente amplitud
compleja. Para obtener una ecuacién para la amplitud a, que describa el comporta-
miento de la inestabilidad para valores de p ligeramente supercriticos, se debe afiadir
a la ecuacién (3.27), ademds de los términos responsables del crecimiento de la ines-
tabilidad, los términos no lineales que la saturan. La estructura de estos dos tipos
de términos estd limitada por las simetrias del sistema. Si la inestabilidad tiene lu-
gar en un sistema invariante bajo rotaciones y reflexiones, dada una solucién de las
ecuaciones, cuando se somete a una rotacién o reflexién se obtiene otra solucién de
las ecuaciones. Esta solucién puede ser la misma que la original, si la inestabilidad
da lugar a una estructura que mantiene la simetria, o puede ser diferente, si la nueva
estructura rompe la simetria del sistema.

Se puede analizar, en primer lugar, el caso del anillo sin rotacién como ejemplo
de sistemas con simetria O(2). El estado conductivo comparte todas las simetrias
del sistema, por tanto, es invariante respecto a rotaciones Ry, v refexiones respecto
a planos verticales R;. En el caso de que el estado conductivo se inestabilice a una
solucién no axisimétrica, n # 0, la nueva estructura (3.26) rompe la simetria de
rotacién y mantiene la de reflexién. La simetria Rg, requiere que la ecuacién que
satisface la amplitud no cambie bajo la operacién

6 — 0+6: an — ane™, (3.28)

mientras que la simetria de reflexién del sistema requiere que la ecuacién sea invariante
respecto

§— —0: ap, — Q. (3.29)

La ecuacién més general posible para la amplitud a, que es invariante bajo las ope-
raciones anteriores es

an = gn(:u; lanl2)an, (330)
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donde gy, ha de ser real por (3.29). Como 4 y a,, son pequetios, se puede desarrollar
gn en serie de Taylor y se obtiene

An = 0n + Qplan|®an, + . .. (3.31)

siendo a;, un coeficiente real independiente de . Esta ecuacién, que gobierna la evo-
lucién de cualquier inestabilidad no axisimétrica, escrita en funcién de una amplitud
real Ap y una fase @y, definidas a, = A,e'®" queda

. 3.32
b, =0 (3.32)

{AnzuAn+anA;°;+...
La bifurcacién es una pitchfork de revolucién, que da lugar a una estructura estacio-
naria.

En el caso del anillo cilindrico con rotacién, el sistema tiene simetria 50(2), pues
se rompe la simetria de reflexién (3.29) respecto a planos verticales que pasen por
el eje. En este caso la funcién g, tiene una parte imaginaria y la ecuacién (3.30) se
escribe

an = (1 +iQ0,)an + (an +108,)|an*an + ... (3.33)

donde dn, a, y B, son funciones de 02 porque el anillo puede girar en cualquier
sentido. En funcién de A4,, y ®,, se obtiene
Ap = pdy, +apdd + ...
o= A T O dn £ (3.34)
®, =00 + BrAZ +...)

Es decir, la ausencia de la simetria de reflexién R: convierte la bifurcacién estacionaria
en una bifurcacién de Hopf, en la que la frecuencia de precesién w, de la estructura
viene dada por la rapidez con la que cambia la fase, <i>n, de forma que la bifurcacién
da lugar a una onda azimutal

R {Anei("9+“’"t)fn(r, 2)}+.... (3.35)

Por tanto, segin la teorfa de bifurcaciones de sistemas en rotacion, cuando en un
sistema con simetria SO(2) se produce una bifurcacién que da lugar a una estruc-
tura que rompe la simetria de rotacién del sistema, genéricamente tendrs precesién
respecto al sistema de referencia en rotacién.
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3.4 Resultados

3.4.1 Conveccién columnar

Cuando se consideran condiciones de contorno libres en las tapas del anillo, las
ecuaciones (2.9) admiten como solucién exacta una solucién bidimensional estacio-
naria. Es un tipo especial de solucién de las ecuaciones, pues es independiente de
la, coordenada axial z, no tiene velocidad vertical, y forma columnas convectivas pa-
ralelas al eje de rotacién del anillo. Esta solucién corresponde al modo con nimero
de onda axial m = 0 en las perturbaciones del estado conductivo consideradas en
la seccién 3.2.2. Es, por ello, una estructura no axisimétrica en la que el nimero
de onda azimutal n caracteriza el niimero de columnas de la solucién. La figura 3.1
muestra un corte transversal del anillo en el que se representan las curvas de nivel de
la temperatura y de las velocidades radial y azimutal correspondientes a una columna
con n =5 y n = 0.5. Cualitativamente, el aspecto de estas curvas de nivel no cambia
al variar la rotacién.

Aparentemente, este tipo de modo convectivo no sigue el comportamiento genérico
de los sistemas con simetria SO(2) (Knobloch, 1994), pues no precesiona a pesar de
ser una solucién que rompe la simetria Ry, del sistema. Esto es debido a que este
tipo de solucién bidimensional permite introducir una funcién de corriente que reduce
la ecuacién de Navier-Stokes a la que se obtiene en el problema de Rayleigh-Bénard

Temperature Radial Velocity Azimutal Velocity

Figura 3.1: Curvas de nivel correspondientes a una solucién columnar de nimero de onda
azimutal n = 5 y relacién de radios 7 = 0.5. Este tipo de modo convectivo es independiente
de la coordenada z.



3.4. Resultados 53

bidimensional. El término de Coriolis se puede escribir en forma de un gradiente e
introducirlo en el gradiente de presiones. Por tanto, desaparece la dependencia de las
ecuaciones con la rotacién, por lo que recuperan la simetria O(2). Como se puede ver
en la figura 3.1, la bifurcacién a columnas bidimensionales se produce rompiendo la
simetria Ry, del estado conductivo bésico, pero se mantiene la simetria de reflexién
Ry respecto a planos verticales que pasan por el eje de rotacién.

Sustituyendo en las ecuaciones una solucién de la forma u = u(r,8,t), v = v(r,0,1),
w =0y p=p(r,0,t) se puede comprobar que, efectivamente, estas columnas son
solucién de las ecuaciones y que se recupera el problema de Rayleigh-Bénard. La
ecuacién de Navier-Stokes linealizada escrita en componentes queda

o 8u = ~8,p + [V*u), + RaT + 2Qw,
o™ o = —%69p+ [VZu]s — 2Qu.
Introduciendo la funcién de corriente ¥, la condicién V -u = 0 implica
U= —71:69‘11, v=-6,0U.

Al escribir el término de Coriolis en forma de un gradiente e incluirlo en el término
de presiones, las ecuaciones se reducen formalmente a las del problema de Rayleigh-
Bénard bidimensional

o 0w = —5.P + [V2u], 4 RaT,
o 8w = ——i-agP + [V2ulg,

siendo P = p + 2Q¥. La conveccién, por tanto, tendré las mismas caracteristicas
que en una capa calentada por debajo, exceptuando la influencia que la geometria,
cilindrica pueda tener. La fuerza de Coriolis es compensada por un gradiente de
presiones y, al desaparecer el término que rompe la simetria R; de reflexién respecto
a planos verticales que pasan por el eje del anillo, las ecuaciones recuperan la si-
metria O(2) y la transicién a columnas se produce via una bifurcacién estacionaria
supercritica que rompe la simetria Ry, del estado bésico.

El hecho de que las condiciones de contorno libres permitan esta forma de con-
veccion estrictamente bidimensional permite que en este caso el teorema de Taylor-
Proudman se pueda satisfacer de forma exacta. Como se ha visto, este teorema es
vélido cuando las rotaciones son altas, ya que se desprecia el término viscoso frente
al de Coriolis, que es compensado por un gradiente de presiones adecuado. Cuan-
do esto sucede se produce un balance geostréfico y el movimiento del fluido se hace
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bidimensional. Las columnas que aparecen se conocen como columnas de Taylor.
Este régimen se caracteriza porque el campo de velocidades es tangente a las lineas
de presién constante. En la figura 3.2 se muestra el gradiente de presiones asocia-
do al campo de velocidades de la figura 3.1 cuando la rotacién del anillo es elevada,
Ta = 107, y el gradiente de presiones asociado al mismo campo de velocidades cuando
no hay rotacién (parte superior e inferior de la figura, respectivamente). Se puede ver
que efectivamente el balance geostréfico sélo se produce cuando la rotacién es alta,
pues el gradiente de presiones, (9,p, %c%p), es perpendicular al campo de velocida-
des, (u,v) o< (—18gp, Orp). Sin embargo, para rotaciones bajas aunque la conveccién
también es en forma de columnas bidimensionales el campo de velocidades no es tan-
gente a las lineas de presién constante. Aunque el término de columnas de Taylor
normalmente se utiliza para designar el régimen geostréfico, se usard de forma més

Ta=107 Ta=107
Radial pressure gradient Azimuthal pressure gradient

Ta=0 Ta=0
Azimuthal pressure gradient

@ £

Figura 3.2: Curvas de nivel que muestran las componentes radial y azimutal del gradiente
de presiones correspondiente a un modo columnar de nimero de onda azimutal n = 5 para
rotaciones altas, Ta = 107 (parte superior), y sin rotacién, Ta = 0 (parte inferior).
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general a lo largo de este trabajo para hacer referencia a las columnas convectivas
bidimensionales, tanto para rotaciones altas como bajas.

Como puede verse en las ecuaciones anteriores, al ser la bifurcacién estacionaria,
la dependencia con el nimero de Prandtl también desaparece. Por tanto, la bifur-
cacién a columnas es independiente de 0. Ademds, como las columnas satisfacen las
condiciones de contorno en las tapas del anillo, el problema no depende del pardmetro
de forma del anillo, 8. Tan s6lo el cociente de radios del anillo, n, influye en el valor
del Rayleigh a partir del cual el estado conductivo es inestable frente a perturbaciones
independientes de z.

Una vez fijado el valor la relacién de radios del anillo, 5, para determinar el valor
critico del nimero de Rayleigh a partir del cual el estado conductivo se desestabiliza
a una columna de Taylor, hay que resolver el problema de valores propios (3.25)
considerando diferentes n. El nimero de onda azimutal seleccionado serd aquel que
minimice el nimero Rayleigh. En la figura 3.3 se muestran las curvas de estabilidad
marginal de las columnas de Taylor en funcién de n para diferentes nimeros de onda
azimutal, n. Para valores del nimero de Rayleigh por encima de estas curvas, el
estado conductivo es inestable frente a las columnas de Taylor. La linea en negrita
muestra, para cada valor de 7, el nimero de Rayleigh critico para el cual se produce la
transicién a las columnas. El niumero de onda correspondiente determina el nimero
de parejas de rollos de la solucién. Como se aprecia en la gréfica, el ndmero de onda
n seleccionado va aumentando a medida que el cociente entre radios crece, mientras
que el valor del nimero de Rayleigh critico a partir del cual se inicia la conveccién
disminuye, tendiendo al valor critico del problema de Rayleigh-Bénard.

Finalmente, en la tabla 3.2 se recoge el niimero de onda azimutal que se selecciona
y el nimero de Rayleigh critico correspondiente para diferentes valores de la relacién
entre radios. En el limite n — 1, desaparece la curvatura del anillo y se recupera
el problema de Rayleigh-Bénard plano. Para n = 0.98 el modo seleccionado es el
n = 154, aunque hay varios modos muy préximos entre si, y el nimero de Rayleigh
critico es Ra = 1707.786, valor ya muy cercano al que se obtiene en la conveccién
Rayleigh-Bénard, Ra = 1707.762.
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4 n=1f . iyt yn=8

Rayleigh

Figura 3.3: Curvas de estabilidad marginal del estado conductivo. Ndmero de Rayleigh en
funcién de la relacién de radios. Las curvas etiquetadas con n (lineas discontinuas) son las
curvas de estabilidad marginal de n parejas de columnas alineadas con el eje del anillo. La
linea en negrita es la envolvente de las curvas de estabilidad.

7 n Ra,
0.05 1 2366436
0.1 2 2116.556
0.2 2 1827.001
0.3 3 1799.856
04 4 1793.938
0.5 5  1750.303
0.6 6  1720.597
0.7 9 1714.943
0.8 14 1709.928

0.98 154 1707.786

Tabla 3.2: Ndimero de onda azimutal seleccionado, n, y nimero de Rayleigh critico corres-
pondiente para diferentes valores de la relacién entre radios, 7.
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3.4.2 Celdas de conveccién tridimensionales

Aparte de las columnas convectivas, se ha encontrado que existe un tipo diferente
de modo convectivo, tridimensional, que resulta ser dominante para rotaciones bajas.
Debido a que los estudios precedentes se restringian al limite de rotaciones altas, en
el que el inicio de la conveccién es en forma de columnas de Taylor, esta solucién no
se habia obtenido anteriormente. Estas celdas convectivas se caracterizan por ser una
estructura tridimensional con precesién. Es decir, aparecen via una bifurcacién de
Hopf y dan lugar a una onda que viaja en la direccién azimutal. Son consistentes con
la teoria de bifurcaciones en sistemas en rotacién expuesta en Knobloch (1994, 1996).

En las figuras 3.4 y 3.5 se ha representado la seccién transversal y vertical de
una solucién tridimensional, correspondiente al modo (m,n) = (1,4) y valores de los
pardmetros 8§ = 2.5, n = 0.5 y dos valores distintos de la rotacién viscosa, I = 0
y & = 5. Como se verd en la préxima seccién, en la que se mostrardn las curvas
de estabilidad marginal en funcién de los distintos pardmetros, éste es precisamente
el modo seleccionado para estos valores de los pardmetros que caracterizan al ani-
llo siempre que la rotacién sea lo suficientemente baja. Al igual que las columnas
de Taylor, las celdas de conveccién tienen estructura azimutal, por lo que también
rompen la simetria Ry, del sistema. Sin embargo, tal y como se puede apreciar en la
parte derecha de la figura 3.4, si Q # 0, a diferencia de las columnas o de las celdas
con } = 0, las soluciones tienen rota la simetria R; de reflexién respecto a planos
verticales que pasan por el eje del anillo, pues el sistema ya no posee esta simetria.

En el caso del anillo sin rotacién, el término de Coriolis es nulo y la bifurcacién
es estacionaria, por lo que la rotacién y el nlmero de Prandtl no aparecen en las
ecuaciones. Sin embargo, cuando el sistema estd en rotacién, queda gobernado por
cuatro pardmetros ademds del nimero de Rayleigh: la rotacién, el ntimero de Prandtl,
el pardmetro de forma, §, y la relacién de radios del anillo, . Por tanto, las celdas
de conveccién tridimensionales dependen de todos estos pardmetros, mientras que las
columnas de Taylor dependen Unicamente de . Ademés, las celdas aparecen tras una
bifurcacién de Hopf, pues la parte imaginaria del valor propio que cruza el eje y que
corresponde a la frecuencia de precesién de la onda al inicio de la conveccién es ahora
diferente de cero.

Si se representa el nimero de Rayleigh critico a partir del cual el estado conductivo
se desestabiliza a una solucién tridimensional en funcién de la rotacién, figura 3.6, se
observa como aumenta rapidamente al aumentar 2, siendo comparable al nimero de
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Figura 3.4: Seccién transversal que muestra la temperatura en z = 0 y la velocidad axial en
z = (/2 para el modo (m,n) = (1, 4) sin rotacién (izquierda) y con rotacién Q = 5 (derecha).
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Figura 3.5: Secci6n vertical que muestra la solucién tridimensional correspondiente al modo
(m,n) = (1,4) para valores de los pardmetros 8 = 2.5, p = 0.5, ¢ = 0.025 y Q = 5.
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Figura 3.6: Numero de Rayleigh y frecuencia de precesién en unidades de tiempo viscoso en
funcién de la rotacién correspondientes a un nimero de onda axial m = 1 y diferentes valores
del nimero de onda azimutal, n. Los valores de los pardmetros restantes son =1, = 0.5
y 0 = 6.7. La linea en negrita en la grifica de la frecuencia muestra el modo dominante en
funcién de la rotacién.

Rayleigh critico asociado a las columnas de Taylor sélo cuando la rotacién es baja.
Asimismo, el ndmero de onda azimutal seleccionado es cada vez mayor. Por tanto,
tan sélo para rotaciones bajas podria ser posible encontrar una regién del espacio de
pardmetros en la que la conveccién se inicie en forma de celdas tridimensionales.

3.4.3 Transicién de celdas tridimensionales a columnas

En la seccién anterior se ha mostrado, para unos valores particulares de los
pardmetros 8 = 1y n = 0.5, que el valor del nimero de Rayleigh para el cual el
estado conductivo se desestabiliza a un modo tridimensional es comparable al valor
del niimero de Rayleigh para el cual aparecen columnas de Taylor cuando la rotacién
del sistema es baja. En esta seccién, el estudio se centrard en este régimen en el
que las rotaciones del anillo son pequefias, con el objetivo de determinar, a partir
de las distintas curvas de estabilidad marginal, si hay alguna regién del espacio
de pardmetros en la que las celdas tridimensionales son dominantes. Las celdas
tridimensionales dependen de todos los pardmetros que caracterizan el problema, 7,
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B, o y Q. Tras un laborioso estudio, debido al gran nimero de combinaciones de
valores de estos pardmetros, se verd que, efectivamente, las celdas tridimensionales
pueden ser el modo convectivo seleccionado en el inicio de la conveccién aunque
las condiciones de contorno libres en las tapas admitan como solucién columnas de
Taylor bidimensionales (Alonso et al., 1995).
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Figura 3.7: Numero de Rayleigh, Rag
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, en funcién de la rotacién para o = 6.7, n = 0.5
y diferentes valores del parametro de forma, 8 = 0.25,0.5,0.75, 1.
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Figura 3.8: Ndmero de Rayleigh critico, Ra, en funcién de la rotacién para ¢ = 6.7, 8 =1
y diferentes valores de la relacién entre radios, n = 0.1, 0.2, 0.3,0.4, 0.5.

Para estudiar la influencia del valor del pardmetro de forma del anillo en las curvas
de estabilidad marginal en funcién de la rotacién, un resultado preliminar a tener en
cuenta es el obtenido en el caso de la conveccién en una caja rectangular. En este
problema, los rollos convectivos tienden a alinearse a lo largo de la longitud més corta
del contenedor. Haciendo una analogfa con el problema de la conveccién en un anillo
cilindrico que se estd analizando, se espera que valores pequefios del parametro de
forma del anillo favorezcan la seleccién de columnas de Taylor, mientras que para
valores grandes se espera una tendencia a la conveccién axisimétrica. Por tanto,
resulta més probable, a priori, que los modos tridimensionales sean dominantes para
valores grandes de 8. Los resultados obtenidos confirman esta tendencia. La figura
3.7 muestra las curvas de estabilidad del nimero de Rayleigh en funcién de la rotacién
para varios valores del pardmetro de forma, 8 = 0.25,0.5,0.75, 1, cuando la relacién
entre radios es de = 0.5 y el nimero de Prandtl vale ¢ = 6.7. Para valores pequefios
de 3, por ejemplo 3 = 0.25, las curvas correspondientes a los modos tridimensionales,
m # 0, estdn muy por encima de las que corresponden a las columnas de Taylor, que
tal como se vi6 son independientes de §. Sin embargo, a medida que 8 aumenta,
estas curvas se van acercando cada vez mds a la de las columnas, hasta que resultan
comparables cuando la rotacién es baja.
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Cuando 3 =1 la situacién es més complicada. En la figura 3.8 se representa el
valor del nimero de Rayleigh critico en funcién de la rotacién, para diferentes valores
de la relacién entre radios, n = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5. En la gréafica se puede ver que hay
algunos valores de 7, por ejemplo, n = 0.2, 0.3, 0.5, para los cuales el modo selecciona-
do es siempre una columna de Taylor. Las correspondientes curvas de estabilidad son
pues independientes de la rotacién. En cambio, para otros valores de , n = 0.1,0.4,
hay un intervalo de la rotacién en el que se selecciona un modo tridimensional m # 0.
Por ejemplo, para n = 0.1, si la rotacién en unidades de tiempo viscoso es < 6, el
estado conductivo es inestable, en primer lugar, frente a perturbaciones con nimeros
de onda axial y azimutal (m,n) = (1,1). Para rotaciones ) > 6, la perturbacién que
minimiza el nimero de Rayleigh corresponde a una columna de Taylor con niimero de
onda azimutal n = 2. Por tanto, se produce una transicién de celdas tridimensionales
a columnas de Taylor a medida que la rotacién aumenta.

Para explorar el origen de este comportamiento, en la figura 3.9 se ha representado
el nimero de Rayleigh para diferentes modos, Ragm’"), en funcién del cociente entre
radios, 9, para 8 =1y = 0. La linea gruesa corresponde a la transicién entre el

estado conductivo y las columnas de Taylor, con el niimero de onda azimutal n que
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Figura 3.9: Ntmero de Rayleigh, Ra{™™, en funcién del cociente entre radios n para

c=67,8=1yQ=0.
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minimiza el valor del Rayleigh. Esta linea oscila en funcién de n de manera similar a
como lo hace en el problema de Rayleigh-Bénard. Las curvas restantes corresponden
a modos tridimensionales con mimero de onda axial m = 1 y diferentes nimeros de
onda azimutales, n = 0,1,2,3. Para ciertos intervalos de 7 la curva de estabilidad
marginal de las columnas se cruza con la de los modos m = 1, tanto con n = 1 como
con n = 2. Las celdas tridimensionales son pues dominantes en estos intervalos.

La tendencia a una transicién a celdas tridimensionales para valores bajos de
la rotacién continta, y se vuelve més acusada, a medida que aumenta el valor del
pardmetro de forma, 8. Este hecho se puede apreciar en la figura 3.10, en la que
se representa el nimero de Rayleigh critico en funcién de la rotacién para n = 0.5
y valores més elevados de 8, 8 = 1.25,1.5,2.5,3. Para todos estos valores de 3 se
produce un comportamiento similar. Cuando la rotacién es suficientemente baja, el
Ragm’”) correspondiente a los estados con m # 0 es menor que el correspondiente
a las columnas de Taylor, pero a partir de una cierta rotacién critica, que aumenta
al aumentar 3, los estados m # 0 dejan de ser dominantes. Se puede ver también
que para los valores § = 2.5 y 8 = 3, hay dos modos tridimensionales diferentes que
son dominantes, segin el valor de la rotacién, antes de que la curva correspondiente
a la columna de Taylor minimice el nimero de Rayleigh. Por ejemplo, para 8 = 3,
domina el modo (m,n) = (2,3) entre 0 < < 3, pasa a dominar el modo (m,n) =
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Figura 3.10: Nimero de Rayleigh critico, Ra,, y frecuencia de precesién en unidades de
tiempo viscoso en funcién de la rotacién para ¢ = 6.7, n = 0.5 y diferentes valores del
pardmetro de forma, 8 = 1.25,1.5,2.5, 3.
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(1,4) entre 3 < © < 7.5 y finalmente domina la columna de Taylor (m,n) = (0,5)
cuando 2 > 7.5. Cabe destacar que, como se puede apreciar en la gréfica, la curva
de estabilidad correspondiente al modo (m,n) = (2,3) cuando 8 = 3 es la misma
que la correspondiente al modo (m,n) = (1,3) cuando B = 1.5. Sucede lo mismo
con los modos (m,n) = (2,3) cuando 8 = 2.5 y (m,n) = (1,3) cuando 8 = 1.25.
Esto es debido a que la dependencia con la coordenada z es en forma de funciones
trigonométricas cuyo argumento es (mnz/3), por lo que lo importante es la relacién
m/B. En la figura 3.10 se muestra también la frecuencia de precesién asociada a los
modos tridimensionales. Como esta frecuencia es siempre positiva, la onda viaja en
sentido horario.

Finalmente, en la figura 3.11 se representan las curvas de estabilidad marginal
correspondientes a los diferentes modos convectivos (m, n) en funcién del pardmetro de
forma, 8. El valor de la relacién entre radios se ha fijado, n = 0.5. La gréfica superior
corresponde a rotacién nula, = 0, y la inferior a & = 5. Cuando la rotacién es
distinta de cero, se muestra también la frecuencia de precesién asociada a los modos
tridimensionales. Si la rotacién es nula, se observa que los modos dominantes son
tridimensionales practicamente en todo el intervalo de B representado, es decir, a
partir de 8 2 1. El nimero de onda azimutal del modo seleccionado va oscilando
entre n = 2,3,4, mientras que el axial va aumentado a medida que aumenta 8, o
lo que es lo mismo, la longitud del cilindro. Al considerar el cilindro en rotacién,
) = 5, las curvas de estabilidad correspondientes a los modos m # 0 se desplazan
hacia arriba. Se puede ver que ahora aumenta el intervalo de valores de 8 para el
que se produce una bifurcacién a columnas de Taylor. La columna (m,n) = (0,5) es
dominante para 8 < 1.6. A partir de 8 = 1.6 dominan modos tridimensionales cuyo
nimero de onda azimutal es siempre n = 4 y con nimero de onda axial aumentando
con B. Si se aumenta la rotacidn, las curvas tridimensionales continiian desplazandose
hacia arriba. Por tanto, para cada valor de § existe un valor de la rotacién a partir
del cual el inicio de la conveccién se produce en forma de columnas de Taylor.

Por 1ltimo, sefialar que las gréaficas comentadas hasta el momento en esta seccién
corresponden al nimero de Prandtl del agua, o = 6.7. Aunque los modos tridimen-
sionales dependen del valor de o, los resultados son cualitativamente similares si se
cambia el nimero de Prandtl. En particular, si = 0 el problema es independiente
de o, por lo que los modos seleccionados al inicio de la conveccién coinciden. Para.
) # 0, se producen ligeras diferencias en el modo seleccionado. En la figura 3.12 se re-
presenta el valor del niimero de Rayleigh en funcién de 8 para los mismos pardmetros
del caso anterior, n = 0.5 y @ = 5, pero para o = 0.025, el nimero de Prandtl del
mercurio. Se puede observar como ahora hay un pequefio intervalo de valores de 3
en el que domina el modo (m,n) = (1,3), que no dominaba nunca para esta rotacién
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Figura 3.11: Nimero de Rayleigh, Ragm’"), en funcién del pardmetro de forma (inverse
aspect ratio) para ¢ = 6.7, 7 = 0.5 y rotacién viscosa Q = 0 (parte superior) y Q = 5 (parte
inferior izquierda). En la parte inferior derecha, frecuencia de precesién cuando Q = 5.

cuando o = 6.7. Sin embargo, la diferencia principal al cambiar el valor del nimero
de Prandtl es la magnitud de la frecuencia de precesién, que aumenta al disminuir o.
Como se desprende de la grafica, hay un orden de magnitud de diferencia entre las
frecuencias de precesién, lo que indica que la menor pérdida de energfa por disipacién
viscosa se invierte en aumentar la energia cinética de la onda.
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Figura 3.12: Némero de Rayleigh, Ral™™, y frecuencia de precesién en funcién del
g yleig
pardmetro de forma para o = 0.025, n = 0.5 y rotacién viscosa Q = 5.

3.5 Discusion

Se ha mostrado que en un anillo cilindrico en rotacién con tapas planas, gravedad
radial y calentamiento lateral el modo dominante en el inicio de la conveccién puede
ser una onda viajera en la direccién azimutal, aunque las condiciones de contorno
libres en las tapas admitan una solucién en forma de columnas estacionarias. Se ha
establecido la dependencia de la transicién entre estos dos tipos de modos con los
distintos pardmetros del sistema y se ha visto que depende del valor de la rotacién del
sistema, 1, de la relacién entre la altura y la anchura del anillo, 3, y del cociente entre
radios del anillo, . Cuando la rotacién del anillo es alta, el efecto estabilizador de la
fuerza de Coriolis domina la dindmica del sistema, y el modo seleccionado es siempre
una columna de Taylor estacionaria, exactamente bidimensional por permitirlo las
condiciones de contorno consideradas en las tapas. En este régimen se produce un
balance geostréfico. El valor de la relacién entre radios determina el nimero de onda
azimutal de la columna seleccionada, que aumenta al aumentar 1. Para rotaciones
del anillo bajas, el sistema sigue seleccionando un modo columnar estrictamente bi-
dimensional cuando 8 < 1. Sin embargo, para 3 2 1 y determinados valores de 7 se
produce una bifurcacién de Hopf que da lugar a celdas convectivas tridimensionales
que precesionan en la direccién azimutal.
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Los resultados obtenidos se pueden comparar con el trabajo llevado a cabo por
Greed y Zhang (Greed & Zhang, 1996) en el que también se analiza la conveccién en
un anillo cilindrico con gravedad radial, pero con calentamiento interno del fluido. En
concreto, se considera un gradiente de temperatura lineal con la coordenada radial,
originado por una distribucién uniforme de fuentes de calor en el anillo (Chandrasek-
har, 1961). Esta forma de calentamiento permite obtener una expresién analitica para.
las columnas de Taylor en términos de las funciones de Bessel de primera y segunda
clase, Jp, e Yp, utilizando un método similar al propuesto por Jones & Moore (1979).
De este modo, se obtiene el valor del Rayleigh critico para el que se produce la tran-
sicién a columnas de Taylor y el mimero de onda azimutal seleccionado, que coincide
con los resultados presentados en este trabajo. Sin embargo, mientras que fijando la
temperatura en las paredes laterales los modos axisimétricos n = 0 no dominan en
el amplio rango de pardmetros explorado, cuando el calentamiento es interno estos
modos son seleccionados por el sistema para rotaciones bajas siempre que 7 > 0.6. La
conveccién en un anillo cilindrico con gravedad y calentamiento radiales es, pues, un
fenémeno complejo en el que distintos tipos de modos convectivos pueden ser selec-
cionados en funcién de los pardmetros que intervienen en la dindmica y de la forma
de calentamiento considerada.

Desde el punto de vista de la teorfa de bifurcaciones en sistemas en rotacién, este
problema ha resultado ser especial. Por una parte, la presencia de ondas viajeras
en el anillo se ajusta plenamente a ella, confirmando una vez més que en sistemas
con simetria SO(2) las estructuras que rompen la simetria de rotacién dan lugar a
estructuras con precesion. Sin embargo, las columnas de Taylor estacionarias por ser
bidimensionales permiten escribir el término de Coriolis en forma de un gradiente. En
ese caso, las ecuaciones dejan de depender de la rotacién y recuperan la simetria O(2).
Hay que resaltar la importancia de considerar condiciones de contorno libres en las
tapas, pues la posibilidad de conveccién estrictamente bidimensional es compatible
con estas condiciones de contorno, pero cualquier otro tipo de condicién impediria
que las columnas bidimensionales fueran solucién de las ecuaciones.
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Capitulo 4

Estabilidad del estado
conductivo: condiciones de
contorno de adherencia

La eleccién de las condiciones de contorno para la velocidad en las tapas del anillo
juega un papel fundamental en la dindmica del sistema. Las condiciones de contorno
de adherencia, més realistas desde el punto de vista experimental, impiden que las
columnas convectivas estrictamente bidimensionales sean solucién de las ecuaciones
y fuerzan que el movimiento dependa de la coordenada 2. Este hecho tiene conse-
cuencias que afectan sustancialmente a la conveccién, tanto para rotaciones altas del
sistema como para rotaciones bajas, y que se ponen de manifiesto en el anglisis de
estabilidad lineal del estado conductivo. '

En el caso de rotaciones bajas, las estructuras convectivas que aparecen en el
inicio de la conveccién son completamente diferentes a las obtenidas en el capitulo
anterior cuando las condiciones de contorno en las tapas son libres. Mientras que
con condiciones libres hay dos tipos de modos convectivos, columnas estrictamente
bidimensionales y celdas tridimensionales, que pueden ser dominantes segun el valor
de los pardmetros que intervienen en la dindmica, se veré a lo largo del capitulo que
ahora las soluciones son siempre flujos tridimensionales con precesion.
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En el limite de rotaciones altas, como consecuencia del teorema de Taylor-Proud-
man y dado que la forma de calentamiento lo permite, es de esperar que la conveccién
sea practicamente bidimensional en las zonas donde la disipacién viscosa sea despre-
ciable. Adem4s, se deben formar capas limite de Ekman en las proximidades de las
tapas del anillo, de un espesor cada vez menor a medida que la rotacién aumenta,
cuya presencia es necesaria para que se cumplan las condiciones de contorno en las
tapas.

Estas columnas de Taylor fueron observadas en el laboratorio por Busse y Ca-
rrigan (Busse & Carrigan, 1974). En el dispositivo experimental utilizado la fuerza
centrifuga emula la gravedad radial, por lo que para inducir una inestabilidad térmica
el cilindro exterior se mantiene a una temperatura superior a la del interior. Por otra
parte, se trabaja con rotaciones del anillo elevadas, con objeto de minimizar el efecto
de la componente vertical de la gravedad. Esta componente, siempre presente en el
laboratorio, tiene como tnico efecto si se mantiene bajo el valor del nimero de Ekman
(B = v/QL?) modificar el estado bésico conductivo, que pasa a tener una componente
azimutal de la velocidad no nula axisimétrica (viento térmico). El valor del nimero
de Rayleigh critico para el que se inicia la inestabilidad térmica no se ve afectado
(Busse, 1970). Los resultados que se presentan en el trabajo de Busse & Carrigan
(1974) corresponden a tres situaciones diferentes, dependiendo de cuél es el meca-
nismo estabilizador dominante. En primer lugar, se consideran valores elevados del
pardmetro de forma, de forma que la disipacién en el interior del anillo es dominante.
Las tapas del anillo practicamente no influyen en la conveccién y el sistema resultante
equivale a considerar condiciones de contorno libres. Para 8 = 47.6 y 7 = 0.92 se
muestran algunos valores criticos para los que se inicia la conveccién, que es en forma
de columnas estacionarias. Por otra parte, se estudia también el inicio de la convec-
¢ién en el caso de que la disipacién se produzca principalmente en las capas limite de
Ekman. Para eso es necesario considerar valores pequefios de la altura del cilindro.
Los casos analizados corresponden a 8 = 0.98 v § = 0.46, siendo el valor de la re-
lacién entre radios de n = 0.63. Las estructuras convectivas observadas son también
columnas bidimensionales, siendo el efecto de las capas de Ekman retrasar el inicio
de la conveccién. De todas formas, como se remarca en el propio articulo, los valores
que se presentan son tan sélo aproximados, pues en este caso el error experimental es
grande. Finalmente, se considera el caso de que las tapas del anillo estén inclinadas.
Las rotaciones elevadas fuerzan que la conveccién continde siendo bidimensional, pero
ahora las estructuras viajan en la direccién azimutal en forma de ondas de Rossby.
La inclinacién de las tapas tiene un efecto estabilizador en el sistema y el nimero
de onda azimutal seleccionado aumenta considerablemente. Experimentos realizados
posteriormente en un anillo cilindrico en rotacién con tapas inclinadas (Azouni et al.,
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1986) confirman la existencia de ondas de Rossby que viajan en la direccién azimutal.

En este capitulo se mostrard que es posible obtener columnas de Taylor con pre-
cesién en la direccién azimutal también en el problema con tapas planas, siempre y
cuando se consideren condiciones de contorno de adherencia en las tapas. Sin em-
bargo, estas soluciones no hay que confundirlas con ondas de Rossby, pues no han
sido inducidas topogréficamente y sus frecuencias de precesién correspondientes son
considerablemente menores. Como las capas limite de Ekman que se forman son las
responsables de la precesién de las columnas de Taylor, se espera que esta frecuencia
tienda a cero en el limite de rotacién infinita.

A continuacién, se empezard el capftulo describiendo el método numérico usado
para resolver las ecuaciones que determinan la estabilidad del estado conductivo.
Al igual que en el caso anterior, se ha trabajado con la formulacién alternativa de
las ecuaciones escritas en potenciales de la velocidad. Las nuevas condiciones de
contorno para la velocidad impiden separar el problema en la direccién z, por lo que
el problema de valores propios que ahora se obtiene es bidimensional. Seguidamente,
se presentaran los resultados correspondientes a la inestabilidad primaria en funcién
de los pardmetros del problema, distinguiendo los casos de rotaciones del anillo bajas
y altas, y haciendo especial énfasis en las diferencias que se producen respecto al
problema con condiciones de contorno libres. Se estudiari el efecto que las capas
de Ekman tienen sobre todo el sistema convectivo. Para finalizar, se analizardn los
resultados que se obtienen cuando el problema se generaliza utilizando condiciones de
contorno mixtas en las tapas del anillo.

4.1 Ecuaciones de convecciéon linealizadas

La estabilidad lineal del estado conductivo cuando se consideran condiciones de
contorno de adherencia viene determinada por las mismas ecuaciones que en el caso
libre. Al igual que antes, se trabaja con las ecuaciones escritas en funcién de los
potenciales escalares de la velocidad, (2.15), y se analiza por separado el problema
axisimétrico y el no axisimétrico. Las ecuaciones quedan de la misma forma, sustitu-
yendo las condiciones de contorno (2.46) y (2.42) por las condiciones (2.47) y (2.43).
De nuevo hay que resolver dos sistemas lineales de ecuaciones, de orden 4 y 6 en la
direccién radial. Estos dos sistemas se expresan
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a) AXISIMETRICO
(0718, — V2)f = Tal/?8,g,
(0718, — V2 )V2 g = —Rad,T — Ta'/?8, f,
1

(8- VT = ——

1nna"g’

g=08,g=f=T=0 en 09,
g=0,9g=f=8,T=0 en 09,.
b) NO AXISIMETRICO
(6718, = VI)V2T = -Plréag:r +Tal/?8,V3 ®,
(0718, — V2)V2V3® = Rad, D, T — Ta'/29,Vi ¥,

v = -t (a4t
(8 — V)T = Tlnn(amcb+raa\1/),

632<I>+%69\I/ =5, ¥=9=Vid=T=0 en 89,
ro2, Vi — 9, ViV?® =0 en 0Q,,
0,2 =0=86=0,T=0 en 0Q,.

4.2 Tratamiento numérico de las ecuaciones

4.2.1 Problema axisimétrico

e Desarrollo de las perturbaciones y separacién en subproblemas

(4.1a)
(4.1b)
(4.1c)

(4.2)
(4.3)

(4.4a)

(4.4b)
(4.4¢)

(4.5)
(4.6)
(4.7)

El problema de la estabilidad del estado conductivo respecto a perturbaciones
que mantienen la axisimetria se ha resuelto utilizando un método de Galerkin en la
direccién vertical y pseudoespectral de colocacién en la direccién radial. El trata-
miento de la direccién radial es andlogo al del problema axisimétrico con condiciones
de contorno libres en las tapas. Puesto que las condiciones que verifican las variables
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en las paredes laterales no han cambiado, de nuevo se desarrollan las perturbaciones

en las bases de funciones (3.11) y (3.12), formadas por combinaciones de polinomios

de Chebychev que satisfacen las condiciones de contorno. Estas bases de funciones,

{9"@) Yi=asr, {f{(2) hi=2+1 ¥ {T"(%) }i=2= 1, se habfan obtenido de forma analftica y
se expresan

@) = {(%—1)75@)—%75@)%@) =2

L~ 9Ti(@) - L~ \Ta(2) + Ti(z) 142

fa) = T'(a) = {—%(w) +Ti(w)  1=12

—Ti(z) +Ti(z)  1#2
Para implementar un método de Galerkin en la direccién vertical, es necesario desa-
rrollar las perturbaciones en una base de funciones que verifique las condiciones de
contorno en las tapas del anillo. Para las variables f y T se pueden utilizar fun-
ciones trigonométricas, pues f se anula en las tapas y T cumple derivada primera
nula en ellas. Sin embargo, g verifica funcién y derivada primera nulas en las tapas
simultdneamente, por lo que las funciones trigonométricas no son una base adecuada
para desarrollar g. Un conjunto de funciones linealmente independiente que satisface
la doble condicién g = 0 y 8.9 = 0 en z = +1/2 son las funciones de Harris y Reid
(Chandrasekhar, 1961). Son de la forma

cosh Az cosAmz
Cm = - s
(2) cosh 3Am  cOS £FAm

sinh gz sin 2

" sinh 3, " sin Shm’
donde el valor de las constantes A, y um se recoge en el Apéndice A, jun-

to con algunas de las propiedades de estas funciones. El conjunto de funciones

{Cm(2),Sm(2)}m=1+m constituyen la base usada para desarrollar la dependencia en
z de la variable g.

A diferencia del problema de estabilidad lineal con condiciones libres, el problema
de valores propios al que se llegar4 en el caso rigido es bidimensional. En el método
de Galerkin se proyecta cada ecuacién sobre el subespacio al cual pertenecen las fun-
ciones en las que se ha desarrollado la variable que aparece en las ecuaciones derivada
respecto al tiempo. Como las funciones que cumplen las condiciones de contorno
en la direccién vertical dependen de la variable de la que se trate, cada ecuacién se
proyecta sobre un conjunto de funciones diferente. En el caso tratado en el capitulo
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anterior, todas las variables se desarrollaban en funciones trigonométricas que verifi-
caban el contorno, lo que permitia, al proyectar las ecuaciones, desacoplar la direccién
vertical. Sin embargo, en este caso, al tener que usar las funciones de Harris y Reid
para desarrollar una de las variables, la proyeccién de las ecuaciones no desacoplars,
la direccién axial. Como consecuencia, el problema de valores propios resultante serd
bidimensional y la dimensién de las matrices involucradas se multiplicar4 por un fac-
tor del orden del nimero de modos usados en la direccién vertical con respecto a la
dimensién de las matrices en el problema libre. Por este motivo, la memoria reque-
rida por el cédigo numérico aumentaréd considerablemente a medida que se exija una
mayor resolucién vertical. No obstante, en nuestro caso, si se separan los potenciales
en la parte simétrica y la antisimétrica respecto al plano medio del anillo, el sistema,
(4.1)—(4.3) se puede desacoplar en dos subsistemas de ecuaciones que reducen a la
mitad la envergadura del problema. Es decir, si

f:f8+faa 9= 9s + Ja, T:T5+Ta;

llamaremos sistema simétrico al que corresponde a una temperatura simétrica

(6718, — V2)f, = Ta/?8,g.,
SIMETRICO { (6718, — V2)V2 g, = —Rad, T, — Ta'/28, f,, (4.8)
(0 — V)T = 7150294,

y antisimétrico al de temperatura antisimétrica

(U_lat - V?-)fa = Tal/zazgm
ANTISIMETRICO { (6718, — V2)V2 g, = —Rad,T, — Ta'/28, f,, (4.9)
(8,: - Vz)Ta = ﬁ@zgs.

Las condiciones de contorno que verifican los subsistemas son

9go=0r0o=fs=Ts=0 en OQ,, 9gs=0rgs=fo=T,=0 en 09,
9o =0,90=fs =0,Ts =0 en 089, gs =0,9: = fo=0,T, =0 en 069Q,.

De esta manera, se usan las funciones de Harris y Reid simétricas, C,,, para desa-
rrollar la variable gs y las.antisimétricas, S,,, para desarrollar g,. La dependencia
en z de las variables fs, Ts, fo v T se introduce mediante funciones trigonométricas
simétricas y antisimétricas que cumplan las correspondientes condiciones de contorno.
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Los desarrollos considerados son de la forma

(f:zzt *fos
{ 9a(, 2, 1) “ng
Ty(z,2,t) = ”ZTS
\

(f z,z,t) ”Zf“
$ 95(z,2,1) “ng
Ta(z, 2,t) = ”ZT“

\

donde se ha usado la notacién

Ay, =

M L
cos(amz/B) = e > > ff, f1(z) cos(amz/B),
m=1[=2
M L
n(@18) = € 3 3 5ng (@) m(/5),
m=11l=4
M L
cos(Bnz/B) = & 3 S T8, T4 &) cos(Bm2/B),
m=0 [=2
M L
)sin(Bmz/B) = e Y D fimf (@) sin(Bnz/B),
m=1 [=2
M
m(2/B) =€ > )Cim(2/8),

m=1

M= .lzm

sin(amz/B) = e Z T T4 (@) sin(amz/B),
m=11=2
(2m — D, Bm = 2mm.

En la coordenada vertical, z, se ha hecho una traslacién que no afecta a las ecuaciones.
Originalmente, la variable z estaba definida entre 0 y 3, pero como las funciones de
Harris y Reid estdn definidas entre —1/2 y 1/2, la coordenada z que se ha usado en los
desarrollos cumple z € (—3/2,3/2) y se ha tomado como argumento de las funciones

de Harris y Reid 2/8.

e Discretizaciéon de las ecuaciones

Una vez se dispone de los desarrollos de las perturbaciones, hay que sustituirlos en
las ecuaciones. Tras efectuar las derivadas respecto a z (las derivadas de las fuciones
de Harris y Reid estdn escritas en el Apéndice A), los dos sistemas de ecuaciones

(4.8) y (4.9) se expresan
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SIMETRICO

A z fo(x)cos(amz/B) =0 i [(VZ ﬂ ) )fm(a:) cos(amz/B) +

=1

; Tal/zg;(w>s;(z/ﬂ>] . (4.108)

M
XY (V2095 (0)Sm(2/8) + 95 ()8 (2/8)]| =
M
=0 3 [T+ (5 )5 (a1 + 292483, 19)] ) +
+ RaZ2 T3 0) B2/ 9) + TV 2 12 o) snam /)], (4101
M M ,B 9
XY Th@) cos(Bnz/B) = (Vi - (5) )T () cos(Bmz/B) +
m=0 m=0
M
TP I ACE NG NNRLS
ANTISIMETRICO
M B2
A z fo(z)sin(Bnz/B) =0 Z [(Vz - (7"1) )f;(x) sin(Bnz/0) +
+ 1255, @)Cn 216)] - (4110)
M "
XY [P0 @)Cm(2/8) + 9 (2)C(2/8)] =
o 4 Am 4 2 " s
=9 Z [[(v—h + (_ﬂ_) )Cm(z/ﬂ) + 2V—hcm(z/ﬂ)]9m(-’ﬂ) -
~ Ra22 T2 () cos(az/8) — To 222 ) cos(Bnz/6)|, (4120
M
A Z TS (z) sin(amz/B) = Z [(V2 ( 5 =) )T“( ) sin(amz/B) +
2 o
+ TR @8], (@19



4.2. Tratamiento numérico de las ecuaciones 4

donde
1
_ 2
4[8” TETY am],
s e 11
V-h”"‘[a”*(wa)a” (a:+(5)2]

Cada una de las ecuaciones anteriores se ha de proyectar sobre el subespacio al que
pertenecen las funciones de la variable que aparece en las ecuaciones derivada res-
pecto al tiempo. De este modo, se proyectard la ecuacién (4.10a) sobre las funciones
{cos(akz/B) }r=12 1, la ecuacién (4.10b) sobre {Sg(z/8)}k=1=1 ¥ la (4.10c) sobre
{cos(Bk2/8)}k=0=-n, donde el operador de proyeccién se define como

6/2
p(2) | g(2) >= [ﬁ/Zp(z)q(z)dz.

El sistema de ecuaciones simétrico, tras efectuar la proyeccién de las ecuaciones, da
lugar a

M

) Z i) gm = 0 32 [(T2 = (5)") o) §oum + T8 010
=1
(4.12a)
M
AN [V2 495 @)B0km + 650 (2)Blm | =
m=1
M
=y [(v4h + “;) )95,(2)88k,m + 2V2 62, (2)B3, , +
m=1
+ Ra R T 00+ T2 22 £ @D, (4120)
g ’ B ’
M M ﬂ
A Y T @)Bembum = 3 (V3 - (—ﬂE)Z)Tfn(x)cmﬂdk,m +
m=0 m=0
2
+ m Z Im(@)EL m,  (4.12¢)

donde ¢, =18im =0y cm =1/2sim #0,y A}, B}, C} ., Di . v Ef s
definen més adelante. Respecto al sistema de ecuaciones antisimétrico, se usa la base
de funciones {sin(Bxz/8)}x=1+m para proyectar la ecuacién (4.11a), {Cx(2/8) Yo=12 M
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para proyectar (4.11b) y {sin(ax2/8)}r=1+m para la ecuacién (4.11c). El sistema
resultante se expresa

M

/\Zf“ g = 0 32| (72 = (5)°) 120§ 00m + g2, 0005

=1
(4.13a)
M

A V21980 ()B0km + 930 (2)BE 1| =

m=1
M
=) {(V‘ih + (%)4)ga(x)ﬂ6k,m +2V2,65.(2)BS,,
m=1

~Ra®2 T ()0, ~ T fa 0D |, (4330)

3 B S O 12 i 2
< = 2_(&m a (P 2 N
(4.13¢)

En estos dos sistemas de ecuaciones se han definido los coeficientes

tm = <cos(arz/B) | Sm(2/8) >, Al = <sin(Brz/B)| Cin(2/8) >
tm = <Sk(z/B) | Sm(2/B) >, tm = <Cr(2/B) | Cp(z/B) >
tm = <Si(2/B) | sin(Bmz/B) >, Ci, =

< Si(2/B) | sin(amz/B) >, Df, = < Ci(z/B)| cos(BnzB) >
< cos(Bkz/B) | Spu(2/B) >, Ef,. = <sin(axz/B) | Cpp(2/B) >

k,m

s
k,m

(

< Ci(z/B) | cos(amz/B) >
(
(

Finalmente se ha de imponer que los dos sistemas se satisfagan en los puntos de
colocacién de Gauss-Lobatto, z; = cos f, i = 0+ L. Por ejemplo, en el problema
antisimétrico, se han considerado como incégnitas las amplitudes de los desarrollos,
fﬁm, Bmy Tl‘}m, siendo el nimero de incégnitas M ((L—1) + (L —3) + (L —1)). Por
tanto, no es necesario imponer que las ecuaciones se verifiquen en todos los puntos de
colocacién (de i = 0 a i = L), y se impondrd, para cada valor de k, que las ecuaciones
(4.13a) y (4.13c) se satisfagan en (L — 1) puntos de colocacién y la ecuacién (4.13b)
en (L — 3) puntos. Se obtiene un problema de valores propios bidimensional de la
forma

AX = ABX
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donde A y B son matrices reales de dimensién M (3L—5) y X es el vector de incégnitas
formado por las amplitudes de los desarrollos

X= (.fl?m:gls,maﬁ?m) - (f;,l: Tt fz,la R fg,Ma Tty fz,M7
@Z,p "'7.@2,17 "'7gZ,M: CEEY) gi,Ma
T5 1o TR 1y s T agy s TR 1)
Este problema de valores propios se puede expresar en funcién de submatrices cua-

dradas, Al kY BZ & » €n las que el valor de los subindices 7 y k indica la fila y el valor
de los supenndlces l y m determina la columna,

Auyp A1 0 Fem B1L)7 0 0 Fem
A1y A2 A3 | | g | = 0o B2V 0 9
o asly assy) 7, oo B3y (2,

El valor de las matrices en cada subproblema es

SIMETRICO ANTISIMETRICO

Anbm = oéék,m (V24— (—/;,”-) (@), AnLp = oéék,m (V2 - (’Bm)z)fl(zi),

B
A127 = oTal?Af g (z:), A12}T = oTa'/?AL | g'(xs),
A2} = oTal/z—ﬂﬂDi’mfl(xi), A2107 = —oTal/Z'BﬂmD“m (i),
m m m Am
A22li’,,C = Uﬁfsk,m( t+ (IU,B ) >gz(xi) A22li’,k = 0ﬁ5k,m(V‘_{h+ (7)4>gl(xi)
+ 02B§ . V2,4 (z), +02B} V2 ,9'(2:),
A23li’7;c” = oRa%ﬂ 2T (), A23l¢’,;cn = —oRa%” & T (z:),
2 2
2l_,m = s l ; A 2l',m = a ! i
A3 i,k (xi + 5) lnnEk,mg (iE ): 3 i,k (iEi +5) lnnEk,mg (iE )7
Im _ /8 8 _ ﬁ QOm 2
A33T = femdm (V- (F) T @), AT = = 0m (V- () )Tz,
B11;T" = —g—ék,mfl(zi), B} = g&k,mfl(xi),
B22UT = BOkm V20 (2:) +Bf g (), B22/T = Bokm V2,6 (i) + B¢ (),
B33;T = BembkmT' (z1), B33/, = g&k,mTl(:vi),
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donde en las matrices Al, A3, Bl y B3, como se obtienen de las ecuaciones de f y
T, se cumple 1 = 1 + L — 1, mientras que en las matrices A2 y B2, procedentes de la
ecuacién de g, ¢ = 2+ L — 2. En el problema antisimétrico k,m = 1 + M siempre,
y en el simétrico k,m = 1+ M en las matrices Al, A2, Bl y B2, pero k = 1 + M,
m =0+ M en la matriz A23 y k,m = 0+ M en A33 y B33.

4.2.2 Problema no axisimétrico
e Desarrollo de las perturbaciones.

Para la resolucién numérica del problema no axisimétrico se ha seguido el método
propuesto en Marqués et al. (1993), si bien aqui, de la misma forma que en el caso
axisimétrico, se han buscado por separado las soluciones simétricas respecto al plano
medio del anillo y las antisimétricas, con el objetivo de poder incrementar la resolucién
espacial. Tanto para la direccién radial como para la vertical se ha usado un método
pseudoespectral de colocacién, es decir, las perturbaciones se han desarrollado en
polinomios de Chebyshev y se ha impuesto que las ecuaciones se verifiquen en los
puntos de colocacién de Gauss-Lobatto.

En primer lugar, se consideran los siguientes desarrollos en serie de Fourier para
las fluctuaciones del estado conductivo

N
U(z,8,2,t) =ieM Z e, (x, 2),

n=—N
n#0

®(z,0,2,t) =e Z e, (z, 2), (4.14)

donde sélo seré necesario trabajar con la mitad de los coeficientes, n = 1 + N, pues
se ha de cumplir ¥, = ¥* &, = &* y T, = T*, por tener que ser ¥, & y T
funciones reales. Reescalando tanto el intervalo radial £ — 2r — § como el vertical
z— %z — 1 para que las variables = y z estén comprendidas entre —1 y +1 y poder
posteriormente desarrollar en polinomios de Chebyshev, se llega al siguiente problema
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de valores propios para cada modo azimutal, n,

2n 2

2 — 2v72 —icT 1/2 . 2@ .
AVi¥ = oV Vh\Il+URa(x+6)T ioTa ﬂﬁ Vi@, (4.15a)
4 1 , 2
AV2VES = oV2VIV2S oRa 50, [m + az]T - wTal/z—ﬂ-an%\Il, (4.15b)
4 2 n
—vir- 4 (2pe_ M g 1
AT = VT = e (505 e (4.15¢)

donde se ha suprimido el subindice n en las funciones para simplificar la notacién, y
los operadores de Laplace vienen dados por

1 n?
2 _4l52 _
v =4fe2, + Tro (m+6)2]’
V2ov2 4 %32

Las condiciones de contorno (4.5), (4.6) y (4.7) quedan

4 2n

2 _ — z\I]: =V3p = = r .
ﬁ%i’ Y T=0 $=Vi®=T=0 en 09, (4.16)
%“iﬂiﬂagzvﬁw —nVivie =0 en 0Q,, (4.17)
0,2=0=0=9,T=0 en 00,. (4.18)

De la misma forma que en el trabajo de Net (1991), como paso preliminar en la re-
solucién del problema lineal, para reducir el orden de las ecuaciones se han introducido
los siguientes potenciales auxiliares para cada modo n

Uy (z,2) =V2U(zx, 2),
<I’1($az) ZV%@(Q),Z), (419)
®o(z,2) =V2®, (2, 2).
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De esta forma, se resuelven en primer lugar los siguientes sistemas de ecuaciones

Vg, =@,
CC: &, =0 en 09,,
S1
® =0 en 090,
0,91 =0 en 089,,
Vid =9,
S2¢ CC: =0 en 00,
®=0 en 9IQ,,
Vi =1,
CC: 9;¥=0 en 089,
S3 4 _, 2n
EBMQ - m\l’ =0 en BQT,
U=0 en O0f,.

Una vez discretizados los sistemas, se pueden encontrar los potenciales &, ® y ¥
en funcién de una base del subespacio de las variables ®, y ¥; discretizadas. Esta
base se puede obtener facilmente imponiendo vectores unitarios para las componentes
interiores y completandola a posteriori con las condiciones de contorno correspon-
dientes para encontrar las componentes de los extremos. Esta base se completa con
las condiciones de contorno que no se han impuesto anteriormente

2(—:1:-;—6)822‘111—-1@2 =0 en 90, (4.20)
T =0 en 990, (4.21)

8,T =0 en 9, (4.22)

T, =0 en 99, (4.23)

Finalmente, se resuelve el problema de valores propios

2
AU, = oV20, + aRaG—J:’-;S—)T - iaTal/Z%Bzél, (4.24a)
5 4 1 122
A(I)g =gV ‘1)2 + aRaEBZ {m + Bm]T —ioTa —ﬁ—BZ\Ill, (424b)
4 2 n
= 2T — | = 2 - . N
A= VT = ( 5%~ g \Il) (4.24c)
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Las condiciones de contorno impuestas en los sistemas S$1-S3 para ®;, & y ¥ junto
con las condiciones impuestas para ®,, ¥ y T, (4.20)-(4.23), han de ser equivalentes
a las condiciones de contorno (4.16)-(4.18). En el contorno lateral la equivalencia es
directa, pues se han impuesto las condiciones (4.16) y (4.17). En el contorno vertical,
¥y T cumplen ¥ = 0y 8,T = 0, condiciones que se han impuesto en el sistema 93
v en el problema de valores propios, respectivamente. La variable ¥; se anula en la
tapas, pues ¥ = 0 en 8, = ¥; = V2¥ =0 en 81,. Respecto a la variable &, ha
de cumplir (4.18), es decir, ® = 8,% = 0. Por tanto, las condiciones en las tapas del
anillo que se deben imponer sobre ®; en el sistema S1 son ® = 0 en 89, = &; =
Vi®=0en 00,y 8.2 =0en 00, = 9,8; = V29,8 = 0. Una vez se ha impuesto
®; = 8;%; = 0 en el sistema S1, sélo se necesita imponer & = 0 en las tapas en
el sistema 52, pues 9,®; = 0 en 80, = 9,% = cte, pero como se cumple & = 0
también en el contorno lateral 892, esta constante ha de ser cero.

Para la dependencia radial y vertical de todas las variables se han considerado
desarrollos en polinomios de Chebyshev,

M L R
- Z ZX mnTm ( )a (4‘25)

m=0 =0

siendo X = {®, &1, By, U, ¥y, T}

¢ Discretizacién de las ecuaciones y tratamiento del contorno

El problema de valores propios (4.24) se ha discretizado imponiendo que las
ecuaciones se verifiquen en los puntos de colocacién de Gauss-Lobatto, tanto en la
direccién radial como en la axial. A diferencia de los tres problemas que se han
resuelto hasta el momento, en lugar de trabajar con el vector de incégnitas formado
por los coeficientes de los desarrollos de las perturbaciones, se han tomado como
incognitas los valores de la funcién en los puntos de colocacién,

Xivj = {glli,j ) §2i,j ) Ti:j}a
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donde se ha introducido la notacién ¥y, , = U, (z;,2;), B2, , = Pa(zi,25) y T3j =
T(z;,z;). El sistema S1 discretizado se expresa

2

. [4(02, + o 1 50 - (-’131‘7:- 57 + %6§Z]<I>1i,j = By, ,
S1¢ ®y,, =0, ®1,,=0 j=0+M,
®1,,=0,91,,, =0 i=0+L,
\ 0:®81];0=0, 8:21]; =0 i=1+L—1.

El sistema S2 discretizado queda

( 1 n?
4(6mz+(zz+6)6z (zi+6)2)‘1)1,1 QL’J 1+L-1; j=1+M-1,
524 ®p; =0, &r; =0 j=0+M,
CDi,O = 0, ‘I)a,;,M =0 1=0+L.

\

De la misma forma, el sistema S3 es

{ 9 1 n2
x \IJZ\II i=_;..._;‘=+_,
4(6:,”;‘1' (z1+6)6 (z,—{-é)?) 4,3 1; 2+ L—2; j=1+M—-1
4 2n
'Bagzq)&j_m‘l’o,j =0 j=1+M-1,
S3¢ 4, M .
Bazz‘I’L,j—m‘I’L,j =0 j=1+M-1,
0, ¥ ]O,j =0,0,¥ ]L,j =0 j=1+M-1,
L Tio=0,T; =0 i=0+ L.

Finalmente, ya se puede obtener el problema de valores propios discretizado

M = o405+ 1 ; 5%~ (zﬁa)z) * %‘931] Y1 +
+ aRaE%Ti,j - iaTal/z%azq)li,j,

XBs, , = o482, + = 1+ 500 (zi’f 5)2) + %aﬁz] By, , +
+ aRa%@z [ﬁ +8,| T - iaTal/z-Z—az\Illiyj,

i=1+4-L—1; j=2+M-2,

(4.26a)

(4.26b)
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e 1 o A2
Wi = [4(0h + g0~ i) * 0]
4 2,9 n
— m (Ec’)“q)m - mq’z’]), (4260)

e imponer que se satisfaga en el interior del dominio, es decir, en las tres ecuaciones
i=1+L-1yj=1+M~1. Paraello, hay que evaluar los operadores lineales sobre
los vectores de la base. Para completar la base, se usar4n las condiciones de contorno
restantes

(1; Vo2 0y, —nds, =0 jmosm, (4.27)
?—(%Jﬂagzwlw —-n®y, =0  j=0+mM, (4.28)
To,; =0,Tp; =0 F=0+M, (4.29)

0T ),0=0,0,T ] =0 i=0+L. (4.30)

En primer lugar obtendremos el valor de ¥; en el contorno lateral a partir de su
definicién, ¥; = Vhi' ¥ a continuacién evaluaremos ®, en el mismo contorno, @2, ;
¥y @2, ;, ¥y T en el contorno lateral, To,; y Tp4, v en las tapas, Tio vy Tip- Para
encontrar el valor de ¢ en las tapas, como se cumple & = 8,® = 0 en 811, se tiene
que &, = V?Vi® = V2928 = 52,9,

Los distintos operadores lineales que intervienen en las ecuaciones y en las condi-
ciones de contorno se han evaluado y expresado en funcién del valor de las variables
en los puntos de colocacién (vector de incégnitas) utilizando las matrices d(l) y d( )
Estas matrices relacionan el valor de la derlvada primera y la derivada segunda de
una funcién en los puntos de colocacién, u( (2), con el valor de la funcién en los
puntos de colocacién, u;, (Canuto et al. (1988), Peyret (1986)),

1 1
( ) Z d( )u],
N
o =3 d,
J=0
Las matrices dz(l) y d(z) se encuentran desarrolladas en el apéndice B.

Como los sistemas de ecuaciones se han escrito tomando como incégnitas el valor
de la funcién en el interior del dominio, hay que expresar el valor de los distintos
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operadores lineales solamente en funcién del valor en los puntos interiores. Asf por
ejemplo, para evaluar la derivada respecto a z de una variable cualquiera, X, en
funcién del valor de esta variable en el interior del dominio, se tiene

M
0, X (xs,25) = Z dg-l,LX(zi,zm) = dg-lo)X(zi,zo) + dg-lg/IX(xi,zM) +

m=0
M-1
+ 57 d) X (21, 2m),
m=1
donde previamente se dispone de los valores de X (z;,20) v X (@i, zm).

De hecho, para optimizar la resolucién, el sistema se ha desacoplado como en el
problema axisimétrico, buscando por separado las soluciones simétricas respecto al
plano medio del anillo y las antisimétricas. De esta forma los sumatorios sélo se
extienden a la mitad del intervalo, y la resolucién se puede incrementar.

4.3 Resultados

En esta seccién se recogen los resultados correspondientes a la estabilidad lineal del
estado conductivo con condiciones de contorno de adherencia en las tapas, analizando
por separado los casos de rotaciones bajas y altas. La mayoria de los resultados
corresponden a o = 0.025, que es el nimero de Prandtl del mercurio. De todas
formas, se vers que los resultados del problema lineal son cualitativamente similares
a los obtenidos para otros fluidos con valores moderados del nimero de Prandtl. Con
estas condiciones de contorno no es posible encontrar una curva de estabilidad para
cada modo axial, m, de forma independiente, como sucedfa en el caso libre, pues
el problema de valores propios es bidimensional. Al haber desdoblado el problema
segun la paridad de las funciones, para cada nimero de onda azimutal, n, se obtienen
dos curvas de estabilidad, segin sea la paridad de las variables respecto al plano
medio del anillo. Como ya se ha dicho, se llamardn modos simétricos a aquellos en
los que temperatura, velocidad radial y velocidad azimutal sean funciones simétricas
respecto al plano medio del anillo, siendo antisimétrica la velocidad vertical. Se usaran
lineas discontinuas para su representacién. Los modos antisimétricos seran aquellos
en los que las variables tengan la paridad opuesta y se representardn mediante lineas
continuas. La paridad del modo seleccionado al inicio de la conveccién serd la de
aquél con menor nimero de Rayleigh. Fijada la paridad, la estructura vertical que
minimiza el nimero de Rayleigh se obtiene de forma automadtica.
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4.3.1 Rotaciones bajas

Cuando la rotacién es nula, al igual que en el caso de condiciones de contorno libres,
la bifurcacién primaria es estacionaria y desaparece la dependencia de las ecuaciones
con el nimero de Prandtl. En la figura 4.1 se muestra la variacién del nimero de
Rayleigh para el que se inicia la conveccién en el sistema en funcién de la relacién
entre radios del anillo, 7. La parte inferior de la figura corresponde al caso libre
analizado en el capitulo anterior. Las lineas discontinuas, en ese €aso, representan las
curvas de estabilidad correspondientes a los modos convectivos columnares. Como
se detallé en la seccién 3.4, esos modos ademds de ser independientes del Prandtl
lo son del pardmetro de forma del anillo y aparecen siempre via una bifurcacién
estacionaria, aunque la rotacién no sea nula. La linea continua corresponde a un modo
tridimensional con precesién, el modo (m,n) = (1,1), que es también dominante en
algtn intervalo de . En la parte superior se muestran los resultados con condiciones
de adherencia. Las curvas de estabilidad en ambos casos tienen un aspecto similar.
Los cambios en la estructura azimutal tienen lugar précticamente para los mismos
valores de 7, lo que indica una fuerte influencia de la geometria anular en la seleccién
del nimero de rollos en el anillo. Sin embargo, existen importantes diferencias. En
primer lugar, aunque la paridad del modo seleccionado es la misma que la de las
columnas (modo simétrico), ahora las soluciones siempre tienen una cierta estructura
vertical que depende del valor del pardmetro de forma, 8. Esta estructura se puede
apreciar en la parte superior de la figura 4.2, en la que se ha dibujado el modo
dominante cuando 8 = 1y = 0.5 en ambos casos. Las condiciones de contorno
rigidas hacen que todos los modos criticos sean tridimensionales y que se produzca
un ligero aumento en el valor del ndmero de Rayleigh necesario para el inicio de la
conveccién. Ademds, mientras que en el caso libre hay ciertos intervalos de 5 para
los que domina un modo (m,n) = (1,1) antisimétrico, en el caso rigido la curva
correspondiente al modo antisimétrico con nimero de onda azimutal n = 1, queda
siempre por encima de la curva de estabilidad asociada a los modos simétricos. En la
parte inferior de la figura 4.2 se ha dibujado el modo tridimensional que domina en
el caso libre cuando 8 =1y n = 0.25. Es el modo (m,n) = (1,1). Sin embargo, el
modo antisimétrico equivalente en el caso rigido que se ha dibujado, no se selecciona
para ningtn valor de 7.

La dependencia con el pardmetro de forma del anillo, 8, para un valor moderado
de la rotacién, Ta = 10%, siendon = 0.5y o = 0.025, se estudia en la parte superior
de la figura 4.3. Se muestra el valor del nimero de Rayleigh, Ral, para el cual el
estado conductivo se inestabiliza a un modo simétrico (linea discontinua) y a uno
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antisimétrico (linea continua) con diferentes valores del nimero de onda azimutal,
n = 3,4,5. Como se puede ver en la grifica de la frecuencia de precesién asociada
a estos modos, la bifurcacién primaria que tiene lugar es de Hopf. Por tanto, las
diversas estructuras a las que dan lugar precesionan en la direccién azimutal con
una frecuencia de magnitud comparable a la de las celdas tridimensionales en el caso
libre (figura 3.11). Hasta § < 1.8 el modo dominante es simétrico y su nimero de
onda azimutal es » = 5. A partir de ese valor hay un cambio en el nimero de onda
del modo seleccionado, que pasa a ser n = 4. Conviene destacar que hay distintos
tipos de modos n = 4. Se diferencian en su estructura vertical, pues el sistema va
seleccionando un modo de menor longitud de onda vertical a medida que aumenta
la relacién entre la altura y la anchura del anillo. Se producen transiciones entre
ellos alrededor de 8 = 4.6 y de 8 = 5.6. La primera transicién involucra modos de

3500 — Ta=0 B=1, ¢=0.025
3000 -
- 3
Q_) -
Ra) -
S ]
= J
5 2500 N .
5 . n=3 g
= 1  NO-SLIP . n=4 n=5 n=6 p-=7
& ] NS ;
1 n=1,m=1
2000 — ;
2 n=2 D 3 e
. n= n=4 n=5 p=6 n=
] STRESS-FREE n=6 n=]
1500 IlllllllllllllllllIIlllllllllllllllllll'lllllIIIllIIII
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
i

Figura 4.1: Nimero de Rayleigh en funcién de la relacién entre radios, 77, con condiciones
de contorno rigidas (parte superior) y libres (parte inferior) en las tapas del anillo. La linea
en negrita es la envolvente de los distintos modos dominantes en ambos casos. El valor de
los pardmetros restantes es Ta =0, 8 = 1 y ¢ = 0.025. Las etiquetas A, B, C y D indican
los puntos en los que se ha dibujado la funcién propia en la figura 4.2.
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B=1,7=0506=0025 Ta=0

MODOS SIMETRICOS

T 7 v w

NO-SLIP
n=5

(A)

STRESS-FREE
(m,n)=(0,5)

(B)

Inwmnm

NO-SLIP
n=1

©

STRESS-FREE
(m,m)=(1,1)

(D)

A A

Figura 4.2: Estructura vertical de los modos simétricos y antisimétricos en el caso rigido
(no-slip) y sus modos equivalentes cuando las condiciones de contorno son libres (stress-free).
Excepto el modo antisimétrico en el caso rigido, cuyo niimero de Rayleigh asociado es mayor
que el del modo simétrico, las otras tres soluciones son dominantes para los valores de los
pardmetros que se muestran.
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Figura 4.3: Numero de Rayleigh y frecuencia de precesién en funcién del pardmetro de
forma con condiciones de contorno de adherencia en las tapas del anillo para Ta = 10°
(parte superior) y para Ta = 10* (parte inferior). Las curvas de estabilidad dibujadas con
trazo discontinuo corresponden a modos simétricos v las de trazo continuo corresponden a
modos antisimétricos. El valor de los pardmetros restantes es n = 0.5 y o = 0.025.

distinta paridad, mientras que en la segunda, los dos modos n = 4 son simétricos.
Esta segunda transicién se aprecia més claramente en la grafica de la frecuencia de
precesién, pues hay una discontinuidad alrededor de 8 = 5.6. Estas transiciones que
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se observan, probablemente tienen lugar cuando la disipacién en las paredes laterales
excede a la que se produce en las proximidades de las tapas del anillo. Como se puede
ver en la parte inferior de la figura 4.3, cuando la rotacién es suficientemente grande,
Ta = 10%, el modo seleccionado es siempre un modo n = 5 simétrico y estos cambios
en la estructura vertical ya no se producen. En la préxima seccién se vera que al
aumentar la rotacién aumenta considerablemente la disipacién en las tapas del anillo,
pues se forman capas limite viscosas. Se observa también en la grafica que el valor de
la frecuencia de precesién asociada es ahora mucho menor que en el caso libre.

4.3.2 Rotaciones altas

Los resultados que se presentan en esta seccién corresponden a niimeros de Taylor
altos. En el capitulo anterior se vié que en caso de considerar condiciones de contorno
libres en las tapas del anillo siempre hay, para cualquier valor de 1y B3, una rotacién
moderada a partir de la cual la conveccién se inicia en forma de columnas de Taylor
estacionarias cuya estructura azimutal depende del valor de 7. Se estudiard ahora
qué sucede al aumentar la rotacién cuando se consideran condiciones de contorno de
adherencia.

Como punto de partida del estudio, se muestra, de una manera grafica y que evi-
dencia de forma clara el efecto que la rotacién tiene sobre las estructuras convectivas,
la evolucién de un modo convectivo al ir aumentando la rotacién. Para ello, en la
figura 4.4 se han representado las curvas de nivel de la temperatura y de las com-
ponentes radial, azimutal y vertical de la velocidad correspondientes al modo n = 5
simétrico en un plano (r, z) para diferentes nimeros de Taylor. Este modon = 5 es el
modo seleccionado por el sistema para los valores de los pardmetros que se han usado,
B =1,n1=0.5, c = 0.025 y las distintas rotaciones. El plano (r,z) escogido para
dibujar la funcién propia se ha sefialado con una linea recta en la figura 4.5, en la que
se muestra la seccién transversal de este modo para una de las rotaciones, Ta = 107.
Cuando la rotacién del sistema es baja, la conveccién se inicia en forma de celdas tri-
dimensionales. A medida que la rotacién aumenta, el efecto de la fuerza de Coriolis se
va haciendo cada vez m4s importante en la dindmica del sistema. Como consecuencia,
las estructuras tridimensionales inicialmente presentes se van alargando poco a poco
conforme aumenta la rotacién y dan paso a estructuras practicante bidimensionales
cuando la rotacién es alta. En este limite se cumple de forma aproximada el teorema
de Taylor-Proudman. Ademés, se observa como en la proximidades de las tapas del
anillo se desarrollan capas limite de Ekman, necesarias para que se verifiquen las con-
diciones de contorno en ellas. Aunque el valor absoluto de las distintas magnitudes
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no se conoce, pues la funcién propia que se obtiene del problema lineal estd definida
salvo en una constante arbitraria, se han mantenido las etiquetas en la figura 4.4

u v w T
0
=)
(a)
=)
(b) 0
a0
30
(c)
5 ML
Myts _\‘\\\”‘1
"'”:(/, \\\\|“|,
Huil”’\\HII,'I
prlt
RN
KT
U|||:]I T =
A T~
iy i al PR
"'"l\ ¢! “I\ AR
ks -/(I,' |,,‘]\ & )
'
40 II\\\\\\\, /.,'Ih‘ \\:\ -, /I
(d) - s T ::




4.3. Resultados 93

| : i N 8
!
@) [ NN ) D Wisemis) il
. e eSS j\ === e == '|
> bl ~ - $ )
(h) - Wt S ——— ~ »:‘~—-—'-—;-.- 5

=
e-—]

o5

Feeg———————
=160

W 77T T
I, il | s,
gyt
W
b Wby e
e 1)ty
it
‘Illll [RERNER
R
Ny 10
b
TR
i I
DR
: -
5 JHIS g ::§:vr§ E; @
1181 §
3 = = v:':: i 8 # w0
Susbistiliy . Ay LG REIN

Figura 4.4: Curvas de nivel de las componentes de la velocidad y de la temperatura que
muestran la evolucién de la estructura vertical del modo n = 5 en el plano (r,z) (sefialado
en la figura 4.5) con la rotacién. Los valores del nimero de Taylor son Tal® = 0, Ta® = 10,
Tal® = 102, Ta@® = 10%, Ta® = 10%, Tal) = 10°, Ta® = 108, Ta®® = 107, Ta® = 108
y Ta¥) = 10°. Se puede apreciar la formacién de capas limite de Ekman a medida que la
rotacién aumenta. Este modo convectivo es dominante para los valores de los pardmetros
utilizados, =1, 7n=0.5y o = 0.025.
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para indicar el orden de magnitud relativo de las distintas variables. Asf, se observa
que la componente vertical de la velocidad es cada vez menos importante frente a las
componentes radial y azimutal. Por ejemplo, para Ta = 10°, w es aproximadamente
30 veces menor que las otras dos componentes. Por tanto, los modos dominantes en
el caso rigido cuando las rotaciones son altas son précticamente independientes de la
coordenada vertical excepto en zonas estrechas préximas a las tapas del anillo. Es
de esperar que estas pequeiias regiones, en las que no se produce un balance entre
la fuerza de Coriolis y el gradiente de presiones, controlen la dindmica del sistema
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Figura 4.5: Secci6én transversal que muestra las componentes de la velocidad y la tempera-
tura del modo convectivo n = 5 en el plano (r,8) para Ta = 107. La linea recta indica el
plano que se ha usado para dibujar la figura 4.4.
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(Greenspan, 1968) y produzcan un aumento en el nimero de Rayleigh necesario para
que se inicie la conveccién. La pequefia componente de la velocidad vertical en las
proximidades de las paredes laterales cuando la rotacién es alta, figura 4.4f-4.4j, debe
estar presente, precisamente, para compensar el flujo de masa impulsado radialmente
del centro del anillo hacia la pared lateral en las capas de Ekman.

Las capas de Ekman se desarrollan en el sistema para valores de la rotacién com-
prendidos entre Ta = 10* y Ta = 10°. A medida que se incrementa la rotacién, el
espesor de estas capas limite va disminuyendo. En la figura 4.6 se ha representado la
dependencia de la componente radial de la velocidad con la coordenada z, fijando el
valor de la coordenada radial en el punto medio del entrehierro del anillo, para dis-
tintas rotaciones. Para Ta = 10%, la componente u se empieza a aplanar por la parte
central del anillo y cuando Ta = 10° se puede considerar que la estructura en capas
de Ekman ya se encuentra bien formada. A partir de esta gréfica y de la anéloga para
la componente azimutal de la velocidad, es posible estimar la dependencia del grosor
de las capas de Ekman, 6, con la rotacién. Se ha encontrado que § = 3 x Ta 024,
reproduciéndose por tanto la relacién esperada § o —1/2 (Greenspan, 1968). Este
acuerdo con los resultados tedricos sirve también como confirmacién de la precisién
de los célculos numeéricos incluso cuando las rotaciones son altas.

B=1, =05, ¢=0.025

Ta=10°
................. TEI.=108

Ta=107

Ta=106
Ta=10°

Radial velocity

Ta=10% /
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Figura 4.6: Evolucién de las capas de Ekman al aumentar el nimero de Taylor para 3 = 1,
n=05y o =0.025.
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Figura 4.7: Ndimero de Rayleigh critico y frecuencia de precesién en funcién del ndmero de
Taylor, Ta, para distintos valores de la relacién entre radios, n = 0.5,0.35,0.2. El valor de n
indica el niimero de onda azimutal seleccionado para cada 7.

La figura 4.7 muestra la curva de estabilidad marginal del modo dominante en
funcién de la rotacién para varios valores de la relacién entre radios, n = 0.5,0.35,0.2,
y su correspondiente frecuencia de precesién asociada. El valor de n indica el nimero
de onda azimutal seleccionado para cada 1. Se observa que el modo seleccionado no
cambia con la rotacién, aunque como se ha visto, su forma va evolucionando hacia
una estructura bidimensional. El gran efecto estabilizador que las capas limite de
Ekman tienen sobre todo el sistema se hace evidente en esta curva de estabilidad
marginal. El nimero de Rayleigh necesario para que se inice la conveccién aumenta
considerablemente a medida que se incrementa la rotacién. De acuerdo con la teoria
general de bifurcaciones en sistemas con rotacién (Knobloch, 1994), con condiciones
de contorno rigidas en las tapas la bifurcacién primaria es siempre de Hopf, por lo
que existe una frecuencia de precesién diferente de cero. Sin embargo, el orden de
magnitud de la frecuencia con que viajan las estructuras es pequeiio, por lo que esta
precesién es practicamente inobservable en el laboratorio. Esto explica el hecho de que
en el trabajo experimental de Busse & Carrigan (1974) no se mencione la precesién de
las columnas de Taylor. Por tanto, el efecto que las capas de Ekman tienen sobre el
sistema, es retrasar considerablemente el inicio de la conveccién y evitar la precesién
de la onda azimutal. Por otra parte, en la grafica 4.7a, se aprecia un cambio gradual
en la pendiente de la curva en el intervalo de valores de la rotacién en el que se forman
las capas de Ekman. Este cambio en la pendiente va acompafiado de un cambio en
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el sentido de precesién de la estructura. Empieza siendo retrégrado para nimeros de
Taylor bajos (A1 > 0), pasa a ser en el sentido de la rotacién (A1 < 0) para valores del
nimero de Taylor comprendidos entre Ta = 10% y Ta = 10 dependiendo del valor
de 7, y es de nuevo retrégrado para nimeros de Taylor elevados. Obsérvese, adem4s,
que cuando Ta — oo, Ay — 0.

En la figura 4.8 se analiza la dependencia del nimero de Rayleigh critico y de
la frecuencia de precesién del modo dominante con la relacién de radios cuando la
rotacién es elevada (Ta = 107) para 8 = 1 y ¢ = 0.025. La forma de la grifica
4.8a es similar a la obtenida para rotaciones bajas (figura 3.9). Los cambios en el
ndimero de onda n seleccionado tienen lugar para valores parecidos de 7, sugiriendo
de nuevo la fuerte influencia de la curvatura de las paredes laterales en la seleccién
del nimero de rollos de la estructura. El valor del ndmero de Rayleigh para el que se
inicia la conveccién ha aumentado respecto al caso del anillo en reposo. La frecuencia
de precesién, para este valor de 8 y de la rotacién, es siempre positiva, indicando que
la precesién se produce en sentido contrario a la rotacién.

En la figura 4.9 se muestra la dependencia del nimero de Rayleigh y de la fre-
cuencia de precesién con el pardmetro de forma del anillo, para un valor pequefio del
numero de Prandtl, ¢ = 0.025, y otro moderado, o = 0.7. A diferencia de lo que
sucede cuando la rotacién es baja (figura 4.3), no se producen cambios en el modo
seleccionado al variar la relacién entre la altura y la anchura del anillo. El modo
dominante es siempre n = 3 simétrico si n = 0.35 y n = 5 simétrico si n = 0.5, y
su estructura vertical no se altera. El valor del nimero de Rayleigh critico es inde-
pendiente de 3 cuando las condiciones de contorno en las tapas son libres, pues se
ha visto que la conveccién columnar es independiente de la coordenada axial. En
cambio, con condiciones de contorno rigidas, el nimero de Rayleigh critico disminuye
a medida que § aumenta, alcanzando asintéticamente el resultado del problema libre.
La influencia de las tapas sobre el sistema se va haciendo menos importante a medida
que aumenta la relacién entre la altura del anillo y su anchura. Cuando el anillo es
suficientemente largo, considerar condiciones de contorno de adherencia en las tapas
equivale a considerarlas sin esfuerzos cortantes, salvo en la pequefia zona cercana a las
capas. Este hecho se puede observar también en la figura 4.9b, en la que se ve como
la frecuencia de precesién tiende a cero a medida que B8 — oo tras haber cruzado el
eje de las 8. Es decir, para valores grandes de 3 la precesién es en el sentido de la
rotacién (A1 < 0). Por otra parte, es importante resaltar el efecto que el valor del
nimero de Prandtl tiene sobre el sistema. Tan sélo la frecuencia, que es mayor para
numeros de o menores, depende del valor de ¢. Sin embargo, el nimero de Rayleigh
critico no depende de forma significativa de o, debido a que la frecuencia de precesién
de estos modos es relativamente pequefia.
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Figura 4.8: Nimero de Rayleigh critico y frecuencia de precesién en funcién de la relacién
entre radios, 77. El valor de los pardmetros es Ta =107, 8 =1y o = 0.025.

16000 === 0.10 —— -
= 7 AN 7
14000 3 (a) Ta=10 008 = | \o=0.025 Ta=10
| -1 AN
I = -
8 ] n=0.6 (n=5) 4 10=0.028 7=0.5 (n=5)
£ 12000 & 006 |
= S 7=0.35 (n=3) 5 3 N\ N T n=0.35 (n=3)
=] 3 =2 -
10000 g o004
go 3 a0
5 3 o 3
R S o002
. - %] I Sttt SO U
s 6000 NON-SLIP § 7 om0y IS, T
2 3 £ 0003
: = 3 STRESS-FREE
O 4000 3 -
3 002 1
2000 3 STRESS-FREE 3 ®)
- =1
|IlIIIlIlII]IIII|IIIIII|IIII|I|I|I||III -0.04 IHIIIIHIIIIIIlllllllllllllllllllll
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
B B
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Figura 4.10: Comparacién entre el modo convectivo azimutal » = 5 en el caso rigido
(izquierda) y en el libre (derecha) para Ta = 10”. En el primer caso, cuando la rotacién
es alta la conveccién es practicamente bidimensional excepto en las capas limite de Ekman
que se han formado en las proximidades de las tapas. En el segundo caso, la conveccién es
estrictamente bidimensional.
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Para finalizar, en la figura 4.10 se ha comparado la funcién propia correspondiente
al modo dominante en el caso rigido y en el caso libre cuando la rotacién es alta,
Ta = 107. La similitud entre los dos modos resulta evidente. La conveccién es
estrictamente bidimensional en el caso libre y es bidimensional en todo el dominio
excepto en las capas limite de Ekman en el caso rigido. Sin embargo, el niimero de
Rayleigh para el que se produce la bifurcacién difiere sustancialmente, mientras que
Ra, = 5429.9 en el caso rigido, el valor en el caso libre es Ra, = 1750.3.

4.3.3 Condiciones de contorno de Robin

Para completar el estudio, se ha analizado el grado de influencia del tipo de con-
diciones de contorno para la velocidad en las tapas del anillo imponiendo la condicién
de contorno general

(1-)8%w+~v0,w=0 en 09,

que se conoce con el nombre de condicién de contorno de Robin. Aqui v es un
pardmetro que conecta de forma continua las condiciones de contorno libres (v =
0) con las condiciones de contorno de adherencia (y = 1). En la formulacién en
potenciales de la velocidad, en el caso no axisimétrico se consideran las siguientes
condiciones generales para ¥ y @

(1-79)82,8 4+ 78,8 =0
1-7)8,9++4¥ =0 en 0Q,.
$=0

En el caso axisimétrico, las condiciones de contorno generales para f v g se expresan

(1-7)82,9+78.9=0
(1-=7)0.f+vf=0 en 09Q,.
g=0

Cuando v = 1 se recuperan las condiciones de contorno (2.43) y (2.47), que corres-
ponden al problema rigido, y si v = 0 se recupera el caso libre, (2.42) y (2.46).
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Figura 4.11: Representacién gréfica de la funcién propia para Ta = 107 y distintos valores
del pardmetro de homotopia, y. Cuando v =1 las condiciones de contorno en las tapas son
de adherencia y cuando v = 0 se recuperan las condiciones de contorno libres.
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Figura 4.12: Ndmero de Rayleigh critico en funcién del pardémetro v y frecuencia de prece-
si6n en unidades de tiempo viscoso, para Ta = 107, n = 0.5,0.3 y o =0.025,0.7.

En la figura 4.11 se ha representado la funcién propia para una rotacién elevada,
Ta = 107, considerando distintos valores del pardmetro . Para los pardmetros que se
han analizado, 8 =1, 7= 0.5 y ¢ = 0.025, y valores de v < 0.8, las capas de Ekman
no se forman. Esto también se observa en la curva de estabilidad en funcién de ¥
(figura 4.12). El valor critico del nimero de Rayleigh y de la frecuencia de precesién
se aproxima al encontrado en el caso rigido cuando v > 0.8. De todas formas, aunque
no se aprecie en la figura, la frecuencia de precesién es diferente de cero para todo
7 > 0, es decir, siempre que las condiciones de contorno para u y v en las tapas no
sean de Neumann.

4.4 Discusidén

En este capitulo, se ha resuelto numéricamente la estabilidad lineal del estado
conductivo cuando se consideran condiciones de contorno de adherencia en las tapas
de un anillo cilindrico en rotacién con calentamiento lateral y se analizado de forma
exhaustiva el tipo de solucién que el sistema, selecciona en el inicio de la conveccién
en funcién de los distintos pardmetros (Alonso et al., 1999). La rotacién del sistema
es el pardmetro que resulta determinante en la forma de la estructura convectiva. Los
estados tridimensionales con precesién, presentes en el anillo para rotaciones bajas y
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valores moderados del pardmetro de forma, se van poco a poco alargando a medida
que se incrementa el nimero de Taylor para dar lugar a columnas practicamente bidi-
mensionales. Mientras que estas columnas de Taylor son estacionarias en el problema
libre, precesionan respecto al sistema de referencia en rotacién cuando se consideran
condiciones de contorno de adherencia, mds realistas desde el punto de vista experi-
mental. La direccién de esta precesién depende del pardmetro de forma del anillo.
Cuando el anillo es suficientemente alto la precesién se produce en el sentido de la
rotacién. Para anillos de longitud menor, la precesién es tipicamente en el sentido de
la rotacién para valores intermedios del nimero de Taylor, pero se produce en sentido
contrario a la rotacién cuando el niimero de Taylor es elevado. Esta precesién se
origina en las capas limite de Ekman que se forman en los extremos del anillo debido
a las condiciones de contorno de adherencia. El teorema de Taylor-Proudman tan
sélo se deja de satisfacer en una regién muy pequefla de todo el fluido, las capas de
Ekman, en las que la fuerza de Coriolis no puede ser compensada por un gradiente
de presiones, pero este hecho tiene como consecuencia que se necesite un valor del
nimero de Rayleigh extremadamente elevado para que se inicie la conveccién.

Los resultados que se obtienen para rotaciones altas coinciden cualitativamente
con el desarrollo asintético de Zhang & Greed (1999) para un fluido en un anillo con
calentamiento interno uniforme. En ese trabajo se buscan soluciones analiticas en
el inicio de la conveccién en el limite de niimeros de Taylor elevados resolviendo un
problema de capa limite. Las soluciones estrictamente bidimensionales en el interior
del dominio se expresan en términos de funciones de Bessel y se encuentra el valor del
ntimero de Rayleigh critico y de la frecuencia de precesién de los rollos convectivos
empalmando las soluciones en el interior y en las capas limite. Se obtiene la siguiente
ley asintdtica

Tal/4

IB ?
donde Ray es el valor critico del nimero de Rayleigh para el problema libre y C
es una constante independiente del nimero de Prandtl. Esta es aproximadamente la
dependencia que se obtiene para valores elevados del nimero de Taylor en la figura 4.7.
Respecto a la frecuencia de precesién, se anula para Ta — oo, pero no se determina
su dependencia con los pardmetros para valores finitos del nimero de Taylor.

Ra. =Rag +C
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Capitulo 5

Calculo de las columnas no
lineales mediante técnicas de
continuacion

Como se ha visto en los capitulos 3 y 4, el anélisis de estabilidad lineal del estado
conductivo muestra que, para un amplio rango de valores de los pardmetros, el inicio
de la conveccién en un anillo cilindrico en rotacién es en forma de columnas bidimen-
sionales caracterizadas por un ndmero de onda azimutal entero. Cuando se consideran
condiciones de contorno libres para la velocidad en las tapas del anillo, independiente-
mente de los pardmetros de forma del anillo y del nimero de Prandtl del fluido, existe
una rotacién a partir de la cual se produce una bifurcacién estacionaria que da lugar
a rollos bidimensionales paralelos al eje de rotacién. En el limite n — 1 esta solucién
equivale a los rollos que se obtienen en el problema clasico de Rayleigh-Bénard plano
sin rotacién. A pesar de que las condiciones de contorno de adherencia en las tapas
del anillo impiden que las columnas estrictamente bidimensionales sean solucién de las
ecuaciones y fuerzan que al inicio de la conveccién aparezca una estructura tridimen-
sional, a medida que la rotacién aumenta, se produce una evolucién hacia soluciones
pricticamente bidimensionales en todo el dominio excepto en las proximidades de las
tapas del anillo, donde se forman capas limite de Ekman. Aunque estas soluciones
no son estacionarias, poseen una frecuencia de precesién muy baja. Por tanto, para
ambos tipos de condiciones de contorno, el efecto de la rotacién es seleccionar como
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estructura convectiva rollos bidimensionales estacionarios paralelos al eje de simetria
del anillo.

Tanto el presente capftulo como el siguiente estdn dedicados al estudio de la evo-
lucién no lineal de la solucién columnar. Este estudio es de interés para aplicaciones
astrofisicas y geofisicas (conveccién estelar y planetaria), pues en estos sistemas la ro-
tacion juega un papel importante. Por ejemplo, en los planetas mayores se observan
manchas convectivas que pueden corresponder a columnas de Taylor térmicas. Para
modelar atmésferas planetarias y estelares es adecuado considerar valores moderados
y pequetios del niimero de Prandtl. Por otra parte, los nicleos de los planetas, en los
que se originan campos magnéticos, estdn formados por metales liquidos por lo que
se caracterizan por un valor pequefio del nimero de Prandtl.

A diferencia del problema de Rayleigh-Bénard plano, en el que las perturbaciones
tridimensionales dominan el comportamiento no lineal de los rollos convectivos, en
el caso de conveccién en geometria anular en rotacién hay evidencia experimental
(Azouni et al., 1986) de que el cardcter bidimensional de las columnas se mantiene
hasta nimeros de Rayleigh elevados, practicamente hasta regimenes turbulentos. Esta
hipétesis se ha utilizado en los estudios numéricos de la conveccién en un anillo en
rotacién considerando sus tapas ligeramente inclinadas y despreciando los efectos de la
curvatura llevados a cabo por Busse y colaboradores (Busse, 1986; Or & Busse, 1987,
Schnaubelt & Busse, 1992; Herrmann & Busse, 1997, entre otros). La restriccién
impuesta por la rotacién a un movimiento independiente de la coordenada en la
direccién del eje de rotacién, permite abordar el estudio no lineal, que se puede
limitar al caso bidimensional manteniendo el interés fisico del anlisis.

Por tanto, para realizar el estudio numérico de la estabilidad de las columnas, se
han considerado perturbaciones independientes de la coordenada axial. Se ha utilizado
un c6digo de continuacién que permite encontrar soluciones no lineales estacionarias
al variar cualquier pardmetro de interés del problema y localizar con una elevada
precision las bifurcaciones secundarias que tienen lugar en el sistema. Utilizando esta
técnica, se ha determinado la bifurcacién secundaria que tiene lugar en el sistema
cuando se consideran diferentes valores de la relacién entre radios del anillo. Los
resultados obtenidos se recogen en el presente capitulo. Ademads, se ha implementado
un cddigo de evolucién temporal que permite obtener las soluciones con dependencia
temporal. La descripcién del método de integracién temporal que se ha desarrollado,
Junto con el andlisis de la secuencia de bifurcaciones de las columnas hasta alcanzar un
régimen cadtico para el caso n = 0.3, constituyen el capitulo 6. La dindmica no lineal
depende fuertemente del niimero de Prandtl del fluido. A continuacién se presentaran
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los resultados correspondientes a numeros de Prandtl pequefios, en particular se ha
estudiado el caso o = 0.025.

5.1 Formulaciéon en potenciales de las ecuaciones no
lineales

En el capitulo 2 se habian obtenido las ecuaciones adimensionales que gobiernan el
comportamiento de un fluido Boussinesq contenido en un anillo cilindrico en rotacién
alrededor de su eje de simetria. Estas ecuaciones, escritas para las fluctuaciones de

la velocidad y la temperatura respecto a su valor en el estado conductivo, son de la
forma

o™ (Bu + (u- V)u) = ~Vp+ V2u + RaTé, — Ta'/?e,xu, (5.1a)
V-u=0, (5.1b)
8T +u VI = ——— + VT, (5.1¢c)

rlnn

Una vez se dispone del andlisis de estabilidad lineal del estado conductivo, se ha de
abordar el estudio de la dindmica no lineal del sistema. De los diferentes tipos de
solucién que el sistema selecciona en el inicio de la conveccién, las columnas bidimen-
sionales alineadas con el eje del anillo tienen un interés especial. Por una parte, se ha
visto que son el modo convectivo dominante, independientemente de las condiciones
de contorno, siempre que la rotacién del anillo es elevada, que es el limite de interés
para aplicaciones en geofisica y astrofisica. Ademds, cuando se sustituye la solucién
en forma de columnas en las ecuaciones, éstas recuperan la simetria O(2) del anillo
cilindrico sin rotacién, con lo cual se dispone de un sistema de ecuaciones con simetria
0(2) en el que analizar la ruta de transicién al caos o a un régimen turbulento. Puesto
que las columnas son una solucién sin velocidad vertical, w = 0, independiente de la
coordanada axial, 8, = 0, y que permite escribir el término de Coriolis en forma de
un gradiente e introducirlo en el término del gradiente de presiones (seccién 3.4.1),
las ecuaciones de conveccién (5.1) que determinan su evolucién no lineal, escritas en
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componentes se reducen a

8yu = —0,p+ o [V?u]_+oRaT ~ [(u- Viu] , (5.2a)

1
at'U = —;3613 + J[V2ll]0 - [(u ) v)u]ga (52b)
T = V2T — — _y.VT, (5.2¢)

ring
V-u= O, (52(1)
con u = (u,v) y las condiciones en el contorno lateral

u=7T=0 en 09Q,. (5.3)

Como el problema es bidimensional, para resolver las ecuaciones mediante técnicas
de continuacién, se ha trabajado con la formulacién de la funcién de corriente, lo cual
equivale a reducir el campo de velocidades (2.15) a

u= fés +V x ¥8g,, (5.4)
y trabajar con las ecuaciones (2.39) y (2.40) eliminando los potenciales g y ®

(0718~ V2)f = o7 Pyw x u],,, (5.5a)

Ra _

(0718, — V2)V2W = (1 — Pe)—r—aﬂ” +07H (1= P)[V x (w x u)]_, (5.5b)
1
r2lnyg
donde Py es el operador de proyeccién (2.16), que extrae el modo independiente
de la coordenada azimutal de un desarrollo en serie de Fourier. Ahora, tan sélo

la componente vertical del vector vorticidad no es nula, por lo que la expresién en
componentes de los vectores velocidad y vorticidad es

(@ = VAT =~

8% — [u-VT], (5.5¢)

u= 139\11,
r
v=f-51, (5.6)
Wy = D-l-f - V%l]:l,

donde ¥ = ¥(r,0,t) y f = f(r,t). Para calcular los términos no lineales se ha de
evaluar el producto vectorial de los vectores vorticidad y velocidad, y su rotacional.
Se obtiene

WX U= —w, 08 + w,udy, (5.7)

V x (wx ) = (%&(rwzu) + %69(wzv))éz. (5.8)
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_ En las ecuaciones interviene el modo cero de la componente azimutal de (5.7) y la
vertical de (5.8), que junto con el término no lineal de la ecuacién de la temperatura,
se escriben en funcién de f y ¥ de la forma

[w x u], = Dy f(>05%) — ViU (5 359),
- V x (wxuw], =8D.f 139\11 i laoviqf) +J(¥, Vi),
o T T

1
[u-VT] = -J(¥,T) + f(;aoT),
con el jacobiano J definido de la siguiente manera
orh  10gh

- I(h, g) =

Sustituyendo estas expresiones en (5.5) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
no lineales para f, ¥y T,

8 f = oV f + Py [vixy : %39\11], (5.92)
- HViU =oVi¥ + (1 - Pg)”TR""aaT + (1= Pp)J (T, V3T) +
’ +0.Dyf- (%89\11) - f(%agv,%\lf), (5.9b)
] 8T = V3T — r—z‘ll‘;;;ao‘l’ +J(,T) - f- (%BgT), (5.9¢)
donde, en la primera ecuacion, se ha tenido en cuenta que Py[D. f - (L8,%)] = 0.

A partir de la condicién (5.3) que se verifica en el contorno lateral para la velocidad,
u = v = 0, hay que obtener el valor de f y ¥ en Q.. De la condicién u = 0 se obtiene
¥ =0en 80, pues u =0 = H¥ =0 = ¥ = cte en 01, pero esta constante debe
ser cero porque la funcidén ¥ no contiene el modo independiente de la coordenada
azimutal, pues éste estd relacionado con f. De la segunda condicién, v = 0 en 99,,
se obtiene f =0y 8,¥ =0 en 99Q,.

- Es importante destacar que en este problema no lineal se introduce explicitamente
la posibilidad de que exista un flujo neto de masa no nulo. Se llamaré flujo de masa al
promedio de la componente azimutal del campo de velocidades en la direccién radial

i 1 T2 1 T2
- T = / vdr = / (f =0, W)dr =
T2 =T1Jm T2 =T1 Jp
_ 1
S -7

1
T2 —T1

U: fdr — (®(rs,0,t) - \P(rl,e,t))] = /: fdr=f. (5.10)
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Por tanto, una formulacién general del problema debe incluir la ecuacién para f,
el modo independiente de la coordenada azimutal, pues de lo contrario se elimina la
posibilidad de que exista un flujo neto de masa en la direccién azimutal. Sin embargo,
es frecuente en la literatura, cuando se formula el problema bidimensional mediante
la funcién de corriente, ¥, no escribir una ecuacién independiente para el promedio
azimutal de la ¥ y anularla en el contorno. Con esta eleccién, no puede existir un
flujo neto de masa porque la integral (5.10) es nula.

5.2 Discretizaciéon de las ecuaciones

Para discretizar espacialmente las ecuaciones se ha utilizado un método pseudoes-
pectral de colocacién en la direccién radial y un desarrrollo en serie de Fourier en la
direccién azimutal. La base escogida para desarrollar la dependencia radial es una
combinacién de polinomios de Chebyshev que verifique las condiciones de contorno en
el contorno lateral, ésto es, funcién nula para las variables f y T y funcién y derivada
primera nulas para ¥. Ya se dispone de una expresién analitica de estas bases, pues
se han usado en la resolucién del problema de estabilidad lineal del estado conductivo
(capitulos 3 y 4). Asi pues, los desarrollos considerados para f, ¥ y T son

=2
N/2-1 N/2-1 L
U(z,0,t)= Y MUp(zt)= Y e > "L ()T (), (5.11)
n=-N/2 n=—N/2 =4
n#0 n#0
N/2-1 N/2-1 L
T(z,6,t) = Y €™Ta(x,t) = > €Y T (1T (),
n=-=N/2 n=-N/2 =2

donde, como ¥ y T son funciones reales, se cumple ¥, = ¥* vy T,, = T* vy s6lo es
necesario trabajar con la mitad de coeficientes, n = 0+, N/2~1, y donde f!(z), ¥!(z)
y T'(z) son las bases de funciones, combinacién lineal de polinomios de Chebyshev,
que cumplen el contorno ((3.11) y (3.12)).

Los métodos pseudoespectrales son la forma m4s eficiente y sencilla de evaluar los
términos no lineales (Net, 1991), pues se evita efectuar los productos de convolucién de
los términos cuadréticos en el espacio de amplitudes. Con el método pseudoespectral
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de Fourier que se ha usado, los términos no lineales, que son términos cuadrdticos de la
forma h(z,9) = p(x,0)-g(x,8), se evaldan de forma sencilla mediante la transformada,
discreta de Fourier (TDF). Tras obtener el valor de las funciones p(z,6) y q(z,8) en
los puntos de colocacién en la direccién azimutal mediante TDF, se efectdan los
productos directamente en el espacio fisico, h(zi,8;) = p(zi,0;) - ¢(zi,0;), y usando
de nuevo la TDF inversa se encuentran los coeficientes. Como puntos de colocacién
en los desarrollos en serie de Fourier se consideran 6; = 27j/N.

Sin embargo, la infradiscretizacién de los términos no lineales puede ocasionar
un problema de aliasing (Canuto et al., 1988). La manera mds rentable de evitarlo
consiste en calcular los términos no lineales en 3N/2 puntos, antitransformar, y que-
darse con las N primeras amplitudes. Esta técnica se conoce como regla del 3/2. Al
corregir el aliasing trabajando con més modos se puede considerar también el modo
de Fourier N/2 en los desarrollos.

Tomando como incégnitas los coeficientes de los desarrollos, fi, ¥, v i n, se
obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal del tipo

Ax = f(x), (5.12)

donde x es el vector que contiene las partes reales e imaginarias de los coeficientes
de los desarrollos y cuya dimensién, incluyendo el coeficiente de Fourier N/2 dado
que los célculos se han realizado corrigiendo el aliasing, es (L —1) + (L — 3)N/2 +
(L-1)(N/2+1)+ (L -3)N/2+ (L —1)N/2. Este vector se ha ordenado de la

forma
_(F  F &R HR HR R AR AR
X = (f2, ...fL,\Il4’1 yerey ‘:DL,l g arey ‘:DL,N/2 71“2’0 g eeny TL,O ooy TL,N/2 I
i &1 Al i | AL
\Il4,1, reny \IJL,17 very \I’L,N/2’ T2,17 weey TL,I’ ey TL,N/2)'
Aunque se han tomado como incégnitas los coeficientes de los desarrollos, la funcién
f(x) se ha evaluado en el espacio fisico en la direccién radial, para reducir el nimero

de transformaciones entre este espacio y el espacio de amplitudes. Podemos expresar
el sistema de ecuaciones (5.12) discretizado de la siguiente forma:

AL 0 0 0 0 J;l fL
0 A2Yn 0 0 0 Yin FoR.
R
0 0 A3T 0 0 Trn | =38
lL,n iy
0 0 0 AT 0 ¥, , F2
0 0 0 0 A3 )| A 3t
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Las matrices A1, A2 y A3 vienen dadas por
A']"lb =fl(xi):
A2 =VET (@),
A3, =T (@),

donde, los indices 4 y m determinan las filas y [ y n las columnas y valen i = 1+ L —1
yl=2+LenAl,i=2+L-2l=4+-Lyn=m=1+N/2en A2 y en la matriz
A3,i=1+L-1yl=2+L,peron =m =0+ N/2si actiia sobre la parte real de los
coeficientes, mientras que n = m = 1+ N/2 si actda sobre la parte imaginaria, pues
el modo cero de la temperatura no tiene parte imaginaria. Respecto a los vectores
f1, f2y f3 su valor es

i =0V2 () + Py [(viw) ' ((_xi_fs)imq’)]m’

(_j;q%ime(-’Bi)] + (1= By)[I(T, VR)],, +

1 1 2 2
4[(822 - (a:+5)8m B (a:+5)2)f . ((a:+5)1mqj)]zi - [f. ((x+5)lmv%b\l’)]zi’

F2im =0ViTn(z) + (1 - Po)[

F3im =ViTm(z;) — im®m (2;) + [I(T,T)], — [f- (—2—imT)] ,

((13 + 5) x;

donde los términos no lineales se calculan de la manera explicada anteriormente.

(z; +6)?Iny

5.3 Método de continuacién

El cédigo de continuacién que se ha utilizado permite encontrar las soluciones
estacionarias del sistema de ecuaciones (5.12) (f(x) = 0) y detectar las bifurcaciones
estacionarias que se producen. Ha sido desarrollado por J. Sdnchez, que lo habia apli-
cado al célculo de los vértices de Taylor en el problema de Taylor-Couette (Sénchez,
1994). Las ideas fundamentales en las que se basa la técnica se encuentran en los
trabajos de Simé (1990) y Rabinowitz (1977), mientras que en Sinchez (1994) se
detalla el algoritmo de continuacién que se ha empleado. En Kuznetsov (1995) se
describen las ideas bésicas usadas en el andlisis numérico de los sistemas dindmicos
y, en particular, de las técnicas de continuacién, que son una herramienta especifica
de gran utilidad en la elaboracién de diagramas de bifurcaciones.
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El objetivo de los métodos de continuacién es, dada una funcién dependiente de
un parametro p,

f(x,p) : U ¢ R — R",

estudiar la dependencia de las soluciones de la ecuacién f(x,p) = 0 con el pardmetro
p. Para ello, se han de ir resolviendo los sistemas de ecuaciones f(x,pm) (se ha de
encontrar una funcién x = x(pn,) tal que f(x(pm),pm) = 0) donde p,, = po + MmAp,
tomando como condicién inicial la solucién del problema anterior. El pardmetro
respecto al cual se hace la continuacién se trata como una variable més del sistema.
Cuando se quieren detectar bifurcaciones se ha de usar el pardmetro arco de la curva,
s, para avanzar la continuacion, es decir, se resuelve f(x(s),p(s)) = 0. En general se
ha usado como pardmetro, p, de continuacién el nimero de Rayleigh, es decir, se ha
seguido la evolucién no lineal de las columnas a medida que aumenta la diferencia de
temperatura entre las paredes del anillo.

Para inicializar el algoritmo de continuacién se necesitan tres condiciones inicia-
les. Una manera de conseguirlas es, dado un punto inicial sobre la curva, encontrar la
direccién tangente a ella en dicho punto, y utilizar un paso de un integrador de ecua-
ciones diferenciales ordinarias para encontrar una primera aproximacién del siguiente
punto sobre la curva (Simé, 1990). En el caso de las columnas, la solucién de partida
puede ser el estado conductivo, aunque a partir del problema de valores propios del
andlisis de estabilidad lineal del estado conductivo también se dispone de la funcién
propia correspondiente a la columna en el punto de bifurcacién. El procedimiento de
continuacién es el siguiente. Dados tres puntos consecutivos sobre la curva y dado un
incremento del pardmetro de continuacién, se construye una primera aproximacién
del punto siguiente mediante extrapolacién cuadrética de los puntos anteriores. Para
refinar el punto, se usa un método de Newton modificado, de convergencia més lenta
pero menos costoso, pues el jacobiano D f(x,p) y la descomposicién LU de Dy f(x, p)
se evalian sélo para el primer punto en lugar de hacerlo en cada paso. La deteccién
de las bifurcaciones se lleva a cabo calculando el valor propio minimo de la matriz
M = Df(x,p)-Df(x,p)T, que es simétrica y definida positiva si tiene rango n por lo
que su determinante no cambia de signo. Los valores propios de M son reales y po-

sitivos, y la bifurcacién se produce si el valor propio vale exactamente cero (Sanchez,
1994).

Para poder seguir la rama de soluciones que bifurca del estado conductivo y que
corresponde a las columnas estacionarias ha sido necesario fijar la fase de las columnas.
Para ello, se ha sustituido una de las ecuaciones del sistema para imponer que la parte
real o imaginaria de uno de los modos diferentes de cero sea nula. La necesidad de
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introducir esta ecuacién se debe a que, al tener el sistema de ecuaciones (5.2) simetria
0(2) (seccién 3.4.1), en el caso de las columnas el sistema de ecuaciones f (x,p) =0
no define una curva, sino que define una superficie de revolucién (paraboloide). La
bifurcacién del estado conductivo a conveccién columnar se produce por una rotura de
la simetria Ry, del sistema, pues la solucién deja de ser invariante respecto a rotaciones
alrededor del eje del anillo. Siempre que se produce una bifurcacién que da lugar a
una solucién de menor simetria que la del sistema, ésta tiene lugar por valores propios
miltiples. En el caso de las columnas, dos valores propios cruzan simultdneamente el
eje imaginario. Los vectores propios asociados definen el subespacio de dimensién 2
tangente al paraboloide en el punto de bifurcacién. Al fijar la fase de las columnas,
el subespacio tangente pasa a ser de dimensién 1, y se tienen dos ramas de soluciones
bifurcadas que corresponden a girar la solucién un 4ngulo 7 alrededor del eje del
anillo.

Aunque con el algoritmo de continuacién empleado sélo se pueden determinar
las bifurcaciones estacionarias, también se pueden detectar las bifurcaciones no es-
tacionarias analizando directamente la estabilidad lineal de las columnas mediante
el jacobiano del sistema dindmico (5.12). Si xg es un punto fijo estable del sistema
Ax = f(x), los valores propios, A, de la matriz A~1Df(x) son todos de parte real
negativa. Por tanto, con un estudio del espectro de valores propios de esta matriz
se determina la estabilidad de la solucién xq, que perderia estabilidad frente a una
solucién con dependencia temporal si los valores propios cuya parte real se hace cero
tienen parte imaginaria no nula. El jacobiano del sistema de ecuaciones se ha evaluado
utilizando diferencias centradas para aproximar las derivadas. Como las ecuaciones
de Navier-Stokes son cuadréaticas, no hay error en la aproximacién de la derivada, y
el error se reduce al de redondeo.

Como consecuencia de la invarianza por rotacién del sistema, el espectro de valores
propios de la matriz A~1 D f(xq) se caracteriza por tener siempre un valor propio nulo.
La demostracién matemaética es sencilla. Sea x¢ una columna no lineal, solucién
del sistema de ecuaciones (5.12), f(x¢,p) = 0. Por ser las columnas una solucién
no axisimétrica, este tipo de solucién rompe la simetria Ry, del sistema. Se puede
obtener una nueva solucién del sistema de ecuaciones, distinta de la inicial, girando
un 4ngulo « la solucién x¢. Por tanto, y = R(x¢, &) es también solucién del sistema
de ecuaciones (5.12) Va:

f(R(x0,0),p) =0 Va € [0,27).
Diferenciando esta expresién respecto a o se obtiene

Dfy(y,p) - Ouy = 0.
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Es decir, 0,y es funcién propia de valor propio cero de la matriz D fy (y,p) (siempre
que 3,y # 0).

5.4 Bifurcacidén secundaria en sistemas con simetria

0(2)

En la seccidén 3.4.1 se vid que la conveccién columnar es una solucién especial del
problema del anillo cilindrico en rotacién, pues el término de Coriolis, que rompe la
simetria de reflexién R; respecto a planos verticales que contienen al eje del anillo,
se puede incluir dentro del gradiente de presiones con lo que el sistema recupera la
simetria O(2) del anillo sin rotacién. La presencia de la simetria O(2) es importante
porque permite la existencia de soluciones estacionarias bifurcadas del estado bésico.
Si estas soluciones rompen la simetria Ry, del estado bésico, como es el caso de las
columnas, aparecen via una bifurcacién de pitchfork de revolucién. Puesto que se pre-
tende estudiar la evolucién no lineal de las columnas y su estabilidad, es conveniente
analizar el tipo de bifurcacién secundaria que puede sufrir una solucién que haya roto
la simetria de rotacién Rg,, en un sistema con simetria 0(2).

En el trabajo de Knobloch (1996) se muestra que hay cuatro tipos de bifurcacién
secundaria de codimensién 1 que pueden tener lugar en el sistema, segin la bifurca-
cién secundaria sea estacionaria o de Hopf, y segin la solucién bifurcada mantenga
0 no la simetria de reflexién del estado bésico (simetria Ry en el caso del presente
trabajo). Si la bifurcacién da lugar a un estado estacionario que mantiene la simetria
de reflexién, genéricamente serd un bifurcacién silla-nodo (saddle-node bifurcation).
En el caso de que la bifurcacién tenga caracter estacionario, pero la solucién rompa
la simetria de reflexién, la bifurcacién serd de pitchfork y dard lugar a una estruc-
tura que precesionard lentamente. Justo en el punto de bifurcacién la precesién de
la estructura es nula (bifurcacién estacionaria), pero esta velocidad de precesién ira
aumentando a medida que el sistema se aleje del punto critico, de forma proporcional
a la raiz cuadrada del pardmetro de la bifurcacién. La tercera posibilidad es que
la bifurcacién sea de Hopf manteniéndose la simetrfa R;. En ese caso, se producirs
una onda estacionaria con oscilaciones de amplitud, pero sin precesién. Cuando la
bifurcacién de Hopf rompa la simetria de refiexién, la estructura oscilaré alternativa-
mente de izquierda a derecha dando lugar a lo que se conoce en la literatura como
una Direction Reversing Travelling Wave (Landsberg & Knobloch, 1991). Es decir,
mientras que una bifurcacién de Hopf que mantiene la simetria de reflexién produce
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oscilaciones en la amplitud, si se rompe esta simetria, ademés de las oscilaciones de
la amplitud, se producen oscilaciones en la fase de la solucién.

5.5 Continuacién respecto al niimero de Rayleigh:
o = 0.025

Todos los célculos que se presentan a continuacién se han realizado con ¢ = 0.025.
La bifurcacién secundaria se ha determinado para diferentes valores de la razén entre
radios del anillo, 7, y se ha analizado en més detalle el caso correspondiente a n = 0.3.
Por tanto, se han tenido en cuenta los efectos de la curvatura de la capa. En todos los
casos, la continuacién de las ramas de soluciones se ha realizado cambiando el valor
del nimero de Rayleigh.

5.5.1 Conveccién columnar no lineal y bifurcacién secundaria

En primer lugar, se ha comprobado que el cédigo de continuacién reproduce la
bifurcacién primaria de pitchfork supercritica que tiene lugar en el sistema. Partien-
do de la solucién correspondiente al estado conductivo y de un valor del nimero de
Rayleigh en el que esta solucién es estable, al ir aumentando el valor del parametro de
continuacién se detecta una bifurcacién para un valor critico del niimero de Rayleigh
que coincide con el obtenido en el an4lisis de estabilidad lineal. Cuando n = 0.3, inde-
pendientemente del valor del nimero de Prandtl, el estado conductivo se inestabiliza
a una solucién columnar caracterizada por el nimero de onda azimutal n = 3. En
este caso, la bifurcacién se produce para Rai = 1799.8. Tras reproducir la bifurcacién
primaria, incrementando sucesivamente el valor del niimero de Rayleigh por encima
del critico, se va obteniendo la solucién de las ecuaciones a medida que el sistema se
aleja del punto de bifurcacién y los términos no lineales se hacen importantes.

Para representar el diagrama de la bifurcacién que ha tenido lugar, se ha escogido
uno de los coeficientes del desarrollo de la solucién de modo azimutal no nulo y se
ha representado en funcién del nimero de Rayleigh. Por ejemplo, para dibujar el
diagrama que se muestra en la figura 5.1, se ha tomado la parte real del coeficiente
de la temperatura correspondiente an =3 y I = 2, T§f3. Este coeficente es nulo
para el estado conductivo (rama horizontal, sefialada con C) y es diferente de cero
para la solucién convectiva (rama N3), empezando a crecer a partir del punto de
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Figura 5.1: Diagrama de la bifurcacién del estado conductivo a la solucién columnar con
nimero de onda azimutal n = 3. Los valores de los pardmetros son 7 = 0.3 y o = 0.025.
Los valores criticos del nimero de Rayleigh para la bifurcacién primaria y la secundaria son
Ral! = 1799.8 y Ral’ = 4114. Las etiquetas a, b, ¢ y d senalan las soluciones que se han
dibujado en la figura 5.2.

bifurcacién 1. Como es habitual en este tipo de diagramas, el trazo continuo de las
lineas indica la solucién que es estable para cada valor del niimero de Rayleigh. La
rama que corresponde al estado conductivo es estable para valores del nimero de
Rayleigh inferiores al critico, pero pierde estabilidad frente a la solucién convectiva a
partir de la bifurcacién (linea discontinua a partir del punto 1).

La bifurcacién primaria de pitchfork es estacionaria, por lo que todas las soluciones
sobre la rama N3 son independientes del tiempo. Para ver cémo se modifican las
columnas a medida que se incrementa el nimero de Rayleigh, se han representado
en la figura 5.2 las soluciones correspondientes a diferentes valores del ntimero de
Rayleigh. Las etiquetas a, b, ¢ y d en la figura 5.1 indican la posicién sobre la rama
N3 de las soluciones dibujadas. Junto con las curvas de nivel de la temperatura, de
las velocidades radial y azimutal, y de la funcién de corriente se ha afiadido, para cada
solucién, un histograma que muestra el espectro espacial de la funcién de corriente, U.
Este espectro se ha calculado sumando, para cada modo azimutal n, los coeficientes
del desarrollo al cuadrado, ), \ilf,n. De esta forma, se puede apreciar que justo tras
la bifurcacién (solucién a) tan sélo es diferente de cero el modo n = 3, mientras que
al alejarnos del punto de bifurcacién, se empiezan a llenar los modos miltiplos de
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n = 3 por efecto de los términos no lineales (soluciones b, ¢ y d). Sin embargo, el
modo dominante n = 3 es siempre un orden de magnitud superior a los arménicos.
Obsérvese que, en cualquier caso, estas soluciones mantienen la simetria de reflexién
respecto a planos entre columnas. Como se ha mencionado en la seccién 5.3, para
detectar la bifurcacién se ha fijado la fase de la columna, pues debido a la simetria de
revolucién del sistema, dada una solucién de las ecuaciones, cualquier solucién girada
es también solucién. Las soluciones sobre la rama simétrica a N3 que se ha dibujado
en el diagrama de bifurcaciones, corresponden a girar en un &ngulo = las soluciones
sobre la rama N3 representadas en la figura 5.2.

Una vez se dispone de la rama estable de soluciones estacionarias que ha bifurcado
del estado conductivo, se ha de determinar para qué valor del niimero de Rayleigh se
produce la bifurcacién secundaria y cuél es el cardcter de esta bifurcacién. Por una
parte, el c6digo de continuacién detecta las bifurcaciones estacionarias, pero adems4s,
puesto que se dispone de la solucién exacta de las ecuaciones no lineales, también se
puede analizar su estabilidad lineal calculando los valores propios del jacobiano del
sistema (5.12). Se pueden asi identificar las posibles bifurcaciones con dependencia
temporal que tengan lugar en el sistema. Se ha encontrado que en Rai1 = 4114
(punto 11 en el diagrama de bifurcaciones de la figura 5.1) tiene lugar una bifurcacién
de Hopf, siendo la parte imaginaria del valor propio que cruza el eje \; = +23.5 (pareja
de valores propios conjugados) (Alonso et al., 1998). Asi pues, las columnas no lineales
estacionarias se desestabilizan y dan lugar a una estructura con dependencia temporal.
De los dos tipos de soluciones con dependencia temporal predichos por la teorfa de
bifurcaciones, ondas estacionarias y Direction Reversing Travelling Waves (DRTW),
es esta segunda posibilidad la seleccionada. La nueva solucién mantiene el niimero de
onda azimutal de la columna estacionaria, n = 3, y se caracteriza por la aparicién de
un flujo medio en la direccién azimutal que rompe la simetria de reflexién R; de las
columnas de Taylor, pues se hace no nulo el modo de la componente azimutal de la
velocidad independiente de la coordenada 6, f. Este nuevo modo, que aparece siempre
que la inestabilidad rompa la simetria de reflexién, genera un esfuerzo tangencial neto
en la direccién azimutal a lo largo de la capa.

En la figura 5.3 se muestra el cambio en la estructura de las columnas tras la
bifurcacién secundaria. Se han dibujado las lineas de corriente antes de la bifurcacién
(parte superior) y las correspondientes a la Direction Reversing Travelling Wave en
cuatro instantes de tiempos distintos, ¢t = 0,7/4,T/2,3T/2 (parte inferior). Para
dibujar las DRTW cerca de la bifurcacién se ha superpuesto a la solucién estacionaria.
el vector propio multiplicado por un coeficiente €, que es la amplitud de la perturba-
cién. Aunque la eleccién de € es arbitraria, en nuestro caso también disponemos de la
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Figura 5.2: Evolucién de las columnas sobre la rama estable (N3). De izquierda a derecha,
corresponden a los puntos a (Ra = 1800), b (Ra = 1950), ¢ (Ra = 2535) y d (Ra = 3820) de
la figura 5.1. De arriba a abajo, curvas de nivel de la temperatura, la velocidad radial, u, y
la velocidad azimutal, v, lineas de corriente, ¥, y espectro espacial de Fourier de la funcién
de corriente.
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solucién no lineal oscilatoria obtenida mediante evolucién temporal (capitulo 6), por
lo que se ha elegido el valor de £ de forma que las curvas de nivel se correspondan.
Tras la bifurcacién, la estructura oscila hacia adelante y hacia atrds con un periodo
dado, cerca de la bifurcacién, por el valor de la parte imaginaria del valor propio cuya
parte real se anula. Claramente, la DRTW no mantiene la simetria de reflexién de
las columnas no lineales estacionarias respecto a planos verticales que contienen el
eje del anillo. Los histogramas de ambas soluciones representan el espectro de Fou-
rier azimutal de la componente azimutal de la velocidad, v. Tras la bifurcacién, el
modo de v independiente de 8, f, contribuye a la solucién. Se muestra también la
dependencia de f con la coordenada radial, z, en los instantes de tiempo anteriores.
Puesto que en esta gréfica el 4rea encerrada por cada curva representa el flujo neto
de masa instanténeo, (5.10), se observa que hay un transporte de masa oscilatorio en
la direccién azimutal. Es decir, el flujo neto de masa instantdneo es no nulo para esta,
solucién, pero sf lo es promediado en un periodo.

Cuando se consideran diferentes valores de la relacién entre radios del anillo, 7,
la bifurcacién secundaria que tiene lugar es también de Hopf y da lugar a Direction
Reversing Travelling Waves. En la figura 5.4, sobre la curva de estabilidad marginal
del estado conductivo, que indica el nimero de Rayleigh a partir del cual este estado
es inestable y se inicia la conveccién en el sistema, se ha sefialado el valor del nimero
de Rayleigh para el que se produce la bifurcacién secundaria para varios valores de 7
(n = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6). Los valores del nimero de Rayleigh correspondientes
a esta bifurcacién, asi como la parte imaginaria del valor propio que cruza el eje
imaginario, se han resumido en la tabla 5.1.

Los célculos del nimero de Rayleigh para el que se produce la bifurcacién secun-
daria presentados hasta el momento, se han realizado con una resolucién radial de
L = 24 y una resolucién azimutal de N = 72. Si n es el nimero de onda azimutal
dominante de la solucién bésica, el nimero de modos azimutales no nulos de la solu-
cién de la que se calcula la estabilidad es de N/2n. En la tabla 5.2 se presenta un
estudio de c6mo se modifican los resultados al cambiar la resolucién espacial tanto en
la direccién radial como azimutal para 1 = 0.3. El ndmero de modos de Fourier tiene
una mayor influencia en el resultado que los coeficientes considerados en la direccién
radial. Hay un error de aproximadamente un 10% cuando se considera N = 48, esto
es, 8 modos de Fourier diferentes de cero (n = 3,86, ...,24). Los resultados obtenidos
con N = 72 y N = 96 pricticamente coinciden, pues se diferencian en tan sélo un

1%.
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Figura 5.3: a) Lineas de corriente y espectro espacial de la velocidad azimutal, v, para
las columnas no lineales estacionarias. b) Dependencia radial del modo cero de v en cuatro
instantes de tiempo separados un cuarto de periodo e histograma de los modos azimutales en
uno de los instantes de tiempo para las DRTW (parte media). Curvas de nivel de la funcién
de corriente y la temperatura para la solucién periddica representadas en cuatro instantes
de tiempo (parte inferior).
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Figura 5.4: Niimero de Rayleigh en funcién de la relacién entre radios del anillo, 7. La linea
en negrita es la curva de estabilidad marginal del estado conductivo, que se desestabiliza a
columnas bidimensionales. Los nimeros de Rayleigh indican la posicién de la bifurcacién
secundaria, que da lugar a DRTW, para varios valores de 1.

Es conveniente destacar que aumentar excesivamente la resolucién espacial supone
una pérdida de precisién en el cdlculo de los valores propios y un considerable aumento
de la memoria requerida por el cédigo de continuacién, debido a la mayor dimensién
del sistema de ecuaciones. Cuando se conoce el tipo de bifurcacién, una forma de
poder aumentar el nimero de modos en el desarrollo y determinar el punto de bifur-
cacién con mayor precisién, consiste en fijar el ndmero de columnas de la solucién, es
decir, solamente considerar los modos de Fourier miltiplos del niimero de onda azimu-
tal bésico (por ejemplo, n = 3 en el caso de n = 0.3). Esta forma de proceder, que se
ha utilizado para calcular los datos de la tabla 5.2, permite detectar las bifurcaciones
que dan lugar a flujo medio azimutal, pero no las bifurcaciones subarménicas, en las
que modos de Fourier diferentes del bésico contribuyen a la solucién.
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n n  Ral™™ A\ Rafec e
01 2 211656 0 6448 =+25.0
0.2 2 182709 0 4168 +19.9
03 3 1799.86 0 4114 +235
04 4 179394 0 3988 +247
05 5 175030 0 3618 231
06 6 172060 0 3221 +19.2
07 9 171494 0 3258 =+20.7
08 14 1709.93 0 3175 199
09 30 170879 0 3181 +20.3

Tabla 5.1: Numero de onda azimutal seleccionado, n, y valores del niimero de Rayleigh

critico y de la frecuencia de precesién correspondientes a la bifurcacién primaria (conveccién
columnar) y a la secundaria (DRTW) para diferentes valores de la relacién entre radios.

| N | L | R | A |
48 | 18 | 4507.0 | & 26.49
32 | 4785.9 | + 28.46
72 | 16 | 40812 | + 23.11
18 | 41000 | & 23.46
24 | 4114.0 | + 23.54
32 | 4103.5 | + 23.44
96 | 18 | 4111.6 | + 23.39
32 | 41524 | + 23.67

Tabla 5.2: Numero de Rayleigh critico y parte imaginaria del valor propio que cruza el eje

imaginario correspondientes a la bifurcacién secundaria cambiando la resolucién espacial.
Los valores de los pardmetros son 7 = 0.3 y ¢ = 0.025. L es la resolucién radial y N la

azimutal.
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5.5.2 Bifurcaciones estacionarias para n = 0.3

Al haberse encontrado que las columnas estacionarias se desestabilizan a una so-
lucién con dependencia temporal para todos los valores de 7 analizados, no se puede
usar el cédigo de continuacién para seguir las nuevas ramas y analizar su estabilidad
conforme se incrementa el nimero de Rayleigh. Para eso es necesario integrar tem-
poralmente el sistema de ecuaciones, lo que permite encontrar las soluciones estables.
El método que se ha seguido para integrar las ecuaciones junto con el anilisis de la
secuencia de bifurcaciones que se producen hasta alcanzar un régimen caético consti-
tuyen el siguiente capitulo. Ahora bien, para completar el estudio de las bifurcaciones
secundarias de las columnas de Taylor, se han calculado las ramas de soluciones esta-
cionarias inestables que bifurcan del estado conductivo cerca de la primera bifurcacién
v se ha analizado su estabilidad, en el caso de un anillo con n = 0.3.

En la figura 5.5, se muestra el diagrama de bifurcaciones de la figura 5.1 en el
que se ha afladido a la rama estable de columnas convectivas con niimero de onda
azimutal n = 3 (rama N3) las dos ramas de soluciones inestables correspondientes

0.06 ‘ ; :

0.02 r

-0.02 |

.06 : : : :
1500 2000 2500 3000 3500 4000
Rayleigh number

Figura 5.5: Diagrama de bifurcaciones estacionarias (n = 0.3, o = 0.025). La rama N3
corresponde a soluciones con nimero de onda fundamental n = 3, la rama N2 a soluciones
con n = 2 y la rama N4 con n = 4. Las bifurcaciones que dan lugar a estas ramas se
producen en Ra; = 1799 (punto 1), RaZ = 1995 (punto 2) y Ra® = 2254 (punto 3).
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a columnas con nimero de onda n = 2 (rama N2) y n = 4 (rama N4). Estas
dos ramas bifurcan del estado conductivo para niimeros de Rayleigh de RaZ = 1995
(punto de bifurcacién sefialado con 2) y Ra® = 2254 (punto 3), respectivamente. Se
ha escogido para su representacién la parte real del modo azimutal dominante de
la temperatura, es decir, el modo Tan = TZP,“Z en el caso de la rama N2 y el modo
sz,”4 para la rama N4. En ambos casos la bifurcacién es miltiple, pues cruzan el eje
imaginario dos valores propios cada vez. El comportamiento de las soluciones sobre
la rama N4 es similar a lo que sucede sobre la rama principal N3. Inicialmente, sélo
es diferente de cero el modo n = 4 y, a medida que aumenta el nimero de Rayleigh,
la contribucién de los términos no lineales hace que se llenen los modos miiltiplos de
n = 4. Las columnas van cambiando ligeramente de forma al aumentar el nimero de
Rayleigh, pero su estructura bésica se mantiene (cuatro rollos alineados con el eje del
anillo). En la figura 5.6 se muestra una solucién sobre esta rama, que corresponde a
Ra = 3543 (punto j sobre el diagrama de bifurcaciones 5.5). En contraste, sobre la
rama N2 se produce una interaccién espacial fuerte entre los modos n =2y n = 4.
A medida que se incrementa el nimero de Rayleigh, se va produciendo un cambio en
la estructura de las soluciones. Para visualizar la evolucién de las soluciones sobre
esta rama, en la figura 5.7 se han dibujado las curvas de nivel de la temperatura y
el histograma que muestra los modos de Fourier que contribuyen a la solucién en los
puntos e (Ra = 2000), f (Ra = 2198), g (Ra = 2500), h (Ra = 2711) e i (Ra = 2875)
de la rama. Como se puede ver, cerca del punto de bifurcacién 2, la solucién e estd
formada por dos parejas de columnas y practicamente sélo hay contribucién del modo
n = 2. Sin embargo, a medida que se avanza sobre la rama, se va haciendo cada vez
més importante la contribucién del modo n = 4, que ya supera a la del modon = 2 en
la solucién h. A su vez, el modo n = 2 va disminuyendo, hasta anularse. Se produce
una evolucién continua de la solucién, que pasa de estar formada por dos parejas de
rollos a estar formada por cuatro parejas rollos, tras producirse la rotura de una de
ellas. Por el tipo de representacién empleado, cuando esta rama pasa a ser una rama
de soluciones puras n = 4 (punto 8 de la figura 5.8) desaparece de la figura.

Se han detectado varias bifurcaciones sobre la rama de soluciones N2, que se
han recogido en el diagrama 5.8. En primer lugar, en Ra‘c1 = 2362 (punto 4 en el
diagrama de bifurcaciones) tiene lugar una bifurcacién estacionaria subarménica. Las
soluciones estacionarias sobre la nueva rama (rama N2la) se caracterizan por tener
llenos también los modos n = 1. Es decir, todos los modos de Fourier azimutales,
excepto el modo n = 0, contribuyen a la solucidn, si bien el modo n = 2 continia
siendo dominante. En la figura 5.9 (izquierda) se muestra el aspecto de las soluciones
sobre esta nueva rama. La solucién corresponde a Ra = 3308 (punto sefialado con
k en el diagrama). Un andlisis de los espectros de valores propios nuestra que tras
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Figura 5.6: Curvas de nivel de la temperatura y espectro espacial de la funcién de corriente
para una solucién sobre la rama N4 (punto j de la figura 5.5). El valor del ndmero de
Rayleigh es Ra = 3543.

esta bifurcacién se estabiliza una de las direcciones inestables sobre la rama, principal
(rama N2), pues disminuye el nimero de valores propios con parte real positiva
(se pasa de dos a uno). El punto de bifurcacién sefialado con 5 sobre el diagrama
corresponde a una inestabilidad en la que el nimero de onda azimutal n = 2 de la
rama principal se mantiene y se llena el modo n = 0. Sin embargo, esta bifurcacién
sélo se ha podido identificar inspeccionando los espectros de valores propios de las
soluciones sobre la rama N2, pero no se ha conseguido detectar mediante el cédigo de
continuacién. Por este motivo no se dispone de la rama de soluciones. La bifurcacién
tiene lugar en RaS = 2478. Segiin la teoria de bifurcaciones (Knobloch, 1996), una
bifurcacién estacionaria que rompa la simetria de reflexién de la solucién da lugar a
una onda viajera ( Travelling Wave) cuya frecuencia de precesién es cero en el punto
de bifurcacién y va aumentando a medida que el sistema se aleja del punto critico.
Por tanto, posiblemente en este punto de bifurcacién nace una rama de soluciones
con dependencia temporal, aunque tanto las ondas viajeras como las soluciones sobre
la rama principal se mantienen inestables, al menos inicialmente. En Rag = 2509
(punto 6) y Ral = 2712 (punto 7) se detectan dos nuevas bifurcaciones subarménicas
sobre la rama principal. Las soluciones sobre las nuevas ramas (ramas N21b y N21c,
respectivamente) se han dibujado en la figura 5.9. Corresponden a Ra = 2649 (punto
) y Ra = 3040 (punto m). Los histogramas muestran que, al igual que en las
soluciones sobre la rama N21a, todos los modos azimutales son no nulos a excepcién
de n = 0. Tras la bifurcacién en el punto 6 aumenta el nimero de direcciones inestables
sobre la rama N2 (hay un valor propio més de parte real positiva), mientras que en
la bifurcacién en el punto 7 de nuevo se estabiliza una direccién. Por tanto, tras las
sucesivas bifurcaciones, el espectro de valores propios de una solucién sobre la rama
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Figura 5.7: Evolucién de las columnas sobre la rama N2. Curvas de nivel de la temperatura
y espectro azimutal de la funcién de corriente correspondientes a los puntos e (Ra = 2000),
f (Ra =2198), g (Ra = 2500), k (Ra = 2711) y i (Ra = 2875) sefialados en la figura 5.5.



128 Cap. 5. Cilculo de las columnas no lineales mediante técnicas de continuacién

0.04 ' ' ‘ . “—"':::_,_.\/
,—'D' ,—‘—
Na 7 g
/// l’:‘
0.02 4 A N21b ___...-|
4":‘\5 '/'I _____ -i-""'__::: ,,,,,,,,,,,
A S - T &
I" 6 ,'\ ’,"}" m
N2 ’r' l'/ ‘~~\‘:: i
'l' ’Il' \‘j
2¢ 3¢ 8 C
0.00 -l Z i )
2000 2500 3000 3500
Rayleigh number

Figura 5.8: Detalle del diagrama de bifurcaciones estacionarias para las ramas N2 y N4
(7 = 0.3, ¢ = 0.025). Se producen nuevas bifurcaciones sobre la rama N2 en Ral = 2362
(punto 4), Ral = 2478 (punto 5), Ra = 2509 (punto 6), Ra] = 2712 (punto 7) y Ral = 2888
(punto 8). Sobre la rama N4 se detectan bifurcaciones en Ral = 2851 (punto 9) y Ra = 2888
(punto 8).

N2 después del punto 7 tiene dos valores propios positivos. El punto 8 del diagrama
corresponde a Rag = 2888, que es el valor del ntimero de Rayleigh para el cual la
amplitud del modo n = 2 es nula, y es también un punto de bifurcacién. La rama
N2 va a parar a la rama N4, en la que las soluciones son modos puros miiltiplos de
n = 4, y la solucién con nimero de onda azimutal n = 2 desaparece.

El punto de bifurcacién 8 se ha confirmado detectdndolo también sobre la rama
N4. Previamente, para Ra2 = 2851 (punto 9), sobre la rama N4 ha tenido lugar una
bifurcacién subarménica miltiple (no se ha dibujado la nueva rama en el diagrama),
en la que dos de los cuatro valores propios positivos que hay al inicio de la rama N4
cruzan el eje imaginario. En 8 un nuevo valor propio pasa a tener parte real negativa,
estabilizdndose otra direccién, por lo que el espectro de una solucién sobre la rama
N4 después de las bifurcaciones en 8 y 9 tiene un sélo valor propio con parte real
positiva.

Finalmente, en la figura 5.10 se ha prolongado el diagrama de bifurcaciones hasta
Ra = 6000 para estudiar lo que sucede sobre la rama N4, y se ha incluido la rama
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Figura 5.9: Curvas de nivel de la temperatura ¥ espectro espacial de la funcién de corriente
correspondientes a soluciones sobre las ramas N21a (Ra = 3308, punto k), N21b (Ra = 2649,
punto [) y N21c (Ra = 3040, punto m) de la figura 5.8.

N2*, que es una nueva rama de soluciones con ntimero de onda n = 2 distinta de la
rama N2. Respecto a la rama N4, al aumentar el nimero de Rayleigh se produce
una bifurcacién en Ral’ = 4779 (punto 10) tras la cual se estabiliza la solucién
con numero de onda fundamental n = 4 y aparece de nuevo una rama inestable de
soluciones n = 2 (no se ha incluido esta nueva rama en el diagrama). Asi pues, para
valores del nimero de Rayleigh superiores a Ra,i0 coexisten al menos dos soluciones
estables: columnas estacionarias con nimero de onda azimutal n = 4 y DRTW con
numero de onda n = 3. Ademés de las ramas de soluciones N 3, N2y N4, que nacen
del estado conductivo, se ha identificado la rama de soluciones N2*, que parece no
conectar directamente con ninguna de las ramas anteriores. Las soluciones sobre ella
se caracterizan por tener un nimero de onda azimutal n = 2. Las pruebas realizadas
hasta el momento no permiten concluir con seguridad cudl es el origen de esta rama.
Se dispone de soluciones de este tipo a partir de Ra ~ 2340, pero en este punto el
cddigo de continuacién no encuentra nuevas ramas estacionarias. Una posibilidad es
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Figura 5.10: Prolongacién del diagram de bifurcaciones de la figura 5.8. Sobre la rama N4 se
produce una bifurcacién en Ra}® = 4779 (punto 10), tras la cual se estabilizan las soluciones
con ndmero de onda n = 4. La rama N2* es una nueva rama de soluciones estacionarias con
n = 2, diferente de la rama N2, que podria nacer en una rama de soluciones con dependencia
temporal.

que la rama N2* bifurque de una rama de soluciones con dependencia temporal. En
particular, podria proceder de alguna de las ramas de soluciones que han bifurcado de
la rama N2. Aunque no se han estudiado sisteméticamente las posibles bifurcaciones
sobre esta nueva rama, si se ha analizado el espectro de valores propios de alguna
solucién sobre ella, y todos ellos indican que las soluciones son inestables.

Todas las ramas de soluciones estacionarias que se han identificado fuera de la
rama N3 a excepcién de la solucién n = 4 a partir de Raé0 = 4779, hasta los valores
del ndmero de Rayleigh que se han considerado, se mantienen inestables. No se ha
analizado la estabilidad de las ramas de soluciones que bifurcan de la rama N2, por
lo que otras ramas de nuevas soluciones podrian aparecer al incrementar el valor del
ndmero de Rayleigh, o bien se podrian producir cruces entre ellas.
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5.6 Discusién

La interaccién espacial entre los modos con ndmero de onda azimutal n = 2 y
n = 4 que se ha descrito en la seccién 5.5.2 es un ejemplo de lo que se conoce como re-
sonancia 1:2, en la que interaccionan no linealmente modos cuya relacién de nimero
de onda en la direccién periédica es 1:2 (Jones & Proctor, 1987; Proctor & Jones,
1988; Armbruster et al., 1988). En la dltima década se ha prestado mucha atencién
al estudio de las resonancias, pues dan lugar a fenomenologias muy variadas, ademés
de las soluciones puras aparecen soluciones hibridas, ondas viajeras,...(Knobloch &
Guckenheimer, 1983; Mizushima & Fujimura, 1992; Prat et al., 1998)), v afectan a
la seleccién del niimero de onda de la solucién que se obtiene. Aunque para los va-
lores de los pardmetros analizados en este capitulo la solucién con niimero de onda,
n = 2 que bifurca del estado conductivo es inestable, pues el ntimero de onda se-
leccionado al inicio de la conveccién es n = 3, se reproducen algunos aspectos de la
dindmica predicha por la forma normal de la resonancia 1:2. Por ejemplo, una de
las caracteristicas de esta resonancia es que se pueden producir intervalos de valores
del pardmetro de control (ntimero de Rayleigh en el presente trabajo) para los que
desaparece el modo 1 (wavenumber gaps). Esto es precisamente lo que sucede en
la regién 2888 < Ra < 4779, en la que deja de existir la solucién n = 2 que habfa
bifurcado del estado conductivo, para luego volver a aparecer una rama de soluciones
n = 2 que estabiliza la solucién n = 4. Aunque también es cierto, como se ha visto,
que en el problema completo existe ademss otra rama de soluciones n = 2 que no
bifurca directamente del estado conductivo.

En el trabajo de Cox (1996) se describe un comportamiento muy similar al ob-
tenido sobre las ramas de soluciones n = 2 y n = 4. En ese articulo, se utiliza un
modelo de longitud de onda larga para estudiar la conveccién térmica, bidimensional
en una capa de fluido calentada por debajo, simplificdndose de esta forma las ecuacio-
nes, que quedan unidimensionales. Esto permite realizar un estudio detallado de las
resonancias dominantes en funcién del tipo de condiciones de contorno consideradas.
Con condiciones de contorno diferentes en las superficies horizontales, la resonancia
que domina es la 1:2. Bifurca en primer lugar el modo k, que es estable hasta que se
desestabiliza, al aumentar el niimero de Rayleigh, a una onda viajera cuya velocidad
de fase es nula en el punto de bifurcacién. Esta bifurcacién corresponderia en nuestro
caso al punto 5 en el diagrama de bifurcaciones de la figura 5.8. Posteriormente, estas
soluciones dan lugar a una rama estable de ondas viajeras moduladas y a érbitas
heteroclinicas estables, en acuerdo con las ecuaciones de amplitud de esta resonancia.
En nuestro caso, ni con el cédigo de continuacién, ni mediante integracién temporal,
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es posible identificar este tipo de soluciones, pues dependen del tiempo y son, en
principio, inestables. De la misma forma que en el diagrama 5.8, en el estudio de Cox
(1996), se encuentra que la rama de soluciones inestables k conecta con la rama de
soluciones, también inestables, 2k. Al continuar aumentando el niimero de Rayleigh,
se produce una bifurcacién que estabiliza las soluciones 2k, y de la que de nuevo nace
una rama de soluciones k, que serfa equivalente al punto de bifurcacién 10 de la figura
5.10. Por tanto, la dindmica en ambos problemas presenta caracteristicas comunes
debido a que domina el mismo tipo de resonancia espacial. Otro ejemplo de ecua-
cién unidimensional en la que se ha obtenido una dindmica dominada por los modos
k y 2k similar a la descrita anteriormente es la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky
(Armbruster et al., 1989; Holmes et al., 1996).

Por otra parte, la solucién columnar que se ha obtenido en el anillo se puede
comparar con los rollos convectivos estacionarios que aparecen en el problema de
Rayleigh-Bénard plano bidimensional sin rotacién. En primer lugar hay que mencio-
nar que, debido a la presencia de simetrias adicionales en el caso plano periddico, la
variedad de bifurcaciones que se pueden producir es mayor. Asi, cuando se conside-
ran idénticas condiciones de contorno en las superficies horizontales y la conveccién
es Boussinesq, el sistema posee también la simetria respecto al plano medio de la
capa, por lo que los rollos estacionarios, ademds de la simetria de reflexién respecto
a planos verticales, tienen la simetria puntual respecto a sus centros y el producto de
ambas. Como consecuencia, una bifurcacién que mantenga el nimero de onda puede
ser de cuatro tipos distintos —la nueva solucién puede mantener todas las simetrias,
sélamente la de reflexién, sélamente la puntual o bien tan sélo la simetria producto-,
cada una de las cuales puede dar lugar, a su vez, a una solucién estacionaria o con
dependencia temporal (Prat et al. (1995), Rucklidge & Matthews (1996)). Por tanto,
en total hay ocho posibles soluciones en lugar de las cuatro posibilidades existentes
en el anillo cilindrico.

Como cabia esperar, cuando la curvatura del anillo tiende a cero, tanto el tipo de
bifurcacién secundaria como el valor del nimero de Rayleigh critico para el que tiene
lugar coinciden con el problema plano. Ahora bien, para obtener los resultados en el
problema de Rayleigh-Bénard se ha de escoger un nimero de onda adecuado, que se
puede estimar a partir del nimero de onda azimutal que se selecciona en el caso del
anillo. Cuando & = 0.025, se ha visto en este capitulo para varios valores de  que en
el caso del anillo la bifurcacién secundaria mantiene el nimero de onda fundamental y
da lugar a una Direction Reversing Travelling Wave (DRTW). Considerando n = 0.9,
el ntimero de onda seleccionado al inicio de la conveccién es n = 30, y la bifurcacién

secundaria se produce en Raf RTW — 3181, siendo la frecuencia de precesién de la
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estructura APFTW = 20.3. Para igual valor del nimero de Prandt], en el caso plano
con condiciones de contorno de adherencia en las superficies horizontales, se obtiene
que la simetria de reflexién de los rollos se rompe manteniendo su simetria puntual
tras una bifurcacién secundaria de Hopf, dando lugar a una estructura que oscila
pero que no viaja. En el trabajo de Rucklidge & Matthews (1996) se denomina a
este tipo de soluciones Pulsating Waves (PW) para distinguirlas de las DRTW, que
son soluciones también oscilantes, pero que rompen la simetria, puntual de los rollos y
que viajan hacia adelante y hacia atrds. El flujo neto de masa instantdneo es nulo en
las PW, pues el perfil del modo cero de la componente horizontal de la velocidad es
antisimétrico. Aunque este flujo de masa es diferente de cero en el anillo, va tendiendo
a este valor a medida que 7 se aproxima a la unidad, al tender el modo cero de v
(representado en la figura 5.10 para n = 0.3) a una funcién antisimétrica. El valor
del nimero de Rayleigh critico para el que se detecta la bifurcacién a PW para una
longitud de onda A = 2 es Ra} " = 3191 y el valor de su frecuencia de oscilacién es
A% =204 (Prat & Mercader, 1999).
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Capitulo 6

Integracién temporal de las
ecuaciones

6.1 Meétodo de integraciéon temporal en variables
primitivas

La dltima parte de este trabajo se ha dedicado a implementar un método numérico
que permita analizar de forma eficiente las soluciones estables que presenten una de-
pendencia temporal mas o menos complicada, es decir, desde soluciones periédicas
a soluciones que dependan caéticamente del tiempo. Se ha buscado que el método
sea flexible, con el objetivo de poderlo adaptar al estudio de flujos tridimensiona-
les. Para la integracién temporal de las ecuaciones no lineales se ha escogido un
método semiimplicito de paso fraccionario. En concreto, se ha utilizado un esquema
BDF (Backward Differentiation Formula schemes) implicito de segundo orden en el
tiempo para los términos lineales, y un esquema de segundo orden explicito para los
términos no lineales (Karniadakis et al., 1991). El esquema BDF escogido pertenece
a una familia de esquemas que son estables para sistemas stiff y que exhiben una
regién de estabilidad mucho mayor que la de los esquemas de Adams, que son los
usados habitualmente. Los métodos de paso fraccionario no requieren una gran me-
moria de almacenaje, a diferencia, por ejemplo, de las técnicas basadas en matrices de
influencia. Ademés tienen una ventaja adicional, mientras que en esquemas como el
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de Uzawa es necesario un proceso iterativo para encontrar los flujos no estacionarios,
los métodos de paso fraccionario son siempre no iterativos. El esquema se ha imple-
mentado en el marco de los métodos espectrales, pues la elevada resolucién espacial
que ofrecen permite que el error total se reduzca al que procede de la diferenciacién
temporal més el que procede del fraccionamiento de los operadores.

Aungue la formulacién de las ecuaciones con la funcién de corriente es una buena
opcién para la simulacién de flujos bidimensionales, se ha optado por resolver las
ecuaciones formuladas en variables primitivas. El motivo de esta eleccién es que el
método de paso fraccionario utilizado resulta ficilmente adaptable con garantia de
éxito a flujos tridimensionales, al menos en geometria cilindrica, donde en cualquier
caso se puede desacoplar el problema para la direccién azimutal si se usan técnicas
pseudoespectrales. Debido al orden elevado de las ecuaciones, el uso de potenciales
de la velocidad limita de forma dréstica el paso de tiempo de la integracién temporal
e imposibilita, en la préctica, la obtencién de resultados.

Por otra parte, los métodos de paso fraccionario tienen como inconveniente que
pueden dar lugar a capas limite numéricas erréneas, que tienen su origen en la forma
de la condicién de contorno considerada para la presién en la ecuacién de Poisson.
El tratamiento de la presién por el que se ha optado en este trabajo es el descrito en
Karniadakis et al. (1991). Baséndose en el método propuesto por Orszag et al. (1986),
Karniadakis et al. consideran una condicién de contorno mejorada para la presién,
que minimiza el efecto de las capas limite erréneas. El punto clave del método es
el tratamiento especial que se hace de la condicién de contorno de Neumann para la
presién. Se construye un esquema estable descomponiendo el operador de Laplace
que aparece en la condicién de contorno en una parte solenoidal, que se aproxima por
un esquema explicito, y en otra parte irrotacional, para la que se usa un esquema
implicito.

6.1.1 Formulacién

Las ecuaciones de evolucién (5.2) se pueden escribir de forma compacta

o o ~Vp+oL(u) + N(w) +F, (6.12)
Q=V-u=0, (6.1b)

oT u
% =L -y +N(T), (6.1¢)
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donde N representa el operador no lineal, £ el operador lineal correspondiente al
término de difusién, y F es la fuerza de volumen asociada al empuje de Arquimedes.
Por tanto, sus definiciones son

L(u) = V?u,

L(T) = VT,

Nu) = —(u-V)u,

NT) = - (u-VT,
F = oRaTe,.

Aunque no se dispone de una condicién de contorno natural para la presién que
permita integrar esta ecuacion, se puede obtener una condicién de contorno de Neu-
mann, consistente y que no de lugar a errores de splitting, proyectando radialmente
la ecuacién de Navier-Stokes

op _
or
En esta condicién de contorno el término de difusién se tratars de la manera propuesta
por Karniadakis et al. (1991) para mejorar la estabilidad de la solucién. Tal como se
ha comentado, consiste en desacoplar la laplaciana en una parte solenoidal, w,, que se

aproxima por un esquema explicito, y en una parte irrotacional que se trata de forma
implicita

o[L(w)] + NW)] +F, en 89, (6.2)

L) =V(V 1) -V x(Vxu) =V - w,. (6.3)

6.1.2 Discretizacién temporal

El esquema temporal implementado para la integracién de las ecuaciones es de
segundo orden en el tiempo. En concreto, para aproximar la derivada temporal en las
ecuaciones de evolucién se ha utilizado un método estable para sistemas stiff basado
en las férmulas de diferenciacién regresiva (BDF) (Karniadakis et al., 1991; Gear,
1971). Asi pues, la derivada temporal se ha aproximado por

Ou 1 n-+1 - n-g
6-12 — —A—t' (’Y()u - Z agu ),
q=0

donde J; indica el orden del esquema, At es el paso de tiempo y u™ = u(t, = nAt).
En particular, el valor de los coeficientes en el esquema de segundo orden es o = 3/2,
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ap = 2y a; = —1/2. Los términos no lineales se han aproximado con el siguiente
esquema explicito,

Je—1
Nw = Y BN,
q=0
donde los coeficientes en el esquema de segundo orden valen By = 2y f1 = —1.

Este mismo esquema se ha usado para aproximar el término u /r1nn en la ecuacién
de la temperatura. Para mantener el orden del esquema, el término del empuje de
Arquimedes se ha evaluado como en Le Quere & Alziary de Roquefort (1985) después
de avanzar la temperatura, haciendo el promedio

F = %(F"H +F™).

Finalmente, los términos de difusién y el gradiente de presiones se han tratado
implicitamente, aproximandolos por su valor en el instante ,1.

La combinacién de los esquemas anteriores da lugar a la siguiente discretizacion
temporal de las ecuaciones de evolucién

Je—1

3 (’you Z au® ) = -Vp"tl + oViu"! 4+ = 5 (F"“'1 +F™) Z ByN (0™

q=0

Je—1 Je—1

( o™t — zaTn~)=v2T"+1 rlnn}:ﬁq u" q+}:ﬂq (T79)

que, escritas por componentes y para el esquema de segundo orden se expresan

Alt (3 o ou™ 4+ ;u"— ) = —8,p"™ + cr[(Vzu) r] il oRa 2T 4T -
~2[((a- V), ] + (- V)u)r]"_l, (6.42)
Zl—t (%v"“‘1 - 20" + —;-v"‘l) = ~%89p"+1 + cr[(Vzu) 9] " 2[((11 - V)u) e]n +
(), (6.4b)
‘Al—t (g:r"+1 —2T™ + %T"‘l) = Vet — T 2u™ —u™t) - 2[u- VT]"

+[u-vT]" (6.4c)

?
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6.1.3 Tratamiento de la presién: método de paso fraccionario

Una vez se dispone de las ecuaciones discretizadas temporalmente, hay que des-
cribir el ciclo computacional que se ha seguido para avanzar las ecuaciones (6.4) en
el tiempo.

1. Avanzar la temperatura a un tiempo tny1 = (n+ DAt

En primer lugar, se avanza la temperatura a un tiempo t,.;, utilizando la ecua-
cién (6.4c). La temperatura verifica una ecuacién de Helmholtz en el dominio de
integracién Q y se anula en el contorno lateral o0,

(g - AtVZ)T"“ =52l en @

(6.5)
Tl =0 en 90,

siendo

1

At
iy SOl
2

Sy = 21" —

(20" — ) — At{2[u- VT]" - [u- vr]" .

2. Avanzar la velocidad a un tiempo tnyq = (n+ 1)At

Seguidamente, se avanza la velocidad a un tiempo t,41. Para ello se evalia la
ecuacién de Navier-Stokes en tres etapas, introduciendo las velocidades intermedias
1y u*

Ji—-1 Jo—1
1 . 1 .
Kt(ﬁ -y aqun—q) =54 F) + ) g N (), (6.6)
q=0 g=0
1 .
-A—t(u* — 1) = -Vp™t, (6.7)
—Ait(%unﬂ —u*) = oViut, (6.8)

Los pasos seguidos para obtener u™*+! se detallan a continuacién.
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a)

b)

Calcular 1.

Se calcula 11, que servird para adelantar la presién pero que no satisface la
ecuacién de continuidad

en (6.9)

Calcular p.

Se avanza la presién a un tiempo tn41 = (n + 1)At introduciendo una u* que
satisfaga la ecuacién de continuidad, V - u* = 0. Calculando la divergencia
de la ecuacién (6.7) se obtiene una ecuacién de Poisson para la presion, que
se complementa con la condicién de contorno de Neumann (6.2) discretizada y
habiendo sustituido en ella VO™ = 0, pues se cumple u™~! = v = u"*! en
el contorno lateral. Por tanto, la presién satisface

Vzp”“:—l——V-ﬁ en {,

At (6.10)
,p"tt = Sg’""l en O,
siendo
Sz,n-—l — —0’(2(4)? _ w?—l)r+0']52{34 (Tn+1 + Tn) .

-2 [((u -V)u) T] " [((u - V)u) T] "

Como se ver4, esta expresi6n se simplifica notablemente cuando se calcula en el
contorno.
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c) Calcular u*.

A partir de (6.7) se calcula u*,

u* =4 — At,p"t? en ,

(6.11)
vt =19 - —A;Eagp"+1 en Q.

d) Calcular u.

Finalmente se avanza u a t, = (n + 1)At,

+1
gu""’l—Ata[(Vzu)r]n =u* en (,

+1
gvn"'l—Ata[(Vzu)o]n =* en (, (6.12)
u™tl =yt = en 0Q,.

6.1.4 Discretizacién espacial

Se ha implementado un método pseudoespectral de colocacién en el que la de-
pendencia radial de las distintas variables se ha desarrollado mediante polinomios de
Chebyshev hasta orden L, T;(z) [ < L, y la dependencia azimutal se ha introducido
mediante desarrollos en serie de Fourier, e siendo —N /2 < n < N/2. Por tanto,
las perturbaciones consideradas son de la forma

N/2—-1 [

u(@,0) = > > wuaTi(z)e™, (6.13)
n=—N/2 =0
N/2—-1

v(z,0) =i z Zf}l,n’ﬁ(x)ei"o, (6.14)
n=—N/2 =0
N/2—-1 L

T,0)= Y > TiaTi(z)e™. (6.15)
n=—N/2 I=0

En los desarrollos de Fourier no es necesario operar con los valores negativos de n,
pues al tener que ser las variables funciones reales, las correspondientes amplitudes
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son las conjugadas de las amplitudes asociadas a los ndimeros de onda positivos. Los
coeficientes de Fourier se toman desde n = —N/2 hasta n = N/2 — 1 para poder
implementar las rutinas que calculan la transformada discreta de Fourier mediante el
algoritmo de transformada répida de Fourier (FFT). Por tanto, n =0+ N/2—1y el
coeficiente que queda desaparejado, n = —N/2, se tendrfa que imponer igual a cero si
no se quitara el aliasing (seccién 5.2). Las variables 4 y u* se desarrollan de la misma
forma que u, mientras que los desarrollos de 9 y v* son anélogos a los de v. Como
siempre, se impondr4 que las ecuaciones se verifiquen en los puntos de colocacién de
Gauss-Lobatto. El sistema de ecuaciones que se obtiene se ha resuelto directamente
en el espacio fisico en la direccién radial y en el espacio de amplitudes en la direccién
periédica. Es decir, se ha considerado como incégnita el valor de cada coeficiente de
Fourier en los puntos de colocacién, {w; n, Vin, Tin},

L
o= Zﬁl,nﬁ(zi), (6.16)
L
Vin :Zﬁl nTi(zi), (6.17)
=0
L ~
Tin =Y TinTi(z:), (6.18)
1=0

conn =0+N/2-1ei=1+L-1. Las incégnitas son sélo el valor de los coeficientes
en el interior del dominio, pues el valor de estos coeficientes en el contorno lateral se
determina a partir de las correspondientes condiciones de contorno. Si las condiciones
son de Dirichlet, no existe ningtin problema. Si son de Neumann, como en el caso
de la presién, se obtienen procediendo de la forma indicada en el Apéndice B. Para
obtener el valor de los distintos operadores en los puntos de colocacién expresados
en funcién de las variables en los puntos de colocacién, se han utilizado de nuevo las
matrices d( d(2) usadas en el capitulo 4 y cuyo valor se detalla en el Apéndice
B, que relac1onan los valores de la derivada primera y segunda de una funcién en los
puntos de colocacién, f; ) v i 2 , con el valor que toma esta funcién en los puntos de
colocacién, f;,

o Z i,

]-0
1 = Zd@’ i

con fo y fr calculados previamente.
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Antes de sustituir los desarrollos en las ecuaciones es necesario evaluar los términos
no lineales de la ecuacién de la temperatura y la velocidad y el término w; que aparece
en la condicién de contorno de la presién. Tras operar y efectuar las derivadas respecto
a § se obtiene

e VT = ud,T + 2T,
(- V)u), = ~(Div)v+ ?—uv,
((w-V)u), = (Dyv)u - ?uu,

(u-V)u) =0 en 8Q,,

T
in
Ws = —Opv en 99,
r

siendo Dy = 18,(r ).

r

Con los términos no lineales evaluados, y usando las matrices dz(-lj) y dg? ya se
pueden escribir los sistemas de ecuaciones (6.5)—(6.12) discretizados.

1. Ecuacién de la temperatura

El sistema (6.5) discretizado se expresa

L—1 9

=0 1 () n 3 1
d\* - gqv_ " 2 T+l _ _ - qnn-l
L; Y T8 2% T oy sAtJ = TEaT
siendo
1 ur Tr ub
Sn,n—l — 2Tvn —4At i,m n A no_ 1,7 71,N .
T b {lnn(zi—l-5) * in0eTln n(z¢+6)}

1 1wl Tr—1,n—1
— "T'n—l AP — __bn T_L—la T:n—l _ wn in ]
gin T {lnn(wi+6)+"“” = T

Sélo hay que imponer la ecuacién eni =1+ — 1 pues el valor de la temperatura en
el contorno lateral es conocido, Tg'f* = TPt = 0 Vn.
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2.a) Ecuacién de 1

El sistema (6.9) discretizado queda

~ n,n—1
Ujn = Sf,_, )

i = Sg’n—l,
siendo
1 ul p?
n,n—1 uh b2
2ol = ogun — 4AE ’-1[6 ————]” Loy
Sg Uiin {U“" >+ (z; +6) Vin n(iﬂi +9) } *
Ra 1
+ A TR (T + T - quiat +
1 ul -yl
2At n—l[a -"-‘] i Tl
1 ul 4
, —1 _ . . 7 3
1 - . B 1 '(1,7-7'_1’11,7-7"__1
— Zoft o+ 248 dud 1[8 ——‘] Pl —in—t b
2vz,n + {Wz,n =t (x; +6) Vim " (zi +90)

En estas ecuaciones i = 0 + L y, por las condiciones de contorno, se cumple que 4;,n
y 05 son nulas en él.

2.b) Ecuacién de la presién

La ecuacién de Poisson (6.10) que satisface la presién, una vez discretizada se
expresa

5 1 B n ntl _ _2_ 1 L. ____?__.".
4|6, + Gt )" 6)2]pi’" ~ At [o- + (@i + 5)]%’" @+6) "]
(6.19)

Esta ecuacién sélo se ha de imponer en los puntos de colocacién del interior del
dominio, ¢ = 1 + L — 1, para que coincida el nimero de ecuaciones y de incégnitas,
pues se dispone de dos condiciones de contorno de Neumann para la presién,

n+l _ gn,n-—1
aa:po,n = Sp‘; )

n+1l __ gn,n—1
0sPL m ~-Sp’L ,
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siendo
Sn,n—-l . 20n 26 n a n—1
Po T (1+9) “Vin = Oalin 0o’
gmn—l — _2om 20,07, — Opu 7t
P T (=149 7T T T |
Estas condiciones de contorno permiten obtener el valor de la presién en el contorno
lateral, pg,fbl y pzzl, expresado en funcién del valor de la presién en los puntos de
colocacién del interior, pf*, i = 1+ L — 1. Como ya se ha indicado, en el Apéndice

B se ha detallado la forma de calcular oty P

L-1
1 20° +1 212 41 1
pz—,tbl = Z (Fz + + Ai)pn+1 — _Lsg;n-l _ nggn—l
=1

A 3 hn 3A ’
L—1
1 2I2 4+ 1 202 4+1. 1 _
P = = g 2 (A Tt 4 2 gy ZSmn
=1

asf como el valor de 4, T; y A;. Ahora, utilizando las matrices dg? y dg? y el valor
de pgtt y PPt se puede ya escribir la ecuacién (6.19) en funcién del valor de las

variables en los puntos de colocacién del interior del dominio

-1 L-1 n+1

7 n 7 1 (et D L
Z dg:;-)Pj,ﬁl + d%)Po,ﬁl + dz(?pL—,tzl + E) Z dﬁ)Pj,j{l + d%)(?,oq_T) +
j=1 ¢ j=1 ¢

n+1 n+1
pL n pr ]. ]. N n ~
ey M g2 Pin im— .
TGy T (@i +0)2  2A1 [B”(xﬁa)]“’ (@ +0)

coni=1+1-1.

2.c) Ecuacién de u*

Una vez se dispone del valor de la presién en el instante tn+1 se puede resolver el
sistema (6.11), que discretizado espacialmente queda

. 1
Ui = Ui — 2At0,pH,

nAt
VF, =Dy g — 2L
nLn (wi_l_é*)pz,n

i,m
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2.d) Ecuacién de u

Finalmente, para las componentes radial y azimutal de la velocidad, ult* y o747,
se obtiene, a partir de (6.12), el siguiente sistema de ecuaciones acopladas

2) w4 o ultl - (M*+1) 1 3
Zd HCED) +6 Zd (@02 n " Bghtin T

2n bl U
T EEoEr T doAr
= (2) (1) n +1) 3
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Este sistema se puede desacoplar ficilmente definiendo unas velocidades complejas
% = u+iv y ¥ = u—iv, y escribiendo el sistema en funci6n de estas nuevas velocidades.

6.2 Numero de Nusselt

Una magnitud que se usa frecuentemente en los problemas de conveccién térmica
para medir la transferencia de calor a través de una superficie es el nimero adimen-
sional de Nusselt, que se define como el cociente entre el flujo de calor total y el flujo
de calor transportado dnicamente por conduccién térmica,

Jy
Nu = 3:,

y que puede ser local o global segin se considere el flujo de calor en un punto o
promediado sobre una superficie. En el caso del anillo cilindrico, al ser radial el
gradiente conductivo, se considerard el flujo de calor a través de la superficie r = cte.
Adems4s, si la solucién convectiva es bidimensional (solucién columnar), se puede
evaluar el flujo a través de una circunferencia y calcular el total multiplicando por la
altura del anillo. La expresién para el flujo de calor se obtiene a partir de la ecuacién
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original de la temperatura, (2.3c). Utilizando las identidades vectoriales

V4=V Vag,
V-(av)=aV - v +v-Vaq,

la condicién de flujo solenoidal y adimensionalizando, la ecuacién (2.3¢) se puede
reescribir de la forma

0T =-V-1J,
donde J = Tu — VT es el vector densidad de flugo de calor.

Como en el estado conductivo u = 0 (el fluido est4 en reposo) y no hay dependencia
con 6

Je = -VT, = -§,T.&, = J,&,,

que, utilizando la expresién del perfil de temperaturas en el estado conductivo 2.7b
adimensionalizada, queda

1
rinn’

Respecto al flujo de calor total, J; = Jt, €4 Ji, €9+ Jy, &, s6lo interesa su componente

radial, J;, = uT - 9,T. El flujo de calor a través de la circunferencia se encuentra
promediando en #. Para calcular Ji, se ha de fijar el radio, siendo lo mds sencillo
escoger el cilindro exterior para realizar la integral, r =75, pues en él u = 0. Asi,

3], =), - Fow+n] = [-ar] -2

ro ro ro In n )

La desviacién del estado conductivo, T" , se desarrolla en serie de Fourier en la direccién
azimutal, por lo que al integrar sobre la circunferencia sélo el modo cero del desarrollo
(modo independiente de 6) tiene una contribucién no nula,

<, >=[-0,T5()] ~—

b
ra  r2lny

por lo que el nimero de Nusselt promediado queda

<Jt,,>_

Nu =
TS

1+mmnhﬁm}. (6.20)

T2




148 Cap. 6. Integracién temporal de las ecuaciones

6.3 Resultados: ¢ = 0.025

Al igual que los resultados obtenidos mediante técnicas de continuacién (capitulo
5), los resultados que a continuacién se muestran corresponden a o = 0.025. El valor
de 1a relacién de radios analizado es n = 0.3.

6.3.1 Bifurcacion secundaria

En un primer paso, se ha comprobado que el cédigo de integracién temporal re-
produce correctamente el valor del nimero de Rayleigh critico para el cual se inicia
la conveccién en el sistemna, RaP™™ = 1799, y el nimero de onda azimutal de la es-
tructura seleccionada, obtenidos ambos previamente mediante el problema de valores
propios lineal. Partiendo de unos valores arbitrarios de las variables, la amplitud de la
solucién decae a cero para Ra = 1798 mientras que tiende a una solucién estacionaria,
correspondiente a una columna con n = 3, cuando Ra = 1801. Los cdlculos necesarios
para esta primera comprobacién se han realizado con 32 modos en la direccién radial,
L =32,y 96 en la direccién azimutal, N = 96.

Por otra parte, tanto el tipo de bifurcacién secundaria como valor del nimero
de Rayleigh para el que ésta se produce, Raj®® = 4114, coinciden con los resultados
obtenidos con el cédigo de continuacién. La integracién temporal de las ecuaciones
muestra que entre Ra = 4100 y Ra = 4200 las columnas no lineales estacionarias
pierden estabilidad y dan lugar a una Direction Reversing Travelling Wave, tras una
bifurcacién de Hopf. No se ha considerado necesario precisar mds la posicién de la bi-
furcacién secundaria, pues resulta mas sencillo aproximarse al valor exacto utilizando
el c6digo de continuacién. Hay que recordar que los regimenes transitorios se alargan
considerablemente cuando el sistema estd préximo a un punto de bifurcacién, pues
cuanto menor es la parte real del valor propio dominante, més lentamente decae la
exponencial. Asf pues, las soluciones estacionarias estables que se habian identifica-
do en el capitulo anterior se obtienen también mediante integracién temporal de las
ecuaciones.

Con el c6digo de evolucién temporal se han calculado en primer lugar las Direction
Reversing Travelling Waves no lineales a medida que se incrementa el nimero de
Rayleigh. Para obtener la solucién a nimeros de Rayleigh superiores, se ha tomado
como solucién inicial la correspondiente al Rayleigh inmediatamente inferior. Como
ejemplo de este tipo de soluciones, en la figura 6.1 se muestra la solucién obtenida



6.3. Resultados: o = 0.025 149

para Ra = 6500. El mapa de grises representa la evolucién de la temperatura con el
tiempo (eje Y) y su dependencia con la coordenada 6 (eje X) para un radio z = 0
fijo del amnillo. El color blanco corresponde al valor méximo de la temperatura y el
negro al minimo. En este diagrama se observa claramente como la estructura oscila
hacia adelante y hacia atrds en la direccién azimutal, pero no se tiene una onda
viajera en esa direccién. Los histogramas representan el espectro de los coeficientes
de Fourier de la temperatura, T, y de las componentes radial, u, y azimutal, v, de
la velocidad. Como se comentd, tras la bifurcacién secundaria el flujo medio (modo

0.6

0.0 rl‘]l'llT!lJll'lllll‘lll
0 3 6 9 12 15 18 21 24

25 —
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Figura 6.1: Diagrama espacio-temporal de la temperatura en £ = 0 (izquierda) y espectros
azimutales (derecha) de la temperatura, T, velocidad radial, u, y velocidad azimutal, v, para
una solucién tipo Direction Reversing Travelling Wave (Ra = 6500).
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cero de v) pasa a ser no nulo y rompe la simetria de reflexién Ry de las columnas
no lineales estacionarias, pero como puede verse en la figura 6.1 nunca llega a ser lo
suficientemente grande como para generar flujos netos de masa importantes o romper
la estructura de las columnas. Puesto que sélo contribuyen a la solucién los multiplos
del nimero de onda fundamental (n = 3), la periodicidad espacial de las columnas
estacionarias se mantiene. El desplazamiento de las columnas hacia la derecha se debe
al punto elegido para realizar el corte del anillo.

A partir del espectro de Fourier de las series temporales se puede calcular con
precisién la frecuencia de oscilacién de la solucién periédica. En la figura 6.2, junto
al mapa de fases de la 6rbita periédica, se ha representado la dependencia temporal
del niimero de Nusselt y del modo n = 3 de la velocidad azimutal, v, en un punto
de colocacién del interior del anillo. Los espectros de Fourier asociados muestran
que la solucién es efectivamente periddica, siendo la frecuencia de f = 5.15 cuando
Ra = 6500. En el espectro de la serie de v se observa que hay una contribucién
de los arménicos de la frecuencia fundamental, 2f y 3f. La frecuencia de la serie
correspondiente al nimero de Nusselt es doble como consecuencia de que la bifurcacién
de Hopf rompe la simetria de reflexién respecto a los planos verticales. Cuando ésto
sucede, evolucionar la nueva solucién medio periodo equivale a la reflexién que se ha
roto en la bifurcacién, es decir, T'(r,—0,t) = T(r,0,t + %), (Knobloch, 1996) y el
promedio azimutal de una funcién de este tipo tiene periodo %

La figura 6.3 muestra el diagrama de bifurcaciones del estado conductivo hasta
Ra = 7000. Se ha representado el valor del Nusselt en funcién del nimero de Ray-
leigh. Tras la bifurcacién secundaria (Rag®® = 4114), se produce una disminucién
significativa en la pendiente de la curva. Disminuye, por tanto, la eficiencia en el
transporte de calor en la direccién radial. Esto es debido a que aparece un flujo de
masa oscilatorio en la direccién azimutal, consecuencia de la asimetria del modo cero
de la componente azimutal de la velocidad, v(n = 0), en la direccién radial (figura 5.3,
capitulo 5). En la tabla 6.1 se recoge el valor del nimero de Nusselt para distintos
valores del niimero de Rayleigh, correspondientes a las columnas estacionarias y a las
Direction Reversing Travelling Waves. En el caso de las soluciones periédicas, cuya
frecuencia aumenta a medida que se incrementa el valor del Rayleigh, el nimero de
Nusselt se ha promediado temporalmente.
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Figura 6.2: En la parte superior, proyeccién bidimensional de la érbita periédica. A la
izquierda, dependencia temporal del niimero de Nusselt y de un modo de Fourier n = 3 de la

componente azimutal de la velocidad (vfY, = vf;)

. A la derecha, espectro de Fourier asociado

a las dos series temporales anteriores. El valor del nimero de Rayleigh es de Ra = 6500.
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Figura 6.3: Ntimero de Nusselt en funcién del ndmero de Rayleigh.

Ra Nu-1 Ra <Nu>-1
1801 4.11x 1073 4500 0.617
1892 0.00506 5000 0.679
2510 0.163 5500 0.733
3268 0.383 6000 0.783
4013 0.544 6500 0.827
4106 0.562 7000 0.871

Tabla 6.1: Valor del niimero de Nusselt y de su promedio temporal para nimeros de Rayleigh
correspondientes a soluciones estacionarias y periédicas.

6.3.2 Transicién a un régimen caético

Al continuar aumentando el valor del ntimero de Rayleigh, se detecta una nueva
bifurcacién entre Ra = 6950 y Ra = 7000. La érbita periddica pierde estabilidad
frente a otra rama también periédica, que se caracteriza porque contribuyen a la
solucién coeficientes de Fourier diferentes del fundamental. En las figuras 6.4 y 6.5
se ha representado este tipo de solucién para Ra = 12300. Los histogramas muestran
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que, si bien el modo n = 3 y sus armdnicos contindan siendo dominantes, ahora se
han llenado todos los modos restantes. Como consecuencia, se rompe la periodicidad
espacial de la solucién. Este hecho se puede apreciar en el mapa de grises de la
solucién, en el que el rollo de la derecha es claramente diferente de los otros dos,
pues oscila con una amplitud mayor. De nuevo, se ha representado la evolucién de la
temperatura con el tiempo en la circunferencia situada en la mitad del anillo, z = 0.
Se han calculado los espectros de las series temporales y no se introduce ninguna
nueva frecuencia en el sistema. La solucién sigue siendo periédica.
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Figura 6.4: Diagrama espacio-temporal de la temperatura en z = 0 (izquierda) y espectros
azimutales (derecha) de la temperatura, T, velocidad radial, u, y velocidad azimutal, v, para
una solucién correspondiente a un nimero de Rayleigh de Ra = 12300.
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t="TT/8

Figura 6.5: Curvas de nivel de la funcién de corriente en ocho instantes de tiempo separados
T/8 para una solucién correspondiente a un nimero de Rayleigh de Ra = 12300.

Cuando Ra = 12330, se produce en el sistema una cuarta bifurcacién. La solucién
periédica se desestabiliza a una solucién cuasiperiédica. Las series temporales del
niimero de Nusselt y de la parte imaginaria del modo n = 3 de la componente azimutal
de la velocidad en un punto de colocacién, v{n = v}w, junto con los correspondientes
espectros de Fourier, se han recogido en las figuras 6.6 y 6.7. En los dos espectros
se detecta que hay una nueva frecuencia presente en el sistema, fo = 0.8, ademés
de la bésica, f; = 15.8, siendo estas dos frecuencias inconmensurables entre si. La
seccién de Poincaré de la solucién que se muestra confirma la presencia de la segunda
frecuencia en el sistema.

Sin embargo, la solucién cuasiperiédica resulta ser estable en un intervalo muy
pequeiio de valores del nimero de Rayleigh. Un ligero incremento del niimero de
Rayleigh produce un gran cambio en la dindmica del sistema, que ya presenta un
comportamiento caético para Ra = 12350. En la figura 6.8 se ha representado la
dependencia del niimero de Nusselt con el tiempo, el espectro de Fourier de la serie
temporal, calculado tomando el trozo de serie comprendido entre t = 140 y t =
220, y la seccién de Poincaré de la solucién para este valor del niimero de Rayleigh.
Como puede apreciarse en esta figura, basicamente a partir de la seccion de Poincaré,
cuando la solucién cuasiperiédica pierde estabilidad, aparece un régimen que es cadtico
temporalmente. El espectro de Fourier de la secuencia temporal parece indicar que la
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bifurcacién que da lugar a este régimen introduce una tercera frecuencia en la dindmica
(pico central del espectro), pero el valor de esta frecuencia se aproxima mucho a la
mitad de la frecuencia bésica, lo que no permite asegurar que las tres frecuencias sean
incomensurables. Asi pues, con las reservas mencionadas, el caos parece que se alcanza
siguiendo la ruta de Ruelle-Takens. A partir de la representacién espacio-temporal
de esta solucién (figura 6.9), se observa como la estructura espacial se mantiene, lo
que confirma que el caos es temporal.

Los célculos presentados en esta seccién se han realizado con N = 288 modos de
Fourier en la direccién azimutal (esto supone 48 modos miltiplos del ndmero de onda
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Figura 6.6: Dependencia temporal del nimero de Nusselt ¥ de uno de los modos de Fourier
de v con n = 3, v,{n = v§,3, (izquierda). A la derecha, espectro de Fourier asociado a las dos
series temporales. El valor del ndmero de Rayleigh es de Ra = 12330.




156 Cap. 6. Integracién temporal de las ecuaciones

Re=12330 e ...\

Figura 6.7: Diagrama espacio-temporal y seccién de Poincaré de la érbita cuasiperiédica
para un ntimero de Rayleigh de Ra = 12330.

fundamental, n = 3) y L = 32 modos en la direccién radial. Respecto al paso de
tiempo, la mayoria de los célculos se han realizado con At = 104, aunque se ha ido
comprobando que la solucién no se modifica al disminuir el paso de tiempo. Aunque
para valores del nimero de Rayleigh pequefios, cercanos a la solucién estacionaria, no
es necesario trabajar con tantos coeficientes de Fourier y ademds se ha comprobado
que cambiar el nimero de modos afecta sélo a la cuarta cifra significativa del nimero
de Nusselt, se ha pasado de utilizar N = 96 a N = 288 debido a que los regimenes
transitorios se reducen considerablemente, muy especialmente en las proximidades de
los puntos de bifurcacién.
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Figura 6.8: Dependencia temporal del nimero de Nusselt, espectro de Fourier de la serie
temporal y seccién de Poincaré de la solucién para Ra = 12350.
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Figura 6.9: Diagrama espacio-temporal de la temperatura para la solucién cadtica corres-
pondiente a Ra = 12350.

6.4 Discusion

En este capitulo se ha presentado un cédigo de paso fraccionario pseudoespectral
para integrar temporalmente las ecuaciones de Navier-Stokes. En calidad de test,
se ha comprobado que reproduce correctamente tanto el valor critico del nimero
de Rayleigh correspondiente a la bifurcacién primaria como los valores criticos de
los pardmetros para los que se inestabiliza el flujo primario (columnas de Taylor)
dando lugar a Direction Reversing Travelling Waves, que se habian obtenido median-
te técnicas de continuacién (capitulo 5). Ademds, permite seguir sin problemas la
evolucién no lineal de las nuevas soluciones bifurcadas, incluso cuando se alcanzan
regimenes con dependencia temporal complicada.
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La secuencia de bifurcaciones que se ha obtenido depende fuertemente del niimero
de Prandtl. Aunque el dnico caso que se ha analizado en detalle y que se ha presen-
tado en este capitulo corresponde a o = 0.025 (Alonso et al., 1998), también se ha
explorado de forma menos sistemética lo que sucede para valores elevados del niimero
de Prandtl (¢ = 6.7). Mientras que para ¢ = 0.025 se ha identificado una solucién
cuasiperiédica y el caos parece que se alcanza siguiendo la ruta de Ruelle-Takens, la
bifurcacién secundaria en el caso ¢ = 6.7 es subarménica, y estacionaria, por lo que la
inestabilidad dominante cambia la periodicidad espacial de la solucién. Ademis, la
solucién bésica pierde estabilidad para valores del ntimero de Rayleigh considerable-
mente mas elevados, pues se ha encontrado que la bifurcacién secundaria se produce
para Raj®® ~ 50Raf™™. Esta dependencia con el nimero de Prandtl también se
obtiene en el problema de Rayleigh-Bénard plano bidimensional.

La restriccién impuesta por la rotacién, que hace que el flujo se mantenga bidi-
mensjonal, es el motivo por el que la inestabilidad secundaria en el anillo cilindrico es
bidimensional cuando la rotacién es elevada, mientras que la inestabilidad dominante
en el caso de Rayleigh-Bénard plano es siempre tridimensional. Si se quisiera analizar
el régimen no lineal en el anillo para rotaciones bajas, se deberfan tener en cuen-
ta perturbaciones tridimensionales, pues serfan probablemente las dominantes. Por
ejemplo, en el trabajo de Auer et al. (1995), se estudia la estabilidad de la solucién
bidimensional en un anillo en rotacién en el limite n — 1. Los resultados, tanto del
analisis débilmente no lineal basado en ecuaciones de amplitud, como de las simulacio-
nes numeéricas, muestran que los rollos bidimensionales se inestabilizan dando lugar a
estructuras tridimensionales a través de una inestabilidad de rollo-cruzado (cross-roll
instability) o bien a través de una inestabilidad varicosa subarménica (subharmonic
varicose instability).
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Capitulo 7

Conclusiones

En el trabajo presentado se han estudiado algunos aspectos de la din4mica lineal
y no lineal de un fluido Boussinesq contenido en un anillo cilindrico en rotacién y
sometido a la accién de un gradiente de temperatura desestabilizador en la direccién
radial, mediante simulacién numérica directa de las ecuaciones de Navier-Stokes. En
todo el estudio se han tenido en cuenta los efectos de la curvatura de la capa. A
continuacién se resumen los resultados més relevantes junto con las conclusiones a las
que se ha llegado.

(1) Se ha analizado la estabilidad lineal del estado conductivo considerando con-
diciones de contorno de esfuerzos cortantes nulos en las tapas del anillo. Para ello,
se ha resuelto un problema de valores propios unidimensional en la direccién radial
para cada modo vertical y azimutal. De esta forma, se han determinado las curvas
de estabilidad marginal y las estructuras que el sistema selecciona, en funcién de los
pardmetros adimensionales que intervienen en la dinédmica: ndmero de Prandtl, o,
pardmetro de forma, 8, relacién de radios, 7, y nimero de Taylor, Ta.

¢ Para rotaciones altas, se ha comprobado que la conveccién se inicia en forma,
de columnas de Taylor estacionarias, que son soluciones bidimensionales (inde-
pendientes de la coordenada axial) formadas por estructuras alineadas con el
eje del anillo. Por tanto, incluso cuando se incluyen los efectos de curvatura, se
mantiene el cardcter estacionario de las columnas de Taylor que se habia obte-
nido utilizando la aproximacién de capa plana (Busse, 1970). La existencia de
este modo convectivo estrictamente bidimensional es posible por las condicio-
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nes de contorno libres en las tapas del anillo. Este resultado estd en aparente
contradiccién con la teoria de bifurcaciones en sistemas en rotacién, segin la
cual se espera que en un sistema con simetria SO(2), como es el caso del anillo
cilindrico en rotacién, cualquier solucién que rompa la simetria de rotacién ha
de tener precesién. Lo que sucede es que en este tipo de solucién bidimensional
el término de Coriolis se puede escribir en forma de un gradiente e introducirlo
en el gradiente de presiones. De esta forma, desaparece la dependencia de la
ecuacién de Navier-Stokes con la rotacién y se reduce formalmente a la ecua-
cién del problema de Rayleigh-Bénard bidimensional, por lo que se recupera la
simetria O(2) del problema sin rotacién. El nimero de onda azimutal de la so-
lucién seleccionada, que determina el ndmero de columnas que se forman, viene
fijado por el valor de la relacién de radios y aumenta al aumentar 7.

e Para rotaciones bajas, se ha mostrado que existen dos tipos diferentes de modos
convectivos que el sistema puede seleccionar en el inicio de la conveccién: rollos
convectivos bidimensionales estacionarios y celdas tridimensionales, con prece-
sién si hay rotacién y estacionarias si no la hay. El modo bidimensional es una
solucién equivalente a los rollos convectivos que se obtienen en el problema de
Rayleigh-Bénard sin rotacién. Sin embargo, a diferencia del problema plano, en
el caso del anillo la conveccién también se puede iniciar en forma de una onda
viajera en la direccién azimutal. Estos modos convectivos tridimensionales se
ajustan a la teoria de bifurcaciones en sistemas en rotacién (Knobloch, 1994)
y no se pueden encontrar si no se tiene en cuenta la curvatura de la capa. El
sistema selecciona una solucién tridimensional, para ciertos valores de 7, si se
cumple que # > 1 y, mientras que la solucién columnar es independiente del
ntimero de Prandtl, o, por ser la bifurcacién estacionaria, los valores criticos
asociados a los modos tridimensionales dependen de o. Asi pues, en el proble-
ma de capa plana se deja de obtener un tipo de soluciones que, como se ha
visto en este trabajo, puede existir y ser dominante en el problema del anillo
cilindrico.

(2) Se ha analizado la estabilidad lineal del estado conductivo considerando condi-
ciones de contorno de adherencia en las tapas del anillo. En este caso, el problema de
valores propios que se ha resuelto es bidimensional, pues las condiciones de contorno
no permiten separar la direccién radial y la vertical. Al igual que en €l caso libre, se
han determinado las curvas de estabilidad marginal y las estructuras que el sistema
selecciona en funcién de los nimeros adimensionales relevantes. La rotacién resulta
ser determinante en el tipo de estructura seleccionada.
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¢ Cuando la rotacién es baja, las condicionés de contorno de adherencia fuerzan
que todos los modos criticos sean tridimensionales ¥ se produce un aumento del
numero de Rayleigh necesario para que se inicie la conveccién. Las soluciones
dominantes siempre tienen una precesién en la direccién azimutal y su estructura
vertical va cambiando al aumentar el pardmetro de forma del anillo. Por tanto,
para rotaciones bajas, las estructuras que aparecen en el inicio de la conveccién
son completamente diferentes a las obtenidas cuando las condiciones de contorno
son libres.

¢ A medida que la rotacién aumenta, las soluciones tridimensionales se van alar-
gando progresivamente hasta que se forman columnas de Taylor practicamente
bidimensionales cuando el nimero de Taylor es elevado. En las proximidades
de las tapas del anillo, a partir de valores de la rotacién comprendidos entre
Ta = 10* y Ta = 105, se forman capas limite de Ekman, necesarias para que
se satisfagan las condiciones de contorno. En estas capas el teorema de Taylor-
Proudman no se verifica y la fuerza de Coriolis no puede ser compensada por un
gradiente de presiones. Su efecto sobre el sistema es retrasar considerablemente
el inicio de la conveccién. Mientras que las columnas de Taylor son estacionarias
en el caso libre, viajan respecto al sistema de referencia en rotacion en el caso
rigido. Por tanto, se ha mostrado que manteniendo las tapas del anillo planas,
se puede obtener un modo convectivo columnar con precesién si se consideran
condiciones de contorno de adherencia en ellas.

(8) Se ha estudiado la dindmica no lineal de la solucién columnar analizando
su estabilidad frente a perturbaciones bidimensionales, pues para rotaciones elevadas
el cardcter bidimensional de las soluciones se mantiene al aumentar el nimero de
Rayleigh (Azouni et al., 1986). Para ello, se han utilizado técnicas de continuacién
(Sénchez, 1994), que permiten seguir las ramas de soluciones no lineales estacionarias
y detectar las posibles bifurcaciones, y se ha implementado un cédigo de evolucién
temporal eficiente en variables primitivas, con el que se pueden encontrar las soluciones
con dependencia temporal. El caso analizado en detalle corresponde a o = 0.025.

* De entre las inestabilidades que pueden ser dominantes en un sistema con si-
metria O(2) (Knobloch, 1996), para todos los valores de n considerados, se ha
obtenido que las columnas no lineales estacionarias dan lugar a Direction Re-
versing Trovelling Waves. Esta nueva, solucién, que mantiene la periodicidad
de la columna estacionaria, tiene dependencia temporal y se caracteriza por la
aparicién de un flujo medio en la direccién azimutal que rompe la simetria de
reflexién Ry de la solucién bésica. La grafica que recoge la dependencia del
nimero de Nusselt con el niimero de Rayleigh muestra que la pendiente dismi-
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nuye tras la bifurcacién secundaria, lo que indica que flujo de masa oscilatorio
en la direccién azimutal produce una disminucién en la eficiencia del transporte
de calor en la direccién radial.

Se ha obtenido la secuencia de las bifurcaciones que se producen hasta que se
alcanza un régimen caético en el tiempo. La bifurcacién terciaria que se ha iden-
tificado es subarmoénica, pues pasan a contribuir a la solucién nimeros de onda
azimutales diferentes del basico, rompiéndose la periodicidad espacial. Tras esta
bifurcacién, se detecta un régimen cuasiperiédico que es estable en un intervalo
muy pequefio de valores del ndmero de Rayleigh. Posteriormente se alcanza un
régimen caético. La ruta de transicién al caos depende fuertemente del nimero
de Prandt]l. Asf, mientras que para valores pequefios de o la bifurcacién secun-
daria es de Hopf y se produce para Rai® ~ 2RaF™™ para valores elevados de
o la bifurcacién secundaria es estacionaria, cambia el nimero de onda azimu-
tal de la solucién bésica y se obtiene para valores del nimero de Rayleigh més
elevados, Ras®® ~ 50Raf™™.

Se ha estudiado la interaccién espacial entre los modos n = 2 y n = 4. Se
reproducen algunos aspectos de la dindmica predicha por la forma normal de
la resonancia 1:2, como son la presencia de intervalos de valores del pardmetro
de control para los que desaparece el modo bésico (wavenumber gaps) o la
existencia de ondas viajeras que bifurcan de la rama de modos mixtos (rama
n = 2). Aunque para los valores de los pardmetros considerados, las soluciones
n = 2 y n = 4 son inicialmente inestables, juegan un papel fundamental en la
posterior estabilizacién de soluciones. Como consecuencia de esta resonancia,
se ha detectado una rama estable de soluciones estacionarias n = 2 que a partir
de un cierto valor del nimero de Rayleigh coexiste con la rama de soluciones
n = 3 que habia bifurcado del estado conductivo.



Apéndice A
Funciones de Harris y Reid

Las funciones de Harris y Reid, Cm(2) ¥y Sm(2), son, respectivamente, los dos
grupos de soluciones pares e impares en que se pueden separar las funciones propias
Ym(2) correspondientes al problema de valores propios

d4y 4
d—z4 =ay,
con las condiciones de contorno
dy 1
= — =0 n =4,
z Y o en z 5

La forma estandar de las funciones de Harris v Reid, tal y como se encuentra en la
literatura (Chandrasekhar, 1961), es

coshA,z  cosAp,z

Cn(2) = -
() coshfAm  cos $Am
Sm(2) = sinh i, 2 _ sinpmz

sinh 3t sin L,
Definidas de esta forma, estas funciones se anulan en z = :l:%, pero para que se anulen
también sus derivadas, A, y fm deben ser raices de las ecuaciones caracteristicas

tanh %)\ + tan %)\ =0, (A1)

1 1
coth Pl + cot SH= 0. (A.2)
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Las cuatro primeras raices se muestran en la tabla (A.1)

[(m] | pm ]
1 | 4.73004074 | 7.85320462
2 | 10.99560784 | 14.13716549
3
4

17.27875966 | 20.42035225
23.56194490 | 26.70353756

Tabla A.1: Raices de las ecuaciones caracteristicas (A.1) y (A.2).

y cuando m > 4 vienen dadas, con una precisién de diez decimales, por las férmulas
asintéticas

Am — (2m —1/2)7
pm — (2m+1/2)7

Las derivadas de las funciones de Harris y Reid vienen dadas por

sinh Ay, 2 N sin Amz ]
cosh iy, = cosiAm

0,Cm(z) = Am [

892G, cosh Az N €oS )\mz ]
coshiAn,  cos3 X
9 Cm(2) = A2, sinh Az sin )\mz
m{ coshidn  cosgAm
64 _ )‘ cosh A2z _ cos )\mz
- coshidm,  cos3Am
— coshumz  cos ,umz]
™ | sinh —;— Hm S 5lm
_ sinh g,z sin umz
B ,u sinh 1 t
shm  Sing Shm
9% _ H cosh i,z cOS ,umz
m( sinh % Hm  sing um
sinh gz  sin ,umz }
S (2) = -
m( b [smh %um sin 5 Liim



Apéndice B

Derivaciéon de funciones

desarrolladas en polinomios
de Chebyshev

B.1 Matrices dg-) y dﬁ-)

Cuando se discretiza un problema, espectralmente mediante polinomios de Chebys-
hev, para evaluar los distintos operadores lineales que intervienen en las ecuaciones
y expresarlos en funcién del valor de las variables en los puntos de colocacién resulta
practico utilizar las matrices dglj) y dg.). Estas matrices relacionan los valores de la
derivada primera y la derivada segunda de una funcién en los puntos de colocacién,
fi(l) = [0, f (z)]wl y fi(z) = [82,f (z)]zi, con el valor de la funcién en los puntos de
colocacién, f; = f(z;), (Canuto et al. (1988), Peyret (1986))

)

N
fi(l) — Zdz(lj)fjv

=0

N
17 =343,
=0
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La expresién de la matriz de derivadas primeras es

¢ (_31:(—1)1:+j
— 0<i, JEN;  j#i,
Cj(.’l}i — .’l}j)
] 1<i=j<N-1
571 9\ \’L=J\ 4y
2(1 —x3)’
v =
& ﬁ 2N? +1
——6——‘, i=37=0,
2N% +1 N
_-__——__, 1'=J= 9
| 6

y la de la matriz de derivadas segundas

(=1 (2? + 2405 — 2)
&(1 —22)(zs — )2

(V-1 -af)+3

IIKN~1, 0SNG j#i,

3(1 - 22)2 ’ 1<i=j<N -1,
~1)i2[(2N? + 1)(1 — z;) — 6]
(2) _ ( J o A
dij - ﬁ 35j(1 — a:j)z ) 0, 1LJgN,
(=D)NHI2[(2N? + 1)(1 + z;) — 6] =N, 0<j<N—1
36](1.‘_:1;])2 ? =AY, IV —L,
Nt-1
15 ? i=§=0,N,
L

siendo

B 1 1<I€L~1
Ci =
2 i=0,N.

Tanto en el problema de valores propios no axisimétrico con condiciones de contorno
de adherencia como en el problema no lineal de evolucién temporal, se han utilizado

. 1 2 . . .
las matrices ds j) y dg j), pues se han resuelto las ecuaciones directamente en el espacio
fisico.
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B.2 Valor de una funcién en el contorno que satis-
face condiciones de Neumann

Sea una funcién f(z) definida en el intervalo z € (1,-1), que se desarrolla en
polinomios de Chebyshev

L
fl@) =" fiTi(z)
=0

¥ que verifica condiciones de contorno de Neumann en los extremos, fél) =gy
f](f) = g2. Conocida la derivada primera en el contorno, g; y go, se desea encontrar
una expresién para el valor de la funcién f(z) en el contorno. Utilizando las relaciones
(3.9) se obtienen dos ecuaciones para los coeficientes del desarrollo

L
fcgl) = lefl =91,
=0
L ~
1= ) = g,

=0

Sustituyendo en estas expresiones los coeficientes f; expresados en funcién del valor
de la funcién en los puntos de colocacién, f;,

L
A 2 fi Ini
fi= 5 ; z ST
se obtiene
L
(gl) = ZI"LQ —!]1,
=0 K
N
f(l) = ZAZ_—Z = g2,
i=0 ¢
siendo
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Estas dos ecuaciones permiten despejar el valor de f(z) en los extremos del intervalo,
en funcién de los valores en los restantes puntos. Teniendo en cuenta que I'y = QLZ'H ,
T, =1, A= —1y Ap=—23L el valor de fo = f(1) v f1 = f(~1) en funcién de

los puntos del interior es

L—-1

1 2I2+1 207 +1 1
fu=g L (T =58 fim Ty e o (&0
L-1
1 9L2 + 1 2L2+41 1
fo==7 2 (A + =) fir =5 + 500 (B.2)

donde
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