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La teoria de los autdmatas vy lenguajes formales,nacid en los afios

50 de la reunidn de trabajos de cibernéticos como Mc.Culloch y W.
Pitts,de 1dgicos como S.Kleene y de linglUistas como N.Chomsky.

Fue N.Chomsky quien tuvo la idea de escribir un lenguaje,describien-
do su proceso de genefacién,a partir de un nimero finito de reglas.
Llamaremos gramdtica a dicho conjunto de reglas.Limitando,de modo
gradual,el tipo de reglas de la gramdtica,N.Chomsky,pudo definir,

en el afio 56,1los siguientes cuatro tipos de lenguajes [16] .

Dicha clasificacidn,ya cldsica,contiene:

- La familia de los lenguajes engendrados por las gramdticas con es-
tructura de frase.Es la familia de los lenguajes recursivamente enu-
merables.

- La familia de los lenguajes engendrados por las gramdticas de con~-
texto ligado.Estos son los lenguajes a contexto ligado(context-sen-
sitive)que_son todos los lenguajes recursivos.

= La familia de lenguajes engendrada por las graméticas a contexto
libre(context-free) .Estos son los lenguajes que llamamos algebraicos.
- La familia de lenguajes engendrada por las gramdticas lineales uni-
ldteras.Esta es la familia de lenguajes racionales.

Podemos, también, definir un lenguaje por un proceso de reconocimien-
to.Podemos, entonces,caracterizar los lenguajes a'paEtir de los autd-
matas que los aceptan.Podemos de manera dual caracterizar la jerar-
quia de Chomsky por:

- La familia de lenguajes con estructura de frase corresponde a los
lenguajes reconocidos por las mdquinas de Turing.

- Los .lenguajes de contexto ligado pueden definj
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los autdmatas linealmente acotados.

- Los lenguajes algebraicos coinciden con los lenguajes reconocidos
por los autbématas a pila.

- Los lenguajes racionales son los lenguajes reconocidos por los au-
tdématas finitos.

Los estudios llevados a cabo en las diferentes familias de lenguajes,
utilizaron,en principio,métodos directos.La comparacidn de los dis-
tintos métodos empleados permite constatar numerosas similitudes.Po-
demos, entonces, tratar de estudiar de modo axiomdtico,las familias de
lenguajes estables bajo un conjunto fijado de operaciones.Este pro-
cedimiento permite demostrar resultados globales comunes a diétintas
familias.Es bajo este aspecto que se ha desarrollado la nocidn de co=-
no racional.Un cono racional es una familia de lenguajes estable por
transduccidn racional.

Esta nocidn ha sido introducida por C.Elgolt y J.Mezei [19] vy
transformada en manipulable por M.Nivat [ 46 ] .Paralelamente S.Gins=-
burg v S.Greibach la nocién de full-A.F.L.(full Abstract Family of
Languages)[ 291 que es un cono racional estable en las operacio-
nes racionales de unidn,producto y estrella.

La consecuencia ldégica de esta manera de abordér el problema,consis=
te,dada una familia de lenguajes 42? estable bajo un conjunto de
operaciones E,en preguntarse si existe un lenguaje L en Nag gue per=
mite obtener cualguier elemento de & con la ayuda de las opera-
ciones de E.En este caso,diremos que la familia & es E-principal
v que L es un generador de & .Dicho lenguaje L aparece, entonces,

como un prototipo de los lenguajes de &£ v su estudio merece es-



pecial interés.

El estudio de la principialidad de las familias de lenguajes,se en-
cuentra hoy dia en el punto central de la teoria.La mayoria de es-
tudios han sido realizados en el caso en que E corresponde a un Co-
no racional o full-A.F.L. [ 7 ] :sin embargo,hay otros conjuntos

de operaciones interesantes,como se muestra en [ 2 ] .

Otro método de estudio de lenguajes formales,es a través de medidas
de complejidad.Fijada una medida,podemos asociar a cada lenguaje su
complejidad en relécién'a dicha medida.El caso més importante sur-
ge cuando la.medida es una funcidn sobre los naturales,la llamaremos
en este caso "funcién de complejidad" .

Siguiendo a R.Karp v a J.Liptoﬁ [ & 1] podemos clasificar las fun-
ciones de complejidad en dos grandes grupos,las uniformes vy las no
uniformes. |

- Diremos que una medida es uniforme si se obtiene f£ijando médiante
una funcidn,una determinada limitacidn al funcionamiento del autd-
mata.Sin duda,el ejemplo més conocido,consiste en acotar por uﬁ PO-
linomio el tiempo de aceptacidn de las mdquinas de Turing.Dicha idea
ha permitido a S.Cook [ 13 ] definir las clases P,NP y NPC.

- Diremos gque una medida es no uniforme si se basa en medir alguna
propiedad de aproximaciones finitas de un ;enguaje.Como ejemplo ca-
racteristico,citaremos el trabajo de J.Savaée [ 50 ) ,que consiste
en medir un lenguaje por el nuUmero de puertas necesarias para sin-
tetizaf,con la ayuda de un circuito 1légico,todas las palabras de lon-

gitud dada.

De modo general, fijada una funcidn de complejidad,es posible clasi-~




sificar los lenguajes respecto a su comportamiento asintdtico en di-
cha medida.Podemos,de este modo,definir nuevas familias de lengua-
jes.Un problema fundamental consiste,entonces,en’estudiar dichas fa=-
milias en términos de la teoria de familias abstractas de lenguajes
v tratar de demostrar si son o no principales.Este trabajo se si-
tdia en dicha Jptica.

En los pdrrafos siguientes,se enuncia el contenido de cada capitulo.

- En el primer capitulo introducimos las notaciones y nociones bdsi-

cas en el estudio de familias de lenguajes.Definimos rdpidamente las
distintas operaciones entre lenguajes,haciendo especial hincapié en
la operacién de transduccidn racional y en el teorema de MﬂNiQat.
Seguidamente definimos distintos tipos de familias de lenguajes,co-
mo, por ejemplo, los full-A.F.L.,lbs A.F.L,los conos racionales y los
cilindros.Introducimos, luego,varias familias de lenguajes, los leﬁ-
guajes lineales,quasiracionales,a contador restringido,a contador

iterado y de Greibach;notadas Lin,Qrt,Rocl,Fcl y Gre; dichos lengua-

jes son de especial importancia en el estudio de los lenguajes al-
gebraicos.

Definimos, finalmente,la familia Gen de los lenguajes que son generé-
dores de la familia Alg de los lenguajes algebraicos.

- En el capitulo segundo introducimos distintas funciones de com-

plejidad que han aparecido en la literatura en el estudio de los len-
guajes algebraicos.

Comencemos por citar las medidas uniformes:

. Tenemos una funcidn de complejidad introducida por J.Paredaens y



R.Wyncke [ 47 )y que llamaremos en lo sucesivo a-medida.Dicha fun-
cidén se basa en contar el niumero de estados accesibles a una deter-
minada distancia del autdémata minimal determinista que reconoce un
lenguaje dado. |

. Si nos restringimos a los lenguajes algebraicos,podemos considerar
la h~medida.Esta medida ha sido introducida por K.Culik y H.Maurer
{1 5] v se funda en medir la altura del 4rbol de derivacidn en re-
lacidén a la longitud de la palabra engendrada.

Demos seguidamente las medidas no uniformes:

. Consideremos seguidamente la funcidn de crecimiento.Dicha medida

ha sido introducida por Milnor [ 45 ] en su aplicacién al estudio de
grupos finitamente presentados.

Nosotros consideraremos su aplicacidén a los lenguajes abstractos.La
funcidén de crecimiento se obtiene contando el niUmero de palabras de
una longitud dada que aparecen en un lenguaje.Para un lenguaje aado

1, notaremos g;, su funcidén de crecimiento.

. Otra medida qgue consideraremos es el indice racionél,notado pr
Dicha medida ha sido introducida por L.Boasson,B.Courcelle y M.Ni=
vat [ ¢ ] en relacidén al problema de la no principialidad en los
lenguajes algebraicos. P L mide la disparidad que pfesenta L con
relacidn a los lenguajes racionales,

- Introduciremos seguidamente el coste boleano,notado b, .Dicho coste

L
ha sido introducido por J.Savage [50 ] en su estudio de las funcio-

nes boleanas.El coste boleano mide un lenguaje del alfabeto {.O,l}
por el niUmero de puertas necesarias para sintetizar la funcidn ca-

racter{stica de las palabras de longitud n.




. La Ultima medida que trataremos en este capitulo es la uc-medida
notada ucL.Dicha funcidn ha sido introducida por G.Goodrich,R.Lad-
ner y M.Fischer {31] .Esta medida cuenta el ndmero de uniones vy
concatenaciones que utiliza un programa rigido(straight-~line) a fin
de calcular aproximaciones finitas de un lenguaje.

Para cada una de ellas,mostramos su comportamiento en los lenguajes
mis usuales,como el lenguaje de Dyck,las palabras palindromes o las
palabras cuadradas.

En cada una de ellas se dan,cuando se conocen,sus cotas asintdticas

vy se enuncian los teoremas mds importantes que de ellas se éopocen.
Hacemos especial hincapié en los que tienen relacidn con transduccio-
nes racionales y operaciones de A.F.L.

Cuando es posible,definimos las familias de lenguajes exponenciales

y polinomiales asociados,a cada una de ellas.Remarquemos que en caso
del indice racional,los lenguajes polinomiales algebraicos,son un
full-A.F.L. cerrado por substitucidn [ 8 ] .pemostramos que dicha
familia contiene estrictamente los lenguajés de Greibach [ 2&41],yv que
dicha prueba utiliza la nocidn de centro no empleando ningiin lema de
iteracidn,de aplicacién siempre tediosa.

- En el capitulo tercero introducimos una nueva medida de compleji-

dad no uniforme,el indice inicial [ 2 6] .

Dicha medida es de naturaleza combinatdrica y se basa en la funcidn
definida,contando el minimo ntumero de estados de un autdmata no de-
terminista que reconoce aproximaciones del lenguaje.Para un lengua=-

je dado L,notamos su indice inicial [ L



Calculamos el indice inicial de los lenguajes mas usuales.Dicho cal-
culo se basa en dos etapas.En la primera etapa buscamos una cota su-
perior y para ello es preciso dar una sucesidn de autématas que re-
conocen las aproximaciones del lenguaje.En una segunda etapa busca-
mos una cota inferior,mostrando que cualquier autdmata debe tener al
menos un cierto nimero de estados si se quiere reconocer una aproxi-
macidn dada del lenguaje.

Definimos, seguidamente,la familia de los lenguajes de indice inicial
acotado superiormente por un polinomio,notada Egikl .Y los lenguajes
acotados inferiormente po; una exponencial,notada EE% H .

Tenemos, entonces,un primer teorema que muestra que los lenguajes
Dyck de dos letras,pal:(ndromes,cuadrados,TWIN2 y anti-Dyck de dos
letras,pertenecen a EEE‘L .mientras que los lenguajes Dyck de una
letra, Lukasiewickz, .{apbn | n>1 } pertenecen a Pol U .
Estudiamos, seguidamente, el comportamiento del {ndice inicial con res-
pecto a las distintas operaciones entre lenguajes como unidn,inter=-
seccién;producto,estrella,morfismo{ € -libre,morfismo inverso y
substitucidn propia.

En particular,damos un teorema que muestra el comportamiento del in-
dice inicial con relacidén a las transducciones fieles.

El comportamiento agradable  del indice inicial en estas operaciones,
tiene como consecuencia el tecrema que dice que la familia EQ&LL

es un A.F.L. cerrado por interseccidn y substitucidn propia.

- En el capitulo cuarto relacionamos las familias Pol Ly Ezﬁu

. . 'd . . »
definidas en el capitulo tercero,con las familias clésicas de len=-




guajes.Tratamos separadamente los lenguajes polinomiales y exponen-
ciales.

Comenzamos mostrando que en el caso de lenguajes algebraicos;el le-
ma de iteracidn de Ogden permite tratar el indice inicial con rela-
cidn a las operaciones de morfismo y substitucidn arbitrariaé.Con—
cluimos,entonces, que los lenguajes polinomiales algebraicos,son un
full-A.F.L. cerrado por substitucidn.

Utilizando la sucesién de lenguajes

n, n n
_ 1 72 k Vs }
Pk- {al a2 e @y H . e a2 a, nl>/l, i=1,...,k

que satisfacen U’Pk(n) = E)(nk) llegamos a que dicho full-A.F.L.
no es principal.

Dado que el lenguaje de Dyck a una letra tiene indice inicial cua-
drédtico, obtenemos un teorema que relaciona gg;EL con Alg a saber,
lo; lenguajes algebraicos cuyo indice inicial estd acotado superior-
mente por un polinomio son un full-A.F.L. cerrado por substitucidn,
que contiene la familia de los lenguajes a contador iterado.Conje=-
turamos que dicha inclusidén es estricta.

Salimos seguidamente del marco de los lenguajes algebraicos para si-

tuarnos en el de los multicontadores.Entre los diversos lenguajes a

multicontador, ocupan un lugar importante las secuencias de transicidn

de las redes de Petri,introducidas por Peterson [ & 3] Y gue nota-
remos £ §5 .Demostramos que todo lenguaje ¥85 tiene {ndice inicial

polinomial.Dado que {_anbn ]n >0 }* ~ tiene indice inicial polino-
mial pero no pertenece a ¥58 dicha inclusidn es estricta.Mostramos,

en fin,que las familias "on=-line-quasi-realtime" y "on-line-polyno-



(] / L] 1]
mial-time" son tambien polinomiales.
. . . / . . , . .
Estudiamos, seguidamente, los lenguajes de indice inicial exponencial.

Mostramos que cualguier generador fiel de las familias Lin,Single-Re~-

set,Alg v Post=languages tienen {ndice inicial exponencial.

Podémos concluir este capitulo,diciendo que, por una parte,los lengua-
jes polinomiales contienen subfamilias bien conocidas de los lengua-
les a multicontador,y que los lenguajes exponenciales contienen los
generadores de otras familias bien conocidas.

En el capitulo quinto introducimos una nueva medida de complejidad

uniforme,el indice de pila [ 2 6 ] .Dicha medida es exclusiva de los

lenguajes algebraicos y se basa en la altura de pila que es necesa-
ria para reconocer palabras de longitud dada.Dado un lenguaje L no=-
taremos p; su {indice de pila.

Tras dar las definiciones bdsicas,mostramos lenguajes que tienen un
indice de pila sublineal,entre ellos encontramos el lenguaje de
Goldstine v el de Patterson.Estos hechos conducen a definir la fami=-

lia p=Sub de lenguajes de fndice de pila sublineal.

Estudiamos, seguidamente, las familias p=-Root(g) y p-Log cuyo indice
de pila estd acotado por la raiz g-ésima y el logaritmo respectiva-
mente.

En una segunda parte,analizamos las distintas familias Hasta ahora
definidas en términos de A.F.L.Para ello,estudiamos el comportamien-
to del indice de pila respecto a las operaciones de unidn,producto,
estrella,interseccidn con un lenguaje racional,morfismo,morfismo in=

vVerso y substitucién sintdctica.Podemos, entonces,dar el comportamien=-




10

to del indice de pila en las transducciones racionales y concluir

que las familias p-Sub,p-Root(q) ¥y p—Ega.son full-A.F.L. cerrados
por substitucidn. ‘

A fin de dembstrar la inclusién estricta de los distintos A.F.L. que
han sido encontrados,analizamos las propiedades de iteracién de los
autdmatas a pilara partir de ello se demuestra gque unas versiones
modificadas de los lenguajes de Goldstine y Patterson necesitan es-
trictémente de la raiz cuadrada paré poder ser aceptados.

La idea de imbricar el.lenguaje de Patterson en el lenguaje de Pa-
tterson,permite construir el lenguaje de "Patterson-menor,de -orden
gq",que precisa estrictamente de la raiz g-€sima para ser aceptado.

Se concluye el capitulo demostrando:

p-Log G .- p-Mg p-Root(q - 1) g .... & p-mg
p-Sub '

Podemos, entonces,concluir que el full-A.F.L. de los lenguajes sub=-
lineales contiene una jerarquia infinita de full-A.F.L. estricta-
mente incluidos los unos en lés otros.

El sexto v ultimo capitulo,estd destinado a comparar las distintas-

medidas de complejidad que hemos tratado.Recordemos que dada una me-

dida o podemos definir la familia de lenguajes polinomiales segﬁn

Rl

o +Pol &« v los lenguajes exponenciales seguin & ,Exp .

Diremos que dos medidas 9( y'/e son comparables si una de las fa-

milias que se definen con ¢ estd contenida en otra de las que se

definen con /3 .Como ejemplo de medidas comparables tenemos:

(g0 W L .." (gL,ucL) ' (gL,bL) . 1) Lear)
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| ( p. L IucL) ’ (p. leL) ’ (aL'uCL)

(aL'bL)

Diremos que dos medidas o ¥ /e no son comparables si Pol « in-
tersecta EXp /3 o viceversa.Como ejemplos de medidas no comparables
tenemos:

(ng p L)' ’ (gL:aL) ’ ( p, L’ p L)’ ’ ( p L'aL)

Respecto a las medidas hL Y pp, mostramos que mddulo una constante p;

es siempre menor gue hL'

Queda abierto el problema de la equivalencdia de dichas medidas.
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CAPITULO I. PRELIMINARES.

Notaciones.

Lenguajes racionales y reconocibles.

Gramaticas, lenguajes algebraicos y autdmatas a pila.
Transducciones racionales y conos racionales,conos
radionaies fieles.

Operaciones de substitucidn de full-A.F.L. y de A.F.L.

Centro y familias uniformes.
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En este capitulo damos las notaciones que emplearemos,y citamos las
distintas operaciones y familias de lenguajes que se utilizarédn se-

guidamente.

I.l Notaciones.

Un alfabeto X es un conjunto finito no vacio,llamaremos letras a sus
elementos.Notaremos X ¥ el monoide libre engendrado por X.Llamaremos

palabras a los elementos de X * -,1llamaremocs £ a su elemento neu-

tro.Notaremos X = X*\ € .
La longitud lfl de una palabra de £ de X * es el nimero de letras
de f;tenemos |€| = O.Diremocs que g es un factor de £ si existen u,v

que cumplen £ = ugv.Si g #¢& vy uv # € diremos que g es un factor
propio.Una palabra g es un factor izquierdo(respectivamente derecho)
notado g < £ si existe v que satisface f = gv(respectivamente f =
= ug) .

Llamaremos imagen espejo de una palabra £

X Xy eeae X, (n>»o0,
X; € X) a la palabra f = Xy oo XpXp.

Con la palabra morfismo,designamos los morfismos P X*——>Y*
en que X e Y son alfabetos.Los tipos especiales de morfismo que nos
interesan son: _

- Y es continuo si VxEX,‘@(x)l;l

- ¥ es alfabético si Y xe X, ]\P(x) I'g 1

- Y es estrictamente alfabético si VY x€ X , IKP (x)l =1

Un lenguaje L de X * es un subconjunto de X * _Demos como ejemplos
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de lenguajes:
S, = {.anbn‘ n}l}
paL, = { ££| £ € {o,1} *}

copy, = (5| £ e {o,1} 7]

Diremos que un lenguaje es acotado si existen un conjunto fl,fz;..

..,fk de palabras tales que

e W e
LCfl f2 e fk

Los lenguajes acotados han sido largamente estudiados en [2%.,3(]
Entre lenguajes podemos definir las operaciones siguientes:
= La unién,notada U que es la unidén de conjuntos
- E1 producto,notado .,definido por:
L,.L, = {£;-£, l fe€ Ly £ € LZ}
- La estrella,notada ,definida por:

o ‘

L = & R R T S R M U o
, ny o

- El1l mas,notado +,definido por:

Lt = L*’\E
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I.2 Lenguajes racionales y reconocibles.

Definicidn 2.1 La familia de los lenguajes racionales,notada Rat ,es

la familia més pequefia que contiene los conjuntos finitos y que es

estable en las operaciones de unidn, producto y estrella.

Vamos seguidamente a introducir el primer tipo de autdmata.

Definicidén 2.2 Un autdmata finito no determinista

A =< X0,0.,0.,T > esta definido por

. X un alfabeto finito,llamado alfabeto de entrada.

. Q es un conjunto finito no vacio,llamado conjunto de estados.

. Q_c Q es el conjunto deiestados iniciales.

- Q. C Q es el conjunto de estados finales. .

. T € OQxXxQ es el conjunto de transiciones,notaremos (g,x,q') los
elementos de T.

Un cdlculo valido es una sucesidn:

(qo,xl,ql)(ql,xz,qz) "°°(qn-2’xn-2'qn-l)(qn-l’xn’qn)

en que

d, € Q_ Y g, € Q,-La etiqueta de dicho camino es la palabra m =

= X %, ....'Xn_zxn_l.Sl no nos interesamos en los estados interme-

dios podemos notar dicho camino por qo“'"EL—"ﬁ> q, +© notando la

funcidn de transiciédn por un .,es decir,qne: qo.m.El lenguaje re-
. m

conocido por A es L(A) = {'m l g —> q' , g Q_ /,q' e Q+}

Diremos que un lenguaje es reconocible si existe un autdmata finito
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gue lo reconoce.Llamaremos Rec a la familia de los lenguajes reco=-

nocibles.

La relacidén entre las familias Rat y Rec viene dada por:

Teorema de Kleene[ 3 8 ]12.1 Rat = Rec

Se cumple:

Teorema 2.2 Los lenguajes racionales (o reconocibles) son estables

+ 4 A . » 3 ) » 3
por union, producto,estrella,morfismo inverso,imagen espejo y inter-

seccidn.
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I.3 Gramdticas,lenguajes algebraicos v autdmatas a pila.

Vamos a centrarnos en los lenguajes context-free que en dicho tra-
bajo llamaremos algebraicos.

Definicidn 3.1 Una gramatica algebraica ¢ =< X,V,P> viene da-

da pbr:

. X es un alfabeto finito llamado alfabeto terminal.

. V es un alfabeto finito,disjunto de X,llamado alfabeto terminal

Lo vx(X U v) ¥ es el conjunto de reglas,si (v,m) € P notaremos

V m—> M,

Diremos que £ € xu ¥ se deriva en g e (XU V)* si £ =

= mlvm2 , g = mlmm2 y (v,m) € P ,notaremos entonces f--e;g.Notare-
Y

mos  —m————m—> el cierre reflexivo y transitivo de la relacidn

de derivacién.

Llamaremos lenguaje engendrado por la gramdtica G a partir del axio-
ma v € V al conjunto:
L(G,v) = {_mex* vdsmy

Diremos que un lenguaje es algebraico si existe una gramética Y un

axioma que lo engendra,notaremos Alg la familia de los lenguajes alge-

braicos.

Damos seguidamente varios ejemplos de lenguajes algebraicos.

Ejemplo 3.1 Cuando no hay ambiguedad respecto al axioma,notamos la

gramdtica entre paréntesis,Si en P aparecen las reglas V—>mn Y
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V—>m, notaremos v __>1'nl+m2 .
n

Lenguaje de Dyck a n letras Dr'l‘* = L S___a.kzl akSékS + £ > -

Lenguaje de Lukasiewicz t =< S —> aSs + b >

: n
. / -
Lenguaje de Palindrome PALn =< S ——_}kgl akSak + & >

n
Lenguaje E_ E, = S _>kzél akaSck +d >

Recordemos dque:

Teorema 3.1 Una gramética tiene forma normal de Greibach si

P c VxXvV * .Todo lenguaje algebraico prcpio(L C X+) admite una gra-

matica bajo la forma normal de Greibach que lo engendra.

Damos seguidamente las propiedades de cierre de Alg.

. ' .,/
Teorema 3.2 Los lenguajes algebraicos son cerrados por union,pro-

. . N . N . 7
ducto,estrella, imagen espejo,morfismo inverso e interseccion con los

lenguajes racionales.
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A fin de estudiar las propiedades de iteracidén locales, introducimos
el concepto de par iterante.

Definicidn| 6 ] 3.2 Sea X un alfabeto finito y L€ X* diremos que

T = (“,u,/B,v,X ) es un par iterante de L si
- unfavn*( € L para todo n » O
. Juvl > 0

Llamaremos exponentes del par al conjunto

1
Exp T = {(n,n')lo(un/avn‘(e L}
Diremos fue un par es estricto si
Exp T = Diag T ={(n,n) ln>,o}

Cuando L es un lenguaje algebraico,diremos que T es gramatical res-

pecto a la gramdtica G =X, V,P> v al axioma S si

sE>xT B, T-Hulv , T..."’.L;.ﬁ

tenemos entonces

Teorema de Ogden 3.3 Para toda gramética algebraica G =< X,V,P>

existe un entero k tal que para toda variable S y todo m € L(G,S)

que contiene al menos k posiciones distinguidas,existe un par lteran-
te gramatical T = (x,u, 3 ,v,¥ ) que cumple:

.Xyu 6 vy¥Y contienen posiciones distinguidas

. /3 contiene posiciones distinguidas

. . 4 . . . . . ]
. u f v contiene como maximo k posiciones distinguidas
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Demos seguidamente una definicidn alternativa de lenguajes algebrai-
s /
cos en términos de autdmatas.

Definicidén 3.3 Un autdémata a pila viene dado por:

a =< X1Z:Q:iTeq 125:Q, >
en que:
. X és el alfabeto finito de entrada
. Z es el alfabeto finito de pila,zot: Z es el fondo de ?ila :
. Q es el conjunto finito de estados, g_€ Q es el estado inicial
. ¥ Q c Qes el conjunto de estados finales
. El conjunto de transiciones es T € Qx { X +& } xzZx0xz®  si
(-q,a,z,q',ﬁ ) € T notaremos (qg,a,2) (q',/a)
Definimos movimientos en el autdmata por:
(grau, & 2) p——(q',u, ﬁs)
“en que (q,a,z)r———(q',/e ) es una regla de T.
El lenguaje reconocido por dicho autdémata viene dado por:

™N( A ) = {WC X*I (q_,W,Zo)l—*—(q,E:E)qe Q+}

tenemos el teorema

Teorema 3.4

Un lenguaje es algebraico si y sélo si existe un autdémata a pila que
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lo reconoce.

Vamos seguidamente a introducir dos subfamilias de lenguajes alge-
braicos.

Definicidn 3.4

(a) Diremos que una gramitica ¢ =< X,V,P > es lineal si
P € vxX* vX* .Notaremos Lin la familia de los lenguajes lineales.
(b) Diremos que un autdmata a pila ¢ =< X,2,Q,T,q_,2, > €s un

contador restringido si Z = { zo‘k ,notaremos Rocl dicha familia.

Ejemplo 3.2 PAL_ =L S —> L 3 Sa + € > se cumple

PAL € Lin
Ademds D]'_* es reconocido por el autdmata cuyas transiciones son:
2
_ (q_,a,Z)t-——-(q_,Z ) ’ (q_:apz)i——-(q_, £ ) ’ (q_, £ ,Z)t-——(q+, & )

con lo que D]'_* € Rocl
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(3) Existe un alfabeto Z,dos morfismos  : z¥* >x%*, Lp :Z*—-—aY*

y un racional K = az*¥n z*sB \ z*vz* en que A,BC Z yVcC 22

tales que .

Vomex* , t@ =09 mn x

(4) Si XN Y # P existe un racional K ¢ (X U v * qﬁe cumple
Vmex* , T =T (1 5mna K

enque T _ v T y Son las proyecciones de (X U V¥ enx* ev*

respectivamente.

Cuando T es una transduccidn fiel que satisface € € T (m) =3

m= § ,existe un morfismo \P : Z"—}X* ,un morfismo (b :Z*——>Y*

estrictamente alfabético y un racional KC z* que satisfacen

Vmex*, Tm= g9 tmn x

Tenemos que las transducciones racionales satisfacen

Teorema de Elgolt v Mezei[ 19 ] 4.2 La composicién de dos trans-

ducciones racionales (transducciones racionales fieles)es una trans-

duccidn racional (transduccidén racional fiel).

Podemos ahora definir las familias de lenguajes que tienen un com-

portamiento agradable en términos de familias de lenguajes.
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Definicién[ L ]4.2 Diremos que una familia de lenguajes 2 es un

cono racional si es estable por transduccidn racional.Notaremos g ()

la clausura de & por transduccidn racional.Diremos que & es prin-
cipal si existe un lenguaje L & N que satisface <L = g(L) .En
este caso diremos que L es un generador de o .Llamaremos Gen(X)
la familia de los lenguajes generadores de o .Llamaremos Nge (¥ )=
= ¥ \@_( &) a la familia de los lenguajes no generadores de“u?f .
Cuando tratamos con transducciones racionales fieles,obtenemoé los

conceptos de cono racional fiel,en este caso notaremos

Zf( &) ;llamaremos generador fiel a un lenguaje L € 2 tal que

z = gf(L) , obtenemos entonces Genf(X) v Ngef(Qf ).

El teorema de Elgolt y Mezel nos permite concluir

Lema 4.1

(a) Una familia de lenguajes es un cono racional ssi es estable en
las operaciones de morfismo,morfismo inverso e interseccién con los
lenguajes racionales.

(b) Una familia de lenguajes es un cono racional fiel ssi es esta-
ble en las operaciones de morfismo €& =limitado,morfismo inverso e

. 7 . .
interseccion con los lenguajes racionales.
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El teorema siguiente muestra la principialidad de las familias Alg,
Lin,Rcl.

Teorema [ 4,33] 4.3

alg = Zop*) = ¢Emy*) 2
Lin = Z(s,) = Kf(sz) con 5, =< s__._>k[=l a8, 55, +& >
Rocl = %(Di*) = (ff(Di*)

Recordemos que uno de los grandes problemas abiertos en la teoria'de
lenguajes algebraicos es demostrar

Conjetura 4.1 ©Nge (Alg) es un cono no principal.

Podemos adoptar un subconjunto de las operaciones de cono racional,

por ejemplos

Definicidn [ 2 ]4.3 Llamaremos cilindro una familia de lenguajes
estable por morfismo inverso e interseccidén con los lenguajes racio-

nales.
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I.5 Operaciones de substitucidén y de full-A.F.L.

Comencemos por definir la substitucidn

Definicién[ 7 ] 5.1 Una substitucidn O es un morfismo de X * en

ffD(Y*).Diremos' que O es una L —substitucidn si 0 x)e L

para cualquiér X € X.Sea L/ﬁ una familia de lenguajes notaremos
Mo & la familia:
Joo L = {O(L) I LC%:O=XE—9Y* es una & substi-
tucidn }
Notaremos la clausura por substitucidn de o por Q?i?* en que:

Qal=°20’ ¥E . Zufk_lfzf*=kgif'k

Definimos, seguidamente, los full-A.F.L. vy los A.F.L.

Definicién [ & ] 5.2

. Llamaremos full-A.F.L. a todo cono racional estable en las opera-

ciones unién,producto y estrella.Notaremos 37 (&) la clausura de
&P respecto a las operaciones de A.F.L.

. Llamaremos A.F.L. a todo cono racional fiel estable en las opera=

~ciones unién,producto,més.Notaremos,en este caso, ?f( &) la clau-

sura en tanto que A.F.L. de c:Zo .
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Se cumple:

Teorema| & ] 5.1

FE &) =rat g &)
Frw = € {L*}*)

F(X) =rat o Z(I)
Fm = P {L=}*)

~e

~e

Podemos, ahora construir nuevas familias de lenguajes.

Teorema [ 6 ] 5.2 Las familias siguilentes

Qrt = Lin Lin

t 3

¥

Fcl Rocl Rocl

. — %
Gre = (Rocl y Lin) (Rocl u Lin)

son full-A.F.L. no principales estables por substitucidn.

I.6 Centro v familias uniformes

Vamos seguidamente a estudiar el centro de un lenguaje.Dicha nocidn
ha sido introducida por L.Boasson y M.Nivat [ 9 ] en su estu-
dio sobre las adherencias de lenguajes.

Definicidn [ 9 ]6.1 Seal L un lenguaje de X ¥ definimos su cen-

tro por:
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c(m) = {mc x¥ ‘ card (mx*n 1) =a°}

Damos seguidamente algunos ejemplos.

Eiemplo[23])6.1

. Sea L = {an'bn I n>o } entonces C(L) a®
2

. SeaD¥ =< s—>F7 g SFHFS+E > " entonces
k=1

2 2
{ Loam® 5+ L =)’

'S
c(m: ™)
2 k=1

. Sea E =< S~—>»aSbsS + d > entonces

C(E) = (a + aE) ¥ { € + a(aE)™ aEE } 4

Se cumple que

Teorema [2 3 ] 6.1 Sea L = L(G,v) un lenguaje algebraico,existe un

lenguaje racional K que cumple
c(L) =% K[ vye—1L(G,v,) ]

en que FG significa el conjunto de los factores izguierdos.

A fin de relacionar el centro con las familias de lenguajes,vamos
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a definir las familias uniformes

Definicién[1 0] 6.2

. Diremos que una gramdtica G =<X,V,P>> es uniforme en o si:
V v € V se cumple L(G,v) € &

. Un lenguaje algebraico es uniforme en & si existe una grama-

tica uniforme que lo engendra

. Una familia & es uniforme si cualquier L € Z es uniforme enx

Se cumple:

Teorema 6.2 Los full-A.F.L. Qrt,Fcl y Gre son uniformes.

La relacidén entre las familias uniformes y el centro viene dada por

Teorema 6.3 [10., 23] sea & c Alg un full-A.F.L. uniforme si

L € X entonces C(L) € &

tenemos un corolario que Qrt,Fcl y Gre son uniformes.
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CAPITULO II. FUNCIONES DE MEDIDA EN LEGUAJES

FORMALES.

IT.4
II.5

I1.6

Funcidén de crecimiento.
a-medida.

Indice racional.

Costo rigido.

Costo boleano.

h-medida.
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En este capftulo se introducen algunas de las distintas medidas de

complejidad para lenguajes formales.En la medida de lo posible, se

tratan para cada una de ellas distintos ejemplos significativos y

se enuncian los principales resultados que de ellas se conocen.

Comenzamos por estudiar la funcidn de crecimiento introducida por

Milnor.Dicha medida se obtiene contando el numero de palabras que
existen en un lenguaje,que tienen una longitud dada.Vemos seguida-
mente que un teorema,debidé a Ginsburg y Spanier,afirma que en el
caso de lenguajes algebraicos acotados,dicha funciénvde crecimien-
to es un polinomio,siendo en los otros casos exponencial.Conclui-
mos, entonces,que en el casé de lenguajes algebraicos es decidible
saber si la funcidén de crecimienfo estd acotada superiormente por
un polinomio,o inferiormente por una exponencial.Nos centramos pos-
teriormente a los lenguajes racionales.Citamos,entonces, los traba-
jos de A.Maurer y M.Nivat sobre las transducciones racionales en-
tre lenguajes racionales,que son una biyeccidn,y que se llaman bi-
yecciones racionales.Se da la condicidn necesaria y suficiente pa-
ra que una tal biyeccién exista entre dos racionales.

Estudiamos seguidamente una segunda funcién de complejidad,la a-me-
dida.Dicha funcidn ha sido introducida por J.Paredaens y R.Vyncke.
La a-medida se obtiene contando el niUmero de estados del autdmata
minimal gque reconoce un lenguaje dado.Mostramos el comportamien-

to de dicha medida en lenguajes como el de palindromes o el de pa-
réntesis.Estudiamos, luego, las propiedades de clausura de la a-medi-
da,concluyendoc que la familia de lenguajes de a-medida acdtada por

un polinomio,es un cilindro.
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. . . ' 7z
Seguidamente, se estudia el indice racional.Dicha funcidn de com=-

plejidad ha sido introducida por L.Boasson,B.Courcelle y M.Nivat
en relacidn al problema de los no generadores de los lenguajes al-
gebraicos.Tras mostrar las técnicas empleadas en el cédlculo del in-
dice racional en numerosos lenguajes,estudiamos su relacidén con las
familias abstractas de lenguajes.Se muestra que los lenguajes de
{ndice racional polinomial,son un full-A.F.L. no principal,cerrado
por substitucidn y abierto por complementacidn.Centrédndonos en los
lenguajes algebraicos,se demuestra la inclusidn estricta de la fa-
milia de lenguajes de Greibach,en los lenguajes polinomiales.

La siguiente funcidn de complejidad,que estudiamos,es el costo ri-
gido.Dicha medida ha sido introducida por G.B.Goodrich,R.E.Ladner
y M.J.Fischer.El costo rigido se basa en contar el nimero de unio-
nes y concatenaciones QUe utiliza un programa rigido para calcular
una aproximacidn de un lenguaje.

Vemos que existe una‘notable diferencia respecto al coste rigido
entre el lenguaje de palindromes y el lenguaje de cuadrados.Se
muestra que todo lenguaje algebraico tiene un coste rigido acota-
do por una funcidn cuadritica.

Otra medida que consideramos,es el coste boleano.Dicha funcidn ha

sido introducida por E.Savage.Se funda en el nuimero de puertas 18-
gicas necesarias para reconocer distintas aproximaciones de un len-
guaje dado.Vemos gue en este caso,no existe notable diferencia en-
tre los palindromes y los cuadrados.Citamos, finalmente,un teorema
debido a M.J.Fischer y N.Pippenger,que da una cota al costo bolea-~

no en el caso de mdquinas de Turing deterministas.
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Analizamos, finalmente, la h-medida.Esta medida introducida por K.
culik y H.A.Maurer,es utilizable sélo en el caso de lenguajes al=-
gebraicos,y se funda en estudiar la altura del drbol de derivacion
en funcidn de la longitud.Se muestra que todo algebraico no racio-
nal de a b tiene una altura lineal;podemos, entonces,concluir que
todo lenguaje estrictamente no racional tiene una altura lineal;en

particular los deterministas.
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II.1 Funcidn de crecimiento.

La funcidn de crecimiento ha sido introducida por Milnor[ L 5 ]
en el estudio de grupos finitamente generados en problemas de geo-
metria diferencial.Nosotros estamos interesados en dicha funcidn
de crecimiento,en su aplicacidn a la teoria de lenguajes formales.
Comencemos por dar su definicidn:

Definicidn [4 5] 1.1 SeaLc x* ,definimos la funcidén de creci-

miento de L por:

gy, (n) ={_Card W e L 1 [w| < n}

Debido a su constante utilizacidn en los ejemplos, introducimos la
nocidn de segmento inicial de longitud n de L por

lwlg n )

Demos seguidamente algunos ejemplos de funcidn de crecimiento.

nlL- = {_w €L

Ejemplo 1.1 Sea L = {anbnl n>o } evidentemente

gL(2n) =n + 1

Ejemplo 1.2 Vamos a tratar seguidamente x;’= {al,az,...,ak}*

Sabemos que gy (n) = Card n Xﬁf , ademds
k

* n t t t
n X, = Q:é {al,az,...,ak } .Dado que Card.{al,...,ak} =k
n £ kn+l_ 1
tenemos que g.,%* (n) = Yy ko= resumimos diciendo
n+1
_ k=1 n .
gX#- (n) -——}-{—_—-I——- e (k) sik>1

k
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Ejemplo 1.3 Demos seguidamente la funcidn de crecimiento del len-

guaje acotado a k letras

= 2. %_ *x E
Bk - al a2 e o0 ak

Recordemos que el lenguaje a¥* tiene por serie generatriz

_ 2
—-1-—:-3—‘€+a+a + e enes

Sea z una nueva letra distinta de cualquier ay » 1€ 1€ k se cum-

ple:

*_ % * _ * _ % * *I = }
Card n a;” a,® ..... g = Card{_w € a] ay ... a2 ]wl n

El lenguaje ) @y ceeee 2 tiene como serie generatriz:

1 . L ., 1

A fin de contar los elementos de longitud n en dicha serie,basta
hallar el coeficiente de %" en la serie conmutativa que se obtie-
ne confundiendo todas las letras con x:;dicha serie es

( 1 )k+l
1l = x

. . : . s n . .
Es bien conocido que el coeficiente de x° en dicha serie es

1 k+1 n+ Xk
[n] (—— =C . )
l = x
tenemos entonces que
n+kx
gg (n) = g *_=* * (n) = ( )
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Ejemplo 1.4 Vamos a estudiar seguidamente el lenguaje de Dyck a

una letra D]'_* =< S—>aS8S + £ >
Es bien conocido que el nimero de palabras de Dyck con n parénte-

sis abiertos,estd dado por el nlmeroc de Catalédn,es decir:

%* _ _ 1 2n

{w;Di l [w] —Zn}—m(n)
podemos entonces concluir
n

2x
1
gna(n) = L == ( _)
D]'_ <=0 X+1 X

<)
Ejemplo 1.5 Tratemos ahora Dfa* = S—F aiSé'iS +£ >
i=1

‘con p > l.Evidentemente tenemos la igualdad:

> - _.n * _
Card {wc Dy , |w| = 2n }-—p Card{_we Dy I [w] —Zn}
podemos concluir entonces
n
_ x 1 2x
Ipix () = § po o=/ ()
P x=0

‘Ejemplo 1.6 Vamos ahora a tratar el lenguaje FIFOp definido en
[ lo- ] como la clase E€ en la congruencia definida en
{al,...,ap,?il,...‘é'p} por

< . -
W= w2¢:> Wy = ayXauy o, W,

Xy , X € {al,...,ap}*

Se cumple que

Card {WCDI'D*I [w| =2n}

podemos conclulr entonces

Card { W € FIFO, ’

Ipr* (0) = gprpg (D)

P P
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Estudiemos seguidamente cual es el comportamiento de la funcidn de
crecimiento en el caso de los lenguajes algebraicos.Los resulta-~
dos que siguen,son una reescritura de resultados debidos a Gins-
burg v Spanier[ 30 ] en términos de funcidn de crecimiento.

Recordemos que un lenguaje L es acotado si existe un conjunto de

palabras WysWoseee, Wy que satisfacen

» »* »
L c wl w2 eee wk

Enunciemos seguidamente un lema respecto a la conmutatividad de dos

palabras.

Lema[ 3 0] l.l Sean u,v € X+ ,las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

. Uy Vv conmutan ; uv = vu

. existen p,g > 1 que satisfacen uP v

. existe w € X+,r,s > 1 tales que u

]
£
K
<
]
X

dicho lema admite como consecuencia

Lema [3 0] l.2 Sean u,v € X+,las afirmaciones siguientes son

equivalentes:

. Uy Vv no conmutan.
= * , 11: A
. L= {uv} ,no es un lenguaje acotado.

. L tiene una funcion de crecimiento exponencial.
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Vamos a relacionar seguidamente la funcidn de crecimiento con la
. ./ /. .
aparicion de bucles en la gramatica,cuando L es algebraico.

Lema.[3 0] 1.3 Sea L # @ engendrado por G =<X,V,P> para cada

v & V .notemos:

Y _(G) {ml me X*, 3 n con v-iymvn}

ZV(G) {n]rle x*, dm con\hJvah}v

1

las tres condiciones siguientes son equivalentes.

. Existe ve&€ V tal que al menos uno de los dos conjuntos
YV(G) o} ZV(G) no es conmutativo

. L no es un lenguaje acotado

- g;, crece como una exponencial

Podemos resumir dichos lemas en:

Teorema [ 30] 1.1 Un lenguaje algebraico tiene una funcidn de cre-

cimiento polinomial ssi es acotado,si no,su funcidn de crecimien-

to es una exponencial.

Dado que es decidible si un lenguaje algebraico es acotado,es tam-
. ’ [} . 3 1] s 1] 1] L]
bién decidible si su funcidn de crecimiento es un polinomio o una

exponencial.
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Vamos a dar seguidamente los resultados debidos a A.Maurer y M.
Nivat gue relacionan la funcidn de crecimiento y las transduccio--
nes racionales en el caso de lenguajes racionales,tenemos:

Teorema [hl;] l.2 Sean Ry YR dos lenguajes racionales,existe

2

s 2 o . o 2 s
entre ellos una transduccion racional que es una biyeccion ssi

existe P, Y P, Y un entero no,tales que:

gRl (pn) g ng (n) g gRl (p,n) » n > ng

Si existe una biyeccidn racional entre Rl Yy R2 notaremos RIh—+R2.
De modo informal el teorema precedente dice que existe uﬁa biyec=
cidn racional entre dos racionales,si,y solamente si,tienen apro-
ximadamente la misma funcidn de crecimiento.El léma siguiente da

varios ejemplos de biyecciones racionales.

Lema[ L ]1.4

. Sipxgq

L 2 * * _ %
b2

*_* » *
al az s & o ap + b l
. Para todo p > 1

™ E *
(al + a2) 6——a(al + a2) +a; a

-+ Para todo p.g» 2-

(a, + + +a )% ( "
a; + 23, cees 3l e—— (3] + a3, + ... Ay
. Para todo p.qg > 1

» »

E P E * N
2y ... @ by ... Db —> 2 a2 . e ap+q

p 1 q
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. Para todo p.g> 1
* ¥
+* *
aft ... a3 (b; + b)) e——(b; + b,)
.Para todo p > 1

]

4 *
(caf .o a;') — (3 + a2)

IT.2 a-medida.

La a-medida ha sido introducida por J.Paredaens y R.Vyncke en

[ &7 ].Dicha medida es de naturaleza combinatdrica,y consiste en
contar.en el autdmata minimal que reconoce un lenguaje dado,el nu-
mero de estados accesibles a partir de palabras de longitud acota-
da.

Vamos seguidamente a mostrar el comportamiento de dicha medida en
los lenguajes mds usuales.

A fin de dar la definicidn formal de a-medida,comencemos por re-

cordar que un autdmata determinista CZ=<: X,Q:qO,Q+,.:> serd di-

cho completo,cuando la funcidn de transicidn es una aplicacidn to-

tal de OxX en Q.En un autdmata completo oW estd definido para
cualgquier palabra w & x*.
Damos seguidamente la definicidn de T-medida.

Definicidn| 4 712.1 sea L un lenguaje sobre x* v sea A =

<1X,Q,qo,Q+,.:> su autdmata determinista minimal completo, lla-
maremos a-medida de L a la funcidn:

*
aL(n) = Card q_.nX
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Remarca 2.1 La medida éL definida por Paredaens y Vyncke,con-

tiene pequefas variaciones con respecto a la aqui definida.Tenemos
aL(n) = 1 + Card qo.Xn.Nosotros hemos cambiado la definieidn a

fin de que aL(n) sea una funcidn creciente;tenemos:

Lema 2.1 La a-medida de L ¢ X™ satisface:

. a (n) g Card n x*

. aL(n) < aL(n + 1)

Vamos seguidamente a calcular la a-medida de los lenguajes mds

usuales.

Ejemplo 2.1 Sea Sl = {anbn I n> O} tenemos que

a, (n) =2n =1 '
51

(a) Comenzamos por dar el autdmata minimal que describe S,.Es bien
conocido que dicho autdmata A =<{a,b} 'Q,q_ Q. > estd de-
finido por:

Q={(n,s) l n€e N, s€ {_+,-}}

a_ = (OI+) ’ q+ = (O,—)
La funcidén de transicidén estd definida por:
(n,+).a=(n+1,+) , n> 0

(n,+).b.

(n"'ll"‘) , > O0

]

(n,-) .o (n -1,-) , n>0

Dicho autdmata puede esquematizarse en la figura II.l
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(0,+) a (1,+) a (2,4) a (3,+) a (4,+)
> 0 > [ > ] > ® > ®~- - -
b b b b
t—eo < ° < ° < ¢ - — —
(0, =) b (1,-) b (2,-) b (3,-)

Figura II.1ll.

(b) A partir del autémata minimal podemos calcular la a-medida:

onfan)® = {4+ |ogpgn) v {=| ogpgn-2)

Vemos que el autdmata minimal que hemos dado no es completo.A fin

de completarlo debemos,afladir un estado.Llegamos a

@ _ (n) =2n -1

Ejemplo 2.2 Vamos a tratar seguidamente el lenguaje de Dyck Dl

< S—»aS3s +&€ >

(a) El autdmata minimal para Di* e
con:

Q={(n)lne:N} . q. =q, = (0

La funcidn de transicidn esta definida por:

(n+1) , n>2o0

(n).a
(n).2=(n-1) , n>0

Podemos esquematizar dicho autdmata en la figura II.2.

1

S a = {a:b} lqu_lq+l'>
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a =1 a a
/—é\ /—-’9—\ /—9\ /-9—\ -
' > o ® o ® o
a a a a

Figura II.Z2.

(b) La a-medida viene dada por:

q_.n{a,"é}*= {@ | ogpgn}

A fin de completar dicho autdmata afiadimos otro estado,con lo que:

aD'*(n) =n+ 1

Ejemplo 2.3 Vamos a tratar L = {w#v"\r lw e {a,b}*}
(a) Comenzamos por estudiar su autdmata minimal

A =< {ab, #} .0.aa.. >
definido por

Q = { GWS) I we {a,b} *,'s e {+,-}}

.q_=('€l+)'lq=(€’-)

+ v e
(w,+).u = (wu,+) , ue {a,b}

(W,"l') a2 # = (W’-)
(Wu,-) o.-L_—l = (W,—) ? LSRN - {a’b}
Veamos que dicho autdmata es minimal.Dado que es determinista vea-

mos gue no podemos confundir dos estados cualquiera.
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No podemos confundir (w,+) con (w!,=) dado que (w,+). = W =
=q_ v (w',=). # ¥ no estd definido.
Si w # w' no podemos,tampoco,confundir (w,+) con (w',+) dado que
q_-wW = (w,+) . W= a, ¥ (w',+) 3 W no estd definido.De modo
andlogo tratamos (w,-), (w',=) con w # w'.Dicho autdmata se halla
esquematizado en la figura siguiente,figura II.3.
(b) Vamos a calcular la a-medida de L.Tenemos que a partir de dge
podemos procesar dos tipos de palabras de n {a,b, +H }*_ ;procesa-
mos las palabras we n {a,b }* ,dichas palabras conducen a estados
(w,+) ;procesamos también las palabras de lé forma wf # £ con
|wf#: El £ n que nos conducen a estados (w,=).Tenemos:
q,-n {a.b, #l:}* = { (w,+) | we n {anbp }*} U

| { w,=) | we (n - 1) {a,b}*}

A fin de completar dicho autdémata afiadimos otro estado,con lo que

am =™ oD+ -1 +1=32"-1

Ejemplo 2.4 Vamos a tratar seguidamente el lenguaje de Dyck a dos

letras D2'*=< S— aS5S + bSBS +£ >

(a) Recordemos el autdmata minimal (L = {a,é,‘b,B} ,Q,q_,q+,.>

V¥
2

Q={(w)lwe{a,b}*_} »ra_=q = (&)

para D ,definido por:
La funcidén de transicidén estd definida por:
(w).u = (wu) , u € {a,b*}

(wa).@ = (w) , u € {a,b }
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Dicho autdmata puede esquematizarse en la figura siguiente,figura

IT.4.

Figura II.4.

(b) A fin de calcular a_ % (n) calculamos

Dl
i 2
q_.n {a,ﬁ,b,B,}* ={_ (w) Iwe n {a,b}*}
n n 2 j n+l
Dado que { a,b ] = 277, tenemos 4 (n) = ¥ 2d =2 -1
2 j=0

Completando el autdmata precedente llegamos a:

aD'*(n) - 2n+l
2
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Ejemplo 2.5 Tratemos seguidamente el lenguaje de Dyck bilétero.

D2*= < S-—>aS3S + bSbS = 3SaS = bSbS +£& >

Dicho lenguaje puede definirse como la clase dg en la congruen-

cia en Xx*= {a,5,b,B }* engendrada por aS= Za = bb = bb=¢E

Consideremos la relacién P definida en { a,3,b,d } por
p={ (23,32, ®D,®D }

A partir de [P podemos inductivamente definir el autdmata minimal

*
2

(€).x=(x) ; xe {a3,b,b}

que reconoce D por
Sea (wx) un estado con X una letra,entonces

(wx).y = 8i (x,y) € P entonces (w) sino (wxy)

Siendo ( € ) el estado inicial y final.

En la figura II.5. mostramos esquemdticamente los primeros estados
de dicho autdmata. |

Dado que los factores izquierdos de D, es todo X™,dicho autdmata
es ademas completo.

Vemos que a partir del estado (a) se genera un arbol terciario in-
finito.Lo mismo ocurre a partir de Z%),(b) y (DB).Para ver cuantos

estados accesibles a partir de ( € ).X",basta notar que (€ ).x" =

k“) n-1 ol
= (x).X + (€ ) con lo que ap* (n) = 4. Y 3 +1=
x&e X 2 x=0
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Ejemplo 2.6 Estudiamos seguidamente la a-medida de FIFO..Dicho

2
lenguaje se define en[ L ] como la clase de € en la congruencia

definida para palabras en {a,‘é,b,B }* por

d’ I twd *
wl=w2(ﬁ wl=axayowl=bxby,w2=xy, X € [_a,b} R
Si w es un factor izquierdo de FIFO,,entonces o (w) € {_a,b}
(a) Comencemos seguidamente por definir el autdmata minimal

A =< {a,3,5,b } ' Qd .. > que reconoce FIFO

Q={(W)|w€{a,b}*} 5 @ =g, = (&)

"

(w).u = (wu) , ue {aDb]
(w).@ = (w) , u={ab}
La figura II.6 esquematiza dicho autdmata.

(b) De modo andlogo al lenguaje de Dyck, tenemos

-n{a&pb)*={w |ve {ab}*)

: a o ohtl
con lo que FIFO, (n) 2

+
N
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Ejemplo 2.7 Vamos a tratar seguidamente un lenguaje debido a

Goldstine [ A ] definido por:

12 1

1.
b ... adb ... ak

Gola = {a 'ba b| k»1, Jlgign

con ij F }

Vamos a calcular su a-medida.A este fin,vamos a dar el autdmata
minimal completo que lo reconoce.Figura II.7.En dicho autdmata,
existe una sucesidn infinita de estados que se utilizan para re-
conocer la palabra infinita.

m = abazba3ba4b_... anban+lb e

Llamemos (abazb .o aib),el estado al que se llega tras la lectu-

2b .o alb,si i # j,entohces (abazb ceo alb) # (abazb .o

ra de aba
.o ajb) si no,dado que (abazb ceo aib).aj+lb € Gold,

(abazb cee ajb).aj+lb debe también ser aceptada.Llegamos,por tan-
to,a una contradiccidn.

Tenemos

25014 (n) =n + 3

Vamos a estudiar seguidamente algunas propiedades de cierre de la

a-medida.Comenzamos  por dar una caracterizacidn alternativa.A es-

te fin,recordemos la definicidn de residual.Sea L c x* vV we X*,

definimos el residual de L con relacidn a w como
L\w={xcx*,wxe:L]

tenemos entonces que:

3
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Lema [ 47 ] 2.2 SeaLc x* rconsideremos la relacidn de equiva=-

lencia
WoA~w!' ssiw,wie nX*y L \w = L\w'
si satisface n}<*/f\, = {_L\w | we nx™ } Yy
E
aL(n)=Card{L\Wv'wcnx) |
Prueba Basta construir el autdmata minimal completo que reconoce

L a partir de los residuales;sea d =< X,Q,q_,Q+,. > con

Q = {L\w l w e X*} ’ Q+ @ (L) v la funcidn de transicidn es-
td definida por

(L\w).x:L\wx

El comportamiento de la a-medida en la complementacidn,viene dado

por [47] .

Lema 2.3 Sea L€ X* se cumple

axab\L(n) = .aL(n).

Prueba Para obtener un autdmata minimal completo para X*\ L,bas=-

ta intercambiar los estados finales y no finales en el autdmata

minimal completo para L.

N4
s

Estudiemos seguidamente la unidén y la interseccidn [ 47 ] .

Lema 2.4 La'a-medida satisface
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Ll+L2 Ll 5
a a_ (n) g & @. a (n
I"l I"2 = I"l I"2
Prueba -

(a) Notemos que (L; + L,) \w = Ll\w + L, \ .

si w e nx® hay como méximo a (n) residuales Ll\ w distintos y-
1
a_ (n) residuales L \\w distintos,con lo que hay a. (n). a_. (n)
L2 2 Ll L2
residuales Ll\ w + Lz\w distintos como méximo.

{b) Sabemos que (Lln 'L2) \ w o= Ll\w n L2\ w.El mismo razonamien-

to que (a) nos conduce a a0 L (n) < a. (n). a;, (n).

1 2 Ly

Vamos a tratar seguidamente el producto y la estrella marcados.

Lema [ 47] 2.5 Sean Ll,L2 contenidos en X y g no contenido en X,
tenemos

A(n)+l
2

a (n) € a, (n) + 2
L, # L, L, L

a(ng)* (n)g n aLl(n) + 1

Prueba
(a) Comencemos por tratar la unidn marcada.Vamos a calcular
*
card {1#L,\ v | we nix + £}
Hay tres casos.Supongamos que W no contiene 2,en este caso -
Lge\w={h |whe g} = {hph, | whygh,€ L gL, } =
= (Ll\w)SLZ.
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Supongamos gque w contiene un solo simbolo 2,en este caso w =
L\ W, si w, € L
= w.gw, v L 2L\ w. 2w ={2 2 1 1
1772 1 2\ 1772 g sino

Si w contiene mas de un simbolo 2 entonces L1$L2 \ w = @B.

& (n) + a (n) + 1
Ly L,

(b) Tratemos ahora la estrella marcada.En este caso hay que cal=-

a
Tenemos entonces que L 2L, (n) €

— culars:
* »
Card {(LJ_S) \ wl we n(X + 2) }
Siwe n(X + ,8)* , w contendrd como méximo n marcas g.Tenemos

(L \w ) B(L,8)* conw, e 5,1 ig k-1
- (Llﬁ)*\wlﬁwzﬂ...,zwk = { 1Mk 1 i

P sino

(n) + 1

: a a
_ entonces da (Ll'g)* (n)g n. Ll

Vamos a tratar finalmente el morfismo inverso:

Lema[t"?] 2.6 Sea &P :X’—-—)Y* ,seak=max{lkp(x)| ngX_}
se cumple que
n)

a (n) € k. a

w-l(L) L(
= Prueba Expresamos el comportamiento de los residuales en el mor-
fiamo inverso

L‘\ P (w) = { h l Pwhe L }

consideremos

e\ = {07tm w9l e 9T b= 9 i\ w

- Si queremos tratar los w con w € nx * basta partir con




56

P (w) € kn¥*con k = max{l P (%) l ‘ xe X } , tenemos entonces
que:
cara { 9 @\ w|wenx*} g card{L \ @ | 9 e wnx”)

a
obtenemos que a -l(L) (n) £ k. J._,(n)

A partir de la a-medida,podemos definir las familias de lenguajes
de a-medida polinomial y exponencial respectivamente,es decir
_ . _ k
Pol_ = {L [T xe N, que satisface a; (n) =0 (n™) }
_— . o n
Exp_ = { L / Ju«e R, que satisface aL(n) =0 (2 )}

Si consideramos el l?nguaje
w
2 W#Wlwe{o,l}*}

vemos que la familia Pola no estd cerrada ni por paso al lenguaje

L = {c

espejo(si we L,Ww € L) ni por morfismo.

/ . . . )
Dado que Pola estd cerrada por morfismo inverso e interseccidn con
los racionales,podemos decir

Lema 2.7 La familia Pola es un cilindro.
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IT.3 Indice racional. /

El indice racional es una funci6n1de complejidad introducida en

[ 2 ] por L.Boasson,B.Courcelle y M.Nivat,a fin de estudiar la no
principialidad de los lenguajes algebraicos.

El indice racional mide la disparidad que presenta un lenguaje da-
do con la familia de los lenguajes racionales.Demos,séguidamente,

su definicidn formal:

Definicién.[ 3 ]3.1 Sea L Xfllamaremos RathX*'a la familia de
lenguajes racionales aceptados pory un autédmata determinista,que

tiene como mdximo n estados.Llamaremos indice racional de L a la

funcidn:

pL(n) ={max {min | w weln K}l LN K#ZO vy KERatnX*}

Introducimos seguidamente dos notaciones que emplearemos a lo lar-

go de este apartado.

LN K min.{[wl Iw €LNK)

min LN K = {w Iw € LNK y |wl = ESLn K }
Veamos en un ejemplo simple que el indice racional puede tomar co-

mo cota inferior cualquier wvalor.

Lema[ 3 ] 3.1 Sea f(x) una funcidn a valores enteros mayor que
(n+l),

la identidad,el lenguaje L = {anbf n> 0O } satisface

P = Q (£(n))
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. al . . , ' e
Prueba A fin de dar un -limite inferior,consideremos la sucesidn

de autdmatas K, siguiente:

b
>e—>—0 — —~ — — — —e—>"—0 t
1 2 n-1 n
tenemos que min L N K_ = an_lbf(n) con lo que
6LnKn=n-l+f(n) = 8 (£(n)) con lo que

Pr(m) = Q (£(n)

Damos seguldamente una sucesidn de ejemplos en los que se muestra

la teCnlca empleada en el cdlculo del {ndice racional.

Ejempio 3.1 Sea L = {o,l}*'01o su indice racional satisface
3 P (n) =n + 2
Vamos ‘a proceder en dos etapas distintas

(a) Busguemos una cota inferior.Se trata,en este caso,de encontrar

un autdmata con n estados gque nos dé una. cota lo mayor posible.
. ) . . * .
Tomemos,en este caso,el racional R € Ratn { O,l} reconocido por

el autdmata siguiente, figura II.S8.
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Figura II.S8.

ln—l n=1

Vemos que LN R = 010 con lo que min(L A R) =1 0clo y
LA R = n + 2.Tendremos,por lo tanto,que p:L(n) > n + 2

(b) Busguemos una ‘cota superior.Se trata de demostrar que la lon-

gitud de las palabras pertenecientes a la interseccidn con cual-

guier autdmata a n estados,satisfacen una cierta cota.

En este caso vamos a demostrar que 5

L n RS 1t 2 cuando

. R € Rat_ {o,1}*
Razonemos por reduccidn ‘al absurdo;supongamos que exista un
*
R € Rat {_O,l} con 6Lﬂ g> D+ 2.8a we min(L 0 R) dicha pa-
labra se factoriza de la forma w = m 010 con m € {O,l]'* .Consi-

/ . 1] 1]
deremos un calculo en R para w con longitud minima,dicho célculo

se factoriza en:

m 0lo
d. > d > 9

con g_€ Q_ vy q, € Q+.Si w>n + 2 tenemos que m> n - 1,con lo
- . m . .
que en el camino g_——— g existe al menos un estado gque se repite,

sea g' dicho estado, tenemos

u o v 0l0
q_ > g > q' — q > 4,

conm=1u v, || > O.Tenemos,entonces,que uv 0lO pertenece a
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L N R y tiene una longitud estrictamente menorshemos llegado,por
lo tanto,a una contradiccién.ESquematizamos dicho proceso de re-

ducgién en la figura II.9.

j \ 0l0

) \'/—\‘
N\

N l : i
AN Aplicacidn del lema | [
N : I |
\\ de Ogden. : I
|

N V

uv 0lo

Figura II.9.

. * *
Ejemplo 3.2 Sea L = {0,1 ] 010 {0,1} 7 su fndice racional sa-

tisface:

pS(n) 2(n - 1)

(a) Busgquemos una cota inferior.Sea R el racional reconocido por

el autdmata dado en la figura II.1O
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1 1 1
TN T T T :::ji::> o1
+—>e ° o . L ’
\\ —
l\'lé/Z\T/3 - I'l—l\?—/n

Figura ITI.1lO.

n-1

Vemos que L N R = 1 010 ln-l,con lo que 6 =2n + 1 v en

LOR
consecuencia pL(n) 22n + 1

*
(b) Busgquemos una cota superior.Sea R € Ratn { O,l} en este caso

5 LA R:g 2n + 1, sino podemos aplicar el lema de Ogden del modo

esquematizado en la figura II.1ll.

. ¥
////””'ﬂ—fl—_~_““‘\\\\//"EEf1\\/////’—‘——_EL—-N\\\\\\\
< 7

/
\\\ l I J
AN Aplicacidn del Aplicacidn del 4

\ lema de Ogden.

\ $
\
\

uv Glo ulv’.

bt = e e e — —
e - — o ——

Figura II.1ll.




Vamos a tratar seguidamente un ejemplo no racional.

Ejemplo [23 ] 3.3 Sea S> = {ambn' m>n } su indice racional sa-
=4
tisface:
Pe(n) = 2(n - 1)
2

(a) Busguemos una cota inferior.Sea R el racional reconocido por

el autdmata dado en la figura II.12

1 b 2 b 3 n-1 b n
a . > ] > ® - - — . o> o
Figura II.12.
Tenemos L O R = g~ 1ph~1 con lo que P_(n) > o) =2(n - 1)
S> LOR
e
(b) Busguemos una cota superior.Vamos a demostrar que para cual-
. %* )
quier R € Rat_{a,b} se cumple 3 a rS 2(n = 1).
Sea w € min(L N R) con |w| > 2(n - 1)vamos a llegar a una contra-

diccidn.La palabra w se factoriza en w = axby con x +y > 2(n - 1)
como X 2 V,tenemos x> n - 1.

Consideremos un célculo vdlido en R reconociendo w con longitud
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Dado que Xy ty>n- 1l podemos aplicar el lema de Ogden a la se-=

gunda parte del camino,con lo que:

q > q' 5 q' > I,
‘u X v
1y X, Y,
u v =a b, con X £ £ la palabra uv = a “b es estrictamente
X .
mds corta que a lby,y ademds a" tuv e LN R ,hemos llegado,por lo

tanto,a una contradiccidn.Dicho proceso de simplificacidn,se halla

esquematizado en la figura II.1l3.

Aplicaidh del lema //
de Ogden /

n-=1 X, V¥
a a 2b 2

Figura II.13.
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Veamos que la presencia de un marcador central,cambia ligeramen-
te la situacidn.

Ejemplo 3.4 Sea L = {am#i b [ng,n.} su indice racional sa-

tisface
PL(n) = 3n - 2

(a) Busquemos una cota inferior.Sea R el racional dado en la figu-

ra II.14;
b b b b b b
/—4\/—‘4\/,‘ ~\\/—@\
———e N . o R =
WS —S—2 "3~ - s
a a a a a
<
a

Figura ITI.1l4.

a 2 (n-1) H bn-l,con lo que pL(n) > d =

q] =
Vemos que L R LA R

= 3n - 2

e
(b) Busguemos una cota superior.Sea R € Rat {a,b } si

w = axz##by-c min(L N R) con |w1 > 3n - 2 realizemos la reduccidn

esquematizada en la figura siguiente:
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a” bY
//////"’—f———__—_~—--~\\\\\\\#;////”——’—-—‘h‘\\\:}
1 1 l - -
| ] //

} i Ogden e
7~
| l \J/ ~
1 ke —+7
M ‘%
\ 1
TSN L bt
v & \ X 1 !
\ \ a | |
\ \ | |
A \\ Ogden i 1
\\ Y A4 E'3 i
w \.____./
Y
1 %, b
a
Figura II.1l5.
Ejemplo 3.5 [ g ] Vamos a tratar seguidamente el lenguaje
S {anbn I >0 } ,Veremos que su 1nd1ce racional verifica

) = 8 (1)
'Psl n) n

*
(a) Busquemos una cota inferior.Sea K = (a") (bn+l)+ que perteng-

* 3 .
ce a Rat2n+l {a4k>} como vemos en la figura II.1l6.

®—— ~
\a b/
’n veces a o———Eg———-on+l eces

v
/\ \b
-7 3 b *—
Dado que n y n + 1 son siempre primos entre si,tenemos gue:

n(n+1 +1
$.0 K = a (n+1)n(n+l) min(s; 0 X) ,

Figura II.le.
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an(n+l)bn(n+12)

>6snK=

S )

N K = con Ilo que P Sl(n)

= 2n(n + 1)

(b) Busguemos una cota superior.Asociemos a toda palabra de Sl una

representacidn en el plano.Representaremos a por )7 v b por \' .

A fin de encontrar una cota,vamos a especificar en qué estado se
¥

encuentra un autdmata K € Ratn {a,b } tras la lectura de cada le-~

tra.Esquematizamos dicho proceso en la figura II.17.

n=1

[
//ﬂ \\q Figura II.1l7.

i 1 1 1 | A1 ] 1 i -
T "a "a' ' a b b b b

q; a a a a dge
Si consideramos la sucesidn: (qo’ao)’(ql'ql)"“'(qn-3’§n-3)'
(qn_z,ﬁn_é),vemos que puede contener como maximo n2 elementos dis-
tintos.Si dicha sucesidn contiene mas de n2 elementos,utilizando
el principio de Dirichlet,existen al menos dos elementos idénticos.
Como consecuencia de esto, tenemos que d SriICS 2(n2 + 2) .31 no,

1

tenemos la longitud de la palabra de la manera esquematizada en la



figura II.18.

Figura II.18.
Vemos en este caso,que si bien en orden de magnitud el indice ra-
cional de Sl es en nz,no hemos podido hallar su valor exacto.

Ejemplo 3.6 Con la ayuda del ejemplo precedente,vamos a tratar el

_ caso de los palindromes PAL, = {wﬁl we {ab }*'}

P (n) =6 (nz)
2

(a) Busguemos el limite inferior.En este caso basta modificar li-

PAL

geramente el autémata dado precedentemente,en el que hemos desdo-

blado cada arco.la situacidn se halla esquematizada en la figura

— II.19.
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/”— .*E a.-)’—.‘\\
~
// “\a b/ N
’ . . \
/
| n veces a N o N o >a. s D+l veces b |
\ 4/\ \ |
\ /
N
S ° a e Pid
\\__.2/ \%._’/
a

Figura II.1l9.

(b) Busquemos el limite superior.Basta considerar el mismo argu-

mento que el dado en Sl,figura IT.20.

\
// N
’ \
‘. \
° 0\\\N
/’.q ' aa
’ L N
/ \\
® ®
//7 d; q; \\&
(Y
/. N\
/ \\
/ \
U ! L ] , ! ! L ! N
[ L hd 13 1} 13
X X X X
i j ] i
\ N\ J
—
W W

Figura ITI.20.
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Vamos a dar una cota superior al indice racional de COPY.

Ejemplo 3.7 Sea COPY, = {wwl w € {a,b }*h} ,Veamos que

(n) = Q0 (n2)
2

Basta emplear la misma técnica de enumeracidn de estados, emplean=-

pCOPY

do el esquema:

qi qi g
o—- ———@———H@¢-~ — ~@—>0 — — —@ = W
- ~ - -0 3@~~~ -@ >0 -~ — —0 = w
g dq5 q;

Ejemplo[' 2 ] 3.8 Vamos a tratar seguidamente el lenguaje de

Dyck a una letra Di * engendrado por S—aS3as + £ .

Sea w € {a,b }V* ,hotamos /3(w) = |w|é--[w|a .En funcidn de /3
podemos definir Di" como el conjunto de palabras m de {a,b }*
que satisfacen |

. /3 (m) =0

. /3(nﬂ) > O para todo factor izquierdo m' de m.

a toda palabra de Dyck podemos,entonces,asociar una representacidn

gréfica,como vemos en la figura siguiente IT.21.
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AN
A

|

]
° ]
! i
| 1
! \
)

/-.

a a a

[

—e

Wl
Y}
wi
py
pl
Y}
Y}

Figura II.21l.
La longitud de dicha palabra estd acotada por el "volumen" de su
representacidn grafica.
Sea K &€ Ratn { a,a }* ,tomemos m € min Di*(\ K ,de modo aproxima-

do podemos decir que la "anchura" de la representacidn grédfica de

m estd acotada por n,figura II.22.

Figura II.22.

En efecto,si una horizontal corta dicha representacidén en més de n
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puntos,existe un estado g repetido y podemos acortar m.
Por otra parte,considerando la factorizacidn esgquematizada en la

figura II.23. y aplicando el mismo argumento que en Sl,tenemos que

la "altura" estd acotada por n-.

FPigura II.23.

con lo que llegamos que lm‘ = B (n3),con lo que pD,*(n) =
1
0 .
Tomando el autdmata dado para Sl obtenemos p])p{n) = §2 (n2).
1

Hemos llegado por lo tanto a

Q (n*) = Popet = 0 %
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Proponemos que:

Conjetura 3.1 pD.*(n) = 0 (n2)
1

Ejemplo [ 3 ]3.9 Vamos a tratar seguidamente el lenguaje E, engen-

drado por la gramdtica G,dada por S——aSSc + d.
- 2
Q@M= pLLm = Q"

(a) Busquemos una cota inferior.Para ellos consideremos el autdma-

ta K a n estados,dado en la figura II.24.

a a a a

Y e N *~\/’>\/‘>\.©d B

o ®
N\ 7/
\é/\é/ ~. - \4_/\_4—/
3 c 2 c 1
Figura II.24.
Razonando por induccidn sobre el nimeroc de estados podemos ver que
. n \
Opig g = Q@[ 23]

(b) Busguemos una cota superior.Vamos a utilizar el lema de Ogden

de los lenguajes algebraicos.Sea K &€ R.atn {a,c,d } * ,581 construi-
mos la gramdtica que genera L(G)N K = E'N K tendrd como variables
los tripletes qu' siendo q y g' dos estados del autdmata que re-

conoce K.El lema de Ogden nos permite concluir que existe una cons-

tante k que satisface
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Conjetura| € ] 3.2 p E.(n) = B8 (2PN

Vamos a dar dos variaciones de lenguajes exponenciales.

Ejemplo 3.10 Trataremos seguidamente el lenguaje E generado por
S— aSbsSc + d

Ppm) = Q 2
basta dar una ligera modificacidn del autdmata indicado en la fi-

¥
gura II.24.,tenemos entonces:figura ITI.25.:

<0
e

®
O} \
[ ]
QN
®
|
1
|
|
i
1
[ ]
®
A

Figura II.25.
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A partir de este ejemplo podemos tratar el lenguaje de Dyck de dos

letras,en efecto

Ejemplo 3.11 Tratemos el lenguaje de paréntesis Dé* engendrado

por S—-saS3S + bSbS + cSES + &

Poix (1) = Q @M
3

Notemos que a partir de la gramdtica dada para D!¥*

2 podemos obtener

una versidn codificada de E,haciendo:
S ——3aSaS — abShaS —s abSbcSESES — abSbcesEs
‘en que hemos codificado a por ab,b por bc,c por &i,obtenemos,en-

tonces, el autdmata esquematizado en la figura II.26.

ab ab
>

v

r—>——¢
o'l
Q
o'l
Q
ol
Q
o'l
Q

-+

Q
o1
@
Q1
QM/\
@
]
1
]
|
|
i
®
®

Figura II.26.

Vamos ahora a definir las familias de lenguajes de indice inicial
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polinomial y exponencial,respectivamente,por:

Polp = {Ll ] k> 0 que "sat'isface P (n) = O (nk) }
MQ = {Ll Jd k > 0 que satisface p  (n) = Q (an)}

Reunimos los ejemplos precedentes en el siguiente lema:
Lema 3.2
. Pertenecen a Pol P los lenguajes siguientes:
m,_n n, n
82_ = {_a o) lnlg.n } ;S = {a jo) ’ n ;.O_} ;
*
DI * =< S—>asas +€ > ; PAL, ={wv«] we {ab}” ]
copy, ={ww|we {ab}*}
) = (=
. Pertenecen a Exp P 1los lenguajes siguientes:
E'! = S——aSSc +d > ; E =< S—» aSbSc + d >

p
e _ e
DI') =< S——-)nz:l a 88 8 +& > P> 1

A fin de estudiar las familias Pol P Y Expp en términos de fa-

milias de lenguajes,damos el comportamiento del Indice en relacidn

a las operaciones racionales y de full-A.F.L.

. 7 . -
Teorema [ g ]3.1 En relacidén a las operaciones racionales,el in-

dice racional satisface:

© Py, @< max { Py, () + pLz(n)}

. (n) < (n). (n)
le.L2 le n pL2 n
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Estudiar el comportamiento de p en relacidn a las operaciones
de morfismo,morfismo inverso e interseccidn con los lenguajes ra-
cionales,es equivalente a estudiar su comportamiento en relacidn
a las transducclones racionales:tenemos:

" Teorema [ g ] 3.2 Sea L un lenguaje v T wuna transduccidn racional

existe un entero p que satisface

pT%L)(n)-g p-n. (P (pn + 1)) + P (n)

Vamos en el Gltimo lugar a estudiar en relacidn a la operacidén de

substitucidn.

]

Téorema[ 2 3] 3.3 Sea O : X*—5P®* una substitucidn, G (x)

= MX ,existe un entero p que satisface

(n) (pn) (1 + max (pn))
Bg ) < DL m PMXPH

Vamos seguidamente a caracterizar Pol p en términos de familias

de lenguajes, tenemos

Tebrema[ 23]3.4 La familia de lenguajes de indice racional poli-

nomial es un full-A.F.L.,no principal,cerrado por substitucidn.
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Prueba Que Pol P sea un full-A.F.L. cerrado por substitucidn se
sigue de la definicidén de Pol P v del comportamiento del fndice
racional en las distintas operaciones.

» [ « " . 7/
Para ver la no principalidad,basta considerar la sucesion de len=

guajes:
_ nn |
LO = {aobO I nx>a~o }
_ n n

Lp+l - { ap+l Lp ap+l ‘ n20 } + P20

que satisfacen Q. (n) = B (np r () con lo que P (n) =
p+l p p

- 0 ™)

Vamos a estudiar el comportamiento de Pol p v Exp p en relacidn
a la complementacién;para ello,estudiaﬁos el {ndice racional de
los complementarios de los lenguajes de Dyck.Comencemos por el len-

guaje de Dyck a una sola letra.Vamos a demostrar ante todo,un le-

/ . .
ma de caracter combinatorico.

Lema 3.3 Sean f,m,g,n,h,palabras de {a4§ }* gque cumplan.

fgh € Di* , fmgh € D}* , fgnh e DI*
se cumple, entonces,que fmgnh € Di*
Prueba Dado que Di* es la clase de £ en la congruencia

@ =< ad= £ > vamos a tomar de cada palabra su irreductible
1

O (£) B (g =3 a°
1

G (m) 6 (n =3°a°

<

]
i
i
i

Ep'ap p

1
‘u ﬁq aq

]
Il

v
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¥= 6 (h) = at'at
Dado que fgh € DJ'_"b tenemos qug Jo(/3 Ve D]'_* con lo que
d(.; Y - ép'ap'ér'arét'at
con lo gque p' = 0 , t=O,Ap>r'yp-r'+r=t
consideremos ahora la palabra fmgh € DJ'_* se cumple que
Aup ¥ €DJ'_* es decir
u = apaq'aqar'aratl

con loquep 2q' v p-q'+qg 2r'yp-qg'+g-r'+r=t
dado que p - r' + r = t,obtenemos g = g*

Si consideramos la palabra fgnh tenemos

X BvYE = apér'arés'asétl
con lo que p=-r'+r2s' y s'=s con lo que
« = af
u = 3%? con P >2qg

r'_r
a~ a conp !

)
I

s
a a con p -r' + r3y s

v o=
¥ =ét' conp=-r' +r =t

tenemos entonces que « u/&v ¥ pertenece a D]'_ ¥ ,dado que &« u le ¥ =

= aP3%95" ' 4T35,%5t" dado que p 3 gq ,aP3%? = 2P con 1o que

P uf; v = /.’> vi= € )
Dado que la palabra fmgnh se obtiene a partir de °<'u(evb’ aladien-
do palabras de Di* entre dos letras consecutivas,llegamos al ré—

sultado.
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vamos a célcular seguidamente el indice racional de complementario
de Di ¥ , tenemos:
Lema 3.4 Sea L = { 3,3 }‘\ Di*. se cumple
p.(n) = B (n)
Prueba

(a) Busquemos el limite inferior.Tratemos el caso impar.Damos la

construccidn de la sucesidn de autdmatas K

2n+1l°
a
- <
///;///”’;—ﬂ——v a a a
> e > @ —— - D> D> ———m - O —>—— }
1 2 3 n n+1l n+2 2n 2n+1
Figura II.27.
Tenemos que min(L N K2n+l) = a"8"aa"s" con 1o que
pL(2n+l) > aLnK =2n + 1

2n+1

*
(b) Tratemos el limite superior.Sea K € Ratn {a,é } que realiza
el indice racional,tomemos w € min (L N K) .Supongamos que

lwl 2 2n + 2,existe,entonces,una factorizacidn

Wl w
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con wWiW, =Wy |wW;| >n, |W,| >n existen,entonces,en los ca-

minos g_ a qg Y gq a a, dos bucles,con lo que w se factoriza:s

R
f m 7 Y n h
® >0 >0 >0 0 ——D e -
d_ dq dy d 5 ) d4

Dado que w es de longitud m{nima,tenemos que tanto fgh como fmgh
o fgnh son palabras de Dyck(no pertenecen a L),pero,entonces,el
lema precedente nos dice que fmgnh también es una palabra de Dyck;

hemos llegado,por lo tanto,a una contradiccidn.

Vamos ahora a generalizar el lema dado precedentemente a'Dé* .

Lema 3.5 Sean f,m,g,n,h, palabras de {a,é,b,g } * que satisfacen:
fgh €.Dé* ’ fmgh € Dé ¥ R fgnh € Dé*

entonces se cumple gque fmgnh € Dé*

Prueba Dado que DZ'* es la clase de € en 1la congruencia e =

= <aa=bb=g> .Sean X = B (f) , u= B (m ,/3"-: B ) ,
v=061 (@ ,¥ = 6 (h.bemos un ejemplo de co'mp pueden ser

tomando a igual al paréntesis ( v b al paréntesis [ .
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T~
~t
)
—r—
T~
~r
-1
-
lr
e
e

e

%1 1 ﬁ’l [?2 /’Nz :i

» ] 3 / .
podemos generalizar una factorizacion de este estilo al caso gene-

ral

(%

°<1Pl con o((-:{a,b})‘E

~ . ~ e LW ¥
/3= ﬁ’l /32 con (51 € {a:b C /32 € {a,b}
b’: /32 g(l con sz, 221 € {5,5}*

ademés /31[5158 1/32P2'='€ Y°<1°<l=‘=.€

Vamos ahora a estudiar el caso quYEDZl*
tenemos

* =y By

P =Pr1 f,

Vo= Vv,

T = Py

~ ~ N/ ~

Dado que [efy By =[Pyl H[P 1 = 1Vl + vyl =B ,1 =1%]
= Ospodemos concluir que |Gi| = |V, | -.Queremos mostrar que
vV, = V] én que v, es la palabra gque se obtiene a partir de vy ha-

ciendo la palabra espejo y cambiando los paréntesis cerrados por

abiertos.

1] [] /
Tenemos la factorizacion:
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~ ~/

/31 /62 /5

por inspeccidn vemos que vy = Vv, con lo que podemos escribir
~

v o= vivy

Por simetrfa,considerando la palabra d'ufsf,podemos concluir

~

'u = ul'ul

Dado que Blou =y B (e upv) = B (o ﬂ) podemos con-

1 ¥

5 con lo que fmgnh D! *

i : €
cluir que « u[e.v v D 3

*
Utilizando los mismos argumentos que en Dé vy utilizando el lema
precedente,no presenta ninguna dificultad mostrar
- ~- 1 ¥ *
Lema 3.6 Sea L = {a,a,b,b } AN DS se cumple gque

p ) = 0 (n)

Dicho lema admite como corolario:

Corolario 3.1 Las familiaS'Pol.p y‘ﬁEEF) no estdn cerradas por

. 7
complementacione.
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Prueba Basta tomar el lenguaje de Dyck a dos letras y su comple-~

mentario.

Estudiemos la relacidén que existe entre las familias Polp v E;Ep
y las distintas subfamilias de lenguajes algebraicos:;tenemos:

Lema 3.7 Todos los lenguajes de la familia de Greibach tienen in-
dice racional polinomial, formalmente Gre c:Bg&p.v

Prueba Dado que la familia Gre se construye haciendo la clausura
por substitucidn de las familias de los lenguajes lineales,Lin,

y de los lenguajes a contador,Fcl,y dado que 82 v Di* son de in-

dice racional polinomial, obtenemos el resultado.

Vamos a demostrar que la inclusidn de Gre en Pol es estricta, pa-
ra ello comenzamos por introducir el operador == .

Definicidn [2 h] 3.2 Sea L C X’*y F# un marcador que no estd con-

tenido en X,definimos. # (L) = L # + K en que

k= {n#"| |hl>r>o}

Notemos que si L es algebraico 4k (L) también.Damos seguidamente




un lema que muestra que la operacién = degenera cualquier par
iterante de L;como consecuencia = (L) jamds serd generador de
los lenguajes algebraicos.

Lema [24] 3.8 Sea T un par iterante de =% (L) se verifica:

- Existe kg que satisface {(n,n') |n >n' >k } C ExXpT

. E1 lenguajé 3 (L) no tiene ningln par iterante estricto.

podemos entonces anunciar

Teorema [21" ] 3.5 Para todo LC x* . # (L) € Nge

Vemos también qué # (L) puede "generar" ambiguedad,es decir

Lema [ 23 ] 3.9 EI lenguaje # (S_)es inherentemente ambiguo.

Veamos seguidamente cuales son las relaciones entre la operacidn
4 con el centro y el indice racional.

Lema [21"] 3.10

. Para todo L € X* +tenemos c(# (L)) = x* 4 L#*

. Se cumplen las relaciones:

. p(L) (n) £2n - 1)
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- pL(n-l) +l< pC(# (L))(n) QpL(n) + n

tenemos finalmente el teorema

Teorema [2 4] 3.6 Si L es un lenguaje algebraico exponencial (por

ejemplo E),entonces # (L) es un lenguaje polinomial que no perte-

nece a la familia Gre( # (E) € Polp\Gre)

Prueba Sabemos que 4# (L) tiene fndice racional lineal cualquiera
que sea L.La demostracidn que 4 (L) no estd en Gre utiliza la no=-
cidn de centro e fndice racional.

Dado que Gre es uniforme,si L'e §£§,C(L') también, con lo que si
L' es polinomial C(L') también debe serlo.

Esto no ocurre cuando tomamos L' = # (L),con L un lenguaje alge-

« P I's . . .
braico de indice racional exponencial.

Estudiemos seguidamente la familia E;Ep tenemos el lema preli-
minar siguiente:

Lema 3.11 Si L' = T (L) y L' tiene f{ndice racional exponencial,
entonces L tiene indice racional exponencial.

. . . /’ . .
Prueba Evidente,considerando el comportamiento del indice racional

en las transducciones.
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Dicho lema tiene como consecuencia que cualquier generador de los

. . v 4 .
recursivamente enumerables en tanto que cono racional,tiene indi-
ce racional exponencial,es decir:

Corolario 3.2 El lenguaje FIFO2 definido como la clase de & en

o
la congruencia « definida en {a,a,b,b } por

- - »
W)= W, & wl—axayowl=bxby,w2=xy,xe{a,b}
tiene fndice racional exponencial.

Prueba FIFO2 genera R.E.,en tanto gue cono racional,por lo tanto

domina E por transduccidn racional.

Lo mismo podemos decir respecto a cualquier generador de los len-

guajes algebraicos.

Teorema.[ 8 ] 3.7 Cualquier generador de la familia de los lengua-

jes algebraicos tiene Indice racional exponencial, formalmente

Gen C Expp .

Prueba Dado que los lenguajes algebraicos son un full-A.F.L. prin-
cipal cerrado por substitucidn, los generadores en tanto gue cono
racional y full-A.F.L. coinciden[ 6 ,pag.198 ] .

No tiene sentido, entonces,distinguir entre generadores en tanto que

cono o full-A.F.L.
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[} (] / .
Dado que cualquier generador domina E por transduccion racional,

obtenemos el resultado.

I1.4. Costo rigido.

Una manera de medir un lenguaje es contando el nUmeroc de operacio=-
nes necesarias para engendrar sus aproximaciones a partir de pro-

gramas rigidos(straight-line).Dicha medida ha sido introducida por
G.B.Goodrich,R.E.Ladner y M.J.Fischer [31 ] .

Los resultados gue a continuacidn citamos se hallan en dicho arti-
culo.

Comencemos por dar la definicidn de programa r{gido que genera un

lenguaje finito de X * . Notaremos gDF(X* ) los subconjuntos fi-

nitos de X .

Definicidén 4.1 Consideremos un conjunto finito

Q:{h| h: @F(X*)x ?F(x*)—a?F(x*)}

de aplicaciones,llamado operaciones de base y el conjunto

[ = { € } + { {x} | X € X } llamado conjunto de constantes.

Llamaremos programa rigido Q a k pasos a

Bo = (BrPyreeeaifpy)

en que para 1 € j € k tenemos que PJ e [ o F’j = (h; FP ,Pq)

conh € § vy 1< pgag .
Llamaremos costo de /3§2 ,C( F>g2) al nUmero de operaciones de

',formalmente:
P o
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clpq) =Card{(3j | (Sjej:r}

Si ﬁ . € [ diremos que el lenguaje calculado por P .,Lp es
. j.o- . - j 5

L,P = f3j si no dicho lenguaje se halla definido recursivamente
J

por Lﬂ = h(L L, ).

3 P Pq
Diremos que /5 0 calcula L € ?F (x *) si existe 1< j £ kX que sa=-

tisface L = Lp ,notaremos L = L(/3§2)'
|

*
Vamos seguidamente a definir el coste rigido de L € X , tomando
2 como operaciones de base.

Definicidén 4.2 Sea L C x ¥ , Llamaremos coste rigido-f}lﬁn) a la

. 7/
funcion

Qp (n) =min{c(/AQ)l L(f-"Q) =Lan}

Vamos en principio a tomar como operaciones de base la unidén y
concatenacidn de conjuntos. § = (+,.) = uc.

En este caso,hablaremos de uc-medida y notaremos ucL(n).

Podemos encontrar un teorema andlogo al dado por Shannon y Lupa-
nov en el caso de funciones boleanas que nos mide el comportamien-
to asintdtico de la uc-medida.

Teorema [31] 4.1 Sea L c X * con Card X = s 22.Para todo &€ > 0

y para todo n suficientemente grande se cumple:
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wepm) < (L +€ ) grsgs

»
Ejemplo 4.1 Comencemos por tratar L = a .Vamos a mostrar que

uc_+ (n) € r(n) = © (log n)
Conr(n) = A(n) + V(n) -2 :; A(n) es el nimero de bits en el
desarrollo binario de n,y U (n) es el numero de cifras 1 en dicho

desarrollo.

Comencemos por calcular a' por el método dicotémico [ 7 ] que

indicamos seguidamente
exp(a,n) = Si n = 1 entonces a

. . ' n
sino si n = par entonces exp(a.a,—E)

sino a.exp(a,n -~ 1)
El nGmero de concatenaciones en este algoritmo es r(n).

15 s . .
Veamos como calculamos a por el método dicotdmico:

als , a.a , a.(a7)2 , a.(a.a6)2 ’ a.(a.(a3)2)2 ’ a.(,a.(a.az)z)2

Si consideramos este cdlculo en orden ascendente tenemos:

4 I 2 6 3 .3 7 6 14 7 7
a,a” = a.a, a~ =a.a~ , a =a.a>, a =a.a , a =a.a ,

15 14
a = a.a

Vemos que r(l5) 4 + 4 =2 =6

Podemos transformar dicho cdlculo en un programa rigido. [5 e =
= (/311/521 [-”31F41F’51F61/57) con /3]_:8., Ll=a,

— * - 2 = N =
ﬁz - (' IFl'(sl) '4 Lﬁz - a r 4 F3 - (' Iﬁllﬁz) Y 4 LP3 had a

3,
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7
a

Po=Cips Py, p4=a6,/35=(.;/31,/54>,Lp5
. 14 o
ﬂ6 (- ’PS'PS) ’ LP6~= a ’ P7 (- lFll/j6) ’ Lﬁ7

Tenemos que para todo n exp(a,n) nos permite hallar un programa

15
a

rigido para el célculo de a".Dado que el nUmero de concatenaciones
en dicho programa es r(n),tenemos:
uc_x(n) £ r(n)

Ejemplo 4.2 Sea Ly = {ag_lagl aﬁ l n=21 }veamos que:

uc, (kn) € kr(n) + k = 8 (log n)

Lk

Sea /5 i‘lc= (/5?,'_ ,ﬁ;' r oeees ,@JI:+1) un programa rigido para ar; '
1€ i€k, con L;.S = a? .Consideremos el programa rigido si=-
r+1

gulentes

1 2 k | |
Buc = (/Buc'/')'uc"""’Puc’/')’k(r+l)+l"“"/jk(r"'Z)"l)

‘ 1 2
con : fB 4 i1)41 =/ el /P r+l

- 3
Prics1)+1 * B re1

k
Px(es2) * [ ra1
n

/3 k(r+l)+2

]
)
]

B x(r+2) -1

Tenemos e = a~al
qu = aj8, ... 3y

I
pk(r+2)-l

Ejemplo 4.3 Vamos a calcular la uc-medida de L = 0*1 o"1 O*.

. 7 . .
Consideremos el autdémata finito que reconoce L

O] 0 O]

/.
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d =<q,—>»0q, + lg; 7 q—>0q; + lg, ;i g,—>0q, : q_ = q 7
d, = qy >

Vamos a introducir los pasos g[i] en que g[ i] genera las pala-
bras de longitud i que se pueden obtener tomando g como axioma.
Utilizando una notacidn tipo Algol,que puede fdcilmente trasladar-
se a los programas /3(2 definidos precedentemente, llegamos a:

WLl 0]l <= &;

ql[ O ]l<§4;

uw[0]<—p;

para i = 1 a n hacer

principio |

o ltle—{1)} - qri-11+ {0} q [1-1];
g lile={1}. qli-21+{0) q [i-1];
oo [ile—={0}.a [1-1]

fin

fin

Vemos, entonces, que los indices i en q [i] no son necesarios,es-
to nos conduce a [31 ]:

principio

9o «— & 5

q €< 8 ;

Q<L

ara i = 1 a n hacer

Erincigio
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a e {1} ap + {0}. q

e

q {1} o+ {0} q;
qo'f—{o}‘ 9o
fin
£in
Vemos que uc; (n) = O (n) .Notemos gque dicha construccidn es vdli-
da para cualquier lenguaje racional,con lo que todos los lenguajes

. 1] L] L] ’ []
racionales tienen una uc-medida lineal,como maximo.

Ejemplo 4.4 Vamos finalmente a tratar

PAL, = {wi|we {a,b}* }
El lenguaje PAL2 estd engendrado por la gramdtica:
S —> aSa + bSb + aa + bb

Dicha gramdtica nos muestra como dar un programa rigido para las
palabras de longitud 2n.Tenemos:
principio

S&— a.a + b.b

para i = 1 a n hacer S<— a.S.a + b.S.b
fin
Llegamos,por lo tanto, a que ucPALZ(n) = ()(n).Nétemos gque todos
los lenguajes lineales tienen una uc-medida lineal.
Veamos que la situacidn es muy distinta cuando tratamos COPY, -
Ejemplo [31 ] 4.5 Vamos a tratar seguidamente:
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copy, ={ww | we {0, 1%}

Se puede demostrar que para todo n:
2n+l
ue (2n) 2 —— =1
COPY2 n

Yy que para todo € 2 O y n suficientemente grande

2n+l
UC ooy 2n) € 2 + €)
2 n
2n:+l
es decir: uCCOPYZ (2n) = O ( =

» / s e . ' .
Indigquemos rapidamente cdmo construir el programa rigido que nos

permite hallar el limite superior.

n o, . .
Sean wl,w2 € {_O,l} diremos que W, Y w, son conjugados si Wy

=uvyw, = vu.La relacidn de conjugacidn es una relacidn de equi=

valencia que notaremos conj.Se cumple que

{0,1} " g, 2"
Card( “cong ) € (1 + _Z_) =

Tomemos en cada clase un representante,y sea S el conjunto asi
construido.Tenemos que S contiene el minimo nimero de elementos

n n . 2 .
de {O,l} que generan todo {O,l} por permutacidn circular.
Vamos a construir las palabras de la forma ww con lw! = 3m, a par-

tir del programa siguiente:

2m
)X ( )3 'ui+l""u2m.< Y tu;) g ... ui>

ue {o0,1}%" " i=0 te{o,1} ™

4
u = ul"uZm tu o ut€ s
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El siguiente teorema muestra que los lenguajes algebraicos tienen
uc costo cuadrdtico.
Teorema 4.2 [31 ] Sea L un lenguaje algebraico,se cumples

ue, () = 0 (%)

Prueba Sea G =< X,V,P,S > una gramatica en forma normal de

Chomsky que engendra L.Sea p = Card P.Podemos partir de G,construir

un programa rigido (3 para L N Xrl de la forma siguiente.A la va-
riable v € Vv vamos a asociar 1los pasos v [ i] con 1< i< n.El pa-
so v[1] construird las palabras de longitud i derivables a par-
tir de v.El prbgrama rigido viene esquematizado por:

v[1l] =} {‘ x |v—>x €P}
vii] = L {v'[j].v"[ k ] [j+k=iyv—->x}'v"€p}
Tenemos que S{ n] calcula L n x"
Para j,k fijos hay,como mdximo,p productos;el ndmero de'posibles
pares j,k estd acotado por i,como i € n.El niémero de productos es
como maximo pn,lo mismo pésa con el nimero de uniones.Dado que hay

. como méximo pn pasos v [1] 1llegamos a C(/B ) < 2p2n2

Tenemos que el limite precedente es Jptimo,en efecto:

Lema 4.1 [31 ] + E1 lenguaje:

L = {aolljaojboka.lk

oTa li,j,k > 1}
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‘satisface ucL(n) = e(nz)

Considerando el teorema que acabamos de dar,vemos que cualquier
lenguaje algebraico tiene una uc-medida,como mdximo,cuadritica en
~ *

particular PAL, = {ww |w € {0,1]} }
Tenemos, por 1o tanto, que mientras PAL2 v COPY2 no difieren en la
funcidn de crecimiento,en la g-medida o en el indice racional,di-
fieren profundamente en la uc-medida.
Veamos que los resultados dados precedentemente,varian de modo no-
table cuando ahadimos al conjunto de operaciones de base,la inter-
seccién,es decir:

Q= {-+ P } = uci
Veamoé que en este caso,el resultado dado para COPY yva no es vali-

do;en efecto:

Ejemplo 4.6 [31 ] Veamos que cuando consideramos la intersecciédn

obtenemos:

(2n) € 1lln
2
Para ello,consideremos el uci-programa siguiente

ErinciEio

a e {e}s
0« {0},
1 < {1 }s

UCloopy

Al<+-{o + 1}3
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para 1 = 2 a n hacer Ai<5—-Al.Ai_l 3

para i = 1 a n hacer Bioe A;_1-0.A,_1.0.A . :
para i = 1 a n hacer Bi<%-"A‘-l'l°An-l'l°An-i3
para i = 1 é n hacer Bi-e—-Bi + Qi 3

C<?—Bl 5

para i =2 a n hacer C<-C (] By

fin

Evidentemente la uci-medida admite la misma cota superior que la

uc-medida,es decir:

Sn

P < -
uc1L(n) (1 +A€ ) = log2 3

siS=cCardX 22 ,LCXx"

El teorema siguiente muestra que la "mayoria" de lenguajes son en
n

S

orden = log2 3

Teorema [31 ] 4.3 BSea Card X = S 2 2.Para todo £ > 0 la fraccidn

de lenguajes L C x? tales que

Sn

c..@m =2 (L ~-£) & Tog &

ucl

tiende a 1 cuando n tiende a oo .
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/ : / .
Veremos en el ultimo capitulo gque los programas rigidos tomando
uci como operaciones de base,estdn en ciertos aspectos muy préxi-

mos a los circuitos boleanos que analizamos seguidamente.

IT.5. Coste boleano.

Dado un lenguaje L C {O,l'}n su funcidn caracteristica fL(w) =

Si w € L entonces 1 sino O es una funcidn boleana de ﬂ3n;—4> IR

I3 = {O,l} .Podemos, entonces, contar el nimero de puertas 1ldégi-
cas necesarias para sintetizarla.El primer articulo en esta direc-
. s . . ‘ [5()] . .
cion ha sido realizado por Savage .Trataremos los circuitos
/. P I
logicos en términos de programa rigido.
« e . . . .
Definicion 5.1 Consideremos el conjunto de operaciones boleanas

Q:{Aavar}

A fin de tratar funciones boleanas de n variables, introducimos el

conjunto de datos [ = {O,l,xl,xz,...,xn } formado por el con-

junto de constantes {O,l } vy el cohjunto de wvariables { XpoXope

P } “.Llamaremos circuito boleano a p = (F]J{32,....,/3k)

en el e para 1 < j k tenemos e . € ’ . = (h,

que p <3i< nemos que By e[ o po= (£, B
conh € Q v 1< p,gg ]
Llamaremos costo de /3 al nimero de puertas boleanas empleadas,

formalmente:

C(ﬁ)=Card{(5j l /3J¢|—}

Si /BJ. e[ la funcidn boleana calculada por pj es fp = Pj
h|

Si no se halla definida por £ = h .Diremos cue Sine-
p Pj (/JP, Pq) i q ﬁ in




tetiza £ si existe j con ﬁ@ = f,en este caso notaremos %ﬁ=f.
J

Vamos seguidamente a definir el coste boleano asociado a un len-
*
guaje en {O,l}

. * L
Definicidén 5.2 Sea L € {0,1} definimos el coste boleano de L

pors:

by (n) =min{c( e ) | £ = £, con L, =Ln {o,1} " }

Vamos a dar seguidamente el comportamiento asintdtico de bL(n)

*
Teorema de Shannon Lupanov [37]5.1 sea 1 c {O,l} se cumple

2I1

n

(1+0 (=)
n

by (n) €

Tenemos,en principio,que la "mayor parte" de funciones boleanas
n

. 2 . .
necesitan - puertas para ser sintetizadas formalmente.

Teorema [37 ] 5.2 Para n suficientemente grande y para cualquier

£ > O,todas las funciones de n wvariables necesitan al menos
n

(1L - € ) 2n puertas excepto una fraccidén arbitrariamente pequena

estrictamente positiva.
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El teorema siguiente nos muestra que a pesar de todo. los lengua-

. - n.n
jes que mas frecuentemente encontramos como {-a o) | nz2ao }

#*

n + TWIN

p!*, D ns {@®%” | n32o0 } ,sm_,copy_ admiten todos

un coste boleano acotado por un polinomio.
- 60 de ai vage [ 50 ]
Una primera version de dicho teorema, se debe a Savage s NOS O~

tros damos aqui la versidn debida a Fischer v Pippenger[zz ].

Teorema 5.3 Si existe una mdquina de Turing determinista que reco-

noce L con tiempo T(n) 2 n,existe d > 0 tal que

bL(n) £ d.7(n).log T(n)

4 . . . . . .
Notemos que en terminos de b-medida no parece existir diferencia

entre PAL, vy COPYzzen efecto:

Ejemplo 5.1 Comencemos pcr dar un circuito que sintetiza la fun-

cidn caracteristica que corresponde a los palindromes.
~ *
PAL, = { ww | we {0,1}" }

Tratemos el caso 2n para n = 3.Figura II.28.
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(
- - A
/@
Xl x2 x3 x4 x5 x6 1

Figura II.28.

Tenemos gue bPALZ(Zn) £ 2n

Ejemplo 5.2 Tratemos seguidamente el lenguaje de los cuadrados

copy, = {ww|we {0.23"}

Damos un circuito boleano para 2n,n = 3.Figura II.29.



10>

\

.
4
A

Figura 1I.29.
Tenemos que b (2n) € 2n

COPY2
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IT.6. he-medida.

Otra manera de clasificar distintos lenguajes consiste en imponer
algln tipo de limitacidn a los automdtas que los rééonécen.

En el caso de los lenguajes algebraicos,un instrumento bdsico de
andlisis son los drboles de derivacidn asociados a una palabra da=-
da.K.Culik II vy H.A.Maurer [1 5] han estudiado la altura del arbol
de derivacidn con relacidn a la longitud de la palabra que engén—
dran.

Es esta la idea base en la definicidn de h-medida(h por height)

que damos seguidamente.

Definicidn [1 5 ] 6.1 Diremos que un lenguaje L tiene una h-medida

hL(n) si existe una gramdtica que lo engendra,tal que toda palabra
de nL admite en G un drbol de derivacidn de altura acotada supe=- .

riormente por hL(n).

Recordemos que una funcidn f es sublineal cuando asintdticamente
crece mas suavemente que la identidad, formalmente f es sublineal

ssi lim‘éiﬂl
> oo

= 0.

Como ejemplo de funcidn sublineal,podeﬁos citar la funcidn log.
Comencemos por estudiar el comportamiento asintdtico de h; (n);
tenemos:

Lema 6.1 Sea L un lenguaje algebraidg{su h-medida cumple:
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h(m) = O (n) vy by (n) = Q (log n)
Prueba '
(a) Tomemos una gramética reducida que engendre L.

Sea W = XX X eoe € L;el caso mas desfavorable consiste

17273

en un arbol del tipo:

X X
n=1"n

SN

@ eem-@

o

x
°

o

y
. 4
1

H\.

b'e
n
s 7 . ’ .
En este caso la altura es una funcion lineal de la longitud.
/7 ’ ’ .
(b) El caso mas favorable se dara cuando aparezcan arboles n-arios

completos,por ejemplo

/|

X1X2X3 *n-1*n
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[] / 3 1]
en este caso la altura es una funcion logaritmica de la longitud.
Notemos que respecto a la altura del drbol de derivacidn,la fun=-
cidn logaritmo da un limite inferior;no podemos, entonces, esperar

encontrar lenguajes algebraicos de altura log log n.

Veamos seguidamente una familia de lenguajes de altura sublineal.

Lema[1 5] 6.2 Si1 R es un lenguaje racional, entonces hR(n) =
= O (log n)
Prueba Sea Clv=<:.X,Q,q_,Q+,.:> un autdmata que acepta R,con-
sideremos la gramdtica cuyas reglas vienen dadas pors:
P={s5— [q.q] | a€ Q+}-+
{lerq] —> [p.x] [riq] | pravr € 0 }+
{[prq]—>=x | ¢ € px }
si R contiene € anadimos S—> € .Dicha grémética genera R y su

altura es logzn.

Vamos a estudiar seguidamente el comportamiento de la h-medida
con relacidn a distintas operaciones entre lenguajes.A este fin

3 . s /2 ' . . .
recordemos la definicidn de maguina secuencial generalizada(gsm)

g: < X,Y,qo,Q+,T > en que X es el alfabeto de entrada,Y el de

salida y la funcidn de transicidn es un subconjunto de QxXthxQ.
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Su funcionamiento es anélogo al de un autdmata no determinista al
que se ha afiadido una funcidén de salida;diremos que f € g(w) si
existe en g un camino que permite leer w y salir £.Si L € X * de=-

. . .
finimos g(L) C Y como el conjunto de salidas,cuando se leen pa-

labras de L.Diremos que g es € -limitado sobre L si existe una

constante k > 0,tal que el numero de letras cuya imagen por g es
€ en L,estd limitado por k.

Demos ahora el comportamiento de hL'

Lema[1 5] 6.3 Sean Ll,L2 lenguajes algebraicos y R un lenguaje
racional, tenemos:

h (n) € 1 +max{h. (n) , h. (n)
2 {Ll Ly )

Ll+L
h (n) € 1 + max ¢{h. (n) h. (n)
Ll.L2 oS { Ll ! L2 }
hLl*(n)-< log2 n + hLl(n)

hLl n R(n)S 1+ hL(n)

. "
Si g:.X*——;'Y* es un gsm £ =limitado sobre Ly c X , entonces
existe k que cumple:

hg(L) (n) < k.hp (p)

Prueba La suma y el producto son evidentes.A fin de tratar la es-
trella,consideremos la regla S—> SS que sirve para fabricarnos s”
con una altura logzn. |

A fin de tratar la interseccidn con un racional,basta notar que la
construccidn triple [q,v,q'] para calcular dicha interseccidn,

no aumenta la altura del arbol de derivacidn.
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Basta finalmente tratar el caso de la méquina secuencial generali-
zada.Consideremos una gramdtica para L en forma normal de Chomsky
que genera L y realicemos la triple construccidn sobre dicha gra-
mitica.
Pt = { 8> [q,S.q] | qeo. )+
{[pvia]—> [p/vy.T] [T4v,.q] | v—>V v, € Piosqir e Q)+
{[p,v,q]——%w | v>a vy (p,a,w,q@) € T }
Dado que g es £ =limitado sobre L,la porcidén de palabra borrada

/ . . . .
serd como maximo una funcidn lineal de la longitud.

. » A . : . .
Vamos a ver,seguidamente,que en a b  los tdnicos lenguajes subli-
neales que existen son los lenguajes racionales.
Comenzamos por demostrar varios lemas técnicos.

Lema[1 5 ] 6.4 Sea L C a*p® un lenguaje algebraico y sean

R = U ™ - U (av3)

1= uy S 0 ¢+ R, Vj S 0 dos lenguajes racionales,
lngkl lsjskz
el lenguaje L' = RlLR2 es un lenguaje racional.

Prueba Sea G =<{a,b} ,V,P,S > una gramdtica lineal reducida,de
axioma S que engendra L.Sea G' una gramdtica que engendra L' defi-

nida por: G! ==<:{a4b} ,V',P',S'*> con
V! =V +4{A . R + B . R St
{ us ' Uy en Ry } { Vj IVJ en =y } + { }

PI

P + { 5-—%>Aui S ijl u;, en Ry, vy en R, } +
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u
+ {Aui—e AuiAui + a

fee
+ & ui

en Ry } +
+ {.BV_>BV By

J J J
Evidentemente L' = L(GY).

+ bvj + &£ l Vj én R.2 }

Vamos a buscar los bucles elementales en G,llamados B(V).Comenza=
mos por los bucles elementales de cada variable B(v) = {(al,bj)l

existe en G una derivacidn. ‘ _ '
v —> allvle l—% alzvzbJ 2—9 al3v3bJ§e ———— atvbd ’
CON V,V1eVyeVas oo . distintas }
Definimos,entonces,B(V) = vyv B(v) .Llamamos T = Card B(V) ,

da el numero de bucles elementales en G.Sea P = Card V,es decir,
el nUmero de variables en G.Sea finalmente

L = mem {'uivj [ S‘-—> A iS ij
Consideremos un drbol de derivacidn que comienza pors:

1 en P'}

S ——>Au'S BV.

1 J
Y que partiendo de S tiene un camino de longitud mayor que i-T. P,
dicho camino contiene mds de KL.T Dbucles elementales de V,con lo
que existe un bucle elemental v —> 2 vbY que ha sido empleado al

menos LL veces.

Consideremos, entonces, [_L de estos bucles elementales,han sido

introducidos x. 1 letras Y-l letras b.Dado que en S-—> A, S B,

, i

u, y vj dividen a l:L spodemos eliminar dichos bucles y fabricar

X Y. .

a E‘Ly pY - Y a partir de Aul-e Au. Au. Y B, —> BV' Bv.’
1 1 1 J J J

Podemos transformar todo drbol de manera que el camino que parta

de S tenga como maximo l'L .T. o producciones.Es decir,para fa-

]
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bricar cualquier palabra de G' necesitamos como maximo LT, p pro-
ducciones de G,es decir,las producciones de G sirven para fabricar
un conjunto finito F de palabras.Podemos eliminar G y poner F en
su lugar,obteniendo:

G'' =<{a,p} ,V,P,8''>

con V = {_Au. ] u; en Ri } o+ { Bv.l vy en R, }
i

J
P = { S —=> Au. m BV.» Au. y BV' en Vym F +
1 j i j

iui

+ {Auf“€> A, A t+ta +g l u, en Rl}-+

i i Ti

V3

+ {an“—> B, B, +b7 +¢g I v en R, }

J J J

Vamos a dar seguidamente un ejemplo.

Ejemplo 6.1 Sea G la gramdtica

G =< S—> aSb2 + aTb ; T—> aTb + ab ; S axioma >

. 2\ * 3. %
tomemos como racionales Rl = (a%) , R2 = (b”)

En este caso,G' es la gramidtica de axioma S* siguiente:

1
St —> AZSB3

S > aSb2 + T

T —>» aTb + &
2
Az-é A2A2 + a + g
3
B3—€> B3B3 + b + ¢
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E1l lenguaje engendrado es:
* »
L(G") = (a%) {a™*P™ |p>0,n20 } ®)
Vamos a mostrar que dicho lenguaje es racional.Consideremos una

. . 7 .
derivacion a partir de S.

p p

s P apsb2____:> aPrp2P p+nm 2p+n p+n, 2p+n

__Eg> a —> a
En este caso = mem {2,3] S' —> A,SA, } = 6

Si p 2 6 podemos expresarlo p = 6x + pl,podemos generar

*
S —= a6be12X a partir de A, Y B3;lo mismo ocurre con
T,con lo gue:
* - *
L' = (a®) { &f™P™ | ogcpg6, 0gng6 } )

Vemos, entonces, que dicho lenguaje es racional.

Vamos a dar seguidamente un lema de normalizacidn para las gramd-
ticas de los lenguajes acotados.

Lema [1 5]6.5 Sea L C a*]d* un lenguaje algebraico de altura

hL(n),existe una gramdtica G =-<:{a,b} /V,P,S > de altura hL(n)

que satisface:

(1) Las variables son una unidén disjunta de:
V=Vt YV +V g+ (8]

(2) Las producciones son una unién disjunta de:

P=P_+P +P +

término ¥ Pregular ¥ Pcomienzo T Fbucle
En que:

. Pa es de la forma:
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P
p,= {a,—>aa +a e | A eV}
. P, es de la forma:
- q
p,= {By>Bp, +P +E | B eV,)

P,r . contiene solamente producciones de la forma
termino

o, ——> a o ’ XE€EV , M,n > 0

medio
P . contiene solamente producciones de la forma
regular
S ——}o(ambn/.% con LEV_+ €
ﬁ‘5Vb + & , m,n > O

contiene solamente reglas de la forma

Pcomienzo
— m n ) .
S —» &a Vb /5 con °¢€Va + £
m,n O
[3€Vb + 8 + V¥V € Vhedio n 2

El caso xX # €& y B # € estd prohibido
. Pbucle contiene solamente reglas de la forma

—_> amv'bn con v,vl e V
v : ’ medio

. » bd
m,n>»0 . 81 v-~—>a vbY s, VEV

medio  tenemos que

x>0, yvy>0
A toda gramltica de esta forma la llamaremos candnica.
Prueba Si L es algebraico,existe una gramética que lo engendra.

Sea ¢ —»C ¢, .... C  una regla de dicha gramdtica.Hay dos casos:

i i U iable ¢, tal que CleeeCLCy qee
Primer caso Existe una varia i al que c—> ¢y 2 C1C1+l cn

»
con L C a*’y L c b .En este caso,dado que

C1C . «.Cy Cii1°°°Cp
todo lenguaje algebraico sobre una letra es racional,podemos subs=

tituir dicha regla por un conjunto de reglas c —> o{ambn/s con
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X eV +E , B eVy+E

. . +, +
Segundo caso Existe una variable cy tal que L. C ab ,en este ca-

1
&
SO c—>clc2....ci—lcici+l oooocn ? Lcl...ci_lc a Y

* .
LC o C b .En este caso dicha regla se puede substituir
i+1"*"™n :

por un conjunto de reglas del tipo:

m n

o
c —> a cib {3
)

con ev,+e » B € Vytoe
Vamos ahora a transformar la gramética de modo,a generar las dis-
tintas &« vy /3 a partir del axioma.Notemos que una vez & ha
sido introducida,no necesitamos introducirla de nuevo,dado que pue-

de ser generada a partir de Ap.Llamemos X o al conjunto de las

que hemos obtenido:

x_ = {o( |3 c— o(amc'bn/@ éc_>o4ambn/z.}

definimos,tambien,XP
m n ’ n
Xb = {‘ﬁ ‘ dc —> ota c'b /3 o c—> K a'b /3}
Sea U € X_,tenemos U = { 1, dz,...,e(k } .Consideremos el len-

guaje L , o o« C a’\E .Existe un conjunto finito P(U) de pala-
l 2... k

bras del tipo a" o amAp de modo que cualquier palabra de

L o bien esta en P(U) o bien se puede obtener a par-

b

o(lo(z...o(k

ir de él,aplicando A A
tir de el,aplicando p-—> Ap o + a

andlogo construimos P (W).Si en este proceso hemos creado nuevas

+ £ .Sea W C Xb ,de modo

variables Ap o Bq,las ahiadiremos a los conjuntos VoY Yy definidos

precedentemente.Tomaremos como axioma S,y las reglas P . se-
comienzo

rans
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5-—-———)0([U,S,W][3
conUc VvV, e Vy , & e P(U) , [3 € P (W)

Las reglas Pbucle seran de la forma

[U,c,wl—-—g an [u \ o(,c',w\p] o
sic-——qxa%ﬂbnﬂ |

Las reglas P contendréan

término |
[o(,c./3 ]—————»9 ao” si ¢ —s a’éﬂﬁn/s
Notemos que en esta gramdtica podemos tener reglas del tipo
5 —— xa'sh" 3
con o # & v /3 Z & ,el lema precedente permite eliminarlas

obteniendo una gramdtica del tipo deseado.

Veamos seguidamente que en una gramatica de altura sublineal, las
~ reglas de la forma S-——»ApalvbJ no son necesarias;formalmente:

Lema[1 5 ]6.6 Sea G =< {_a,b} ,V,P,§ > wuna gramatica candnica

de altura sublineal,las reglas §—-——)ApalvbJ de G,engendran lengua-
jes racionales.
Prueba Hagamos el producto de los distintos p que aparecen en las
variables Ap;formalmente:

T = JU{p | 5

Consideremos una regla §———;ApaévbJ.Consideremos las palabras que

3 §-——)ApalvbJ 58§ —A aleBq }

podemos obtener a partir de S con '"pocas" derivaciones racionales
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vy "muchas" derivaciones lineales; formalmente:
- i j n t. n
s—>ApalvbJ..i‘; Apamb —*_ 25 Pa™M" , og tg EIS'

Esquemdticamente podemos decir que corresponden a drboles del tipo

m n
a b

dado que el numero de letras a debidas a la variable Ap,estén aco=-

tadas;dichos drboles tienen altura lineal (excepto quizds en un ni-

mero finito de casos).Dado que la gramatica es sublineal,deben

existir derivaciones sublineales que los engendran;es decir,para
i, j _
cada 0 t g %% debe existir una regla §-e>Ar a o tBr gque cumple
- - t t

i ]
S—>aA_a b B %8P, ogtg L
Ty T p

Es decir,para los drboles con pocas reglas racionales y muchas li-
neales(altura lineal)debe existir un Arbol sublineal,esto fuerza
a que las reglas sean racionales.

Veamos ahora que las reglas que contienen mucho racional, pueden,

también, ser engendradas de este modo.Supongamos que queremos en-—

. n
gendrar a* Pap con x grande,entonces x = u.ﬂ; + t con OK tg-ﬂ?

p
X.pD M N u.JU +t. n . , .
entonces a~"Pa'b = a pamb .Consideremos la derivacidn.
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i i
- . n u. . n
S—aA atb tB -——f->A at Py, _i>a'~1T[ at pamb
Tt Tt T '

Dado que r, divide a M sabemos que una tal derivacidn existe.

t
Hemos obtenido que cualguier palabra m que satisfaga
S—s Apalvb:J —*m

puede ser engendrada a partir de reglas racionales,excepto quizas

en un nimero finito de casos.Es decir,la participacidn de las reglas

lineales pueden servir como maximo a engendrar un lenguaje finito.
Podemos, entonces, quitar dichas reglas vy afiadir dicho lenguaje fi-
nito.La regla 3-—e>A?alVbJ engendra,en consecuencia,un lenguaje ra-—

cional.

Vamos seguidamente a demostrar el teorema que nos dice que todo
~lenguaje sublineal acotado es racional.

Teorema[1 5] 6.1 SeaL € a*bp* un lenguaje algebraico con

hL(n) sublineal,entonces L es racional.
Prueba Consideremos una gramdtica en forma candnica que engendra
L.En el lema precedente hemos visto que cuando L es sublineal, las
reglas:

3-—e>Apaivbj
sirven como maximo para engendrar un lenguaje finitoj;podemos quitar
dichas reglas y afadir dicho lenguaje en forma de reglas termina-
les.El mismo razonamiento es utilizable para reglas del tipo:

3-—€>alVbJBq
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En consecuencia,en la gramidtica que engendra L sdlo serdn emplea~
las reglas de la forma:
S'———eo(albjﬁ

con & € vV, tE v /6 € Vy t+g vy

k

k
B.—>B B + b +
g 9 g €

En consecuencia,el lenguaje engendrado es racional.

Dicho teorema admite como corolario inmediato:

Corolario 6.1 Si L € a¥b* es un lenguaje algebraico no racional,

hL(n) = Q@ (n) para una infinidad de n.
Prueba Debe existir una infinidad de palabras para las que cual-
quier 4arbol gque las engendra sea lineal,de lo contrario dicho len-

guaje seria racional.

Dicho corolario nos induce a considerar los lenguajes de altura
lineal, notados h-Lin definidos por:

Definicidn 6.2 Diremos que L es h=lineal,notado h-Lin,si existe

una infinidad de n para los que hL(n) = Q (n).Llamaremos BA=Lin

a la familia de los lenguajes h-Lin.
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Ejemplo 6.2 Entre los lenguajes h-Lin contamos:

5, = {anbn|n>l} » Sy ={apbql P> q}

7

¢ = {apquPQCI} r Sy ={apbql pAal)

Dado que Di * =< S asbs + £€ > satisface

Di* n a¥p* = Sl , tenemos que Di”* es lineal.

El mismo razonamiento es vdlido para DY * ., on > 1

La remarca precedente sobre el lenguaje de Dyck,nos conduce a la
siguiente definicidn:

Definicién[ 1 ] 6.3 Diremos que un lenguaje algebraico L es estric-

tamente no regular si existe ( « ,u,/s,vy~f ) con W #AE vV AE

tal que L N & u““f) v*Y es un lenguaje no regular.

Recordemos la definicidn de lenguajes IRS debida a S.Greibach:

Definicién[:az ] 6.4 Diremos que L es IRS(infinite regular set)

. . . ' . . . s .
si L no contiene ningun lenguaje racional infinito.
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Como ejemplos de lenguajes iRS tenemos Sl = {anbn l n> l} 3

PAL = { Wi l we {o0,1} *'} .El interés de los lenguajes IRS es-
td en que:

Lema 6.7 Todo lenguaje algebraico,IRS,es estrictamente no regular.
Prueba Sea L un lenguaje algebraico IRS,sea T =(cx,u,/3,vy X )
un par iterante de dicho lenguaje,entonces u # € 'V 2 E v

LN 0<u*ﬁ“v*f no es racional,de lo contrario L no es IRS.

La conexidn entre los lenguajes estrictamente no regulares v la al-

tura del drbol de derivacidn,viene dada en:

Teorema[ 1 5] 6.2 Todo lenguaje estrictamente no racional es un

lenguaje h-lineal.

Prueba Sea L C Xi‘t estrictamente no racional,existe (cx,u,/g,v,T )

con L N« u*(a v*Y no racional.

Sea X = X X, ..., , X;€ X 1< ig P
u = uu, cee Uy ’ u; € X 1€ ig g
[3= /91(82 “ee ﬁq , /ﬁ_c X 1 ig «
Vo= V)V, oees Vg ' v, € X lg i< s
T:Tlrz Yy s Yiex 1gigot
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7 . . . . .
Consideremos la maguina secuencial generalizada € -limitada(el
nimero de letras consecutivo que borra,estd limitado por una cons-

tante) g : X*———> {a,b:} * siguiente:

~ ’ N

// \\\ // A

/ \ / \

° ° ° °

N mgl € ¢ A e J

° ° ° o

Nete Jugia Nole /v 8
D>~~~ - * —> [ > e ———— 0 —> s —> s ——~- o—>—e
“qle “ple 1] frle M|e el ¢
tenemos que g (L) = {aibj I otuiﬁ Vj]{ € L}

dado que g(L) c a*b* no es racional es h-lineal y como g es

€ -limitado L también es h-lineal.

Dicho teorema admite como corolario:

Corolario 6.2 Todo lenguaje IRS o determinista es h-lineal.

Ejemplo.6.3 Vamos a demostrar “finalmente que

fad * [}
PAL = {ww | w e {a,b} } es h-lineal,en efecto,tenemos
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( €-,ab,§ ,ba, £ ) se cumple gque PAL N (ab)* (ba) ™ = {(ab)n(ba)n

n>1 } .Dado que PAL es estrictamente no racional es h-lineal.

Queda abierto el problema de la existencia de lenguajes algebraicos
sublineales no racionales;en los capitulos V y VI daremos algunas

respuestas a estas cuestiones.
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CAPITULO III. INDICE INICTIAL ,LENGUAJES POLINOMIALES

IIT.1

III.2

ITI.3

Y EXPONENCIALES.

Indice inicial,definicidén y propiedades

de crecimiento.

Ejemplos de calculo de indices iniciales.
Las familias PolkL y E;;TI .

Indice inicial y su relacién con las opera

ciones de lenguajes.
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Vamos a estudiar en este capitulo una variante del problema de
Milnor precedentemente tratado,definiendo una nueva funcidn de
complejidad:el indice inicial.

En un primer'apartado daremos la definicién formal de dicha fun
cién de complejidad.El indice inicial es una medida de caracter
combinatorio.basada en contar el nimero minimo de estados de un
autdémata finito que reconoce aproximaciones de un lenguaje.Demos
traremos que esta limitada superiormente por una exponencial,que
en sentido largo,es una funcidén creciente y que,si bien localmen
te puede decrecer,dicha oscilacién esta acotada.

En un segundo apartado mostraremos las diversas técnicas utiliza“
das en el cdlculo de los indices iniciales de los lenguajes mas
usuales.Definiremos,tomando como medida el indice inicial,las fa
milias de‘lenguajes polinomiales y exponenciales a ella asociadaf
En un primer teorema mostaremos a cual de dichas familias pertene
cen los lenguajes mds conocidos.En un dltimo apartado estudiaremos
el comportamiento del indice inicial con respecto a diversos gru
pos de operaciqnes,operaciones racionales,boleanas,de trio,de
substitucidén y de centro.

Un segundo teorema nos mostrara cémo pasa el indice inicial a
través de las transducciones fieles.

Un 4ltimo teorema nos permitira situar la familia de los lengua
jes polinomiales en el cuadro de las familias cldsicas de lengua
jes estudiadas por S.Greibach y S. Ginsburg en[29].En dicho teo
rema mostraremos que los lenguajes polinomiales son un A.F.L. ce
rrado por interseccidn.

Es,sin duda.en este teorema que el indice inicial se muestra como

un instrumento d4til en el estudio de las familias de lenguajes.
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IIX.1. Indice inicial,definicidn y propiedades de crecimiento.

En ‘este pirrafo vamos a definir una nueva medida de compleji

dad basada en asociar a todo lenguaje una funcién sobre los
enteros,llamada su indice inicial.

Esta medida es de naturaleza combinatérica,consiste en contar

el minimo nimero de estados necesarios para reconocer aproxima
ciones del lenguaje dado.

Veremos,que en el deseo de obtener funciones econdémicas,debemos
restringirnos a autdématas no deterministas.Demostraremos que en
un caso concreto el paso del no-determinismo al determinismo
puedé transformarnos una funcidén polinomial en una exponencial.
Analizaremos finalmente las propiedades de crecimiento del indi
ce inicial.Demostraremos que,si bien,en sentido largo es una fun
cién creciente,localmehte puede presentar oscilaciones.La magni
tud de dichas oscilaciones no puede,sin embargo,ser demasiado
grande.Damos,para terminar,un lenguaje finito cuyo indice inicial
presenta dichas oscilaciones.

Vamos a medir cada lenguaje por una funcién sobre los enteros.A
fin de poderla definir , necesitamos primeramente poder precisar
una aproximacién al lenguaje que dependa de n,para ello vamos a

definir los segmentos iniciales.

Definiciodn 1.1[12]Sea L un lenguaje,llamaremos n-segmento inicial

al conjunto:

nL={w€Ll lesAn} 8
Dado que nL es un lenguaje finito podemos hallar un autémata fi
nito (L que lo acepte.Notaremos por “Cl]l el namero de estados

de (. .Podemos definir una nueva funcién de complejidad por:
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Definicién 1.2 Sea L un lenguaje llamamos indice inicial tLL

a la funcidén entera definida por:

Wy () = min{ ||a_|| I al = L(a_)}

a
Notemos que en esta altima definicidén intervienen autématas no
deterministas.Asi ‘LL(n) es el minimo ndmero de estados que
precisa un autdémata no determinista para reconocer nL.Diremos
que un tal autémata es pequefio.Dicho autémata no es dnico en
general.El problema del indice inicial se reduce entonces a en
contrar automatas econdémicos para um lenguaje dado y demostrar
que son pequeiios.
Dado que el proceso de determinacidn incluye un salto expomnen
cial,el considerar autdmatas detérministas,ao seria interesante
si queremos hallar funciones econémicas para U'L'

El siguiente ejemplo muestra uno de tales casos.

Ejemplo 1.1. Sea L el lenguaje sobre {_0,1}‘# {0,1} * defini
do por: ’

L ~ {f#g | 1e1 =181 v £4 8 )
en la que g es la palabra espejo de g-.
.Existe un autdémata no determinista para nL con ()(ns) estados
.E1 autdémata determinista minimal para nL tiene 52(253 estados
Prueba Evidentemente el lenguaje L es algebraico.
(a) Vamos a demostrar que existe un autémata no determinista
polinomial en el niamero de estados que acepta nL.

Una palabra £ de L se puede factorizar en:
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]
donde m1,m2,mi,mé son palabras de {0,1} y [ml| =

| m lmél.Damos un autémata no determinista (Lp

ol =
IIT,1,p = 7 que mira si O 6 1 estdn en la posicién

cho autémata reconoce evidentemente

lmilv

en la figura

correcta.Di

O(n?)

n
(#+1+0)2"*1 4 (on ¢+ 1)L y "a_ " = x;]- (2x + 1) =
1 .__j")"___.\g\
.:::E{:j " ’/;(/,,0
® ——e @ o’q
0,1 '
0,1 0.1
/‘l/o > o i’: o——i—-—-o\o\
e 0 0,4 4# 0.1 1
\\\5\\~.-—;é>—-.——ﬁ>-— .__;»__-.”%r/” o,q
0,1
0,1 0,1 Sk 0,1 0,1
/‘l/o > ) S @ *—> *—>
e
— \0\ 0,1 0,1 e 0,1 0.1
> ® D @ . o - ® ~

Figura III,1.
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(b) Demostremos que cualquier autémata determinista que acepte
(2n + 1)L tiene 2n estados. Sea qo el estado inicial de un tal
autémata.Demostremos que el conjunto

E = {qo . w:H:lw e{_O,l}n}
tiene cardinal 2n

s L) A = L]
upongamos qo wl# qo w2# con wl:t w2 entonces
q, - ¥ WleL yoa, + W, % FJ_ ¢ L,tenemos pues una contradicecidn.

n n
Tenemos entonces WE|| = || {0,1} " || = 2".
Dado que cualquier autémata determinista debe contener el con

junto de estados E llegamos al resultado deseado.
a

Vamos a estudiar seguidamente las propiedades de crecimiento del
indice inicial.Tenemos en primer lugar que el indice inicial es
como madximo una exponencial,como veremos en el lema siguiente.

. )
Lema 1.1 Sea L un lenguaje en X tenemos:

W, (a) = o(jIx1™)

Prueba Sabemos que nL ¢ nX * Consideremos el autémata determi

nista minimal para nX * Dicho autdémata a’n =L X,Q,qo,Q+, 6>

esta dado por:

o= {n|wenx'} , q - (), Q= {0l wex)

o
La funcién de transicién ) esti dada por:

(W) « x = (wx), we (n-l)X' , x € X




126

n :
i n
Evidentemente || Q|| = Y tixtl™ = o(lix|1™)
i=o
Podemos modificar los estados finales de<2; a fin que reconoz

ca nL.Para ello basta tomar como nuevos estados finales el con
junto:

{(w)l W énL}
Evidentemente el nuevo autdémata tiene el mismo numero de estados

que el precedente.

El lema siguiente nos dice que de manera aproximada el indice
inicial crece al menos como una funcién lineal.
Lema 1.2 Sea L un lenguaje infinito en X*,existe una sucesiodn
n, N, i =.1,2,...,n,.... que cumple:

LLL(ni) < ﬂi +1
Prueba Tomemos una sucesiodn ni tal que niL contenga al menos una
palabra de longitud ni.Dado que L es infinito y X finito,dicha
sucesién debe existir forzosamente.Como cualquier autémata para
niL debe reconocer las palabras de longitud ni,y como dicho autgd

mata no tiene bucles,debe tener al menos ni + 1 estados.

Aunque tLL(n) es una funcién creciente en sentido largo,puede ser
localmente decreciente,pero dicha oscilacidon no puede ser demasia
do grande como vemos en el lema siguiente:

Lema 1.3 Sea L un lenguaje,su indice inicial verifica:

Lo(n) g 2 (n + 1)
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Prueba Consideremos un autdémata pequefio para (n + 1)L.
Vamos a construir a partir de dicho autémata un autémata pa
ra nL.

En el autdémata para (n + 1)L hay dos tipos de caminos:

(1) Los caminos de longitud como maximo n,que no estan contenidos
en caminos de longitud (n + 1).Dichos caminos pasaran sin modifi
cacién al autdémata para nL.

(2) Los caminos contenidos en un camino de longitud n + 1.Supon

gamos dicha situacidn esquemetizada en la figura siguiente:

J T f
. ./7
N T

g \\ﬁ
i/' l\:
f 4

Dado que los caminos [@ 'Y @] ’ [@ +q, @] ’ [@ » Q5 @] y

[@?,q, ] son de longitud (m 4+ 1),q estd a la misma distancia

de® v © vde @ v O .

Vamos a desdoblar el esquema siguiente en dos esquemas donde los

I

—>eh e E—

caminos tienen como maximo lomngitud n:
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Dado que dicho proceso dobla como maximo el nimero de estados,he.
mos construido a partir del autdédmata para (n + 1)L un autdémata
para nlL con un namero de estados como maximo doble del preceden

te.Tenemos por lo tanto:

Rp(n) g2l (n + 1)

Ejemplo 1.2 Vamos a dar un lenguaje finito cuyo indice inicial

decrece.Sea X = {xl,xz,...xp} consideremos:

L = ¢ = }
{_w € X* |3q,r tales que w quq-l-l xq+r,q+r$p

El indice inicial de L es:

U'Lp(l) =2
(.LLp(n)= (p ~n)(n -2) +p+1; pgng 2
u.Lp(n) = p + 1 ;y B>p

Prueba Un autdémata pequefio para pL es evidentemente:

Xq b3 X Xg_ x_q‘x
>0 ® 2 ° 3 [ I ) pz.P OP LR o o)

o (O

Evidentemente U.Lp(p) =p+1

Un autdémata pequefio para (p - 1)L es:
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x x X Xp._
X1 a2 o3 g . P=3 JXP-2

b 4 X X X
.304. ______ _.P..2.P_1.

Donde todos los estados son iniciales y finales.Evidentemente:

uLp(p-l) = 2(p - 2) + 2

Para (p ~ 2)Lp un autémata pequefio es:

X X X_ X_3
x/o 2 ® 3 @ ———- .pq.. d oxP..Z
X X X Xp :\t:\\
'X2.3.4. ______ .P_S.PZ.P.
x x Xo_ /
x. "4 o5 @-—-———- o_P=2 o P11, Xp

)
®
B
®
3
)
[/}
T

.
o
o
]
N
0
QA
o
1
QA
g
N

b 4
N
\
i
®
x
>

[ ]
4
e~ """ T ==e

G
X
O
]
>
o

p-2
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Podemos expresar el indice inicial como:

Wy (P -t)=(t+1)(p-t=-1)4+2=1t(p-t-2)+p+1l

]
O

Damos explicitamente el cdlculo para p = 6 y p

6

n l 1 2 3 4 5 6 7 8 9
UL (n) 3 10 16 20 22 22 20 16 10

q

III.2.Ejemplos de calculo de indices iniciales,las familias Pollt

y Exp L .
En este parrafo damos numerosos ejemplos de cdlculo del indice
inicial para distintos lenguajes.Se tratan como ejemplos los
lenguajes mas usuales tanto algebraicos como no algebraicos.
El cadlculo del indice inicial consiste en dos partes.En una pri
mera parte se daran autdomatas econémicos para los segmentos ini
ciales.En esta parte la dificultad consiste en demostrar que ai
chos autdmatas reconocen efectivamente dichos lenguajes.En una

segunda parte analizaremos el néwmero minimo de estados que son
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precisos para procesar los segmentos iniciales.Es de este modo que
lograremos hallar autdématas peéueﬁos y calcular el indice inicial.
No existe método general para el cdlculo del indice inicial,basén
dose su busqueda en las propiedades combinatdéricas de cada lengua
je concreto.En los casos en que existen ideas intuitivas que condu
cen dicho cdlculo se ha procurado mostrarlas con el maximo de cla
ridad posible.

Tras ésto podemos definir la familia de los lenguajes de indice
inicial como maximo polinomial y la familia de los lenguajes de
indice inicial como minimo exponencial.

Para concluir esta seccidén clasificamos los lenguajes antes estu

diados dentro de estas dos familias.

Vamos en el siguiente ejemplo a mostrar con todo detalle como cal

cular el indice inicial de un lenguaje dado.

' n n
Ejemplo 2.1 Consideremos el lenguaje Sl= {a b I n> 0}
El cadlculo de su indice inicial consta de dos etapas.
(a) En una primera etapa damos un autdomata con pocos estados que

acepte nS con esto obtenemos un limite superior al indice inici

l?
al.

Notemos que para este lenguaje tememos (2n 4+ 1)S_= 2nSl,n > 0.

1
Consideremos el autdmata CZn.dado en la figura III.2.
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(nY= 8i n = impar entonces n sino n + 1
l-'-s1 ==

que podemos reescribir como lLS (n) £ 2 [%J + 1
1

(b) En esta segunda etapa vamos a obtemer un limite inferior al

indice inicial contando el némero minimo de estados que todo au
témata pequeiio para 2_nSl debe tener.

En este caso concreto esto es de una extrema sencillez. Dado que
2nSles un lenguaje finito todo autdémata pequefio que lo acepte no
debe tener bucles.Como dicho autémata debe aceptar la palabra

n n
a b necesita al menos 2n + 1 estados.Tenemos entonces que:
n
- + 1
""sl(n) > 2 |3]

Considerando conjuntamente (a) y (b) tenemos:

s (m) =2 [5]+1, =n3xo0

g
En general lo que nos interesarid del indice inicial sera su
comportamiento asyntdético,en este caso tenemos:
Lg (n) = © (n)
1
a

(c)Notemos que pueden existir varios automatas pequefios para un
mismo lenguaje.En la figura III.3 damos un automata pequefio no

determinista para 2nSl.
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(0,+) (1,+) (2,+) (3,+) (na, +) - n,+)
/__>___\ /_-*._\ /——-)-\ - - ﬁ‘\
° ° ® ® > -—e ®

1 a a a a
b b b b b
S — b _o\__z___/r-__é__.o b

Figura IIX.2

Dicho autémata esta descrito por C?.n= <{a,b} ,Q,qo,Q+, o>
donde:

El conjunto de estados es Q = {_(x,«l-) ( Osxsn}u {(y-,-)llsysn}
El estado inicial qo es (0,4)

Los estados finales son Q+ = {(0,+),(1,-)}

La funcién de transicién 5 es:

(x,+). a = (x ¢ 1,+), 0 x«gn
(x,+). b = (x,-), 0<xgn
(x,-). b= (x - 1,-), 0<xgnn

Por construccién las dnicas palabras procesadas son de la for
ma: w = apbp, pg o, P> q,en este caso tenemos:

(0,+). aPpP = (p - q, Si q = O entonces + sino ~-).

Evidentemente L( Q& n) = 2nSl v |1 Cln'l~= 2n + 1

Tenemos entonces que todo autdémata pequefio para 2nSl tiene al
menos 2n + 1 estados,en consecuencia:

\_LS (2n) = [.Ls (2n + 1) € 2n +1, n 20
1

Dicha ecuacidén puede escribirse:
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°

'l' [ a a Q \\/a
° b ° b ° b ._ _.® b °

(0,~-) (1,-) (2,—) (3,-) (na,-) (n,-)

Figura III.J3.

La definicidn formal de dicho autémata es:

@n = < {a,b} ,Q,Q_:Q“_va >

o= {(x,)] 0g xgn-1,8¢e{+,-}}u{(n,)}
a_= (0,4), o, = {(0,4,(0,)}

La funcidn de transicién O es:
(x,4). a = '[(x +1,4), (x +1,-) } 2 0L xgn -2
(n -1,4), a = (n,=)
(x,=). b= (x - 1,-), 1 xgn

PP

Las palabras a yP < n son procesadas anticipando de manera no

determinista la dltima a,i.e:

S p=1l.p

(0,4). aPb? = (1,4). aP 1P = (2,4). aP™%P -

b |

(p-1,+4).ab” =

= (p,-)b? = (p-1,-)6"" = (0,-)

(d) Queda la cuestidn de saber si hay algfin modo candnico de
obtener los autématas éln y CBn. En este caso la respuesta es
afirmativa,dichos autdmatas pueden obtemerse como interseccién
de autdématas a pila con autématas finitos.

Obtencidn de (L ' Sea el p.d.a. siguiente: Ml =<X,Z,0Q0,q,2,T>

El alfabeto de lectura es X = {a,b} yel de pila es Z = {z,a} ,
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el fondo de pila es z,el conjunto de estados Q = {;q,4r-}

el estado inicial q,y la funcién de transicidn: |

(q,2). a = (+,za)
(+,2). a = (+,aa)
(+,a). b = (=, E)
(=,a). b= (=, &)
Dicho autémata reconoce por fondo de pila Sl'
Consideremos el autémata R2n , la figura III.4 10 d4 para n = 3

0 a 1 a 2 a 3 b 4 b S b (3
> 0 B @ e ® > ® — @ e ®

Figura III.4

\/ M = ' M
eamos gque 1 n R2n Czn,notaremos ;os estados de 1 n R

2n
por [ (estado de M ,pila),estado de R, ] ,1a figura III.5 reali

za tal interseccibén para n = 3.

Veamos que en este caso tanto el autémata a pila como el autéma

ta finito que cuenta las distancias son deterministas.

[ta,z),0] a [t+5za),1] a [(+sza2),2] @ [(+520%),3)
° > ° > ° > °
! : b b
b b
— 0 < L < ®
[(-,2),6] [(->Za)55] [(->2a2):4]

Figura III.S.
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Obtencidn de CB n' Para este caso necesitaremos encontrar un

pda y un autdémata no deterministas.Sea M2 un autémata a pila

cuya funcidn de transicidn es:

(q,2). a = {(+,za),(-,za)}
(+,a). a = {(+,aa),(-,aa)}
(=,a). D= (=, € )

dicho autémata reconoce por fondo de pila S_.

1
Consideremos el autdémata Czn,que en el caso n = 3 estd dado
en la figura IIIX.é6

0 a 1 a 2 a b 4 b 5 b 6
+—> o >— 9 e @ > o - @ —> @ —D——re @ i
a

Figura III.6

En este caso tenemos M2 n C2n = @n,la figura III.7 1o df pd
ra n = 3.
—>e > [ > —0
a a a
b b : b
—eo < ® < L d < L
[(‘32’36] [( -3Z Q) 5] [(-:202’34] [(-)203’:3]

Figura III.7
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(e) Considerando conjuntamente autématas Cl y C3 podemos ob
tener otros tipos de autdématas,por ejemplo el autémata esquema

tizado en la figura III, 8,

. :

o—;— o—>—— 0—>—- 0-—>—o-e—-o—---o—>—-o—>—o—9—0 ——>—-0
a
\b \\b
~
o—<-—0—<—-0 —-é-—o-—-(——'—-—— o—be-.—e—o-—e—o—e-

Figura III.S8,.
]

Ejemplo 2.2 Sea el lenguaje S> = {anbp | n >p } ,considere
rd

mos el siguiente autémata,figura IXI.9, :

Figura XII.9.

evidentemente |..LS (n) =0 (n)
2

Ejemplo 2.3 Sea el lenguaje Sé = ('anbp | n g p} ,consideremos
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’f
!
.
\
oA
1
}}
%
t

Figura III.10.
evidentemente |J.S(n) = 6(n)
<
~

Ejemplo 2.4 Consideremos ahora el lenguaje L = {_anbncnl n ;O}

(a) Vamos a dar un limite inferior al indice inicial.
Notemos que 3nL = (3mn 4+ 1)L = (3n 4+ 2)L.ConSdideremos el autdmata

a ,»P2ra n = 18 dado en la figura siguiente.

e (6,0,0)

A

e (500) e (61,0)

A

o (4;0:0) o ‘5,1’0) [ ] (6,2,0)

LN\

® (3,0,0) ¢ (4,1,0) ©1(5,2,0) ¢ (653,0)

NN

e (2,0,0) ® (3,1,0) @ (4,2,0) @ (5,3,0) @ (6,450)

AN LN NN

o (",0,0) L (2,130) ® ‘3’2:0) ® (4,3’0) o (574,0’ { (6)530)

a
ol N \\ \\ \\
°
(0,0,0) c (1,%,1) (2,2,2) (3,3,3) (4.454) (52 5,5) (6,56, 6)
® —<—0 < ) < ® ® < ® < )

lf

Figura III,11.
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Dicho autémata puede ser deserito por an =<{a,b,c } ,Q,q_,q+’6>

Q = {(x,y,O)IO €£x 0K Y g né-l} U {(x,x,x)lls x sn}u{f}
qQ_ = (0,0,0) , , = £ |

La funcién de transicibén O esti dada por:

(x,0,0). a = (x + 1,0,0) ; 0 xgn -1

(x,0,0). © = (x,1,0) ; l£xgn

(x,y,0). b = (x,y + 1,0) ; Ogygx~-2

(x,x - 1,0). ¢ = (x,x,x) : lgxgn

(x,x,x). ¢ = (x - 1,x - 1,x = 1) ; 2 xgn
(L,1,1). ¢ = ¢

EvidentementeiL(CLn) = 3nl

Notemos que||anll= (L +42 4+ ..00410) 41 = e(nz)

Tenemos entonces que p.L(n) = O(n2)

(b) Vamos a encoantrar un 11mité inferior al indice inicial.

Para ello vamos a hallar un limite inferior al ndmero de estados
de cualquier autdémata pequefio reconociendo 3nL.

Notemos que dichos autématas som coaccesibles( a partir de cual
quier estado podemos llegar a un estado final).

Sea nd = < {a,b,c } ,Q,Q_,Q+,5 > un autédmata pequefio para nL.

Sean ql’q2 é Q_, l1xgn , 0Ky 9 2 £ X vamos a demostrar

que 5(q1,ax by) # (3°(q2,axb3) siempre que y # z.Razonando

x 3
por el absurdo supondremos que 5(q1,axby) = 5(‘12’3 b ) = g
Dado que q es coaccesible la situacidn’ puede esquematizarse en

la figura III.12.
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—>oe
q a* b’ ‘
bucv
g e
a* b
—p O
9,

Figura III.12
tenemos que x = y + u =2z 4 u =.v°entonces y = z,tenemos pues
una contradiccidn.Consideremos para cada 1 £ x £ n el conjunto
E_= {5(q,axby)-l qeQ_, 0<ygx } ,entonces |lExl| = x + 1.

Ademas dichos conjuntos son disjuntos Ex n Ex' =@ six # x!

’ n
Prueba evidente.Entonces || n || € ¥ ||Ex'|| = e(n2)
X=1

Tenemos entonces que [J.L(n) = e(n2).

Ejemplo 2.5 Lenguaje de Goldstine A ] ,definido por
i i i
GOLD = {a:"'b a2b....., a pblp <1; 335:1€ 35 gp,ij # j}

Podemos dar una definicidn alternativa dée dicho lenguaje a par
tir de los factores izquierdos de una palabra infinita.
La palabra infinita de Goldstine g: N_'_-—-e {a,b} estd definida

por:
g(-% n(n +3)) =0 , n=>21

g(-%-n(n 43)+4m=2a, n21l, 1 gmgn +1
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Notaremos g(n) = g, ye&g-= g1g2....gn....0bservemos que:?
2

g = ab a b asb....anb an+1boonon

+
Tenemos que GOLD = (a"l b) \ FG(g)
Definamos el factor izquierdo n por fn = ab agb...anb,tenemos

le |, ==, |e_| =-% a(n + 3)

(a) A partir de las consideraciones precedentes vamos a definir

un autémata econdmico para GOLD.Remarquemos que:

%—n(n + 3)GOLD =-% n (n + 3)(a'*b)+'\\FG(ab azb....anb)

Sea 4 0 < {a,b} ,Q,q_,q+,6> definido por:

Q= {_(x,-l-) I Osxs-;;n(n'-l- 3)} V] {(x,-) lO‘sx'\(%n(n.Jz 3)-1}

a_= (0,4) , q, = (F1n (2 +3), 4

La funcidn de transicidén estd definida por:

Fl(x_-l-l.:,-l-) , B = O\<x<-;ln(n43)

g1l °*
. 1
(x;,4)eu =< (x +1,=-) , u=at 841 * 0O S x<5n(n +3) -2
. 1 .
% {_ (x + 1,-),q+ } ,u = b # gx-l-l ,O\<x<-2—n(n-l-5)- 1
1
(x,-) . a= (x4+41,-) , 0 x <-5-n(n +3) -2
) 1
(x,-) « b= { (x + 1,-),q4.} y 0 x<Fn(n+3) -1

La figura III.13 d4 una muestra de CZn, n =5,

- 1
Vamos a demostrar que éz‘n reconoce-z-n(n + 3) GOLD,

Para ello veamos que el lenguaje Goldstine puede escribirse

como: i i
e : *®
GOLD = { ab a%b a°b...a ‘b a b (a¥* b) 3 441,021 }
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Notemos que (a,b)* = b 4(a 4+ b) ¥p.a1 bloque alj b le llamare
mos “"mala transicién".E1l autdmata a.n fabrica a partir del fac
for izquierdo fn = ab a2b....anb todas las malas transiciones

posibles manteniendo las condiciones de longitud.Dicho proceso

puede esquematizarse en la figura III.1l4:

leer aj; .
pasar as, ( a + b) b
(Caso: al con j5i + 1)

. .. i .
ab a?b a! b athivn /4 " b
————@ e = ° —e ® - —_—
leer b, «
pasar at ( € +(a + b) )b
Caso: alj con j <i 4+ 1)
Figura III.14.
Evidentemente || || = © (n®) con 1o que (n) = O (n)
n % coLp

1
(b) Dado que todo autémata pequefio para E-n(n 4+ 3)GOLD debe re

n-lb an-l 2

‘ - 1
conocer la palabra ab a2b...a b~ de 1ongitud-§ n(n + 3)

2
dicho autémata contiene al menos n estados con 1o que

lJ'GOLD(n) = Q(n).Por lo que U‘GOLD(n) = O (n).
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Ejemplo 2.6 Vamos a calcular el indice inicial del lenguaje

simétrico de dos letras 82 = SYM_ = < S—>»aS3a + bSh + €E>

2

(a) Limite superior.Bvidentemente 2n SYM2 = (2n + 1)SYM2.

Sea an = < {a,b,a,'ﬁ } ,Q,q_,Q+,§> el autdédmata definido.

por:

0 = {' (w,s) lw € (n - 1) {a,b}#,s e{-l-,-}} v {(w,-l-)lwe {a,b}n}

e =(e,n , o={ce,n,e,)

La funcidn de transicién O estd definida por:
(W,4) . u = (wu,4) ,uwe{ab} , Ivign-1

(Wu,+)d (w,=) , u e{a,b} , 4 copia barrada de u
(w)-)

La figura III.15 muestra 6 an.

(wu,=)u

Veamos un cflculo vdlido en n CZIfSea m = uluz...upup...uzul?

p < n,tenemos:

(€ ,4)em = (EZ,*).uluz...upup..u2ul = (u1,+).u2u3...upup..u2u1 =
= (u1u2,+).u3...upup...u2u1 = (uluz..up,4).up..u2u1 =
= (u1u2...up_1 ,-).up_l..uzu1 = (uzul,—).u2u1 = (ul,-).u1 = (g,=)

Se verifica que ({ o reconoce 2n SYM,.

Vamos a estimar el nimero de estados de CZ n.Sabemos que en

[a,E,b,l—) } hay oP palabras distintas de longitud p,es decir
| {a,8,6,5 }"|| = 2P.



Figura III.15.




Figura III.15. bis

Entonces:

n-1
o =2 5 |[{a&65}?+] {a,5,0,5 } 7
p=0
n-1 )
=2 ¥ 22 :2% = @ (2M.
p=0

3

El indice inicial satisface W sym (n) £ Q(27)
9

(b) Limite inferior.Sea h un factor izquierdo de SYMz,h se facto

uluz"upup+l°'urur"“p+l = fgg,

riza de modo Gnico en h

£f = u_u ...np, g = up+l"'nr’ g = ur"“p#l «Vamos a llamar a 1la
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palabra £ el peso de h y 1la notaremos por p(h).
Si consideramos el conjunto 2nSYM2 vemos que su conjunto de pe

¥*
sos es n { a,b} .Sea 2n g;nb un autémata pequefio para 2nSYM_,dada

2’
su coaccesibilidad tenemos que a todo estado corresponde un dnico

peso,podemos entonces hablar del peso de un estado dado.

n=Ifl - n=1£| =
a

Consideremos los pares de palabras £,fa f,esquemati

zZado en:

¢ on-lflan-ll’l

>0 ) ® o -
q q’

los estados q ¥y q° son distintos dada la falta de bucles y tie
nen el mismo peso.Tenemos entonces que . a todo peso de longitud

menor que n corresponden al menos dos estados.

En consecuencia: : n~-1
. ‘
2n s;mb > 2 H(n ~ 1){.a{b} I *]]{a,b}nll =2 Y 2P 4 2%
p=0

y el autémata dado anteriormente es pequeiio.

3

Considerando (a) y (b) conjuntamente tenemos [.LSYM(p) = 6(2 )
2.

(c) Tampoco en este caso existe un dnico autdmata pequefio que

acepta 2n SYM2 .Consideremos el autédmata no determinista:

a3n =<:{ﬁob)a)g} )Q)Q_’Q+)6:>
Q = { (w,s) | W e (n-=1) {_a,b}*,s e{-l-,-}} {(w,-—) Iwe{_a,b}n}
Q_ ~ (€ ,+) ’ Q+ = {_( £ ,+) , (£ )')}

La funcién de transicidn estd dada por:
(Ww,4)eu = {(wu,+) , (wWu,-=) } y IWign = 2
(w,+).u = (wu,-) , lwy = n - 1

(Wu")‘u = (w")
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La figura III1.16 muestra 6 03n'
En este autémata hay que anticipar de manera no determinista la

dltima letra no barrada y realizar la transicifn de 4 a -.

Consideremos,a modo de ejemplo,f = u1u2"'u§-1upﬁpﬁp-l"" ﬁzﬁl.
( € '*)'“1“2“‘“9-1“pﬁpap-1"ﬁzﬁl = (ul,+).u2...up_lup5p..5251=
= (uluz...up_l,+).upﬁp...ﬁzﬁl= (ulu2..up_lup,-)ﬁp...ﬁzﬁl =

= (uluz...up_l,-)ﬁp_l...ﬁ2ﬁl = (“2“1""5231 = (& ,=)

Evidentemente ”CZ n" ="031J|

Comentario. Las construcciones precedentes. admiten una genera

lizacidén evidente para SYMp , D € N.Si p > 1 obtenemos sin di

ficultad que: n

bggy () = O (%)
P

En el caso p = 1 tenemos que SYMl = S1 y los autdématas de las

figuras I1I1.15,16 coinciden con aquellos de las figuras III.2,3.



Figura III.16.
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Ejemplo 2.7 Consideremos el caso PAI.2 = {_wfc’l W e{_a,b}*,w pa

lindrome de w } .

-f
Si w = uluz...un entonces W = un"'#2u1'

(a) Sea el morfismo P :<{a—>a,b—>b,#—>a,b—>b> ,entonces
P(SYM,) = PAL .Sea o, el autémata dado en SYM_, tenemos

2 2’

que P ( an) reconoce 2n PAL2 v o an)” =||Qn|| ,
n-~l1

en consecuencia u’SYM (n) € 2% of 4 9" - @(2n).

2

p=0.

(b) Queremos demostrar que ) (Cl,n) es un autémata pequefio

s

para 2n PAL2.Sea Q el conjunto de estados de un autémata Pe

queiio,consideremos los conjuntos:

o, ={a% laco, mw =2}, ogign

Qn-l-j

1€ j n.
.Demostremos que Qin Qj = @ si i # j.Para ello vamos a basar
nos en la coaccesibilidad de todo autdmata pequefio.

Si Qi N Qj # © tenemos la coafiguracidn :

\2f = i
° oy |
T “q . |w2| = 3
a|W2|-n ol\"’al—l’\ ;
L o .naha-\zw .'-—'l- i> j

/ﬁ

2

T

= {q.nlu2...ur...unun...ur ,qu-,uie{a,b} ,l-si.sn } y
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|w2| -n  |W,|-n
la palabra wla a w2 es demasiado larga para per
tenecer a 2n PAL2.

.Tenemos también que para todo i,j tenemos QN Q.. " o

— p)
Si no son disjuntos tomando \wl\ =iy \w2| = n 4+ j con
- W_ = u,u_...u...4 U8 ...u, en la construccidn precedente 1lle
2 12 3 nn 3 -

gamos a una contradiccidn.

ten 2t palabras de longitud i debemos tener un estado al que
forzosamente llegan dos palabras de longitud i distintas.

. La situacién es esquematizada en 1la figura siguiente.

|
%

Tenemos que f2g§f1 no pertenece al lenguaije.

n-j SB=7
‘ .Demostremos que ||Qn+j || > 2 7. Supongamos l|Qn+j||<2 )
en este caso existen W, = 1 +.,1, U .o U ..U _,
1 n =13 nn
w2 = vn...vj_lvj...vnvn...vj con un"'uj-l # vn"'vj-l’

entonces:

. la palabra w,g no pertenece al lenguaje.

.Demostremos que || Q }} 22", Supongamos 1 Qi ||<2%,dado que exis
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.En consecuencia ||Q H = Z ||Qi|| + z ||Qn+"|=
0gign 1¢jgn J
= 2 L aP 4 " y el autémata dado precedentemente es pe
O€ign-1
queiio.

(c) Si consideramos los automatas P ( an) o Y @n) vemos
que son no deterministas.Dado el cardcter no determinista del

autémata a pila que reconoce PAL_,de manera intuitiva,el au

2!

témata determinista que recomnoce 2nPAL2 debe ser "complicado".

Las figuras III.17,18 muestran dichos autdédmatas para 6 PAL2
8 PAL .
y 2
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Ejemplo 2.8 Vamos a calcular el indice inicial del lenguaje

COPY2 = { Wi |vwe{a,b}* , W es una copia barrada de w }

(a) Inspirédndonos en el autédmata dado para 2n SYMz,kconstruim
mos el autédmata Bn = <{a,§,b,'5 } ,Q,q_,Q+,6>para 2n COPY2
dado por:

Q = {_(w,s) | we(n - 1) {_a,b)‘ ,8 e{_-l-,-}}u {'(w,-l-)[ we{a,b} n}
o =(e,m , o-={ce,n,0e,n}

La funcidn de transicién  estd definida por:

(w,"')-u = (W“,“’.) ’ ué{a,b} » |W|$n -1
(uw,+).T = (W,=-) 4. u e{a,b} , U copia barrada de u
(uwp")'ﬁ = (w,=) '

La figura III.19 muestra 6 Lpn.

n-1
Tenemos que [|Q|l =2 ¥ 2P 42" = ©(2")
p=0

(b) Para demostrar que el autémata dado es pequeiio,debemos mo.
dificar ligeramente la demostracién dada en SYM2.

En este caso los factores izquierdos de COPYg,h son de la forma:

h = e e s 0 .--.tc- = I = s 00
plgeeet O qeeeu By0,000u, = gfg con g = ujuye.uy,

f = up+l...ur,g = ulug...up.

En este caso definimos el peso por: p(h) = up+1"'ur = £

#
En el conjunto 2n COPY_ pueden aparecer n {a,b} pesos distin

2
tos.
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Figura III.19,
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n-|£| an-|f|
b}

Considerando los pares de palabras f, a £
™

£ ¢ (n - 1) {a,b} tenemos que a todo peso de longitud menor

que n corresponden dos pesos distintos.En consecuencia el au

tomata fn es pequefio. Tenemos U'COPY2(n) = O (27).

(e) También para este caso tenemos una versidn no determinista
de autdmata pequefios Qn = <{a,2,b,l-)} ,Q,q_,Q+,6>

L 4
Q= { (w,s) | we(n - 1){a,b},se{+,-}} {_(w,-) | w e{_a,b }n}
ae_=(e,d ,o ={ce,n,e,a}

La funcién de transicidn estd dada por:

(w,4).u = {(wu,4),(wu,=)} , |¥Wign - 2
(w,+).u = (Wwu,=-) , I|Iwl=1n =1
(uw,=).u = (w,~-)

La figura IIZ.20 muestra 6 SDn.
(d) De modo andlogo podemos considerar COPYp,p > 1, en este
caso U’COPYP(n) =O0(p ")

N JOPY, = SYM_ = S_.
otemos que C 1 1 1
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Figura III.20.




159

&
Ejemplo 2.9 Sea el lenguaje SQR2 ={ww| w e{a,b} } y con

siderando SYMQ,PAL y COPY2 es evidente que

2

3
§ (n) = W (n) = O( 27)
SQR, PAL, |

Ejemplo 2.10 Vamos a calcular el indice inicial del lenguaje
. ¥ .
de Dyck de una letra,notado D1 . Dicho. lenguaje puede caracte

rizarse de miltiples maneras [ 6 ] ,por ejemplo:

(1) D£'=<S-9aSES + £E>

RN J
(2) Como la clase de £ en la congruencia 9 en {a,a} defini

da por O =<aa = $>, es decir D]‘_‘t [ € ] o)

—‘ a - —
(3) Sia m e {a,o} definimos ||m}]| Imla - |m|a . Tenemos
que D]'_ ={me{a,6} | IImIl = O y para todo m’< m , IIm'lI?O}

La dltima definicién admite,para toda palabra de Dyck una repre

sentacidn grifica en términos de linea quebrada,por ejemplo:

_—> —t

a a a a 4 a da a a a
(a) Vamos a mostrar como se puede hallar de manera intuitiva

un autdédmata para nDi * .Trataremos en principio el caso n = 6.
Para ello comenzaremos por dibujar todas las palabras de lon

gitud hasta 6.




Longitud 2: ' .//,\2\,

Longitud 4:

/\/\/\ |
. Ya & : 5 a al /\
N A
NS N\ N\ ‘

Ao @ o a a a}jha o a @ o daflpra a a ad a

Longitud 6:

o]}
4o

Verificamos que superponiendo todos estos dibujos obtenemos,
figura III.21 un autémata que reconoce 6 D;

(<)

oA N
AW
‘8/ \“/ \\‘5/ \\(e)

Figura III.21

* .
A toda palabra m ¢ {a,b} vamos a asociar su irreductible se

gin la congruencia e =<Laa =£E> , e(m).Dicho irreductible



lel

se obtiene reescribiendo todo factor aa de m en E .Cuando

f es un factor izquierdo O (f) es de forma a*.En 1la figura
I1X.21 hemos escrito entre paréntesis los irreductibles asocia
dos a cada factor izquierdo.Vemos que a&a todo estado corresponde
un solo irreductible,demostraremos que esto es general en (c).
(b) Vamos ahora a generalizar el resultado anterior.Dado que

p**

*

(2n + 1)D;*== 2nD;* ,trataremos solamente el caso 2n

Consideremos el autbémata LZII;=<:{a,5} ,Q,q_,Q+,5 > ,dado
en la figura III.22 donde:

Q = ‘{(x,2p + x) | O xgn , 0Cpgn - x }

a_= (0,00 , o ={(0,2) '0O<pgn}

La funcién de transicibn estd dada por:

(x + 1,y + 1) 2n > y + x
x 21

(x,¥).a
(x,y).3 ; (x = 1,y + 1)

Vamos a demostrar que I,(Cz,n) = 2n Di >,

La funcidn de transicidn de dicho autdémata estd definida sola

mente para los factores izquierdos f de Di * tales que:s
I€] + |B(f)] £ n , entonces:
(0,0).£ = ( [O(£) |, If} )
Tenemos en consecuencia L CZ:R = 2n D;*
Vamos a contar ||[Q|| .Para cada x<n tenemos n + 1 - x estados
n 2
distintos con lo que ||QH = Z (n 41 - x) = B (n°).
x=0

(c) Vamos a demostrar que el autdémata definido anteriormente
es pequefio.Tenemos que a todo estado corresponde solo un irré

ductible.Si no se produce la contradiccidn dada en el siguien
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te esquema:

—_— o
q w -z B0

/1':
—_—

tenemos w_w,_ € D!

1¥s 1 * efectivamente O(w W)= e(e(wl) B (w:))

e(ae(wl) Ee(wl) )= € ,w2w3_=_9(w2w3) g_e(ae(w2) 'é.e(wll))¢e

p,O.s p £ n ,exis

Tenemos ademds que para cada irreductible a
ten n + 1 - p estados distintos.Para demostrarlo basta conside
rar el conjunto de palabras de longitud méxima.

= n-p P
Ml—{_a (ad) | Ospgn}

Sea Q el conjunto de los estados de cualquier autémata peque

fio los estados
E- {_ (aa)lOSusn-p}

deben ser todos 4isgintos,sino existiria un bucle,y tienen to

P

dos el mismo irréduétible a” ., Tenemos ||E Il =n -p + 1.

Como Ep y Eq corresponden a irreductibles dlstlntos Epn Bq =9

n
sip# qyen consgbuencia r HEN = Z (n -p +1) =
2
= E)(n ). n
Entonces: L. .(n) <Y (n-p+1) = e(nz).
- 50



‘ , < [4 4 [ 4
(uz “oilz-uzCoNtp-uz‘o) (9-uzo) (8-uz0) g3 III ®Bandig (80) 19°0) (¥°0) (2°0)

’
N /
\ /

{e+x¢p-X) { b+xCL-x)

/ N

(x-uz¢x) (p4%€x) (2+%°%) (x%x)
\
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(d) E1 autdémata dado en la figura III.22 puede obtenerse como

interseccidn

(q,2z).8
(q,a).a

(q,a).&

que reconoce

te

del pda que reconoce D]’_’lt esquematizado en:
= (q,za)
-2
= (q,a)
= (q, €E)

Di * por fondo de pila y del autémata finito siguien

f

1 2 3 4 2n-2 2n-1 2n
> @ e @ e @ e @~ = = =~ *—>——g—>— 0
a 0,6 .I. d,a O,a J- l O;a a,& .L

Realizamos el cdlculo para n = 3,figura III,23.

(qJZO),

[(q,zu )y 3 ]

N\

[(q,zoa),z] [(q,zuz), 4]

/\ N

[ta,zq),3] [(q,zar 5]
NN N
[(q’z.)’of]{ [(q_,z),zl [(q.aZ)'p"'] [(q.:z’:6]

1

I | ]

Figura III. 23.
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Ejemplo 2.11 Vamos a calcular el indice inicial de los factores

s @
1

a").

izquierdos de D 1

,que notaremos FG(D
Es fdcil demostrar [23] que:s

s B - PR .
FG(Dl ) (a,aDl a)

De manera intuitiva la demostracidén se basa en que todo factor

izquierdo puede factorizarse de manera dnica en,figura III.24.

]
S
. |
D°" & |
d; € &) L I
7 | | '
xi / I | |
» -/
a € a p [ : |
! | : 0
/ | 1 l
| '
{ .| ! ! |
| 1 |
] : l | |
\ ! \ ' !
! |
| | ' : ! |
! | |
! L | | ' |
1
] ' ! —
X1 X ' ' x“

Figura III.24

Vamos a dar seguidamente el cdlculo de un autémata pequefio pa
ra 6FG(D£ A ) .Para ello vamos a representar todos los factores
izquierdos posibles de longitud 6.

(1) Factor izquierdo sim ninguna ocurrencia de d:
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) ° ) ° ® ) ®
%6
‘ . o .
(2) Con un solo d-3
/\
0/, \3
4/ \\ (as -3)

L ® ) o © ,J/ \\———c .———o——-d/ \\
(a2 3%)a? a(a’ a2)a aZ(a? 32)
® o

(e @t at(a a)

(3) Con dos d:

AN A LA A

(a )2 a ((a T)a)2 (a T)aa(a 7)
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ANVAYS

a(a 5)2 a (a(a é'))2 a“(a &)

AVAN A\

(4) Con 3 d:

JAVAVAY

Todas estas figuras se pueden superponer en el autémata,figu

ra III.25

¢ Figura III. 25.
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En dicha figura se ha dado a los estados que pueden superpo.
nerse el mismo nimero.Tras realizar dicha superposicidm obte

nemos el autdmata,figura III.26.

.(a)

(a?) / \\ (a2 a4)

Figura III.26

El autémata asi obtenido puede generalizarse para cualqguier

2n,obtenemos entonces la figura III.27,.

Figura III.27
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Vemos en la figura III.26 que, a cada estado,podemos asociar més

de un solo irreductible,con lo que el método desarrollado pa

*

1 * ,debe ser

ra demostrar la pequefiez del autémata dado para D
modificado.

Para demostrar que todo autémata pequefio tiene al menos tantos
estados como los de la figura III.27 vamos a considerar el
siguiente conjunto de palabras de longitud mixima 2n.

_ =\D=p P P
Mz_{.(aa) aa|0<psn}

Sea Q el conjunto de estados iniciales de cualquier autémata
pequefio.Estudiemos el cardinal del conjunto de estados.
-\ D= x
E2=Q_.(.(aa) P a | 0<psn,0$xsp}

Vamos a mostrar |[|E|| = (p +1) = e(nz) . Caso de no ser

n™Mp

p=0
asi existe el esquema:
' o—+
—_— fo\
Qg
Inyo
el
N
\0°

«—+

tenemos las igualdades u + q + v=q , Vv +p ~u= p,es de
cir u = v.Supongamos p > q,consideremos la palabra:

m= (a z)t-d a'aP™ 3P , Iml.= l(a a)? 4 af? aP | = an - 2q 4

4 2p > 2n ,llegamos pues a una contradiccidn.Tenemos entonces
que cada palabra (a E)n-p a¥ 0L pgn ,0Lxgp déd lugar

a un estado distinto,con lo que demostramos que el autdmata

de la figura III.27 es pequefio.

Notemos la semejanza entre los conjuntos:
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{ap (a a)n-p Epl oL pgnn }

{(a a)n P P 3P| O'S p< n }

M
1

M
2

empleados en calcular el indice inicial de Di" y‘de.FG(Di' )y

]

respectivamente.

Ejemplo 2.12 Vamos a estudiar el lenguaje:
* - -
‘ o] = = ) S +
{w {a,8} ' i =lwl 5 }= <8»aS3a Gsas + &>

Un autémata pequefio para dicho lenguaje viene dado en la figu

ra III.28. e
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En este caso los estados pueden codificarse por:
(x,2p + x,8) , 0 xgn ,0€psSn-x, se{+,-}
Evidentemente U-Dl* (n) = G(nz)

' .
Edemplo 2.13 Vamos a estudiar L=={vwe{a,b} |2|w|a = Slwlb}

Un autémata pequefio para dicho lenguaje estd indicado en la

figura III.29.

/ ~°
\ /7 \\
/
\ / \ ,l \\
/ \ , X
\ /7 N
N
,' \ / N\ I, \\
.\ o
/7
.\ /’ \ rd \ /
N ’I \ // \\ ,l
\\ 4 N / N ’
~ L7 N2 N s
\ Py o
“ N .
\ / N\ /s
AN / \ 7
N\ / N
\ /, \ s
rd
N7 No. Figura III.29.
[ ] ,. v
\
N Jid
N /
A ’
N v
A Vg
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Tenemos |.1.L(n) = e(ng)

Ejemplo 2.14 Vamos a calcular el indice inicial del lengua

" je de Dyck de 2 letras:
D’ % -<S—=>0585 +bsbs +E>

2
Dicho lenguaje puede caracterizarse como la clase de la pala
bra vacia en la congruencia O=<ad = bbz £ es decir
e & _
D2 - [5169

. -
(a) Trataremos el caso 2nD; .Consideremos el autémata a
2 n’

descrito para n = 3 en la figura III.30,dado por:

d = < {a,b,E,E } 9Q;Q_’Q_'.95 >

n

Q = {_(w,2p+|w|)| we‘.n(.a,b}* ,Ospsn-lm}
q_= (€, &) , Q+={(6,2p)|0<psn}
(w,y).u = (wu,y + 1) , 2n>lwl + ¥ ,ue{_a,b}
(wu,y).@ = (w,y +1) , uefa,b}

R

Cuando f es un factor izquierdo de D tenemos que su irre

2

.

ductible @G (f) pertenece a : {a,b} .La funcidn de transicidn
O estd definida solamente cuando f es un factor izquierdo

de D;* tal que [£]1 + 1O(£)l € n ,en este caso ( € ,0).f =

= ( @(f), |El ).Como consecuencia tenemos L ( a_n) = 2D;‘l

Vamos a contar ||Ql| .Llamamos Qx el conjunto?

Q= {_(w,y) e Q | le=x} , 0SS xgnn
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174

Evidentemente |{Q |} = (n + 1 - x)2x , con lo que :
n X n
x n
HQtr = Y ||Qx||= Y (n4+1-x)2"= ©(2)
x=0 x=0

(b) Vamos a demostrar que el autdémata que acabamos de definir

es pequefio. Tenemos,como precedentemente,que a cada estado co

rresponde un irreductible.Para un 0 x £ n dado,considerando

las palabras:

n-p -
p

podemos asociar a cada irreductible uiu2...ux,(n 41 - x) esta

dos distintos.Cualquier autémata pequefio para 2nDé“ tiene,al
. n

[

menos Z (n + 1 = x)2x estados distintos.
x=0
Podemos concluir pues que: y8 D,,.(n) = 9(25)
P
(c) Si consideramos el lenguaje Dl;* =S ~> L a. SEiS +E>
i=1
para P > 1 tenemos qué: n

Lo.ela) = B (p°)
P

(d) Vamos a presentar otro método de cdlculo del indice ini

cial basado en el autdémata minimal infinito que reconoce D;* .

Dicho autdmata tiene un niimero infinito de estados:
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Q = {_(w) | we {a,b}. }

siendo ( £ ) el dnico estado a la vez inicial y final.
La funcifn de transicidén viene dada por:

(W) .u = (wu) , u 3 (a,b}

(wu).T = (w) , u € {a,b}
La figura III.31 muestra el principio de un tal autémata.
En cada estado se han marcado las longitudes de los caminos que
a ellos puéden'llegar ¥y que pueden completarse en una palabra
de longitud menor o igual a 8.Vemos entonces los distintos irre
ductibles y el nimero de veces que pueden aparecer en el proceso
de SDQ * .Vemos que para procesar una palabra de loagitud 8 de
bemos recorrer 4 circulos partiendo del estado inici?ljy llegan
do al estado inicial del modo que sea.La relacidn énfre la lon
gitud n de la palabra y el ndimero de circulos ¢ recdrridos es

evidentemente n = 2c¢.

dado por el niimero de estados,con sus respectivos,desﬂdﬂlamientos

El ndmero de estados de un autédmata pequefio para 2c¢cD

kN

que pueden aparecer en el autdmata minimal.

En este caso dicho nimero es evidentemente:

c+l c
¥ x gStl-x ¥ (¢ 41 -2)2°
x=1 > =0 |
Dado que 5  x 2P™* = O(2P) recuperamos el resultado dado
x=1 “he |

precedentemente.
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Ejemplo 2.15 Vamos a calcular el indice inicial de los factores

izquierdos de Dé* ,que notaremos FG(D;* ).
Bxiste también en este caso una factorizacién anfloga a la dada
. :
Dl
para D/ " 3

%*
.-
23

FG(D] *) = {a,b,aD; *3,bD
Sin embargo, a fin de hallar un autdédmata pequefio para FG(D;’*),
vamos a dar una propiedad de las palabras de Dyck que las rela
ciona con sus factores izquierdos,trataremos solo el caso par:?
Sea m un factor izquierdo de longitud par,existe una palabra
de Dyck de la misma longitud,que factorizada en palabras prime

1

ras?

4

2

d=uddudi..udi , uie{_a,b},die D

satisface!

m ed [ u. é_{_ui,a,b}]

Bsqueméticamente:

El autémata de la figura III.32 muestra un autémata para
GFG(D; *).Este autémata es la generalizacién del autdmata dado
para 6FG(D£* ).La generalizacidén de este autémata no presenta

ninguna dificultad.
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Para demostrar que dicho autdémata es pequefio,vamos a considerar
el conjunto:

= A e a0 == .
My = {(a 3) Uty cee gl e Tyl (ui c {aﬁb} E ngpéjl}
Utilizando este conjunto como en FG(E&_*) podemos llegar a se-
parar todos los estados del autdmata precedente.

n

p ——

En consecuencia : WL . (! *) (n) = ¢ 2% = o (22)
2 u=0

Ejemplo 2;16 Vamos a estudiar el iﬁdice inicial del lenguaje de

Dyck completo de dos letras.

*—

D,

< S—» asdS + bSBS + 3sas + Dshs + &> =

[ CT'<35_-.=—535 bb=bb=£>
*
Dado que los factores izquierdos de D

:‘ ' * __ -
;l.c'upren todo X ={a,a,b:b}
los irreductibles de los factores izqu@éfdos vienen descritos por
el conjunto:
= x* * (o == Ty M
Irre = X'\X (a8 + bb + 8a + bb)X"

Un autdmata pequeno para Dé* estd dado por:

Q n =<{_a' 5,b,1—3,},Q,q_,Q+, ->
con: . g
Q = {(W,2p + Iwi) iw-€ Irre , 0OS pgn -|w|}
g_=(€.,0 o ={(€,2p) |og p<n}

Sea p la relacién definida por: (a,3).(3.a), (b,b), (b,b) entonces: .

(wx,u).y = 81 (x,v)€p entonces (w,u + 1)

sino (wxy,u + 1)
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La figura III.33.a.,muestra dicho autémata para n = 2.
Vamos a contar el ntmero de estados utilizando el autdémata mini-
mal de'Dz* ;procedemos de modo andlogo al empleado en Dé*

proceso se halla esquematizado en la figura III.33.b.,en la que

,dicho

tratamos, también, las palabras de longitud menor o igual a 8.
La relacidn entre ¢ y n,viene dada,como anteriormente,por ¢ = n.

Por inspeccién de la figura III.33.b. llegamos a:

n
c —
L p (2n) = 4( y x3°%)+1 = O (3% )
2 x=1
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Figura III.33.a.
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Edjemplo 2.17 Vamos a estudiar el comportamiento de FIFO [11]

Dicho lenguaje viene definido como la clase de & en la con

gruencia ©¢¢ definida para palabras en { a,b,a b} por:

ol _ = =
W, = w2<=->wl=axay ow bxby,wz-xy,xe{ab}

(a) Un autémata pequefio para dicho lenguaje viene dado por:

a..n -= < {a’boavs } .Q,Q_.Q_,_ns >

{20 + 1w1 )| wen {a,0}*, 0g pgn-1wl)
a_=(€,0 , o ={ (€, | 0S pgn}

(Ww,y).u = (wu,y +1) , 2a>|wl+y , uef{a,b}
(uw,y).@ = (w,y + 1) , ue{a,b}

En la figura III.34: dai‘nqs an para n = 3.

Los mismos razonamientos dados en D] * permiten decir que

2
L(@ ) = 2n FIFO,. .

Evidentemente || Q I:l};f ) (n +1 - x)2%=" e(2n)

y:t‘:jX’O
(b) Demostremos que él autémata dado anteriormente es pequeflo.
Sabemos que todo 1rreh

estd en {'a,b}’.No\i‘

1‘q:tlble de un factor izquierdo de FIFO

2
nos que tenemos la igualdad siguiente:

{a,0}" {uWIue{a,b},we{a b} }=
{ & (uwvu) | u, ve{a b}, we{a, b} n-1 }

Sabemos que a todo egtado podemos asociar un dnico irreducti

()

ble,vamos a demostrar que al conjunto de irreductibles {_a,b}x
O &.x £ n podemos asgeiar (n 4+ 1 - x)2x estados distintos.,

o v % .
Para ello consideremos los conjuntos de estados Q .X (XX)

= Q ;o; donde X = {5’5}’ 0 ig n - x.En particular:

: X b 4 ,
Qx =Q_.X = {_q-w I qeQ_, w eX } ,estos estados tiemen
. x .
por irreductibles asociados el conjunto X ,en consecuencia
X

e ir =2
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x+2

0 = Q_.Xx(Xf) = {q.wuv | q €Q_, W e xX¥ ue{a,b},x’rc{i,l_)}}

en virtud de la igualdad ( # ) la funcidén de transicién

gq.-WuvV solo estard definida cuando w = vw’, con lo que Q4o

. . . . . . X
tiene también como irreductibles asociados el conjunto X ,es

t 8 ciert ara todo los
o e ierto p odo 1lo Qx+2i

Considerando las longitudes de las palabras aceptadas por cada

Qx-l-2i es facll demoStrar que Qx_|,2i ﬁ Qx+2j = ¢ 81 1 75 j .

. x L
Al conjunto de irreductibles X tenemos como minimo,asociado

n~=X
. . - x
un nimero de estados igual a y IIQx+2i Il = (n f 1 - x)27,
: i=0
La figura 111.35 muestra Qx+2i para x = 2 en le caso n = 5,

En consecuencia: n

U prpo (2) = B (2°)
2

(¢) NotéhosiﬁﬁéfFIFol = Di’ .
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Ejemplo 2.18 Vamos ahora a estudiar el lenguaje TWIN, definido

2
——
en H1 ] como la clase € en la congruencia{S definida en {a,b,a,b}

por:

N *
W, S axay o w, bxby , W, Xy , xe{a,b}

*

W, = auav o Wy = pubv , w, =uv , ue{ab

Veamos la estructura de los irreductibles en los factores iéquier-
dos de‘TWINZ.Si una palabra de X = a,b,a,b comienza por a,mien-
tras no encontremos una a no podremos reducir,es decir, aX esté
con#enido entre los irreductibles.Tenemos:

| Irre = U X(X\X)*
xeX

Un éﬁtémata pequefio para 2n TWIN, viene dado

2
dl’l =<XIQIq_IQ+I'>
COI’l.“j;
{(W,Zp + wl) l w € Irre , O pgn - lw|}
@ = (E,0 , 0 ={(e ,2p) |0o< pgn}

TomemOS'la misma relaéién 67de antes
€ {(aa , @B, (Fa) (b,p) }

h dlon de transicién estéd dada por:

.y = 8i (x,y)€ (0 entonces (w,u + 1)
sino (xwy,u + 1)
La figura III.36.a. da 6Zn para n = 2.
En la figura III.36.b; vemos que podemos utilizar el mismo tipo

de anilisis que el empleado en D *

5 Y llegamos a:

n
(2n) = 4(F x 3"+ 1 =9 (3%

K TWIN,
x=1
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Pigura III.36.a.
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Ejempleo 2.19 Vamos a buscar el indice inicial del lenguaije

E caracterizado por:
P

(1) E = < S—> aSbSc + d >

(2) La clase de d en la congruencia ¥ dada en X {a,b,c,d}
por adbde ; a.

(a) Vamos a calcular el indice inicial utilizando el autdmata
minimal infinito de dicho lenguaje.Coﬂ%aremos los distintos es
tados que pueden aparecer con sus respectivas multiplicidades.
En la figura III.37 hemos tratado el caso 17E.Vemos que en di
cho autémata la celda bésica es un exdgono que puede esquema
tizarse:

!
1
1

¢O
~ / \ c_-
c;}&\. a d .lkf

d b

pid \\ /d/ oy
. |

v C
\
\

La relacién entre el niimero de exdgonos y la longitud de la pa
labra viene dada por n = 4e + 1.

Por inspeccidn vemos que el niimero de estados es?



x2p-x

191
e+l |
e+3~-x
Y {x2 - (x - 1) } , dado que:
¥=1 ’ )
n

9 (29) tenemos: [.LE(n) = 9(24—)




. /——\\ )

'Y
\ !
04’8 o%
SN — 6
L 2 ® ®
/ 5,9 X, ,
._____,é/
.%
9
:
o 5“\.59/>—§ \. 7
4,%,12 \ ? Y
®
6,10 y
2951 o2 ®
a e 1 d e 5 3 5
N J——
°
. 7,1 o
0 2,6,10,14 0/8, 12 ¥
®10
\d.}
Vd b 6
Tl /‘—s.\
| o~ 5.9 o7
® 15559513,17 3,7,115 \ e8
\ * 6,10 oF
/ \\ .\——é—/;
ba pd c d +
®4,8,12,16 o 4,8,12 | ./——‘9'\.9\
7.1
59,13 / ! @9
.\—e’/o 3,12 1’
: 1
f % 0
670?\ /—_— ;9
\ 8,12 ® 10
° 7,41,15 %
J s "\,
'lo 44 Y
® 12
Figura IITI,37. ./
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Ejemplo 2.20 Vamos a estudiar el indice inicial de un 1engua

je dado por S.Greibach en [3 5], definido por:

{'w# aV( ) | wel(o 4 1) , V(w): niémero en binario }
(a) En la figura IIX.38 presentamos un autdmata para 20 L,la

generalizacién de dicho autdmata no presenta dificultad.

®——

AN AN
AN AN AN

° ° °

+# +# \‘r# ¥ # # # v
aQ a

® o [

a a Q
¢ —>—O0—> g —>— 0 —>— @

Yo

Qv

a Q
0 —<— 0 — - -~ — —— — ¢ —<— o

\ J
Y

7 veces

Figura III.38,
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(b) Vamos a demostrar que L tiene un findice inicial lineal.

Para ello estudiemos primero la longitud de w # a V(%) en
funcidfn de la longitud de w.
Sabemos que si w € 1(0 + 1)x_1 entonces wW =|x| y
2* 1 ¢ yo) g 2F - 1.
wadka’ ¥ = Ju] 414 V) Sx+14+2% -1=x4 2%
lwda’ ™= w414+ vy 2x+1 4257
entonces?
x+1 425 g ludga’ M g x4+ 2"

en consecuencia:
1w 4 a” ) = 92N

Estimemos seguidamente el niéimero de estados:

# aV(W)

>
S
>

> L
[N —d  \ J - J [ J
Y Y N Y
x-1
1 o+ L 2% 4 ¥t x
+ 2 -1
u=0
Tenemos que el némero de estados es O (2x).

Dado que tanto la longitud como el ndmero de estados son 9(2::)

tenemos:

Lp(n) = ©(n)
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Las familias Po1l K y Exp |

Considerando el comportamiento asintdtico del indice inicial
podemos definir nuevas familias de lenguajes.

Definicidn 2.1

.Sea Pol H 1a familia de lenguajes de fndice inicial como mé
ximo un polinomio,formalmente:
. . _ k
Pol K ={L | 3 k que satisface [.Li(n) = O(n )}
.Sea Exp |L la familia de lenguajes de indice inicial como mi

nimo una exponencial,formalmente:

Exp u = {_LIB k>oque satisface W (n) =Q(2k1’l)}

Podemos resumir todos los ejemplos dados anteriormente en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1

(a) Los siguientes lenguajes son polinomiales y su indice inicial

ess

.8, ={a%" | n3z0} ; p,sl(n) = © (n)

s, ={a™® a0 } ; Le (8) = O (n)

.S<=‘anbplnsp} 3 T (n}) = O (n)

. L = (_anbnc:n | n >,O} : [.LL (n) = 9(112)
i

*d

i 9 i
. GOLD = {a b a b...apbl p21 ; 35

Boorp(®) = ©(n)

isjspﬁﬁj}
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D% - <s>asaEs + e>*  Wpse(a) - O (2%
#G(p;*) = {a,aD;* 3 }  Wroo; *)(®) = © (a®)
. D* =<5>aS3S +8Sas 4E>; ko (n) = B (a°)
L={we {a,b}']2|w|a = 3lw| il (m) = B (»*)
L = {w:ﬂ: a¥ (W) | we1(0 4 1)% , y(w) : ndmero bimario }

Lo(a) = ©(n)

(b) Los siguientes lenguajes son exponenciales y su indice ini.

cial es: n
- - 2
. S, = SYM, = <S->aSd 4 bSB + £>; U smz(“) =0 (2n)
2
. PAL, =< S—>aSa + bSb + £ > ; U'PALz(n) =0 (27)
4
. COPY2 = { WW \w € { a,b} ; W es una copia barrada de w}
i copy () = 62"
2 L
[ 2 .
. SQR2 = {ww \w € {a,b} } ; U'SQRz(n) = 9(2n)
.D;*=<s—>asa‘+bsﬁ+8> 3 = 9(22)

Lp-* ()
2

. - oB = e X T . -
. F6(p;* ) = {a,b,aD;* &,bD; 5} p,FG(D;..)(n) 0 (2°%)
. D2“ = < S—>aSa 4+ aSa + bSH 4 BSH + E >
nf2
Lp * (8) = (3 )
2

-
. Sea <« 1la congruencia sobre {a,b,a,b} por

¥

i

WD Wy =axay 6w

1 2

wlp

O (2°)

entonces FIFO2 = [ (A ]m H p‘FIFOg(n)

=bxby , W, =xy , xe{a,b'}*
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_—
. Sea (3 la congruencia definida por .{a,b,a,b por:
- - »
P wl=cxay6wl-bxby PoW, = Xy, x'e{a,b} )
W, = W, _ .
t.~11=.axay6w2=bxby P W, = xy ,nxe{_a,b
2
entonces ‘I'WIN2 = [ € ]P H U'TWINQ(n) = 0 (3%)

n

« E=LS—> aSbSc 4+ 4 >

-

Wy(n) = B(2%

III.3gInaice inicial y su relacidén con las operaciones de len-

guajes.

Vamos a éstudiar en este apartado el comportamiento del indice

inicigi respecto a diversas operaciones entre lenguajes,por
ejemplo:

. operaciones racionales

. operaciones boleanas

. operaciones de trio y transduccidén fiel

. operaciones de substitucidn y substitucidn

sintdctica

. operacidén de paso al centro
Obtendremos que el indice inicial se halla relacionado en ta
les operaciones,excepto en la complementacidn y el paso al

centro de manera polinomial.
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Se estudiard en la mayoria de las operaciones precedentes la
validez de los limites obtenidos,demostréindose su exactitud
al menos asintéticamente.
Cuando aplicamos todos estos resultados a los lenguajes poli
nomiales obtenenos que dicha familia es un A.F.L. cerrado por

interseccidn y abierto por complementacién y paso al centro.

Operaciones racionales Vamos a estudiar el comportamiento del

fndice inicial con respectd a las operaciones racionalestunién,
producto,estrella.Para ello estudiaremos previamente el compor

tamiento de los segmentos iniciales en tales operaciones.

Recordemos rédpidamente algunas definiciones de autématas [18 ] .

Consideremos el autdémata a = <X,0,Q_ Q+}6 P diremos

que es accesible si Q_.X‘= Q , coaccesible si para todo q
tenemos q.X'I\ Q+ # @ , de bucle W si existe q tal que q ¢ gq-W.
Vamos a dar seguidamente un lema de estandarizacién para los
autématas pequefios. |

Lema 3.1 Consideremos L contenido en X * ,para todo n,exis

te un autdimata pequefio szz que reconoce nL y que satisface:

(a) A . ©S accesible y coaccesible

(v) QA , oo tiene bucles

(¢) Tiene un solo estado inicial que notaremos q.

(d) Si L no contiene E tiene un solo estado final distinto
de g  que notaremos qf.Si L contiene £ ademds de qerqy
es estado final.

(e) No existe ningfin arco (q,X,qi) ni (qf,x,q).

Prueba Sea a3 = < X,Q,Q ,Q+,5 > un autdmata pequeifio para

oL vamos a construir a partir de (B el autémata (] e



199

(a) Si GB contiene algin estado que no es a la vez accesible

y coaccesible podemos eliminarlo sin cambio el lenguaje engen

drado.Dado que el nimero de estados es minimo,la existencia de
tales estados no es posible.

(b) Si siendo a la vez accesible y coaccesible existiese un bu
cle,dicho autdmata reconoceria un lenguaje infinito,hecho con
tradictorio dado que lIal]] < ||X||n.

(c) Sea wWyouna palabra de longitud méxima en nl,en el autémata
(B existe un camino (ql’wl’q2) en que q, € Q_ ¥y e Q -

Supongamos que exista un arco (qs,x,ql) , dado que (J3 es acce

sible debe existir un q, € Q_ tal que (q4,W2,q5)-

Tenemos entonces que w2 x wl es aceptada por el autdémata y su
longitud es estrictamente superior a wl,con lo que llegamos

a una contradiccidn.Tenemos entonces que al estado q, no entra
ningidn arco.

Supongamos que qi es otro estado inicial,consideremos el conjun
to de arcos que salen de dicho estado i.e.(qi,y,q; ) ¥y para ca
da uno de ellos afiadamos un arco tipo (ql,y,q{ ). Repitiendo
dicha transformacidn para todo estado,inicial construimos un
autémata con q, como inico estado inicial.A partir de ahora
diremos Q; = q; -

(d) Con las mismas notaciones que en (c),vemos que ningdn arco
puede salir de q2,sino por coaccesibilidad podemos encontrar

a una palabra mis larga que W,
Sea q; un estado final distinto de q2.Sitenemos el arco

(q;,y,q;) en 03 afiadiremos (qs ,y,q2),repitiendo dicha opera

cién podemos considerar q, como estado final en vez de q;.Ng

taremos q2 = qf
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Si nlL contiene £ afladiremos a; como estado final.

(e) Por comstruccién no existen arcos (q,x,gi) ni (qf,x,q).

En las demostraciones siguientes supondremos que los autématas

pequeifios satisfacen las propiedédes del lema precedente.

o respectivamen

»
Lema 3.2 Sea‘L1 y L2 dos lenguajes en Xl y X

te,tenemos:

(n) € W, (n) + (n) - 2
uLl u L2 = Ll uLz

i L ULl) =nl L .
Prueba Evidentemente n( 1 v 2) oL, Un o

Sea a.(:;) =<X.Q(l) ) q:(i_l) ’ 'qél) y O (1) > un autdémata

pequefio para nL, y aig) =< Y ’Q(Q) ,q§2) » g

un autémata pequefio para an.El autémata que se obtiene confun

_ (1 2
diendo qil) con g 2) y qé ) con qé ) reconoce nL_ U nLl y

i 1

su nlimero de estados es LLL (n) + ELL (n) - 2.
1 2

(2) 5 (2)>

{
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Es importante saber si el limite obtenido para el

Hecho 3.1

comportamiento del indice inicial en la unidn,es Sptimo.

Para ello consideremos que si Xl n X2 = @ entonces:
be vz, 7 U'L1 (n) + l"’L2 (n) ~ 2

1
En efecto;supongamos que podamos confundir q, en az(l ) con

Q
Sy .\\fl\\

1 Qé1)= qéz)
/

2
q2 en Cz,i ) , tendremos entonces:

°
ve
°

o) - o

i i ,E

Por construccién faa’g ¢ nL1 , hbb’1l ¢ nL2 ,pero

s L U
fab’l 4‘.n1 nL2

/AN
¥ %
U UNIVERSITAT A\
;f POLITECNICA
\ Bibtioteca I

Ve

PC‘e\
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Vamos ahora a estudiar la operacién producto.
Lema 3.3 Sean L1 v L2 dos lenguades en X1* y Xz’ respectiva

mente ,tenemos:

' (n) g (n + 1)( © (n) + (n) )
U'Ll.L2 | l-LLl U'L2

Prueba Sea w ¢ n(L1°L2)’ w puede factorizarse en W = wl.wz

con W, € Ll,w2 € L2 con |w1| < ®», |w2|< nl.En conse

cuenciat

L .L L .nL
n(lL,.L,) € nb,.nl,

Realizemos la construccidfn esquematizada en la figura siguien

te para el caso en que L. no contiene £ (Cuando ¢ €L,hay

1
pequefias variaciones):

b
—-’—?‘_—
—> - —t
(1) (1) (2) (2)

E1l autémata asi construido reconoce nLl.nL2 y tieme . (n) +
1

+ LLLz(n) estados.

*
e = . L .
Notemos que n(L1 L2) nL1 oL, n n(X1 U X2)

El lenguaje n(X U Xz)‘* es reconocido por un autdémata a (n 4 1)

1
estados.Sabemos construir un autémata que reconoce n(Ll.L2)

con (n 4+ 1)( L L (n) + u_i (n) ) estados.
1 2
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Hecho 3.2 Vamos a estudiar la optimalidad del limite preceden

te. Para ello vamos a analizar con todo detalle umn caso concre
to. A

+ nn .
Sea L1 = a y L2 = { b ¢ l n >0 } .La figura III.39(a)
muestra la construccidén del lema 3.3 para dichos lenguajes.A
fin de encontrar una aproximacién de un autdmata pequefio para
Ll.L2 es preciso hacer la interseccidén de los autédmatas (a) y
(b) de la figura III.39,las partes (c¢) y (d) de dicha figura
muestran el resultado de dicha interseccidén.Evidentemente el
autdomata obtenido tiene e(n2) estados.En consecuencia pode
mos afirmar que 1 (n) = O(n2) estados.

i L1.L2

La fiéufa Iii.40 (a) muestra que el autémata obtenido estf le
jos del fptimo cuando tenemos un nﬁMefgfa: letras a.En dicha
figura se han encerrado en un circulo todos los estados que pue
den confundirse.La parte (b) muestra el resultado de dicha mi
nimizacidn.Un resultado andlogo existe cuando tratamos con un
nimero impar de letras a.La figura (c) muestra el autdmata ob
tenido cuando "solapamos" de modo conveniente los autématas
minimizados correspondientes al caso par y al caso impar.

Vamos a demostrar que el autdémata (c) es un autdmata pequefio

para L_.L ,Para ello vamos a considerar las palabras de longi

1 2
tud midximat n 3 E-j
M={a2’b2 e? o<j<-r21—}




D P P 0 = = — = =@ D @ D @ —D>—. 0
a

(a)
b

b b b b
P O O~ - - o —E—0o—<— o
Cc C‘*’ c+ c+ C\P
0D @ =D @ = = R — —

[S
a,b,c¢
—S 0 g —>— O —>— O —D>——@ == — = > O > —D>— @ ——}
a,b,c

Palabras de longitud

impar:

(e)

B # \3 ° R e 0———-1————.
(4) \ {

° ° @——=——=- Q—— 0 —9

—e ° 0\\\\0—---—---0-——-0 °

° ° o —9

L L e e - —— O —— O

Figura IXII.39
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u v v
Notemos que si a b ¢ € M entonces u 4+ 2v = n.

Vamos a considerar el conjunto de estados que intervienen en
las computaciones de las letras b en las palabras de Mjes de
cir:
= : 23 . x . _n n_ -
E-—Q_.{.a b l0<j<5,0\<xs—-1}
Vamos a demostrar que no podemos confundir dos estados de E.

Supongamos que podamos confundir q y q° que intervienen en el

1.1 N s Vo Vg .
proceso de ml = a b c y m2 = a b c ,respectivamen

te.Tenemos entonces el esquema siguiente:

"~

~~‘.\bx.1 b/yz.
Y o b*2

u B,:// \\\‘~\

a ’. o cvq
’/
—_— e
®—t
tenemos el conjunto de igualdades:
4 = ’ + = 4 =
u1 2vl n x1 x2 vl xl y2 v2
u2 + 2v2 =n yl + y2 = v2 ¥y + x2 = vl
como consecuencia xl = yl.
Supongamos u1 < u2 entonces vl > v2,consideremos la palabra
u vy X v u v v
m_ = a 2 b 1 b 2 c 1. a 2 b 1 c 1,dicha'palabra es demasiado

3
larga,llegamos pues a una contradiccidn.Tenemos entonces que:

n 2
n

L, ¢ @ 2 Bll= L (5-3- Q@)
1 2 4=0
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Vemos entonces que si bien el método dado en el lema 3.3 es
demasiado grosero para permitir hallar,en general,autématas
pequefios para el producto,existen casos en los que el resulta
do hallado es en orden de magnitud correcto.Es entonces indtil
intentar hallar resultados mfis precisos en el caso general para
la concatenacidn.

14 7
Un resultado asintoticamente correcto se obtendria tambien to

mando: L1= {_anbn | n>0} , L2= {cndn |n>0}

La figura III.41 muestra un autdémata pequeiio para Ll.L2.

En consecuencia:

y .p (@)= e(n2)
1

2

Figura T 41




208

Lema 3.4 Sea L un lenguaje en x* ,8u indice inicial satisfa
ce:

Lps(a) ¢ (o +1) (L, (n)

” L
Prueba Tenemos que n(L ) ¢ (aL) .Efectivamente,sea
*®
L = o e C
Ww & nf ) ,w se factoriza en w w1w2 wk convwi e L vy
|wi| £ n.

En este caso podemos suponer que L no contiene &€ ,dado que en
el caso contrario ya lo obtendremos al hacer la estrella.Reali

zZemos la construccidn esquematizada en la figura siguiente:

—
al’\ an
El nuevo autémata tiene el mismo nimero de estados y reconoce

(nL)' .Dado que n(L* ) = (nL). n nX’ , tenemos:

L) < (n+1) W ()

Hecho 3.3 Para estudiar la optimalidad del limite precedente
» *
vamos a estudiar el indice inicial de L = {anbn | n 20 } .

Dado que L.LL(n) = @ (n) ,ejemplo 2.1,tenemos que LLLt(n) =

- 0mY).
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Vamos a demostrar que este limite es el mejor posible,para ello

basta demostrar que tLL;(n) = §2(n2).La figura III.42. nos

indica un autémata pequefio para n(L"), n = 6,dicho autbémata

tiene 6(n2) estados.Para demostrar formalmente que todo auté
mata pequeflo tiene 52(n2) basta aplicar las técnicas del he

cho precedente,tomando como conjunto M,el conjunto:

—-J —..
M;{(ab)’ a? b2 bsjs%}

/\
VAYAN
“

/A
</ /\/\

/N
/\/<<

Figura III. 42
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Operaciones boleanas Recordemos que la unidn ha sido tratada

en las operaciones racionales,lema 3.2.Debemos tratar entonces
la interseccién y la complementacidn.

Vamos 'a tratar en primer lugar la interseccidn.

Lema 3.5 Sean L_ y L_ dos lenguajes en x* ,tenemos:

1l 2

(n) ¢ (n) . (n)
l-'-LlnL2 < @Ll l-LL2

Cuando L2 es un lenguaje racional R existe una constante k tal

que:

i (n) € k. L, (n)
L1..,,n|a '

Prueba Tenemos que n(L1 n L2) = nL1 n nL2.B1 limite

H'Ll n L2(n) < ULl(n)- lJ-L2(n) expresa el némero de esta

dos de un autémata que es interseccidén de dos otros.
1 N R) = nL1 N R.Dado que R
es racional existe un autémata con k estados que lo describe.

Notemos que tenemos tambien n(L

La regla de interseccidn nos d4 entonces:

8 (n) ¢ k, L, (n)
L, AR L
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Vamos a tratar seguidamente la complementacidn.

Lema 3.6 Sea L un lenguaje en X * tenemos que?

(n)
l"‘X’\L(n) £ (n +1) QU-L

Prueba Evidentemente n(X"\ L) x* \ nL.Para hallar un auté

mata que reconozca x* \ nL a partir de un autémata pequefio

para nL,necesitamos determinizar dicho autémata y cambiar los

estados finales en no finales y viceversa.Dicho proceso nos ha

by ()

ce pasar de U.L(n) a 2 estados.
' * - . * *
Como de costumbre n(X" \ L) = (X \ nL) N nX" ,con lo que:

(n)
Lyxw \L(n) < (n 4+ 1) 2lJ-L

Hecho 3.4 Vamos a dar un ejemplo de lenguaje,en el que el pa
so al complementario,hace pasar el indice inicial de un poli
nomio a una exponencial.
Sea L el lenguaje en {_a,b}' definido por:

{_w | we {a,b}‘l ¥y W no es palindrome}

»
Evidentemente {a,b} \L PAL2.E1 lenguaje L puede reexpresar

se como?

L=({ab}2)’{ab}u{-ww ‘ww g{ab}’ Iw = |w,|w
! ! 12 12 } R § 21

El indice inicial de ( { a,b }2)' {a,b} es lineal.

Para calcular el indice del segundo lenguaje de L notemos que

las palabras w 5 pueden factorizarse como w,wWw_ = m_um_vm

1Y 12 12 73

)
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m.o,m e{a b}* [m.| =im.| sm € ({a b}2)' ;u,v € {a,b}
1’3 ) ? 1 3 '2 ’ ’ ’ ’

u # v,En el ejemplo 1.1 hemos visto que las palabras de dicho
tipo pueden reconecerse con un autémata de 0(n2) estados.

3
Tenemos en consecuencia que lLL(n) = O(n ).Por otra parte he

mos visto que en el ejemplo 2.7 que LLPAL (n) = 2n/2 .
2

Operaciones de trio y transduccidn fiel

Recordemos que las opeaciones de trio son:morfismo alfabéti
co g-limitado,morfismo alfabético inverso e interseccidn con
los lenguajes racionaleslh ).

Diremos que un morfismo es alfabético si la imagen de una le
tra es una letra 6 € .A fin de poder estudiar el comportamien
to del indice inicial en la operacidn de morfismos necesitamos
conocer su comportamiento en dicho morfismo,ello es posible en
dos casos:

(a) Conocemos el comportamiento borrador de & sobre L(segui
damente trataremos este caso). |

(b) L tiene propiedades combinatéricas fuertes(lemas de inte -
raccién),trataremos el caso L algebraico en el capitulo si
guiente,

Demos una definicidn precisa dé comportamiento borrador.

Definicién 3.1 Dada una funcibn creciente o : N—>N,un mor

fismo alfabético \PSX'————-a'Y*7y un lenguaje L € X ¥ ydire
mos que P es &=-limitado en L si existe k ¢ R+ que satisface:

k. o (19 w)l) >Iwl|
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para cualquier palabra w de L.

Podemos expresar ahora el comportamiento del indice inicial en

un morfismo & -limitado.

Lema 3.7 Sea \p:X'-ﬁ Y* un morfismo o -limitado sobre L € X*
existe una constante k € R,,tal que el indice inicial de Y (L)

satisface:

Ror)(®) € (a+1) p(k o(n))

Prueba En el caso & -limitado,los segmentos iniciales satisfa

cen: |
n P (L) € ¢ (k. o (n)L)
Efectivamente sea h € n { (L) entonces |h | £ n,para cual
quier w que cumpla h = P (W) sabemos:
k. oo (|9 (w)l ) = 1wl ; k. &« (bl) > | wl ,como o es una

funcidn creciente o (|h|) € & (n) con 1o que k. & (n) > | wl,

desigualdad que también podemos escribir w € k. & (n)L.

-

Podemos escribir n Y (L) = nY N P (k. ¢ (n)L) y en conse

cuencia:

Lor)(® € (a41) @ (x o (n))
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Vamos a considerar tres casos particulares.

*
(a) Caso P zXf——>'Y es € ~limited.Sabemos que esto signi

fica que existe una constante q € N,tal que,el nimero de letras
consecutivas borradas por ) es como miximo k.
Sea h = Y (w), |h| = n,en este caso w es de la forma:

W= woxlwlx2w2...wn_lxnwn,con |wi[sq, P (wi) = £ ,entonces

W £ q(n 4+ 1) 4+ n con 1o que podemos tomar % (n) =
='q(n 4 1) + n obteniendo:
W (n) € (n +1) W, (q(n 4 1) 4 n)
P (L)

Notemos que cuando q = O tenemos un morfismo estrictamente al-

fabdtico,en este caso n P (L) = Y (nL) y uw(L) < p,L(n).

(b) Diremos que un morfismo Y : X!—e>Y'es pol =limitado

cuando existen k € R+ , Pe N tales que o (n) = k |n|p ,

. +
en este caso:

Lor)(® € 3+ y . (k.n®)

(c) Diremos que un morfismo P ﬁX‘—é>Y'es exp-limitado cuan

c-n
do existe ¢ € R+ tal que: & (n) = 2 ,en este caso:

Lo @ € (@ +1) W (2%

Hecho 3.5 Vemos que en el caso exp-limitado podemos pasar de
un lenguaje polinomial a un lenguaje exponencialjvamos a mos
trar un ejemplo:

Consideremos w en 1(0 4 1)* y notemos VY (W) el entero del cual
W es Su expresidén en binario.Definimos entonces L como una va
riacién del lenguaje dado en el ejemplo 2.20: .
L = { wW #:V(W) | wel(o + 1n* , W copia barrada de W }

Sea Y el morfismo definido por:



215

P=<0->0 ; 1—>1 ; 00 ; 11 ;4 —> >

entonces P (L) ='{wﬁ| w € 1(0 4 1)* , W copia barrada de w}

Veamos que P es exp-limitado sobre L, ¢ (wivg V{Y) ) = Ww,sea
- -1 ——

wel0 + 1)1 Jwl=x, 2x + 25 T | wwY (W) gax + 2°¥ -1

tenemos entonces 2% - < | wwaYWY) g 22 4 sea:

[P(w)| -1
2 < IWE#V(W)I < 22|\p(W)|

-~

Esquematicemos un autémata para nL en la figura siguiente:

w ‘ W e {w)
r -/ N r e A L4 A )
A I\ .. AL
[ 4 N [ 4 x 1 Y f A} I 4 A
- _ X
1 + ¥ 2! + x2% 2% o (2%}
(0] .
dado que wﬁ#V(w) =0 (2x) tenemos u.L(n) = @ (n),por otra

n/2

parte p,‘P(L)(n)= O (2 ).

Vemos pues que el morfismo precedente nos ha transformado un

lenguaje de indice lineal en un lenguaje exponencial. -
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Vamos seguidamente a estudiar la operacidén de morfismo alfabé
tico inverso.

*
Lema 3.8 Sea :X*—>7Y un morfismo alfabético,tenemos:

u\p_l(L)(ﬁ)g (a +1) i (n)

Prueba En este caso tenemos n.¢-l(L) c q)-l(nL),efectivamente,

W € &P-l(h) como P es alfabético | wl| 2 | nl,

Tenemos entonces n P —l(L) = nX.f\\P-l(nL).

Para hallar un autédmata para n \P-l(L) tomamos el autdmata para

nL,cambiamos de nombre a los arcos como el morfismo inverso nos

indica,afiadimos en cada estado bucles de aquellas letras que por
P dan £ ,y calculamos las buenas longitudes haciendo la in

terseccidén con el autdmata que reconoce nx* .

Hecho 3.6 Mostremos que el anterior limite es 4ptimo en orden
de magnitud.
n n ‘
P=<a>€; b—>b ; c—>c > ,L={bc |n;d
tenemos © “T(L) = a* (ba®)"(ca*)” .Sea R = a*b"c®, P H(L)AR =
= a¥ L.Tenemos:

(n) = O ( (n)) = O (n%)
bo-1q, o) nr
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La operacidn de interseccifn con un lenguaje racional ha sido
tratada al estudiar las operaciones booleanas.

La definicidn de trio coincide con la de cono racional fiel[A] .
Un cono'raﬁionﬁi\fiel'es'una familia de lenguajes cerrada por
transduccidn racional fiel.Recordemos‘qdé una transduccidn racio
nal fiel T f: x*>7Y* es una aplicacién de X¥ en ..@(Y *) de
finida por: _
the = Y eHe) ar)

en la que Z es un alfabeto finito, P , {) dos morfismos alfabd
ticos de Z* en x* y Y’ respectivamente y R un lenguaje racio
nal y ademds el niimero de letras consecutivas de imagen € porq)
en una palabra de R estd acotado. |

Reuniendo los lemas precedentes tenemos que el indice inicial
pasa de manera agradable en las transducciones fieles,tenemos
el teorema. | .

Teorema 3.1 Sea Tf: Xt;e>Y‘ una transduccidn racional fiel,

existen kl y k., tales que:

2

L, (@) gk (n+1).lb (k.(n41)4n)

i) 2

Prueba Como 'ff es una transduccidn fiel,se factoriza en:
Tf(L) = (9 "1(L) N R) con ¢, ¥ alfabéticos,dado que
€ -limitado existe una constante k1 que limita el nidmero de
letras consecutivas borradas en R,k2 seri el niimero de estados
de un autémata que reconoce R.
Estudiemos la evolucidn del segmento inicial n T f(L),aplicag

do0 los lemas precedentes tenemos:

n T =a g9 Tmynr) e Yk (a+ 14} {9 F@) 0r))-

]

G({x (a+1) +2}p (@) 0 RICP (PH( (K (n + )40} 1) NR) =

i

'rf( {k,( n + 1)+ n}L) ,con lo que:
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n TE(L)=nY. n T(f)({kl(n-l-l)-bn}L)

Expresando la evolucidén del indice inicial en los segmentos ini
ciales llegamos a:

TR (n) £ k2.(n 4 1). kLL(kl(n + 1) 4 n)
T (L)

Operacidén de substitucidn

Vamos a tratar seguidamente las operaciones de substitucidn sin
tictica y substitucién propia.

Recordemos rapidamente la definicién de substitucidn sintdctica

[6]L1¢L2,-d-e—1’ 1 1 2

o, 8B L, definida por : L c x* L, e x*

X X = 0.
1l n 2 9

L L = eesd@ X L * 00 € L
R e R I A e Tt T L)
El comportamiento del indice inicial en dicha substitucidn vie

ne expresado en:

Lema 3.9 Sea Ll c X; , L2 cx* X NX =¢ tenemos:

2’ "1 2

by Ap () S (@+1). By (n). |y (n)
1 72 1 2

P L L L L . . L
rueba Veamos que n(L, A ) €1l f oL, Sea w € n(L 4 2),w

se factoriza de manera dnica en a_,u_ a _u_...a u_ con
: 11 22 PP
. P
| a,u, a2u2...apup| = |ala2...ap| + ¥ |ui|.< n,entonces
i=1
|ala2...ap| £n ¥y |ui| €< n,con lo que W CnLl4\nL2.
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Realizaremos la construccién dada en el esquema siguiente,el

caso L2 c X4 ycuando & €L2 hay pequeflas variaciones.
— 1+ —_> -~
q!" qt qt?! qt2)
' 11 l (2) f
a’ A x
tenemos:

a("),“afz,

El autdmata al(ll) ”\ ax(f) tiene p‘L (n). [.LL (n) estados
1 2

. ‘ .
= L L n
Dado que n(L, A L2) (n 1 A n 2) n(X, v X2) llegamos a

(L (n) g (n +1). L (n). W_ (n)
L14\L2 Ll L2
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Vamos a tratar seguidamente la substitucidn propia, O: XéﬂY"')
en la que a cada a € X le asociamos un lenguaje G (a) en Y+.
Tenemos entonces!

G(L) = {uluz...un| existe alag...anel_ y u; € G(ai) para
todo i } .
Antes de estudiar el comportamiento de G (L) en el indice inicial
vamos a dar el siguiente lema de normalizacidn.
Lema 3.10 Sea L un lenguaje en X * _Existe para nL un autdémata
que satisface:
(a) Existe un dnico estado qi sin arcos incidentes.Dicho estado
es inicial. |
(b) Para todo estado q # q; existe un dnico arco incidente.

(c) Este autémata tiene como midximo ||X||uL(n) estados.

Prueba
(a) Ha sido demostrada en la parte (e) del lema 3.1.

(b) Si no,realizemos la construccidn esquematizada en la figura

gsiguiente:

(c) Realizando la comstruccién precedente en un autdmata peque

- fio,multiplicamos como midximo por || X|| el ndmero de estados.
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El comportamiento del indice inicial viene dado en:
+ ,
Lema 3.11 Sea §: X—> P(Y ) una substitucidn propia,tenemos

que:

L g™ €IXI(m + 1)@ (a) max (g, ) | o ex]

Prueba Notemos Cn la substitucidn Gn(a) = n O (a),tenemos
que n G (L) C Gn(nL),efectivamente sea w € n G(L),dado que
G es propia w se factoriza en W = ujuy.e..u con T £n con
¢ & @ L
X, X 000X €L yu € C(Xi) y |“i|\
Para hallar un limite al indice inicial procedamos de la forma

siguiente:Sea Cz(n) un autdémata pequefio para nL,utilizando el

1
lema precedente llegamos a &Bi ) con ||X|I U.L(n) estados.
a)

Sea 62£a),a € X un autémata pequefio para G i realizemos la

construccidn:

El nuevo autémata reconoce el lenguaje:

e ¢ @ LN N ] L
{alulazu2 a unl a a, a €nlyu

n O (ai)k

i

Su ndimero de estados estd limitado por:
X a a € X
XA R ) max {0 g g () | )

Para obtener un autdmata que reconozca Gllhﬂd realizemos el

sistema de transicién [ 3 7 ] esquematizado por:
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Dicho sistema de transicién puede ser transformado en un autd

mata sin aumentar su nimero de estados.

Para obtener n G (L) realizemos la habitual interseccidn con

nY* .

Operacidén de paso al centro

Recordemos rapidamente el centro de un lenguaije dada por L.Boa
sson y M. Nivat en [ 9 ] : sea L un lenguaije en X * y,defini
mos su centro C(L) por:

c(L) ={ wex* | cara(wx® N L) = o° }
Dicha operacidn y surelacidén con diversas familias de lenguajes
ha sido estudiada en [10; 23, 24, AB] .Vamos a demostrar ahgo
fa que la familia de los lenguajes polinomiales no estéd cerrada
por paso al centro.Para ello vamos a considerar una variacidn
del lenguaje dado en 2.20.Sea L el lenguaje definido sobre

{ 0,1,0,T, 9k} por:
L = {d:ﬁhV(‘P(d)) | de< s—>0s0s + 151s + € >

P

evidentemente L € Pol u

< 050;1->1;0->0;1—>1> }

Vamos a calcular el centro de dichoO lenguaje.

Lema 3.12 Sea Dé' = < 8§ ~>080S + 1518 + € > ,entonces
c(L) = FG(D] ¥y

Prueba Consideremos los factores izquierdos posibles de
d :#:V(‘P(d)) ,hay de dos tipos.

El factor izquierdo contiene al menos una letra # .En este caso

es de la forma d#r conr <V (‘p(d)).
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Podemos completar dicho factor como midximo con V(\p(d)) -1
letras =} ,en consecuencia dicha palabra no pertenece al cen
tro.

. E1 factor izquierdo no contiene = .En este caso es un fac

’

2
N
@(f)(OO) * ,en consecuencia f pertenece al centro.

tor izquierdo f de D *,diého factor puede completarse con

Hemos visto en el ejemplo 2.15 que FG(Dé*) € Exp 28 .En con
secuencia los lenguajes polinomiales no estan cerrados por pa
so al centro.

Considerando conjuntamente los lemas anteriormente citados 1lle

gamos respecto a la familia PoltL at

Teorema 3.1 La familia de los lenguajes de indice inicial como

midximo polinomial es un A.F.L, cerrado por interseccién y abier

to por complementecidén y paso al centro.
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CAPITULO IV. INDICE INICIAL Y FAMILIAS CLASICAS DE

LENGUAJES.

IV.l Lenguajes polinomiales algebraicos y a multi-
contador.

IV.II Lenguajes exponenciales y generadores fieles.
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En este capitulo estudiamos el indice inicial con relacidn a las
familias de lenguajes.Trataremos separadamente los lenguajes-poli-
nomiales y exponenciales.

En el caso.polinomial separaremos el caso algebraico v el caso no
algebraico.Demostraremos que los lenguajes polinomiales algebrai-
cos son un full-A.F.L no principal cerrado por substitucidn Que
contiene los lenguajes a contador iterado.

Mostraremos;que en el caso no algebraico;los lenguajes polinomia-
les contienen varias familias bien conocidas de lenguajes entre
los multicontadores.Entre ellas,encontfamos los lenguajes de eti-
éuetas £ ~-libres de redes de Petri,los lenguajes de Szilard de las
gramaticas algebraicas,y los multicontadores que trabajan en tiem-
po casi-real o polinomial.

Relacionaremos, finalmente, los lenguajes de {ndice inicial con lés
generadores fieles de distintas familias de lenguajes,como por

ejemplo los lenguajes algebraicos, lineales,Post y Single-Reset.

IV.l. Lenguajes polinomiales algebraicos v a multicontadores.

Esta seccidn estd dividida en dos subsecciones.En la primera tra-

taremos el caso algebraico,y en la segunda el caso no algebraico.

Lenguajes algebraicos polinomiales.

En este apartado estudiamos los lenguajes algebraicos polinomia-
les y mostramos que contienen una subfamilia bien conocida de len-

guajes algebraicos.
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En el caso algebraico,podemos estudiar el comportamiento del in-
dice inicial en transducciones cualquiera,y no solamente en el ca-
so de transducciones fieles.A este fin estudiamos el indice ini-
cial con relacidn a un morfismo cualquiera.A este fin,también,in-
troducimos el &rbol de los ancestros que modaliza el minimo de
nudos que son necesarios,a fin de dar cuenta de las variables que
no se borran por el morfismo.El lema de Ogden,nos permite entonces
acotar el comportamiento del indice inicial en el morfismo.Pode-
mo§ a continuacidn expresar un paso en las transducciones racio-
nales.Concluiremos que 1los lenguajes polinomiales son un full-A.F.L.
Estudiaremos seguidamente su comportamiento en la substitucidn.En-
contramos una cadena creciente de lenguajes polinomiales.Podemos
decir que dichos lenguajes polinomiales son un full-A.F.L.,no prin-
cipal,cerrado por substitucidn.Dado que D&f es polinomial,conclui-
mos que los lenguajes a contador iterado son también polinomiales.
Es una cuestidn abierta, saber si son lenguajes polinomiales aige-

braicos.

Comenzamos por estudiar el indice inicial en el morfismo.Para ello,
estudiaremos el comportamiento de los segmentos iniciales de los
lenguajes algebraicos en un morfismo cualguiera.

A fin de poder dar cuenta,en el arbol de derivacidn,de las varia-
bles gue dan letras que no se borran por el morfismo, introducimos
el arbol de los ancestros.Dado,en un dominio de drbol,un determi-

nado subconjunto de hojas,el &4rbol de los ancestros nos da "el mi-
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nimo de nodos" que sirven para enlazar estas hojas formalmente.

Definicidn 1.1 Sea D un dominio de &rbol,sean dl v d2 en D,

definimos el ancestro de dl v d2 ,notado anc(dl,dz) por:

anc(dl,d2)=factor izquierdo comin a d, v d, de longitud mdxima.

2
Sea H = {hl,hz,...,hn} un subconjunto de hojas de D,definimos el

conjunto de ancestros de H por:

Anc H = }anc(hi,hj)

i,5e€{li..in

Vamos a transformar el conjunto Anc H en una arborescencia ordena-,

da,definiendo la . funcidn sucesor por:

Definicidn 1.2

(1) Raiz: Es el elemento re Anc H que tiene longitud méxima.

(2) Funcidn sucesor: Sea s € Anc H,diremos que s'e Anc H es un .

sucesor de s o s'e [ (s) ssi,el factor izgquierdo méds largo de s
de longitud estrictamente inferior a s' contenido en Anc H es s.

(3) Orden en [ (s): Sea s vy s' en [(s),diremos que s s' ssi s

es mas pequernio que s' en el orden militar.

Evidentemente el conjunto < Anc H, F > es una arborescencia or-

denada.vVamos seguidamente a dar un ejemplo de aplicacidn de estos

conceptos.

Ejemplo 1.1 Consideremos el dominio del &rbol:
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E
1 2
11 12 13 21 22 23
121 122 211 212 231 232 233

en que hemos tomado como conjunto H el subconjunto de hojas si-
guientes
H = { 11,211,212,233} -

Calculemos Anc H :

—————— 7

233 2133 I

—————— —

212 2 212 |

——————— —

211 21 2 211 |

——— ey

i

I 11 £ £ € 11

———
L 11 L 211 212 233

tenemos entonces:

Anc H = { £,11,2:21;211;212;233 }

./
con la relacidn [ tenemos:
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€ .
11 2
21 233
212 212

Remarquemos que < Anc H, [ > es una arborescencia ordenada;pero
no un dominio de Aarbol.
Vamos a dar seguidamente un lema que nos permite relacionar el nu-
mero de nodos internos con el nGmero de hojas en una arborescencia
ordenada,en que cada nodo tiene al menos dos sucesores.Dicho lema
es una generalizacidn del que existe péra drboles binarios,que di-
ce gue el nimero de nodos internos es el nimero de hojas menos 1.
Tenemos:
Lema 1.1l Sea A una arborescencia ordenada,en la que todo nudo in-
terno tiene al menos dos sucesores.Sea h el ntmero de hojas,e i el
némero de nudos internos;tenemos:

i€ h=-1
Prueba Razonemos por induccidn sobre el nlUmero de nudos internos.

. Cuando i = 1 las Unicas arborescencias posibles tienen la forma:

i

en las que h = | [ (i) || 2 2;con lo que i€ h - 1.
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Sea | una arborescencia con iT nodos internos, tomemos en
T wun nodo s tal que todos sus descendientes sean hojas.Elimi-
4 i)
nemos dichas hojas de T ,el nuevo arbol -T' que se obtiene

viene esquematizado por:

El &rbol T' satisface:
i-T- = iT. -1

Sabemos por hipdtesis de induccidn que i1u~s l1u - 1,con lo

que:
i - < - - fae K - -+
it 1S hr 41 IR 1, irs hy I sl 1
dado que || [ (s)l] > 2 obtenemos:

ir< hp -1

Aplicamos el lema precedente a <« Anc H,[ > en:
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Lema 1.2 Los nudos internos Int H = Anc H \ H satisfacen:

(1) s € Int H entonces || [(s)]] > 2

) llmtull g lfall -1

Prueba

(1) Razonemos por el absurdo.Sea s € Int H con || [(s) || < 2.

Hay dos casos a tratar:

si [ (s) = @ ,dicho nodo es una hoja con lo que s € H,tenemos

. « 7
por tanto una contradicciodn.

si || [(s) ]| = 1,existe s* dnico con [(s') = s'.Dado que
S € Anc H existen hl,h2,c H con s = anc(hl,hz);con hl = s,
N ' )
h2 —s(.% .Dado que s' € [(s) tenemos hl-—s'o( yh2 —s'/3
con ls'l > |s| .Tenemos entonces que s no es el factor izquier-

do de hl Y h2 de longitud maxima, llegamos,pues,a una contradics-
cidn.

(2) La prueba es evidente utilizando el lema precedente.

Los lemas y definiciones precedentes,tienen por objeto el per-

mitirnos tratar el comportamiento de los segmentos iniciales de
los lenguajes algebraicos,con respecto a los morfismos.Veremos

que en este caso no es necesario el comportamiento -limitado
del morfismo,a fin de obtener buenos lfmites.Formalmente:

Lema fundamental 1.3 Consideremos el lenguaje algebraico

L = L(G) en que G =< X,V,P> es una gramética reducida.Notemos:
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O = max = {|f| (v £)e P} ;p=|[V”

Sea Y . x* v* un morfismo;se cumple:
n¢Y (L) c Y (knL)
donde k = 2p 5p+l
Prueba Sea w € L(G);demostraremos que si Q(wﬁ es demasiado cor-
ta con respecto a w existe w' mis corta con Y (w') = @ (w).Para
ello sea T ﬁn drbol de derivacidn para w.Vamos a tratar las dis-
tintas variables que pueden aparecer en T- .En la figura 1.1,
mostramos esquemdticamente las distintas etapas del proceso.
Trataremos separadamente las distintas ocurrencias de variables en

T segin que correspondan o no a miembros izquierdos de reglas,

que sdélo contienen letras de X que se borran por ¢ .

Comenzamos por un algoritmo de marcage de T .

(a) Trataremos las ocurrencias de variables v,tales que [[(v) con-
tiene al ménos una letra no borrable por V2 .

Tenemos aqul dos subcasos:

(a.l) Consideremos las ocurrencias de variables vAen 1_ que sa-
tisfacen:

. [[(v) contiene al menos una letra que no se borra por ¥

. Para toda ocurrencia de v' € [ (v) el subarbol de T de raiz
v{ tiene por frontera una palabra que se borra por ¢ .

Sea el nUmero de ocurrencias de variables en que satisfacen
(a) .Formemos el drbol de ancestros Al tomando como hojas las ocu-
rrencias de tales variables.Dicho arbol describe el nimero de no-

() L] [} £ .
dos minimo para ligar las variables mas bajas de l (entre sus
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descendientes no hay variables que no se borran)gue no se borran
por ¢ .
De acuerdo con el lema precedente,el nimero de nodos internos es,
como madximo,r = 1l.El nGmero de arcos de A, es como miximo:
2r = 2

Trataremos ahora el segundo caso de (a):
(a.2) Consideremos las ocurrencias de variables v en T que sa-
tisfacen:
. [(v) contiene al ménos una letra gue no se borra por @ .
. Existe v' € [ (v) tal que el subdrbol de T de raiz v' tie-
ne por frontera una palabra que no se borra por P .
vemos que la segunda condicidn puede reescribirse diciendo que

r+(v) contiene una variable de tipo (a.l).
Vamos a transformar A2 fin de dar cuenta de estas nuevas varia-
bles.Tenemos gue dichas wvariables se insertan en el érbol de los

ancestros Al .mediante un proceso esquematizado por:
? ‘e

S~~——o0currencia de

venT

@ v

Vemos que en este caso se separa el arco precedente en dos.

Nos falta por tratar el caso:
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. .V N
Tenemos que en éste caso no se aumenta el nimero de arcos.
Tras este proceso,hemos obtenido un nuevo drbol A2.
Sea s el nfmero de ocurrencias de variables de tipo (a.2),el nime-
ro de arcos en A, es como méximos

2r + s = 2

Esquemdticamente A2 describe las variables que dan letrés que no
se borran por § vy el minimo nUmero de arcos que se necesitan pa-
ra unirlas.
Recordemos que 'T contiene un segundo tipo de variables;en efec-
to.
(b) Consideremos las ocurrencias de variables v en T',tales que
el subdrbol de 1. de raiz v,da una palabra que se borra por P .

Esquematizaremos las variables de tipo (b) por:

v

Vamos ahora a reducir el tamano de .T ,de manera que obtengamos
una palabra corta gque tenga la misma imagen que w.

« 7
Damos ahora el proceso de reduccidén de T .
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(1) Comencemos por tratar las variables de tipo(b).Utilizando el

N . . /
lema de interacc16n,s1empre podemos transformar dicho arbol en
I'd . . .
otro,cuya altura es como maximo p,sin cambiar el resultado del
morfismo.Tenemos entonces,que la longitud de la frontera del 4r-

bol de una variable (b),puede siempre suponerse limitada por:

;P

d

(2) Vamos a tratar las partes de | gue corresponden a arcos en

Az' Esqueméticamente:

/ longitud 6

da € por @Y ,como
méximo longitud 6p

VI

Siempre podemos limitar el nimero de nodos en el camino de v a v!'
a p.Con lo que dichas partes,pueden reducirse a palabras de longi-
tud limitada por:

pé .6p=p 6p+l
Dado que el nimero total de arcos internos es 2r - s - 2, podemos

considerar que la parte de la palabra limitada a esta parte de ar-
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bol tiene como miximo la longitud:
(2r - s - 2).p. 5P
&3) Tratemos finalmente las variables de tipo (a).El caso mas des-
fevorable es que cada variable de una sola letra que no se borra.
Tenemos entonces r + s = n en'la que n = | P(w) I.Esquemética—

mente tenemos:

-.da g

Podemos considerar que dichos subérboles,engendran palabras cuya
longitud esta limitada por §.8F = 6PH1'.Dado que como

, p+1
maximo hay n,tenemos n 6p+ .

Obtenemos como resultado que,para obtener una imagen de longitud
n,siempre podemos partir de una palabra de longitud:
(2r - s = 2)p § Pl oy g o) P+l
Dado que 2r - s = 2 £ 2r = 25 = 2 =n = 2 tenemos:
(2r =1 -2)p § p+l.g n=-2)p § p+l

+1
< m §F

con lo que

(2r = s = 2)p 6p+l+n 6p+l< 2np § ptl
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El lema precedente nos permite dar un teorema de paso del indice
(] L] 4 ]

inicial a través de cualgquier transduccion algebraica,cuando con-

sideramos lenguajes algebraicos.

. . !
Teorema 1.1 Sea L un lenguaje algebraico y una transduccion

racional, existen kl v k2 tales que:
l“l"l'(L) (n) < kl.(n + 1). 1 L(kz.n)

Prueba Basta considerar la caracterizacidn de Nivat;de las trans-
ducciones racionales a partir de @-}'4)’ NR ;v el paso de los seg=-

mentos iniciales a tales operaciones.

Dicho teorema nos permite estudiar los lenguajes algebraicos de
{ndice inicial polinomia;,en términos de full-A.F.L.Considerando
los resultados obtenidos en el capitulo precedente, podemos escri-
bir:

Lema 1.4 Los lenguajes polinomiales algebraicos,son'un full-A.F.L.

Recordemos que llamamos cono racional a una familia cerrada por

la operacién de transduccidn racional.Llamaremos lenguajes a con-

tador restringido,notado Rocl,al cono racional mas pequefio gque con-
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tiene Df‘E »formalmente escribiremos Rocl = L”(Di“ ), [ 6 ]

Hemos visto en el capitulo precedente que “'Di“(n) = B (nz)’

con lo que podemos afirmar:

Lema 1.5 Los lenguajés a contador restringido son algebraicos po-

linomiales, formalmente Rocl ¢ POlLL .

Diremos que un .lenguaje L es generador de Rocl ssi L€ Rocl vy
Rocl = 2? (L). Entre los generadores de Rocl contamos Di* ,D',Dl,
£ ,[ 6 ] .En el lema siguiente,vamos a mostrar un generador de
Rocl a través de transducciones racionales que conservan la longi-

tud de las palabras;tenemos:

Lema 1.6 h8,42] . Sea L un lenguaje a contador restringido,exis-

ten dos morfismos g,h estrictamente alfabéticos ( Y (X) c Y) v un

racional R que satisfacen:
L=gh @) n R

en que L' = < S—) asbs + E> (M +¢g)

Dicho lema nos permite dar un limite al indice inicial de los

lenguajes de Rocl,en efecto.

Lema 1.7 Si L es un lenguaje a contador restringido,tenemos que

o = 0 @)
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Prueba Evidentemente ll-ﬁ,(n) = 6 (n2).Dado ques.

L = -g(h-l(f.') N R) tenemos [_LL(n) =0 (n2)

Vamos ahora a tratar el comportamiento del {ﬁdice inicial,:espec-
to a la substitucién en el caso de los lenguajes algebraicos.Re-
cordemos, que una substitucidn es un morfismo g: X*—f> SD(Y*).En
el capf{tulo precedente hemos tratado el comportamiento del fndice
inicial en el caso de las substituciones & -libre.Veamos ahora,
que en el caso de lenguajes algebraicos,podemos suprimir la hipd-
tesis t,-libre;tenemos:

Lema 1.8 Sea G: X*-—+>SP(Y* ) v L un lenguaje algebraico,exis-
te k tal que:

o) (n) € @+ 1)(1 + max {[.LG(X) (kn)}) Ly, (kn) _

Prueba Sea X = {_ Xl xe X} una éopia de X.Definamos
g (x): x*—s .(fj(}?UY)* por 6(x) = }’E G (x).Vemos que la subs-
titucidn 6 es g -libre.Consideremos el morfismo ‘ —
Pi< Z—>E€iy>y |ReXye¥>
Evidentemente gL = ¢ ( G (L)Y. : o
Consideremos el comportamiento de los segmentos iniciales en O(L).
Tenemos n g(L) =n ¢ ( G (L)),de acuerdo con el lema fundamen-
tal,existe una constante k que satisface:
n (L) ¢ ¢ (kn G (L)).Si definimos G £(x) =r G (x) ,po-

demos escribir n G (L) € (ka'(kn)),con lo que llegamos a: o
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= ~ *
nGg (@ = ¥ (g, n)) a nY
Recordando las construcciones dadas en el capitulo precedente pa-
ra la substitucidn, tenemos:

U'G(L) (n) € (n+ l).max{[la(x) (kn) l x e X* } . UL(kn)"dado

que max {LL G(X)(kn) I Xe:X*} =1+max{llo.(x)(kn),x€ x*}

llegamos al resultado deseado.

Vamos a calcular el indice inicial de los lenguajes a contador
iterado,notados Fcl [ 6 ] .Sea U%lnmlfamilia de lenguajes, re-

cordemos que definimos una OAG substitucidén G ,como una subs-

titucidn en la que o(x) € M, para cualquier x.
Podemos entonces definir:

(XD,/Z={_0'(L)

. A
tucion }

Le & , 0 X">Y*, Ges una(/@ substi-

Si substituimos en una misma familia,podemos construir SX’D Qf ’
notando dicha familia por ;f’Qf,podemos construir
n n-1 —n-1
L= Lo = X
. ~O #
vy finalmente &f ;f’= éfgl & 1 cuando aplicamos este pro-
=

ceso a Rocl, obtenemos Fcl = Rocl Rocf‘ .Dado que Rocl son lengua-

jes polinomiales,los lemas precedentes nos permiten enunciar:
Lema 1.9 Los lenguajes algebraicos polinomiales son un full-A.F.L

. » 7 .
cerrado por substitucidn,que contiene Fcl.
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Vamos ahora a atacar el problema de la no principialidad de los
lenguajes polinomiales'algebraicos.

Como paso preliminar,vamos a demostrar el lema siguiente,devnatu-
raleza combinatdrica.

Lema 1.10 [ 51 ] Sea el alfabeto X = ial,aZ,....,ak } ,consi-

deremos el lenguaje Ly = aI a; ....... a; ,Se cumple:
-1

sl = (207)

c llen mx® = (1)

clFe@ o nx* )l = | n;l)

Prueba (1) El1 lenguaje Lk = aI a; .....a; puede ser descrito por

medio de la siguiente serie en wvariables no conmutativas

T S S Tk
k l—al l-a

La serie generatriz del nimero de palabras para una longitud de-
terminada, se obtiene aplicando el morfismo:
. X . >
al——€> . al e X
obtenemos entonces la serie "conmutativa" siguiente:

k .
L G s E) = Xl R

(k)
n

en la que 1 es el nlmero de palabras de longitud n.Evidente-

mente:
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(x) _ n X k _ n-k =k
1,7 = [x ]( T )= [ be ]-(l x)
Recordemos que la regla del binomio nos dice:

) =k k(k - 1)...(k - 1) k -1
[xp] (1 - x) = ( p!( + P =( +g )

En consecuencia:

l(k) - (n-lJ - (n-l

n n-k k-1
(2) Si queremos contar l(k) = "L nn X*" basta hacer la su-
£n k
ma: (k) _ , (k) (k) k) . % p-1, _(n
lSn_ k  Tlksr Toeeest i T kg pgn k—l)—(k)

\Podemos,también obtener, este resultado con la ayuda de se;ies ge=

neratrices.Para ello,vamos a contar el nimero de palabras de lon-
gitud n del lenguaje Lk.z*’,en el que 2z es una nueva letra.Tene-

mos:

Utilizando el mismo morfismo que antes, obtenemos:

X 1

> - k _ (k) _n

2 () =) s Loy =

con lo que:
k) k 1 -k - (k+1)
%én = [x" ] (=5 T = [T ]a-x et
-k - (k+1) k+n-k

= [Xn ] (l—X) = (n-i ) =(nr—1k) = (]Iz)
(3) vamos finalmente a contar gék)= l[FG(Lk A nx* )” .

A fin de contar los factores izquierdos de palabras de longitud

midxima n de Lk describimos el lenguaje Gk de manera no ambigua

por:

o - Zk . al . Zk-l . . aj . a2 - Zk—2 .
k 1=z l—a,l l-2z l-al l-a2 1-2

X ! N R % . 1
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Se trata del lenguaje de los factores izquierdos de Lk,en el que
hemos afiadido un numero de letras z,mayor o igual al numero posi-
ble de letras que no aparecen en el factor.Se trata de un "llena-

do'"que satisface:

gék) = n° de palabras de G, de longitud n = ”FG(ka\ nx* )Il .
Considerando el mismo morfismo que antes, tenemos: x
k X
(k) ny (X x
g =[x] — + + ——————— + —--———-—-—)
n l-x (l_x)z (l-x)k+l
Sumandd la progresién geométrica obtenemos:
k+1
gék) = [ Xn-k l-(l-x])<+l _ [Xn-k] (1 - X)-(k+l) -1 =
x(1l=-x) ‘
(0 si n<k
={(n+l sinxk
k

El calculo precédénte,se halla relacionado a problemas combina-

. . . s e
tdricos bien conocidos.Recordemos que llamamos k-composicion de n

a una sucesidn de enteros (xl,xz,....,xk) con x;> 0, 1< i.§ k,

que satisﬁace .g Xj = n. Sea Zﬂk,n el conjunto de todas las k
composiciones dé i.Evidentemente tenemos: N
R Y S iy
Dicha igualdad viene del hecho que:
Eﬂk = Lﬁ){/k,n = ‘N+ x NT x X NT
k veces

con lo que existe una biyeccidn evidente entre los elementos de
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Queremos ahora estudiar el comportamiento asintdtico de “ FG(Lk nX )”

en funcidn de n.Para ello recordemos que:

(n), =n(n=-1)(n-2) «co.(n =k + 1)

k

puede expresarse con la ayuda de los ntmeros de Stirling de prime-

ra especie sP por [AO]k

k
_ X _X
(n)k = ; S, n
x=1
(n) k
con lo que (i) = k|k = ]]{" Y Si n® = e (nk)
. . x=1
dado gue Si = 1.
Tenemos entonces que ” FG(Ly N nx* )” = Q((n + l)k) = 0 (nk).

Vamos a mostrar en el lema siguiente una sucesidn de lenguajes

P, »que satisfacen U.Pk(n) = Q(nk)~

Lema l.11 Consideremos el alfabeto infinito a = {al,az,. ces@p . }
la sucesidn de lenguajes para k > 1.

n

n, n n n, n
1 72 kK, k=2 <1 _ ,
Py ={a )"0y :i:Fak---az a; l ni>l, l{l{k}
n+1 X
Satisfacen l-LP (n) =2 ( X ) = 8@
k

Prueba (a) Vamos a dar en este apartado un autdmata para los seg-
mentos iniciales de Pk.Notemos que toda palabra de Pk es impar.
Vamos a reconocer segmentos de la forma (2n + l)Pk con n 2 k,da-
do que la palabra mas corta es:

alaz....ak# E‘k ..... I,3

Notemos que un autdmata para (2n + l)Pk debe poder leer las pala-

bras:
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n n,

1 2 i *
a;” a,” ....ay € FG(Lk n nx )

v leer a un estado gque es normal caracterizado por<:nl,n2,..ni,+:>

en que + significa qua aln no hemos leido # .Anélogamente la
lectura de una palabra:
n n. n! n, n, n',
1 2 i i i+l k - K i+l 1
o eeec@yT @57 @ e B H# T e 8 T F)

n n

conducird a un estado <:nl,n2,...,ni,....:> €N gUE ... signifi-
ca que ya hemos leido # ,notemos que dicho estado memoriza que

aln falta por leer la parte

= n,
ai ceeeeT, -El

2

n n n,
Notemos ademis que todo factor izquierdo all a22 ...ail debe po-

der completarse en una palabra de Lk de Lk de longitud menor o
igual a n.Dado gque la manera mas econdmica de hacerlo es:

2 i
a,” a

2 c s e i i+l......a

k-1 %k
Los coeficientes nj,l.g j €1 deben satisfacer

Y njg n =-(k - 1)
1<jigi
Tras estas consideraciones,definamos formalmente el autdmata

A= <X Qr 30 dg,a, > por:

= {ayraye ey}

Q) = {qo,q+}u {<nl.,n2,...,ni,s> lse{+,- },j_\< k,1¢ g1,
n, >» 1, )X nJ.s n-(k-i)}

J 1€ig i
Vamos seguidamente a definir la funcidn de transicién-rk.

Hagamos notar gue la funcidn de transicidn estd definida si v solo
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si el estado de llegada existe.

La inicializacién estd descrita pors:

dy-a; =<<l,+>
Si la parte leida de la palabra no es demasiado larga,podemos,ya
continuar a leer la misma letra,ya leer la letra siguiente;es de=
cir:

<nl,n2,a..,ni'+>oai = < nl,nz,.-.,ni + l’+>

<:nl,n2,...,ni,+ >-a;,, % < nl,nz,...,ni,l,+:>
Cuando ya se ha leido una letra nk,tenemos derecho a leer ,€8=
to nos determina el paso de las letras borradas.

<:pl,n2,...,nk,+ > o f T Oy m>
Cuando estamos leyendo letras borradas,hace falta leer la letra

I4 .
que corresponde con el n; mas a la derechajes decir:

<:nl,n2,...,ni,— >. gi = <:'nl,n2,...,ni— 1,=->
<nl,n2,...,ni_l,l,—> - §i = < nl,nzf...,ni,— >
Llegamos al estado final por:
<ll->' -é-l = q+

Indiquemos como funciona T—k sobre las palabras de (2n + 1)Pk.
S1 se satisface:

Tp+Wp SN eNy e, =>
La Gnica posibilidad es:

Wy = a7 8,7 ....dy

Por otra parte tenemos que si:

< nl,nz,...,ni,- > .w2

i
0
+
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La palabra W, es de la forma:
- M M2

W2 ai e o e o 2 l

Notemos que Ak es determinista,accesible y coaccesible.Vemos que

N . 4 .
todo cdlculo en dicho autdmata se factoriza de modo Unico en:

W1 # "2
q ><:nl,n2,...,nk,+:>—————o<:n1,n2,---,nk,-:>___,q+
con lo que: 5
£ = Wtk W2 = aj_ll azz ...a]zk H é']r{lk ....522 a‘j_ll ’ iz=‘l ni\< n
Es decir, L({ ) = (2n + 1)P, .Sabemos ademds que
loll =2 rex, 0 nx*)

(b) Vamos a demostrar en esta segunda'parte,que el autdmata que
hemos definido precedentemente, es pequeho.Para ello vamos a mos-
trar que cualquier autdémata que acepte el lenguaje (2n + l)Pk
tiene al menos

2| Fo(n_n nx* )|

Sea Bk ='<:Xk,Q,Q_,Q+,1-:> un autdmata pequeno para (2n + l)Pk

La pequefiez de Bk impone la accesibilidad y coaccesibilidad de
todos los estados.Vamos a razonar por reduccidn al absurdo.La prue-

ba tiene lugar en tres pasos.

(1) vamos a demostrar que todos los factores izquierdos de L, N nX

k
dan estados distintos.Formalmente consideremos el conjunto de es=-
tados
*
Q = o_ - FG(Lk n nx')

queremos demostrar que:
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' *
ol = |} Fe(y n nx |
Supongamos que el cardinal de Ql es mas pequetio, ésto significa que
. * '
eXJ.sten,wl,w2 ; Wy # w, en FG(Lk N nX" ) con Q_.wl N Q_.w2 f B.

Las palabras W,y w tienen la forma:

2
w, = anl an2 ani
l—l 2.....
con i #3j d 1L 1< J que ny #ng
nl nl nl
- a1 o5 2 J
w, = a;” a, ce.. @ |

Comencemos con i # j.Supongamos i« j.Sabemos que existen d, ¥ 9,

en Q_ con qqeW; = 4, W, .Por coaccesibilidad,existe:

« + ~+ +
w e aj aj+l ......ak +H o eeeeees a,
'que satisface dye WoWE Q+.En consecuencia w tiene la forma:
p p' 1 ] l:
w o= apj apj+l ceseed kj a Ik . épj+l apj+ng;...§n2anl
J j+l ° * jk jk R B 3j 2 71

coan.}O,pl>O sij+l€l<k.
Llegamos entonces a una contradiccidn.Por una parte, la palabra

wlw tiene la forma:

P. !
n n n, p! p, i J P, p.+n!
_ 1 2 i 3 j+1 J - “k = J+1 3 ]
Wlw =3a;" a,". .. Ay aj aj+l "°'aj£k*# ajk °"'aj+l aj .ee
nl nl
-2 1
ceee B0 2y

con pj + nj > pj Y en consecuencia Wy W, ﬁ( (2n + 1)P:pero por

otra parte ql. Wl W & Q+.

Trataremos el caso 1 = j.En este caso:




W, = a .a i
1T 877 eees @y ee..dy
L}
ni " nt con n, # nj _
w2=al e v w.o 8.2 e oo e A,

La coaccesibilidad de dy- W, implica que existe w que satisface

qy. W, W € Q ,Siendo dicha palabra de la forma:

p' p' 1 [ ]
_ P Piv L kg ok LPivl Pithy o1 ,ani
W - i i+l ® 0o 8 o ik ik * & o o i+l i s @ @ @ l s e 0 & l

ol

Tenemos entonces que en la palabra Wy oW los coeficientes de a; y
ﬁl no coinciden,con lo gque llegamos a una contradiccion.

(2) Vamos a tratar en esta segunda etapa,el conjunto de estados —

np 0y 0y - n n
O e R TECRTL AL S PRL A a,ta? Ll
0y * '
-..3;" e FG(L, n nX )}.

Argumentos andlogos a los empleados en el caso(a) nos permiten

mostrar: n; n. n n.
ta a, ¥ a a a t a,t
l‘ Q2 Il — {al ® @ o ai i+l e » o k k -« o o i+l l . 9 o ® i €
w .
FG(L, 0 nx") }
(3) Queremos mostrar finalmante que Qq n Q, = @.Supongamos que -

exista g & Ql N Q2.Tenemos entonces gque existen:

W, = anl an2 ani -
1 - <1 2 "7 i
n! n} nt -
w, = 1 J

aj+l""ak 3= ék""ai+l

ql’qb € Q_ con qlwl = qzwz.La palabra w2 puede completarse con

una palabra w de la forma:
nt n! n
- = J =2 =1
w—aj....a2 a;
Tenemos entonces de la palabra wiW que es aceptada por el autd-

matas
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no pertenece a (2n + l)Pk dado que al menos falta FHF .
Dado que existe la igualdad:

n n. n n
1 i

= - 1 i ¥
|| @y eeedyT @5 g8 H Fy. e T a; ..., € FG(Lkn nx") H
‘ .
= || re(z, n nx*)||
vy dado que Ql n Q2 = @ tenemos que cualgquier autdmata pequefic pa-
ra P, tiene al menos 2 I FG (L N nx* )1l .

Considerando (a) v (b) conjuntamante llegamos a:

n+1
hp (on + D) = 2]l Fe (L a nx*) || = 2 -6 (n®)

Notemos que podemos obtener ficilmente que P%:E Polti para to-
do k 2 l.Para ello notemos que dichos lenguajes pueden ser cons-
truidos por substitucidén como sigue:

Definamos el lenguaje:

~ n I
Sk+1 T {,ak+l 81
v la substitucidn:

Ox+1 =<HFH—> 8, i a;—a; i §j— T,

tenemos entonces que:

P1 =51
Pror = Tx1(By) - ksl
Dado que US (n) = © (n) y que las operaciones de substitucidn
1

conservan el caracter polinomial, obtenemos:
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P
Pk [ POl“ , k = 1

La ventaja de las construcciones del lema precedente,residen en
gue nos permiten situar Pk dentro de la jerarquia de los polino-
mios.En particular,nos permiten mostrar que los distintos grados
de polinomios, forman familias estrictamente incluidas las unas en
las otras.

La sucesidn de lenguajes Pk nos permite demostrar el cardcter no
principal de Poll! .

Antes de proceder a la demostracidn, recordemos algunas notacio-
nes.Sea L un lenguaje,notaremos 3?(L) la clausura de L por las
operaciones de full-A.F.L.,notaremos Z”UJ su clausura por las
operaciones de cono racional.El teorema siguiente [ 6 ] debido
a Ginsburg y Greibach,nos permite hallar un generador de cono a

paftir de un generador de full-A.F.L.

Teorema l.2 Se cumple gque:

Fw o= L)

Vamos finalmente a demostrar la no principialidad de Pol o s te-

nemos: “

Lema 1.12 La familia de los lenguajes polinomiales algebraicos

son un full A.F.L.,no principal.

Prueba Razonemos por reduccidn al absurdo. Supongamos que existe

L € Poly que satisface F(L) = Pol |l .Sabemos que existe k tal
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que L (n) =0
Utilizando el teorema precedente tenemos que %%(L##)*) = EQEiE .
Se cumple W (L#)* (n) =O(nk+l). |
El teorema de Elgolt y Mezei,nos permite decir que para cualquier
L'€ Pol existe una transduccidén racional T que satisface
L' = T ((L&¥)).
Utilizando el teorema de paso del fndice inicial,a través de las
transducciones, obtenemos:

[.LL, (n) £ kl(n + 1) . W Lk (k2n)
con lo que {LL,(n) = O(nk+2).
Tenemos entonces que el lenguaje Pk+3 no puede ser obtenido a par-
tir de L via las opéracibnes de full-A.F.L.,llegamos,pues, a una

contradiccidn.

Recapitulando los lemas y teorema definidos en los pérrafos pre-
cedentes, obtenemos un teorema que nos permite caracterizar los
lenguajes algebraicos de {ndice inicial polinomial en términos de
familias abstractas de lenguajes,y situarlos respecto a las dife-
rentes subfamilias algebraicas.Tenemos:

Teorema 1.3 Los lenguajes algebraicos de indice inicial polino=-

mial son un full-A.F.L. no principal,cerrado por substitucién,que

contiene full-A.F.L. de los lenguajes a contador iterado.
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Podemos esquematizar la situacidn en la figura 1.2:

h Figura 1.2

Queda abierto el problema de saber si la inclusibn de Fcl en Polll

es 0 no estricta.A este respecto,conjeturamos:

Conjetura l.1 La inclusién de los lenguajes a contador iterado.en

los lenguajes polinomiales algebraicos,es estricta.

Notemos que hay lenguajes lineales exponenciales,por ejemplo 82.
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Lenguajes a multicontador polinomiales.

En esta seccidn,vamos a estudiar la relacién de los lenguajes po-
linomiales con respecto a diversas sub-familias bien conocidas,de-
finidas a partir de multicontadores of-line.

La primera familia que vamos a estudiar,es la de los multiconta-
dores que trabajan en tiempo casi real,parcialmente ciegos.Dichos
multicontadores, son mucho mas conocidos como lenguajes de redes
de Petri con etiguetajes £ ~libres,llamados en la literatura .
conjuntos de secuencias de computacio’n ¥ss

Estudiamos las propiedades de cierre de dichos lenguajes.Mostra-
mos especial interés por las redes de Petri con uné sola plaza,
mostrando qﬁe en este caso obtenemos siempre lenguajes algebrai-
cos.Mostramos, ademds,que hay lenguajes de estructura simple que
no se pueden obtener con redes de Petri a una plaza.Damos final-
mente la prueba del teorema bien conocido,que caracteriza (.f S$S
a partir de Di* a partir de propiedades de cierre.Dicho teore-
ma nos permite demostrar que los lenguajes de 9f5§tienen indice
inicial polinomial.

Como caso especiél de %{55 estudiamos los lenguajes de Szilard,
o lenguajes de etiquetas de los lenguajes algebraicos. |
Mostramos que también dichos lenguajes son de indice inicial poli-
nomial.

Damos, £finalmente, la caracterizacién de los multicontadores que
trabajan en tiempo casi real y en tiempo polinomial;y mostramos

que dichos lenguajes son de indice inicial polinomial.
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Comenzamos por dar la definicidn de multicontadores of-line y de
los lenguajes por ellos aceptados[ 21 5 35 ] .Notemos Z los en-
teros,si x € Z,diremos sgn(x) = 1,0,-1, segdn que sea positivo,nu-
lo o negativo.

Definicidn [3 5]1J3 Una méquina M= < X,Q,qo,Q+,5 > diremos

que es un k-contador si X es un alfabeto finito de entrada,Q es

el conjunto de estados,qo es el estado inicial,Q+ es el subconjun-
to de los estados finales y la funcidén de transicidn es una apli-
cacién de Q x .{ X +& }}{ { 1,0,~-1 } K en las partes de

Q0 x {_l,O,-l } k
Llamaremos descripcidédn instantdnea ID (q,w,yl,yz,...yk) a un tri-

plete de Q x X* x zX,

si (@', vyseeesvy) €0 (@,a,uy,uy7eee,u)  y

o) ,aw,yl,yz,...yk) es una ID vy sgn(ui) = sgn(yi),l €igk
podemos escribir (q,aw,yl,...yk)l——--(q',w,yl Vireaoyy + vk).
Si a = € hemos realizado un € -movimiento.Notaremos }—Jt—— el
cierre reflexivo transitivo de la relacidén antes definida.

Llamaremos L(M) al lenguaje:

L(M) = {_wcx* I (3,,%,0,0,...,0) - * (q', € ,0,0,...0),q' € Q+}

I} L] k] 4 . . [] « . »
La definicion siguiente sirve para dar restricciones al tiempo de

cédlculo de los multicontadores.
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Definicidn 1.4

. Diremos que un multicontador es casitiemporeal de retrasc d

(quasirealtime of delay d) si siempre que:
(¢ € ,¥qr---ryy ) F2-(a's € ,¥{,---,¥}) tenemos n g d

. Diremos que un multicontador M acepta con tiempo polinomial X,

si para todo w € L(M) existe un cdlculo :

O (w5,

(qo,w,0,0,...O) +2—(q, € ,0,0,...0), g€ Q_conn

Damos ahora dos familias que vamos a emplear seguidamente:

Definicidn 1.5 Llamaremos:

Contador (ctr) { L IExiste un multicontador casitiemporeal gue

acepta L }

{L| Existe un multicontador que acepta L con

tiempo polinomial.}

Ademas de limitar el tiempo de célculo,podemos también restringir
los contenidos y acceso de la memoria.Podemos,por ejemplo, impedir
que la memoria contenga nimeros negativos,y forzar a las transi-
ciones a ignorar el contenido de la memoria.Estas consideraciones,
nos conducen a definir los multicontadores parcialmente ciegos
(partially blind),notados p-ciegos.

. . 7 . . . .
Definicidén 1.6 Diremos gque un multicontador es p-ciego ssil para

tordoge Qv a€ XU & se cumple:

(1) 6(qga,ul,..,uk) =@ si u, = -1, 1<1i<gk

(2) é(qlal'ull""uk)
{o,1}, 1g1ig &

6(q.a,vl,...,vk) para todo ui,vi'en
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Podemos ahora definir:

Definicidén 1.7

p=ciego(ctr) = {_L lexiste un multicontador casitiemporeal,p-cie-

go que acepta L.}

Como caso especial de multicontadores,comenzaremos por estudiar
los lenguajes de las redes de Petri[ L % ].Para ello,comencemos
por recordar la definicidn cldsica de red marcada de Petri y de
secuencias de disparo.

Definicién.[A 9 ]l.8 Llamaremos red de Petri marcada a un sexti-

plete:
R=<7p [.1,0, . F>
en la gque:
. El conjunto de plazas es P = {'pl,pz,...,p.,..,pq:}

J
. Bl conjunto de las transiciones es | = {tl’tz""'ti"“tr}

. La relacidn entre las plazas v las transiciones esté especifica—
da por:
I: ] NxP, 0: —Nxp

Si I(ti) =< N1P1/Ny02s «ee,N:Psy...,0 P > notaremos I(ti,pj)=ni

J7] aq

sSi o(ti) =.<:niplfnép2,...,njpj,'..,népp:>- notaremos O(ti,pj?=n£

. Llamaremos marcaje [ a todo vector de [N <.

. Diremos que la transicidn ti esta dispuesta(enabled) en L osi:
Lipd) > I(tipj) ¢ 1S < a

Cuando la transicion t; se dispara (fires) notaremos § (U.ti) = W'
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en que:
'(p,) = ) o= I(t,,p.) + O(ty,p.)
W (py) i (py) (t;.py) (t;.py
. Considerando el cierre reflexivo transitivo de & 1llamaremos

conjunto de secuencias de disparo a:

T(R) = {we:T’|t l O ( HO,W)CF}

Podemos ahora definir los lenguajes asociados a las redes de Pe-
tri por:

Definicién[lig ]1.9 Llamamos conjunto de secuencias de computa-

cidn fs.s (computation secuences sets) a la familia:
¥55 = { L l d R, O estrictamente alfabético,tales que
L= 0 (T ®)}

Vamos a dar seguidamente ejemplos de lenguajes en %ﬁ55

Ejemplo 1.2 El lenguaje de Dyck restringido sobre una letra,per-

tenece a %55 , formalmente D]'_* =< S—tS T3 +€ > gss

Para ello consideremos la red de Petri R siguiente:

——C_O——
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en la que ‘E,Lo=<o>y F={_<O>}
Sea w E{t,E}* definimos Ilw" = l w It - Iw IE,notemos

L = {.W Q{t'.f}* l V w'< w tenemos ”W'” > 0 }
Vamos a demostrar: ‘

6([10,W) = < n> ssi wel vy ||w|| = n

(a) Demostremos que w € L v ” w ”= p,implica 6,(lLo’W) = P>
razonando sobre la longitud de las palabras.
. Cuando w = & es verdad dado que 6 (0, € ) =<<O>.

. Sea w de longitud n + 1,tenemos w = w'u con u € {t,"ﬁ}con w'e L,

supongamos H w'“ = ,por hipétesis de recurrencia
6( LLo'W') =:<:éI:>
Tratemos u = t,en este caso Jw ” = ||w'l|+ l=g+1vy

O ( B w't) = O (&« How')t) = d (Ca>t) =<<g + 1> .Trate-

mos u = t, en este caso ||w || = lw'| - 1,dado que w € L, tenemos
fw'll =a>0vy d(H.,wt) = d(<g>F =<qg-1>
(b) Demostremos O ( L101W) =< p>implicawe Ly ||w]| = prra-

zonando sobre el nUmero de transicidn.
. Cuando el nGmero de transicidn es O, tenemos w =E& vy <p>= Pb=o
con lo que se satisface la hipdtesis.
. Trataremos el caso n + 1 transiciones,tenemos la factorizacidn
SC Hgw'a) = 5§ ( Woowh),w
dado que w' se obtiene con n transiciones,tenemos
wiety [[will = 8 Kow) =<p>
Cuando u = t, ” wll =< p>+ l.Dado que los factores izquierdos

de w son w't mds los de w',obtenemos que w € L.

Cuando u = t tenemos || w'l =< p>- 1 con p > 0,tambien en este

caso w € L.
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Dado que[ 6 ],que w e Di* ssiwe Ly “ w “ =0 obtenemos:

. Di* = T (R)

Este ejemplo nos muestra que 5(53 contiene algunos lenguajes al-
— gebraicos:;el ejemplo siguiente muestra que contiene también len-
guajes no algebraicos.

Ejemplo 1.3 Consideremos la red de Petri R y el morfismo O si-

guientes:

W= l1,0,0,0,0,0]

F={{0,0,0,0,0, 1]}

t5

O=<tyoaity—eity—bit —eiteacit—e>

{anebnecnl n21}=0(T®)
Posteriormente daremos una prueba formal de esta igualdad.
Damos sin demostracidn,la proposicidn sigﬁiente,que caracteriza

. . 4 . .
las secuencias de computacidn en términos de multicontadores.Un

esquema de la prueba se halla en [ 35 ,pag 321 ].
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Lema 1.13 ¥ 3585 = p-ciego(ctr)

Vamos a estudiar seguidamente algunas propiedades de la familia
(f 5SS .Dichas propiedades de cierre se hallan estudiadas en
[ 48,36]
Lema 1l.14 Los lenguajes racionales,se hallan contenidos en f255.
Prueba Consiste en simular un autdmata a partir de una red de

Petri.Sea L reconocido por un autdmata determinista
=< {Xl;o..,Xn} N {qll'°’lqp} Iqll {qil"‘lqi } L4 ‘>
Construyamos una red de Petri R en que a cada estado de CZ aso=

ciamos una plaza {.pl,...,pn'} .A cada arco dado por la funcidn -
r
i,]

T r e
I(tij) =p; v O(tij) = pj.El marcaje inicial LLl es

de transicidén (qi,xr,qj) corresponde una transiciédn t con

ul = (1,0,...,0), a cada estado final qi asociamos un mar- B
caje LLi = (0,0,¢4.,1,...,0) en el que 1 se encuentra en la po-
sicidén i.considerando G : T——+ {Xl'°°"xn.} definido por

£y _ _
o(tij) = X_ obtenemos g (.T (R)) =L

Vamos a estudiar las propiedades de cierre con relacidn al mor-

fismo.
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Lema 1.15 gss es estable por morfismo & =libre.

. . } ‘.
Prueba El esquema siguiente muestra esquematicamente la cons-

truccidn a realizar.

con G :l—s X, P X —s Y

g (t) = x P (x) =y Y, ¥y

N0

O
O

. « L
La transicion precedente se separa en

r'.

39
;

O
O

tl t2 tn-l tn

Definamos ahora en la nueva red obtenida el etigquetaje:

g'th =y, . g =y, e, gD =y,

&
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[] [] 4 3
Vamos a tratar seguidamente la operacion de morfismo.

Lema[ 36 ] 1.16 es estable por morfismo inverso.

Prueba Sea P X"’—)Y"r un morfismo.Sea R =< P, T . 1,0, L,LO,F>
una red de Petri de etiquetaje g : 1:———9Y.
Vamos a construir una nueva red R' y un nuevo etiquetaje (@ ',que
satisfagan  971( 0 @L®)) = @' (LR").
Sea £ = £yt ..... tn€ T* tal que G(f) =0 (tltz....t’n)=‘P (x)
con x € X.En este caso vamos a asociar en R' una sola transie-
cidn gue notaremos [ f ] a esta sucesidn de transiciones que "view
nen de x".Formalmente R' =< P, 1'{,1',0', tLO,F > con

T' = { [f] lf CT* yd xe€Xcon O (£) = ¥ (X)}
La funcidn input vy ontput estardn definidas de manera a simular la
- secuencia de transiciones f en un marcaje.Es decir,I'( [ £ ]) y
O'([ £ ] ) deben definirse de modo a conservar u-.f = LL',en-
tonces .[ £ ]= L' cualquiera que sea 3 S
Vamos finalmente a definir el nuevo marcaje por:

g'(l £ 1) =xssi 9 x = 0 ().

Demos seguidamente un ejemplo de tales construcciones.

Ejemplo 1.4 Consideremos la red de Petri.
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ty.b tyra

L, =< 1,00>, F={<1,0,0>}
Consideremos el etiquetaje 0 = <L tisait, s bity—bit, —»a>
Sea Y el morfismo P =< x—abiy— aa;z—basr —» £>
Vamos a estudiar la sucesidn de transiciones que pueden dar la

imagen de una letra.

Nueva transicidn

Q(x) = ab €t { £1%5]
1t [ 1)

Py = aa 0t [ £1%1]
tty [ £1t4]

AR [ t4t1]

taty [ Eat4]

P(z) = ba taty [t3tl]
| % [t5%1]
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Vamos a hallar las nuevas funciones input y ontput.Trataremos ca-
da nueva transicidn separadamente.

(1) Trataremos [ tlt3 ] .Cuando se dispara tl quita una marca
de P, Y pone dos en pz.Cuando se dispara D, quita una marca en p,
y la pone en pl.Tenemos entonces que [ tlt3 ] quita y pone una

marca en p one una marca en .Es decir:
1 1)

[ £yt ] |

Py P, P,
(2) Trataremos .[tltz -

172

Py Py Ps

(3) Trataremos [ tltl]
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(4) Tratemos [ t;t, ]

P1 Py P3
3
(5) Tratemos | tyty | .pado que las transiciones t, v t; son
independientes, [ t4tl] y[tlt4] tienen las mismas funcio-
nes input y ontput.
Como ademés, 6] (t4tl) = g btlt4) = P (z) = aa , se va a cum-
plir  que 0'(t4tl) = 0'(tlt4) = z.Es decir,ambas transicio-

nes van a ser en todos los aspectos indistinguibles.
Podemos, entonces, confundirlas en una sola.

(6) Tratemos [ tyty ]

(7) Tratemos [ t.t
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(8) Tratemos [ t2tl ]

(9) Tratemos[ £ ].No tiene ni precondiciones ni postcondiciones.

l[e]

o O O

Obtenemos finalmente la red dada en la figura 1.3.
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R R . 7
Vamos a tratar seguidamente la interseccion.

Lema [ 49 ] 1.17 ¢S5 es estable por interseccidn.

Prueba Sea Rl==<: IPl, T.l'Il'Ol' 18 l,Fl > con etigquetaje g 1Y
R, =< Py, T 2,12,02, L, F > con etiquetaje 0'2.
Tomamos P, N P, = g v T-l n T , = B
Si Ol(ti) = (72(tj) con t,’ & -rl v tj € -Tz creamos una nueva
transicién tgj € -r3.

13(tij) = I,(t;) + Iz(tj) v 03(tij) = 0,(t;) + Oz(tj)'
Entonces Ry =< P, U Py, T'3,I3,O3, LL3,F3 > .En que U.3 restrin-

gido a Pl,es b,V restringido a P, es W ,-

De modo analogo definimos F,.Definimos G, por 03(tij)
= Gl(ti) = Gz(tj).
Tenemos O,( T (R))) = O(T (R)) n 0,(T ®))

OQueremos hallar un teorema de caracterizacién de gss en forma
de operaciones de cierre.Dicho proceso nos conduce a estudiar las
redes de Petri con una sola plaza.Dichas redes se hallan esguema-

tizadas en:
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Se cumple[ 14 ] que todos estos lenguajes son algebraicos,mas es-

pecificamente tenemos:

Lema 1.18 Sea R una red de Petri con una plaza,tenemos T.(R)C Rocl

Prueba Vamos a mostrar un autdmata a pila,con un solo simbolo de

pila z que lo reconoce.

secar =< 1,{p}.1,0, W, .F>con T = {tl,...,-tr} ;R o< p>,
{<fl>,<f2>,...< £,> }  notaremos I(ty,p) = I, ,

o(t;,p) = O;.

Definimos el autdmata a pila A =< T ' {Z} ,Q,qo,Q_i;, Z >, con

/ . o
z como unico simbolo de pila,en el que:

Q-—{J.la}U U{t[r ’l r<Ii}U U {ér] fi}

{1|I >o} |<f >€ F}

El estado "i" va a significar el estado inicial,"1l" va a ser el es-
tado de lectura y "a" va a ser el estado de aceptacidn,'f" va a
ser el estado final.Tomaremos q, = 1,0, = { a}
La funcién de transicidn % estd definida.
. Inicializacién. A partir del estado inicial ponemos el marca-
je inicial LLO = p> en la pila,situdndonos en el estado de lec-
tura en el que podemos comenzar a leer transiciones:
(1,2) & (1,2P")
. Supongamos que leemos la transiciébn ti que cumple Ii = 0.En es-

te caso se halla esquematizado en:




/ .
En este caso el numero de marcas aumenta de Oi.Esto nos induce en

CZ la regla:

Oi+1
(1,=2)

LS (2 )
. Supongamos gque leemos ti con Ii.> O.En este caso se halla esque=-

matizado en:

: I,
Vamos a utilizar los estados t[? 1€ r £ Ii para depilar z T sim-

bolos, formalmente:
ti 4ﬂ
(l)Z) '———( i ? 6 )
2, )
B e, e
[z,

I~
(Jilﬂ rE(e,t L e

Si el cllculo es correcto debe quedar como minimo en la pila,el

z qgue corresponde al fondo de piia,es decir,la pila no debe es-
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O3
tar vacia.tras esto ahadimos las z que corresponden a ti:
I, O0.+1
<t£ l],zn—ﬂ—u,z )
. Tras haber leido las transiciones,debemos verificar que en la

rila guedan el buen numero de marcas.Para ello, seleccionamos de

manera no determinista un < fi:> al gue corresponde un estado

[£;]

fi Y depilamos contando; formalmente:
£,
(L,z) & (£, %, 2)
[fi] [fi'l]
(£, © 2k (g , €)
(fi[l.] ,z),._ﬁ.__(f[io-] , € )

Tras esto depilamos el fondo de pila con "a".

(fgo] ,2) & _(a, £ )
Evidentemente T.(R) es el lenguaje aceptado con pila vacia, to-

mando "a'" como estado final.

Notemos SfSQl el conjunto de secuencias de computacién que se
pueden generar con una red de Petri a una plaza,tenemos:

Corolario 1.1 555 1 C Rocl

Prueba Evidente,dado gue Rocl es estable por morfismo.




274

Vamos a mostrar ahora que %Sjl 6_77_ Rocl.Vemos que si bien
Di* € fSSl,existen lenguajes de estructura "muy simple" que-

no pertenecen a %1§51.Veamos por ejemplo que no podemos obtener

lenguajes con "poca conmutacién local".
Lema l.19[ 20 ] Se cumple (ab)® # ZSfl
Prueba Vamos a razonar por reduccidn al absﬁrdo,demostrando que

. ] s [} L4
debe existir una transicidn que decrece el nUmero total de marcas.

Dicha transicién podré conmutar con la siguiente,obteniendo una
palabra con dos letras iguales seguidas.
Formalmente,sean R =< {p }, T ,z,0, Ub,F:> y O tales que

6 (T ®) = (ap)*

Llamemos M al nlmero mdximo de marcas que hay en F,es decir:

M ={max U.I L e F}
Llamemos Di a la oscilacidén méxima de marcas,tras el disparo de
una transicidn,es decir: Di = 0, = Ii , hotemos:

e, e T

Vamos a demostrar que existe un r y una secuencia de transiciones

D = max {IDiI

Wo=t, oty o...ety t, con 6(Uo,w)€ Fy 41<€ j€ r con
1 2 r-1 r

D. € O.
J
Si una tal sucesidén no existe,todas las sucesiones de transicio-
nes aumentan el nGmero de marcas,es decir,Di:> O para tiC T ;
tomemos una sucesidn de transiciones de longitud mds larga que
M+ D - . -
to

La figura siguiente esquematiza la evolucidén de las marcas.
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r D

Crecimiento I > positivo
minimo. ! J
! L
|
| > M
to |
)\ J
X

Tomemos x > H + D = U.O.Toda sucesién de transiciones de longitud
X + 1 con todos los Di‘> O crecientes hasta x,jamés podra dar un
marcaje en F.

Sea tlt2"'trtr

Y , /2
La sucesion tl"'ti+ltiti+2'°'tr también puede obtenerse;conduce

41 con T > X,sabemos que existe 1§ i r con Dis 0.

al mismo marcaje final y las transiciones tl v ti+2 dan- la misma

letra por U .Hemos obtenido una sucesién de transiciones con dos

letras a o b seguidas.

. + A
Tenemos, entonces,una contradiccibén.

Veamos que de modo intuitivo,podemos decir que con una sola plaza

no podemos "contar",es decir:
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Ejemplo 1.5 s; ={a" b" ' n>o}) ¢ ¥5S,

Razonemos por reduccidn al absurdo. Supongamos que existe una red
de Petri R con una sola plaza y un etiquetaje 0 que cumple

s; =0 (T ®N.

En dicha red debe existir una sucesidn:

S = {tltz...tntr'l_i_l...tz'.n | n» o}

2 1 1
que satisface § | Bortity-eety tn+l'v"t2n) € Fy
' . _ .n.n N
G(tl...tntn+l...t2n) = a b .Tenemos entonces gque el conjunto
| - 1 1 t
S _{5( U-o,tltz...tn) 3tn+l...t2n con £yt,...t bl L.t) € s}

no es un conjunto acotado.De lo contrario,existen dos sucesiones

de transiciones gue satisfacen:
OC W . tyty.ent ) =8 ( Loortqtyeeat )

[] ] 4 ] .
con n' £ n y en consecuencia obtenemos tambien la sucesidn de dis-

1
..tnt' "'tﬁn' que nos permite obtener a" b® con

paros tlt n'+1

x
n #n'.

Dado que S' no esta acotado,existe tlt2"'tntn+l"'t2n en S con

PoX Rortytyeeet 1) > I .1 con lo que la sucesidn :

+

. , .
tlt2'"tn-ltn+ltntn+2"‘t2n tambien pertenece a la secuencia

de disparos,con lo gue hemos obtenido la palabra an—lb abn_l.

Veamos seguidamente que tampoco podemos obtener lenguajes con

"demasiadas" estrellas.
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Ejemplo 1.6 a*b* 4 @Sfl

] I . (] (]
Razonemos por reduccion al absurdo.Las sucesiones de transiciones

[ ) 1 1
deben ser de la forma tltz"'tp tlt2"'tt[€ T (R) con

, C o _ p.d
O(tltz...tp t] t2...t&) = a“b

Tratemos tres casos separadamente.

s . /
(a) El numero de marcas entre las transiciones que dan a,no esta
" acotado.Formalmente:

1 1
{_6( Lo tytyeeety) l 3 £y gt ety COn £ye ity gt EY s

...t& € -T (R) } no esta acotado.Podremos, entonces, elegir
i < p.e intercalar letras b,obteniendo una palabra en a*pt at p*
(b) Reciprocamente el nlmero de marcas entre las transiciones que
dan b no estd acotado.En este caso podremos intercalar letras a,
entre letras b.

(¢) Ambos tipos de sucesiones de transiciones,tienen un niumero
acotado de marcas.En este caso,dado que a*p*® es infinito,para pa-
labras con gran nUmero de letras a y b,debe producirse la situa-

7 . .
cion esquematizada en la figura.

ap bq
A .
' N >
x Y
u v
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En que § (x,au) Xy 6(y,bv) = v.81 x £ y podemos también ob-

tener la palabra:

Si y € x podemos poner b a la izgquierda de a.En ambos casos ob-

tenemos una palabra que no estid en a%b¥* |

Los ejemplos siguientes nos indican como deben ser los lenguajes

de (5551 contenidos en los acotados.Llamemos &4}{ =

= ¥SS. n aXa¥* a_]’: .La proposicién siguiente nos dice que &
1 1 72 k

.puede contener "como maximo una estrella. “a

Lema 1.20 Sea L € Qak,se cumple que L es racional y que existe

como méximo un Unico 1€ 1 £ k,tal que el conjunto

{ e S | *x
x, | a;-
i 1

3,7 e.e8yT .3 € L} es infinito.
Prueba Sea R una red de Petri con una sola plaza para L.8i los
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marcajes que aparecen al disparar las distintas transiciones no
/
estén acotados, podremos mezclar,cuando el numero de marcas sea
grande, las distintas letras, obteniendo palabras que no estédn en
a- ¥a %, .. .a¥
1 %2 A

» » . / . k3
Si existen palabras que contienen un numero arbitrariamente gran-

de de ai,debe contener una repeticidn;es decir:

* * ] * *
Ay eees @5 9 a, a1 cee
l -~
]
m
b |
. | |
X ]
° | wu>o| |
6(x,ag) = X positivo a® positivo
1

Supongamos que existe una sucesidén de palabras que contienen un
. ’ . . 7
nimero creciente de a;,y otra sucesidn que contiene un numero cre-
ciente de a, con a, # a,.
J J 1
. : £ s e L u
La primera sucesidén genera una repeticidn;pongamos O (x,ai) = X,

la segunda también O (y,ag) = y.

Supongamos X 2 y.Podemos obtener:

* * : * *
al... ai_l ‘ ai+l‘.. ak

] 1

| |

l

| I

| :

| |

!

| l

\-—W—J\ ~ J N\ T J‘—r’

positivo a? ag positivo
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Vamos seguidamente a caracterizar la familia 55 en términos de
operaciones de cierre.Para ello vamos a introducir wvarias clases
de operaciones de cierre.
- ‘d% es la clase dé todos los morfismos.
- )¢ es la clase de todos los morfismos € -libres.
- Qf-les la clase de todos los morfismos inversos.
- A es la interseccién de familias de lenguajes.

YNY, {10 1| €& vy el ]
Vamos a recordar seguidamente un teorema debido a S;Greibach[33 ]
que afirma gue en Rocl podemos considerar solamente morfismos di=
rectos g -libres. k
Teorema l.4 Los lenguajes a contador restringidos satisfacen:
Rocl = (% , %"I,A_lm_tmi*= (% ,’}ﬁ'l,/\gqg)ni*

podemos ahora enunciar el teorema de caracterizacidn de “s5 .

Teorema[1%3539] 1.5 La familia £59§ satisface:
©sS =%, 7('1,/\@,/\.)1:4*= # (A rocl)
Prueba Vamos a demostrar:
(%, K Arat Apy*c €95 ¢ W (Agocmic (¥, %,

A rat, A )p1* .

. Comencemos por ver ( H , 76—1,/\ Rat, A )D]'_*' c ?355 .Tenemos
que Di* € ZSS .Ademéds £S5 es cerrado por morfismo £ -~libre,

morfismo inverso,contiene los racionales y es cerrado por intersec-
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cidn.
. Veamos que ¥5s (o 7((/\ Rocl).Sea R una red de Petri,demostre-
mos gue T (R) € A Rocl.El proceso a segulr es expresar R como in-
terseccién de fedes de Petri de una sola plaza.
Sea R =< P, ,I,O, Lo F> /P = {pll,pz,...,pi,...,pq} .Conside-
remos la restriccidn de R a la plaza Dy

R, =<{p;} . T.1 ,0 ,l_ .F >.
P ips P;" Py l'Lpi Py
- Si I(tj)=x:nlpl,...,nipi,...,nng:> entonces

Ip (tj) =< 0,...,0,n,p,,0,...,0 > ,andlogamente
N .

Opi(tj) =< 0,. ..,O,nJ!_pi,O,....,O > .

Los marcajes satisfacen,si HO = ( Fl,LLZ,..., Uj,..,lxq)

entonces LLp = (0,...,0, §£;,0,...,0) de modo andlogo definimos
i :
F_.
Py
Dado gue Rp sdlo tiene una plaza T (RI>) € Rocl .Considerando
i ' i

la definicidn de interseccidén de redes de Petri llegamos a:

r= () Rr

pep P
podemos entonces afirmar Tw = {F\ T (r ) ,condicidn que se tra-
e P
duce en T(R) ¢ ARocl.
Vamos a mostrar finalmente que:

"W CA Rocl) © (’J{,%‘l,/\@,/\)n‘f .

Esto es evidente dado que:

W (N roch) = H (AN (¥ TH T Aravypr*)
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El procedimiento de reducir R a interseccidén de redes de Petri mo-
noplazas,nos permite hallar de modo formal,en algunos casos,el

lenguaje engendrado por R,como vemos en el ejemplo siguilente:

Ejemplo 1.6
W =[1,0,0,0,0,0,]
F =~{[o,o,o,o,o,1]}
N
|
. p4
N
i w
P
2
€ 3 tg
A \r ~ ¥ A v
Py ) P3 ts  P5g T Pg

g =< tl—>a;t2—>e;t3-—>b;t4-->e;t5-——>c;t6—>e >
Utilizando el proceso de reduccidn a una plaza, obtenemos las
seis redes elementales siguientes:

(1) Red Rpq

_ % *
T (Rpp) = £ ¢, W {t3.t,t)

(2) Red Rp, :
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t t t

2 4 6

. ‘ .
T(Rp,) =< s——t;5t,5 +E>LI(ty,t,,t,t,)

(3) Red RD,:

s

Notembs que podemos disparar t3 siempre que exista al menos una
marca en ps.

Para solucionar este problema,vamos a considerar los factores de
Dyck primeros,en los gque introduciremos t3 y elevaremos con t2 y

t4,a fin de exigir gque exista una marca en p3.Formalmente:

Trey) = {t,{<s—t,5¢t,5+e> W £y } t4}Td{tl,t5,t6}*

(4) Red Rp, :
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tl-——-——— t3 t5

) ty ts

Obtenemos el mismo tipo de lenguaje que con Py
3¢
T@Rpy) =<S—> t;5t; S +£ > Wl (ty,tyrty,ty)

(5) Red Rpg

1 3 5
N Y
2 €y 6
_ * * *

Teg) = {tg{< S— ;5 tg5 + exllts }eg} wafe tyt,)
(6) Red Rpg

y €3 ts

€ €y e

Tomamos como marcaje f£inal una sola marca en p6.Entonces
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T (Rp6) = t6

Realizamos ahora Rplfﬁ Rp3.Obtenemos:

tl_ ‘t3 ,t5
A A A 4
C E R ll >
Py P3
t2 t4 t6
T (Rpl n Rp3) = T (Rpl) n T (Rp3) =

*
= {tl* t2|_._|{t3,t4,t5}*}n {{t2{<s—>t28 t, S +e> Ll t;}*t4} Ld
{t1:tg 5} b= e e g m{e e}

Realicemos ahora la interseccidédn con Rp2,obtenemos:

T4 te

El lenguaje engendrado es: T(Rpl n Rp, N Rp3) =

= {tf‘*t2 ta¥*a{tg. tg }*}n{<s —t)S t38 + €> L (t2,t4,t5,t6)*}
={t] vty &5 [ n >l {ege)”

Afladiendo las redes Rp5 v Rp6 obtenemos {t? t2 tgl n;LO:}t4t§*t

Afiadiendo Rp4,exigimos que haya tantas transiciones tl como t

6

5
, . n n n I
con lo que llegamos a: { t] &, t3 ts t5 t6| n 2o } .Utilizando
el etiquetaje 0 obtenemos {an e b e " e[ n 2-1}
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4 0 o »
El ultimo teorema admite como corolario.

Corolario 1.2 Los lenguajes en QﬁSStienen indice inicial polino-

mial.
Un ejemplo interesante de lenguajes %?55”]&>constituyen los len-
guajes de Szilard [14 ] .Dada una gramdtica G,llamamos lenguaje
de Szilard Sz (G) al lenguaje de etiquetas de derivaciones de las
palabras de G.Cuando G es algebraica Sz (G) pertenece a 35S
Damos ahora la construccidén debida a Crespi~Regtrizzi y Mandrio-
li,que permite asociar a una gramdtica algebraica G una red R_.

G
Definicidn 1.10 Sea G =< X,V,P,vl:> una gramidtica algebraica

en que hemos numerado las reglas de P,ti : vj—a.wi 1€ 1 rr,en

que r = Card P.Asociamos a G la red R, =< p,T,I,0, U-O,F:>en
que P = V,las transiciones son T = {til ti es etiqueta de una re=-
gla de G:}.La funcidén input estd dada por:

I(ti) =<:O,...,O,lvj,o,...,Oj>

la funcién ontput de t; estd dada por:

— 1 ) 1 1
O(ti) —<:nl V.0, v2,...,nq vq:> en que

i

Iwil V.
J

Damos seguidamente un ejemplo de tal construccidn.

.=n__'j para 1< j< g

Ejemplo 1.7 Consideremos la gramdtica

G =<:tl:S-»aSb ; té:S—+T ; ty: T—saT ; t,: T— € ;axioma S >
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la red R, asociada es:

G
S T =<1s , OT
| e D ~
> l > > l F =<<0S , OT>
t2 {iLE‘ t4
. _ oL * »*
Evidentemente Sz (G) = T(RG) =ty t2 t3 t4

Ejemplo 1.8 Trataremos el lenguaje de Dyck a una letra:

|*— ° 37 . e - d .
D] =< ty:S— X8RS ; t,:S—&; S axioma > .La red R, es:

1
%

Tenemos :
Sz (G) ={w€{tl',t2}."t ! tht + 1 = [wlt Yy para todo w'g w te-

1 2 ‘
nemos | w' 2w

e > 1l )
Si definimos |lwll = 'w't - |w]t podemos reescribir Sz (G) como
2

Sz (G) ={w€ {t]_,t27s"r l lw]] = =1 y para todo w'< w tenemos

llw'll > o}
Dicho lenguaje es conocido en la literatura con el nombre de len-

guaje de Lukasiewicz,es algebraico,se cumple:
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Sz (G) =< S—t,SS + t2>

1

Ejemplo 1.9 Tratamos ahora como ejemplo el lenguaje de Dyck a

dos letras:

DI¥ =< ty: S— xS ; t,:5— yTS ;t3:S-—->€:axiomé s>

Tenemos:

Sz (G) = {we {t4,t 't }* I |w[ +lw| + 1 =|wl y para todo w'§§ w
1772773 tl t2 t3

tenemos Iw'l £ + |w'lt2 > Iw" t3} .

Dicho lenguaje es algebraico y estd engendrado por:

Sz (G) =< S—ty85 + t,88 +€& >

Existen sin embargo lenguajes algebraicos cuyos lenguajes de
Szilard no‘son algebraicos;damos seguidamente un ejemplo:

Ejemplo 1.10 Consideremos la gramitica:

~

G =<:t1:S-» asbT 4du ; t2:T—aC; t3:U—+d; t4:S-+g: axioma S>>

Tiene como red de Petri asociada:



289 T

t)
t, s
U t,

Tenemos que:

sz(@) ={we (. ¢y, t5}* t4{t2't3}*] 'w'tl e, =lle, s

3
w'¢ w tiene Iw'ltg lw'[t N R R |w'|t }
2 1 3 1
Consideremos el morfismo:
P < bt Xt Rt s £t £
X 1< tl—.>X7t2——rg :At3—_>’)_(;t4——-’ £>
_ -1 0 l(pr * *
sz(G) = X TT(F n PTmI*) 0 {e, et g, {t,,t,)

Respecto a la estructura de los lenguajes de Szilard de los len-

guajes algebraicos,tenemos:

Lema.[1 b ] l.21 El lenguaje de Szilard de una gramética alge-
braica perteﬁece a A,Eggl.

Prueba Evidente,observando que los marcajes que aparecen en RG
modalizan las variables que aparecen en cada etapa de la deriva=

, #
clion.
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Dicho lema admite como corolario:

Corolario 1.3 Los lenguajes de Szilard de los lenguajes algebrai-

cos,tienen indice inicial polinomial.

. 4 .
De modo anélogo a ZSS existen tambien, teoremas de caracteriza-

cidn de Contador(ctr) y Contador(pol),en términos de Rocl.A este

fin notemos:

%pol( L) = {&P (L) IL € ;{ v existe k vy p tales queA para
todo w € L se cumple k l P (w)lp > v }
Se cumplen las caracterizaciones siguientes:

Teorema [34335 ] 1.6

Contador (ctr) = 5,1{ (A Fcl):contador(pol) = /}(pol( A Fcl) en
- *

que Fcl = (‘¥ , K l,/\ Rat, U , . ,+)D]'_

Considerando el comportamiento del fndice inicial con respecto a

las distintas operaciones, llegamos a:

Lema 1.22 Las familias Contador(ctr) v Contador(pol) estdn conte-

nidas en Polg ..
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IV.2.Lenguajes exponenciales y generadores fieles.

En esta corta seccidn,vamos aanalizar la relacidn que existe entre
los lenguajes exponenciales y los generadores fieles de varias fa-
milias bien conocidas de lenguajes.

Para ello,comenzaremos por ver Jgue una transduccidn racional fiel,
no puede transformar un lenguaje polinomial en uno exponencial.
Seguidamente recordaremos de modo répido,la definicidén de las fa-

milias Alg,Lin,Post,Single-Reset,Q,BNP,Multi-Reset en términos de

autdmatas.Daremos sus caracterizaciones en términos de propieda-
des de clerre,cosa que nos conduce a definir sus respectivas fami-
lias de generadores fieles.Mostraremos, finalmente,que dichos gene-

radores tienen indice inicial exponencial.

Recordemos rdpidamente la definicidn de lenguajes exponenciales.

o L ={1|3ster_con K ()= Q M}

El lema siguiente expresa el hecho que unaltransduccién fiel no
puede transformar un {ndice inicial polinomial en uno exponencial.
Lema 2.1 Sea L' un lenguaje de indice inicial exponencial y

una transduccidn fiel,si L' = T (L) entonces L es un lenguaje

de {ndice inicial exponencial.

Prueba - Si T es una transduccidn fiel,existe kl v k2 que satisfa-

cen LLL,Qﬁ-s kl(n + 1) ulﬁkz(n + 1)+ 1) .Se cumple:
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L G, + D+ D) = Q (2L ,@).

ol

Dado que U.L,(n) = R @9 yn=002%"% tenemos
o
Lo+ D+ 1) = Q @FH.

’ * . L] t s L] 1] (]
Vamos a recordar rapidamente la definicion de varias familias de
lenguajes | 11 ] en términos de los autométas que las reconocen.

Definicidn 2.1

(1) Llamamos Alg a la familia de los lenguajes algebraicos.Dichos
lenguajes son aceptados por un autdmata a pila que trabaja en
tiempo real.

(2) Llamamos Lin a la familia de los lenguajes lineales.Dichos
lenguajes son aceptados por un autdmata a pila,en tiempo‘real‘con
un solo pico.

(3) Llamamos Post a la familia de los lenguajes de Post.DichQs

lenguajes son aceptados por un autdémata a pila en tiempo real.

(4) Llamamos Single-Reset a los lenguajes aceptados por un autémé—
ta a pila con una sola reinicializacidn.

(5) Llamamos Q a la clase de lenguajes aceptados por una méduina
de Turing no determinista,con wvarias bapdas en tiempo real.

(6) Llamamos BNP a la clase de lenguajes‘aceptados por una maqui-
na de Turing no determinista,con varias bandas,con un nlmero aco-

tado de vueltas atrés,en tiempo real.

(7) Llamamos Multi-Reset a la clase de lenguajes reconocidos en
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. 4 s . N / oo
tiempo real por una magquina no determinista,con un ntumero finito

. . . . . 7
de bandas de reinicializacion.

Vamos a recordar seguidamente el concepto de generador fiel.

Definicidn 2.2 Sea & wuna familia de lenguajes.Diremos que

L € & es un generador fiel si:

¥ = { T (L) I T es una transduccidn fiel}

En este caso diremos que & es el cono fiel engendrado por L
Yy notaremos £ = (gf(L).

fo ] - &
Llamaremos Gen ~ ( ) al conjunto de generadores fieles de .
Vamos seguidamente a caracterizar las anteriores familias en tér-
minos de generadores fieles,o en términos de operaciones a partir
de familias mas elementales.Tenemos:

Teorema 2.1[11 ] Las familias precedentes admiten la caracte-

L w L] 4
rizacion:

(1) alg = . ¢Fmy )

¢* (eaL)

(3) Post = {f(FIFoz)

(2) Lin

(4) Single-Reset = %,f(COPYZ)
(5) 9 = (N alg)
(6) BNP = ‘¥ (A Lin)

(7) Multi-Reset = CK (A single-Reset)

El teorema siguiente expresa que si una familia contiene un len-

guaje exponencial, sus generadores deben ser exponenciales.

Teorema 2.2 Sea & una familia que satisface & n Expu'# %

y Gen f( X ) #@P ,entonces se cumple Genf( & ) c Exp
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Prueba Sea L un lenguaje exponencial de X .Sea G un genera-
dor fiel de & .Sabemos que existe T fiel con L = T (G),

el lema precedente nos permite concluir que G es exponencial.

Dicho teorema admite como consecuencia.

Corolario 2.1 Todo generador fiel de las familias Alg,Lin,Post,

v Single-Reset tiene {ndice inicial exponencial.

Prueba Sabemos gue Di* ,PAL,FIFOZ,COPYZ,son lenguajes de {ndice
inicial exponencial.El teorema precedente,nos permite obtener el

resultado.

cuando consideramos la clausura por interseccidn de los conos pre-
cedentes, obtenemos los mismos resultados respecto a los nuevos ge=-

neradores obtenidos.
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LENGUAJES DE ALTURA DE PILA SUBLINEAL.,

V.l 1Indice de pila,lenguajes p-sublineales.

V‘l.l

V.1l.2

Primeras definiciones y ejemplos.

Lenguajes p-Root(q) y p-Log.

V.2. Operaciones entre lenguajes y cadenas de

fU.ll-A. FOL.

V.2.1
Ve2.2

V.2.3

Operaciones entre lenguajes.
Lemas de iteracidn y limites inferiores.

Cadena de full-A.F.L.
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En este capitulo,estudiamos los lenguajes algebraicos que admi-
ten una altura de pila que es una funcidén sublineal de la lon-
gitud de la palabra. .

En una primera seccién,damos las primeras definiciones vy ejemplos.
En la segunda seccidn,vemos que con este método podemos definir
una jerarquia infinita de full-A.F.L.,estrictamente incluidos los

unos en los otros.

V.1l Indice de pila, lenguajes p-sublineales.

Esta seccidn se halla dividida en dos subsecciones.En la primera
subseccidn, se da la definicidn de una nueva medida de cbﬁplejidad,
la p~-medida,para lenguajes algebraicos.La p-medida es una funcidn
de complejidad uniforme,que se basa en la altura de pila de un au=-
témata que reconoce un lenguaje dado.Sea L un lenguaje algebraico,
notaremos Py, Su p~medida.

Definimos, seguidamente,la familia de los lenguajes p-sublineales,

formada por todos los lenguajes algebraicos que admiten un autd-
mata a pila,en el que para cada palabra existe un cdlculo valido,
en que la altura méxima de la pila es una funcién sublineal de la
longitud de la palabra.

En este primer apartado,damos varios ejemplos de lenguajes cuya
p-medida es la raiz cuadraaa;entre ellos encontramos el lenguaje
de Godstine,con sus numerosas variaciones y el lenguaje de Patter-
son.

En la segunda subseccidn,estudiamos las familias p-Root(q) vy

p-Log.La familia p=-Root(q) contiene aquellos lenguajes cuya altu-
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ra de pila estd acotada por la raiz g-ésima.
La obtencidén de lenguajes p-Root(q),se basa en la generalizacidn
del lenguaje de Godstine.Para ello,comenzamos por definir un or-
den totai en el conjunto acotadé de g letras:

B, = (q - 0¥ La%o*\ e
dicho orden total nos da una funcidn sucesor sucp,que nos permite
generalizar el lenguaje de Godstine.Dado que el nimero de elemen- .
tos de Bq,de longitud n,es del orden nq-l vy el lenguaje construi-
do se basa en listar sucesivamente las distintas palabras de B ,>
obtenemos el resultado.
Notemos, en particular,que el lenguaje asi obtenido es lineal v a

contador con un solo pico.Pertenece,entonces,a la interseccidn de

Rocl y Lin.

Existe otro método para obtener lénguajes en p-Root(q),que consis-
te en implicar distintos lenguajes de Godstine.La definicidn de
tales lenguajes se debe a Autebext;Beauquier,Boasson vy Lattenx.
Trataremos, finalmente,un lenguajé p%iEﬁ.En este caso la funcidn

sucesor,es la dada por los nimeros binarios.

V.l.1l Primeras definiciones v ejemplos

Queremos estudiar los lenguajes algebraicos con respecto a la can-
tidad de memoria que necesita un autdémata a pila(p.d.a.),para re-
conocerlos con pila vacia.

Consideremos un p.d;a. A .consideremos w tal que we L( QA ),
notaremos C(w) el conjunto de cdlculos vdlidos para w.Sea

c{w) € C(w),notaremos pc(w) la altura maxima alcanzada por la
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pila durante el cdlculo ¢ de w.Notaremos finalmente:
p() =min {p ) | cw e C}

El valor p(w) mide el minimo de pila necesario para calcular w

con el p.d.a. 5[.
Dado un p.d.a. con X como alfabeto de entrada,llamaremos indice
de pila a la funcidn:

Rz(n) = max'{p(w) I we L(@) n nx* }
Dicha funcidén mide la cantidad de pila necesaria para reconocer
una palabra cualquiera de longitud como maximo n.

Definicidén 1.1 Diremos que un lenguaje algebraico L, tiene indice

de pila pL(n),si existe un autdmata a pila a que lo reconoce,tal
que pL(n) =jpcl(n).

En el lema siguiente vamos a dar las propiedades més bésicas de
la funcién p; (n).

Lema 1.1 Sea L un lenguaje algebraico,tenemos:

(1) pL(n)S pL(n + 1)

(2) pL(n) =0 (1) ssi L es racional.

(3) pL(n)'=O(n)

Prueba

(1) Evidentemente la funcién Py, €s creciente por construccidn.

(2) s8i la cantidad de memoria estd limitada por una constante,el
nimero de configuraciones de pila que pueden aparecer es finito,y
en consecuencia el p.d.a. es una maquina de estados finitos.

(3) Consideremos una gramdtica bajo forma normal de Greibach,que
genera L.El autdmata a pila asociado es sin estados ni € -transi-

ciones,con lo que la altura de la pila esta limitada por una fun-
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cidn lineal de la longitud de la palabra.

El lema precedente nos conduce a definir dos tipos de lenguajes,

segin el crecimiento asintético de la pila.
£(n)

Recordemos que £(n) = o(g(n)) ssi lim = = O.
nees I
Definicidn 1.2
(1) Diremos que un lenguaje L es p-sublineal ssi pL(n) = o(n),

llamaremos p-EGB la familia de los lenguajes sublineales,es decir:

p-Sub = {L l p;,(n) = o(n) }

Entre las funciones sublineales mas conocidas tenemos las raices
vy los logaritmos.Trataremos separadamente estos casos.
Comenzaremos por tratar las rafces cuadradas.

Lenguajes p=Root (2)

Definicidn 1.3 Diremos que un lenguaje algebraico L es un lengua-

je p=Root(2) ssi existe un autdmata a pila A que satisface:
(L) L=L(a) 1
(n) =0 (n?)

~

(2) p a



300

La familia p-Root(2) contiene todos los lenguajes algebraiéos pa=-
ra los que existe un autémata a pila,gque acepta las palabras del
lenguaje,en un calculo cuya altura maxima de pila estd limitada

por la raiz cuadrada de la longitud de la.palabra.Notemos que pe-

dimos que exista un calculo limitado por la rafz,no que todo cal-

culo esté limitado por la raiz.
En los parrafos siguientes,damos numerosos ejemplos de lenguajes
en p~Root(2).

Ejemplo 1.1 Consideremos el lenguaje de Goldstine,definido por:

i) i, i, i .
Gold = {a ba °b ....a b....a b|lr>1, 33, 1€ ;€ ,que ij%j}-

Esquematicemos el funcionamiento de un autdmata a pila para Gold.
El verificar que la palabra leida pertenece a (a*b)* es un traba-
jo de autdmata finito,se realiza sin problema.

: i,
Si we&€ Gold debe existir un mal blogque,es decir,un grupo a Jb con

i, # b.
J

Notemos:
i i i,
mj-l = a lba 25 .... a J-lb
i, i, i
hy = a Jtlpa I¥2, ... a2 T

i,
. - b
tenemos que: m mj_la bhj+l

Hay dos casos a tratar: j > ij , J < ij'

Caso j > ij En este caso el autdmata a pila comenzarda a leer un
nimero de blogques superior o igual a 1l,sin empilar nada.De manera
no determinista,decretard que ha leido j - ij bloques,y a partir

4 ]
de este momento comenzara a empilar solamente las letras b,hasta
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que de manera no determinista decreta que ha llegado al bloque ij'
En este momento testarda que el numero de letras a del bloque,es
igual a la altura de pila.Caso de ser asi,se pondrd en estado de
aceptacidn y seguird leyeﬁdo la palabra hasta terminarla.

El cdalculo precedente puede esquematizarse en:

eterminista

j=1.> O
J lJ
¢ o .
determinista _
Notemos que para este calculo cl,la- pila es P (w) = 8 (ij) .

1
Caso j < ij Con las mismas notaciones que en el pdrrafo preceden-

te,el cdlculo viene esquematizado por:

M1

A

j+1

determinista

i.,-3 >0
5 J

no
determinista

A
v

A
2l

POLITEINICA D
Bibiioteca ;!

- 4 <
? g

<
8 UNIVERSITAT
<
U

\

CeN



302

Para este célculo c, , tenemos pc2 w) = B (@3).
Tenemos,gntonces,que si para una palabra w € (a*b)* existe un
blogue aljb con ij # j,existe un cdlculo c que satisface:
pc(w) =0 (min {ij,j} )

La pila mds pequefia para una palapra w dada, seré:

p(w) = O (min{min {_ij,j} | aljb con ij A3t
Intuitivamente podemos decir que el autdmata testa el "blogque mas
pequefio”.
Notemos que toda palabra w @e Gold, se factoriza de modo tnico en:

2. .3 j-1

i,
— Jv
w = aba"ba"beee..a ba bhj+l

en que hemos puesto en evidencia el factor izquierdo més largo for-

mado de buenos blogues.Podemos, entonces, afirmar que :

p () =0 (min(G - 1,150

Dado que le >, labazb cee. adlp l: e (j2),obtenemos que para

cualquier palabra de Gold,existe un cdlculo ¢ que satisface:
1l

p () = OClwl®)
podemos, entonces, concluir que pGold(n) = C)(Qf_ﬁ).
Podemos preguntarnos si la raiz es el menor de los limites poSi-
bles para el autdmata descrito.Para ello,vamos a dar una sucesidn
de palabras wj\en las que se cumple p(wj) = §2(j2) v ijl =(9(j2)-
Para obtener wj,basta tomar en las definiciones precedentes

hj+l =& v ij = ij - 1 ,tenemos:

3

w, = abazba b .... anan.

J
Podemos, entonces, afirmar que el autdmata a pila descrito preceden-

temente, 1o notaremos por A ,satisface:




303

1
p 4 (M = O ©¥

Es,sin embargo, un problema abierto,saber si para Gold, eXiste al-

glin autdémata cuya altura de pila es asintdéticamente més pequefio

que la raiz.

Ejemplo 1.2 Podriamos estar tentados a creer que el autdmata da-

do precedentemente,es el Gnico que realiza la rafz.Esto es falso,
como vemos seguidamente.

El lenguaje Gold,admite la escritura siguiente:

Gold = ( € + aa+)b§a*b)* u

lzb...alj-l

i, i
{aba ba b...a b |r>1, J2€ig RS 1}

Consideremos el p.d.a. que testa de manera no determinista si el
némero de létras a de dos bloques consecutivos j = 1,j satisfacen
i, i, + 1.

J # j=-17

. . 4
También,aqui, se dan dos casos:

Caso i.< i, ; + 1
J\"ajnl
i,
j-1
mj__2 a b hj+l
e P A
e T N T ~
i, ;+1-i>0
j=1 J
*— - @ ®
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Sea ¢ dicho cédlculo, tenemos Pg w) =8 (ij)

Caso i. i. + 1
s 1J > j=1

hj+l

Sea ¢ dicho cdlculo, tenemos Pg (w) = 9 (ij-l) _
31 en una palabra w existen dos blogues consecutivos alj_lbaljb
con ij—l + 1 # ij,existe un cdlculo ¢ con
P, (W) = O (min {ij._l,ij} )

Como en el caso precedente,las palabras que nos dan pila méxima
son:

wj = abazbaBb ....ajbajb
con lo que el autdmata descrito precedentemente es también de al-

tura raiz.

Remarca l.l1 Hemos visto que el lenguaje de Goldstine puede reco-

nocerse de dos modos distintos:
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(1) Testando que el ntmero de bloque no coincide con el nlmero de
letras a del blogue(Empilando las b y depilando con las a).

(2) Testando que el nGmero de letras a en dos blogques sucesivos no
se corresponden(Empilando las del primer bloque y depilando las

del segundo).

Ejemplo 1.3 Sea k positivo,consideremos el lenguaje:

i, b *3 tr
LkZ{a ba.bo-o. an R a b'r>/k3j'k<j€r

que ij¢{j-k,.-"o,j+k}-}
Consideremos un autdmata a pila que testa de manera no determinis- -

i,
ta la existencia de un mal bloque a Jb,es decir,de un bloque que

satisface ij< j-k, jj > j + k.El autdmata va a tratar cada ca-

S50 separadamente.

:Caso ij< -k

. j=1 Bie1
— A o\
— »
N k j-k>0
o & —® -

k primeros
bloques.

Caso ij> j-Xk
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b

|

Evidentemente pr m) = O (n?

k

)
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Ejemplo. 1.4 El lenguaje de Goldstine es,précticaménte,el comple-

mentario de los factores izquierdos de la palabra infinita hacia

la derecha

m = abazba3b cee. @D ...
En vez de ello,podemos considerar el lengujae dado por los comple-

mentarios de la palabra espejo de m,es decir:

3.2

veee @D vevevee...a’ba’bab = m

Tenemos entonces:

n ioi i, iy
Gold = { a Tba Tlp ... a ™1 ..a r>0 , 3 ogjgr -1
que i, AT -] }

Siwe€ Géid,dicha palabra debe contener un mal blogue,es decir un

i
bloque a © b con ir-j Ar —- 7.

i i i .
Notemos: hj-l = a Tba Tl ..., a Toi*ly
i .
= 5 E=3-1
mj+l = a b.... ab
Hay dos casos a tratar lr—j< r-3jvy lr-j:> r - j
Caso irmj < r - j El autdmata a pila leerd hj_l,sin modificar la

_ R
pila.Detectard de manera no determinista que a =Jp es 1a mala

transicidn y que ir_j<1 r - j.En este caso empilard todas las le-

tras ayempila un total de ir—j letras.
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Tras esto comienza a leer bmj+l,depilando cada vez que encuentra
una letra b.El nUmero total de letras b que se encuentran a la de-

i . i .
recha de‘a =) es r - j,contando la letra b del bloque a =y,
Tras vaciar la pila,el autdmata testard que aln le queda alguna b

para leer.Este cdlculo ¢ puede esquematizarse en:

K

En este caso p_(w) = ] (ir-j)

Caso irej> r - j En este caso el esquema del cilculo c viene da-

do por: i
hj—l bm ,

A

J.r_j-r+_] > 0




309

En este caso pc(w) = O (r - 3)

, %
Tenemos, entonces,que si en una palabra w € (a*p) ,;hay un blogue
i o
a J con ir i A r = j,existe un calculo ¢ que satisface

pc(w) - 06 (m:.n(:.r_j , T = 3))
' La pila mas pequefia para w serd: '
1. .

_ . . . . Tr-j : .

pw) = 86 (mln{mln‘{_l'r_j , r =33 la b’con 1o Ar-3})
~
Toda palabra de Gold se factoriza de modo dnico
i . . .
w = hj—la T=Jpat=3=1lpa=3-2y | .. .ab

en la gue hemos puesto de manifiesto el factor derecho mas largo

formado de buenas transiciones.Se cumple que:

p. W) =0 (mln(lr_j , r=3))
Dado gque w satisface
i . i, i . o4
|w| < la T=Jpg T=d=lpg T-3-2y, . ab| = e (j2)
obtenemos para el autdmata definido precedentemente, notado
, 1
p =0 (w?)
a.
: 1
. ~ _ 5
con lo que pGold(n) =0 (n® )

Si gueremos demostrar que para el autdmata & el comportamiento
asintético es dptimo,basta tomar:

w_ = a'bat 1pat™%p .... ab

r

Ejemplo 1.5 Podemos considerar conjuntamente Gold y Géﬁd en el

lenguaje siguiente:
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L = (a*b*c)*‘\\{arcar—lbcar—zbzc e Jpde LLLLebte |r~> 2 }

Sabemos que w € (a*b*c)r es una palabra de L ssi contiene un mal
u

l i v .
bloque, es decir,un bloque a =Jp e que satisface:

— (u r - j) A (vj = j) es decir

r=j
(w_j; Ar =3V (vy#1).

Caso u, i #Zr - j La palabra w se factoriza en:

u_ v v

u v u u_ .
hj-l =a T %a 1y tea T2 2 . ...a r=j+lyi-1,
u_ V. ' u,. v
m, =g TI=lp 3l Ll ca O Te
j+1
En este caso el autdmata funciona de modo andlogo al de Gald,ig—
u

norando las letras b,empilando las letras a de a =] v depilando
con las ocurrencias de b.Sea ¢ un tal calculo,se satisface:
p, (W) = o (mln(ur_j ;T = 3))

Caso v # j La palabra w se factoriza en:

u_ v. u v u_ C .
ﬁj-l = a b %a r=ly, 1o .. a r=j+ly,j-1,

: u_ . v, u. v
hj+l = a r-J_lb j+i ce.. Ca Op Ta

En este caso el autdmata ignora las ocurrencias de a,y trata las

de b v ¢ de un modo andlogo al automata esquematizado en Gold.Em-

pila las letras c¢ hasta llegar al bloque aur-jbvjc,depilando con

las ocurrencias de a en dicho blogue.Sea ¢ dicho cdlculo, tenemos:
pc(w) = B min(vj,j)

Toda palabra w € (a*b*c) T admite las dos factorizaciones sigﬁien-

tes.

Consideremos la factorizacidn que hemos puesto en evidencia el fac-

tor derecho mas largo de buenas transiciones entre los blogues de

de.




V. v v
r=3.a%p =2 ab

v
r

r-lcb c

u_ . V.
w = h, T=Jp Jc . ... ca3b

j-1°

£] L3 / » [] .
Consideremos la factorizacion en que hemos indicado el factor iz-

quierdo mds largo de buenas transiciones entre blogques de b.

u u u . V.
_ r r-1 r-2,2 rei, Vi =
w = a “ca bca bc .... a b chi+l
Evidentemente:
p(w) = O (min{u_,,r-j,v;,i})
Dado que la palabra w satisface
lwl =0 max {(x = P?, i*}) = 0 (max(3% , 1%))
Podemos concluir que 1
P a w = 0 (wi?)

1
0 (n? ).

El 1imite de la rafz cuadrada es &ptimo para el autdmata definido

con lo que p; (n)

precedentemente,para ello basta tomar:
W, —alcadlpead=?p2c ...,a3b3f3ca2bj-2cabl-lcbjcbjc

Ejemplo 1.6 Analicemds el siguiente lenguaje debido a Mike Pater-
son[ 3 ] ‘
Pat = (a*p)* \ {9\ x> 0}

dd:cho lenguaje puede reescribirse como:
! i ; ;

1 2 *3 Tk |
pat = {a "ba b ...a b ...a blk}l,]l{jgk;ij;ﬁk_}
i i, i
Sea w = a lb ...a ’b ...a kb € L , existe ij # k.Hay dos casos a

tratar.

(a) caso ij<1 kX Elijamos el ij mas pequefio posible.

¢
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il 12 i, ik
Entonces w = a “ba “b...a Jb...a b satisface ij> i£,£= l,...,k

con lo que |w]| > 1.k >.(ij)2.

Separemos este caso en dos subcasos, segun j > ij o j<« ij‘

Primer subcaso j ;.ij En este caso el cdlculo del autdmata viene

esquematizado en:

Transicidn
no determi-
nista. lj
a-b h
j+l
A

k-i,> O(deben quedar le=-
J_ tras b para
> —® leer)

Transicidn no deter-
minista,a f£fin de po-
der encontrar la ma-
la transicion.

En este caso p(w) = © (ij).

Segundo subcaso j < ij El cdlculo viene esquematizado en:

J h

j+l
A

k-ij >0
. 7 A Y
® J O\ —e
v g B o
empila guedan ij—j le- miramos si queda
b . un numero suficien-
Egas a en la pi- te de letras b.

Transicion no determinista
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En este caso p(w) = max {j,ij - jA}= C)(ij)

(b) caso ij:> k Buscamos el ij mds pequeiio, entonces

il i2 i. , ik
Ww=a ba®b... a’b...a Db satisface ip> k, £=1,...,k con

lo que |w| > iJ..k}kz.

En este caso el cdlculo viene esquematizado pors:

Transicidn Exceso Transicidn
no determi- de le- no determi-
. nista.- tras a. nista.

En este caso p(w) = max {i.i-x} <k

L 3
Tenemos entonces que p; (n) =0 (V™)

. I'4
Vamos a generdlizar los resultados precedentes a ralces de cual-

guier grado.
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V.l.2. Lenguajes p-Root(g) v p-Log.

Lenguajes p-Root (g) Vamos a estudiar la existencia de lenguajes

no racionales cuya altura de pila esti limitada por la raiz

g-ésima de la longitud.

Definicidén 1.4 Diremos que un lenguaje L es p-Root(q),ssi exis-

4 x
te un automata a pila que lo reconoce con
' 1

_ q
P Cl(n) = 0m9)

Los parrafos siguientes tienen por objeto mostrar lenguajes
p—ﬁBBETET.Recordemos que el primer lenguaje que heﬁos encontrado
en p-Root (2) es el lenguaje de Goldstine.Coﬁ pequefias variaciones
dicho lenguaje puede definirse fundamentalmente de dos maneras:
(a) Exigiendo una mala sucesidn de bloques.Es decir:

i i, i,
{aba b ... a Jpa 3t

k

(b) Exigiendo la aparicién de un blogque que no coincide con su

i 3
b.... a’b | i, lj+ 1% i1

rango.Es decir:
i i i, i
{a'va?b .cc.adb.ii. a | 3j,ij;éj}

. 4
Vamos a generalizar cada uno de estos dos metodos.
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La generalizacidn del primer método nos conduce a generalizar la
. ’,
nocidén de sucesor sobre un conjunto acotado.El segundo método nos
conduce a realizar imbricaciones de lenguajes de Goldstine.

I. Generalizacidn de la funcidn sucesor

Recordemos que el lenguaje de Goldstine se construye a partir de
la palabra infinita
m = abazba3b ce.. alb ceees

, . : . s , _ p p+l
Si definimos la funcidn sucesor por suc(a”) = a , podemos rees-
cribir dicha palabra como

m = ab suc(a)b sucz(a)b cee. sucd (a)b ....

"El crecimiento de m con relacidédn a la funcidn sucesor viene ex- -

presado pors

m, = ab suc(a)b sucz(a)b I sucj(a)b B
Im| = © (%) )
I_S‘U.Cj (é)~| = 0 )

con lo qué lmjl = G)(lsucj(a)lzj es dicha igualdad la que nos —

péfmiﬁe demostrar que

{;abWb cece wJ.b wrb]wic a¥*, 3 j con suc(wj_l) 7 Wj}

es un lenguaje con una pila en raiz cuadrada.
A fin de generalizar el lenguaje precedente,debemos por lo tanto
(a) Definir una nueva palabra infinita,generalizando la funcidn
sucesor,y estudiar su crecimiento.

(b) Definir el lenguaje asociado a esta nueva palabra. -

1. Construccidn de sucp

. 0 /
Vamos a generalizar la funcion sucesor tomando como base un len-
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guaje acotado, sea:

B, = p*(p - D*..... 1*0*\8 ., P30

definamos sobre Bp%l la funcidn sucesor por:

Definicidn 1.5 Consideremos la funcidn suc —3 B

p+l:Bp+l p+l

definida por:

(1) si we B se factoriza en w = w, iix,xv>0,0< i< p,

p+1 i+l
¥ - * , %* ] _ . X
W, 1€ P (p 7 ....(1i + 1) ,entonces sucp+l(w) = wi+l(l + 1)0
(2) si we Bp+l se factoriza en w = pX , X > 0 entonces
_ x+1.
sucp+l(w) =0
Mostramos,en la figura siguiente,como funciona la funcidn sucp%l.
i dltima
1 ocurrencia
de i.
V1 V2 Vp-i x
w = p (p"'l)_ *» o 90 0 (i+l) p i i
copia si- puesta a O
l guien- l
te
¥
_ V] L . Vp—i -
sucp+l(w) p “(p-1) “....(i+1) i+l 0
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puesta a O

w)| o o*

A fin de estudiar el crecimiento de mp con respecto a suc_,va=-

mos primeramente a contar cuantas palabras hay en Bp de una'longi-

tud dada.

Lema 1.2 Sea Bp = (p - l)*(p - 2)¥.... 0% tenemos

| {wlwes,y Iwl=n}| = 6 @

P

Prueba Sean u ur—l ces Uy fijos,pertenecientes a {O,l,;..,p -1 }

r
con u . >u._q> ....>‘ul.Sabemos que:
n=-1
o+ o+ L+ _ - - r-1
“{w Iwc: Ul U -eelUy le = n}”—(r_l) =6 (n )
dado que a cada palabra w podemos asociar la particién del entero
n en r partes.

El nimero total de grupos de r letras distintas entre un total de

p es: , .
| { (agruyeeviupwp>uy> e w3 || = ()

Tenemos entonces que ‘
| {w|we B, 3 ij,...,i conwe uIl...uIr y |w] = n}|
=® e - 8 @ |

r’ ‘r=1



318

Para hallar " {wl we Bp v |w| = n}-” hay que hacer la suma

a todos los 1§ rg p posibles,es decir:

o=

.
y ® (7)) =6 ePh

r=1

Podemos ahora estudiar el crecimiento de m con respecto a la fun-
cidn sucesor.
Lema 1.3 La»palabra{

my 5 = Ob sucp(O)b sucg(o)b suc;(o)b cess b suc%(o)b

satisface:

ny el = O GVD vy [sudo] = 8 (37

J" . .
Prueba Comencemos por demostrar suc%(o) = 0 (O i ).Elijamos
] que cumpla| suclJ;+l (O)| > I sucg(o) l = n.En este caso:
j=lneyfl= wes, | |wl< n}|

pero ” an” = jil S} (nj"l) = 8 () con 10 que § = © ) ,
podemos entonces escribir

Isuc e(np) (0) , =n , O bien , l sucl-i(O) "= (e (\7—?)
Vamos ahora a estimar lmj,pl . Tenemos

Imj,pl = j|p] + .i: Isuc;(o)‘

_ - J ;
Podemos estimar la suma ¥ l suc;(o)l sumando por blogues,es de=-
i=0
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cir:

.

] i SRVER

] = i B = i
££o| sucy l 3;1 ill{we D l |w] i}
e V3
- ¥ i P2 (0 (TP - 9 g
i=1

Notemos que podemos,también,estimar la suma precedente con la ayu=

?
da de la integral J/ >{\ﬁ§ dx, tenemos

/jxwdx=9(j\7—3)

2. Construccidn de Gold(q)

En este parrafo vamos a generalizar el lenguaje de Goldstine a
partir de la palabra infinita m.
‘ 2.
m_= Ob suc (Q)b suc”(0)b ....

q .q( q(
definida precedentemente.Para ello habrd que analizar la forma de
las palabras wy,w,, con w, # sucq(wl).
Esto nos conducird a definir el lenguaje Transq,formado de las ma-
las transiciones posibles.A partir de Transq podemos ficilmente
definir Gold(q) y demostrar que Gold(q) € p-Root(q).

Lema 1.4 Sean wl,w2 pertenecientes a B

p+1l
(a) Cuando w, se factoriza:

_ . . X * . »* .
wp =w, 117, w, ;€ p ceees (i +1), 0 i< P,
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tenemos que w, 7 sucp+l(wl) en los dos casos siguientes:
(a.l) w2=w£aejy,w£€ p*....,é*,',2>j » Y >0 con
Y X .
(3 ;éo)V(1+l;é,e)V(wi+l;éw;)

(a.2) w, =¥ , £ e {o,1,....p } ,y¥>0

(b) Cuando W, se factoriza Wy =_pX ;W debe ser de la forma
x+1 X ;

w, P26 para saﬁlsfacer w, # sucp+l(wl)

Prueba Evidente a partir de la definicidn de la funcidn sucp+l.

Remarca 2.1 Sea X un alfabeto finito y sea # € X,recordemos que

el lenguaje
| L={f# g | f,oex*, £4q}

es un lenguaje a contador y a un picb (L € Rocl N Lin).

Para ello notemos que L puede expresarse como la unidn de:
L, ={f# g |f,gex* [£] # |9}

- n P n g
L2 —-{XXlX#XXZX lxliélenrplq>o}

Lema 1.5 Para el lenguaje siguiente
Transp+l = {wlbwzb le,wQ € Bp+l ;W # sucp+l(wl)}
Existe un autdmata a pila,a un pico y a contador que satisface:
p(wibw,b) = O (min { [wil - lwzl} )

Prueba El caso (a) del lema precedente se escinde en cuatro casos
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distintos: : .
- s : Y- : Y X
Ll_{wi+lllxbw£,€JbI/>J,J 7‘0}
Al llegar a i* empilamos min(x,vy) simbolos;al llegar a jY depila-
mos y testamos jy 7# o*.
pilaL = min(x,vy)
1
- RPR S . Y- 'S 1 :
LZ—{Wi+l;lbW‘eaer|z€>J,j;él+l}
L2 es un lenguaje racional.Luego pilaL = 0
2
= ;o .Y . .
L3—{wi+lllxbwzj Jb|j>_'j ,wi+l;£w2}
Recordando la remarca precedente tenemos;
plla, = min{fw; o | o) wy |}
- v s Y-
L4—{wi+lllxb,£bly>o}

Es un lenguaje racional , luego pilaL =0
: 4

Tratemos el caso (b).

L5 = { pxbwb |w # Ox+l }

Evidentemente pila, = min {x ,|w]| }
5 :

Vamos ahora a generalizar el lenguaje de Godstine.
Lema 1.6 El lenguaje siguiente:
Gold(q) = {Obwzbw3b "‘Wj bwjb s oo wrb Ir > 2 SV, € B

-1 q '
i=2, oo , r, E! i, 28 j<g€ £, Wj # sucq(wj_l)}

Es un lenguaje a contador y a un pico,que satisface:
1

Poola(q) (M =0 (n%)
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Prueba Evidentemente Gold(g) es a contador y a un pico,dado que

« . i/
admite la factorizacion.

_ * * s
Gold(q) —Ob(Bq\l)b(qu) U Ob(B D)™ Trans (B,p)

A fin de obtener un limite superior a la altura de pila,vamos a
considerar la primera aparicidén de j que cumple wj 7~ suc(wj_l);
cuando leemos una palabra w de Gold(qg) de izquierda a derecha,

tenemos:

w = Ob sucq(O)b sucCZI(O)b schq-l(O)bwjb ... wb con

uad—1

W, suc o)

j # suci™t o) .

El testar que sucé_ (O)bwjb‘c Transq puede hacerse con una pila:

p) < min( |suc) @] L pwy) =0C suc) @) = 0 (V3)

por otra parte w = mq’j_leb-....wrb con lo que
lwl > |mg 511 = © GV T) conloque
. :

p(w) = O(lWl-(i )

Nos queda por demostrar que dichos lenguajes no son racionales, es-
te es el objetivo del lema siguiente.
Lema 1.7 Los lenguajes Gold(g) no son racionales.
Prueba Si Gold(qg) fuera racional,también lo seria el lenguaje:
2 ¥
L=(Bb“@EBDb \\ Gold(qg) =
( q )= ( q ) (q

m . i 2
Qjld2

dado que la diferencia de dos lenguajes racionales es racional.Su-
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pongamos L racional,sea k la constante del lema de Ogden,conside-

remos la palabra m en la que hemos marcado las Gltimas letras.

g,k

Tenemos:

_ k
mq,k = mq,k-l sucq(o)b

o 7 e
Dado que la funcion sucesor es unica,tenemos que

m' = °(/3¢{mq,j|j>/.2-}

con lo que llegamos a una contradiccidn.

II. Imbricacidn de lenguajes de Goldstine

Dicho método se halla descrito en[ 5 ],vamos a exponer intuiti-
vamente su fundamento.
Con menores variaciones,podemos definir el lenguaje de Goldstine,
a partir de la palabra infinita

321 211 2111 .......
Supongamos gue gqueremos contar los distintos blogues 21% , x> 0

con la ayuda de otro lenguaje de Goldstine;tendremos
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21 contado por 210
211 210 100
2111 210 100 1000
con lo que obtendremos la palabra
3210 210100 2101001000 .....
dicha palabra puede obtenerse iterando el morfismo

h3 = 3—3210 ; 2—210 ; 1—10 ; 00— 0>

tenemos
h,(3) = 3210
h§(3) ='h3(h3(3)) = 3210 210 100
13(3) = h3(h§(3)) = 3210 210 100 210 100 10000
3

podemos decir que

lim h%(3) = 3210 210100 ......
NN 00 3 .

Definamos formalmente dicho proceso.Sean

L A¥

ZO = 0
_ *

Zl = 10

Z, =2 (1o*)*

Zy = 3(2 (Lo*)*)*

es decir z_ = 0% y 2z = (g + 1)z* a>» O
o g+l q

vamos a definir formalmente el morfismo hq

Definicidén 1.6 Para todo i , 0 < i £ g tomamas

hq(i) =i(i - 1)1 -2) ... 10
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En los parrafos siguientes notaremos h%(q)s& wéq) .Tenemos el si-
guiente lema de factorizacidn:
Lema[ 5 11-8. Sé cumple:

wiq+l) = (q + l)wiq)wéq) ceoe Wéq)

(a)

Dicho lema nos permite estimar la longitud de Wj en funcidn de

q Y j,tenemos:

(a)

i definidos precedentemente, satisfacen

v @] = 8 a9
i
Prueba Razonemos por induccién sobre g.Cuando q = 1,tenemos

wit) H- 6w

= 10T con lo que |w.
i i
Supongamos que es cierto hasta q y demostrémoslo para qg + 1.

Lema 1.9 Los w

Empleando el lema precedente, tenemos:

(D) ) )
1

(g + l)wiq e wiq

con lo que

i i
e s e m1e £ 60 g% - 8 T
f=1
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Podemos ahora generalizar el lenguaje de Goldstine con:

Definicién| 5 ) 1.7 Para q> 1 , definimos el lenguaje de Golds-

tine g + 1 imbricado por:

G+1={‘(q+l)ulu2 ceeelicaas urlrgl,uiez

q

s 1 =100, ,
d .

J1<€ j<€ r que satisface U, # h%(q) }

A fin de encontrar un limite superior a la altura de pila,vamos a
analizar las propiedades de factorizacidén de las palabras de Gq+l'

Lema 1.10 Sea we G w se factoriza de modo dnico en

q+l’
- ( . , . (q)
(a) w = (g + l)ulu2 ceeu ., Uy € Zq-y uy # W,
(b) Existe j 2 1 que satisface:
= wlatl), . . . (q)
W = Wj uj+l"'ur , € Zq v uj+l # wj+l

Prueba Recordemos que w € Z ;s decir tiene una estructura en

g+l
blogques de Zq.Basta,entonces,considerar el mayor nimero de bloques

(g+1)
r

que coinciden con w comenzando por la izquierda.

. .
Vamos a encontrar un limite superior a los cdlculos de G

g+l”
Lema l.11 Sea we& Gq+l,existe un autdmata a pila que satisface
_ : _ . (g+l) . , (q)
plw) = C)(J) en que w = W, UjypeeeUp CON Uy 7~ wj+l .
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s 7
Prueba Razonemos por induccion sobre q.

Cuando g = 1, G, es bdsicamente el lenguaje de Goldstine y el lema

2
precedente expresa la parte en que w coincide con la palabra infi-

nita,siendo j el nimero de blogues.

Tomemos (g + 1) , uj+i se factoriza:

uj+l = qVVy .. Vi oeee Voo V. E Zq-l

Hay dos casos uj+l # wj+l

(1) r # j + l.Podemos testarlo empilando las j letras g en w§q+l),

J
es decir,contando el ntmero de blogues en w§q+l) v contando el ni-

mero de bloque v, en uj+l;es decir,depilando al llegar a uj+l

vez que encontramos una letra (g = 1).Dicho ¢aso aparece cuando la

cada

] . o 7 . . . . s £
mala transicidn tiene lugar en el nivel de imbricacidn mis exter-
no.

(2) r =3 + 1 ,en este caso podemos reescribir la desigualdad

(q)

uj+l # wj+l diciendo que uj+l ¢ Gq.Es decir, la mala transicion

aparece en las capas mas profundas de Gq+l'

En este caso u. se factoriza en :

j+1

u = wéq)v (g-1)

9+1 24170 Vipl r Va1 AW ]

Existe por hipdtesis un autdmata en Gq que satisface:

p(u;,) =0£) =0G +1 = 0

La transformacidén de dicho autdmata en un autdmata de Gq+l,no pre-

senta problemas,con lo que

p(w) =plu,y) = 0 Q)

Notemos que las construcciones precedentes pueden realizarse con
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autdmatas a contador y a un pico.

Considerando conjuntamente los lemas precedentes,llegamos a:

Lema 1.12 Tenemos que P, n) = O (Vo)
q
Prueba Sea w Gq , W satisface
_ ()
WS We U g e Uy
con pw) = O () v Iw] > lwéq)l = B (39 ,entonces
1
pw) = O (Jwl9)

Lenguajes p-Log Vamos a estudiar la existencia de lenguajes alge-

braicos no racionales cuya altura de pila es una funciodn logarit-
mica de la longitud.Formalmente:

Definicidn 1.8 Diremos que un lenguaje L es p-Log ssi existe un

autémata a pila & que lo acepta con

D a (n) = C)(log n)

A fin de construir un lenguaje logaritmico,vamos a estudiar

_ . 2 11
m = 1b sucb(l)b sucb(l)p e sucb(l)b e
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[} 7/ L] s ]
en la que suc, es la funcion sucesor en el sistema binario.Sea

Bin = 1(0 + lf* tenemos:

Definicidn 1.9 Sea sucy la aplicacién definida por

sucy Bin~————_y Bin

: X X .
por sucb(w 0l1™) =w 10", we Bin , x» 0

sucb(lx) =100, x> 0 -

El crecimiento de m, con respecto a SUCy viene expresado en el le-
ma siguiente:
Lema 1.13. La palabra

My, 5 = 1b sucb(l)b Suci(l)b ceas sucg(l)b
satisface:

|my ;] = © (5 log 1) v |suclW| = B (log 1)

Prueba Es bien conocido que

lsucg(l)l =l< expresidén en binario de j + 1> |= O (1og j)
por otra parte

j
lmb jl =0 (J+ ¥ logi) =0 (J log j) —
! izl

recordemos que

J[log x dx = x log x
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Vamos seguidamente a generalizar el concepto de malatransicién:
Lema l1l.14 Sean wl,w2 pertenecientes a Bin ,tenemos que -

w, # sucb(wl) en los casos:

(a) Cuando w; =wO0 1¥ , we Bin , x 2 0 , entonces :

w, = w! lOY, w'e€ BinUE& v (w' ZwV (x #v)

o bien
w2=lZ,Z>O
(b) Cuando wy = 1* , X > 0 entonces

w, = w1 oY , we Bin U £ y(wAE)V (x£7Y)

o0 bien

2 .
w2 =17 , 2> 0

Prueba Evidente a partir de la funcidn Sucy,.

Lema 1.15 Para el lenguaje:
Trans, ={WlbW2b le,w2 € Bin , W, # sucb(w)}
existe un autdmata a pila,a contador,y a un pico que satisface:
p(w bw b) = O (min { lwll , |w2| I3

Prueba Anéloga a la dada para sucq.
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Estamos ahora en situacidn de definir un nuevo lenguaje de Golds-
tine:
Lema 1.16 El lenguaje siguilente:

Gol

dpin {lbwzb ""Wj-lbwjb ce..wbfir>2, w, e Bin ,
i=1,ce. ,x , 3 i, 2€ j< rcon wJ. # sucb(wj_l)}
Es a contador a un pico y satisface

pGOldBin(n) = O (log n)

Prueba Tenemos la factorizacidn
Goldy, = 1b(Bin\ 10)b(Bin p)* U ob(Bin bY* Trans, (Bin b)*

. ' . . 7/
Considerando la primera mala transicion que aparece, tenemos

w = mb,j-leb coe wr

v suc]-l_l ()b Wj? € Trans, con lo que

pw = O (|suedt)]) = 0 (og 3
lwl = © (j log j)

con lo que p(w) = O (log|w]| )

La prueba que GoldBin no es racional no presenta problemas.
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V.2 Operaciones entre lenguajes y cadenas de full-A.F.L.

Esta segunda seccidén se halla dividida en tres subsecciones.En la

primera subseccidn,se estudia el comportamiento de la p-medida con
. . . 7

respecto a las operaciones union, producto,estrella, transduccion

. . . 7/ . / .
racional y substitucidn sintactica.

Como consecuencia de ello,obtenemos que p-Sub,p-Root(qg) para g
fijo y p=Log son full-A.F.L. cerrados por substitucidn.

A fin de estudiar las inclusiones estrictas de los full-A.F.L. an-
tes definidos,debemos estudiar los limites inferiores de la p-me-
dida,y para ello debemos comenzar por estudiar los lemas de itera-
cién en términos de un autémata a pila.

La segunda subseccidn cumple este objetivo.Comenzamos por ver que
cuando la pila oscila en démasia,aparece un factor iterante,y
cuando la pila aumenta demasiado, aparece un par iterante.
Definimos seguidamente lo que es un scan,y vemos cual es la lon-
gitud mixima de un scan en el que no aparecen elementos iterantes.
Vemos, entonces,que si en un cdlculo no aparecen elementos iteran-
tes,todos sus scan son dotados y que la pila es una funcidn lineal
de la longitud.Podemos,entonces,demostrar que tanto una variacidn
del lenguaje de Goldstine como del lenguaje de Patterson,necesitan
estrictamente la rafz cuadrada para ser reconocidos por un autdma-
ta a pila.

El tercer pérrafo demuestra que todos los A.F.L. definidos ante-
fiormente,estén incluidos estrictamente unos en otros.

Para ello,comenzamos definiendo el formato de Patterson de orden d,
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@l bloque de Patterson de orden g y anchura n,y el casi blogque de
Patterson de orden g y anchura n.

Con estos elementos definimos una variacién del lenguaje de Pétter—
son que llamamos "Patterson-menor de orden g" que precisa es£ric-'
tamente la rafz g-ésima para ser reconocido,lo que nos da las dis-

tintas inclusiones estrictas;hemos demostrado por lo tanto:

p-Iog ¢ ... & p-Root(q) ¢ p-Root(q - 1)g .-.. g_p—Root(Z)

v.2.1 Operaciones entre lenguajes

Vamos a estudiar seguidamente el comportamiento del indice ini-
cial respecto a las principales operaciones entre lenguajes.
Comencemos por estudiar las operaciones racionales.

Teorema 2.l Sean Ll v L2 dos lenguajes algebraicos, tenemos:

(L py yp, ()€ max {py () . By (n) }

1

@) by, g, )< maX{le(n) + Py, () }+1

(3) p (n) p; (n) +1
LT Ly

Prueba Sea ch =< X1427,Qy:9;,21.T1 > un autémata a pila que
cumple Null(al) =Ly %Zl(n) = le(n). |

Sea CZZ =< Xy,25,0Q,+d,,2%,,T, >uno andlogo para L, ,con

Z, 0Nz, =pgyonQ =g

(1) Para construir un autdmata para Ll’LZ basta considerar la reu-

nién de los dos autdmatas,es decir @ 3 =<:X3,Z3,Q3,q3,23,T3:>

con Xy = X; + X, , sea z, ¢ 2z, + 2, entonces 2, = Z, +Z, + Zj,

sea dj ?-’5 Q; + Q2 entonces Q3 =Q; + Q2 + d3 ,las transiciones se=
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ran:

T, =T; + 1"2 + (q3,.,€ 1230 (qy,21) + (q,,2,)
Evidentemente RQB(n) = max'{le(n) ,pLZ(n)} ., con lo que
p (n) g p, (n)

Ll+L2 = a3

(2) Vamos a tratar el caso.€ £ L,.Cuando € € L, hay variaciones
menores.Dado que los autdématas reconocen por pila vacia,debemos
afiadir un nuevo fondo de pila a A ;.
Sea A 3 =< X3,Z3,Q3,q3,z3(T3:> en que X;,Z,,Q, tienen la mis-
ma significacién que en el pirrafo precedente v '
Ty, =Ty + T, + { (q3, [ ,z3)h——(dl,zzzl) } u

{(a € 20— (qy, € 42,) |ge 0}
Notemos que hemos afadido zZ, cCOmo nuevo fondo de pila en cualquier
célculo en L,.Tras leer una palabra de L,,quedaremos en un estado
qg e Ql y con 22 en el fondo de pila.
La transicién (q, & ,Z2)P———(q2, € .,2,) , nos permite reiniciali-
zar el calculo con L, .

2
Evidentemente:

pa3 (n) £ max {pal (n) + pd.2 (n) } + 1

*

(3) Vamos a construir un autdmata para Ll .Sea

=2, + Z

3 1 3
Qy = Q) +day . ¥ T, estd definida por T, al que afladimos las tran-

a3 :<XllZ3IQ3Iq3IZ3IT3> en qU-e Z

siciones:

(a5, € ,23)h——(q3, € ) , a fin de garantizar que 613 acepta €.
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(q3,€ ,23)F———(ql,z3zl) , a fin de poder leer Lg

(g, € ,z3)h———(ql,z3zl) , g€ Q , a £fin de poder relanzar el autd-
mata tras una lectura de una palabra de
Ll.

(q, € ,z3)h——~(qy € ) a fin de poder vaciar la pila.

Evidentemente 127 (ng p, (n) +1
3 a;

Vamos a estudiar seguidamente las operaciones de cono racional.

A este fin vamos a recordar el lema fundamental demostrado en el
capitulo precedente.

Lema 2.1 Sea L un lenguaje algebraico y Y un morfismo alfabético
existe una constante k que depende de L,que satisface:

n P (L) © ¥ (knL)

Dicho lema es bdsico en la prueba de:
Lema 2.2 Sea L un lenguaje algebraico, P un morfismo alfabético
v R un lenguaje racional, tenemos:

(1) Existe una constante k que depende de L que satisface

Py (1) (n) g pp, (kn)
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(2) p (n) g pL(n) + 1

9 -1
(3) ppn r}S pp(n)
Prueba Sea A =<X,Z,Q,qo,zO,T>un autémata para L con
pd(n) = pL(n) , sea : XY _L,v*.
(1) Definimos ¢ (&) <Y,2,Q,9,.2,, P (T)> en que si
(q,u,2)——(gq', «¢ ) estd en T ,ioonemos (g, P (0),2)r—(q"', %)
en ¢ (7).
Evidentemente Y ( @ ) reconoce Y (L).Seawe n P (L) , de
acuerdo con el lema fundamental,existe w' € knL que satisface
\P (w') = w.Por consi:ruccién w y w' tienen la misma evolucidn

de pila,con lo que

P '\p(a)(‘”’)< pu(w') = p(kn)
(2) Sea P : X* Y™ definimos xe ={xe X | P (x) =¢ }
Sea d =< Y,2,0,9,,2,,T > con Null(& ) = L.
Vamos a construir \p"l( a) =< X'Zl'Ql'ql'Zl'Tl>
Ahadiremos en principio un nuevo fondo de pila Zq.

(g, € ,z'l)»-———(qo,zlzo)

Transformamos las reglas de T por morfismo: Si (q,u,2z)—I(q', ¢ )
estd en T afladimos:

(g, € ,2)——(g', ¢ ) si u==¢

(q,v,2)——(q', ¢ ) si u#€ , ve X, P(v) =u
Afladimos bucles en las letras que se borran por ¢ ,para todo
q€ Q) , 2€ Z; , xX€ X afiadimos

€
(q,x,2)——(q,2)
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Notemos que dado que hemos afadido z, en la pila,podemos hacer Xg
antes de comenzar a "leer" cualquier letra y después de leer to-
das las letras.
Evidentemente:

P (n) g ;Qlﬂn) + 1

0la
(3) sea @ 4 <X,2,07,9;,2,T{ > un autdmata para L y sea
a, =< X,0,,49,,T,> un autdmata para R. A
Formemos CZl n 622 =< X,Z,Q; X Q, ,qy X q, /T3> cldsica-
mente por:

Si (q,u,2)—(q', * )€ T v (§,u,3") € T, entonces

([a.3] su,z)— ([ q',ﬁ'], & ) pertenece a T,.
Evidentemente

(n) € (n)

p p

El lema precedente nos permite enunciar el comportamiento del in-
dice de pila en las transducciones racionales;tenemos:

Teorema 2.2 Sea L un lenguaje algebraico y T wuna transduccidn

racional,existe un entero k que satisface
p.r(L)(n).s pL(kn)
Prueba Seglin el teorema de Nivat sabemos que toda transduccién

puede factorizarse como:
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Tw = 9~ twa R

en que gp y ¢ son alfabéticos v R es racional.Tenemos que:
Prw ™ = Ryetwn r W€ Portwn rEH

< Fw-lﬁﬂ(kn)g py (kn)

Vamos seguidamente a estudiar el comportamiento del indice de pi=-
la en la substitucidén sintdctica.

Recordemos que

LlTL2 = {almlazm2 armr alal cee. @€ Ll v mie: L2}

Teorema 2.3 Sean Ll,L2 lenguajes algebraicos, tenemos:

p (n)g p, (n) +p. (n) +1
Lyt Ly 7% 71y L,

Prueba Sea A =<:X,Z,Q,qo,zo,Tj>>un autémata para L, v

A=< X,2,0,3,,2,,T > uno para L, -

Suponemos ZN Z =g , 0N 0 =40
Una palabra w de LlT L2 se factoriza no forzosamente de modo Uni-
CcO en

W= ajma,m, .... am,
Con lo que tras la lectura de una letra ai,debemos leer una pala-
bra m; de L,.Notemos que si € & L, v X N X = P no pueden exis-
tir dos letras de X seguidas.Para ello vamos a separar las tran-

siciones de T en tres tipos.
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(1) £ -transiciones en las gue ain no se ha leido una letra de X,
marcaremos estos estados sin sombrero
(g, € ,2)—(q"', %)
(2) Lectura de una letra de X,pasaremos a un estado con sombrero
(q,x,2)——(§, ot )
(3) Lectura de € ,con sombrero
(8, € ,2)— (g, % )
Notemos que hemos modificado en el autémata A 1los conjuntos Q
y T.
Sea Cz & el autdmata L en el gue memorizamos &.TQ serd de la
 forma:
(3 02— @'y %)
Cuando estamos en un estado § de CZ’ debemos leer una palabra m,
en este caso pasamos el control a (¢ a con la transicidn.
g, & ,Z)h——-lﬁo’a,zio)
Tras leer la palabra m,dado que Z 0N Z = @ volveremos a encontrar
z arriba de la pila, y estaremos en un estado qq.
Pasamos nuevamente control al autdmata ({ con la transicidn
(§§7 € ,2)——(g, £ ,2)
en la que g es el estado g pero sin sombrero(podemos comenzar a
leer € =-transiciones hasta encontrar otra letra a ).
Hay un pequeno problema cuando hayamos leido la Ultima letra a.
de w.En este caso la pila estard vacia y no podremos leer mr.Pa—
ra evitarlo empilamos un simbolo suplementario Zl al principio;

cambiando el estado inicial ql,tenemos
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(gy, € s2))+——(q,,2;2)
Si gueremos que el autdmata reconozca con pila vacia,deberemos de-
pilar Z; con una ¢ -transicidn.
Llamemos 61 l‘¢ 622 el autdmata que acabamos de eéquematizar,

tenemos

pdlfl\ az(n)s pdl(n) +pd2(n) + 1

Podémos ahora estudiar cudles son las propiedades de cierre de las
familias p-Sub,p-Root(q) vy p-Log,definidas precedentemente.
Tenemos el siguiente teorema que liga dichas familias a la tgoria
cldsica de A.F.L.

Teorema 2.4 Las familias siguientes son full-A.F.L. cerrados por

substitucidns

(1) p-5ub

(2) p-Root(q),para todo g

(3) p-Log

Prueba Basta ver que cada una de las clases de funciones que sir-
ven de base a la definicidén de dichas familias,son‘estables en las
operaciones de: max,producto por una constante,suma,adicidn de la
unidad.Recordemos gque estas son las operaciones gue aparecen en

las operaciones de full-A.F.L.,cerrado por substitucidn.
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Por construccidn tenemos la cadena de inclusiones

Rat gp-Log € .... ¢ p-Root(p + 1) € p-Root(p) € .... p-ﬁSSETESQ
p-SUb g p-Root(l) = Alg

Vamos seguidamente a demostrar que la mayoria de dichas inclusio=-
nes son estrictas,cosa que nos permitird definir una jerarqufa de-
creciente de full-A.F.L. distinta.

V.2.2 Lemas de iteracidn y limites inferiores

A fin de demostrar algunos limites inferiores para el indice de
pila,comenzamos por demostrar algunos lemas de iteracidn de los
autdmatas a pila.

A fin de obtener escrituras mas simples para las pruebas, adoptare-
mos las notaciones de Valiant[ 52 ] .

Notaremos las transiciones (q,x,2)—(q',w) por (q,é)p—f—(q',w)
llamaremos al par (qg,z) € Q x 2 y al par c:kq,w)e: Q0 x z* con-
figuracién.

Tenemos, entonces, gue una derivacién o cdlculo { es una sucesidn
de'transiciones a traves de configuraciones.

Llamaremos longitud del cilculo ¥ , |¥|,el nimero de transiciones
realizadas por dicho cdlculo.Si durante X. se lee una palabra f,
tenemos Ifl 2.|fl debido a la existencia de € -transiciones.

Notaremos ]Q[ =qvy IZI = t.
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Diremos que ¢ es una configuracion staking de Y si todas las con-

figuraciones que la siguen tienen un peso(altura de pila) > |c| .
Diremos que ¢ es una configuracidn popping si todas las configura-
ciones que la preceden tienen peso > ]cl .

v ' . 7
Comenzamos seguidamente con el primer lema de iteracion:

Lema[ 52¥J 2-3 sea A =< X,2,Q:9_s2,,T > un autdmata a pila con
lQl = g v |2] = t,consideremos un cdlculo § entre dos configura-
ciones Coy Y Cpisea ¢ una configuracidn de altura maxima apareci-=
da en 1' , tenemos:
(a) si |co| v lcll son menores que m y Icml > nconn - m> q2.t
existen u,v en Tt que satisfacen § = u/va , Siendo
o( unfa v" Y , n> O un cdlculo entre c, ¥ Cyp-

lcmi . le

(b) 8i £> 1y |8 > q.(t + 1) St=1v|8l>qg existe

ue T que satisface § = <><u/3 ,Siendo u'unﬁ , n> 0 un cal-
culo entre Cy Y Cy-
Prueba

(a) E1 cdlculo & puede esquematizarse en la figura V.1

Figura V.1l.
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‘Consideremos el conjunto (Q x Z) x Q , formado de elementos

([ q,z ],q'),tiene como maximo cardinal q2. t.Dado que n - m>-q2.t
deben.existir dos enteros i,j que satisfacen

. Los modos de la configuracién staking entre C, Y < de d coin-
ciden en las alturas i + 1y j + 1.

. Los estados de la configuracién popping entre C, Y g de § coin-
ciden en las alturas iy j.

Notemos que podemos considerar que en ([ q,2z ],q') tomamos el mo-
do[ q,z] a una altura £+ ly ‘q‘ a la altura .

Dicha factorizacidn se halla esquematizada en la figura V.2,en la
Aque se muestra la factorizacién de § en =u /3 v ¥ .La coinci-
dencia de modos en los niveles i + 1y j + 1,nos permite empilar
el segmento u un nimero n > O de veces reiteradamente,en cada caso
aumentaremos la pila de un segmenfo Wij'
La coincidencia de los estados en los niveles j e i,nos permite
depilar el segmento W?j iterando el célculo v,n veces.Dichos pro-
cesos se hallan esquematizados en las figuras V.3 y V.4.

Notemos que por construccidn Iul ’ |+ 1 > 1,contienen la posicidn

i+ 1.
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(b) Tratemos el caso t > 1 .Vamos a demostrar que cuando
p )
|6I>»q.(t + 1) M existen en dos configuraciones que se re-
piten.

'd . . . .
Sea a ¢ Z un simbolo auxiliar.Consideremos {§ esquematizado en la

figura V.5.

|m]

Figura V.5.

en la que hemos completado cada configuracidn con una sucesidén de

a hasta llegar a Icm| .E1l ndmero mdximo de elementos que de este

C
modo podemos obtener es el cardinal del conjunto Q x(Z + aﬂ m!es
[l
decir gq(t + 1) ™.
C
Si |5| > qg(t + 1) ™ deben aparecer al menos dos veces la misma

configuracién,es decir, tenemos la factorizacidn esgquematizada en

la figura V.6.
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« J \ ' ~ — V_J
ﬂ

u

R 4

Figura V.6.

n ‘ .
Tenemos, entonces, que < U /6 es un calculo vdlido entre C, Y

c, para todo n.

[] [] 1] , L] 1] '
Recordemos la definicion de scan[ 2'7 ].Intu1t1vamente un scan es
. . ¢ . B
una derivacidn en que los simbolos de pila que estdn por debajo
del simbolo superior,al comienzo del célculo,no intervienen en la

definicidn.lLa figura V.7 esquematiza un scan:

Figura V.7.

No se modifigan
durante el calcu-~
lo.
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formalmente:

Definicidn [27 ] 2fl Sean CorC1 dos configuraciones con [colilcll R

. T2 . . s
diremos gue un calculo Y entre Co ¥ C1 realiza un scan si la pi-

la durante todo el cdlculo Y contiene al menos |co| simbolos.

El lema siguiente nos muestra que todo scan demasiado largo o de-
P . . » 7
masiado alto,contiene forzosamente una iteracion.

Lema 2.4 Sea Y un scan entre c, Y ¢y si

(>0 v ([¥]>at+DDEH s w=10y (|¥>"

)
existe,un scan mas corto entre Cq Cy-

Prueb§  Trataremos el caso t > 1l.Sea c, una de las configuraciones
cuya altura de pila es mdxima en Y .De acuerdo el lema precedente

[le - lcol

si l*f)fq.(t + 1) el cdlculo ¥ debe poseer un factor

iterante.Si Icml - Icol > q2.t debe existir en ¥ un par iterante
‘ 2

con 1o gue si: Y| > a- (£ + DT -F
podemos encontrar una derivacidén mds corta debido va sea a la apa=

o o 2 .
ricidn de un par o un factor iterante en Y .

Los lemas precedentes,tienen por objeto ayudarnos a mostrar que si
' ‘ / . . . 7
en un cdleculo ¥ depilamos una configuracion Sy de manera gque no

aparezcan iteraciones,debe cumplirse:
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lcol =0 (1Y)

formalmente:
Lema 2.5 Sea Cq = (q,w) . cq = (', € ) v ¥ un calculo sin ele-

mentos iterantes entre Cy ¥ cl,existe una constante k que depende
del autdmata que satisface:
| 1
|X| >lcol > X IXI -1
Prueba Consideremos el cdlculo ¥ entre c, Y ¢;.Dicho cdlculo se

halla esquematizado en la figura siguiente.

c1

figura en la que hemos puesto de manifiesto los scans.Dado que

no contiene elementos iterantes(pares o factores iterantes),el le-
ma precedente nos muestra que existe k que limita la longitud de
cada scan.

El modo mds lento de descender en la pila es cuando { se facto-
riza.

T = Sld182d283d3 ce e Srdr
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en que a cada paso se produce un scan de longitud maximal Yy Se=
guidamente depilamos un elemento.Tenemos entonces r = |w| .
Dado que blsij.g k ,obtenemos IXLS(I‘+ Dk = ( lw] + 1k, o
sea

1yl - _

g 1¥I- 1wl = ey ,
El modo mas rapido de depilar,aparece cuando no hay ningin scan y
depilamos un simbolo a cada paso,es decir

¥ =34, .... a_

con r = |wl , es decir lTl:} |w| = lcol .Finalmente obtenemos

Y] 2 [e 2 £1Y] -1

 ‘ Los lemas de iteracidn que‘acabamos de obtener,nos permiten estu-
@iar limites inferiores para el reconocimiento de lenguajes.Comen-
~ zamos mostrando la técnica de cdlculo detalladamente en los dos .
‘:lemas siguientes.

Lema 2.6 El lenguaje siguiente satisface:
: i i i, i

i
2b o & o0 an ¢ °o " » ar

i
‘Gold<={alba b r}l,aj,lSjg r que

iy<g) 1
(1) Pgora® = 0 @*)

(2) Sea n € { % x(x + 1) +2x + 1| xe N; } se satisface
1

2
pGold< (n) = Q ()
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Prueba
(1) Para demostrar esta primera parte,basta exhibir un autdmata a

pila que acepte el lenguaje en C)(nl/2

) de la longitud de la pa=-
labra.Consideremos el autémata no determinista que verifica la
existencia de un mal bloque.Dicho autémata empila las letras b
(cuenta el ntmero de bloqués),de manera no determinista,elige un
blogque de letras a vy depila,verificando que hay menos letras a que

bloques empilados.Guardando las notaciones definidas precedentemen=

» , [
te,dicho calculo puede esquematizarse en:

mj-l a b h,

j -1, > 0O
J 3 |

Notemos que en este calculo ¢ tenemos pc(w) = O (ij)'
Consideremos - -que testamos la primera mala transicién,es decir,el
primer blogue(leyendo de izquierda a derecha) que satisface ij<Z .
tenemos que mj—l se factoriza:
i i i i
1 r j=1 . .
mj_l=a ba “b vv.. @ b cu.. a bconlrzr,lg rg i,

Es decir,podemos reescribir mj_l,de la forma :
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l+x, 2+x, 3+x r+X (j—1)+xj_

mj 1 =2 lba 2ba 3b cess A ™ vee. a lb .con
las xr>, 0.

. 2 j=1 .2
Tenemos, entonces, que lmj-—ll > |aba b oo a bl = 0 (3°) , en
consecuencia 1

pw) = O (|w]|?).
(2) Para demostrar la segunda igualdad,hay que demostrar que cual-

quier autdémata a pila contiene para las longitudes
{}-x(x+l)+2x+l XCN}
2 +
palabras cuyo cdlculo necesita como minimo una rafz cuadrada.

Consideremos el conjunto de palabras siguiente:

wy = aba’ba’p .... albalp i> 0

palabras en las que el mal bloque aparece en Ultimo lugar,y que en
longitud crecen lo mas suavemente posible.

themos ijl = % jG+ 1) +23 +1

Llamemos pj = abazb e ajb,entonces Wj = pjajb.

Sea CZ un autdémata a pila cualquiera que reconozca Gold< .
Consideremos en dicho autdmata un cdlculo para Wj,més especi{fi=-

camente consideremos la altura de la pila tras la lectura de pj,

esquemdticamente tenemos:
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» ' ) 2 : 4
Consideremos los elementos iterantes gue aparecen en el calculo Y

de ajb que va de (q,w) a (g', € ).

Hay dos casos:

(1) Un scan cualquiera contiene un eleéento iterante generado en-
teramente por €& -transiciones.En este caso dado que la iteracidn
no toca al nlmero de letras a,podemos quitarlo sin modificar el
resultado, obteniendo otro cdlculo Y ' .

(2) Existe en Y ' un scan que contiene un elemento iterante gque

contiene alguna letra a del bloque aJ.Supongamos gue sea un par.

Esquematizamos la situacidn en la figura siguiente:
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(q,w)

con |uvl # € .

n n . . / d
Tenemos que las palabras pj < u /3 v T admiten un calculo en
con lo que en particular la palabra:
p.o(uzp v2\( € Gold<

J
+ . IEDY
pero como uv € a ,supongamos uv = a + A > 0, con lo que

P N‘uzﬂ 2 Y = abab .... alpadtlA 4 ¢ Golde

. « 7 N 7/
llegamos, pues, a una contradiccion y en dicho calculo no pueden

existir elementos iterantes del tipo (2).Hemos obtenido,pues,un

cdlculo Y' sin elementos iterantes.Aplicando el lema 2.5 tene-
mos ¢
1 l 1
IYI?!W!>EHI'1
es decir |w] = O ( |X'| ) .Como h"l > lan' > ]

Llegamos 'lw! = Q (j).Es decir en el autdmata A
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il

Q G

o (j2) llegamos al resultado.

tenemos p(wj)

dado que ]wj]

Vamos a dar un segundo ejemplo gque constituye una variacién del
lenguaje de Patterson.

Lema 2.7 El lenguaje siguiente satisface:

i, i, i, i
pat. = {a ba ‘b .... adb ....aTb|rx 1, Jj, 1gigr
que 1j<: r } 1

_ 2
(1) pPpape (0) = 0 @*)
(2) Sea n € {:x2 +x+ 1| x32N }

1 -
_ 2
Ppatc (n) = Q (n® )

Prueba v

(1) Como en el ejemplo precedente,vamos a mostrar un autdmata a
. ) . e . 1/2
pila que acepta dicho lenguaje con pila 0O (n ) .
Dicho autdmata va a testar la existencia de un blogque con ij< r.
En particular,siempre podemos suponer,que de manera no determinis-

ta, testa la existencia del ij mds pequefio con ij<f r.Sea

b’ ={min ijl es el exponente de un bloque}
Respecto a la longitud de las palabras,tenemos:

il i2 ir
a "ba ‘b .... a bl > l(ax'b)rl = B (rx)

Vamos a tratar separadamente dos casos:

Caso ij<1 i En este caso el funcionamiento del autdmata a pila pue-
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de esquematizarse

j -1, >0
J J
— -
lectura de las b bloque de
a
en este caso la pila = 6 (iJ.).Como iJ. = x < j £ r,tenemos

i i i
a a lbazb...arb| > B (rx) = e(xz) = G(iﬁ)

Caso ij > j Tenemos que forzosamente j < r.Podemos esquematizar

/
el calculo en:

]

blogque de a
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En este caso la pila = max {j,ij - j}<: ij.Como r>» x = ij,te-
i i i

nemos Ia pa %p cese @ rbl > B8 (i?)

(2) Vamos a tratar seguidamente los limites inferiores.Para ello

1] 3 /
consideremos la sucesion de palabras

W =\arb.arb ceee arb‘ar-lb = (") T tar 1y
T-1
dichas palabras pertenecen a Pat, .En particular:
|Wr| = l(arb)r-l ar_lbl = (r-1)(c+1) +r = ? +r -1
_ . r=1 - r-1
Llamemos p,. = (a”b) , tenemos w_ =p_ a b.

Consideremos un autdmata a pila A para Pat< .Realizando el
mismo razonamiento que en el pdrrafo precedente,vemos que en un
cidlculo para w2,tras la lectura de pr,la altura de la pila debe
servir para contar las r - 1 ocurrencias de aj;es decir,el cdlcu~-
lo para ar—l no puede contener elementos iterantes que no ocu-

rran en € -transiciones;con lo que llegamos

p(wr) = Q (r)

N~

Los dos "ltimos lemas nos muestran que,dado que la rafiz n“ ocu-
rre en orden de magnitud una infinidad de veces,en cualquier au-
tdémata que reconozca Gold<: y Pate ,no podemos hallar para di=-
chos lenguajes un autdmata que trabaje con una pila

1

o(n§ ) 1

2 : \ \ .
Tenemos, entonces que n es una estimacidn precisa para los autd-
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matas a pila que reconocen Gold<: y Pat
Vamos a generalizar el lenguaje Pat<: a fin de obtener una suce-

sidn de lenguajes Pat . (q) .Dichos lenguajes se reconocen en

1 1
O (n? ) v por otra parte n? ocurre una infinidad de veces;:es
1
decir,no se reconocen en o(nq ).

V.2.3 Cadenas de full- A.F.L.

Este apartado tiene por objeto generalizar el lenguaje Pa-t< .
Dado que Pat, es un lenguaje a estructura de bloques,Pat, c (a*p)* —
comenzaremos por definir un formato de palabra en gque la estructu-
ra en blogues aparezca facilmente.
Consideremos a modo de ejempld el lenguaje:

c((a™p) oyt
Una palabra w de dicho lenguaje,tiene una estructura en bloques

perfectamente clara,como vemos en el ejemplo siguiente:

w=|lc|b|laalbla]bp]|ec bla a a| b II!I b [::]b c

Vemos, en particular,que nunca pueden haber dos letras b 6 ¢ se-
guidas, que cualquier blogue de letras a estd rodeado de dos letras.
b, v que,cualquier blogque dominado por letras b esta entre dos le-
tras é.Tenemos en particular,que dos bloques distintos "no se to-
can".

Podemos generalizar la construccidn precedente en:

7/
i i i - C = ® o o @ ® 0 & @
Definicion 2.2 Sea {cl'c2’c3’ ,cq,cq+l, }
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definimos el formato de Patterson de orden q,Pq recursivamente

por:
+
P =<
o +
Pot1 = Cq+l(Pq cq+l) a3zl

Notemos que P, = c3(c2(c1 c2)+c3)+ es el lenguaje que hemos defi-

nido precedentemente.Podemos esquematizar Pq en

_ N SN +
Pq = cq( .....c4(c3(c2(clc2) c3) c4) ...{...cq)

Una palabra que resulta importante en el estudio de Pat < €5 la

palabra en la que todos los blogues son correctos a todos los ni-

. n, \n .
veles,es decir (a"b) .Supongamos que queramos generalizar una pa-

labra de este estilo a un alfabeto de cuatro letras a,b,c,d, ob-
tendremos para n = 5 la figura v.8 en la que hemos .eSquematiza-
do la estructura en bloques.La definicidén y lema siguientes mues-
tran como podemos construlr recursivamente estas palabras y me-

dir su longitud.

Definicidn 2.3 Sea C = {cl,cz,...,c } ,definimos el

qlcq+l'n.¢¢
bloque de Patterson de orden g vy anchura n , Pbg , COnN n » 2 re-

cursivamente por:

1 _ n+l
Pbn+l =<
g+l _ q n
Pbotl = cq+l(an+l Cq+l) TG
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Veamos explicitamente cual es la forma de Pbg+l,tenemos

Lema 2.8 E1 blogque de Patterson de orden q y anchura n + 1,sa-

tisface
e} - n+1l n n n n
Pb . = cq(.... e, (eyle,(e]77 ) ey)e,) .....cq)
g-1
| =D Lo - @ ®
. =0

Prueba La primera afirmacidn es evidente a partir de la defini-
. ! . . '
cion recursiva.Demostremos la segunda igualdad razonando por in-

duccidn sobre g.Cuando g = 2

2 _ n+1l n+l. n+1l
an+l =Cc, ¢ Cy C] T Cy seees Gy Cy <,
N J
N
n veces c?+l
2 _ n+l ,
con lo que Ian+l| =n Icl l + (n + 1) ]czl = (n+ 1)(n + 1)

Supongémoslo para q v demostrémoslo para g + l.Sabemos por defini-

» 7 q+l_ q n
cidén que Pb> ] = ?q+l(an+l cq+l) con lo que
g-1
arl - q _ . X
Ian+l —nlpbn+l| + (n + 1) Icq+1| =n(n+1) Y n +n+1
=0
q X
=(n+1)Yy nf
x=0
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Recordemos que el célculo del limite inferior para Pat. se basa
en la palabra (arb)r,en la‘que quitamos la Gltima letra a,es decir,
(arb)r-lar-lb.Supongamos que quitemos la Ultima(mds a la derecha)
aparicién de la letra a en la palabra.

d(c (b (a’p) ) ta)?

definida en la figura V.8., vemos por inspeccién que la palabra

que obtenemos puede factorizarse en:

d(c(b(aSb)4c4)4d)3 \ c(b(asb)4c)3 b(asb)3 a4 bed

La definicidn siguiente tiene por objeto definir recursivamente
dichas palabras.

Definicidn 2.4 Llamamos casi blogque de Patterson de orden g y an-

chura n , Cbg , la palabra definida recursivamente por:

1 _.n
Cbi1 = ¢
cpdtL - el o -l

n+l = Sg+l ' n+l Sg+l

A partir de los casi bloques definimos las palabras de Patterson

de orden g vy anchura n, Wg recursivamente por:

1 . . .n
"+l T 1
g+l _ g+l aq
Wiel = SPpy WMo Cqrl1 » 921

Construimos seguidamente los primeros bloques,casi bloques y pa-
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labras de Patterson para n = 5.

Comencemos por los b

Pbé = ci

Pbg = c2(Pbé c2)4 =
Pby = o, (Pbs cp)? =
Pbg = c4(Pbg c4)4 =
Pbg = c5(Pb§ c5)4 =

Demos seguidamente 1

'Cbé = ci-

Cbg = cz(Pbé Cz)3 =
€] = oy (Ppf ey =
Cbd = ¢, (Pog c,)? =
C? = cf (Pby cg)° =

Damos finalmente las

loques de Patterson:

5 4
c2(cl 02)

5 4 4
c3(c2(cl c2) c3)

5 4 4 4
c4(c3(c2(cl c2) c3) c4)

)4

5 4 4 4
c5(c4(c3(c2(cl c2) c3) c4) g

o0s primeros casi bloques de Patterson:

c2(ci c2)3

c3(c2(ci c2)4c3)3

e, legle, (0] ) %e ) e,

cg (e, (g (e, (0] e e te ) e’

primeras palabras de Patterson:

i el

Wg = Cbg Wé c, = Cvg Cbé ¢y = Cz(ci Cz)3 c] )
Wg = Cb] W €3 = o coy Cbé G ©3 =

= c3(c2(ci c2)4c3)3c2(ci c2)3 cﬁ c, Cg4

Wg = Cbg Wg Cy = Cbé Cbg Cbg Cbé Cp C3 G =

— 5 4
= c4(c3(c2(cl c2) cy

5 3 4

4 3 5 4 3
) c4) c3(c2(cl Cz) c3) c2(cl c2) c] <

C

3

C

4
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. En el lema siguiente vemos la relacidn entre las palabras y los
blogques de Patterson.Vemos que una palabra de Patterson es un Blo=-
que de Patterson,al que le falta un c,itenemos formalmente:

Lema 2.9 Los bloques y las palabras de Patterson satisfacen:

| ngi = ©b gii W1 Cqse1 + B2>1

Pbgii = © gﬁ Pbis1 Cq+1 ¢+ B>

o bien explicitamente:

wi= opd eIt eI .. ) w2 wle oo ...
se+eCqn Cq1 S

pbd = cod oI topd?, ., b’ co? ol oy Cp Cq nennn
sees Cqip Cqu1 S

Prueba Recordemos que Pbgii = cq+l(Pbg+l cq+l)n =

= cqu1 (PP e, )7 Bl cqr1 = oIy el Ca+l

La segunda igualdad de Pbg es debida a que Pbi = Cbi cy-

Tras estas definiciones y lemas preliminares,podemos definir el
lenguaje de Patterson de orden q,Pat%: .Intuitivamente,una pala-
bra esta en dicho lenguaje,si contiene un blogque tal que,el nlUme-
ro de letras que lo separan en subblogues es menor que el nuUmero

de letras que separan al bloque mds exterior en subbloques.
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Podemos parafrasear esto diciendo que la palabra contiene un sub-

blogue con menor nimero de letras que el correspondiente subbloque
de Patterson.Efectivamente, los bloques de Patterson no pertenecen

al lenguaje,pero.los casi bloques,s{.Damos seguidamente varios

ejemplos de este tipo de palabras

c b a b a b c b a1 b a b c

]

c b a3 b a3 b c b b c
Vemos que falta un bloque a'b
c b a3 b a3 b a? b c b a2 b c
-~ »

Pertenece por tres motivos.

Notemos que el contaje se hace siempre comparando el numero de le— .
tras del subblogque con el nimero total de ocurrencias de c.Formal-
mente tenemos:

Definicidn 2.5 Para g > 2,definimos el lenghaje'de Patterson-me-

nor de orden q,Pat%& pors:
Pat% = {w € Pq I B J s, 1< j< g tal que w se factoriza en

w = uc,.,vc.h con ve P, v |v < |w }
J J j=1 ' lcj—l l ]cq
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El teorema siguiente nos muestra las propiedades del lenguaje patd .

<
Teorema 2.5 E1 lenguaje Pat%: es un lenguaje algebraico que sa-=
tisface: 1
(@) B ) = O (n?)
Pat<
(b) Sea n e:{%—{—% (x4 - 1)- l| x> Z}tenemos
1
’ = q
= n
P 4 Q %)

Patg
Prueba Consideremos un autdmata a pila gque va a testar la exis-
tencia de un mal bloque.Dicho autdmata procede, fundamentalmente,
como el autdmata descrito para Pat< en la seccidn precedente.
Sea w € Pat% » W =ucyvesh con |V|C'-l< lwlc
Nonos vamos a ocupar de demostrar que w é Pq,dado gue Pq es un len=

guaje racional,y por tanto,puede verificarse sin memoria.

A fin de testar la desigualdad |v|C < lw'c ,mientras leemos
j=1 q

u,empilamos las ocurrencias de cq;cuando llegamos al bloque v de-
pilamos a cada ocurrencia de cj_l;cuando llegamos al fondo de pi-
la,si ain quedan cj-l en la parte de v que quedan por leer,las em-
pilamos;pasamos luego a h,depilamos,si los hay,los simbolos co-

rrespondientes a c;_j,con simbolos cq ¥ testamos [vl, < hﬂlc .
j=1 q
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Notemos que si el blogque v aparece pronto,respecto al nimero de
letras cq de u,dicho autdmata tiene dos picos.

(a) A fin de hallar un limite superior,vamos a testar la existen-

cia de un bloque v gue contenga el menor nimero de separadores cj 1

respecto al nitmero de cq.Es decir, retraducimos la condicidén dada

para Pat¢ .Llamemos x un tal exponente.Por definicidn de x tene-
mos |w| < IPbgl = B (x9) de acuerdo con los lemas precedentes.

Por otra parte,la pila es. como méximo x,con lo que pila(w) =
1

= 0@ =0 (w9)
(b) Vamos a mostrar la Ultima parte.Para ello vamos a aplicar el

argumento dado para Gold. vy Pat< a las palabras de Patterson

Wg . Sabemos que

qa _ q g-1
Wn = Cbn Cbn ..... cbn cl c2 cese Cq—l cq

Consideremos la altura de la pila la lectura del prefijo
Qbﬁ Cbgml Cbi .Cuando el autdmata lee c? , Sabemos gue no
pueden aparecer elementos iterantes en el cdlculo dado, que:
Cbg Cbg-l cene Cbi c? CI Gy «ves Cop Gy
pertenecen al lenguaje.De acuerdo con los lemas de iteracidn vis-
tos precedentemente,podeﬁos concluir que pila(Wg) = B (n).

Nos queda ahora por estudiar la longitud de las palabras de Patter-

son.Hemos visto que una palabra de Patterson es un blogque de Pa-

tterson al que le falta una letra cy,con lo que lwgl =|Pbg| - 1.
‘ q-1
Por otra parte hemos visto que ,Patgl = (n + 1) ) n” =

xX=0
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e 1 (n? = 1) "~ con lo qﬁe Iwgl S N

q -
m = 1 > T (n* - 1) 1 ,vemos

que pila(wg) = B (na )

Remafca 2.1 Notemos gque al igual que hemos definido Pat% po-

demos definir Pat9 , formalmente:

patg =~{w € Pq l 3 J.1< j <« g tal que w se factoriza en

= .vC.h co P. v
W = uc,ve, nve Py 1Y jv]

' 4 N B
Con las mismas técnicas que las empleadas en el pdrrafo preceden-~

te, podemos demostrar que Patg tiene un limite superior de pila en

1
n? ,sin embargo,en este caso no sabemos hallar el limite inferior.

El teorema que acabamos de demostrar,nos permite ver que las in-
clusiones entre los distintos full-A.F.L.,definidos en la seccién
precedente, es estricta.Tenemos:

Lema 2.9 Se satisface:

Pat%& € p- ootiq)\\ p-Root (g + 1)

Patqg c p—Root(q)\\ p-Log

Prueba Dado que existe una infinidad de valores n,,para los que
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1
D q(1'1) = O (0¥ ) no es posible que
Pat< 1
P (n) = o (n?)
Patd

<

Tenemos, pues, el teorema:
Teorema 2.6 Los full-A.F.L. p=-Root(g) vy p-Log satisfacen

p-Root (2) P p-Root(3) P ... ?p-Rooth) P ---...P p-Log







371

CAPITULO VI. COMPARACION ENTRE DISTINTAS MEDIDAS DE

COMPLEJIDAD.
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En este Ultimo capitulo vamos a comparar entre s{ las diferentes
medidas de complejidad que hemos tratado anteriormente,es decir:

. funcidn de crecimiento

. indice inicial

. indice racional

. a-medida

. costo rigido

. coste boleano
Para cada una de estas medidas,podemos definir la familia de los
lenguajes polinomiales y la de los lenguajes exponenciales.
Diremos,en particular,que dos de estas medidas son incoﬁparables,
si los lenguajes polinomiales de uﬂa cortan los exponenciales de
otra,y viceversa.En el teorema 1l.1,condensamos las distintas in-
formaciones respecto a la comparabilidad de dichas medidas.
En los capftulos II vy V,hemos introducido dos otras medidas,para
el caso de lenguajes algebraicos:

. h-medida

. p-medida
basadas en la altura del &rbol de derivacidn vy la altura de la pi-
la de un autdmata.En el teorema 2.1,damos una relacidn entre ambas
qmedidas. ‘
Para estas dos medidas tiene interés estudiar los lenguajes sub-
lineales, el {ltimo lema de dicho capitulo prueba su existencia pa-

ra la h-medida.
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Recordemos répidamente las distintas funciones de medida que he-
mos tratado hasta ahora para un lenguaje L.
La primera consiste en contar el numero de palabras hasta una lon-

gitud dada,dicha medida ha sido introducida por Milnor [ 45 ] .

Definicidn 1.1 Sea L un lenguaje, su funcidn de crecimiento 9, €S-
té dada por: '

g (n) : ne— Card {wc L l lw| < n}
Las dos medidas siguientes se fundan en la capacidad gque tienen
los autdmatas finitos para describir distintas partes de L.La pri-
mera de ella,cuenta el nimero de estados de un autdmata no deter-
minista gque reconoce {w €L , ]wl < n} .Formalmente:

Definicidn 1.2 Sea L un lenguaje y’é?ﬁ,n 2> 1 una sucesidn de au-

/ . N e
tomatas no deterministas que reconocen nlk =-{w [ LI |w|$;11} con
V S
un némero de estados minimo.

7/ . N . N [ « 7
Llamamos indice inicial @ 1, a la funcion:

‘{LL(n) : n—-snimero de estados de 0
La tercera medida se basa en la capacidad que tienen los autdma-
tas finitos en describir mal un lenguaje.Dicha medida ha sido in-
troducida por Boasson ,Courcelle y Nivat en [ 8 ] :

Definicidn 1.3 Para un lenguaje L en x* su {ndice racional pIJ

viene dado por:
_ : ¥*
pL(n) = max{_mln {w| weLn K}ILQ K#APyvKE Ratn(X )}
en que Ratn(X) es la familia de lenguajes reconocidos por un au-
témata no determinista con n estados como médximo.

Otra medida, introducida por Paredaens y Vyncke [ 47 ] consiste en
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L L o
medir el comportamiento asintotico del autdmata minimal que re-

conoce L (infinito si L no es racional).

Definicidn 1.4 Sea L un lenguaje de x* vy sea CZ =<:X'Q’qo’Q+'f>
el autdmata determinista minimal gque lo reconoce, llamaremos
a-medida de L a la funcidn:
aL(n) = Card q_ - nx ™

Tras los autdmatas. finitos,podemos medir L con respecto a otros
mecanismos.Uno de los métodos cldsicos de medir un problema,con-
siste en considerar el costo de un programa rigido(straight-line)
para resolverlo.Dicha idea ha sido aplicada a los lenguajes for=-

males por Goodrich,Ladner y Fischer [ 31 ] , formalmente:

Definicidén 1.5 Sea L un lenguaje de.X* ,notemos Ln =1 n x",

Sea p un programa rigido que calcula Ln a partir de x€ X, €, to=-
mando como operaciones la unidn y concatenacidn de lenguajes.

Llamaremos costo de /3 < pB) al ndimero de operaciones de dicho

programa.Llamamos costo rigido de L a la funcidn:

ucL(n) = min {'c(/B ) ’ /3 es un programa rigido que calcula L }

Cuando consideramos un lenguaje L en {O,l} n ,su funcidn carac-
ter{stica es una funcién boleana de n variables_fL.Tomemos como
base (A ,V , 1) podemos considerar un circuito que sintetiza,y
definir su costo como su nUmero de puertas.

Uno de los primeros en estudiar la relacién entre L v fL ha sido
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Savage[ 50 ],definimos:

Definicidn 1.6 Sea L un lenguaje de {O,l} * ,notemos

Ln =LnN {O,l} n vy llamemos fL a su funcidn caracteristica.
n

(. ' . .
Sea c(fL ) el minimo niUmero de puertas necesarias para sintetizar
n
f. . Llamaremos coste boleano de L a la funcidn:

L
n

b, (n) = c(£, )
L L

Para cada una de estas medida; podemos definir las familias de

- lenguajes polinomiales y exponenciales.Un primer intento de com-
paracién entre las distintas medidas puede intentarse a través de
dichas familias.Es ldgico decir que dos medidas son muy distintas
si ambas familias se entrecortan;formalmente:

Definicidn 1.7 Sean &, /3 dos medidas de complejidad.

. Diremos e X ¥ no son comparables, 7 ¢,s1 se cumple
qu /3 D

Polo N EXBp #9 v FXDoaN Boly # 4

Diremos que o y (3 son comparables, ¢ , si se cumple:

Pole © Rolg S PRolg € Pol « O

EXPe C Eiﬁp o Eiﬁﬁ C EXpec
Vamos a estudiar seguidamente la comparabilidad de las distintas
medidas de complejidad gue hasta ahora hemos encontrado.
Cuando nos restringimos a los lenguajes algebraicos,podemos defi-

nir dos nuévos tipos de medida,en funcidn de gramdticas o autd-
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matas a pila.la primera medida,introducida por Culik II vy Maurer

[1 5 ] se funda en la altura del arbol de derivacién.

Definicidn 1.8 Diremos que un lenguaje L tiene h-medida hL(n);
si existe una gramiatica G que engendra L,tal que toda palabra

{'W‘C L wlg n} admite un 4rbol de derivacidn de altura acotada

por hL(n). |
La segunda medida de este tipo es muy parecida a la precedente,y

se basa en los autdmatas a pila.

Definicidn 1.9 Diremos que un lenguaje L tiene indice_de pila

pL(n) si existe un autdmata a pila que lo engendra,tal que toda
palabra de {-w € L '[w|g n}admite un célculo,cuya altura de pi-
la esta acotada por pL(n). V

En estas dos Ultimas familias no tiene sentido'definir las fami-
lias Pol vy ﬁEﬁ.En vez de ellas,la familia E;i se halla substitui-
da por los lenguajes estrictamente lineales,y la familia Pol por

la familia de las raices n-cismas.

Vamos seguidamente a comparar la funcidn de crecimiento con las
otras funciones de complejidad. |
Lema 1.1 La funcién de crecimiento gL(n) v el indice racional pL
no son comparables.
Prueba
(a) vamos a demostrar en primer lugar que:ggig_ﬂ Eiﬁp D .
Para ello consideremos el lenguaje:

L = {ax bZXI b4 2.0}
Vamos a estimar gL(n).Para ello estudiamos el cardinal de

X
{-aX b2 IX + 2Xi€ rl}.Para X grande 2X>>.x,con lo que podemos
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substituir la .condicidn precedente por Zxﬂg n;llegamos a xg log n
El cardinal del conjunto anteriof puede, entonces, aproximarse por
{ax b2X| X g log n} y dicho conjunto tiene cardinal log n.Lle=-
gamos a gL(n) = 0 (log n). |

En consecuencia la funcidn de crecimiento acotada por cualquier
polinomio,con lo que L € Pol i

Vamos ahora a estudiar el indice racional de L.Tomemos el autdma-

ta R_.
n
a a a a a 'T‘
>0—>—0—D>—@--——— — — — e—>—o—>—0 ) b
1 2 3 n-2 n-1 n
n-1 271 1
Evidentemente L(R ) O L = a b » con lo que pL(n)gn-1+2n"’
pLKn) = Q 2™ ,con 1o que L € Exp .Tenemos por lo tanto que
L €RPolll N Exp .
(b) Consideremos ahora el lenguaje L' = {w leve {a,b}*}
Hemos visto en el capftulo II que pL.(n) ==€9(n2).Tenemos por
otra parte que g;,(n) = 2® ,con lo que L' € EXDWL N Bolp

o€ %€ n/2

Tenemos por lo tanto que las medidas Jy, ¥ p.L son incomparables.

Veamos seguidamente la relacién entre la funcidn de crecimien-
' N . . .

to gy (n) y el indice inicial {  (n).

Lema 1.2

. Cuando un lenguaje tiene una funcidn de crecimiento polinomial,
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también lo es su indice inicial, formalmente Pol < Poltl
Cuando un lenguaje tiene un indice inicial exponencial,su fun-:

cién de crecimiento también lo es, formalmente Exp L C Exp

Prueba

. P ] :
. Consideremos el automata siguilente:

>.m_ _\

. . P . .
con Xl x2 x3 "'Xn—l Xn_c nL.Dicho autdmata tiene ev1dentemente

un nuUmero de estados polinomial.

. El autdmata que reconoce un minimo de palabras con un méximo de
estados para un lenguaje nL es de la forma dada en el dibujo pre-
cedente.El nimero de palabras admitird como cota inferior % U.L(n).
Si U-L(n) = 2% entonces % LLL(n) = Q (2"-’-i %) con lo que gr,(n)

/ .
es aln exponencial.

Veamos que las inclusiones dadas precedentemente son estrictas.
Efectivamente EEQCIQ Pollh vy EXP L g Expg,para ello considere-
mos L = (a,b)® ,5e cumple L € PolLL\\Eg;g vy LE Expg‘\\ EXDp L

Vamos seguidamente a comparar gy, con a tenemos:

LI

Lema 1.3 La funcidn de crecimiento 91, Y la a-medida a. no son

L
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comparables.
Prueba
(a) Consideremos el lenguaje,sea X¥* = {aﬂo}*
R zle w
L;{w#wc Iwe{a,b} }

. « 7 . .
Comencemos por estudiar su funcidn de crecimiento;para ello va-
5 v

mos a estimar L N X7 = {wﬁ:W c I2|w|+ 1+ 2|w|= n.} ,cuando

leo.—zlw'zn,con lo que |wl = log,n.
n . olwl
Podemos entonces poner LN X = {w#-w c Ilwl = logzn} .

n es grande 2wl + 1 + 2

Vamos ahora a contar cuantas palabras hay en {a,b}* de longitud
logzn,tene_mos {a,b }logzn = n.Con lo que Card(L 0 x7) =6 (n);
llegamos a la conclusidn que para n grandes gL(n) = @ (n2) .
Vamos ahora a calcular la a-medida de L.El autdmata minimal deter-
minista que reconoce L puede esquematizarse en la figura 1.1.
Vemos que en este autdmata,el comportamiento asintdtico de
dg - {a,b, #,c} n es anélogo al comportamiento asintdtico obte-
nido para el autdmata minimal que reconoce {w W | we {a,b}*} ;el
comportamiento de dicho autdmata es del orden de Q (2™ .
Hemos obtenido que L € _@_g n Efﬁa.

n

(b) Consideremos L'= {a,b}* -Evidentemente g (n) =27, y

— 1 TPar e
aL(n) =2, con lo que L' € Expg 0 pol_.
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Figura 1.1
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Vamos seguidamente a comparar la funcidén de crecimiento con el
costo rigido,tenemos:

Lema 1.4

. Cuando un lenguaje tiene una funcidn de crecimiento polinomial,
su costo rigido también lo es;formalmente Pol C Pol ..

. Cuando una funcidén tiene un costo rigido exponencial,su funcidn
. de crecimiento también lo es;formalmente Eiﬁuc<: Eiﬁg.

Prueba

. Consideremos el programa rigido que construye las palabras una
por una y letra a letra,y que va realizando la unidén de cada nue-
va palabra construida.Evidentemente dicho programa realiza como
méximo un nimero polinomial de operaciones.

. Sea L un lenguaje en:(*,sea Ln =1.n xMLEL programa que con el
maximo de operaciones realiza el mfnimo de palabras,es el progra=-
ma que acabamos de describir.Audn en este caso més desfavorable, el

nGmero de palabras generado es exponencial,dado que gL(n) =

= Q2 .

Remarquemos que dado que L = {w W l wE {a,b}*]’ satisface
LE Expg v L€ Eg;uc , tenemos que Polg g Polcuc v Expucg Expg.
Vamos finalmente a comparar la funcidn de crecimiento con el cos-

te boleano ,tenemos:

Lema 1.5 Los lenguajes contenidds en.{O;l}*de funcidn de creci-
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miento polinomial,estdn estrictamente contenidos en los lenguajes
de coste ?o;eano polinomial.

Prueba

(a) Si L C{O,l} * crece de modo polinomial, lo mismo podemos decir
de L = Ln{O,l}* -A cada palabra x_ x; X2"'};n )Xy € {O,l} pode-
mos asociarles un minterm y considerar la funcidn boleana que co-
rresponde a la suma de todos los minterms de Ln.Por construccidn
dicha funcidn tiene un nimero de minterms polinomial.

(b) La inclusidn es estricta,dado que L ={w WI we {0o,1} *} , admi-

te el circuito esquematizado en la figura siguiente.
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. { . . . s .
Vamos seguidamente a comparar el indice inicial con las restan-

tes funciones de complejidad.Comencemos con el findice racional;
tenemos:
Lema 1.6 E1 indice inicial U.L(n) v el indice racional p‘L(n)
no son comparables.
Prueba
(a) Tomemos en este caso el lenguaje:
L ={ax b2‘x ]x>/0}
gque ya hemos encontrado al comparar 9, Y P L.All:l’. hemos visto que
pL(n) = Q (2" .por otra parte U.L(n) = B (n) dado que nL es

aceptado por el autdmata esquematizado en la figura siguiente:

—_—————— O —@

tenemos, por tanto,que L € Expp N pol l.L .
(b) Si consideramos el lenguaje L ={w€{a,b}* lw = V\r'} ,Se cum-

ple pL(n) =0 (n?) Y U-L(n) = 0 (2n/2),~con lo que :

L'€E Polpf\ Exp W
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El ejemplo siguiente,debido a Deleage [17 ],nos muestra una cade-
na infinita de lenguajes de indice inicial y racional polinomial.
Vemos que mientras el grado del polinomio del indice inicial,
permanece estacionario,el grado del indice racional crece estric-
tamente.

Ejemplo 1.1 La sucesidn de. lenguajes

_{.Xx X X : ;
Lp- ay & ---3; x€N+,lSl<p},p>2

satisface B, (n) = B (n?) y P (n) = 8 ")
P b
Prueba

(a) Comencemos por analizar el fndice inicial.En el estudio de
los segmentos iniciales,resulta cdmodo limitarse a los miltiplos
de p, es decir
X X X
anp —{al a2 apl X g n}
En la figura siguiente se halla esquematizado un autdmata para

p = 5.
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Evidentemente dicho autdmata satisface LLL (n) =8 (n®) ,dicha
5 -
construccidn es generalizable sin problemas, obteniendo entonces”

_ 2
y, () = O ().
(b) Vamos ahora a estudiar el indice racional de Lp.En un primer

tiempo vamos a analizar el caso p = 3.Mostraremos luego,como pue-



386

den generalizarse las construcciones.
G . /’ . .
Comenzaremos por hallar un limite superior al indice racional de

*
L,.Sea K € Rat, {al---a3} con Ly; N K # 2 .

Vamos a especificar el estado en que queda el autdmata K tras la
‘ X X X

lectura de cada letra.Sea w = al a2 a.3 € K ,tenemos:
11 it
a. 9 9 dq, 91 4, 9 dy
PP B P @ = = = o P Yo @ P B — — — OO e O — — — — & —p——0
aq ap a; a, a, a4
Fin de aT Fin de a?

Consideremos ahora los tiples (ql,qi,qi' ) . (qzlqé,qé' )
(qx_l,qi_l,qéll),hay como méximo n3 triples distintos,con lo que
aplicando el lema de Dirichlet,si hay mas de n3 triples distintos
deben haber al'menos dos de iguales.Dicha construccién nos da
pL3(n) =()(n3).Si en vez de considerar tripletes de estados,con-

sideramos p-upletes, obtendremos F)L (n) =()(np).
1% ,

Vamos seguidamente a estudiar el limite inferior para pIJ.

P
Para p = 2,tenemos que dos enteros consecutivos son primos entre

' . 4 . .
si.Consideremos, entonces,el automata K, siguiente:

2

. n+l veces a2
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n(n+1) a(n+l)n

La palabra mas corta de L, N K, es aj 5 ;con lo que

2 2

2
P, (n) = Q @%).
2
Tratemos p = 3.Cuando n es impar,los nUmeros n,n + 1 vy n + 2,son
primos entre si.Consideremos, entonces,la generalizacidn del autd-

mata precedentemente.Sea K, el siguiente autdmata:

3
—_ e
al/ﬁ// \\\\. .az
° ® > L4
+ /i\ / \ 8.3
® ® = e
° o /}// \\“\
\ K
AN ’ + /}\ e L R
~ y
\.>/ [} [ )
\ /
n veces \ ’ + +
~ Vd
al \>./ ° ,.
n+l veces \ /
a2 \\ e
\>.'
n+2 veces
a3

La palabra mis corta de L3f\ K3 es:

n(n+l) (n+2) _n(n+l) (n+2) _n(n+l) (n+2)
aj a, a
con lo que pL3(n) = Q ).

Vamos a tratar seguidamente el caso k cualquiera.Para ello es ne-—
cesario encontrar k enteros que dependan linealmente de n y pri-

mos dos a dos.Notemos:

Pp =1, P, =2, Py =3,p, =5 ,...., P = el k-1 nimero
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primo, ...

Sea T, = P1 Pye--Py » definimos:

ng =nf. + Py, N, =D + DPys-ees Oy =D + P

Tenemos que dichos némeros son primos entre si{.La generalizacién

del autdmata definido precedentemente nos permite mostrar que

ka(n) = Q (pk).

Sabemos que Gre & Pol [ 24 ],por otra parte en el capitulo 1V,
hemos visto que Fcl € Pol |l .Considerando {we({a,b}¥* lw =%}
vemos que Fcl ¢ Gre [ ) ] .Estas consideraciones nos indu-
cen a hacer la conjetura:

Conjetura 1.1 Todo lenguaje algebraico de fndice inicial polino-

mial tiene también indice racional polinomial.

Vamos seguidamente a considerar'conjuntamente {ndice inicial v

a-medida.

Lema 1.7 E1 {ndice inicial U.L(n) v la a-medida aL(n) satisfacen:
bk (n) € (n+ 1) a(n)

Prueba Consideremos el autdmata CZ minimal,infinito si L no es

L
reconocible,que reconoce L C x* .Seagfn el autdmata con (n + 1)
estados que reconoce nx®* .La intersecciéntQL rwgfn = éZn reco-

- noce nL.El nfmero de estados de Czn,esté acotado por (n + l)aL(n).
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Remarca l.l1 El1 comportamiento obtenido en el lema precedente es

Sptimo.Consideremos Di* ,tenemos que aD,*(n) =0 (n) v que
' 1
2

A partir del lema precedente,obtenemos el corolario:

Corolario 1.1 Los lenguajes cuya a-medida es polinomial,estdn es=-

trictamente incluidos en los lenguajes de indice inicial polino-
mial.

n
Prueba Cuando a; (n) =O(nk) tenemos que (n + 1) ) a; (§) =
. j=O

=O(nk+2),con lo que [lL(n) =O(nk+2).

A fin de demostrar la inclusién estricta,consideremos el lenguaje:
L={f#g|£x3, f,ge{a,b}"}

Dicho lenguaje tiene un indice inicial acotado por n3 Yy una a-me=

n

dida en'22‘

Podemos también considerar el lenguaje:
N 2le
L ={w#wc Iwe{xl,xz,...,xn}*}

. I'd . . . . . . .
tiene un indice inicial lineal y una a-medida exponencial.

Vamos a estudiar seguidamente la relacidn entre el {ndice inicial
v la uc-medida, tenemos:

Lema 1.8 Sea L € x* ,existe un k tal que el indice inicial v la
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uc-~medida satisfacen:

w, () < k-2 ()
IPrueba Sea CZ un autdmata pequeio para nl.
A partir de dicho autdmata podemos extraer un autdmata 42' que
acepta solamente Ln = nL N X'.Notemos quelf no tiene bucles.Pode-
mos, entonces,considerar ¢ como un grafo orientado que va de iz-
quierda a derecha,tomando el estado inicial mas a la izquierda(si
hay mds de uno pueden confundirse) y el estado final més a la de-

recha obtenemos ({ .EL autémata (¢ ' puede esquematizarse en:

|
!
|
Q3{ Q,
[
|
|

En el que Ql contiene todos los estados a "distancia 1" de q,
(de cualquier estado de Ql,leyendo "una" letra accedemos a q+).
Q2 contiene todos los estados a distancié 2,V asi{ sucesivamente.
A partir de (' podemos construir el programa rigido siguiente:
principio

de— €

para q # g_ hacer ge—f

para i = 1 a n hacer

para g € Qi hacer
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qe—ﬁ[(xl + X, te.odt xr).q'

(a*,xq) € T
fin
Vamos a estimar seguidamente el numero de operaciones de dicho pro=-
grama.Supongamos J € Qi en qé—i:(xl Feeot xr).q' hay como mdximo
( Ixil - l)'llQi-l” adiciones y como méximol]Qi_l“ multiplicaciones.
Sobre cada q € Q,,se realizan como méximo || x| . HQi_llloperacio-
nes.Dado que hay como maximo ”Qi“ elementos q,el Gltimo bucle
realiza como méximo || Q]| - X[l . [lo;_; |l operaciones.

El nGmero total de operaciones es como maximo:

(I N Y I Y

15

(n)

N

dado que Z'”Qi” . ”Qi_l”.g (y “Qi“ )( L ”Qi-l" ) =\L

obtenemos el resultado.

Dicho lema admite como corolario que:

Corolario 1.2 Todo lenguaje de indice inicial polinomial, admite

un programa uc-rigido también polinomial.Formalmente Polu c POluc'
Dicha inclusidn es estricta.

: ! * , . s
Prueba Hemos visto que {w wl wef{a,b} *} es un lenguaje de {n-

dice inicial polinomial,pero su uc-=medida no lo es.

Vamos, finalmente,a comparar el indice inicial y el coste boleano.
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Tenemos:

Lema 1.9 Sea Lc x¥ = {O,l}*,existe k tal que el indice inicial vy

el coste boleano satisfacen:

b; (n) £ k. p.i(n)

Prueba Comencemos por extraer a partir de un autdmata pequefio A
gue reconoce nL,un autémata & ' que reconozca Ln = nL N x".En el
lema precedente,hemos visto que esto puede hacerse sin aumentar el
numero de estados.

La idea de la demostracidn,consiste en asociar a cada estado,una
puerta 1l8gica que serdA ¢V segidn el nUmero de arcos gue llegen a
dicho estado.

Asociamos a g_ una puerta A ,cuyas dos entradas estén siempre a 1.
(De hecho podemos eliminar dicha puerta si queremos).

Sea T la funcidén de transicidn de 4 '.Si (ql,x,qz) € T con x = 1,
afladimos a partir de la puerta A que corresponde a g,el circui-

to:
q;

Si al estado q, no lTlega ningtn otro arco,la nueva puerta A es
la puerta gque corresponde a q, -

Si tenemos el arco (ql,x,q2)€ T con x = O anadimos:
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Si a q, no llega ningﬁn otro afco,la puerta A que acabamos de ana-
dir es la puerta gque corresponde a s -

Supongamos que a ) llegan varios arcos.Tomemos como ejemplo
(ql,x,qz) v (q3,y,q2) con x = 1,y,yv = O.

Realizamos entonces las construcciones dadas-precedentemente;pero
reunimos las 2 puertas A con una puerta V ,y dicha puerta V serd

la gque corresponde a q2,esqueméticamente tenemos:

En el caso general reunimos los distintos arcos que llegan a un

estado,utilizando puertas V .Con este procedimiento obtenemos una
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sola salida.La puerta que nos da dicha salida,es a la que damos el
nombre del estado.
Vamos a estimar, seguidamente, el ndmero de puertas légicas en fun-
cién del indice inicial.
Estimemos el nimero de puertas A .Dos estados distintos tienen co-
mo méximo ||X]] letras que los conectan .Dado que hay como mdximo
uL(n),a un estado llegan como maximo HX” HL(n) arcos,con lo
que el primer tipo de construccidédn nos da |[x|] B, (n) puertas A
como méximo.Si todas las variables son O,debemos afadir

"X” L (n) puertas 7 .Reunir estos arcos con puertas A puede cos-
tar, como méximo, ||X|| by (n).Con lo que cada estado puede costar-
nos como miximo 3 [|x|| L, ().
Dado gue hay tLL(n) estados distintos,el ndmero total de puertas

serd siempre menor a 3 ||xl tLi(n).

Ejemplo 1.2 Vamos a tratar el caso de los palfndromes:

—~ *
PAL2={wwlw€{O,l} }
Damos en la figura siguiente un autdmata pequefio para PALG{O,l}n

con n = 6.
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Pigura 1l.2.

Utilizamos dicho autdémata para construir un cifcuito boleano que
reconozca la funciédn caracterfstica,segin el lema indicado prece-
dentemente, figura 1.3.

vVemos que dicho autdmata simula el autdmata dado precedentemente,
y,en consecuencia,tiene un nmero exponencial de estados.Notemos --.
que en el capitulo 2 tiene una uc-medida lineal.La construccidn
del lema precedente no da,al menos en este caso,una buena aproxi-

, 7
maclon. -
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El lema y el ejemplo precedente nos conducen a:

. * , e s s ,
Corolario 1.3. Todo lenguaje sobre {O,l} con {ndice inicial, tie-

. 7 N . . .
ne una funcidn caracteristica sintetizable,con un niUmero polino-

mial de puertas.Formalmente Polu g Em&b.

Vamos seguidamente a estudiar el Iindice racional en relacidn a

las otras medidas aun no estudiadas.
Comencemos por la a-medida.

Lema 1.10. E1 indice racional pl‘y'la a-medida 3, TNO son compara=

bles.
Prueba
(a) Si consideramos el lenguaje:
~ *
L={w#w|we{a,b‘k }
tenemos que L € Polpr\ Expa
(b) Si consideramos el lenguaje:
x .27
L={0*1% | x>0}

tenemos que L € Expp n gg_la

/ . . .
Vamos a comparar el indice racional con la uc-medids.

Lema 1.11 E1 indice racional P ¥ la uc-medida uc, no son com-

L
parables.
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Prueba

(a) Consideremos el lenguaje:
COPY = {w w | we{O,l}*}

dicho lenguaje satisface COPY = Pol‘D N Exp

(b) Consideremos el lenguaje:
v ¥ _

D} =< S—aS3S + b3bS +£>
dicho lenguaje satisface:
D'*

5 < Expp n E_gl.uc

Notemos que el lenguaje L = a* satisface:
L gggucr\ Polp
En particular la cadena de lenguajes:
_ n _n. n
Ly = {al Q5 -eedy ln > 1 }

de indice racional polinomial estrictamente

uc

creciente,colapsa en

lenguajes cuyo programa rfgido uc es logaritmico.

Respecto al indice racional y al coste boleano,podemos decir que

L = {o* 12X|x>1}

Satisface L € E':?c—pp 0 pol, ..

Vamos seguidamente a analizar la a-medida con relacidn a las dos

restantes medidas de complejidad.Tenemos:

Lema 1.12 La a-medida,satisface con relacidén a la uc-medida v a

la b-medida:
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ucy (n) € ky(n + D2 . ai(n)

b (n)€ ky(n+ 1% . a2

Prueba Si hacemos la interseccidn del autdmata minimal gue reco-
noce L con el autdmata que reconoce las pélabras de longitud n de
L, ohtenemos un autémata con (n + 1) . aL(n) estados como maximo.

Aplicando las construcciones dadas para la uc-medida y la b-medi-

da, obtenemos el resultado.

Considerando COPY2 vy el lema precedente, tenemos:

Corolario 1.4 Los lenguajes cuya a-medida es el polinomial,tie-

nen uc-medida y b-medida(cuando ésta esta definida)polinomial,

v la inclusién es estricta.

Damos finalmente un teorema debido a Goodrich,Ladner y Fischer,

que nos relaciona la uci-medida y la b-medida;tenemos:

* .
Lema [ 31 ] 1.13 Sea Lc:{o,l} ,€xX1ste una constante k que
cumples
uciL(n)< k . (bL(n) + n) fan
Prueba Vamos a construir un programa uci,que simula el circuito

boleano (3= (ﬂl'ﬂz""’ﬂk)’ k = longitud((g).
principio



e
i

para

ara j =

principio

fin
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1l a n hacer

x;— (0,131 1. {0,177t

- i-1 n-i-1
%, e—{0,1}77". 0 . {0,1}

~-e

la lohgitud (/3) hacer

S1
S1
si
E_J___

FJ'
(33
*;
?;

]

il

S
X. entonces —X. 3
i entonces fie—x, 7

1

(V; /;p’. /iq) entonces ﬁj‘_ﬁp + ﬁq

(A3 3pi (3g) entonces Bye—fyn &

”~
x5 entonces Fj"_x' H

Obtenemos asi un programa uci /§ = (ﬁl, faz,..., ﬁk) que

{3 .

~e

~e

simula

El cuadro siguiente nos da la relacidn entre las distintas fami=

lias definidas con la ayuda de las medidas de complejidad, tene=-

mos:

Teorema 1.1 La relacidn entre las distintas medidas de comple~

jidad viene dada por:
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vVamos a estudiar finalmente la relacidn entre la altura de la
pila vy la altura del &rbol de derivacidn en el caso de los len-
guajes algebraicos,es decir,la relacién entre la h-medida y la
p-medida;tenemos:

Teorema 2.1 Sea L un lenguaje algebraico,existe k > 0 que cum=-

ple:
pp ()< k . hp(n)
Prueba Sea G =<X,V,P,S> una gramdtica para L que realiza
hL(n).Vamos a construir a partir de dicha gramdtica un autdmata
pila vy estudiar su comportamiento.
Sea A =<:X,Z,Q,zo,qo,6:> el autdmata a pila asociado candnica-
mente a la gramdtica por:
z=X+V:0={q}:z,=S;:qa,=gq

las reglas estdn dadas por:

(g, € ,v)—(qg, o) si v —> & es una regla de P

(q,x,x)n—-(q‘, £) sixeXx
Dicho autdmata recorre el arbol de derivacidn "top-down".Se cum-
ple que L = Null(a).
Indiquemos esquemdticamente en la figura l1l.4,cudl es la situa-
cidn en un momento dado del cdlculo tras haber leido el prefijo

w,la configuracién a la que hemos llegado. as:
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Figura 1l.4.

o~ A e .

(q,wh,s)th(q,h,ulu2u3u4u5ﬁ6).La pila mas alta se producird cuan-
do aparecen en el arbol caminos de la forma figura 1.5.,en que ba-

sicamente se emplea toda la parte derecha de la regla.

Figura 1.5.
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En este caso tendremos que la altura de la pila viene acotada por
—_— k veces la longitud del camino,siendo k

Si queremos acotar la altura del arbol de derivacidn en funcidn

de la altura de pila,el procedimiento serfia construir una grama-
tica que realice un Aarbol de derivacidn cuya altura esté acotada
por una funcidn de pL.Dicho procedimiento no funciona,como vemos
seguidamente.

Sea R un lenguaje racional.Cualquier autdmata @ =<:X,Q,qO;Q+,C>
que lo acepte,tiene una altura de pila constantemente igual a 1,
con lo que pR(n) = 1.

Si consideramos la gramdtica lineal derecha asociada a dicho autd-

mata, genera &rboles tipo:

- -
7

X

X .
1
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con lo que la gramética tiene una altura lineal en funcidn de la
palabra.Vemos pues que hemos obtenido el caso mds desfavorable
posible.En el capitulo II,hemos visto que hR(n) = logzn.

Este ejemplo tan simple,nos muestra que el procedimiento dado por
Ginsburg,que permite construir a partir de un autdmata a pila una
gramdtica;no es de utilidad aqui,es un problema abierto hallar
una cota de h; (n) en funcidn de p; (n).

En el capitulo II,hembS suscitado el problema de la existencia

de lenguajes L,talgs que hL(n) sea una funcidn sublineal de la
altura.El lema siguiente,da una respuesta afirmativa a este pPro-
blema. .

Lema 1.14. El lenguaje de Goldstine:

. B G i, i
Gold, -{a'a? ...ab...a k1o|k>o, 35 con i # i}
: X
. ) . 2
satisface hGold#(n) = Q(n*). )
| - : - 0(n2);
Prueba En el capitulo V,hemos visto que pGold#(n) = 0(n®) ;vea-

mos que el mismo tipo de .andlisis allf empleado nos permite en-

contrar una gramdtica de altura sublineal.

Fundamentalmente, el lenguaje de Goldstine,puede factorizarse
(*p)* { a'balp |1+ 1 #5) @*o)*

Es decir, la gramética contendrd un axioma S—sAS'B cén Ay B en=-

gendrando el racional (a*b)* y S' engendrando el lenguaje lineal

{a'badp |1 +1#3) .

Consideremos la palabra:

3 j-1

w = ab a2b a’b ....a b an an
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dicha palabra admite un arbol de derivacidn esquematizado en:

aba®b a

El arbol de rafiz A engendra ab a2b . ..aj_lb,cuya longitud es

e (j2) de modo racional,por lo tanto ésto puede ser hecho con
una altura h, = log( B (jz)) = B (1logj).
'E1l arbol de raiz s' engendra ajb ajb con una gramatica lineal,con
lo que hg, = e ().

Tenemos entonces que hS = max {hA'hS' } + 1 =@(j),dado que
L
' 2 2 , .
w = 3%, hg = © (wI° ) y en consecuencia:
1

hG;Dld,-é(n) =0 (n2 ) .
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