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Introducción

Este trabajo está dedicado al estudio numérico de los vidrios de Coulomb, sis-

temas que presentan una fuerte localización de las funciones de onda de los estados

electrónicos debido a la presencia de desorden, y donde los portadores interaccio-

nan mediante un potencial de Coulomb. Las caracteŕısticas de estos sistemas se

asemejan a las de un sólido amorfo, y es por ello que se acuñaron los términos de

electron glass (Davies et al., 1982, 1984) y Coulomb glass para su catalogación.

Estudiaremos, mediante simulaciones de Monte Carlo, las propiedades v́ıtreas de

los vidrios de Coulomb a muy bajas temperaturas. Haremos especial hincapié en

los fenómenos de equilibrio, relajación lenta, conductividad en el régimen de rango

variable (variable-range hopping) y envejecimiento (aging).

La motivación principal para el estudio de estos sistemas radica en el interés

sobre problemas abiertos en la teoŕıa de los estados electrónicos en los semiconduc-

tores dopados. Estos problemas surgieron a mitad de la década de 1980 y, a d́ıa de

hoy, siguen siendo objeto de discusión. El estudio de los semiconductores dopados

ha resultado fundamental con el paso de los años, ya que las impurezas juegan un

papel principal en la mayoŕıa de dispositivos electrónicos. En efecto, un semicon-

ductor dopado a muy baja temperatura puede describirse mediante el modelo de

los vidrios de Coulomb. Aun aśı, se puede encuadrar varios tipos de materiales bajo

este nombre, como posteriormente veremos.

La existencia conjunta de desorden e interacción es la causante de la presencia

de efectos v́ıtreos. En un sistema cristalino perfecto se puede aprovechar la simetŕıa

de traslación de la red para hallar las funciones de onda de los portadores, en

virtud del teorema de Bloch. La interacción de una part́ıcula con el resto puede
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2 Introducción

sustituirse por la interacción con un potencial promedio, debido al apantallamiento

de la carga eléctrica. En cambio, la presencia de desorden provoca, bajo ciertas

circunstancias, localización de los estados electrónicos, por lo que la interacción no

se puede apantallar y se vuelve una cuestión esencial.

De una manera general, el estudio de los sistemas desordenados adquiere gran

importancia, ya que los sistemas cristalinos son, realmente, una excepción en la

naturaleza. Siempre tenemos presente cierto grado de desorden, ya sea por imper-

fecciones estructurales en la red cristalina o por la inclusión deliberada de impurezas,

que modifican las propiedades electrónicas del material.

Los efectos no ergódicos asociados a los vidrios de Coulomb dificultan su estudio

teórico. Los métodos numéricos se presentan como una herramienta fundamental

para su correcta comprensión bajo el marco de la f́ısica estad́ıstica. Los objetivos de

las simulaciones numéricas incluyen la revisión de modelos teóricos o el planteamien-

to de nuevas cuestiones al campo experimental, entre otros. Uno de los fenómenos

principales es el de relajación lenta, cuyo estudio ofrece datos relevantes acerca

de la importancia de las interacciones. Por su parte, la densidad de estados de una

part́ıcula presenta un gap alrededor del nivel de Fermi, denominado gap de Coulomb

(Pollak, 1970; Efros y Shklovskii, 1975). Otro efecto importante se manifiesta en la

conductividad, que a temperaturas muy bajas está dominada por saltos de rango

variable y se rige por la ley de Efros-Shklovskii (1975), que muestra la siguiente

dependencia con la temperatura

σT γ ∝ exp

[
−
(
T0

T

) 1
2

]
. (1)

El significado de los śımbolos de esta expresión se explicará a lo largo de esta

memoria. El estudio de la conductividad resulta controvertido. Aun cuando los datos

experimentales se ajustan razonablemente bien a lo predicho por la ley de Efros-

Shklovskii, los valores obtenidos para T0 suelen ser menores que los propuestos por

la teoŕıa.

Con todo lo anterior en mente, planteamos los siguientes objetivos fundamen-

tales en este trabajo:
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Estudiar las propiedades de equilibrio en los vidrios de Coulomb, mediante

simulaciones de Monte Carlo de equilibrio y las configuraciones de más baja

enerǵıa del sistema.

Estudiar el fenómeno de relajación lenta mediante simulaciones de Monte Car-

lo, reproduciendo un experimento de enfriamiento rápido (quench) a muy baja

temperatura. Comprobar que la escala natural de relajación es logaŕıtmica y

obtener una ley para la enerǵıa en función del tiempo.

Modelar el comportamiento de no equilibrio en los vidrios de Coulomb me-

diante el empleo de dos temperaturas: la del baño térmico y una nueva, mayor

que la anterior, denominada temperatura efectiva (Tef), que tiende a la real

conforme el sistema se aproxima al equilibrio.

Estudiar la conductividad en el régimen lineal mediante simulaciones de Monte

Carlo, y comprobar que se cumple la ley de Efros-Shklovskii en 2D y 3D.

Obtener los valores de T0 en ambos casos.

Caracterizar la conductividad y la temperatura efectiva en función del campo

eléctrico aplicado y la temperatura real, dentro del régimen no lineal.

Investigar los efectos de envejecimiento en vidrios de Coulomb.

La memoria consta de seis caṕıtulos. En el primer caṕıtulo describiremos las ge-

neralidades sobre los sistemas desordenados interactuantes, haciendo énfasis en los

vidrios de Coulomb. Se presentarán los conocimientos básicos, de los que haremos

constante uso en el resto del trabajo.

El caṕıtulo 2 está dedicado a los algoritmos numéricos que empleamos en nues-

tras simulaciones. En concreto, desarrollaremos un nuevo método que permite al-

canzar tiempos macroscópicos en los cálculos.

En el caṕıtulo 3 estudiaremos las propiedades de equilibrio en los vidrios de

Coulomb. En los caṕıtulos 4 y 5, la relajación lenta y la conductividad, respecti-

vamente. Dentro del 5, analizaremos tanto el régimen lineal como el no lineal. Por
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último, en el caṕıtulo 6, investigaremos el fenómeno de envejecimiento en los vidrios

de Coulomb.

Al final del trabajo se presentarán las conclusiones de nuestro estudio y los

objetivos futuros.



Caṕıtulo 1

Sistemas desordenados

interactuantes

El objetivo de esta memoria es el estudio numérico de los vidrios de Coulomb,

que son sistemas desordenados interactuantes cuyas funciones de onda electrónicas

se encuentran fuertemente localizadas y donde la interacción viene descrita por un

potencial coulombiano.

Este primer caṕıtulo tiene como función introducir una serie de conceptos básicos

necesarios para desarrollar este estudio, que se emplearán de modo recurrente a lo

largo de todo el trabajo.

Iremos introduciendo sucesivamente los conceptos concernientes a sistemas con

desorden, sistemas con interacción y, en último lugar, sistemas con desorden e in-

teracción, para desembocar de manera más concreta en la descripción general de

los vidrios de Coulomb. En cada sección se presentarán los ingredientes básicos

relevantes y se describirán los modelos matemáticos pertinentes. El desglose de la

sección sobre vidrios de Coulomb integra dos subsecciones dedicadas a las gene-

ralidades de los fenómenos asociados. Estos son el gap en la densidad de estados

en torno al nivel de Fermi (gap de Coulomb, producido por el efecto conjunto de

desorden e interacción) y la falta de ergodicidad. Se ofrecerá, asimismo, una breve

descripción de otros sistemas en estrecha relación con los presentados en este traba-

jo, los vidrios de esṕın (spin glasses). Muchos de los conceptos desarrollados para
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6 Sistemas desordenados interactuantes

estos sistemas son extensibles a nuestro estudio. En concreto, emplearemos los re-

ferentes al teorema de fluctuación-disipación fuera del equilibrio. Los fenómenos

de relajación lenta, conductividad en el régimen de rango variable y envejecimien-

to (aging) poseen sendas secciones independientes en este caṕıtulo, debido a que

constituyen la base de nuestras investigaciones. En la sección final describiremos de

manera breve el tipo de materiales que pueden encuadrarse dentro del modelo de

vidrios de Coulomb, e indicaremos algunas de sus aplicaciones.

1.1. Sistemas desordenados

Ya comentamos en la introducción que los sistemas puramente cristalinos son

una excepción en la naturaleza. Ello puede deberse a la falta de estructura periódica,

a la adición de impurezas que modifican las propiedades electrónicas del material

o a la presencia de varios tipos de defectos. La f́ısica de semiconductores tuvo su

desarrollo debido al beneficio producido por el dopado mediante impurezas, que

sólo puede ser controlado hasta cierto grado. Es por ello que, en parte, en las

últimas décadas se ha prestado una especial atención al estudio de los sistemas

desordenados.

De manera ideal, las funciones de onda de los portadores en una red cristalina

satisfacen el teorema de Bloch. La solución de la ecuación de ondas da como re-

sultado una onda plana modulada por una función que tiene la periodicidad de la

red. Anderson fue el primero que intentó resolver la ecuación de Schrödinger para

un medio desordenado (1958). Se basó en un modelo de pozos de potencial de la

misma anchura pero con profundidad variable. En él, se considera que cada electrón

se encuentra en un único nivel energético, que será distinto dependiendo del sitio.

El modelo más simple asume que dichas enerǵıas, φi, están descorrelacionadas y son

aleatorias, con una distribución uniforme P en cierto intervalo de anchura W

P (φi) =

 1/W, |φi| < W/2;

0, |φi| > W/2.
(1.1)

En lo sucesivo, llamaremos potencial de sitio a cada una de estas enerǵıas, cuyo
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desorden está caracterizado por el parámetro W . Resulta sencillo hacerse una idea

intuitiva de cómo este desorden afecta a la localización. Imaginemos el problema

unidimensional de dos pozos de potencial de profundidad distinta separados una

cierta distancia d. Si las profundidades fueran iguales, incluso cuando d fuese grande,

la probabilidad de que cada pozo contuviera al electrón seŕıa exactamente la misma.

Si las profundidades son distintas, las soluciones de la ecuación de onda serán cada

vez más similares a la función de onda del electrón en cada pozo aislado, en tanto

en cuanto vayamos aumentando la diferencia de profundidades. De este modo, un

pequeño alejamiento provoca la localización del estado electrónico.

El hamiltoniano del modelo de Anderson es

H =
∑
i

φiniσ +
∑
ijσ

tijc
†
iσcjσ, (1.2)

donde c†iσ(ciσ) es el operador cuántico de creación (destrucción) de un electrón de

esṕın σ en el átomo i, niσ = c†iσciσ es el operador número de ocupación, φi es el

potencial de sitio aleatorio de cada átomo y tij es la enerǵıa de transferencia entre el

átomo i y el j. Para el caso de fermiones, niσ solamente puede tomar los valores 0 o

1. Para este modelo se considera que el desorden lo produce únicamente el potencial

aleatorio φi. Se toman las enerǵıas de transferencia iguales tij = −t para átomos

vecinos, y tij = 0 en otro caso. El parámetro relevante en la teoŕıa de Anderson es

el cociente W/t.1

En una y dos dimensiones todos los estados electrónicos se encuentran loca-

lizados en presencia de desorden. En sistemas tridimensionales se produce, para

un desorden cŕıtico, una transición de estados extendidos a localizados, conocida

como transición metal-aislante de Anderson (Abrahams et al., 1979). En el régi-

men localizado, una función de onda Ψ t́ıpica se mantiene siempre en torno a una

región espacial finita, no se produce expansión del paquete de ondas y, por tanto,

ĺımt→∞ |Ψ(~r, t)|2 adquiere un valor finito. Concretamente, si ~r0 es la posición del

centro de localización, la teoŕıa predice un decaimiento exponencial del cuadrado

1No debe confundirse el śımbolo t con el referente al tiempo, que se introducirá posteriormente.
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del módulo de la función de onda con respecto a dicho centro

|Ψ(~r, t)|2 ∝ exp

(
−2|~r − ~r0|

ξ

)
, (1.3)

donde ξ es la longitud de localización.

1.2. Sistemas interactuantes

Existe un gran número de sistemas f́ısicos en los que la enerǵıa de interacción

entre las entidades que lo integran es mucho mayor que el resto de enerǵıas rele-

vantes, como por ejemplo la enerǵıa de desorden. En estos casos, el comportamiento

del sistema se puede modelar haciendo uso del hamiltoniano genérico

H =
∑
j>i

Vijninj +
∑
i

hini. (1.4)

El primer término representa la interacción entre cada par de part́ıculas y el segundo

el efecto de un campo externo. Las sumas se extienden hasta el número de sitios del

sistema, N . El término Vij representa la interacción entre las part́ıculas i y j, ni es la

variable que representa el estado de la part́ıcula i y hi es una magnitud proporcional

al campo generado en el sitio i. Se puede definir el vector ~n = (n1, n2, · · · , nN), que

caracteriza la configuración del sistema en un instante dado. Dicho vector ha de

tener en cuenta las restricciones impuestas a las componentes ni, que dependen del

sistema en cuestión.

Uno de los modelos de interacción más sencillos es el de Ising, propuesto para

modelar sistemas ferromagnéticos. En este caso, las variables ni de la ecuación

(1.4) indican, por ejemplo, las dos orientaciones posibles para el esṕın de un dipolo

magnético, y se le pueden asociar los valores −1 o 1. Por lo general, los términos

de interacción Vij dependen de la distancia entre los sitios i y j. Para el importante

caso de corto alcance, la interacción se considera sólo a pares de part́ıculas que son

primeros vecinos, y toma un valor constante −J . Efectuando, en base a la notación

estándar para este modelo, la sustitución ni → Si, el hamiltoniano que describe al

sistema es

H = −J
∑
<ij>

SiSj + h
∑
i

Si, (1.5)
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donde los términos de campo hi se han escogido constantes e iguales a h. La primera

suma está restringida a primeros vecinos.

Para el caso de una interacción de Coulomb entre part́ıculas, se obtiene el hamil-

toniano

H =
q2

κ

∑
j>i

ninj
rij

, (1.6)

donde q es la carga de las part́ıculas interactuantes, bajo el supuesto de que son

iguales2, y κ es la constante dieléctrica del medio. Se ha tomado 1/4πε0 como la

unidad, siendo ε0 la permitividad eléctrica del vaćıo. Mantendremos esta notación

hasta el final del trabajo.

1.3. Sistemas desordenados interactuantes.

Vidrios de Coulomb

En los sistemas cristalinos, la teoŕıa de Landau del ĺıquido de Fermi asegura

que, incluso en presencia de interacciones, no se obtiene singularidad en la densidad

de estados de una part́ıcula en la región cercana al nivel de Fermi. En el caso

de sistemas desordenados, la teoŕıa no puede garantizar este comportamiento, en

tanto en cuanto se apoya en la homogeneidad espacial del sistema. Como veremos,

la conjunción de desorden e interacción puede provocar singularidades en torno al

nivel de Fermi en el régimen localizado.

El desorden, además del producido por las fluctuaciones térmicas, puede ser de

tres tipos en los sistemas desordenados interactuantes. Podemos encontrar desor-

den en el término de interacción Vij, en el potencial de sitio φi y en la enerǵıa de

transferencia tij. Este último se conoce como desorden no diagonal y generalmente

se suele despreciar, pues no modifica cualitativamente las caracteŕısticas del sis-

tema. El desorden en las φi se denomina diagonal y simula el efecto de un campo

externo aleatorio. En los sistemas desordenados interactuantes, el balance entre las

2En lo sucesivo, consideraremos que los portadores son electrones, obteniéndose un tratamiento

similar en el caso de huecos.
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enerǵıas térmica, de desorden diagonal y de interacción definirá el comportamiento

del sistema.

En el estudio del régimen muy localizado, la enerǵıa de transferencia t es mucho

menor que las restantes y, en una primera aproximación, se considera desprecia-

ble. Como ya argumentamos, la enerǵıa de desorden está caracterizada mediante

el parámetro W . Dentro del mismo régimen, si suponemos una interacción elec-

trostática entre part́ıculas, la enerǵıa de Coulomb caracteŕıstica es

EC =
e2

κr
, (1.7)

donde κ es la constante dieléctrica efectiva del medio, r es la distancia de sepa-

ración media entre sitios y e es la carga del electrón. Por otra parte, la enerǵıa

térmica es proporcional a la temperatura, ET ∝ kBT , siendo kB la constante de

Boltzmann. Cuando las tres enerǵıas anteriores son comparables, como en el caso

de los semiconductores ligeramente dopados a muy baja temperatura, los efectos

v́ıtreos adquieren gran relevancia.

Un modelo de hamiltoniano bastante realista para describir el comportamiento

de los electrones en un medio desordenado es el siguiente

H =
∑
i

φiniσ +
∑
ijσ

tijc
†
iσcjσ + U

∑
i

ni↑ni↓ +
∑
iσ

∑
j>i,σ′

Vijniσnjσ′ . (1.8)

En los dos primeros sumandos se reconoce fácilmente el hamiltoniano del modelo

de Anderson, ecuación (1.2). El último representa la interacción entre electrones

en átomos distintos. El tercer sumando corresponde a la interacción Hubbard entre

electrones de distinto esṕın en el mismo átomo. Para un potencial coulombiano,

y en el régimen fuertemente localizado, el término U de interacción Hubbard es

mucho mayor que las otras enerǵıas. Por ello, los sitios no van a estar nunca doble-

mente ocupados, y puede despreciarse. Si, además, consideramos que la enerǵıa t de

transferencia entre átomos vecinos es mucho más pequeña que el resto de enerǵıas

relevantes, podemos despreciar también el segundo sumando de la ecuación (1.8).

De este modo, tenemos el modelo para los vidrios de Coulomb, cuyo hamiltoniano
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es el siguiente (Pollak y Ortuño, 1985; Efros y Shklovskii, 1985)

H =
∑
i

φini +
∑
i<j

(ni −K)(nj −K)

rij
, (1.9)

donde ni es el número de ocupación del sitio i, que valdrá 0 o 1, y rij es la distancia

entre los sitios i y j. K es la compensación, que garantiza la neutralidad eléctrica del

sistema. Generalmente consideramos un valor de K = 0,5. Asimismo, se ha tomado

el valor de la unidad para la carga del electrón y para la constante dieléctrica del

medio. En este modelo concreto el electrón se considera exactamente en la posición

del centro de la impureza, lo cual pone de manifiesto la suposición de que la longitud

de localización sea pequeña.

Un concepto básico en los vidrios de Coulomb, al igual que en otros sistemas con

desorden e interacción, es el de frustración: la incapacidad de un sistema f́ısico para

hacer mı́nima la enerǵıa de todas sus interacciones. Hemos de decir que en ausencia

de desorden śı puede haber frustración, como en el caso de una red cristalina trian-

gular, pero la presencia de desorden potencia los efectos. Los vidrios de Coulomb

exhiben esta caracteŕıstica, presentando una velocidad de relajación muy lenta a

temperaturas bajas, que les confiere falta de ergodicidad. Este es el principal pro-

blema en su estudio, en tanto en cuanto la f́ısica estad́ıstica se aplica fundamental-

mente a sistemas en equilibrio. En los vidrios ni siquiera el concepto de temperatura

está bien definido. Una de las metas de la f́ısica estad́ıstica es la caracterización del

estado v́ıtreo mediante la extensión de ciertos conceptos inherentes al equilibrio,

que garanticen una descripción macroscópica de los sistemas basada en un número

finito de variables termodinámicas.

La clave para comprender los vidrios de Coulomb reside en que poseen mı́nimos

locales muy cercanos en enerǵıa, y se necesita un tiempo de transición grande para

pasar de uno a otro. Estos estados, observados por primera vez por Baranovskii et

al. (1979) durante la primera simulación de vidrios de Coulomb, son los llamados

PSG’s (Pseudo Ground States). Son valles energéticos, separados por barreras de

potencial grandes. Cuando la temperatura es lo suficientemente baja, la enerǵıa

térmica no es suficiente para superar las barreras. La pareja desorden-interacción
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tiene efectos importantes que desarrollaremos en los siguientes subapartados, como

la pérdida de ergodicidad o la formación de un gap en la densidad de estados en

torno al nivel de Fermi, conocido como gap de Coulomb. Dichos efectos poseen

relevancia en los fenómenos de conductividad, relajación lenta y aging, los cuales

constituyen sendas secciones independientes en este caṕıtulo, pues constituyen la

base de nuestras simulaciones numéricas.

Recientes estudios experimentales sobre relajación en óxidos de indio, realizados

por Ovadyahu y Pollak (2003) han demostrado claramente la naturaleza v́ıtrea de

los aislantes de Coulomb. Los fenómenos de relajación logaŕıtmica, envejecimiento y

otros relacionados, como los efectos de memoria, están presentes en estos materiales

por debajo de cierta temperatura cŕıtica.

Se han observado efectos similares en peĺıculas metálicas ultrafinas y en metales

granulares. Todos estos sistemas están bien descritos por el modelo de vidrios de

Coulomb.

1.3.1. Densidad de estados. Gap de Coulomb

Como se ha mencionado con anterioridad, los vidrios de Coulomb son sistemas

de muchas part́ıculas donde los electrones poseen funciones de onda muy loca-

lizadas, debido al desorden, e interaccionan mediante un potencial de Coulomb.

En los sólidos cristalinos ideales la presencia de estados extendidos de portadores

de carga provoca un apantallamiento de los campos eléctricos, mientras que los

estados localizados no apantallan la interacción, haciendo aśı que ésta se vuelva de

vital importancia. El estudio de las interacciones electrón-electrón para el régimen

localizado fue iniciado por Pollak (1970) y Srinivasan (1971).

Es conveniente definir en este punto el potencial total de cada sitio, que llamare-

mos enerǵıa de sitio en lo sucesivo, y cuya expresión es

εi = φi +
∑
j 6=i

(nj −K)

rij
. (1.10)

Esta definición sirve para introducir la densidad de estados de una part́ıcula como

el número de estados por unidad de volumen que tienen una enerǵıa comprendida
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en el intervalo [ε, ε+ dε].

La localización por śı sola no modifica significativamente la densidad de esta-

dos en sistemas no interactuantes. Sin embargo, si consideramos la interacción de

Coulomb, el efecto combinado desorden-interacción produce un gap alrededor del

nivel de Fermi, denominado gap de Coulomb (Pollak, 1970; Efros y Shklovskii, 1975).

Pertenece a los denominados gaps blandos (soft gaps), debido a que la densidad de

estados se vuelve estrictamente cero sólo en el nivel de Fermi. Estamos interesados

en obtener una expresión de la densidad de estados en función de la enerǵıa de sitio,

dada por la ecuación (1.10), y de la dimensión del sistema. Para ello, seguiremos el

argumento de Shklovskii y Efros (1984). Calcularemos previamente la variación de

enerǵıa producida cuando se lleva a cabo una transición de un sitio ocupado a uno

vaćıo. De forma genérica, la diferencia de enerǵıa entre dos configuraciones α y β

viene dada por

∆Eαβ =
∑
i

φi(n
β
i −nαi )+

∑
i<j

∑
j 6=i

(nβi −K)(nβj −K)− (nαi −K)(nαj −K)

rij
, (1.11)

donde nαi son las componentes del vector de ocupación antes de la transición y nβi las

mismas tras su realización. Si consideramos una transición monoelectrónica entre

los sitios genéricos k y l, los vectores de ocupación solamente difieren en dichos

sub́ındices, y la expresión para la diferencia de enerǵıa se reduce a

∆Eαβ = ∆Ekl = εl − εk −
1

rkl
. (1.12)

Esta expresión se interpreta como la diferencia de enerǵıas de sitio menos un término

excitónico, que constituye la interacción de Coulomb del par electrón-hueco crea-

do, y que será responsable de la aparición del gap. En efecto, a partir del estado

fundamental, el sistema debe de ser estable ante las transiciones de una part́ıcula,

∆Ekl ≥ 0, de modo que la distancia entre el sitio ocupado y el vaćıo deber ser mayor

que la inversa de la diferencia de las enerǵıas de sitio

rkl >
1

εl − εk
. (1.13)

Conforme nos acercamos al nivel de Fermi se cumple que εl− εk → 0, por lo que los
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electrones han de saltar distancias cada vez más grandes. De esta forma se reduce

drásticamente el número de estados accesibles, lo cual da lugar al gap de Coulomb.

Para dilucidar la forma del gap de manera cualitativa, consideremos un intervalo

de enerǵıa en torno al nivel de Fermi εF, y definamos ε̃ = |ε− εF|. Parece razonable

asumir que la distribución de sitios ocupados y vaćıos es uniforme en torno a εF,

por lo que suponemos que la distancia electrón-electrón es del mismo orden que la

distancia electrón-hueco. A partir de la ecuación (1.13) obtenemos una cota inferior

para ambas, r > 1/ε̃. Esta afirmación es válida siempre que no haya agrupación

relevante de carga electrónica (clustering). La cota inferior en distancias implica

una cota superior para el número de estados total en el intervalo de enerǵıas en

consideración, N(ε̃) < ε̃ d, donde d es la dimensión del sistema. Dado que g(ε̃) =

dN(ε̃)/dε̃, se concluye que la densidad de estados no puede ser mayor que ε̃ d−1.

Pero esto implica que g(ε̃) tiende a cero como ε̃ d−1 cuando ε̃ se aproxima a cero. Se

encuentra que la densidad de estados es de la forma

g(ε) = k |ε− εF|d−1 , (1.14)

con k una constante adimensional de valor universal. Para el caso d = 1, este simple

argumento predice una densidad de estados constante, sin gap.

Mediante un modelo autoconsistente se verifican los resultados anteriores en

sistemas bidimensionales y tridimensionales (Efros, 1976), para los cuales se obtiene

k = 2/π y k = 3/π, respectivamente. Para sistemas unidimensionales se halla una

solución aproximada de la ecuación autoconsistente, y se encuentra una singularidad

logaŕıtmica en la densidad de estados (Raikh y Efros, 1987).

1.3.2. Ergodicidad

Otra caracteŕıstica fundamental de los sistemas desordenados interactuantes,

que los mantiene alejados del equilibrio termodinámico, es la ausencia de ergodi-

cidad en un amplio rango de temperaturas. Un sistema dinámico se dice ergódico

cuando en un cierto intervalo de tiempo finito, similar al caracteŕıstico del ex-

perimento, recorre todas las zonas del espacio de configuraciones compatibles con
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sus restricciones macroscópicas. Cuando esto ocurre, el promedio sobre colectivos

es equivalente al promedio temporal. Los vidrios de Coulomb presentan compor-

tamiento no ergódico a temperaturas bajas. Ello se debe, como comentamos, a que

las configuraciones de mı́nimo local cercanas en enerǵıa están separadas por barreras

de potencial grandes, por lo que hay que trazar un camino complicado en el espacio

de configuraciones para conectarlas. Además, el tiempo de tránsito de una a otra

dependerá del solapamiento de las funciones de onda, que poseen un decaimiento

exponencial respecto al centro de impureza, tal y como se desprende de la ecuación

(1.3). Por ello, dicho tiempo contendrá un factor de la forma

ταβ ∝ exp

(
2
∑
r

ξ

)
, (1.15)

donde α y β etiquetan los estados inicial y final, respectivamente, y
∑
r es la suma

de las distancias de salto entre ambos. Por otro lado, debido al gap de Coulomb,

conforme avanza el tiempo tenemos menos estados accesibles y los electrones deben

saltar distancias cada vez más grandes. Ello provoca que los tiempos caracteŕısticos

de relajación se vuelvan mayores que los de experimentación, llevando irrevocable-

mente a la no ergodicidad. En ausencia de interacciones también se puede producir

este fenómeno, pero sin duda el efecto de las interacciones potencia su intensidad.

1.3.3. Vidrios de esṕın

Otro tipo de sistemas muy importantes con desorden e interacción, objeto de

un dilatado estudio, son los vidrios de esṕın (spin glasses). Son, básicamente, mate-

riales magnéticos que poseen frustración a bajas temperaturas debido a la inte-

racción competitiva entre los momentos magnéticos que integran el sistema. Dicha

interacción es aleatoria, al menos en parte. El modelo más t́ıpico que describe este

tipo de materiales fue introducido por Edwards y Anderson (1975) en el art́ıculo

que se considera piedra angular del inicio de estudio de vidrios de esṕın. Se trata de

un modelo de espines con campo aleatorio situados en una red, cuyo hamiltoniano

es

H = −1

2

∑
<ij>

JijSiSj +
∑
i

hiSi. (1.16)
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Las variables Si son los momentos magnéticos de cada sitio, hi representa un térmi-

no proporcional al campo aleatorio en el sitio i y las Jij constituyen los términos

de interacción entre espines, que dependen de sus distancias de separación. La in-

teracción decae rápidamente con la distancia, por lo que se considera únicamente

a primeros vecinos, y alterna de signo con mucha frecuencia. Por ello, los términos

Jij se toman como variables aleatorias independientes, con una distribución que de-

pende únicamente de la distancia de separación entre sitios, Ri−Rj. En particular,

es común considerar para la distribución de probabilidad de las Jij los casos de una

distribución gaussiana simétrica o una doble función delta.

Una simplificación que permite describir las propiedades esenciales de los vidrios

de esṕın consiste en considerar espines de Ising en el modelo dado por la expresión

(1.16), reteniendo únicamente una componente del momento magnético. Aśı, susti-

tuimos las Si por Si. En esta representación existe una analoǵıa con el modelo de

vidrios de Coulomb descrito por la ecuación (1.9), donde las variables Si = ±1

equivalen a sitio ocupado/vaćıo, respectivamente. Los vidrios de Coulomb se sitúan

entre el modelo de vidrios de esṕın con interacción a primeros vecinos y el llamado

de largo alcance (rango infinito), debido al carácter de la interacción coulombiana,

del tipo 1/r. Existe una diferencia en la dinámica de los sistemas. Los vidrios de

Coulomb evolucionan mediante el intercambio de un sitio vaćıo y otro lleno, con-

servándose la carga total. Por su parte, los vidrios de esṕın evolucionan mediante

spin flip (se cambia el estado de una de las variables mediante la influencia de la

configuración restante). Sin embargo, el mapeo entre modelos garantiza que muchos

de los fenómenos observados en vidrios de esṕın sean extensibles al caso de vidrios

de Coulomb.

A ráız de los estudios teóricos en este campo (Cugliandolo et al., 1997), se con-

sigue modelar el no equilibrio mediante la inclusión de una nueva temperatura,

denominada temperatura efectiva (Tef). Su valor es mayor que la del baño térmico,

T , y tiende a esta última conforme el sistema se aproxima al equilibrio. El modelo

teórico de Cugliandolo et al. (1997) se basa en un intento de generalización del teo-

rema de fluctuación-disipación (FDT) lejos del equilibrio, que se expresa de manera
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general como

R(t, tw) =
X(C)

T

δC(t, tw)

δtw
. (1.17)

Aqúı C(t, tw) es una función de correlación caracteŕıstica, medida a partir de tw,

que es el tiempo de espera a partir del cual se prepara el sistema antes de aplicar la

perturbación externa. Por norma general, dados dos observables O1 y O2, la función

de correlación es de la forma

C12(t, tw) ≡ 〈O1(t)O2(tw)〉 − 〈O1(t)〉 〈O2(tw)〉 . (1.18)

R(t, tw) es la función respuesta lineal y X(C) es el llamado factor de violación FDT.

Es conveniente introducir la siguiente expresión para la respuesta total integrada

χ(t, tw) =

∫ t

tw

dt′R(t, t′). (1.19)

El teorema de fluctuación-disipación para sistemas desplazados ligeramente del equi-

librio asegura que, en el régimen lineal, la respuesta de un sistema ante una per-

turbación externa es equivalente a una fluctuación espontánea en el equilibrio. Ello

implica que el factor X(C) es exactamente 1, lo cual no es aplicable, en general,

a sistemas fuera del equilibrio. Cugliandolo et al. (1997) analizaron teóricamente

el problema en vidrios de esṕın para sistemas en contacto con un baño térmico

a temperatura T , que se perturban de manera lenta, mediante una fuerza que es

proporcional a cierta variable D. Estudiaron sistemas en relajación (D = 0) y en

estado estacionario (varios valores de D), basándose en una aproximación de cam-

po medio. Realizaron la representación paramétrica de χ(t, tw) frente a C(t, tw),

para varios valores de tw. Los resultados pueden verse en la figura 1.1. El caso de

relajación aparece en la figura 1.1.a, donde las curvas presentan una desviación

sistemática con respecto al comportamiento en equilibrio, a partir de cierto valor

concreto de la correlación. Por su parte, el caso estacionario, representado en la

figura 1.1.b, presenta dos pendientes bien diferenciadas, proporcionales a −1/T y

−1/Tef , respectivamente.

En el caṕıtulo 4, dedicado al estudio de la relajación lenta, se mostrará la e-

xistencia de una temperatura efectiva similar en vidrios de Coulomb. Su valor se
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obtendrá a partir del cálculo de la probabilidad de ocupación de sitios, de la función

de distribución de excitaciones de un electrón y a través el teorema de fluctuación-

disipación. Se mostrará la compatibilidad de los tres métodos. En el caṕıtulo 5

justificaremos, asimismo, su existencia para sistemas que han alcanzado un estado

estacionario mediante la aplicación de un campo eléctrico fuera del régimen lineal.

Figura 1.1: Respuesta total frente a la función de correlación, para sistemas

en relajación (a) y en estado estacionario (b). En (a), las ĺıneas continuas

corresponden a diferentes tiempos totales. La ĺınea punteada representa la

solución anaĺıtica para tw → ∞. En (b), las ĺıneas continuas corresponden

a varios valores del parámetro D. La ĺınea punteada representa la solución

anaĺıtica para el ĺımite D → 0 (Cugliandolo et al., 1997).
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1.4. Conductividad

Los semiconductores ligeramente dopados han sido y siguen siendo una extensa

fuente experimental para el estudio de los vidrios de Coulomb. La conductividad

en estos materiales depende fuertemente de la temperatura. La zona de interés

para nuestro estudio se corresponde con los valores de T más bajos. Muchas de las

ideas presentadas en esta sección se pueden generalizar a la mayoŕıa de los sistemas

localizados. El comportamiento de la conductividad en los semiconductores ligera-

mente dopados puede dividirse en cuatro regiones bien diferenciadas, que pueden

observarse de manera cualitativa en la figura 1.2. En ella se representa el logaritmo

natural de la resistividad en función de la inversa de la temperatura para un semi-

conductor ligeramente dopado, que supondremos del tipo p. El comportamiento es

extensible a semiconductores del tipo n. En la región A, correspondiente a la zona

de temperaturas más altas, la contribución a la conductividad σ proviene de la acti-

vación térmica de los electrones a la banda de conducción. Éstos proceden tanto de

las impurezas como de la red, y es por ello que la conductividad en este régimen se

conoce como intŕınseca, ya que no depende del grado de dopado del material. En la

región B, los electrones de la red no poseen la suficiente enerǵıa térmica como para

ser activados hasta la banda de conducción. En cambio, las impurezas se encuen-

tran totalmente ionizadas. La conductividad en el material śı depende ahora del

grado de dopado, y a partir de esta región se denomina extŕınseca. La disminución

de la pendiente en el tramo B es debido a la reducción de la dispersión (scatte-

ring) de los electrones por los fonones, ya que la conductividad únicamente se rige

aqúı por la movilidad de los portadores. Por ello, σ aumenta conforme disminuye la

temperatura. En la región C se produce una inhibición paulatina de los portadores

libres, y las impurezas comienzan a capturar a su electrón. La conductividad aqúı,

generalmente denominada σ3, sigue una ley de activación del tipo

σ3 = σ03 exp (−ε3/kBT ), (1.20)

donde ε3 es la enerǵıa de activación desde el nivel de Fermi a una banda de enerǵıa

superior y σ03 es un prefactor que puede depender de T . En la zona de más bajas
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temperaturas, a partir de la región D, no existen portadores libres de carga, y la

conductividad se produce por saltos (hopping) de los portadores entre impurezas.

Este régimen tiene un carácter general y existe siempre que tengamos estados lo-

calizados, tanto si el sistema es interactuante como no interactuante. Su existencia

fue propuesta por primera vez por Mott (1968). Este régimen se divide a su vez en

varios. Dentro de él, en la zona de más altas temperaturas, la conductividad es ac-

tivada (activated hopping), y tanto el camino en el espacio de configuraciones como

la distancia t́ıpica de salto son independientes de T . En la figura 1.2 se corresponde

con la región D. En la zona de temperaturas más bajas, la enerǵıa de activación

disminuye al bajar T , mientras que la distancia t́ıpica de salto se incrementa. A este

último régimen se le denomina de rango variable (variable-range hopping, VRH), y

queda delimitado por la región E de la gráfica. Para favorecer la corriente se suele

colocar en el sistema cierta fracción de impurezas donadoras y aceptoras, cuya pro-

porción en tanto por uno de aquéllas sobre éstas viene dada por K, la constante

de compensación del sistema, que introdujimos en la ecuación (1.9). La adición de

impurezas donadoras y aceptoras en distinta cantidad produce que las que están en

exceso cedan sus portadores a las otras, lo que permite establecer una dinámica de

saltos entre impurezas.

Para un sistema no interactuante y en el régimen lineal, la conductividad en

función de la temperatura en la zona de VRH sigue la denominada ley de Mott

(Mott, 1968)

σ = σMT
−γM exp

[
−
(
TM

T

) 1
d+1

]
, (1.21)

donde d es la dimensión del sistema,γM un factor que depende de d y TM cierto

parámetro caracteŕıstico. Los detalles se analizarán en el caṕıtulo 5. Esta ley es

bien conocida y se ha verificado experimentalmente de manera sistemática desde

la década de 1970 (Tokumoto et al., 1982). La transición dimensional de la con-

ductividad también está bien justificada, como se observa en los experimentos con

peĺıculas de a-Ge, donde al aumentar el grosor se cambia paulatinamente de una

ley del tipo T−1/3 a otra de la forma T−1/4.

Cuando el efecto de las interacciones de Coulomb es importante, la conductivi-
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Figura 1.2: Representación cualitativa del logaritmo natural de la resis-

tividad en función de la inversa de la temperatura para un semiconductor

ligeramente dopado.

dad en función de la temperatura para el régimen lineal satisface la ley de Efros-

Shklovskii (ES) (Shklovskii y Efros, 1984), que es independiente de la dimensión

del sistema

σ = σ0T
−γ exp

[
−
(
T0

T

) 1
2

]
. (1.22)

En esta expresión las variables tienen un significado similar a las introducidas en la

ley de Mott, dada por la ecuación (1.21). Ofreceremos una descripción más extensa

en el caṕıtulo 5. Esta ley se ha verificado experimentalmente desde la década de

1980 (Itoh et al., 1996; Yakimov et al., 2000), aunque se observa cierta controversia

en la determinación del parámetro T0, cuyo valor experimental es por lo general

más pequeño que el predicho teóricamente.

A medida que aumentamos la temperatura, el efecto de las interacciones se

vuelve menos importante, y la enerǵıa térmica posee más importancia. De hecho, el
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gap acaba desapareciendo a temperaturas lo suficientemente altas, lo que se traduce

en una densidad de estados constante. Es por ello que se espera un cruce (crossover)

entre los reǵımenes de Efros-Shklovskii y Mott. Este hecho también se ha verificado

experimentalmente de manera frecuente (Yakimov et al., 2000). Dentro de este

tipo de experimentos, destacan los dedicados a la conductividad por VRH cerca

de un electrodo metálico, que apantalla la interacción a distancias mayores que la

distancia entre el electrodo y la muestra (Hu et al., 1995; Van Keuls et al., 1997b).

En este caso el crossover de la ley de ES a la ley de Mott se produce al decrecer la

temperatura, al contrario de la situación usual. En dichos experimentos, T0 también

tiene un valor menor que el predicho por la teoŕıa.

En la figura 1.3 se muestra un ejemplo t́ıpico del comportamiento de la con-

ductividad en el régimen de VRH en vidrios de Coulomb, a partir de los datos de

Roy et al. (2002). Los datos corresponden a muestras de hidruro de itrio, donde el

desorden se produce mediante diferentes grados de radiación ultravioleta aplicada

al sistema. El ajuste de los datos contiene un prefactor proporcional a T 1/6, que los

autores explican como fluctuaciones cuánticas cŕıticas. La extrapolación de los datos

coincide en un punto común, que se corresponde con un valor negativo de T−1/2.

La información más importante de este experimento es el valor de T0, que vaŕıa

conforme aumenta la concentración de impurezas, n. Ello plantea la importancia de

las transiciones simultaneas de varios electrones en el proceso de conducción a muy

bajas temperaturas, tema de dilatada controversia.

Para el caso de semiconductores fuertemente dopados la conductividad es de

naturaleza distinta. Los estados dejan de estar localizados a concentraciones lo

suficientemente altas, cuando tiene lugar la llamada transición metal-aislante de

Mott (Mott, 1958). En esas circunstancias el sistema exhibe un comportamiento

metálico.

Conductividad en el régimen no lineal

Otro fenómeno interesante es la conductividad fuera del régimen lineal en sis-

temas con desorden e interacción. La escasez de resultados teóricos le confiere cierto
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Figura 1.3: Representación de σ/T 1/6 en función de T−1/2, para muestras

de hidruro de itrio. Cada curva representa una concentración de impurezas

n distinta (Roy et al., 2002).

carácter abierto, y es por ello que hemos dedicado parte de nuestro trabajo a su es-

tudio. La conductividad en el régimen no lineal no está bien definida. Por lo general,

se emplean dos definiciones alternativas. La primera de ellas es

σ =
j

E
, (1.23)

donde j es la densidad de corriente de la muestra y E es el campo eléctrico aplicado.

La segunda definición, que es la más utilizada en los estudios experimentales, es la

llamada conductividad diferencial

σ =
1

Ld−2

dI

dV
, (1.24)

donde I es la intensidad de corriente de la muestra, V es el potencial eléctrico

aplicado, L es la longitud de la muestra y d es la dimensión del sistema. En el

régimen lineal las dos definiciones de la conductividad coinciden.
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La presencia de un campo eléctrico E no demasiado pequeño en sistemas con

hopping produce una dependencia directa de la conductividad con dicho campo.

Este rango define el régimen no lineal de la conductividad. Los modelos teóricos

se han propuesto, en su mayoŕıa, para el régimen de VRH no interactuante, y se

han extendido posteriormente al caso interactuante adaptando la expresión de la

distancia de salto t́ıpica. Estos modelos se conocen como de efecto de campo (field-

effect models), y tuvieron relativo éxito en la explicación de los primeros resultados

experimentales. Sin embargo, no concuerdan con los experimentos modernos en un

rango amplio de parámetros. Las simulaciones numéricas se presentan como una

herramienta eficaz para analizar en profundidad el problema.

Dentro de los modelos de efecto de campo, Pollak y Riess (1976) extendieron

la teoŕıa de percolación para variable-range hopping al caso de campos eléctricos

grandes, aplicándola al modelo de Mott en tres dimensiones (densidad de estados

constante). El criterio para el campo eléctrico que escogieron fue Erm > T , donde

rm = ξa/2 es la distancia de percolación, siendo a = (T0/T )1/4 � 1. Obtuvieron

una dependencia de la conductividad con el campo eléctrico y la temperatura de la

forma

σ(T, E) = σ(T, 0) exp

(
C
Erm

T

)
, (1.25)

donde σ(T, 0) es la conductividad en el régimen lineal y C es una constante, cuyo

valor estimaron en 0,17. Estos resultados extendieron los obtenidos por Hill (1971),

que halló la misma dependencia de la conductividad con E , estimando de manera

preliminar que C = 0,8.

Por otro lado, Apsley y Hughes (1975) hallaron una ley distinta para la conduc-

tividad en el régimen no lineal, también en el caso no interactuante, de la forma

lnσ(T, E) ∝ E2, (1.26)

para el mismo rango de campos.

Por su parte, Shklovskii (1976) estudió el problema mediante la activación de

portadores al nivel de percolación en la banda de conducción, cuando esta banda se

ve distorsionada por un potencial aleatorio. Encontró que la caracteŕıstica corriente-
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voltaje es similar a la obtenida mediante el efecto Poole-Frenkel, y obtuvo la ley

σ(T, E) = σ(T, 0) exp

(
βE1/2

T

)
, (1.27)

donde β = kbV0. En la expresión anterior, k es una constante, b es la anchura

espacial caracteŕıstica del potencial aleatorio y V0 es la amplitud de las fluctuaciones

de dicho potencial. El argumento de la función exponencial depende, pues, del grado

de desorden, al contrario que en la ley de Poole-Frenkel, donde se sustituye β por

γ = (4/ε)1/2, siendo ε la permitividad del medio.

Años después, Wang et al. (1990) presentaron resultados experimentales de Ge

dopado por transmutación de neutrones, que no se ajustaban a ningún modelo de

efecto de campo. En cambio, los resultados se pudieron interpretar en términos del

modelo de electrones calientes (hot electron model). A d́ıa de hoy, es el más empleado

para la explicación de los fenómenos no lineales en el régimen interactuante. En el

caṕıtulo 5 profundizaremos en su estudio, y lo utilizaremos para interpretar los

datos de nuestras simulaciones numéricas.

Un fenómeno interesante, que parece ser inherente a los sistemas con hopping,

es el descenso de la conductividad diferencial para valores muy grandes del campo

eléctrico, hasta valores menores que cero. Este efecto se conoce como conductividad

diferencial negativa. Nenashev et al. (2008) mejoraron la teoŕıa anaĺıtica de Nguyen

y Shklovskii (1981) para sistemas no interactuantes, y lograron un mayor acuerdo

entre los resultados teóricos y experimentales.

En nuestro problema concreto, simulamos el régimen no lineal mediante la apli-

cación de un campo eléctrico externo, lo que añade un término extra al hamiltoniano

de la ecuación (1.9), de la forma ∑
i

~E~rini, (1.28)

donde ~E el campo eléctrico aplicado y ~ri es el vector de posición del sitio i. Analizare-

mos la dependencia de la conductividad con el módulo del campo eléctrico, para

varias temperaturas, tanto en el caso interactuante como en el no interactuante.

En el caṕıtulo 5 estudiaremos en más detalle todo lo referente a la conductivi-

dad, y presentaremos los resultados de nuestras simulaciones numéricas. Trataremos
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tanto el régimen lineal como el no lineal, en dos y tres dimensiones.

1.5. Relajación lenta

Hemos visto que en los sistemas con desorden e interacción los electrones han

de saltar distancias cada vez más grandes conforme avanza el tiempo. Este hecho

provoca una pérdida de ergodicidad, ya que los tiempos de relajación pueden ser mu-

cho mayores que los de experimentación. Ello lleva a una relajación no exponencial

hacia el equilibrio, que se ha verificado experimentalmente desde la década de 1970

y parece ser una caracteŕıstica común a los sistemas con localización (Hernandez et

al., 2004; Delahaye et al., 2008), potenciada por la presencia de interacción.

Mochena y Pollak (1991a) estudiaron por primera vez la dependencia tempo-

ral de los procesos de relajación, haciendo uso de un conjunto de configuraciones

de baja enerǵıa. Posteriormente, Schreiber et al. (1994) mejoraron el correspon-

diente método de simulación. Poco después, Pérez-Garrido et al. (1999) encontraron

una dependencia en ley de potencias para la relajación de la enerǵıa en vidrios de

Coulomb, con un exponente de valor 0,15.

De entre los experimentos reales en vidrios de Coulomb que estudian los fenóme-

nos de relajación lenta y otros relevantes como el envejecimiento, destacan por

su calidad los del grupo de Ovadyahu (Ovadyahu y Pollak, 2003; Orlyanchik y

Ovadyahu, 2007; Ovadyahu, 2006a,b, 2008, 2009). Esta serie de experimentos ha

producido un nuevo interés acerca de las propiedades de los vidrios de Coulomb.

Estudios recientes sobre la conductancia en peĺıculas de óxido de indio (In2O3−x,

cristalino; In2O3, amorfo) han mostrado una ley logaŕıtmica pura en función del

tiempo (Ovadyahu y Pollak, 2003). Las muestras usadas (50 Å de espesor, 1 × 1

mm2 de superficie) se preparan mediante bombardeo de electrones y evaporación

sobre un cubrimiento de vidrio. Se deposita una peĺıcula de oro de 500 Å de espesor

en la parte posterior, que sirve como electrodo de puerta (gate electrode). Para las

medidas de conductividad se utiliza una técnica de doble terminal en AC mediante

el empleo de un pre-amplificador de corriente 1211-ITHACO y un amplificador
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lock-in PAR-124A. Las muestras se enfŕıan hasta T = 4,11 K con helio ĺıquido, con

una resistencia t́ıpica R de 30-80 MΩ a esa temperatura. El voltaje de polarización

AC es suficientemente pequeño para garantizar condiciones óhmicas. La figura 1.4

muestra el montaje experimental t́ıpico. En la figura 1.5 se muestra la dependencia

de la conductancia G con el tiempo, para un experimento de enfriamiento desde

altas temperaturas hasta la temperatura de experimentación Texp. La conductancia

G sigue una ley logaŕıtmica, a lo largo de más de cinco décadas temporales, del tipo

G = a+ b ln t, (1.29)

donde a y b son constantes.

Figura 1.4: Montaje experimental t́ıpico para un experimento de relajación

en vidrios de Coulomb.

Nuestras simulaciones numéricas sobre relajación están dedicadas, primordialmente,

al estudio de la enerǵıa total E. En menor medida hemos analizado el caso de la

conductividad, que se espera que se comporte de manera similar en función del

tiempo. El cálculo de la enerǵıa resulta más sencillo, pues es función de un solo

tiempo, y está sujeto a menos ruido. En nuestro estudio numérico encontramos que

la escala de relajación de la enerǵıa es esencialmente logaŕıtmica, siguiendo una ley

de potencias logaŕıtmica en función del tiempo, con un exponente caracteŕıstico.

Todo ello se analizará convenientemente en el caṕıtulo 4.
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Figura 1.5: Conductancia en función del tiempo en escala logaŕıtmica

para un experimento de enfriamiento desde T = 120 K a Texp = 4,11 K

(Ovadyahu y Pollak, 2003).

1.6. Envejecimiento

Otro efecto importante de los sistemas desordenados interactuantes es la memo-

ria que adquieren en su trazado por el espacio de configuraciones, donde las co-

rrelaciones electrónicas juegan un papel esencial. Un fenómeno relacionado, que es

común a la mayoŕıa de sistemas v́ıtreos, es el envejecimiento (aging), tal como ya se

ha mencionado. Este término se refiere a la respuesta de un sistema cuando está su-

jeto a la influencia de dos diferentes condiciones temporales impuestas. La primera,

de tiempo macroscópico tw, seguida inmediatamente de otra de duración t. Se dice

que el sistema exhibe envejecimiento cuando la respuesta depende de tw y t, en

contraste con los sistemas ergódicos, donde la respuesta depende únicamente de t.

En vidrios de Coulomb es común observar envejecimiento en la conductancia, G.

Si consideramos el montaje experimental descrito en la figura 1.4, una manera de

preparar el sistema consiste en cambiar repentinamente el voltaje de puerta inicial

Vg hasta un valor superior V1, una vez que el sistema ha estado relajado durante

un tiempo macroscópico grande. Tras mantener la nueva configuración durante un
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tiempo tw, se restaura el valor original V0 y se mide durante un tiempo t. Ob-

servaciones experimentales, como las del grupo de Ovadyahu, han revelado que la

función de envejecimiento ∆G/G para vidrios de Coulomb es únicamente función de

t/tw (Ovadyahu y Pollak, 2003). A esta dependencia se le denomina envejecimiento

completo (full aging), y no se observa de manera tan clara en otros sistemas v́ıtreos.

En la figura 1.6 se muestra la variación relativa de la conductancia en función

de t/tw en escala logaŕıtmica, para un experimento t́ıpico de aging. Cuando t/tw

se aproxima a la unidad se observa una desviación del comportamiento logaŕıtmico

ideal.

En el caṕıtulo 6 mostraremos los resultados de envejecimiento obtenidos a partir

de nuestras simulaciones numéricas.

1.7. Materiales

Para terminar este caṕıtulo, describiremos brevemente los materiales que pueden

describirse mediante el modelo de los vidrios de Coulomb. La importancia de la

interacción puede medirse, como comentamos, mediante la enerǵıa de Coulomb ca-

racteŕıstica, dada por la ecuación (1.7). Si suponemos que la enerǵıa de solapamiento

t es despreciable, el balance entre las enerǵıas de desorden, interacción y térmica

definirá el comportamiento del sistema. A continuación mostramos los materiales

que podemos encuadrar dentro del marco de los vidrios de Coulomb, dado que su

enerǵıa de interacción es, al menos, comparable con el resto de enerǵıas de interés.

Semiconductores ligeramente dopados.

El modelo de vidrios de Coulomb fue desarrollado inicialmente para los semicon-

ductores ligeramente dopados, que aún constituyen una gran fuente experimental

de datos concernientes al gap de Coulomb (Massey y Lee, 2000; Zabrodskii, 2001;

Helgren et al., 2002). Estos materiales poseen impurezas colocadas al azar. A muy

bajas temperaturas, la conductividad se produce mediante saltos de los portadores

de una impureza a otra. Si consideramos el germanio o el silicio ligeramente dopados,
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Figura 1.6: Variación relativa de la conductancia en función de t/tw, para

dos conjuntos de experimentos de aging. En (a) la diferencia entre los voltajes

de puerta aplicados es de 100 V y en (b) es de 400 V. En ambos casos,

los datos para diferentes tiempos de espera colapsan en una única curva

(Ovadyahu y Pollak, 2003).

obtenemos que la enerǵıa de desorden W vale 10−3 y 10−2 meV, respectivamente,

que es además del mismo orden que la enerǵıa de Coulomb caracteŕıstica, a bajas

temperaturas. Debido a ello, el efecto conjunto de desorden e interacción no es des-

preciable frente a la enerǵıa térmica, por lo que se formará gap de Coulomb. La

importancia de estos efectos es máxima para un grado de compensación K = 0,5.
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Semiconductores amorfos.

En los semiconductores amorfos el desorden está producido por la ausencia de

estructura cristalina. Sin embargo, no todos poseen gap de Coulomb a bajas tem-

peraturas, pues en algunos la enerǵıa de desorden es la predominante, y se puede

despreciar el efecto de la enerǵıa de interacción. Por ejemplo, en el germanio amorfo

se obtiene t́ıpicamente W = 10−2 meV, mientras que EC = 10−3 meV, que es un

orden de magnitud menor. Ello implica que la enerǵıa dominante es la de desorden,

y podemos despreciar el efecto de la interacción. Sin embargo, en el óxido de indio

amorfo ambas enerǵıas son comparables y del mismo orden que la enerǵıa térmica

a bajas temperaturas, por lo que el material presenta un gap de Coulomb. Este

semiconductor amorfo se ha empleado por muchos investigadores para los estudios

sobre vidrios de Coulomb referentes a la conductividad, entre los cuales destacan los

del grupo de Ovadyahu (Ovadyahu y Pollak, 2003; Orlyanchik y Ovadyahu, 2007;

Ovadyahu, 2008, 2009). Otros materiales relacionados son las peĺıculas de a-YSi

amorfo (Ladieu et al., 2000).

Superconductores de alta temperatura

Los superconductores de alta temperatura pueden volverse aislantes mediante

diferentes mecanismos, tales como irradiación o cambio en el dopado. En la zona

aislante la conductividad en función de la temperatura sigue la ley de ES, dada por

la ecuación (1.22). Ejemplos de este tipo de materiales son YBa2Cu3O7−δ (Milliken

y Koch, 2001) y La2−xSrxCuO4 (Raicevic et al., 2008).

Metales desordenados.

Los metales tienen generalmente estructura cristalina, por lo que no poseen gap

de Coulomb. No obstante existen metales desordenados bidimensionales (peĺıculas

metálicas) que presentan un mı́nimo en su densidad de estados en el nivel de Fermi,

debido a la interacción electrón-electrón. Si el desorden crece tanto que los estados

se localizan, la densidad de estados se vuelve cero en el nivel de Fermi (Altshuler y
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Aronov, 1979).

Materiales relevantes dentro de este grupo son las peĺıculas de bismuto (Adkins y

Astrakharchik, 1998) y berilio (Butko et al., 2000). Para el bismuto, son importantes

los estudios de relajación y efectos de memoria en peĺıculas ultrafinas (Hernandez

et al., 2003).

Metales granulares.

Son básicamente materiales compuestos por metales y aislantes, siendo los más

conocidos y empleados los llamados cermets (metales cerámicos). Según la propor-

ción del metal frente al aislante se definen tres regiones estructurales de interés. En

la región metálica, la proporción del metal es grande, pudiéndose considerar todo

el conjunto como un continuo metálico con inclusiones dieléctricas. En la región

de transición la fracción del metal es importante y comienza a aparecer el com-

portamiento metálico. Finalmente, en la región dieléctrica la fracción del metal es

pequeña y las part́ıculas metálicas se encuentran dispersas en un medio dieléctrico.

Esta última región es la de interés para nuestro estudio, puesto que los estados

electrónicos se encuentran localizados en los granos metálicos y el efecto de las inte-

racciones de Coulomb es importante. El gap en la densidad de estados se verificó de

forma experimental por mediciones de la conductividad túnel (White et al., 1986).

Ejemplos de estos materiales son las peĺıculas delgadas granulares de aluminio en

el régimen aislante (Grenet, 2003, 2004; Grenet et al., 2007; Delahaye et al., 2008).

La fenomenoloǵıa observada en estos sistemas es similar a la de los experimentos

en óxido de indio.

Otros materiales

Otros materiales y sistemas descritos por el modelo de vidrios de Coulomb son

las capas de inversión y vórtices en superconductores (Fisher et al., 1991; Täuber et

al., 1995; Sefrioui et al., 2001). Asimismo, se ha encontrado evidencia de la presencia

de gap de Coulomb en 2D en dispositivos MOSFET de silicio y en heteroestructuras
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GaAs/AlxGa1−xAs. Para ambos casos el gap se observa tanto en ausencia de campo

magnético (Mason et al., 1995; Van Keuls et al., 1997b; Khondaker et al., 1999),

como en el régimen Hall cuántico (Murzin et al., 2001; Shlimak et al., 2004). Otras

manifestaciones de su existencia surgen en peĺıculas delgadas de CrSiO amorfo

(Elefant et al., 1991), peĺıculas de Mo-C (Lee et al., 1992), en el fotoconductor

Cd0,91Mn0,09Te : In (Terry et al., 1992) y en los arrays de quantum dots de Ge/Si

(Yakimov et al., 2004).

Recientemente, los efectos de la interacción de Coulomb se han asociado al

régimen de conductividad por saltos en cuasicristales (Su et al., 2002; Yu et al., 2004;

Fang et al., 2004). Del mismo modo, adquieren una importancia crucial en la zona

aislante de los siguientes sistemas fuertemente correlacionados: el espejo conmutable

de hidruro de itrio (Roy et al., 2002), la aleación LaCo1−yNiyO3 (Hammer et al.,

2004), Sr2Y0,5Ca0,5Co2O7 (Yamaura et al., 2001) y LaSr2Mn2O7 (Chen et al., 2003).

El gap de Coulomb es relevante, asimismo, para la conductividad por saltos en

los poĺımeros conductores (Yoon et al., 1995; Granholm et al., 1997; Kodama et al.,

2001) y para los nanotubos de óxido de estaño (Ma et al., 2004).



34 Sistemas desordenados interactuantes



Caṕıtulo 2

Algoritmos numéricos

Los algoritmos de simulación por ordenador son en la actualidad una herramien-

ta que se emplea frecuentemente en muchas ramas de la ciencia. La motivación para

el empleo de estos métodos numéricos se debe a muchas razones, pero una de las

principales es que elimina aproximaciones de los desarrollos teóricos. Por lo general,

resolver un modelo de manera anaĺıtica en sistemas reales se convierte en una tarea

inabordable, y se deben emplear ciertas aproximaciones, como podŕıa ser alguna

del tipo campo medio. La simulación por ordenador permite estudiar sistemas que

no son tratables desde una perspectiva anaĺıtica, pudiendo ser potencialmente com-

plejos. Este tratamiento permite comparar teoŕıa con experimentos y confirmar o

refutar la validez de modelos. Además, nos capacita para evaluar ciertas magnitudes

que no son susceptibles de medida directa en los experimentos reales, por lo que

ocupa un lugar propio al mismo nivel que la teoŕıa y la experimentación.

Para iniciar la simulación necesitamos un modelo matemático que describa el

sistema f́ısico. El tratamiento que emplearemos considera que las magnitudes u

observables a determinar son promedios estad́ısticos sobre cierto espacio muestral.

Supondremos que el sistema que vamos a estudiar posee un hamiltoniano H, y

denotaremos de manera genérica su estado mediante el vector ~x = (x1, x2, . . . , xn),

donde n es el número de grados de libertad. Las componentes xi pueden tomar

cualquier valor compatible con las restricciones del sistema f́ısico. El conjunto de

todos los estados constituye el espacio de fases Ω. La cuestión principal es cómo

35
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propagaremos el sistema a través de dicho espacio. A tal efecto podemos emplear,

principalmente, dos métodos: los deterministas y los estocásticos.

En los métodos deterministas es la dinámica intŕınseca del sistema la que pro-

duce la evolución en el espacio de fases. Deberemos tomar las ecuaciones de movimien-

to e integrar en el tiempo. Para un sistema clásico nos llevará a una trayectoria en di-

cho espacio de fases caracterizada por los vectores posición, ~x i(t), y momento lineal,

~p i(t), de cada una de las part́ıculas, dadas las condiciones iniciales ~x1(0), . . . , ~xN(0)

y ~p 1(0), . . . , ~pN(0). Aqúı N es el número de part́ıculas.

Por su parte, los métodos estocásticos siguen un tratamiento ligeramente dife-

rente. De hecho, únicamente es necesario evaluar la parte configuracional del pro-

blema. El punto clave consiste en inducir transiciones de una configuración a otra,

que en el método determinista quedaŕıan establecidas a través de los momentos

~p i(t). Esto se logra mediante una evolución probabiĺıstica a través de un proceso

de Markov, que es el análogo a la dinámica intŕınseca. Los métodos estocásticos

tienen la ventaja de permitir la simulación en sistemas que no poseen una dinámica

expĺıcita, y son muy versátiles, aplicables incluso a problemas que no poseen un

carácter estocástico propio.

Aun cuando la aplicabilidad de estas dos familias de métodos es muy amplia,

cuentan con dos problemas fundamentales. En primer lugar, no se puede garantizar

la ergodicidad del sistema a través de la igualdad entre promedio por colectivos y

promedio temporal, dado que no es posible simular hasta tiempo infinito (incluso

en ocasiones, ni a un tiempo lo suficientemente grande). Por ello, no es posible

asegurar que el promedio obtenido represente exactamente el valor promedio real

del observable a medir. Por otro lado, aparecen efectos de tamaño finito, debido a

que en los sistemas complejos no se puede alcanzar dimensiones demasiado grandes,

ya que la simulación numérica seŕıa inabordable.

Los métodos deterministas y estocásticos más utilizados son, respectivamente,

los de dinámica molecular y los de Monte Carlo.

El punto inicial para los métodos de dinámica molecular es una descripción mi-

croscópica bien definida de un sistema f́ısico, que puede ser un sistema de pocas o
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de muchas part́ıculas. La descripción puede realizarse mediante un hamiltoniano o

lagrangiano, aunque también se puede expresar directamente mediante las leyes de

la dinámica de Newton. Como su propio nombre sugiere, este método calcula las

propiedades del sistema a partir de la resolución de las ecuaciones de movimiento,

lo que permite obtener tanto la solución estática como la dinámica del proble-

ma. La técnica empleada consiste en resolver numéricamente dichas ecuaciones de

movimiento, que son aproximadas de manera conveniente. El orden del error de-

pende de la aproximación, y en principio puede hacerse tan pequeño como se desee,

restringido únicamente por la velocidad y memoria del ordenador.

2.1. Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo se basa en la teoŕıa de la probabilidad y la mecánica

estad́ıstica. Permite el tratamiento de problemas de naturaleza probabiĺıstica, pero

también de otros que son, en esencia, deterministas. Su versatilidad lo convierte

en un método poderoso en el campo de la f́ısica computacional. En este trabajo

trataremos únicamente con métodos de Monte Carlo aplicados a sistemas clásicos.

Nos restringiremos, asimismo, a los métodos de Monte Carlo cinéticos (Bortz et al.,

1975), dado que estamos interesados en simular la evolución temporal del sistema

de estudio.

El punto de partida del método de Monte Carlo, y en general de los métodos es-

tocásticos, es el concepto de proceso o cadena de Markov. Este proceso se caracteriza

por la ausencia de memoria. Esto es, las propiedades estad́ısticas del sistema en ins-

tantes futuros dependen únicamente del instante presente, independientemente del

pasado. El problema del caminante aleatorio es un ejemplo de cadena de Markov:

se considera el movimiento del caminante sobre una superficie determinada como

una secuencia de estados. La transición de un estado a otro depende únicamente

del estado inmediatamente anterior.

De una manera formal, una secuencia de estados ~x0, ~x1, . . . , ~xn, . . . se llama ca-

dena de Markov si, para cada n, se obtiene la siguiente relación de probabilidades
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condicionadas

P (~xn|~xn−1, . . . , ~x0) = P (~xn|~xn−1). (2.1)

Por inducción, es fácil generalizar que la probabilidad de que tenga lugar una se-

cuencia de estados ~x0, ~x1, . . . , ~xn se puede escribir del siguiente modo

P (~x0, ~x1, . . . , ~xn) = P (~xn|~xn−1) . . . P (~x1|~x0)P (~x0). (2.2)

Debido a esta propiedad, a las probabilidades condicionadas se les llama probabili-

dades de transición, que se representan de manera equivalente mediante P (~xj|~xi),

Pj,i o P (~xi → ~xj).

El método de Monte Carlo obtiene la solución de un problema general como

un parámetro de una población hipotética, empleando una secuencia de números

aleatorios para construir una muestra de dicha población. De esta secuencia po-

dremos obtener promedios estad́ısticos del parámetro en cuestión. La dinámica del

sistema se genera aprovechando el concepto de cadena de Markov, aunque única-

mente esté referida a la parte configuracional del problema.

Supongamos que ~x0, ~x1, . . . , ~xn son los estados accesibles a nuestro sistema y

que conocemos las probabilidades de transición entre ellos, P (~xj|~xi). La evolución

temporal de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado ~xi, que llamaremos

P (~xi, t), viene dada por la ecuación maestra

dP (~xi, t)

dt
= −

∑
j 6=i

W (~xj|~xi)P (~xi, t) +
∑
j 6=i

W (~xi|~xj)P (~xj, t), (2.3)

donde W (~xj|~xi) es la probabilidad de transición por unidad de tiempo entre los

estados ~xi y ~xj. El primer término de la ecuación anterior representa el ritmo de

escape a las configuraciones fuera del estado considerado, mientras que el segundo

describe el ritmo de entrada. La solución estacionaria implica que∑
j 6=i

W (~xj|~xi)P (~xi, t) =
∑
j 6=i

W (~xi|~xj)P (~xj, t). (2.4)

Para obtener la convergencia del proceso de Markov a una distribución deseada de

probabilidades en equilibrio debemos imponer la condición de balance detallado

W (~xj|~xi)P (~xi) = W (~xi|~xj)P (~xj) (2.5)
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para cada par de configuraciones.

El procedimiento general de los algoritmos de Monte Carlo se efectúa de la

siguiente manera. Se especifica un estado inicial ~x0 del espacio de fases y se genera

un nuevo estado ~x ′. Se evalúa la probabilidad de transición P (~x ′|~x0) y se genera

un número aleatorio R de una distribución uniforme en el intervalo [0, 1). Se acepta

la transición de un estado a otro si P > R. En caso contrario, se mantiene la

configuración actual y se procede a un nuevo sorteo.

Las limitaciones básicas del método provienen fundamentalmente de dos fuentes.

Primeramente, el tamaño de las muestras es pequeño para el ĺımite termodinámico,

aún cuando es posible simular tamaños mucho más grandes que con el método de

dinámica molecular. Por otro lado, debemos atender al carácter finito de la cadena

de Markov, que limita el tiempo total de simulación.

Es posible efectuar simulaciones de Monte Carlo en el contexto de cualquier

colectivo estad́ıstico determinado, aunque lo más común consiste en considerar al

sistema en equilibrio con un baño térmico a temperatura T , refiriéndonos por ello

al colectivo canónico. Dentro de esta colectividad se emplean dos algoritmos fun-

damentales, el de Metropolis y el de Glauber, que revisaremos sucintamente. Para

sistemas en los que el intercambio energético está mediado por part́ıculas de esṕın

entero es común emplear el método denominado de dinámica por bosones, que

también comentaremos de manera breve. Estos tres algoritmos forman parte de los

denominados métodos de Monte Carlo cinéticos.

Algoritmo de Metropolis

En el problema del caminante aleatorio todos los estados del espacio de fases

son igualmente probables a priori, situación que puede extenderse al estudio de la

colectividad microcanónica. Sin embargo, un simple camino aleatorio no es aplicable

directamente en el caso de la colectividad canónica para la evaluación de obser-

vables en el colectivo (N, V, T ). Aqúı el número de part́ıculas N , el volumen V y la

temperatura T son constantes. En equilibrio termodinámico, ciertos estados ocurren

más frecuentemente. Para generar una trayectoria en la cual los estados sucedan



40 Algoritmos numéricos

con la probabilidad correcta, debemos construir un proceso de Markov que lleve a

una distribución ĺımite correspondiente a la distribución en equilibrio del colectivo

canónico.

En esta colectividad, el número de part́ıculas N , el volumen V y la temperatura

T son cantidades fijas, como hemos dicho. Para esta situación, el valor del observable

genérico A se obtiene de la siguiente manera

〈A〉 =
1

Z

∫
Ω

A(~x) exp [−H(~x)/kBT ]d~x, (2.6)

donde H es el operador hamiltoniano del sistema y Z es la función de partición

canónica

Z =

∫
Ω

exp [−H(~x)/kBT ]d~x. (2.7)

La integral está extendida a todo el espacio de fases compatible con las restricciones

del propio sistema f́ısico. Para desarrollar el método de Monte Carlo usamos la

distribución de estados en equilibrio

P (~x) =
1

Z
exp [−H(~x)/kBT ], (2.8)

que es la distribución de Boltzmann.

Si imponemos la condición de balance detallado, dada por la ecuación (2.5),

para los estados genéricos ~x y ~x ′, donde ~x es el de origen, obtenemos

W (~x ′|~x)

W (~x|~x ′)
=
P (~x ′)

P (~x)
. (2.9)

Debido a las propiedades de la función exponencial, la razón entre las probabilidades

de transición por unidad de tiempo depende únicamente del cambio de enerǵıa ∆H

al pasar de un estado a otro

W (~x ′|~x)

W (~x|~x ′)
= exp {− [H(~x ′)−H(~x)] /kBT} = exp (−∆H/kBT ). (2.10)

Por comodidad suele establecerse

W (~x ′|~x) =

 exp (−∆H/kBT ), ∆H > 0;

1, ∆H ≤ 0.
(2.11)
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Por lo tanto, las nuevas configuraciones seleccionadas que reducen la enerǵıa se

aceptan siempre, mientras que aquéllas que incrementan la enerǵıa se aceptarán de

acuerdo al factor de Boltzmann de la diferencia de enerǵıas. Este algoritmo consti-

tuye un estándar dentro de los métodos de simulación numérica, y fue introducido

por Metropolis et al. (1953), de donde toma el nombre.

Algoritmo de Glauber

En este algoritmo, similar al de Metropolis, la probabilidad por unidad de tiempo

de pasar de un punto a otro en el espacio de configuraciones es

W (~x ′|~x) =
1

1 + exp (∆H/kBT )
. (2.12)

De este modo se evita la sentencia lógica condicional concerniente a la enerǵıa.

Es fácil comprobar, asimismo, que la razón entre las probabilidades de transición

por unidad de tiempo de dos configuraciones ~x y ~x ′ también cumple la condición

de balance detallado. En promedio, la dinámica debe ofrecer resultados similares

a los del método de Metropolis. Ambos algoritmos son equivalentes a muy bajas

temperaturas, excepto en el caso especial en el que ∆H = 0.

Método de dinámica por bosones

Es usual encontrar algunos sistemas en los cuales el intercambio de enerǵıa viene

determinado por la interacción entre las part́ıculas que producen los fenómenos de

transporte y los bosones del sistema. En este caso, las probabilidades de transición

por unidad de tiempo dependen del número de bosones que hay a la enerǵıa propia

de la transición

W (~x ′|~x) = g(|∆H|)

 N(∆H), ∆H > 0;

1 +N(|∆H|), ∆H ≤ 0.
(2.13)

En esta expresión, g(|∆H|) es la densidad de estados bosónica y N(∆H) es la

distribución de Bose-Einstein a la temperatura de operación, T . Si la transición

aumenta la enerǵıa, W (~x ′|~x) viene dada únicamente por el número de bosones que
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hay a la enerǵıa ∆H considerada. En este proceso se produce la destrucción de

un bosón. En cambio, si la transición reduce la enerǵıa, la expresión de W (~x ′|~x)

contiene dos términos. El primero de ellos se conoce como de emisión espontánea y

el segundo, de emisión estimulada. Resulta fácil comprobar que las probabilidades

de transición por unidad de tiempo aśı definidas también verifican la condición de

balance detallado.

Este método resulta particularmente útil en el contexto de los vidrios de Coulomb,

donde la enerǵıa se intercambia a través de la interacción entre fonones y electrones.

Las simulaciones numéricas para estos materiales emplean, mayoritariamente, los

algoritmos de Metropolis y Glauber descritos anteriormente, aunque el método de

dinámica por bosones resulta más cercano a la dinámica real del sistema. Sin embar-

go, a temperaturas lo suficientemente bajas los resultados obtenidos mediante los

tres métodos son proporcionales, hecho que hemos comprobado en nuestras simu-

laciones de Monte Carlo. En el ĺımite T → 0 los tres algoritmos convergen.

En un trabajo conjunto entre los grupos de Murcia y Oslo (Caravaca et al.,

2009) se emplearon los métodos de Metropolis y de dinámica por bosones, respec-

tivamente, para el estudio de la conductividad en el régimen no lineal en vidrios de

Coulomb. El grupo de Oslo efectuó los cálculos en un modelo de red, mientras que

el de Murcia empleó un modelo con desorden posicional aleatorio. Los resultados

presentados muestran la compatibilidad de ambos algoritmos a temperaturas bajas.

2.2. Simulaciones numéricas en vidrios de Cou-

lomb

Las simulaciones numéricas en vidrios difieren notablemente de las realizadas en

sólidos cristalinos. Los estados v́ıtreos de la materia continúan teniendo interés en la

comunidad cient́ıfica, desde los f́ısicos de materiales interesados en las propiedades

mecánicas del sistema hasta los f́ısicos teóricos, que buscan describir a un nivel

fundamental el estado “v́ıtreo”. Una caracteŕıstica común a este tipo de materiales

es que su dinámica se ralentiza notablemente en cierta parte de su diagrama de
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fases, lo cual provoca la presencia de estructuras amorfas congeladas a las escalas

temporales de experimentación. Para muchos materiales no se posee conocimiento

suficiente acerca de los procesos microscópicos responsables del comportamiento

v́ıtreo. A pesar del vaćıo existente entre las escalas temporales experimentales y

numéricas, las simulaciones por ordenador constituyen una herramienta eficaz para

obtener información útil acerca de dicho estado.

Los vidrios de Coulomb exhiben este tipo de dinámica, sobre todo a muy bajas

temperaturas, dónde se sitúan, como comentamos, fuera del equilibrio, provocado

por la falta de ergodicidad. La gran complejidad de estos sistemas desordenados

interactuantes convierte a los métodos numéricos en una herramienta fundamental

para la determinación de sus propiedades termodinámicas.

Según su finalidad, podemos clasificar los algoritmos de simulación en vidrios de

Coulomb en:

Algoritmos dinámicos. Simulan el comportamiento termodinámico del sistema

a una temperatura dada. Se aplican, fundamentalmente, al estudio de la re-

lajación no exponencial hacia el equilibrio y al cálculo de la conductividad en

el régimen estacionario.

Algoritmos de configuraciones. Están basados en la obtención de las configu-

raciones de más baja enerǵıa del sistema. A partir de ellas se pueden realizar

promedios en el colectivo estad́ıstico de estudio para hallar las propiedades

termodinámicas de equilibrio. Asimismo, es posible iniciar cálculos dinámicos

haciendo uso de dichas configuraciones de baja enerǵıa, mediante el empleo

de la ecuación maestra dada por la expresión (2.3). Estos algoritmos son efec-

tivos, únicamente, a muy bajas temperaturas, y los cálculos dinámicos citados

son aún más limitados.

2.2.1. Algoritmos dinámicos

La dinámica lenta de los vidrios de Coulomb rompe la igualdad entre promedio

temporal y promedio por colectivos, debido a la falta de ergodicidad. Estos sis-
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temas presentan desorden, por lo que deberemos de promediar con respecto a él

en nuestras simulaciones. Para ello, construimos un número finito de muestras del

sistema con distinto desorden. Además, hemos de realizar promedio en las condi-

ciones iniciales mediante la selección de varias configuraciones de partida distintas

para cada muestra. Las magnitudes de interés se promedian a tiempos fijos, y se

suelen escoger de carácter auto-promediable. Dichas magnitudes son, básicamente,

las variables extensivas del sistema. En general, necesitaremos un elevado número

de muestras distintas para lograr un conjunto de datos con buen promedio. Los

algoritmos de Monte Carlo se presentan como los más efectivos para la simulación

en vidrios de Coulomb. Dentro de ellos, el más empleado es el de Metropolis.

Para desarrollar este algoritmo en nuestra simulación es necesario determinar

las probabilidades de transición por unidad de tiempo, W (~x ′|~x), entre estados del

espacio de fases. Las transiciones de muchos electrones son relevantes a muy ba-

jas temperaturas y a tiempos de relajación largos. En dichas condiciones, es más

eficiente escapar de un valle energético profundo mediante el salto colectivo de

muchas part́ıculas. Sin embargo, es importante conocer primero los resultados para

la dinámica mediante saltos de un electrón. Por ello, en este trabajo trataremos

únicamente con transiciones monoelectrónicas. Es decir, la configuración final sólo

difiere de la inicial en el estado individual de dos sitios.

Mediante el cálculo de la interacción electrón-fonón podemos estimar la proba-

bilidad por unidad de tiempo, Γβ,α, de que el sistema efectúe una transición de una

configuración α a otra β (Shklovskii y Efros, 1984). Cuando la transición aumenta

la enerǵıa se obtiene la expresión

Γβ,α = τ−1
0

exp (−2rij/ξ)

exp (∆Eij/kBT )− 1
, (2.14)

si las configuraciones α y β están conectadas mediante el salto de un electrón del

sitio i al j. En cualquier otro caso, Γβ,α = 0. ∆Eij es la diferencia de enerǵıa entre

ambas configuraciones, rij es la distancia que separa ambos sitios, ξ es la longitud

de localización y τ0 es el tiempo de interacción electrón-fonón, del orden de 10−13

s. En general, τ0 depende de varios factores, pero resulta una buena aproximación

considerarlo como constante. A temperaturas muy bajas podemos aproximar el
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término dependiente de la temperatura por una exponencial, por lo que la expresión

anterior queda como

Γβ,α = τ−1
0 exp (−2rij/ξ) exp (−∆Eij/kBT ). (2.15)

Si la transición lleva a una reducción de la enerǵıa, la probabilidad por unidad de

tiempo es independiente de la temperatura y depende únicamente del factor espacial

Γβ,α = τ−1
0 exp (−2rij/ξ). (2.16)

Para relacionar la dinámica del algoritmo de Monte Carlo con la dinámica real

resulta conveniente discretizar la ecuación que gobierna la dinámica del sistema. A

partir de la ecuación maestra dada por la expresión (2.3), si llamamos Pα a P (~xi, t),

encontramos que la evolución temporal de la probabilidad de encontrar al sistema

en la configuración α viene dada por

dPα(t)

dt
=
∑
β 6=α

Γα,βPβ(t)−
∑
β 6=α

Γβ,αPα(t). (2.17)

En equilibrio, necesariamente se ha de cumplir

dPα(t)

dt
= 0. (2.18)

Si desarrollamos hasta primer orden en el tiempo el lado izquierdo de la ecuación

(2.17), obtenemos

Pα(t+ dt) = Pα(t) +

(∑
β 6=α

Γα,βPβ(t)−
∑
β 6=α

Γβ,αPα(t)

)
dt =

= Pα(t)

(
1−

∑
β 6=α

Γβ,αdt

)
+
∑
β 6=α

Γα,βPβ(t)dt. (2.19)

Reescribimos este resultado en forma matricial del modo

~P (t+ ∆t) = A~P (t), (2.20)

donde hemos considerado que la diferencia de tiempos viene representada por un

pequeño intervalo temporal ∆t, no infinitesimal. Los vectores ~P (t) y ~P (t+∆t) con-

tienen la probabilidad de encontrar al sistema en cada una de sus configuraciones,
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en los tiempos t y t + ∆t, respectivamente. Podemos interpretar que el proceso

de relajación está gobernado por la matriz dinámica A, que da la probabilidad de

pasar de una configuración α a otra β en un pequeño intervalo de tiempo ∆t. A es

la matriz infinita 
1− Σ1 Γ1,2∆t · · ·

Γ2,1∆t 1− Σ2 · · ·

Γ3,1∆t Γ3,2∆t · · ·
...

...
. . .

 . (2.21)

En los términos de la diagonal aparece la variable

Σα =
∑
β

Γβ,α∆t, (2.22)

la cual indica la probabilidad de escapar del estado α en un intervalo de tiempo ∆t.

Dicho intervalo ha de ser lo suficientemente pequeño para que todas las Σα sean

menores que la unidad, ya que los términos diagonales de la matriz A han de ser

mayores que cero.

Un método de Monte Carlo consiste en realizar una trayectoria única en el

espacio de configuraciones, con lo cual el vector de probabilidades ~P (t) es, en cada

paso temporal, de la forma

~P (t) =



0
...

0

1

0
...

0


. (2.23)

El valor 1 se encuentra en la posición correspondiente a la configuración en la que

se encuentra el sistema. De acuerdo a la matriz dinámica A, la probabilidad de

efectuar una transición entre las configuraciones α y β es Γβ,α∆t. En el tiempo ∆t

se han intentado todas las transiciones, con dichas probabilidades de ocurrencia.

En cambio, en la simulación de Monte Carlo, se selecciona una única transición

en cada paso, con probabilidad 1/N2. Por ello, el tiempo asociado al algoritmo,
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que llamaremos τ , es ∆t/N2, con N el número de sitios del sistema. En todas

nuestras simulaciones fijaremos ∆t como τ0. Este método de Monte Carlo tiene el

inconveniente de que posee un rechazo elevado a bajas temperaturas.

Podemos ofrecer una dinámica alternativa al problema. Calculemos, primera-

mente, la probabilidad de escapar por primera vez de una configuración α a otra β,

en cualquier número de pasos temporales

Pβ,α = Γβ,α∆t+ (1− Σα)Γβ,α∆t+ (1− Σα)2Γβ,α∆t+ · · ·

= Γβ,α∆t
∞∑
n=1

(1− Σα)n =
Γβ,α∆t

Σα

. (2.24)

Obtenemos la misma dinámica, en promedio, si de un estado α cambiamos a otro

nuevo β de acuerdo al conjunto de probabilidades Pβ,α. En este caso, Pβ,α son los

elementos no diagonales de una nueva matriz dinámica,M, en la que los elementos

diagonales son cero, por construcción

M =


0 P1,2 P1,3 · · ·

P2,1 0 P2,3 · · ·

P3,1 P3,2 0 · · ·
...

...
...

. . .

 . (2.25)

El tiempo f́ısico asociado a cada transición, en lugar de ser ∆t, depende de la

configuración inicial α (Bortz et al., 1975; Möbius y Thomas, 1997)

τα =
∑
β

[
Γβ,α∆t2 + 2(1− Σα)Γβ,α∆t2 + 3(1− Σα)2Γβ,α∆t2 + · · ·

]
=

=
∑
β,n

− d

dΣα

(1− Σα)n+1Γβ,α∆t2 =
∆t

Σα

. (2.26)

Si asumimos esta filosof́ıa para el método de Monte Carlo, el tiempo propio de

cada transición será, igualmente, ∆t/Σα. Si queremos llevar a cabo una transición

de acuerdo a las probabilidades Pβ,α no obtendremos intentos fallidos, es decir,

siempre cambiaremos de configuración en cada intento. Ello está relacionado con

que los elementos diagonales de la matrizM sean estrictamente cero. Sin embargo,

tenemos que recalcular en cada paso todas las enerǵıas de sitio, cuya expresión viene

dada por la ecuación (1.10), aśı como todas las probabilidades. Para optimizar el
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gasto computacional es posible escoger diferentes variantes para la selección de

las transiciones en nuestro método de Monte Carlo, como se verá en el eṕıgrafe

siguiente.

Estrategias de selección de transiciones

La ralentización en la dinámica de los vidrios de Coulomb en cierta región del

diagrama de fases provoca, como sabemos, una relajación de tipo no exponencial

hacia el equilibrio. Las simulaciones de Monte Carlo se han instaurado como un

estándar para su análisis, por lo que se han desarrollado varios tipos de algoritmo

a tal efecto, los cuales toman como punto de partida las ecuaciones (2.15) y (2.16).

El procedimiento básico de cada método consiste en escoger un par de sitios con

cierta probabilidad, y después aceptar o rechazar el salto.

En los antiguos algoritmos de Monte Carlo para sistemas con hopping, se selec-

ciona un par de sitios al azar con igual probabilidad. Se decide si llevar a cabo o

no la transición de acuerdo a los factores espacial y energético que contribuyen a

la probabilidad total de salto, Pβ,α. Para estos algoritmos, cada paso Monte Carlo

es poco costoso pero el tiempo de cada transición es de orden τα ∝ 1/N2, como co-

mentamos en el apartado anterior. De nuevo, N es el número de sitios del sistema.

Tras cada paso tenemos que recalcular las enerǵıas de sitio, tarea que es de orden

O(N). Por ello, el coste total de la simulación es de orden O(N3).

Los siguientes algoritmos desarrollados escogen directamente un par de sitios

con una probabilidad proporcional al factor de distancias de Pβ,α, cuya dependen-

cia aparece en las ecuaciones (2.15) y (2.16). Después se decide si efectuar o no

la transición de acuerdo al factor de enerǵıas restante (Tsigankov et al., 2003).

Este método es mucho más efectivo, lo que compensa el esfuerzo computacional

adicional en cada paso. El tiempo de transición es ahora τα ∝ 1/N y el coste to-

tal de simulación es de orden O(N2). Pero, aún con esta variación introducida,

las simulaciones distan de alcanzar tiempos macroscópicos. Este algoritmo resulta

óptimo para el estudio de la conductividad en el régimen estacionario, donde no

es necesario un tiempo elevado para alcanzar la configuración independiente del
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tiempo. Además, el tiempo de simulación es independiente de la temperatura. Es

por ello que este algoritmo constituye la base de las simulaciones numéricas del

caṕıtulo 5, dedicado a la conductividad en vidrios de Coulomb. Del mismo modo,

se empleará en el caṕıtulo 3 para el cálculo de las propiedades de equilibrio.

Existe, como comentamos en el apartado anterior, la posibilidad de escoger direc-

tamente una transición de acuerdo a la probabilidad de salto completa, incluyendo

los factores de distancia y de enerǵıa. Todos los intentos son exitosos pues, pero hay

que recalcular todas las probabilidades en cada paso. El tiempo asociado a cada

transición es de orden τα ∝ 1/N , lo que convierte el problema en uno de orden

O(N3), debido al carácter de largo alcance de la interacción. La introducción de

nuestras mejoras reducirá un orden el esfuerzo computacional, como se verá en el

apartado 2.3. Este nuevo algoritmo, generalizado, es el eje central de las simula-

ciones de relajación del caṕıtulo 4. Con él, alcanzamos tiempos macroscópicos en

las simulaciones.

2.2.2. Algoritmos de configuraciones

Otro tipo de algoritmos están espećıficamente diseñados para extraer las propieda-

des de equilibrio del sistema en cuestión, mediante el cálculo del estado fundamental

y de las configuraciones de más baja enerǵıa. Son llamados también algoritmos de

optimización. Si se conoce la densidad de estados de una part́ıcula es posible de-

terminar parte del comportamiento del sistema a bajas temperaturas. A partir de

dichos estados de baja enerǵıa podemos hallar promedios termodinámicos de las

magnitudes, sin más que considerar la función de distribución asociada en equili-

brio. En el caso de los vidrios de Coulomb dicha distribución es la de Boltzmann.

También es posible continuar la dinámica del sistema partiendo de dichas con-

figuraciones, mediante la simulación de la relajación hacia el equilibrio (Möbius y

Thomas, 1997). No obstante, dado el crecimiento exponencial del número de configu-

raciones con la enerǵıa, es imposible simular con este método sistemas de tamaño

grande o tiempos de relajación largos.

Por otro lado, el cálculo de la enerǵıa fundamental del sistema puede arrojar
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información importante acerca de su comportamiento. Bray y Moore (1984) cal-

cularon la dimensión cŕıtica de los vidrios de esṕın mediante la determinación del

cambio de la enerǵıa fundamental cuando se modifican las condiciones de contorno.

Obtuvieron un valor comprendido entre 2 y 3.

El primer algoritmo de optimización para vidrios de Coulomb fue desarrollado

por Baranovskii et al. (1979), mediante la búsqueda de todas las transiciones mo-

noelectrónicas que redućıan la enerǵıa del sistema. Davies et al. (1982; 1984) mejo-

raron poco después el procedimiento incluyendo las transiciones de dos electrones.

El primer espectro calculado por encima del estado fundamental fue obtenido por

Mochena y Pollak (1991b), mediante un procedimiento que consist́ıa en determi-

nar exactamente los estados de mı́nima enerǵıa para sistemas de pequeño tamaño.

Posteriormente, uńıan dos sistemas y constrúıan el espectro del conjunto mediante

la combinación de los estados de mı́nima enerǵıa de cada uno de ellos. Otros méto-

dos para la obtención de estos estados son los de enfriamiento simulado (simulated

annealing). Mediante simulaciones de Monte Carlo, se reduce progresivamente la

temperatura del sistema hasta que éste queda atrapado en un mı́nimo energético

(Schreiber y Tenelsen, 1994; Möbius y Pollak, 1996; Pérez-Garrido et al., 1997).

Dı́az-Sánchez et al. (1998; 1999) realizaron importantes mejoras concernientes

a la búsqueda de estas configuraciones de mı́nima enerǵıa, mediante dos nuevos

algoritmos que denominaron “ciclo térmico” y “reducción de grados de libertad”.

El primero de ellos aúna las ventajas del método de enfriamiento simulado con los

algoritmos de búsqueda local (Dı́az-Sánchez et al., 1998, 1999). Para sistemas fuerte-

mente localizados con interacción, este procedimiento es altamente más eficiente que

el resto de métodos descritos. Por su parte, el segundo método desarrollado congela

los grados de libertad que son comunes en los mı́nimos locales, obtenidos mediante

la minimización de la enerǵıa de muchas configuraciones iniciales aleatorias. De este

modo, al volver a aplicar el método de búsqueda de estados de baja enerǵıa se em-

plea un hamiltoniano renormalizado que sólo tendrá en cuenta los grados de libertad

no congelados. Los autores encontraron que el método de reducción de grados de

libertad resulta más efectivo que el de ciclo térmico para la mayoŕıa de estudios



2.3 Nuevo algoritmo 51

realizados, excepto para valores de desorden pequeños.

2.3. Nuevo algoritmo

En nuestras simulaciones, seleccionamos un par de sitios en virtud de la proba-

bilidad total Pβ,α, por lo que el sistema siempre se mueve hacia un estado distinto

en cada transición. Como comentamos, la simulación es, en principio, de orden

O(N3). A continuación veremos cómo podemos reducir el esfuerzo computacional

hasta orden O(N2).

Para el presente método es conveniente definir las enerǵıas de sitio del siguiente

modo:

εi = (1− 2ni)

[
φi +

∑
j 6=i

(nj −K)

rij

]
. (2.27)

La definición estándar de las enerǵıas de sitio en la literatura sobre los vidrios de

Coulomb no contiene el factor 1−2ni, que cambia el signo de la enerǵıa de los sitios

ocupados. Con nuestra definición todas las enerǵıas de sitio son positivas cuando el

gap de Coulomb se forma, y pueden tratarse los sitios vaćıos y ocupados de manera

equivalente. En la figura 2.1 se muestra, de manera cualitativa, la ocupación de

electrones y huecos antes y después de la simetrización.

Si tomamos ∆t como la unidad, la dinámica se establece mediante saltos de un

electrón de acuerdo a las probabilidades de transición

Pβ,α =
Γβ,α
Σα

, (2.28)

donde Γβ,α viene dada por las ecuaciones (2.15) y (2.16). El tiempo f́ısico asociado

a cada transición depende de la configuración inicial

τα = (Σα)−1 . (2.29)

Para acelerar la simulación hemos introducido dos mejoras en el algoritmo. La

primera de ellas elimina la dependencia O(N3) al aprovechar la existencia del gap

de Coulomb, mediante la selección de las transiciones relevantes en cada paso. La
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Figura 2.1: Izquierda: ocupación de huecos (parte superior) y electrones

(parte inferior) en función de la enerǵıa de sitio. Derecha: ocupación teniendo

en cuenta el factor (1−2ni), que cambia el signo de las enerǵıas de los sitios

ocupados.

otra reduce la ralentización en la simulación producida por la presencia de transi-

ciones débiles y estados metaestables. Las primeras son configuraciones que difieren

únicamente en un electrón y que se visitan continuamente de ida y vuelta. Su pro-

babilidad de retorno es elevada, y producen la primera ralentización en la dinámica
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del sistema. Por su parte, los estados metaestables son mı́nimos locales de enerǵıa,

con unas cuantas configuraciones de las que es dif́ıcil escapar, ya que la probabilidad

de retorno es grande. Conforme avanza el tiempo estos valles energéticos se hacen

más profundos y el efecto se acentúa. La mejora consiste en construir un cluster con

estas configuraciones que se repiten continuamente, considerándolo como una única

entidad. Se calcula el tiempo efectivo que el sistema permanece en este conjunto de

configuraciones internas, aligerando de este modo la simulación.

En las dos subsecciones siguientes describiremos las dos mejoras introducidas

por nuestro algoritmo.

2.3.1. Selección de transiciones relevantes

A tiempos cortos hay un enorme número de transiciones con probabilidades

pequeñas. Cuando el gap de Coulomb se forma y el sistema se sitúa en un valle

energético, sólo hay un pequeño número de transiciones relevantes. La búsqueda de

todos los pares de transiciones es de orden O(N2). El interés fundamental estriba

en reducir el cálculo al menos en un orden, teniendo en cuenta únicamente las

transiciones que son importantes.

El procedimiento básico consiste en realizar un corte en distancias para las

transiciones a partir de un corte inicial en probabilidades. Debido a nuestros tiempos

de simulación escogemos Γc = 10−15τ−1
0 como el corte para las Γβ,α. En la figura

2.2 podemos ver cómo decrece el número de transiciones relevantes, con Γβ,α < Γc,

conforme avanza el tiempo de relajación.

Efectuamos un doble bucle para calcular las transiciones relevantes. El bucle

exterior se ejecuta sobre todos los sitios en orden de enerǵıas de sitio crecientes,

mientras que el interno se extiende a los vecinos del sitio fijado en el bucle exte-

rior, y en orden de distancias crecientes. Consideramos transiciones entre sitios de

distinta ocupación, y para no calcular las transiciones por duplicado aseguramos

que la enerǵıa del sitio “interno” es menor que la del “externo”. Podemos entonces
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Figura 2.2: Promedio del número de transiciones relevantes en función del

tiempo de relajación, en doble escala logaŕıtmica. Las transiciones involu-

cradas tienen una probabilidad por unidad de tiempo menor que el corte

Γc.

establecer el corte en distancias, rc, a partir de

Γc =
2rc

ξ
+
εi + ε∗i − 1/rc

kBT
, (2.30)

donde εi es la enerǵıa del sitio del bucle externo y ε∗i es la siguiente enerǵıa de sitio

más grande. Pero, dado que rc decrece muy rápidamente al aumentar εi+ε
∗
i , muchas

de las transiciones calculadas tienen bajas enerǵıas de sitio. Por ello, podemos mejo-

rar el procedimiento dividiendo el bucle interno en otros dos consecutivos, uno en

enerǵıas y otro sobre distancias, ambos en orden creciente. El primero explora los

estados de baja enerǵıa dentro del gap hasta una enerǵıa εc, y establece un nuevo

corte para la distancia, con ε∗i sustituido ahora por εc. La determinación de este

valor ĺımite depende en gran medida del tamaño y la temperatura del sistema. El

corte óptimo para escoger εc se consigue con rc entre 2,5 y 3, a muy bajas tempe-

raturas. Para un sistema de 1000 sitios con una enerǵıa térmica mucho más baja

que la enerǵıa de Coulomb t́ıpica, tenemos que calcular las transiciones de 2000
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pares, aproximadamente, en lugar de 250000, reduciendo el cálculo en más de un

factor 100.

2.3.2. Conjunto de configuraciones internas

Los métodos de Monte Carlo, por lo general, consumen mucho tiempo efectuando

transiciones de ida y vuelta, llamadas transiciones débiles, o visitando repetidamente

un conjunto de configuraciones de un estado metaestable. Nuestro nuevo método

integra de manera exacta dichas transiciones y los saltos repetitivos en un valle. El

sistema trata únicamente con el resto de excitaciones, evitando el estancamiento

por un largo peŕıodo de tiempo en estas configuraciones.

En cada paso consideramos un conjunto de N configuraciones “internas”, por

lo general con probabilidades mutuas mucho más grandes que el resto de configura-

ciones, a las que llamamos “externas”. Estamos interesados en tratar el problema

como una caja negra, para calcular las probabilidades de escape hacia el conjunto

de configuraciones externas y el tiempo que se ha gastado en el cluster interno.

El precio que pagamos es el desconocimiento de las configuraciones internas visi-

tadas en el proceso. Denotaremos con letras latinas las configuraciones internas y

con letras griegas las externas. Llamemos M̃ a la matriz dinámica M restringida

al espacio de las N configuraciones internas e Ĩ a la matriz identidad restringida

al mismo espacio. La probabilidad renormalizada P̃α,a de que, al comenzar en la

configuración a, el sistema acabe en la configuración externa α después de haber

visitado cualquier configuración interna un número arbitrario de veces es

P̃α,a = Pα,a +
∑
b

Pα,bPb,a +
∑
b,c

Pα,cPc,bPb,a + · · · =
∑
b

Pα,b

[
(Ĩ − M̃)

]−1

b,a
. (2.31)

En esta expresión Pα,a es la probabilidad de escapar de cualquier configuración

interna a. El tiempo medio que el sistema tarda en escapar de dicha configuración

es

τ̃a =
∑
α

Pα,aτa +
∑
α,b

Pα,bPb,a(τa + τb) + · · · =
∑
α,b

P̃α,bτb

[
(Ĩ − M̃)

]−1

b,a
. (2.32)
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Las dos últimas expresiones son el ingrediente principal de nuestro método de Monte

Carlo.

Podemos reescribir las ecuaciones (2.31) y (2.32), de modo más compacto, en la

notación de Dirac. Sea P̃α,a

P̃α,a = ~Pα(Ĩ − M̃)−1 ~P0 = 〈Pα|(Ĩ − M̃)−1|P0〉, (2.33)

donde

〈Pα| = 〈Pα,a, Pα,b, . . . | (2.34)

es el vector que contiene las probabilidades de escape de todas las configuraciones

internas a la configuración α. |P0〉 es el vector que nos da la probabilidad de encon-

trarnos en cada una de las configuraciones del cluster. En nuestro método siempre

nos encontraremos en la última configuración añadida al conjunto interno, y por

ello el vector tiene la forma |P0〉 = |0, 0, . . . , 1〉. Para el tiempo renormalizado, τ̃a,

tenemos

τ̃a =
∑
α

〈Pατ |(Ĩ − M̃)−2|P0〉, (2.35)

con

〈Pατ | = 〈Pα,aτa, Pα,bτb, . . . |. (2.36)

Como ejemplo para ilustrar el método, consideremos el caso de dos únicas con-

figuraciones internas, a y b. Supongamos que en un tiempo dado estamos situados

en la configuración a, con una probabilidad dada de ir a la configuración b, que

sólo difiere de la anterior en la ocupación de dos sitios. Si la transición que conecta

ambas configuraciones es débil, las probabilidades Pb,a y Pa,b serán, por lo general,

grandes. En promedio, el sistema estará mucho tiempo en cualquiera de estas dos

configuraciones hasta saltar a una nueva configuración externa α. De acuerdo con

la ecuación (2.31), la probabilidad de escapar a α si se comienza en la configuración

a es

P̃α,a =
Pα,a + Pα,bPb,a

1− Pa,bPb,a
, (2.37)

donde Pα,a y Pα,b son las probabilidades de ir de a y b a α, respectivamente. El tiem-

po renormalizado para escapar del conjunto interno, al comenzar en la configuración
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a es

τ̃a =
τa + τbPb,a
1− Pa,aPb,a

, (2.38)

donde τa y τb son los tiempos para escapar de las configuraciones a y b, dados por

la ecuación (2.29).

El algoritmo es exacto, en el sentido de que proporciona los mismos resultados,

en promedio, que el método de Monte Carlo estándar. Puede aplicarse incluso para

valores pequeños de las probabilidades de transición entre las configuraciones inter-

nas, aunque en dicho caso puede resultar ineficiente. Es mucho más efectivo que la

aproximación de equilibrio térmico local en el conjunto de las configuraciones inter-

nas, que no verifica la condición de balance detallado. Recupera este ĺımite cuando

se satisfacen sus condiciones, es decir, siempre y cuando τ̃a sea pequeño. Krauth y

Pluchery (1994) utilizaron la aproximación de equilibrio térmico en vidrios de esṕın

para integrar los grados de libertad rápidos. Emplearon un cluster de estados para

configuraciones cercanas en enerǵıa, suponiendo que dicho conjunto se encontraba

en equilibrio térmico. Nuestro algoritmo evita dicha suposición, salvo en el caso en

el que la probabilidad de escape del conjunto de configuraciones internas es muy

pequeña.

La implementación de las ecuaciones (2.31) y (2.32) en nuestro programa es

la siguiente. Inicialmente, el conjunto interno consiste en la configuración actual,

únicamente. Escogemos una nueva configuración con una probabilidad dada por la

ecuación (2.31), y la incorporamos al conjunto interno, que ahora constará de dos

configuraciones. Visitamos otra configuración externa con una probabilidad dada,

de nuevo, por la ecuación (2.31). Cada vez que se visita un nuevo estado, lo añadimos

al cluster interno, que continua creciendo hasta un tamaño máximo. Este número,

del orden de 200, se escoge de modo que el tiempo computacional de inversión de

la matriz Ĩ − M̃ sea similar al tiempo de búsqueda de las transiciones relevantes.

Depende de la temperatura y del tamaño del sistema. Cuando se alcanza el tamaño

máximo del cluster, comenzamos de nuevo con un conjunto que contiene únicamente

la configuración presente.

Cuando añadimos una configuración al conjunto interno, las matrices en dicho
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espacio se incrementan en una fila y una columna. Calculamos la nueva matriz in-

versa Ĩ − M̃ a partir de la antigua matriz inversa de la siguiente manera. Llamemos

A a la matriz que deseamos invertir y aij a sus elementos. Podemos descomponer

A como sigue

A =


a1,1 · · · a1,n−1 0

...
. . .

...
...

an−1,1 · · · an−1,n−1 0

0 · · · 0 an,n



+


0 · · · 0 a1,n

...
. . .

...
...

0 · · · 0 an−1,n

an,1 · · · an,n−1 0

 ≡ A0 + V (2.39)

La inversa de A0 está directamente relacionada con la inversa de la matriz original.

Si usamos el desarrollo de Dyson obtenemos la siguiente relación para la inversa de

la matriz A

A−1 = A−1
0 −A−1

0 VA−1
0 +A−1

0 VA−1
0 VA−1

0 − · · ·

= A−1
0 −A−1

0 V(A−1
0 −A−1

0 VA−1
0 + · · ·) = A−1

0 −A−1
0 VA−1 (2.40)

Con esta ecuación podemos hallar fácilmente los elementos de matriz de A−1, que

llamaremos bi,j, en términos de los elementos de A−1
0 , que llamaremos b0

i,j. Primero

hemos de hallar el elemento de la última fila y la última columna, que viene dado

por

bn,n =
1

a0
n,n −

∑n−1
i=1

∑n−1
j=1 Vn,ib0

i,jVj,n
i < n. (2.41)

Si empleamos esta expresión podemos escribir los elementos de matriz de la última

columna como

bi,n =
n−1∑
j=1

b0
i,jVj,nbn,n i < n. (2.42)
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De manera análoga, los elementos de la última fila son

bn,i =
n−1∑
j=1

bn,nVn,jb0
j,i i < n. (2.43)

Los elementos restantes se computan fácilmente a partir de los elementos previos,

y vienen dados por

bi,j = b0
i,j +

n−1∑
k=1

b0
i,kVk,nbn,j i, j < n. (2.44)

En ocasiones, el determinante de la matriz Ĩ − M̃ es muy cercano a cero, lo que

supone un problema numérico real. En concreto, el valor de bn,n dado por la ecuación

(2.41) diverge conforme dicho determinante tiende a cero. Que el determinante

se anule implica que la probabilidad de escapar del conjunto de configuraciones

internas es muy pequeña, pues la suma de los elementos de cada columna de la

matriz M̃ es prácticamente la unidad. Podemos entonces descomponer M̃ como

suma de dos matrices

M̃ =


1− Σint

a Pa,b · · ·

Pb,a
. . .

...
...

... 1− Σint
n



+


Σext
a 0 · · ·

0
. . .

...
...

... Σext
n

 = M̃0 + δ̂, (2.45)

donde Σint
a representa la suma de las probabilidades de tránsito de la configuración a

hacia cualquier otra configuración interna. Σext
a es el análogo para las configuraciones

externas, únicamente. La matriz M̃0 es una matriz de Markov pura, por lo que su

mayor autovalor es exactamente uno. La matriz δ̂ puede tratarse como una pequeña

perturbación. Haremos uso de la aproximación por teoŕıa de perturbaciones a primer

orden para obtener la expresión de P̃α,a y τ̃a. Recuperamos la notación de Dirac

introducida en las ecuaciones (2.33) y (2.35).

Hemos de invertir la matriz Ĩ − M̃, que podemos escribir, en virtud de la ex-

presión (2.45), como (Ĩ − M̃0) − δ̂. Llamemos λ0
i a los autovalores de M̃0. Los
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autovectores de M̃0 por la izquierda y por la derecha son 〈w0
i | y |v0

i 〉, respectiva-

mente. Cumplen las relaciones

∑
i

|v0
i 〉〈w0

i | = Ĩ,

〈w0
i |v0

i 〉 = δi,j. (2.46)

Los autovectores de Ĩ − M̃0 son los mismos que los de M̃0, mientras que sus auto-

valores pasan a ser λi = 1− λ0
i . El único autovalor relevante para nuestros cálculos

es λ1, igual a cero. Los restantes autovalores son mucho mayores. Los autovectores

asociados a dicho autovalor son 〈w1| = 〈w0
1| y |v1〉 = |v0

1〉, que escogemos como

〈w1| = 〈1, 1, . . . , 1|

|v1〉 = | . . . , e−Ei/kBT/Z, . . .〉, (2.47)

donde Ei es la enerǵıa total de la configuración interna i-ésima del cluster y Z

es la función de partición canónica. Si desarrollamos la ecuación (2.33) en la base

diagonal de los autoestados de Ĩ − M̃ tenemos

P̃α,a =
∑
i

〈Pα|v′i〉
1

λ′i
〈w′i|P0〉. (2.48)

En función de la teoŕıa de perturbaciones a primer orden, los autovectores 〈w′i| y |v′i〉

son 〈wi| y |vi〉. Los autovalores λ′i son de la forma λi + 〈w0
i |δ̂|v0

i 〉. El único sumando

relevante de la ecuación (2.48) es el primero. La ecuación (2.48) se reduce, pues, a

P̃α,a =
〈Pα|v0

1〉
〈w0

1|δ̂|v0
1〉
. (2.49)

De manera análoga, la expresión dada en la ecuación (2.35) para τ̃a se reduce a

τ̃a =
∑
α

〈Pατ |v0
1〉

〈w0
1|δ̂|v0

1〉2
. (2.50)

Con la implementación de estas dos últimas expresiones en nuestro programa, el

problema numérico queda solventado.

Con objeto de mantener una dinámica exacta, en promedio, limitamos el valor

del tiempo renormalizado τ̃a, dado por la ecuación (2.32), a una décima parte del
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tiempo de simulación acumulado. En el caso de que τ̃a supere dicho valor, reini-

ciamos el tamaño del cluster a la unidad y repetimos la iteración sin contarla.

En nuestras simulaciones, alcanzamos 1013 τ0 pasos de simulación Monte Car-

lo y, por lo tanto, tiempos macroscópicos, para muestras de más de 1000 sitios

a temperaturas muy bajas (Ortuño et al., 2008). Para muestras más grandes, al-

canzamos configuraciones de enerǵıa suficientemente baja, que se pueden continuar

hasta tiempos macroscópicos mediante el método desarrollado por Pérez-Garrido

et al. (1998). Para ello empleamos las configuraciones multielectrónicas de baja

enerǵıa.

La eficiencia de nuestro algoritmo disminuye al aumentar la temperatura. El

método de rellenado de configuraciones del cluster para valles energéticos se ve

afectado por el aumento de la enerǵıa térmica, que puede provocar transiciones de

un valle a otro, lo cual provoca una reducción de la eficacia del método.

Este algoritmo está diseñado espećıficamente para el estudio de la relajación de

la enerǵıa y la conductividad, y es la base de los cálculos numéricos del caṕıtulo

4. En en caṕıtulo 5, dedicado a la conductividad, estudiamos un amplio rango de

temperaturas para nuestros sistemas. En dichos cálculos, como comentamos, no es

necesario alcanzar tiempos muy largos en la simulación para obtener resultados

relevantes, por lo que emplearemos el algoritmo h́ıbrido desarrollado por Tsigankov

et al. (2003), cuya velocidad de simulación indicamos en la subsección 2.2.1 que no

depende de T .
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Caṕıtulo 3

Propiedades de equilibrio en

vidrios de Coulomb

En este caṕıtulo estudiaremos, mediante simulación numérica, las propiedades

de equilibrio de los vidrios de Coulomb, que resultarán útiles en el resto del trabajo.

Como comentamos en el caṕıtulo 1, en los sistemas v́ıtreos ni siquiera el concepto de

temperatura está bien definido. Dado que la f́ısica estad́ıstica se aplica a sistemas en

equilibrio, resulta necesario extender ciertos conceptos de esta disciplina al estudio

fuera del equilibrio.

Dividiremos el análisis de las propiedades de equilibrio en vidrios de Coulomb

en propiedades de una y de muchas part́ıculas, respectivamente. El grupo de las

primeras incluye la probabilidad de ocupación de sitios, la función de distribución

de las excitaciones monoelectrónicas, la densidad de estados de una part́ıcula (DOS)

y el mı́nimo de la densidad de estados en función de la temperatura. Para las dos

primeras, encontramos que se comportan como una distribución de Fermi-Dirac

(DFD) a la temperatura real, T . Este resultado se demostrará de manera teórica.

Mostraremos que la DOS sigue la forma dada por la ecuación (1.14), salvo en un

entorno cercano al nivel de Fermi, en el cual el mı́nimo de la función toma un valor

aproximadamente constante, que depende de la temperatura. Como veremos, dicho

mı́nimo, que llamaremos g0, es directamente proporcional a T .

Dentro de las propiedades de muchas part́ıculas, investigaremos la dependencia

63
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de la enerǵıa total del sistema con la temperatura. Encontramos que dicha magnitud

sigue una ley de potencias con un exponente muy cercano a 2. Con objeto de

formalizar esta relación estudiaremos, del mismo modo, la densidad de estados de

muchas part́ıculas. Por otro lado, investigaremos el intercambio de enerǵıa entre el

baño térmico y la muestra. A tal efecto, analizaremos la dependencia con la tempe-

ratura de la potencia absorbida y emitida por el sistema que, como determinaremos

a través de nuestros cálculos numéricos, son iguales en magnitud.

El estudio numérico se ha realizado de dos modos. Primeramente, mediante el

empleo de las configuraciones de más baja enerǵıa del sistema, que pueden obtenerse

con algoritmos de optimización como los descritos en la subsección 2.2.2. A partir

de dichas configuraciones se calculan las magnitudes en equilibrio mediante la apli-

cación de los estándares de la mecánica estad́ıstica. En segundo lugar, a través de

simulaciones de Monte Carlo mediante el algoritmo h́ıbrido de Tsigankov y colabo-

radores (2003), a temperaturas lo suficientemente altas para que el sistema alcance

de manera rápida el equilibrio térmico. Dicho algoritmo se describió en la sección

2.2.1. La razón para el empleo de ambos métodos radica en la necesidad de obtener

información en un amplio rango de temperaturas. Las simulaciones a partir de las

configuraciones de más baja enerǵıa resultan válidas en el rango de muy bajas tem-

peraturas, mientras que las realizadas por el método de Monte Carlo son ineficaces

en la misma región, dado que el sistema no alcanza fácilmente el equilibrio térmico.

En cambio, estas últimas funcionan muy bien a valores de T mayores. Un empleo

conjunto de ambas técnicas permite estudiar un amplio intervalo de temperaturas.

Las muestras consideradas, tanto en este caṕıtulo como en los restantes, son

semiconductoras con impurezas colocadas al azar, en el régimen de fuerte loca-

lización y a muy bajas temperaturas. Esto equivale a suponer que el sistema se

comporta como material dieléctrico y las transiciones se producen por saltos de

los electrones entre impurezas, en el régimen de rango variable (VRH), tal y como

comentamos en el caṕıtulo 1. Consideramos que la posición del electrón coincide

con la de la impureza, dado que el valor de la longitud de localización, ξ, es muy

pequeño. El hamiltoniano que describe el sistema viene dado por la ecuación (1.9),
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y lo recordamos a continuación

H =
∑
i

φini +
∑
i<j

(ni −K)(nj −K)

rij
. (3.1)

Estudiamos muestras cuadradas y cúbicas, dato que será indicado conveniente-

mente según corresponda, de dimensión lateral L y con sitios colocados de manera

aleatoria en ellas. En el cálculo de la conductividad no lineal hemos empleado pun-

tualmente un modelo de red.

Las unidades que empleamos en todas las simulaciones del trabajo son las si-

guientes. l0 = L/
√
N es la unidad de longitud y 1/l0 la unidad de enerǵıa y

temperatura, si se toma como la unidad la carga del electrón, e, y la constante

de Boltzmann, kB. Consideramos sistemas en el rango de 500 a 8000 sitios, con una

distancia mı́nima entre ellos de 0,2. En la mayor parte de las simulaciones, el rango

de desorden es W = 2 y la longitud de localización ξ = 1. Cuando alguno de estos

parámetros tome otro valor, se señalará convenientemente. El tiempo caracteŕıstico

de interacción electrón-fonón, τ0, se toma como la unidad de tiempo. Escogemos

K = 1/2 y usamos condiciones periódicas de contorno. Consideramos que cada

part́ıcula interacciona únicamente con su imagen más cercana y, por lo tanto, no

realizamos suma de Ewald.

En este caṕıtulo, en concreto, para las simulaciones que emplean las configu-

raciones de más baja enerǵıa, se ha realizado un promedio estad́ıstico sobre 1000

muestras. En las simulaciones de Monte Carlo se han empleado 100 muestras, con

diferentes ocupaciones iniciales, y se ha alcanzado un número total de ejecuciones

variable entre 1000 y 5000. Nos centramos aqúı en la simulación de sistemas en 2D.

Aún aśı, hemos realizado cálculos de algunas magnitudes en tres dimensiones para

obtener una mayor solidez en la comprensión del caso bidimensional.

3.1. Densidad de estados de una part́ıcula

La densidad de estados de una part́ıcula de un sistema f́ısico se define como

el número de niveles individuales energéticos por unidad de enerǵıa y volumen.
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Llamaremos g(ε) a dicha función, donde ε es una variable genérica que representa la

enerǵıa del estado de una única part́ıcula. Otra función interesante es la probabilidad

de ocupación del nivel energético ε, que denotaremos como f(ε). Conocidas estas

dos funciones es posible calcular la densidad de estados ocupados, n(ε), como sigue

n(ε) = g(ε)f(ε). (3.2)

La función g(ε) está bien definida para sistemas no interactuantes, donde los

niveles energéticos individuales se encuentran bien determinados. Para un sistema

cuántico de fermiones no interactuante en equilibrio, con un desorden aleatorio en

cierto intervalo de anchura W , la DOS es constante en todo el rango de enerǵıas.

En este caso podemos llamar εi a la enerǵıa individual del nivel i-ésimo del sistema.

Asimismo, la función de distribución f(ε) asociada es una DFD a la temperatura

de equilibrio (Chandler, 1987)

f(ε) =
1

1 + exp [(ε− µ)/kBT ]
, (3.3)

donde µ es el potencial qúımico en equilibrio. Esta situación se corresponde con el

modelo de los vidrios de Coulomb sin término de interacción, sin más que hacer el

cambio εi → φi.

Podemos preguntarnos si es posible obtener algún resultado similar para el caso

interactuante. Para ello debemos comprender mejor qué implica la definición de la

enerǵıa de sitio dada por la ecuación (1.10). Volvamos por un momento al caso

no interactuante. En esta situación el hamiltoniano, que llamamos Hni, viene dado

únicamente por los términos de enerǵıa diagonal

Hni =
∑
i

niφi. (3.4)

Imaginemos ahora que introducimos en un determinado momento un nuevo electrón

en el sistema, en la posición k-ésima. La variación en el hamiltoniano con respecto

al sistema inicial, ∆H, viene dada por

∆H = φk. (3.5)
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Cuando entra en juego la interacción, si introducimos un nuevo electrón en el sis-

tema, la variación en el hamiltoniano contiene los términos de interacción entre las

part́ıculas y queda

∆H = φk +
∑
j 6=k

(n′k −K)(n′j −K)

rkj
−
∑
j 6=k

(nk −K)(nj −K)

rkj
. (3.6)

Las componentes n′i hacen referencia al sistema en el estado final, mientras que

las ni se corresponden con el inicial. El primer sumando es la diferencia de las

enerǵıas diagonales. El segundo es el nuevo término de interacción que surge como

consecuencia de introducir un nuevo electrón ocupando el sitio k-ésimo. El último

término es el sumando que hay que restar como consecuencia del segundo, dado que

ahora el sitio en la posición k ya no se encuentra vaćıo. Si tenemos en cuenta que

nk = 0 y n′k = 1, la expresión precedente se reduce a

∆H = φk +
∑
j 6=k

(n′j −K)

rjk
[1−K − (−K)] = φk +

∑
j 6=k

(n′j −K)

rjk
= εk, (3.7)

donde εk es la enerǵıa de sitio en la posición k, tal y como se definió en la ecuación

(1.10). El valor de εk se corresponde, pues, con el incremento de enerǵıa del sistema

al introducir una nueva part́ıcula.

Dado que la DOS y la probabilidad de ocupación de los sistemas localizados no

interactuantes se calculan con respecto al potencial de desorden, φi, tiene sentido

que en sistemas con interacción la variable natural sea εi. De este modo, a partir de

los cálculos numéricos se obtiene una forma de la DOS como la dada por la expresión

(1.14), calculada para T = 0, en dos y tres dimensiones (Möbius et al., 1992). A

temperatura distinta de cero, la forma es cualitativamente igual, excepto que la

DOS posee un mı́nimo cuyo valor es mayor que cero, aproximadamente constante

en una pequeña región en torno al nivel de Fermi (Goethe y Palassini, 2009). Esto

se debe al incremento de enerǵıa térmica, que permite realizar con mayor facilidad

transiciones cercanas en enerǵıa. Los estudios experimentales de equilibrio también

verifican la expresión (1.14) (Massey y Lee, 1995). Dentro los trabajos modernos

acerca del gap de Coulomb, el de Goethe y Palassini (2009) es el más detallado.

Mediante simulaciones de Monte Carlo en un modelo de red tridimensional, los
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autores han obtenido una forma de la DOS como la dada por la ecuación (1.14),

con un exponente igual a 2,01± 0,05, en acuerdo con las predicciones teóricas.

A ráız de nuestras simulaciones, comprobamos la expresión teórica de la DOS

tanto en sistemas interactuantes como no interactuantes en equilibrio. En primer

lugar, estudiamos el número de sitios ocupados por unidad de área con enerǵıa

εi ∈ [ε, ε + ∆ε], con respecto al nivel de Fermi. Podemos aprovechar la simetŕıa

electrón-hueco del sistema mediante la redefinición de las enerǵıas de sitio dada

por la expresión (2.27) y, aśı, obtener el doble de estad́ıstica para la función de

ocupación, que denotaremos por n(ε − εF)∆ε. Calculamos el nivel de Fermi como

la semisuma de las εi correspondientes al último sitio ocupado y al primero vaćıo,

respectivamente, correspondientes al estado fundamental. En el ĺımite de tamaño

infinito, el valor de esta enerǵıa de Fermi, εF, debe ser estrictamente cero para el caso

K = 1/2. Para sistemas finitos, la elección del nivel de Fermi supone un problema

real. En el caṕıtulo 4 se realizará un estudio más profundo sobre la relevancia de

la elección del nivel de Fermi de cara a los resultados obtenidos. En concreto, se

analizará la convergencia para tres distintas definiciones en función del tamaño del

sistema.

Dada, pues, la simetŕıa expĺıcita de nuestro sistema, la densidad de estados

puede calcularse como

g(ε− εF) = n(ε− εF) + n(εF − ε), (3.8)

y, por tanto, la probabilidad de ocupación es

f(ε− εF) =
n(ε− εF)

g(ε− εF)
. (3.9)

En los subapartados siguientes demostraremos que la probabilidad de ocupación por

part́ıcula para el caso interactuante también se adecua a una DFD a la temperatura

de experimentación.

Nuestros datos para la DOS se han obtenido a partir de simulaciones de Monte

Carlo de equilibrio, mediante el algoritmo de Tsigankov y colaboradores (2003). El

error en las medidas se ha obtenido suponiendo que el histograma de datos cal-

culado para la función n(ε − εF)∆ε sigue una distribución de Poisson. El error de
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las medidas en cada caja es, pues,
√
n, donde n el número de eventos brutos en

cada una de ellas. A partir de la ecuación (3.8) hallamos los errores para la función

g(ε− εF). En las figuras 3.1 y 3.2 se muestra la forma de la DOS respecto al nivel de

Fermi para un sistema fuertemente localizado en ausencia y en presencia de interac-

ción, respectivamente. En ambos casos hemos escogido muestras bidimensionales de

tamaño N = 2000. Para el caso no interactuante se obtiene una densidad de estados

constante en todo el rango de enerǵıas. En el caso con interacción la densidad de

estados exhibe la forma obtenida en la expresión (1.14) en casi todo el rango de

enerǵıas. A partir del ajuste lineal (ĺınea recta) mostrado en la figura 3.2 obtenemos

un coeficiente de correlación de 0,999. En la región cercana al nivel de Fermi los

datos discrepan de los resultados teóricos. Esto se debe, entre otras razones, a que

operamos a T 6= 0 y a la presencia de efectos de tamaño finito. La altura del mı́nimo

de la DOS depende de la temperatura, tal y como se verá en el apartado siguiente.

Figura 3.1: Densidad de estados de una part́ıcula para un sistema no in-

teractuante de tamaño N = 2000. La función g(ε− εF) tiene un valor cons-

tante en todo el rango de variación del potencial de desorden aleatorio por

sitio, φi.



70 Propiedades de equilibrio en vidrios de Coulomb

Figura 3.2: Densidad de estados de una part́ıcula para un sistema interac-

tuante de tamaño N = 2000 a T = 0,1. El ajuste lineal de la zona interna

del gap revela una dependencia de la DOS como la determinada a partir de

la ecuación (1.14), excepto en un entorno centrado en el nivel de Fermi.

Mı́nimo de la densidad de estados

Un buen termómetro en equilibrio para los vidrios de Coulomb es el mı́nimo de la

DOS de una part́ıcula, g0 ≡ g(0). Constituye una magnitud determinable de manera

experimental, por ejemplo, mediante experimentos de conducción por efecto túnel.

Massey y Lee (1995) observaron y caracterizaron cuantitativamente en 3D el gap de

Coulomb en la densidad de estados para el semiconductor dopado Si:B, mediante

la medida de la conductancia túnel en función del voltaje de bias. Consiguieron

un régimen puro de conductividad túnel, y determinaron el valor de g0 a partir

de los datos experimentales obtenidos. Mediante simulaciones de Monte Carlo se

ha encontrado que g0 depende de manera lineal con la temperatura en sistemas

bidimensionales (Menashe et al., 2001). A continuación se presenta un argumento

intuitivo para justificar dicha dependencia, para el cual contamos con el apoyo
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cualitativo de la figura 3.3. En ella, las ĺıneas continuas rectas y curva representan la

forma de la DOS a temperatura cero y distinta de cero, respectivamente. Las ĺıneas

verticales discontinuas marcan el ancho marcado por la enerǵıa térmica, que es

proporcional a T . A temperatura igual a cero el mı́nimo de la DOS es estrictamente

cero. El efecto de la temperatura consiste en incrementar la enerǵıa térmica de

las part́ıculas en un factor proporcional a T , por lo que podrán desplazarse en una

ventana de la anchura de dicha enerǵıa térmica en el eje horizontal. Por ello, el valor

de g0 será similar al de g(ε − εF = T/2). Dado que la forma del gap de Coulomb

en dos dimensiones es lineal con la enerǵıa de sitio respecto del nivel de Fermi, g0

tendrá un comportamiento lineal con respecto a T . Del mismo modo, en el caso

tridimensional, g0 debeŕıa tener una dependencia de orden cuadrático con T .

Figura 3.3: Forma cualitativa de la DOS a temperatura cero (ĺıneas conti-

nuas rectas) y distinta de cero (ĺınea continua curva). Las ĺıneas discontinuas

delimitan el incremento de enerǵıa térmica por part́ıcula producido por efec-

to de la temperatura.

En nuestras simulaciones hemos calculado, del mismo modo, la dependencia

de g0 con respeto a la temperatura, tanto en dos como en tres dimensiones, para
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sistemas de tamaño N = 2000. Como puede observarse en la figura 3.2, la región

circundante a g0 es aproximadamente constante en un pequeño intervalo de enerǵıas

centrado en cero. Determinamos el valor de g0 mediante el promedio de la densidad

de estados en dicho intervalo. El error de los datos se ha determinado del mismo

modo que el de la función g(ε− εF). En cada una de las figuras siguientes los errores

son del orden del tamaño del punto, por lo que se han obviado en la representación

gráfica. Sin embargo, todos los cálculos se han efectuado teniéndolos en cuenta. En

la figura 3.4 se muestra la dependencia de g0 con T en 2D, para un sistema de

tamaño 2000. Se observa que dicha dependencia es, muy aproximadamente, lineal.

Para comprobarlo, supongamos primeramente que g0 sigue una ley de potencias del

tipo T γ. Si representamos gráficamente la variable ln g0 frente a lnT y efectuamos

un ajuste lineal de los datos, obtenemos γ directamente a partir de la pendiente del

cálculo. En el detalle de la figura 3.4 se muestra la representación de g0 frente a T ,

en doble escala logaŕıtmica. La pendiente de la recta toma el valor m = 1,01±0,01,

con lo cual se comprueba que la dependencia lineal entre las magnitudes es bastante

buena. En la gráfica principal de la figura 3.4, el ajuste lineal de los datos da como

resultado

g0 = (−5,3± 4,0)× 10−4 + (0,72± 0,01)T. (3.10)

El cálculo para sistemas tridimensionales es análogo. En la figura 3.5 representamos

de nuevo g0 frente a T en doble escala logaŕıtmica, esta vez para el caso en 3D. La

pendiente del ajuste lineal tiene un valor de 1,9±0,1, lo que revela una dependencia

cuadrática en muy buena aproximación, tal y como se esperaba.

Probabilidad de ocupación de sitios

Para el caso de un sistema no interactuante, concluimos que la probabilidad de

ocupación de sitios en equilibrio se correspond́ıa con una DFD a la temperatura real.

Es posible demostrar teóricamente que, incluso en presencia de interacciones, este

resultado continúa siendo válido. Para llevar a cabo la demostración consideraremos

el promedio de ocupación de cualquier sitio a una determinada enerǵıa de sitio.

Dicha enerǵıa es variable para un mismo sitio, pues depende de la configuración
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Figura 3.4: Dependencia del mı́nimo de la DOS, g0, con T para un sistema

bidimensional de tamaño 2000. El detalle representa los mismos datos en

doble escala logaŕıtmica. Dentro de él, la pendiente del ajuste lineal es 1,01±

0,01, lo que confirma la dependencia lineal prevista entre ambas magnitudes.

del sistema. Por ello, para calcular la probabilidad de ocupación impondremos la

condición aneja de que el sitio posee la enerǵıa concreta ε1.

Por definición, 〈n(ε1)〉 es

〈n(ε1)〉 =
Tr {n1 exp [−(H − µΣini)/kBT ]δ(ε− ε1)}

Tr {exp [−(H − µΣini)/kBT ]δ(ε− ε1)}
. (3.11)

Aqúı µ es el potencial qúımico, que a muy bajas temperaturas tiene, en buena

aproximación, el mismo valor que la enerǵıa de Fermi. Para un sistema con K = 1/2

se obtiene µ = 0 en el ĺımite en el que el tamaño tiende a infinito, como comentamos

anteriormente. El hamiltoniano H dado por la ecuación (1.9) puede descomponerse

como H = n1ε1 + H ′, donde H ′ no depende de n1. Esto permite descomponer la

traza de la ecuación anterior en el producto de dos. Éstas son Tr1, que contiene la

información únicamente de n1 y Tr′, que contiene toda la información que excluye



74 Propiedades de equilibrio en vidrios de Coulomb

Figura 3.5: Dependencia del mı́nimo de la DOS, g0, con T para un sistema

tridimensional de tamaño 2000, en doble escala logaŕıtmica. La pendiente del

ajuste es 1,9±0,1, lo que confirma en buen grado la dependencia cuadrática

prevista para ambas magnitudes.

a n1. De manera expĺıcita

〈n(ε1)〉 =
Tr1 {n1 exp [−n1(ε− µ)/kBT ]}Tr′ {exp [−(H ′ − µΣ′ini)/kBT ]δ(ε− ε1)}

Tr1 {exp [−n1(ε− µ)/kBT ]}Tr′ {exp [−(H ′ − µΣ′ini)/kBT ]δ(ε− ε1)}
.

(3.12)

En esta expresión Tr1 es la traza sobre la variable n1 ∈ {0, 1}, por lo que la expresión

anterior se reduce a

〈n(ε1)〉 = f(ε) =
exp [−(ε− µ)/kBT ]

1 + exp [−(ε− µ)/kBT ]
=

1

1 + exp [(ε− µ)/kBT ]
, (3.13)

que es la distribución de Fermi-Dirac buscada.

Los datos obtenidos a partir de nuestras simulaciones numéricas confirman este

último resultado, tanto en presencia como en ausencia de interacciones. La función

de distribución f(ε− εF) se calcula a partir de la ecuación (3.9), una vez obtenidos

los datos para la densidad de ocupación n(ε−εF) y calculada la densidad de estados

g(ε − εF). Los errores de los datos se calculan de nuevo asumiendo una distribu-
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ción de Poisson para la función de ocupación n(ε − εF)∆ε. La figura 3.6 muestra

la forma de f(ε − εF) para un sistema interactuante de tamaño N = 2000. La

representación incluye varias temperaturas de equilibrio. Lo errores son del orden

del tamaño del punto, por lo que no se han representado. Las ĺıneas continuas se

corresponden con las expresiones teóricas de la DFD a cada una de las tempera-

turas calculadas. En la figura 3.7 se presentan los datos para el mismo sistema y a

las mismas temperaturas, pero en ausencia de interacción. Para los dos casos, los

ajustes de f(ε−εF) a una DFD son precisos incluso a tamaños más pequeños, hasta

N = 500, independientemente de las condiciones iniciales.

Figura 3.6: Probabilidad de ocupación de sitios para un sistema interactu-

ante de tamaño N = 2000 en equilibrio. Las temperaturas representadas son

0,1 (cuadrados), 0,08 (ćırculos) y 0,05 (triángulos). Las curvas representan

las distribuciones de Fermi-Dirac a las temperaturas consideradas.
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Figura 3.7: Probabilidad de ocupación de sitios para un sistema no interac-

tuante de tamaño N = 2000 en equilibrio. Las temperaturas representadas

son 0,1 (cuadrados), 0,08 (ćırculos) y 0,05 (triángulos). Las curvas represen-

tan las distribuciones de Fermi-Dirac a las temperaturas consideradas.

3.2. Densidad de excitaciones de una part́ıcula

Otra magnitud de cierta relevancia que podemos calcular en nuestro sistema

es la densidad de excitaciones de una part́ıcula (DOE), aśı como su función de

distribución asociada. La variable natural de cálculo para ambas funciones es la

diferencia de enerǵıas entre las configuraciones final e inicial, que difieren en la

ocupación de los sitios genéricos i y j, esto es, ∆Eij = εj − εi − 1/rij. El cálculo

de la densidad de excitaciones posee la ventaja de que no depende del nivel de

Fermi escogido por cualquiera de los criterios que se puedan tener en cuenta. Del

mismo modo que calculamos en nuestro programa la densidad de ocupaciones de

una part́ıcula, procedemos para la determinación de la densidad de excitaciones,

que denominaremos N(∆E). Los errores se han calculado del mismo modo que

para n(ε − εF) en la sección anterior. En la figura 3.8 podemos apreciar la forma
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de la función N(∆E) en función de ∆E, para un sistema con N = 2000. En la

gráfica coexisten varias temperaturas. A partir de los datos se observa cómo las

excitaciones con ∆E > 0 dominan en equilibrio. En el caso del estado fundamental,

todas las excitaciones han de ser positivas.

Figura 3.8: Densidad de excitaciones de una part́ıcula, N(∆E), para las

temperaturas 0,1 (cuadrados), 0,08 (ćırculos) y 0,06 (triángulos). El tamaño

es N = 2000. Las excitaciones positivas dominan en equilibrio.

Del mismo modo que hicimos para la probabilidad de ocupación de sitios, pode-

mos definir la función de distribución asociada

F (∆E) =
N(∆E)

N(∆E) +N(−∆E)
. (3.14)

Al igual que en apartado anterior, se puede demostrar de manera teórica que la

función de distribución F (∆E) obedece a una DFD a T . Para ello, fijemos nuestra

atención en una transición monoelectrónica entre dos sitios i y j, y sea ∆E el cambio

de enerǵıa entre las configuraciones final e inicial. La excitación inversa, una vez

recalculadas las enerǵıas de sitio, tiene enerǵıa −∆E. De este modo, y si tenemos en

cuenta las expresiones (2.15) y (2.16), que indican la probabilidad de transición por
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unidad de tiempo entre dos configuraciones separadas por el salto de un electrón,

obtenemos que
Γ(∆E)

Γ(−∆E)
= exp (−β∆E), (3.15)

con β = (kBT )−1. En la expresión anterior, las probabilidades por unidad de tiempo

se han renombrado como Γ(∆E) y Γ(−∆E), por comodidad. Consideramos que

Γ(∆E) es la probabilidad por unidad de tiempo de ida para efectuar la transición

indicada entre ambas configuraciones, y suponemos, además, que dicha transición

incrementa la enerǵıa total del sistema.

La probabilidad por unidad de tiempo de efectuar una transición de excitación

energética ∆E es directamente proporcional a la cantidad de excitaciones que hay

a dicha enerǵıa. Por lo tanto, podemos obtener la relación

Γ(∆E)

Γ(−∆E)
=

N(∆E)

N(−∆E)
. (3.16)

Con ello, y en virtud de la ecuación (3.14), la expresión para F (∆E) se reduce a

F (∆E) =
Γ(∆E)

Γ(∆E) + Γ(−∆E)
=

1

1 + exp (−∆E/kBT )
, (3.17)

que se corresponde con una distribución de Fermi-Dirac a la temperatura T , cen-

trada en cero.

Nuestras simulaciones verifican este último resultado y ofrecen datos con una

muy buena estad́ıstica. Además, como hemos comentado, el cálculo de F (∆E) no

depende de la elección del nivel de Fermi. La forma de F (∆E) se presenta en la

figura 3.9 para un sistema con N = 2000 y dos temperaturas distintas. Las ĺıneas

continuas corresponden a la expresión teórica para la DFD. Al igual que en el caso de

la DOS, el acuerdo de nuestros datos con la distribución teórica sigue verificándose

incluso a tamaños más pequeños. En concreto, sigue siendo válido para sistemas

con N = 1000, e incluso N = 500.

3.3. Enerǵıa en función de la temperatura

Pasamos ahora a analizar las propiedades de equilibrio de muchas part́ıculas en

vidrios de Coulomb. Comencemos con la dependencia de la enerǵıa en función de la
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Figura 3.9: Función de distribución asociada a las excitaciones de una

part́ıcula para un sistema interactuante de tamaño N = 2000. Las tem-

peraturas representadas son 0,1 (cuadrados) y 0,06 (ćırculos). Las curvas

representan las distribuciones de Fermi-Dirac a las temperaturas considera-

das.

temperatura. Supongamos, en primer lugar, un sistema no interactuante. Podemos

escribir la enerǵıa media del sistema por part́ıcula, 〈E〉 /N , como sigue

〈E〉
N

=

∫ ∞
−∞

εg(ε)f(ε)dε = g0

∫ ∞
−∞

εf(ε)dε. (3.18)

Aqúı g(ε) es la densidad de estados de una part́ıcula libre. Esta función no presenta

ninguna singularidad en ausencia de interacciones y, a temperaturas muy bajas, es

una buena aproximación suponer que es constante, como vimos en la sección 3.1.

Por ello, se ha extráıdo de la integral en la ecuación (3.18). Llamamos de nuevo g0 a

dicho valor constante y f(ε) a la probabilidad de ocupación de sitios. En equilibrio,

se corresponde con una DFD a la temperatura real, T , como también comprobamos

en la sección 3.1.

Podemos desarrollar, primeramente, un argumento intuitivo para evaluar la de-
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pendencia de 〈E〉 con la temperatura. Para ello, nos basamos en la forma particular

de las funciones g(ε) y f(ε), que se muestra de manera cualitativa en la figura 3.10.

En ella, la enerǵıa de sitio ε se ha fijado con respecto al nivel fundamental. Para

Figura 3.10: Forma cualitativa de la probabilidad de ocupación, f(ε), y la

densidad de estados, g0, para un sistema desordenado con fuerte localización

en ausencia de interacciones, para varias temperaturas. El valor de g0 es

independiente de T .

cualquier temperatura, la densidad de estados tiene un valor constante, mientras

que la función de distribución de enerǵıas de sitio depende de T . A T = 0, es una

función escalón descendente centrada en el nivel de Fermi, mientras que a T 6= 0

comienza a aumentar la pendiente de la función en el tramo central. En virtud de la

expresión teórica de la distribución de Fermi-Dirac podemos hallar fácilmente que

la pendiente en dicho tramo es igual a 1/T . Si nos fijamos en la zona cercana al

nivel de Fermi de la figura 3.10, podemos ver que los electrones que se encontraban

en la región A a T = 0 se han “movido” a la región B una vez que ha aumentado

la temperatura. El desplazamiento t́ıpico horizontal es del orden de T , dado que la

altura vertical de la distribución es constante. Además, el número de electrones des-
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plazados es proporcional al área de la región A. Aproximamos dicha región por un

triángulo rectángulo de hipotenusa 1/T , que es la pendiente de la DFD. El área de

dicho triángulo es del orden de T . El producto del número de electrones que se han

movido, en promedio, por el desplazamiento t́ıpico en enerǵıas da la dependencia

con T de la enerǵıa total. De este modo

〈E〉 ∝ T 2. (3.19)

Podemos calcular de forma rigurosa la integral dada en la ecuación (3.18). Si

escribimos la expresión de f(ε) y efectuamos el cambio de variable x = ε/kBT ,

tenemos
〈E〉
N

= g0 (kBT )2

∫ ∞
−∞

x

1 + exp (x)
dx. (3.20)

Si calculamos el valor de 〈E〉 con respecto a la enerǵıa del nivel fundamental, 〈E0〉,

y tenemos en cuenta la forma de f(ε) a T = 0, podemos modificar la expresión

anterior como sigue

〈E〉 − 〈E0〉
N

= g0 (kBT )2

∫ 0

−∞
x

(
1

1 + exp (x)
− 1

)
dx+

∫ ∞
0

x

1 + exp (x)
dx

= 2g0 (kBT )2

∫ ∞
0

x

1 + exp (x)
dx =

π2

6
g0 (kBT )2, (3.21)

lo que confirma la dependencia cuadrática de la enerǵıa con la temperatura. Este

cálculo es independiente del grado de localización del sistema.

Sistema interactuante

Vamos a intentar extender el análisis precedente al caso interactuante, cuyo re-

sultado śı que depende del grado de localización. Nos concentraremos en el régimen

muy localizado. Cuando la interacción entre las part́ıculas del sistema no es despre-

ciable, la aproximación de considerar la densidad de estados como constante, y con

un valor independiente de la temperatura, falla. Para este caso, f(ε) sigue una DFD

a la temperatura real, tal y como se demostró en la sección 3.1. La representación

cualitativa conjunta de las formas de g(ε) y f(ε) en este caso se muestra en la figura

3.11. De nuevo, ε se ha fijado con respecto al nivel fundamental.
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Figura 3.11: Forma cualitativa de la probabilidad de ocupación f(ε) (ĺınea

continua) y la densidad de estados g(ε) (ĺınea discontinua) para un sistema

desordenado interactuante con fuerte localización. El mı́nimo de la densidad

de estados, g0, depende de T y es aproximadamente constante en el rango

de variación de f(ε).

A temperaturas muy bajas, el rango de variabilidad de f(ε) es muy pequeño,

por lo que la porción de la densidad de estados que entra en dicho rango es prácti-

camente constante. De nuevo, llamamos a este valor g0, teniendo en cuenta que

ahora śı depende de la temperatura. En la sección 3.1 determinamos que existe una

dependencia lineal directa entre g0 y T para sistemas bidimensionales. A partir de

este resultado y, por el mismo argumento que en el caso no interactuante, obte-

nemos que la dependencia de la enerǵıa media con la temperatura es, en principio,

de orden cúbico

〈E〉 ∝ T 3, (3.22)

debido a la dependencia extra en T introducida por g0.

En esta deducción hemos considerado que las transiciones suceden únicamente

en la zona interna del gap. Sin embargo, hay otras muchas transiciones que se pro-
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ducen continuamente de ida y vuelta, constituidas por pares cuya diferencia de

enerǵıas de sitio es grande. Estos sitios involucrados están muy cerca en distancias,

de forma que el término excitónico (electrón-hueco) de la forma 1/r compensa la

diferencia de enerǵıas, donde r es la distancia de separación del par. Estas configu-

raciones se denominan transiciones débiles o dipolos blandos, y fueron introducidas

en el caṕıtulo 2. En la sección 3.5, dedicada a la potencia absorbida y disipada, se

presentarán resultados numéricos de cómo la excitación térmica del sistema debida

a los dipolos blandos supone un efecto dominante.

Podemos calcular la contribución a la enerǵıa total del sistema debida a dichas

transiciones en función de T . En primer lugar, supongamos un sistema que tiene

únicamente dos sitios, uno ocupado y otro vaćıo. Tenemos dos configuraciones posi-

bles, con enerǵıas ε1 y ε2. No confundiremos la nomenclatura con la que empleamos

para designar a las enerǵıas de sitio del sistema. Si fijamos a cero la enerǵıa del nivel

fundamental, podemos reescribirlas como 0 y ε, respectivamente. Si suponemos que

el sistema se encuentra en equilibrio, la enerǵıa media es

〈E〉 =
ε exp (−ε/kBT )

1 + exp (−ε/kBT )
= εfd(ε). (3.23)

La función fd(ε) vuelve a ser una distribución de Fermi-Dirac a T . En esta expresión

y en las siguientes, el sub́ındice “d” en las magnitudes hace referencia a los dipolos.

En un sistema de muchas part́ıculas, la interacción dipolo-dipolo es mucho más

pequeña que la interacción entre los pares de part́ıculas, por lo que es una buena

aproximación considerar a los dipolos blandos como entidades aisladas. Por ello, la

contribución a la enerǵıa total del sistema, respecto del nivel fundamental, debida

a estos dipolos blandos puede escribirse como

〈Ed〉 − E0

N
=

∫ ∞
−∞

εgd(ε)fd(ε)dε. (3.24)

En esta expresión, gd(ε) es la densidad de dipolos libres por unidad de volumen. Del

mismo modo que en la deducción para el caso no interactuante, podemos considerar

gd(ε) como constante en el rango de bajas temperaturas. Con todo ello, y en virtud

de la ecuación (3.21)

〈Ed〉 ∝ T 2. (3.25)
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Bajo las aproximaciones consideradas, la dependencia de la enerǵıa total con T es,

de manera dominante, de orden cuadrático en el rango de muy bajas temperaturas.

Los datos obtenidos con nuestras simulaciones son compatibles con dicho resul-

tado. El cálculo de la enerǵıa de equilibrio, con respecto al nivel fundamental, para

temperaturas muy pequeñas, se lleva a cabo haciendo uso de los niveles más bajos

de enerǵıa

〈E〉 − 〈E0〉 =
1

Z

nn∑
i=1

(Ei − E0) exp [−(Ei − E0)/kBT ]. (3.26)

La suma se extiende hasta nn, que es el número máximo de niveles de baja e-

nerǵıa calculados mediante un algoritmo de configuraciones como el descrito en la

sección 2.2.2. Ei es la enerǵıa de cada uno de los niveles calculados, E0 es la e-

nerǵıa del nivel fundamental y Z es la función de partición canónica. En la figura

3.12 se muestran los resultados obtenidos mediante nuestras simulaciones. Se re-

presenta la enerǵıa media por part́ıcula en equilibrio respecto del nivel fundamental

frente a T , en doble escala logaŕıtmica. Los datos se han obtenido para sistemas de

tamaño 500 (cuadrados) y 1000 (ćırculos), con un número de muestras del orden

de 1000, para cada temperatura. El número máximo de niveles, nn, es del orden de

10000. Los errores se determinan a través de la desviación estándar de la enerǵıa

de dichas muestras, y son del orden del tamaño del punto. La temperatura vaŕıa

entre 0,001 y 0,011. Se observa que los valores de las enerǵıas de equilibrio son

prácticamente independientes del tamaño. A partir del ajuste lineal de los datos

para N = 1000 obtenemos una pendiente de 2,06 ± 0,04, hecho que verifica la

dependencia cuadrática de la enerǵıa, para valores de la temperatura muy bajos.

Nuestras simulaciones mediante el empleo de las configuraciones de más baja

enerǵıa no permiten abarcar un rango amplio de temperaturas. Conforme aumenta-

mos el tamaño de las muestras el número de estados de enerǵıa crece exponencial-

mente. Del mismo modo, este número aumenta de forma exponencial en función de

la enerǵıa, como veremos en la sección 3.4. La suma discreta en la ecuación (3.26)

converge a la suma real infinita únicamente a muy bajas temperaturas, donde la

función de Boltzmann es más estrecha y dominan los primeros niveles energéticos.

El criterio escogido para determinar la temperatura máxima de cálculo consiste
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Figura 3.12: Enerǵıa por part́ıcula total del sistema respecto del nivel fun-

damental frente a T , en doble escala logaŕıtmica. Se presentan los resultados

para muestras de tamaño 500 (cuadrados) y 1000 (ćırculos). El ajuste lineal

de los datos para N = 1000 da un valor de 2,06± 0,04 para la pendiente de

la recta en el rango de temperaturas considerado.

en considerar que el factor de Boltzmann de la última configuración de más baja

enerǵıa, exp [−(Enn − E0)/kBT ], es menor que un cierto valor muy pequeño. Cua-

litativamente, escogemos como ĺımite que el argumento de la exponencial tenga un

valor −10, lo que hace que el factor de Boltzmann sea 0,0025. De este modo la

temperatura máxima es Tmáx = (Enn − E0)/10. Para un sistema t́ıpico de tamaño

1000 con 10000 niveles de baja enerǵıa calculados, obtenemos Enn − E0 = 0,08 y,

por tanto, Tmáx = 0,013. Una manera de comprobar la utilidad de este criterio con-

siste en reducir el número de niveles máximos nn hasta la mitad y volver a hacer el

cálculo de la enerǵıa total de equilibrio. En nuestro caso, la divergencia comienza a

observarse a partir de una temperatura T = 0,012, por lo que el criterio seleccionado

de corte en la función exponencial resulta aceptable.

No obstante, es posible completar la curva de 〈E〉 − 〈E0〉 /N frente a T para
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temperaturas mayores mediante simulaciones de Monte Carlo. Para ello empleamos

el algoritmo de Tsigankov et al. (2003). Si T es lo suficientemente grande el sistema

alcanzará rápidamente el equilibrio. En la figura 3.13 representamos de manera

conjunta los valores de las enerǵıas de equilibrio por part́ıcula frente a T , respecto

al nivel fundamental, para ambos métodos. Se ha empleado escala logaŕıtmica en

ambos ejes. Se presentan los datos conjuntos para los tamaños 500 (ćırculos) y 1000

(triángulos). Los śımbolos huecos corresponden a las simulaciones mediante las con-

figuraciones de más baja enerǵıa, ahora con 100000 niveles calculados. Los śımbolos

llenos representan los datos obtenidos mediante las simulaciones de Monte Carlo.

Los errores de este último conjunto de datos se determinan a partir de la desviación

estándar de la enerǵıa promedio en equilibrio de cada muestra. Hemos comprobado

que este error es mayor que la fluctuación asociada a la enerǵıa de equilibrio de

cada muestra individual, con lo cual puede considerarse como dominante. Aún aśı,

es del orden del tamaño del punto representado.

Como se observa en la figura, los datos obtenidos por los dos métodos colap-

san en una única curva para todo el rango de temperaturas considerado. De esta

manera, resulta factible realizar un ajuste conjunto de todos los puntos. Conforme

aumentamos T , la dependencia cúbica de la enerǵıa comienza a ganar importancia,

tal y como se dedujo en la ecuación (3.22), que consideraba las transiciones internas

del gap. Por esta razón realizamos un ajuste a todo el rango de temperaturas del

tipo
〈E〉 − 〈E0〉

N
= αT 2 + βT 3. (3.27)

A partir de nuestros datos obtenemos α = 0,31 ± 0,05 y β = 1,30 ± 0,04. Sin

embargo, los datos se ajustan mejor a una dependencia del tipo

〈E〉 − 〈E0〉
N

= γT δ. (3.28)

A partir de los datos se obtiene un valor de δ = 2,3± 0,2. El contraste entre ambas

expresiones se ha realizado mediante la comparación del valor de χ2 reducido, dado

que ambos casos poseen los mismos grados de libertad. El valor de dicho coeficiente

es menor para el ajuste por la ecuación (3.28) que para la ecuación (3.27). Por esta
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razón, se ha representado el primero de ellos en la figura 3.13 (ĺınea continua) a

pesar de no haber encontrado una justificación teórica del mismo.

Figura 3.13: Enerǵıa por part́ıcula respecto al nivel fundamental frente

a T , en doble escala logaŕıtmica. Los tamaños calculados son N = 500

(ćırculos) y 1000 (triángulos). Los śımbolos huecos representan los datos

obtenidos mediante simulaciones con las configuraciones de más baja enerǵıa.

Los śımbolos llenos, los obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo de

equilibrio. La ĺınea recta representa el ajuste dado por la ecuación (3.28).

3.4. Densidad de estados de muchas part́ıculas

Otro método para comprobar la dependencia de la enerǵıa de equilibrio del

sistema en función de la temperatura requiere del análisis de la densidad de estados

de muchas part́ıculas, que llamaremos G(E). Supondremos que E es la enerǵıa

total del sistema con respecto al nivel fundamental. Podemos definir la magnitud

G(E)∆E como el número de estados por unidad de área cuya enerǵıa total se

encuentra en el intervalo [E,E+∆E]. Mediante el empleo de las configuraciones de
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más baja enerǵıa halladas podemos determinar la forma de G(E) sin más que hacer

un histograma con las enerǵıas de dichos estados. La representación del histograma

se muestra en la figura 3.14 para un sistema de tamaño 2000. La presencia de

la ĺınea continua se justificará más abajo. Esta representación gráfica sugiere una

dependencia exponencial para los datos. De hecho, se puede determinar que la

dependencia de G(E) con la enerǵıa total del sistema se ajusta a la forma de una

exponencial estirada

G(E) = k exp (cEγ), (3.29)

donde el exponente γ toma un menor que 1. Los parámetros k y c son constantes.

Para verificar esta dependencia, volvamos a la figura 3.14. El objetivo principal

es determinar el valor de γ. Extraemos pares de datos del histograma que tienen

como abscisa la enerǵıa de la mitad de cada caja y como ordenada su altura co-

rrespondiente en el histograma. Llamaremos G̃(E) a la magnitud correspondiente

a la ordenada. La dependencia de esta nueva variable con E es la misma que la

de la función G(E) dada por la expresión (3.29), por lo que podemos determinar

γ a partir del análisis de G̃(E). Si efectuamos el ajuste de la citada expresión a

las parejas de datos (E, G̃(E)) obtenemos un valor de γ = 0,53 ± 0,03. La ĺınea

dada por el ajuste se ha representado sobre el histograma de la figura 3.14. Para

el cálculo del error de γ hemos supuesto de nuevo que los datos del histograma se

corresponden con una distribución de Poisson. El error en cada caja vuelve a ser
√
n, donde n es el número de eventos por caja. El valor del exponente γ servirá para

dar una expresión alternativa de la dependencia de la enerǵıa media del sistema con

T , como veremos a continuación.

Cálculo alternativo de la enerǵıa media en función de la tem-

peratura

Si usamos las propiedades de equilibrio, la enerǵıa total media del sistema es

〈E〉 =

∫∞
−∞EG(E) exp (−E/kBT )dE∫∞
−∞G(E) exp (−E/kBT )dE

, (3.30)
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Figura 3.14: Histograma del número de estados del sistema en función

de la enerǵıa total con respecto al nivel fundamental, para un sistema de

tamaño 2000. El ancho de cada caja es 0,001. La ĺınea continua representa

el ajuste de la expresión dada por la ecuación (3.29) a los datos extráıdos

del histograma.

donde G(E) es la función definida en el apartado anterior. Nuevamente, llamamos

E a la diferencia entre la enerǵıa total del sistema y la del nivel fundamental. A

temperaturas bajas, cuando el sistema es lo suficientemente grande, el producto

de las funciones G(E) y exp (−E/kBT ) es una función lo suficientemente estrecha

como para considerar relevante únicamente su máximo. Para obtenerlo, derivamos

el integrando de la expresión (3.30), exp (Eγ − βE), donde hemos hecho β = 1/kBT

γEγ−1 − β = 0 ⇒ E =

(
β

γ

) 1
γ−1

. (3.31)

A partir de este resultado obtenemos que la dependencia de la enerǵıa total media

con la temperatura es de la forma

〈E〉 ∝ T
1

1−γ . (3.32)



90 Propiedades de equilibrio en vidrios de Coulomb

Si tomamos el valor obtenido γ = 0,53 ± 0,03 se llega a una dependencia de la

enerǵıa del tipo

〈E〉 ∝ T 2,13±0,14. (3.33)

Este resultado es compatible con el que se obtuvo en el apartado 3.3 a partir de la

ecuación (3.28).

3.5. Potencia absorbida y emitida

En equilibrio, la potencia total que absorbe el sistema a una temperatura dada

es igual a la potencia emitida. La primera de ellas está asociada a las transiciones

electrónicas que incrementan la enerǵıa total del conjunto, cedida por los fonones a

temperatura T . En virtud de la interacción electrón-fonón, un fonón se destruye en

este proceso. La segunda tiene que ver con las transiciones que reducen la enerǵıa

total, cuyo resultado es la creación de un nuevo fonón. La igualdad de estas mag-

nitudes en equilibrio es evidente a partir de nuestras simulaciones. Nuevamente,

hemos utilizado los algoritmos de configuraciones y los de Monte Carlo de manera

conjunta para cubrir un amplio espectro de temperaturas.

Para el algoritmo que emplea las configuraciones de baja enerǵıa, evaluamos

primeramente todas las probabilidades de transición por unidad de tiempo entre las

configuraciones calculadas. Consideramos únicamente las transiciones que aumentan

la enerǵıa, por lo que hacemos uso de la ecuación (2.15). El tratamiento para las

transiciones que reducen la enerǵıa es similar. La potencia absorbida se calcula como

P (T ) =
∑
α,β

exp (−Eα/kBT )

Z
exp [−2rαβ − (Eβ − Eα)/kBT ](Eβ − Eα). (3.34)

En esta expresión, el primer factor del producto es la probabilidad de encontrar

al sistema en la configuración α, el segundo es la probabilidad de transición por

unidad de tiempo entre las configuraciones α y β. La suma se extiende a cada

par de configuraciones cuya transición incrementa la enerǵıa. Para el cálculo se

ha empleado un número de muestras del orden de 1000 a cada temperatura. El
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error en los datos se determina a partir de la desviación estándar de las muestras

consideradas.

Para el algoritmo de Monte Carlo, calculamos la enerǵıa total promediada de

incremento y decremento del sistema, de manera separada, en función del tiempo.

En equilibrio, la representación de estas dos magnitudes se corresponde con una ĺınea

recta. La pendiente de las gráficas tiene unidades de enerǵıa por unidad de tiempo,

y representa el valor de las potencias absorbida y emitida, respectivamente, a cada

temperatura. El error en los datos se calcula, de nuevo, a partir de la desviación

estándar asociada a las muestras.

En la figura 3.15 presentamos de manera conjunta los datos obtenidos mediante

ambos métodos. Representamos la potencia absorbida por part́ıcula, P , en función

de la temperatura, en doble escala logaŕıtmica, para los tamaños 500 (ćırculos),

1000 (triángulos) y 2000 (cuadrados). Los śımbolos huecos son los datos obtenidos

mediante el algoritmo de configuraciones y los llenos, mediante el de Monte Carlo.

Hemos añadido la representación de la enerǵıa en función de la temperatura que se

presentó en la figura 3.13. El buen comportamiento lineal de los datos sugiere una

dependencia del tipo

P ∝ T λ. (3.35)

A partir de la pendiente de la recta asociada a la curva de la potencia absorbida de-

terminamos un valor de λ = 2,15. Este exponente es muy similar al que obtuvimos

para la dependencia de la enerǵıa total con la temperatura, a través de la ecuación

(3.28). En la figura 3.15 se observa la compatibilidad entre ambas representaciones.

La similitud entre las dos pendientes es dif́ıcil de explicar de una manera clara. Sin

embargo, se puede suponer que, como en el caso de la enerǵıa, la mayor contribu-

ción a las potencias absorbida y emitida proviene de las transiciones débiles. En

nuestros cálculos numéricos hemos comprobado que más del 80 % del valor de la

potencia procede de estos dipolos blandos, independientemente de la temperatu-

ra. Para determinar este porcentaje analizamos la enerǵıa total de incremento y

decremento del sistema, y comparamos dichos valores con las mismas enerǵıas res-

tringidas únicamente a las transiciones débiles. El criterio escogido para determinar
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si un par de configuraciones constituye un dipolo blando consiste en seleccionar un

corte en distancias. Operacionalmente, escogemos que la distancia entre los sitios

que involucran la transición, rij, sea menor que 1. En nuestros sistemas, la máxima

diferencia de enerǵıas de sitio es del orden de 0,1, por lo que el factor excitónico

1/rij compensa dicha diferencia en un orden de magnitud, en virtud de la expresión

(1.12). El criterio es suficiente para incluir la mayoŕıa de los dipolos en el cálculo.

Figura 3.15: Potencia absorbida por part́ıcula frente a T , en doble escala

logaŕıtmica. Los tamaños calculados son N = 500 (ćırculos), 1000 (triángu-

los) y 2000 (cuadrados). Los śımbolos huecos representan los datos obtenidos

mediante simulaciones con las configuraciones de más baja enerǵıa. Los

śımbolos llenos son los datos obtenidos mediante simulaciones de Monte

Carlo de equilibrio. La ĺınea recta representa el ajuste lineal de los datos. Se

ha añadido la representación gráfica de la figura 3.13.



Caṕıtulo 4

Relajación lenta

Este caṕıtulo está dedicado al estudio numérico y caracterización de los proce-

sos de relajación lenta en vidrios de Coulomb. El procedimiento que emplearemos

consiste en seguir la relajación hacia el equilibrio de un sistema al que se permite

evolucionar desde un estado inicial excitado. Durante este proceso de relajación se

monitoriza un conjunto determinado de observables. En los casos en los que pro-

ceda, se compararán los resultados obtenidos con los calculados para el estudio del

equilibrio realizado en el caṕıtulo 3. Nuestros datos se han obtenido mediante si-

mulaciones numéricas en muestras bidimensionales, hasta tiempos macroscópicos. A

temperaturas muy bajas se ha empleado el nuevo método de Monte Carlo descrito

en la sección 2.3 (Somoza y Ortuño, 2005; Ortuño et al., 2008). Este algoritmo

resulta ineficiente a temperaturas más altas, como comentamos en esa misma sec-

ción, por lo que para esos valores de T emplearemos, cuando proceda, el algoritmo

h́ıbrido de Tsigankov et al. (2003).

Hemos estudiado un experimento de enfriado rápido (quench) a muy bajas tem-

peraturas, monitorizando la relajación del sistema hacia el equilibrio. En la si-

mulación para la relajación de la enerǵıa hemos alcanzado tiempos macroscópicos,

del orden de un segundo, para sistemas de más de 1000 sitios a temperatura 0,001,

según las unidades descritas al inicio del caṕıtulo 3. Encontramos que la depen-

dencia con el tiempo de la enerǵıa promedio por part́ıcula con respecto al nivel

93
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fundamental es de la forma

〈E − E0〉
N

−∆e∞ ∝ log t−α, (4.1)

donde N es el número de sitios del sistema y α es un exponente que caracteriza

el proceso de relajación. ∆e∞ es la enerǵıa por part́ıcula con respecto al nivel

fundamental a la que tiende el sistema conforme el tiempo de simulación tiende a

infinito. Asimismo, observamos que los sitios con enerǵıa cercana al nivel de Fermi

tienen asociada un probabilidad de ocupación que sigue una distribución de Fermi-

Dirac (DFD), pero a una temperatura efectiva (Tef) mayor que la del baño térmico.

También estudiamos el caso de la densidad de excitaciones de una part́ıcula, y

obtenemos dos DFD asociadas, una a la temperatura T y la otra a Tef . Estas

distribuciones corresponden a los casos de excitaciones “rápidas” y “lentas”, res-

pectivamente. Igualmente, mostraremos que la DOS en el nivel de Fermi, g0, es

proporcional a Tef , por lo que constituye un buen termómetro para determinar su

valor. El comportamiento es análogo al que se encontró en la sección 3.1, donde se

halló que g0 era directamente proporcional a T .

Estamos especialmente interesados en el estudio de la transición dinámica de

vidrio, por lo que hemos determinado el tiempo τeq que tarda el sistema en alcanzar

el equilibrio en función de T . Los resultados obtenidos en dos dimensiones apuntan

hacia una transición v́ıtrea a T = 0.

Al final del caṕıtulo estudiaremos la extensión del teorema de fluctuación-disipa-

ción (FDT) aplicado al caso de los vidrios de Coulomb. Representaremos la respues-

ta total del sistema ante una perturbación externa frente a la función de correlación

electrónica. Los resultados ofrecen una desviación del comportamiento lineal aso-

ciado al equilibrio, y muestran una curva con dos pendientes diferenciadas, propor-

cionales a 1/T y 1/Tef , respectivamente. El valor de Tef obtenido por este método

es compatible con el determinado a partir de la distribución de Fermi-Dirac, con

una diferencia de un 15 %.

Las descripciones referentes al tipo de muestras y su construcción, aśı como las

unidades empleadas en los cálculos, son las mismas que las descritas al principio del

caṕıtulo 3.
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4.1. Relajación de la enerǵıa

En primer lugar, hemos aplicado nuestro algoritmo de cluster al cálculo de la

relajación de la enerǵıa a muy baja temperatura, rango donde resulta especialmente

eficiente este método. Hemos considerado sistemas con N = 500, 750, 1000 y 2000

sitios a T = 0,001. Dado que tenemos muestras con desorden, es necesario prome-

diar con respecto a él. Necesitaremos del orden de 1000 ejecuciones para obtener

un promedio razonable. Los programas que empleamos, en concreto, construyen

distinto número de muestras, cada una de ellas con un número de distintas ocupa-

ciones iniciales. Para sistemas de más de 1000 sitios hemos seguido la dinámica de

relajación hasta 1,2×1013 pasos de Monte Carlo, mediante la ejecución de 30 realiza-

ciones iniciales con 100 diferentes ocupaciones. En ellos, alcanzamos configuraciones

con enerǵıas suficientemente bajas, con las que se puede continuar la dinámica has-

ta tiempos mayores mediante el algoritmo de Pérez-Garrido et al. (1999). Una vez

construida la muestra, la ocupación se selecciona de dos maneras distintas. En un

primer grupo de simulaciones, escogemos las ocupaciones iniciales rellenando de

manera aleatoria la mitad de los sitios. En el otro grupo, para simular de manera

más realista las condiciones experimentales, donde las muestras se excitan con luz,

construimos la configuración inicial a partir del estado fundamental. Seleccionamos

de manera aleatoria el 10 % de los electrones de este estado y los movemos a los

estados de enerǵıa más altos disponibles. Hemos comprobado que los resultados

de las simulaciones son independientes de la elección de las condiciones iniciales.

Los resultados que presentamos en este trabajo corresponden al segundo tipo de

simulaciones. El promedio de las magnitudes se efectúa a tiempos fijos en escala

logaŕıtmica, escogida debido al crecimiento exponencial del tiempo de escape del

conjunto de configuraciones internas, τ̃a, tal y como se definió en la ecuación (2.32),

conforme aumenta el tamaño del cluster.

En la figura 4.1 se representa el exceso de enerǵıa promedio por part́ıcula del

sistema en función del tiempo en escala logaŕıtmica, para los tamaños 500, 1000

y 2000. La temperatura de estudio es T = 0,001, como se ha señalado. El error
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de los datos, que no se presenta en la gráfica, se ha determinado a través de la

desviación estándar de la enerǵıa de las muestras. La enerǵıa se ha medido con

respecto a la enerǵıa del estado fundamental de las muestras consideradas. Para

cada una de ellas, este estado se ha obtenido mediante el uso de las configuraciones

de más baja enerǵıa. Recordemos que estos métodos están especialmente diseñados

para hallar dichas configuraciones, y no podemos seguir la dinámica del sistema

mediante su aplicación directa. A través de este procedimiento, hemos calculado los

10000 niveles de enerǵıa más bajos de cada muestra y, a partir de ellos, la enerǵıa

térmica de equilibrio por part́ıcula, que es aproximadamente igual a 2,1 × 10−7,

según nuestras unidades, independientemente del tamaño. Este valor también se ha

calculado con respecto al nivel fundamental.

Figura 4.1: Exceso de enerǵıa promedio por part́ıcula, en función del tiempo

de relajación en escala logaŕıtmica para sistemas de tamaño 2000 (cuadra-

dos), 1000 (triángulos) y 500 (ćırculos). La temperatura es 0,001. El prome-

dio está realizado con 3000 ejecuciones, excepto para tamaño 500, donde

empleamos 5000.

Deducimos a partir de la figura 4.1 que log t es la escala natural en el proceso de
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relajación, pero al mismo tiempo no obtenemos una buena dependencia logaŕıtmica

de la enerǵıa en función del tiempo. Experimentalmente śı es común encontrar dicha

dependencia. Los recientes experimentos en óxido de indio realizados por Ovadyahu

(2006a) y en peĺıculas de aluminio granular por el grupo de Grenet (Grenet et al.,

2007) dan buena cuenta de ello. Para ambos experimentos se representa la conduc-

tancia de las muestras en función del tiempo de relajación en escala logaŕıtmica. Los

datos de ambos estudios resaltan por su limpieza en comparación con otros expe-

rimentos. Las diferencias entre ambos sistemas y montajes experimentales indican

que el comportamiento logaŕıtmico a tiempos grandes es una caracteŕıstica univer-

sal en los vidrios de Coulomb. En el marco teórico, Amir y colaboradores (2009)

han reproducido las curvas experimentales de envejecimiento en vidrios de Coulomb

mediante el empleo de aproximaciones del tipo campo medio en su modelo teórico.

Bajo esta restricción, obtienen un comportamiento logaŕıtmico de la conductancia

para dichos experimentos de aging.

En las simulaciones numéricas, por contra, los resultados no arrojan un com-

portamiento claro. Glatz et al. (2008) estudiaron la relajación de la enerǵıa en

vidrios de Coulomb para sistemas muy grandes en un modelo de red (t́ıpicamente,

N = 10000). Emplearon una dinámica incompleta, basada en el estudio estad́ıstico

de los mı́nimos locales de enerǵıa en el espacio de configuraciones. Los resulta-

dos obtenidos mostraron una aparente dependencia logaŕıtmica de la enerǵıa por

part́ıcula respecto del tiempo de relajación. Sin embargo, este estudio no presenta

una dinámica real del sistema a tiempos de relajación largos.

No está claro el motivo por el que el comportamiento logaŕıtmico obtenido para

la conductividad y conductancia de manera experimental no se reproduce en el caso

de nuestras simulaciones para la enerǵıa. En primer lugar, creemos que puede ser

debido a los pequeños tamaños empleados en las simulaciones. El estudio de Glatz

et al. (2008) sugiere que se necesitan tamaños mı́nimos del orden de unos miles de

sitios para alcanzar la estructura t́ıpica de valles en el espacio de configuraciones

responsable de la relajación logaŕıtmica. Otra posibilidad está relacionada con la

diferencia de comportamiento entre la conductividad y la enerǵıa. En el caṕıtulo
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5 analizaremos la relajación de la conductividad. En ese caso tampoco obtenemos

una ley logaŕıtmica pura, aunque el tiempo de simulación es mucho menor que en

el caso de la enerǵıa, por lo que esta segunda hipótesis no puede confirmarse con

nuestras simulaciones. La preferencia del estudio de la enerǵıa radica en que resulta

más sencilla de calcular que la conductividad o la conductancia, y sus datos están

sujetos a menor ruido. Dado que hemos alcanzado tiempos macroscópicos en las

simulaciones, pero únicamente del orden de un segundo, una tercera posibilidad

radica en los cortos tiempos de relajación alcanzados por las simulaciones numéri-

cas. La presencia de excitaciones multielectrónicas a tiempos largos es otra opción

plausible para la explicación de este fenómeno (Bergli et al., 2009).

La dependencia del exceso de enerǵıa por part́ıcula en función del tamaño es

bastante pequeña para los sistemas considerados en nuestros cálculos y se puede es-

perar un comportamiento similar para muestras macroscópicas. A partir de la figura

4.1 es posible deducir que el equilibrio térmico no se alcanza para las temperaturas

empleadas en las simulaciones.

La conclusión previa resulta más clara si representamos los datos de la enerǵıa en

función de la variable 1/ log t. El comportamiento de la enerǵıa media por part́ıcu-

la, con respecto al nivel fundamental, puede ajustarse de manera adecuada a una

función de la forma

〈E − E0〉
N

= ∆e∞ +
c

(log t)α
, (4.2)

donde ∆e∞ seŕıa la enerǵıa por part́ıcula final alcanzada, con respecto al nivel fun-

damental. En nuestro caso, el exponente α es muy cercano a 3. El parámetro c es

una constante. Esta expresión presenta un buen comportamiento en el ĺımite de

tiempos largos. En la figura 4.2 representamos los mismos datos que en la figura

4.1, pero ahora en función de 1/(log t)3. Se observa un buen comportamiento lineal

teniendo en cuenta el amplio rango de tiempos considerado. No obstante, a tiempos

muy largos observamos efectos de tamaño finito. La extrapolación de los datos a

tiempo infinito converge a un valor de la enerǵıa que dista de la de equilibrio, cuyo

valor depende del tamaño, tal y como puede verse en el detalle ampliado. Pode-

mos considerar que los vidrios de Coulomb poseen una transición de glass dinámica
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en dos dimensiones, en la que el tiempo t́ıpico de relajación al equilibrio, τeq, di-

verge exponencialmente conforme decrece la temperatura. A tiempos de simulación

suficientemente largos el sistema debeŕıa alcanzar el estado de equilibrio, pero la

extrapolación de nuestros datos llega a una enerǵıa mucho mayor. Creemos que este

comportamiento puede deberse a la ausencia de transiciones multielectrónicas en

el algoritmo. Dichas transiciones, que se consideran importantes a tiempos de rela-

jación muy largos, hacen que descienda la enerǵıa en un factor apreciable cuando

el tiempo es muy grande.

Nos interesa, en última instancia, probar la compatibilidad entre nuestro algo-

ritmo de simulación y otros previos, en concreto, con el algoritmo de Tsigankov et

al. (2003). En la figura 4.3 se representa el exceso de enerǵıa por part́ıcula respecto

del nivel fundamental para un sistema de tamaño 1000 a temperatura 0,001. La

escala de tiempo es logaŕıtmica. En la gráfica se presentan conjuntamente los datos

para nuestro algoritmo (cuadrados) y el de Tsigankov et al. (2003) (ćırculos vaćıos),

hasta tiempos cercanos a 109 y 106, respectivamente. Las barras de error correspon-

den a los datos obtenidos mediante el algoritmo de Tsigankov et al. (2003). Los

resultados muestran la compatibilidad absoluta entre ambos métodos.

Tiempo de relajación al equilibrio

En la literatura de vidrios de esṕın, algunos autores sugieren que la dimensión a

partir de la cual se encuentra una transición de fase v́ıtrea es tres (Bhatt y Young,

1985). De alguna manera, la presencia de desorden aumentaŕıa en una unidad dicha

dimensión cŕıtica con respecto al modelo sin desorden. Otros trabajos, por contra,

estiman la dimensión cŕıtica en una unidad menor (Hartmann y Young, 2001). El

mapeo del modelo de vidrios de Coulomb al de vidrios de esṕın con interacción de

largo alcance hace pensar que los resultados obtenidos en éstos seguirán siendo váli-

dos para aquéllos. No obstante este tema resulta, a d́ıa de hoy, una cuestión abierta.

De entre todos los estudios que miden el tiempo de relajación hacia el equilibrio

en vidrios de Coulomb, τeq, el de Grempel (2004) es de los más representativos.
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Figura 4.2: Los mismos datos que en la figura 4.1, ahora representados en

función de 1/(log t)3.

Los datos se obtuvieron mediante simulación por Monte Carlo en un sistema bidi-

mensional sin desorden diagonal. Para medir la dependencia de τeq con T , Grempel

utilizó el método de Bhatt y Young (1985), que está basado en la convergencia de

dos funciones de correlación. La primera de ellas mide la correlación de un obser-

vable correspondiente a dos muestras con el mismo grado de desorden, al mismo

tiempo t0. La segunda está referida a la misma muestra y mide la correlación del

observable en los instantes t0 y 2t0. τeq se define como el tiempo en el cual las dos

curvas convergen. El análisis cuantitativo es consistente con una divergencia de τeq

a T = 0, por lo que se obtiene que

τeq ∝ exp (A/T ), (4.3)

donde A es una constante. Los datos de Grempel muestran un solapamiento de las

curvas hasta una temperatura T = 0,04.

En nuestras simulaciones numéricas hemos calculado, asimismo, el valor de τeq,

para el rango de temperaturas T ∈ [0,05, 0,1]. La diferencia principal es que nuestro
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Figura 4.3: Comparación entre los resultados obtenidos mediante los méto-

dos de Tsigankov et al. (2003) (ćırculos vaćıos) y el nuevo algoritmo de clus-

ter (cuadrados). Se representa el exceso de enerǵıa por part́ıcula respecto

del nivel fundamental para un sistema de tamaño 1000 a T = 0,001. Las

barras de error muestran la compatibilidad de ambos métodos.

modelo posee desorden diagonal de sitio, φi 6= 0. En principio, los datos de Grempel

debeŕıan de ser reproducibles, pues fuertes argumentos afirman que, en caso de

haber una transición de fase v́ıtrea en dos dimensiones, debeŕıa alcanzarse de manera

más sencilla para el problema sin desorden diagonal. Esto se debe a la simetŕıa

expĺıcita entre electrones y huecos para dicha situación, lo que llevaŕıa por debajo

de cierta temperatura cŕıtica, Tg, a una fase con dos mı́nimos energéticos simétricos,

como en el caso de un imán de Ising, por ejemplo. El procedimiento seguido para

determinar τeq en nuestras simulaciones difiere del empleado por Grempel. A cada

temperatura efectuamos dos simulaciones para la misma muestra construida. En

una de ellas comenzamos en una configuración totalmente aleatoria y medimos la

relajación de la enerǵıa hacia el equilibrio, mientras que en la otra comenzamos desde

el estado fundamental, monitorizando la misma magnitud. El tiempo para el cual
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las dos curvas convergen es nuestro valor de τeq. Efectuamos las simulaciones hasta

un tiempo máximo de 107 pasos de Monte Carlo con el algoritmo de Tsigankov et al.

(2003), y logramos solapamiento de ambas curvas hasta una temperatura T = 0,05.

Por debajo de ella τeq > tsim, donde tsim es el tiempo total de simulación. En la figura

4.4 representamos ln τeq frente a 1/T para un sistema de tamaño 500. Se observa

una buena dependencia lineal, que es compatible con una transición dinámica de

vidrio a T = 0. El ajuste lineal se ha extrapolado hasta 1/T = 0, y muestra un

corte con el eje de ordenadas igual a 1,6. Esto indica que, a temperatura infinita,

el tiempo de equilibrado no es cero, como se podŕıa esperar a priori. Este hecho

está asociado a la dinámica del programa, ya que necesitamos al menos un paso de

Monte Carlo para efectuar la relajación.

Figura 4.4: Logaritmo natural del tiempo de equilibrado τeq en función de

1/T , para un sistema de tamaño 500. El buen ajuste lineal de los datos es

compatible con una transición dinámica de vidrio a T = 0. La extrapolación

de la ĺınea de ajuste da un valor de ln τeq = 1,6 para temperatura infinita.
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4.2. Densidad de estados y probabilidad de ocu-

pación de sitios

En el caṕıtulo 3 estudiamos la DOS de equilibrio en vidrios de Coulomb. En

esta sección analizaremos su comportamiento durante el proceso de relajación. La

formación del gap de Coulomb es un proceso muy lento. Para tratar de entender la

relación entre el exceso de enerǵıa en el sistema y la forma del gap hemos estudiado,

como en el caso de equilibrio, la ocupación de sitios. De nuevo, llamamos n(ε−εF) a

la densidad de estados ocupados y g(ε−εF) a la densidad de estados, las cuales están

relacionadas a través de la ecuación (3.8). El procedimiento de cálculo es el mismo

que el descrito en la sección 3.1. Los errores de los datos se calculan nuevamente

suponiendo que los histogramas de datos siguen una distribución de Poisson, como se

determinó en la sección indicada. A partir de nuestras simulaciones determinamos

que el gap comienza a apreciarse a partir de un tiempo t = 100, a T = 0,001,

casi independientemente del tamaño. El vaciado del gap tarda un tiempo que es

varios órdenes de magnitud mayor. Como observaremos a continuación, el mı́nimo

de la DOS disminuye conforme el sistema se aproxima al equilibrio, aun cuando

la forma del gap es universal. La similitud con la forma de la DOS en función de

la temperatura para el caso de equilibrio nos lleva a pensar si existe una nueva

temperatura, dependiente del tiempo, caracteŕıstica del proceso de relajación. En

la figura 4.5 se representa la DOS de una part́ıcula en función de la enerǵıa de sitio

con respecto al nivel de Fermi, calculado este último como la semisuma del nivel de

enerǵıa individual más alto ocupado y el más bajo vaćıo del estado fundamental.

El tamaño de la muestra es 2000, y los tiempos que se representan son t = 122,

6,9× 106 y 1010. La temperatura es 0,001.

Definimos nuevamente la probabilidad de ocupación de sitios como f(ε− εF) =

n(ε − εF)/g(ε − εF). En equilibrio, como demostramos, f(ε − εF) se corresponde

con una DFD a la temperatura del baño fonónico T . Como hemos visto, la for-

mación lenta del gap de Coulomb sugiere un grado mayor de excitación a tiempos

muy largos. Hemos encontrado que la probabilidad de ocupación también obedece,
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Figura 4.5: Forma de la DOS en función del tiempo para un sistema de

tamaño 2000 a T = 0,001. Los datos corresponden a los tiempos 122 (cuadra-

dos), 6,9× 106 (ćırculos) y 10× 1010 (triángulos).

con muy buen acuerdo, a una DFD durante el proceso de relajación, pero a una

temperatura Tef mucho mayor que la real, T . Como es de esperar, Tef exhibirá una

dependencia monótona decreciente con el tiempo de relajación, y coincidirá su valor

con T cuando el sistema alcance el equilibrio. En la figura 4.6 mostramos f(ε− εF)

a los tiempos t = 3× 104, 7× 106 y 1010, para un tamaño N = 2000 y T = 0,001.

Las ĺıneas continuas representan las DFD para Tef = 0,078, 0,040 y 0,022, respec-

tivamente. Como en el caso de la DOS, la DFD se consigue propiamente a partir

de un tiempo cercano a t = 100, independientemente de la configuración inicial.

Hemos comprobado que la elección de la configuración de partida, seleccionada al

azar o excitando el 10 % de los electrones a los niveles de enerǵıa más altos, no mo-

difica los resultados. El segundo procedimiento, además de reproducir la situación

experimental, asegura que las DFD obtenidas no son un artificio producido por la

elección de las condiciones iniciales. El ajuste de f(ε− εF) a una DFD es tan bueno

para todos los tiempos de relajación, tamaños y configuraciones iniciales que con-
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Figura 4.6: Probabilidad de ocupación de sitios en función de la enerǵıa de

sitio a t = 3 × 104 (cuadrados), 7 × 106 (ćırculos) y 1010 (triángulos), para

un sistema de N = 2000 a T = 0,001. Las ĺıneas continuas son los ajustes a

las DFD para Tef = 0,078, 0, 040 y 0,022, respectivamente.

cluimos que debe de haber algún procedimiento de termalización para los modos

de relajación lentos. Este hecho se plantea como complemento al mecanismo de

los modos rápidos, equilibrados a T . La existencia de Tef debeŕıa afectar a otras

magnitudes de relajación lenta, como por ejemplo la conductividad, en donde la

probabilidad de encontrar un sitio ocupado depende directamente de Tef mientras

que la probabilidad de transición entre configuraciones está gobernada por T .

Hemos implementado el cálculo de Tef en nuestro programa mediante el empleo

de la DFD. Si nombramos, como en el caṕıtulo 1, ε̃ = ε − εF y efectuamos la

integración en la cola de la DFD a partir de enerǵıa cero, obtenemos∫ ∞
0

f(ε̃)dε̃ =

∫ ∞
0

1

1 + exp (ε̃/Tef)
dε̃ =

∫ ∞
0

exp (−ε̃/T
ef

)

1 + exp (ε̃/Tef)
dε̃

= Tef ln 2. (4.4)

Con este resultado, efectuamos la integración numérica de las colas de las DFD
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para obtener los valores de Tef en cada tiempo.

Mı́nimo de la densidad de estados

En equilibrio, argumentamos que la densidad de estados en el nivel de Fermi, g0,

constitúıa un buen termómetro para los vidrios de Coulomb. En dos dimensiones,

encontramos que g0 era directamente proporcional a T , debido a la linealidad del

gap de Coulomb. Hemos encontrado que en los procesos de relajación g0 es tam-

bién proporcional a Tef , obtenida a través de la ecuación (4.4). En la figura 4.7

mostramos la representación de ambas magnitudes para diferentes tamaños y tiem-

pos de relajación. La dependencia lineal se satisface con muy buen acuerdo. El

error de los datos se ha obtenido, como de costumbre, suponiendo que siguen una

distribución de Poisson, siendo menores que el tamaño del punto. La constante

de proporcionalidad entre g0 y Tef viene determinada por la pendiente de la rec-

ta ajustada, y vale 0,9 ± 0,2. Para el mismo cálculo en equilibrio obtuvimos una

pendiente 0,72± 0,01, que posee un valor razonablemente similar. Por todo ello, g0

constituye un termómetro apropiado para medir Tef de manera experimental, por

ejemplo mediante experimentos por efecto túnel (Massey y Lee, 1995).

4.3. Densidad de excitaciones

Como hemos comentado, a ráız de los resultados obtenidos para la ocupación

de sitios, esperamos la coexistencia de dos temperaturas caracteŕısticas en vidrios

de Coulomb, al igual que en los vidrios de esṕın (Cugliandolo et al., 1997). Los

vidrios de Coulomb están especialmente indicados para el estudio de esta materia,

dado que sus excitaciones electrón-hueco cubren un rango extremadamente grande

de tiempos de relajación y pueden clasificarse de manera sencilla a través de su

distancia de salto. Por esta razón, hemos estudiado el papel de la Tef en las ex-

citaciones electrón-hueco para distintas distancias de salto, que llamaremos aqúı r.

En equilibrio, encontramos en la sección 3.2 que estas excitaciones satisfacen la es-

tad́ıstica de Fermi-Dirac para la función F (∆E) = N(∆E)/[N(∆E) + N(−∆E)],



4.3 Densidad de excitaciones 107

Figura 4.7: Mı́nimo de la DOS, g0, frente a Tef para varios tiempos y

tamaños N = 500 (cuadrados), 1000 (ćırculos) y 2000 (triángulos). Los

datos del ajuste lineal se presentan en el texto.

donde N(∆E) es la densidad de excitaciones con enerǵıa ∆E. En la figura 4.8 re-

presentamos la densidad de excitaciones de un electrón, N(∆E), en función de la

enerǵıa ∆E, para varios tiempos de relajación, indicados en la gráfica. El tamaño

del sistema es 500. A tiempos lo suficientemente largos todas las excitaciones son

positivas.

Hemos estudiado la distribución de excitaciones F (∆E) para diferentes rangos

de la distancia de salto a varios tiempos de relajación, y hemos encontrado que las

excitaciones cortas están distribuidas de acuerdo a T , como era de esperar, mientras

que las excitaciones largas se distribuyen de acuerdo a una Tef dependiente del

tiempo, como en el caso de los sitios de enerǵıas cercanas al nivel de Fermi. En

la figura 4.9, representamos F (∆E) para excitaciones con una distancia de salto

menor que 1 (śımbolos huecos) y mayor que 10 (śımbolos llenos) para t = 7 × 106

(ćırculos) y 1010 (cuadrados). El tamaño del sistema es 2000. Los errores de los datos

se calculan suponiendo que el histograma de datos sigue una distribución de Poisson.
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Figura 4.8: Número de excitaciones de un electrón en función de la enerǵıa

de excitación, para un sistema de tamaño 500 y varios tiempos de relajación.

La leyenda se corresponde con las curvas en el mismo orden, de arriba a

abajo.

Las ĺıneas continuas son DFD a la temperatura real T (r < 1) y a los valores de Tef

0,046 y 0,025 (r > 10). Para distancias intermedias, hemos calculado que F (∆E)

no sigue la DFD, y los datos se presentan como una mezcla de las distribuciones

a las dos temperaturas. El valor de Tef obtenido a partir de las excitaciones largas

coincide con un 15 % de error con la obtenida mediante la ocupación de sitios. Dado

que hay muchas más excitaciones que sitios, tenemos mucha mejor estad́ıstica por

este método y, al mismo tiempo, evitamos los problemas de tamaño finito asociados

a la estimación de la enerǵıa del nivel de Fermi.

El rango de distancias que divide a las excitaciones cortas de las excitaciones

largas se tomó, en un inicio, de manera operacional. Para las excitaciones cortas se

escogió el rango r < 1. Este intervalo resulta óptimo a priori pues, como vimos en

la sección 3.5 acerca del análisis de la potencia en equilibrio, incluye la mayoŕıa de

las transiciones débiles, que están equilibradas a T . El preciso ajuste a una DFD
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Figura 4.9: Función de distribución de excitaciones de un electrón para un

sistema de tamaño 2000 y varios tiempos. Los śımbolos huecos representan

las excitaciones con r < 1 y los śımbolos llenos aquéllas con r > 10. Los

tiempos son t = 7 × 106 (ćırculos) y 1010 (cuadrados). Las ĺıneas continuas

representan las DFD a T y Tef = 0,046 y 0,025, valores referidos a los tiempos

citados, respectivamente.

a dicha temperatura confirma la solidez del criterio. La elección del rango para

las excitaciones largas puede resultar más controvertido. Una manera de probar su

consistencia reside en calcular Tef para varios criterios y analizar su convergencia.

En la gráfica 4.10 representamos Tef en función de t en escala logaŕıtmica, para

un sistema de tamaño 2000 y dos criterios del intervalo de distancias escogido para

delimitar las transiciones lentas. Determinamos r = 10 como un buen valor de corte,

ya que los resultados convergen a partir de él, sin modificaciones apreciables en los

valores calculados de Tef .

La existencia de una temperatura efectiva mayor que la del baño fonónico puede

tener efectos dramáticos en la conducción dentro del régimen de rango variable, dado

que los saltos largos se pueden excitar de una manera más sencilla de lo que se créıa
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Figura 4.10: Representación de Tef en función de t en escala logaŕıtmica,

para un sistema de tamaño 2000 y dos criterios de corte para la elección de

las transiciones lentas: r > 12 (cuadrados) y r > 10 (ćırculos). A partir del

valor r = 10 los valores de Tef calculados convergen.

previamente. La resistencia de estos saltos, crucial para establecer un camino de

percolación, será menor en un modelo de red de resistencias aleatorias que si se

encontraran en equilibrio a la temperatura T .

4.4. Temperatura efectiva

Podemos elaborar un argumento cualitativo para explicar la existencia de tem-

peratura efectiva en sistemas v́ıtreos. Si seguimos el movimiento de una part́ıcula

en un sólido cristalino regular, observaremos que realiza vibraciones en torno a su

posición de equilibrio en la red, y rara vez se intercambian dos sitios vecinos. Por

contra, una part́ıcula en un ĺıquido estándar se aleja de cualquier punto fijo a un

ritmo aproximadamente constante. Si descendemos paulatinamente la temperatura,

el movimiento de las part́ıculas de este fluido se divide en un modo rápido vibra-
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cional (de jaula) de amplitud comparable a la separación entre part́ıculas, inmerso

dentro de un movimiento difusivo de conjunto mucho más lento. Si la temperatu-

ra desciende lo suficiente, el movimiento vibracional se mantiene prácticamente

inalterado, mientras que el tiempo promedio para la difusión de una part́ıcula se

incrementa dramáticamente. Este comportamiento tiene su reflejo en cualquier ob-

servable, como la polarización o la densidad, que fluctuarán igualmente en dos

escalas de tiempo bien diferenciadas. Si la reducción en la temperatura es lo sufi-

cientemente súbita, el sistema evoluciona gradualmente a una situación de reajustes

estructurales muy lentos. En el caso de los vidrios, el tiempo necesario para alcanzar

el estado de equilibrio puede ser del orden de la edad del Universo. Las enormes

diferencias entre las escalas de relajación y medida es lo que imposibilita el estudio

de estos sistemas a través de la f́ısica estad́ıstica tradicional. Como se ha comentado

más de una vez en esta memoria, ni siquiera el concepto de temperatura está bien

definido en un vidrio. Las diferentes escalas temporales internas, propias de mo-

dos rápidos y lentos, sugieren la existencia de más de una temperatura en sistemas

v́ıtreos.

Intentemos medir la temperatura de un vidrio. Consideremos el caso más sencillo

de termómetro: un oscilador armónico de frecuencia ω acoplado a uno de los com-

ponentes del sistema. En equilibrio, el teorema de equipartición de la enerǵıa nos

dice que, en promedio, la enerǵıa cinética del oscilador es igual a kBT/2. Por ello,

es suficiente promediar en un tiempo largo el valor de dicha enerǵıa para obtener

T . La condición de equilibrio nos garantiza que la medida de T es independiente de

la frecuencia ω.

Si acoplamos el termómetro a un observable microscópico X, garantizando que

perturba al sistema lo mı́nimo posible, el teorema de fluctuación-disipación permite

determinar T de manera sencilla (Kurchan, 2005; Chandler, 1987). Si tenemos un

sistema en el que conviven varias escalas temporales, como en el caso de los vidrios,

el FDT no es aplicable de manera directa. Para esta situación, supongamos que

acoplamos varios termómetros a nuestro observable X, cada uno de frecuencia ωi

distinta. Los termómetros no medirán necesariamente la misma temperatura. Los
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de frecuencia más alta acabarán equilibrándose en la escala de tiempo de medida,

por lo que devolverán una medida de la temperatura igual a T . Los de frecuencia

más baja no alcanzarán el equilibrio en la escala temporal de medición, por lo que

ofrecerán un valor de la temperatura mayor, que llamaremos temperatura efecti-

va. En principio podŕıa haber infinitas temperaturas en un sistema v́ıtreo, pero a

temperaturas de experimentación lo suficientemente bajas tenemos dos escalas tem-

porales bien diferenciadas, que dan lugar a la existencia de las dos temperaturas

citadas, T y Tef . La segunda es siempre mayor que la primera, y tiende a aquélla

conforme el sistema se aproxima al equilibrio.

Los primeros estudios teóricos sobre la existencia de temperatura efectiva se

realizaron en el campo de vidrios de esṕın por Sompolinsky y Zippelius (1982).

Estudios más modernos (Cugliandolo et al., 1997; Garriga y Ritort, 2005) han

mostrado de manera directa la existencia de estas dos temperaturas, que parece

ser una caracteŕıstica común a los sistemas v́ıtreos a muy bajas temperaturas. En

los vidrios de Coulomb los grados de libertad rápidos deben estar localmente equi-

librados a T . Dado que hemos observado, a ráız de nuestras simulaciones, que la

ocupación de sitios está gobernada por Tef , también esperamos la coexistencia de

dos temperaturas caracteŕısticas en nuestros sistemas. En la sección 4.5 analizare-

mos la extensión del teorema de fluctuación-disipación fuera del equilibrio para el

caso de los vidrios de Coulomb. Hallaremos un nuevo valor de Tef , y mostraremos

su compatibilidad con la hallada mediante la probabilidad de ocupación de sitios y

la función de distribución de excitaciones.

4.4.1. Dependencia temporal de la temperatura efectiva

Hemos desarrollado un argumento para la dependencia temporal de la Tef en

los vidrios de Coulomb (Somoza et al., 2008). El comportamiento logaŕıtmico en

el proceso de relajación asegura que los sitios ocupados con enerǵıas positivas no

pueden encontrar huecos con enerǵıa negativa a distancias más cortas que rt =

(ξ/2) ln (ν0t). Mediante un argumento similar al empleado para obtener la forma

del gap de Coulomb, esperamos que esta distancia electrón-hueco sea proporcional
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a la distancia t́ıpica entre electrones con enerǵıas positivas. Por lo tanto la función

n(ε− εF) satisface la relación∫ ∞
0

n(ε− εF)d(ε− εF) ≤ 1

r2
t

. (4.5)

Como se puede observar en la figura 4.5, cerca del nivel de Fermi g(ε − εF) es

aproximadamente constante en el rango ε− εF = Tef , por lo que la integral previa es

proporcional a g0Tef . Suponemos que n(ε−εF) está cerca del máximo valor permitido

por la ecuación (4.5), dado que los saltos de electrones, excepto los de distancia muy

corta, cambian significativamente el valor de las enerǵıas de sitio, debido al carácter

de largo alcance de la interacción. En consecuencia, tanto Tef como g0 decrecen

como

g0 ≈ Tef ∝
1

rt
=

2

ξ ln (ν0t)
. (4.6)

Este comportamiento se satisface de manera bastante aproximada en nuestras si-

mulaciones numéricas. En la figura 4.11 representamos Tef en función de 1/ log t

para los tamaños N = 500, 750, 1000 y 2000, a T = 0,001. Para evitar problemas

con la elección del nivel de Fermi centramos el análisis en los datos de Tef calculados

a partir de las excitaciones largas. Notamos que, incluso a tiempos macroscópicos,

Tef es, al menos, un orden de magnitud mayor que T . Asimismo, se advierte un buen

comportamiento lineal, de acuerdo con nuestras previsiones teóricas. La dependencia

de Tef con el tamaño de las muestras es sistemática. Las cuatro curvas presentadas

son aproximadamente paralelas, desplazadas en una cantidad proporcional a 1/L,

donde L es la dimensión lateral de las muestras, igual a
√
N . En la gráfica 4.12

representamos la inversa del corte rc de las ĺıneas de ajuste con el eje horizontal, en

función de 1/L. Estos datos se ajustan muy bien a una ĺınea recta que pasa por el

origen, con una pendiente α del orden de la unidad. Por ello

Tef ∝
1

rt
− α

L
. (4.7)

En todas las figuras en las que hemos presentado los valores de Tef correspon-

dientes a la ocupación de sitios, hemos seleccionado la enerǵıa de Fermi como la
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Figura 4.11: Representación de Tef en función de 1/ log t para los tamaños

N = 500, 750, 1000 y 2000. La ĺınea horizontal corresponde a la temperatura

real T = 0,001.

semisuma de las enerǵıas más alta de un sitio ocupado y más baja de uno desocu-

pado, correspondientes al estado fundamental. No obstante, podemos seleccionar

otras definiciones alternativas. Se puede escoger el nivel de Fermi como cero, o co-

mo la semisuma de las enerǵıas más alta de un sitio ocupado y más alta de uno

desocupado, pero referidas ahora a cada instante de tiempo. Las tres definiciones

debeŕıan coincidir en el ĺımite de tamaño infinito.

Hemos estudiado la influencia del tamaño para el cálculo de Tef , y se observa

que en los tamaños considerados en nuestras simulaciones los criterios escogidos

para la selección del nivel de Fermi no convergen. Para ello, hemos aplicado el

cálculo de la temperatura efectiva al caso de equilibrio, mediante el empleo de las

configuraciones de más baja enerǵıa. El procedimiento consiste en construir la DFD

en equilibrio, y después integrar numéricamente la cola de dicha distribución. A

partir de la integral numérica se puede determinar el valor de Tef a través de la

ecuación (4.4). En teoŕıa, los cálculos debeŕıan ofrecer valores muy cercanos a T
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Figura 4.12: Representación de 1/rc en función de 1/L. La dependencia de

ambas magnitudes es, con muy buen acuerdo, lineal.

para todos los datos. Aunque este estudio está relacionado con las propiedades de

equilibrio, se ha incluido en este caṕıtulo porque es en los procesos de relajación

donde hemos analizado en profundidad el efecto de las diferentes elecciones del

nivel de Fermi. En la gráfica 4.13 representamos el cálculo de Tef en función de 1/L

para los tres criterios señalados, a T = 0,01. La ĺınea horizontal representa el valor

de T . De todos los criterios seleccionados, el asociado al nivel fundamental es el

más consistente, pues la dispersión de los datos es menor y el ajuste a la DFD en

todos los casos es más cercano al teórico, según hemos comprobado. La selección

de la enerǵıa de Fermi como cero resulta un inconveniente, pues los sistemas que

consideramos son aún de tamaño pequeño, lejos del ĺımite macroscópico. El criterio

mediante las enerǵıas de sitio a cada tiempo de relajación es el que presenta un

peor comportamiento, dado que los datos quedan lejos de una convergencia hacia

el valor de T conforme aumenta el tamaño, según se desprende de la gráfica 4.13.

Es por ello que la mayoŕıa de nuestras simulaciones incluye el criterio asociado al
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nivel fundamental.

Figura 4.13: Tef en función de 1/L en equilibrio para tres distintas elec-

ciones del nivel de Fermi. Los datos que mejor se ajustan a las previsiones

teóricas corresponden a la elección como semisuma de la última enerǵıa de

sitio ocupada y la primera vaćıa, correspondientes al estado fundamental

(ćırculos).

4.5. Teorema de fluctuación-disipación

La existencia de una temperatura efectiva en vidrios fue propuesta a principios

de la década de 1980 por Sompolinsky y Zippelius (1982) en el contexto de vidrios

de esṕın. Su estudio teórico reflejaba por primera vez la violación del teorema de

fluctuación-disipación por los sistemas v́ıtreos. Con el paso de los años, la extensión

del teorema de fluctuación-disipación a la dinámica del no equilibrio fue un obje-

tivo principal en el estudio de estos materiales. Trabajos relativamente recientes

de Cugliandolo y colaboradores (1997) y otro más próximo de Garriga y Ritort

(2005) han logrado extender de manera teórica dicho teorema para caracterizar la
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termodinámica de los vidrios de esṕın en los procesos de relajación y en estado esta-

cionario. La extensión a los vidrios de Coulomb es inmediata, en tanto en cuanto

el modelo es mapeable a uno de vidrios de esṕın de largo alcance con intercambio

de espines. La generalización del FDT nos servirá para probar la consistencia en el

cálculo de Tef obtenida a través de la probabilidad de ocupación y las excitaciones

largas, respectivamente.

El teorema de fluctuación-disipación cuantifica la equivalencia de las fluctua-

ciones espontáneas de un sistema en equilibrio con la evolución a dicho estado

cuando el sistema es desplazado levemente de él. Es necesario aplicar una pertur-

bación por medio de un campo externo, tal que el sistema se encuentre dentro del

rango de respuesta lineal, lo que implica que la función respuesta del sistema no de-

penda del campo. Supongamos que un sistema t́ıpico se puede modelar a través de

un hamiltoniano H, que perturbamos mediante la aplicación de un campo externo

f . El cambio en el hamiltoniano viene dado por

∆H = −fX, (4.8)

donde X representa nuestro observable, variable conjugada de f , de modo que el

producto de ambos tiene dimensiones de enerǵıa. El régimen de respuesta lineal

implica que

〈X(t)〉 = X0 +

∫ t

−∞
R(t, t′)f(t′)dt′. (4.9)

Aqúı, X(t) es la respuesta total del sistema, que en la expresión anterior está pro-

mediada para diferentes muestras del sistema considerado. X0 es el valor de X en

equilibrio. La función R(t, t′) = R(t− t′), llamada susceptibilidad, es independiente

de f en este régimen. 〈X(t)〉 depende de todos los instantes anteriores a t. Si la

aplicación del campo es instantánea se cumple que f(t′) = fδ(t − t′), de donde se

deduce que (Chandler, 1987)

R(t− t′) = −β∂C(t− t′)
∂t

. (4.10)

La variable β es igual a 1/kBT . C(t − t′) es la función de correlación temporal de

la variable X, que viene dada, en virtud de la ecuación (1.18), por

C(t− t0) = 〈X(t)X(t0)〉 − 〈X(t)〉 〈X(t0)〉 , (4.11)
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donde t0 es el tiempo a partir del cual se mide la correlación. Si sustituimos la

ecuación (4.10) en la (4.9) y suponemos que el campo es una función escalón aplicada

en t tenemos que

〈∆X(t)〉 = 〈X(t)〉 −X0 = −βfC(t). (4.12)

Bajo las premisas anteriores, se obtiene una sencilla relación entre la respuesta

dinámica del sistema y la correlación en equilibrio. La representación de 〈∆X(t)〉

frente a C(t) es una ĺınea recta de pendiente −βf , a partir de la cual resulta trivial

determinar el valor de T .

Es posible generalizar el teorema de fluctuación-disipación aún cuando el sistema

se encuentra fuera del equilibrio. Las condiciones necesarias son que el sistema se

encuentre en un régimen caracterizado por pequeños flujos termodinámicos y que

la aplicación del campo f desplace lo mı́nimo posible esta situación. En analoǵıa

con la expresión (4.9) obtenemos

〈∆X(t, tw)〉 = 〈X(t, tw)〉 − 〈X0(t, tw)〉 =

∫ tw

−∞
R(t, t′)f(t′)dt′. (4.13)

〈X0(t, tw)〉 es el equivalente a X0 de la ecuación 4.12, y se corresponde con los

valores de la variable X en ausencia de campo externo f . 〈X(t, tw)〉 representa

el valor del observable en presencia del campo. tw es el tiempo de espera del sis-

tema antes de aplicar la perturbación externa. La función susceptibilidad depende

ahora expĺıcitamente de los tiempos t y t′. En la subsección 1.3.3 mostramos las

generalidades sobre el estudio teórico de Cugliandolo et al. (1997), acerca de la

extensión del teorema de fluctuación-disipación fuera del equilibrio para sistemas

en relajación y en estado estacionario. La información más relevante del problema

puede obtenerse de su representación gráfica de 〈∆X(t, tw)〉 frente a C(t, tw), tal

y como se presentó la figura 1.1. En esta sección, hemos cambiado el nombre de

la función respuesta total por comodidad. La desviación del comportamiento ideal

se traduce en la existencia de dos pendientes bien diferenciadas, proporcionales a

−1/T y −1/Tef , respectivamente.

En nuestras simulaciones, escogemos la perturbación del hamiltoniano H de la



4.5 Teorema de fluctuación-disipación 119

siguiente manera

∆H = −
∑
i

fniφ
′
i = −fX, (4.14)

donde φ′i es un nuevo potencial de sitio aleatorio, totalmente descorrelacionado de

las variables ni. La magnitud del campo externo es f . Los datos presentados en

este caṕıtulo se refieren únicamente al caso de relajación. En la subsección 5.3.1

se presentarán los datos para sistemas que han alcanzado el estado estacionario

mediante la aplicación de un campo eléctrico externo, E . En todos los casos hemos

considerado que el potencial de desorden aleatorio de las muestras, φi, es estricta-

mente cero, y el desorden de las muestras es únicamente posicional. Los resultados

que mostramos están en consonancia con los obtenidos por Grempel (2004).

Para obtener una extensión del teorema de fluctuación-disipación debemos llevar

a cabo dos simulaciones distintas para el mismo sistema. En ambas se ha empleado

el algoritmo de Tsigankov et al. (2003). Primeramente tratamos con el caso f = 0

y medimos la correlación electrónica asociada a la variable X como función de dos

tiempos, a partir de tw. Si tenemos en cuenta la ecuación 4.11, esta función viene

dada en nuestro caso por

C(t, tw) =

〈∑
i

ni(t)φ
′
i

∑
j

nj(tw)φ′j

〉
−

〈∑
i

ni(t)φ
′
i

〉〈∑
j

nj(tw)φ′j

〉
. (4.15)

Dado que los φ′i están descorrelacionados de las variables ni, pueden extraerse de

los promedios en la expresión anterior. Teniendo en cuenta que 〈φ′i〉 = 0, y que

〈(φ′i)2〉 = W 2/12 en virtud de la expresión del momento de inercia de una barra

unidimensional extendida de−W/2 aW/2, la expresión para la correlación se reduce

a

C(t, tw) =
W 2

12

〈∑
i

ni(t)ni(tw)

〉
. (4.16)

La variable W representa la amplitud del desorden diagonal, tal y como se definió en

el caṕıtulo 1. Por otro lado, debemos realizar las simulaciones para el caso f 6= 0 y

medir la respuesta total del sistema a la perturbación aplicada, 〈X(t, tw)〉, una vez

se ha conectado el campo, suponemos que de manera inmediata, en tw. Nuestras

gráficas se basan en la representación de 〈∆X(t, tw)〉 frente a C(t, tw) divididas por
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el valor de la correlación C0, correspondiente al instante de conexión del campo.

Es necesario ser cuidadoso en la aplicación del campo externo f , cuya magnitud no

debe ser muy grande, para mantener siempre el régimen de respuesta lineal, ni muy

pequeño, para obtener una estad́ıstica razonable. Hemos comentado que, a partir de

los datos de la figura 1.1, podemos observar dos reǵımenes lineales diferenciados, de

pendientes proporcionales a −1/T y −1/Tef . La zona próxima al valor máximo de

la correlación se corresponde con los grados de libertad rápidos, equilibrados a T .

Es esta información la que usaremos para determinar el rango óptimo de f dentro

del régimen lineal, a partir de nuestros datos. Hemos encontrado que los valores de

f mayores que 0,008 se desv́ıan por encima de la recta de pendiente proporcional

a 1/T , en el rango de correlaciones altas. Este hecho indica un comportamiento no

lineal del sistema. Los valores de f mucho menores que 0,008 necesitan demasiada

estad́ıstica para poder ofrecer resultados razonables. Es por ello que se ha escogido

como valor adecuado f = 0,008, cantidad que se mantiene válida para tamaños más

grandes.

En estas circunstancias, podemos representar la magnitud 〈∆X(t, tw)〉/C0, divi-

dida por βf , frente a C(t, tw)/C0, para varios valores de tw. De este modo, la recta

asociada al FDT en equilibrio, que utilizaremos como gúıa, tiene pendiente −1.

En la figura 4.14 representamos las variables anteriores para un sistema de tamaño

500 a T = 0,02 y tres valores distintos de tw. La ĺınea continua recta representa

el FDT en equilibrio. A partir de las curvas resulta complicado extraer de manera

clara una pendiente que se desv́ıe del comportamiento lineal, a la cual asignar un

valor −T/Tef , dado que el sistema se encuentra en estado de relajación continua.

Sin embargo, la información contenida en la gráfica puede confirmar la consisten-

cia del cálculo de Tef mediante otros métodos. En concreto, comparamos el valor

obtenido a partir de la ocupación de sitios. La comparación de ambos cálculos sólo

tiene sentido en un entorno de t = tw. A tiempos mucho más largos los estados

respectivos son lo suficientemente distintos como para obtener medidas de Tef muy

diferentes, y a tiempos menores tratamos con modos del sistema que están casi

relajados. El tiempo es la variable paramétrica en la gráfica 4.14, por lo que hemos
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señalado mediante flechas verticales las abscisas correspondientes a C(tw, tw)/C0 en

cada caso. Las ĺıneas punteadas representan rectas de pendiente −T/Tef , de valores

calculados a través de la ocupación de sitios a tiempo tw. Como puede observarse

para cada curva, en un tramo recto centrado en tw, los valores de la pendiente y

por tanto de Tef son totalmente compatibles.

Figura 4.14: Respuesta total frente a la función de correlación electrónica

normalizadas, en un sistema de tamaño 500 para los tiempos tw = 103

(cuadrados), 104 (ćırculos) y 105 (triángulos). La simulación se extiende

hasta un tiempo total t = 10 tw. Las ĺıneas discontinuas poseen una pen-

diente igual a −T/Tef , calculada a partir de la ocupación de sitios. Sus

valores son −1/0,050, −1/0,035 y −1/0,024, respectivamente.

Para sistemas en relajación resulta, pues, dif́ıcil extraer una medida precisa de Tef

a través de este método, debido a que el sistema no se encuentra en una situación

estacionaria. Por añadidura, la función respuesta total del sistema está sujeta a

mucho ruido. Sin embargo, el estudio del teorema de fluctuación-disipación fuera

del equilibrio constituye una buena herramienta para corroborar la consistencia de

los cálculos. En el caṕıtulo 5 mostraremos los resultados para sistemas en estado
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estacionario, caso en el que śı poseen dos pendientes bien diferenciadas, a partir de

las cuales se pueden determinar los valores de T y Tef de manera más clara.



Caṕıtulo 5

Conductividad

Este caṕıtulo está dedicado al estudio numérico de la conductividad a muy bajas

temperaturas en los vidrios de Coulomb. Como complemento, se analizará también

el caso sin interacción. Nos centraremos en el régimen de conductividad de rango

variable (variable range hopping, VRH). La conductividad en este régimen se ha

estudiado ampliamente de manera experimental (Massey y Lee, 2000; Roy et al.,

2002), pero la conciliación entre teoŕıa y experimentos sigue generando controver-

sia. La importancia del régimen de VRH gana enteros d́ıa a d́ıa, dado que una gran

gama de fenómenos de transporte a muy bajas temperaturas está dominada por él.

Entre ellos, podemos citar el importante fenómeno de la conductividad eléctrica en

las cadenas de ADN, que se presenta como una herramienta esperanzadora para la

detección de posibles mutaciones. En los estudios teóricos asociados (Yu y Song,

2001), se considera la cadena de ADN como un sistema desordenado interactuante

unidimensional. A través de este modelo se puede explicar la dependencia con la

temperatura de la conductividad observada en el λ-ADN (Yu y Song, 2001), por

ejemplo. Entre las aplicaciones más interesantes se encuentran los poĺımeros con-

ductores empleados en las peĺıculas CURIX de rayos X (AGFA, 2010), donde un

poĺımero conductor en el régimen de VRH mantiene la peĺıcula limpia, repeliendo

el polvo y la suciedad.

En primer lugar repasaremos brevemente la dependencia de la conductividad en

función de la temperatura en vidrios de Coulomb, y presentaremos dos herramientas

123
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útiles para su cálculo: la red de resistencias de Miller-Abrahams y la teoŕıa de per-

colación. La región de VRH constituye el foco de nuestras simulaciones numéricas.

Dentro de ella, analizaremos tanto el dominio del régimen lineal como el del no lineal.

El primero de ellos se ha estudiado ampliamente durante años, y ha dado lugar a las

bien conocidas leyes de Mott, para sistemas no interactuantes, y de Efros-Shklovskii

(ES), para sistemas con interacción, que se introdujeron en las ecuaciones (1.21) y

(1.22), respectivamente. Las simulaciones numéricas se centran casi con exclusivi-

dad en el caso 2D y obtienen, por lo general, valores de los parámetros TM y T0,

introducidos en las ecuaciones (1.21) y (1.22), compatibles con la teoŕıa. En cambio,

los experimentos encuentran sendos valores casi un orden de magnitud menores, en

los casos en los que es posible determinarlos. A partir de nuestros cálculos compro-

baremos, en primer lugar, que la conductividad sigue las leyes de Mott y ES dentro

del régimen lineal, y hallaremos los valores para los parámetros TM y T0. Nuestros

resultados ofrecen un valor de TM casi el doble que el determinado por Shklovskii

y Efros de manera teórica (Shklovskii y Efros, 1984). Por su parte, el valor de T0

es, aproximadamente, un 20 % mayor que el obtenido por Nguyen (ver referencia

en Levin et al. (1987)). Para terminar el análisis del régimen lineal, estudiaremos

la relajación hacia el equilibrio de la conductividad en función del tiempo.

Por otro lado, tal y como se argumentó en el caṕıtulo 1, el estudio referente al

régimen no lineal constituye un campo abierto, de modo que un gran peso de nuestro

trabajo se ha dedicado a este último fenómeno. Encontramos que la presencia del

régimen no lineal lleva asociada la existencia de una nueva temperatura efectiva,

Tef . Al igual que en las simulaciones de relajación, es posible determinar su valor

a través de la probabilidad de ocupación de sitios, la densidad de excitaciones y

mediante la extensión del teorema de fluctuación-disipación (FDT). Para sistemas

que se encuentran en estado estacionario, el tercer método resulta más efectivo

que para sistemas en relajación, como veremos. Todo ello nos llevará a modelar la

conductividad en este régimen mediante el empleo de Tef . Por último, analizaremos

el intercambio energético entre la muestra y el baño térmico en el régimen no lineal.

Encontramos que la potencia absorbida por el sistema es una función que depende
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de T y Tef , y proponemos una expresión que funciona mejor que la que se suele

emplear. A través de dicha expresión, el modelo de electrones calientes (hot electron

model) representa relativamente bien el comportamiento de σ en función de Tef

dentro del régimen no lineal.

Nuestros datos se han obtenido, mayoritariamente, a partir de simulaciones de

Monte Carlo en sistemas bidimensionales. Solamente en el estudio de la ley de ES se

han realizado cálculos tanto en dos como en tres dimensiones. El algoritmo empleado

en todas las simulaciones ha sido el de Tsigankov et al. (2003). El código de los

programas ha sido convenientemente paralelizado para el empleo de MPI (Message

Passing Interface). Los tiempos totales de simulación que se han alcanzado son

variables y dependen del tipo de simulación efectuada. Para el caso de la relajación

de la conductividad se ha llegado hasta 106 pasos de Monte Carlo, que constituye

el valor máximo que hemos considerado. En los cálculos de la conductividad en

función de la temperatura, tanto en el régimen lineal como fuera de él, el tiempo

de simulación ha de ser suficiente para alcanzar un régimen estacionario.

Las unidades empleadas son las mismas que las descritas al comienzo del caṕıtulo

3. Las muestras se escogen nuevamente cuadradas, de dimensión lateral L, con un

número de sitios variable entre 500 y 8000. La configuración inicial de las muestras se

ha escogido siempre aleatoria. El modelo empleado para simular la conductividad

se basa en la aplicación de un campo eléctrico en una dirección fija, en nuestro

caso la dirección horizontal −ûx. El producto de las cantidades Exi, donde xi es

la componente horizontal del vector de posición de la impureza i-ésima y E es el

módulo del campo eléctrico aplicado, tiene dimensiones de enerǵıa. Con todo esto,

el hamiltoniano que describe al sistema es

H =
∑
i

φini +
∑
i<j

(ni −K)(nj −K)

rij
+
∑
i

Exi. (5.1)

El significado de las variables se introdujo convenientemente en la sección 1.3. Como

en las simulaciones previas, hemos implementado condiciones de contorno periódi-

cas. La magnitud relevante en el cálculo de la conductividad es el centro de masas de

los electrones, que calculamos en nuestras simulaciones. A partir del desplazamiento
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por unidad de tiempo de dicha magnitud determinaremos el valor de σ.

5.1. Conductividad en vidrios de Coulomb

Una manifestación importante del gap de Coulomb es la dependencia particular

de la conductividad con la temperatura, como ya vimos en la sección 1.4. Nuestro

régimen de principal interés es el de VRH, al que dedicaremos el grueso de las simu-

laciones numéricas del caṕıtulo, como hemos dicho. Su dominio se corresponde con

la región E de la figura 1.2. Conviene recordar que la conductividad en este régi-

men es de tipo activado entre impurezas que se encuentran alejadas espacialmente,

donde la distancia t́ıpica de salto disminuye conforme aumenta la temperatura. En

las secciones siguientes se analizará la conductividad dentro del régimen lineal para

sistemas con y sin interacción, pero antes discutiremos dos herramientas útiles para

el estudio de la conductividad: la red de resistencias de Miller-Abrahams y la teoŕıa

de percolación.

5.1.1. Red de resistencias de Miller-Abrahams

Un cálculo muy importante en sistemas que se encuentran en el régimen de

conductividad por saltos corresponde a la probabilidad por unidad de tiempo de

que se produzca una transición electrónica entre dos impurezas. Esta probabilidad

es la base que utilizamos para establecer un procedimiento dinámico en nuestras

simulaciones, y su expresión se introdujo en las ecuaciones (2.15) y (2.16). Como

siempre, suponemos que la posición del electrón coincide con la de la impureza y

que no puede haber más de un electrón por cada una de ellas, debido a la gran

repulsión electrónica. Por esto, el análisis se reduce a calcular la probabilidad por

unidad de tiempo de que un electrón efectúe un salto del sitio ocupado i al j, que

suponemos desocupado. Para reproducir la idea original de Miller y Abrahams con-

sideramos un semiconductor compensado en el régimen de conductividad por saltos

correspondiente a la región D o E de la figura 1.2. La compensación crea part́ıculas

cargadas con diferentes enerǵıas de sitio debido a la variación de los potenciales lo-
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cales, producidos por el resto de cargas. Suponemos que el material tiene una baja

concentración de dopantes, lo que se traduce en un pequeño solapamiento de las

funciones de onda de sitios vecinos. En presencia de compensación, los aceptores son

capaces de captar electrones, dejando donadores neutros y donadores ionizados. Es-

to es equivalente a afirmar que tenemos electrones y huecos, según nuestro modelo.

Si un donador está lo suficientemente cerca de un donador ionizado, puede efec-

tuarse una transición mediante efecto túnel. En este proceso se crea o se destruye

un fonón. Es el llamado túnel asistido por fonones. El régimen de conductividad

por saltos es el resultado de una larga serie de dichas transiciones.

A través del cálculo de la interacción electrón-fonón (Shklovskii y Efros, 1984) se

encuentra que la probabilidad por unidad de tiempo de que se produzca una transi-

ción entre los sitios i y j depende exponencialmente de la distancia que los separa,

tal y como queda reflejado en las ecuaciones (2.15) y (2.16). Este hecho proviene

de calcular las funciones de onda aisladas de los electrones ligados a las impurezas

colocadas en un cristal. Si suponemos que el electrón se encuentra suficientemente

lejos del núcleo se puede suponer que la interacción entre ambos es electrostática.

La solución de la ecuación de Schrödinger para el electrón es de la forma

ψ(~r) = un,0(~r)F (~r), F (~r) ∝ e−r/ξ. (5.2)

En esta ecuación, un,0 es una función de Bloch en el fondo de la banda de conducción

(k=0) y F (~r) es una función hidrogenoide. ξ es el radio de Bohr efectivo, que se

corresponde con la longitud de localización. Si aplicamos la regla de oro de Fermi

encontramos que la probabilidad por unidad de tiempo de que un electrón salte de

una impureza a otra depende exponencialmente de la distancia de salto.

Por otro lado, si la transición efectuada aumenta la enerǵıa, la probabilidad de

salto por unidad de tiempo también depende de la diferencia de enerǵıas entre las

configuraciones conectadas por dicha transición. Miller y Abrahams supusieron que

un electrón solo puede interaccionar con una rama acústica de fonones cuya relación

de dispersión es lineal, debido a que las interacciones consideradas constituyen pro-

cesos de bajo intercambio energético. Dado que ha de conservarse la enerǵıa en el

proceso, sólo son válidos los procesos de creación o destrucción de fonones en los que



128 Conductividad

la enerǵıa necesaria es igual a la diferencia de enerǵıas de las dos configuraciones

involucradas en la transición, ∆Eij. Por ello, la probabilidad por unidad de tiempo

es proporcional a la distribución de fonones a la enerǵıa ∆Eij, que es precisamente

la distribución de Bose-Einstein

N(∆Eij) =
1

exp (∆Eij/kBT )− 1
. (5.3)

Cuando T es lo suficientemente baja, la distribución de Bose-Einstein puede apro-

ximarse por la exponencial exp (−∆Eij/kBT ), y la probabilidad de salto por unidad

de tiempo, en este caso, se reduce a la expresión (2.15), que recordamos a conti-

nuación

Γβ,α = Γj,i = τ−1
0 exp (−2rij/ξ) exp (−∆Eij/kBT ). (5.4)

Si la transición se efectúa hacia una configuración de menor enerǵıa, la probabilidad

por unidad de tiempo es independiente de la temperatura y se reduce únicamente

al factor espacial.

Una vez calculada la expresión de Γj,i se puede pensar en calcular la corriente

neta entre dos configuraciones conectadas por el salto de un electrón. Analizamos el

caso no interactuante, y llamamos Iij a la corriente entre los sitios i y j. Planteada

en forma de flujo, su expresión puede escribirse como

Iij = e {f(εi) [1− f(εj)] Γj,i − f(εj) [1− f(εi)] Γi,j} , (5.5)

donde e es la carga del electrón. En la teoŕıa de Miller y Abrahams f(εi) es la

distribución de Fermi-Dirac (DFD) a la temperatura T , y corresponde a la proba-

bilidad de encontrar ocupado el sitio i. El factor 1− f(εj) indica la probabilidad de

que el sitio j se encuentre vaćıo. En ausencia de un campo eléctrico y en equilibrio,

la condición de balance detallado asegura que Iij = 0 para cada par de enlaces. Si el

sistema se encuentra en el régimen de relajación lenta que describimos en el caṕıtulo

4, por lo general se cumple que Iij 6= 0, pero la corriente total del sistema es nula.

Con la aplicación de un campo eléctrico E se produce un desequilibrio entre los

enlaces, y las transiciones se realizan preferencialmente en una de las direcciones.

En esta situación, el valor de ∆Eij en la expresión (2.15) ha de tener en cuenta la
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presencia del campo eléctrico y toma la forma

∆Eij = εj − εi + xiE . (5.6)

Si consideramos que el campo es lo suficientemente pequeño, se puede suponer que

se producen correcciones en las enerǵıas de sitio del sistema y en los potenciales

qúımicos que entran dentro de las funciones f(εi). Llamemos a estas cantidades

δεi y δµi, respectivamente. En estas circunstancias, a partir de la ecuación (5.5)

obtenemos la dependencia

Iij ∝
E
T
. (5.7)

Todo ello llevó a Miller y Abrahams a asociar una resistencia a cada par de sitios

del sistema. Si aplicamos un campo E dentro del régimen lineal, podemos calcular

una resistencia Rij para cada par de sitios si tenemos en cuenta que la corriente

Iij es directamente proporcional cierta diferencia de potencial. Esta relación de

proporcionalidad da lugar a

Iij = Rij(Ui − Uj), (5.8)

donde Ui−Uj se interpreta como la diferencia de potencial asociada a la transición

i → j. Esta cantidad depende del cambio introducido en las enerǵıas de sitio, δεi,

y en los potenciales qúımicos, δµi. La expresión final para Rij (Miller y Abrahams,

1960) es

Rij = R0
ij exp

(
2rij
ξ

+
εij
kBT

)
. (5.9)

Se puede deducir que el factor de enerǵıas εij es de la forma

εij =
(|εi − εj|+ |εi − µ|+ |εj − µ|)

2
, (5.10)

donde µ es el potencial qúımico de la muestra a la temperatura T . El término R0
ij

es un factor que depende del par de sitios involucrados en la transición, pero resulta

una buena aproximación considerarlo como constante, ya que la mayor variabilidad

de la expresión se produce en el factor exponencial.

La deducción para el caso con interacción es similar. Para esta situación, la

corriente Iαβ entre las configuraciones α y β, conectadas por el salto de un electrón,
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es de la forma

Iαβ = PαΓβ,α − PβΓα,β, (5.11)

donde Pα es la probabilidad de encontrar al sistema en la configuración α. Dicha

probabilidad se corresponde con la distribución de Boltzmann a la enerǵıa propia

de la configuración.

A partir del cálculo de la red de Miller-Abrahams se puede considerar el sis-

tema como una red de resistencias interconectadas a la cual se puede calcular la

conductividad por varios métodos. Uno de los más importantes es el método de

percolación.

5.1.2. Percolación

Las primeras aplicaciones de la teoŕıa de Miller y Abrahams consist́ıan en la

determinación de conductividades locales. Estos cálculos fallaban porque ciertas

resistencias del conjunto tomaban valores mucho menores que el resto, afectando

al valor de las magnitudes promediadas. Es por ello que los esfuerzos comenzaron

a derivar hacia el cálculo de la conductividad por percolación (Ambegaokar et al.,

1971; Pollak, 1972), que se ha investido como la teoŕıa más efectiva para obtener

resultados relevantes hasta la fecha. A partir de la ecuación (5.9) podemos definir,

por comodidad

ζij =
2rij
ξ

+
εij
kBT

. (5.12)

Se puede demostrar que la distribución de estos valores para toda la muestra es

aproximadamente uniforme (Pollak y Ortuño, 1985). Esto implica una distribución

exponencial de las resistencias asociadas a cada par de sitios. Es posible modelar

la conductividad en vidrios de Coulomb como la de una red de resistencias inter-

conectadas donde cada una de ellas toma el valor dado por la ecuación (5.9). El

procedimiento base del método de percolación consiste en conectar las resistencias

menores que una dada. El cálculo implica encontrar el valor cŕıtico de las ζij, que

llamaremos ζc, para el cual existe una red infinita de sitios interconectados. La re-

sistencia de la muestra estará dominada por los enlaces en los que ζij sea cercano
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al umbral de percolación. Las resistencias que cumplan ζij < ζc forman parte de lo

que llamaremos conjunto cŕıtico. Si consideramos como ĺımite un valor mayor que

ζc, la conductividad seguirá produciéndose de manera efectiva a través de la red

cŕıtica, debido a que la distribución de resistencias es exponencial. Por lo tanto, la

conductividad en el sistema se regirá por el valor de las resistencias más grandes

dentro del conjunto cŕıtico

σ ∝ exp (−ζc). (5.13)

Es posible pensar en las limitaciones de la teoŕıa de percolación para el cálculo

de σ, dado que se espera que en tamaños lo suficientemente grandes se verifique

la ley de Ohm. Esto equivale a suponer que surgen nuevos caminos de conducción

relevantes como consecuencia del aumento de tamaño del sistema. De manera cua-

litativa, en dos dimensiones y para un sistema aproximadamente cuadrado, al tener

tamaños más grandes se obtiene un camino de percolación mucho más complicado,

de naturaleza casi fractal. El precio que se paga por conectar más resistencias en

serie se compensa con los nuevos caminos que surgen en paralelo. En estos sistemas

se encuentra que la teoŕıa de percolación sigue siendo válida para tamaños grandes.

En el caso tridimensional śı se verifica con relativa facilidad la ley de Ohm, donde

la resistencia del sistema, R, sigue una ley del tipo

R ∝ Rl
ld−2

Ld−2
. (5.14)

Aqúı, Rl es la resistividad de la muestra y l es cierta longitud a partir de la cual

el sistema es aproximadamente homogéneo. La dimensión de la muestra es d = 3.

En el apartado 5.2.2 tendremos presente estas consideraciones para el cálculo de la

conductividad en 3D dentro del régimen lineal.

5.2. Conductividad en el régimen lineal

Esta sección está dedicada al estudio de la conductividad por saltos dentro del

régimen de VRH cuando la respuesta del sistema ante la aplicación de un campo

eléctrico E es lineal. Nuestras simulaciones numéricas abordan el problema tan-

to en ausencia como en presencia de interacciones. Comprobaremos que los datos
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obtenidos están en concordancia con las leyes de Mott y Efros-Shklovskii en 2D,

respectivamente, una vez que hayamos derivado sus expresiones de manera teórica.

En tres dimensiones analizaremos únicamente la ley de ES. Para este caso, mediante

el estudio de un modelo de resistencias aleatorio, encontramos que es necesario tener

en cuenta un factor extra dependiente de la temperatura, de la forma T ν/2, donde

ν es cierto exponente que proviene del cálculo de percolación. La representación

gráfica de σT 1−(ν/2), en escala logaŕıtmica, frente a T−1/2 sustituirá a la estándar de

σT , en la misma escala, frente a T−1/2 que se suele emplear en sistemas bidimensio-

nales. Con esto, logramos un buen acuerdo con los resultados teóricos. Finalmente,

estudiaremos de manera breve la relajación de la conductividad hacia el equilibrio.

5.2.1. Ley de Mott

En primer lugar deduciremos la expresión para la conductividad en el régimen

de VRH en ausencia de interacciones. El argumento original fue desarrollado por

Mott (1968). En este problema, la densidad de estados de una part́ıcula es constante

en todo el rango de enerǵıas limitado por la amplitud del desorden, W . Tal y como

se ha hecho en toda esta memoria, llamaremos g0 a dicho valor constante, cuyo valor

es 1/W . Consideremos una franja de enerǵıa de anchura ∆E en torno al nivel de

Fermi, lo suficientemente estrecha como para considerar que los estados dentro de

la banda se encuentran lo suficientemente lejos unos de otros. El número de estados

con una diferencia de enerǵıas ∆E es

N(∆E) = 2g0∆E. (5.15)

Por su parte, la separación media entre sitios, r, es de la forma [N(∆E)]−1/d, donde

d es la dimensión del sistema. Si empleamos este resultado en la ecuación anterior

podemos hallar una expresión de ∆E en función de r de la forma

∆E =
K

rd
, (5.16)

donde K = b/2g0, y b es una constante. A continuación, minimizaremos la expresión

de la resistencia entre dos sitios dada por la ecuación (5.9). A tal efecto, diferen-

ciamos Rij con respecto a r. Suponemos que rij = r y εij = ∆E para cada par
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de sitios dentro de la banda de enerǵıa considerada. El valor de r que minimiza la

expresión, rh, es de la forma

rh =

(
C

T

) 1
d+1

. (5.17)

Aqúı, C = Kd/(2α), donde α = 1/ξ, que es la inversa de la longitud de localización.

Si sustituimos el valor de rh de nuevo en la ecuación (5.9) y denominamos RVRH

a la expresión que resulta para la resistencia, obtenemos

RVRH ∝ exp

(
TM

T

) 1
d+1

, (5.18)

donde hemos hecho T
1/(d+1)
M = 2α[(d + 1)/d]C1/(d+1). Esta es la resistencia t́ıpica

en el régimen de VRH no interactuante. Si tenemos en cuenta este resultado, es

posible determinar de manera directa la dependencia de σ con T

σT γM ∝ exp

[
−
(
TM

T

) 1
d+1

]
, (5.19)

que es la expresión para la ley de Mott. En ella, γM es un coeficiente que depende

de la dimensión del sistema. En 2D, se puede determinar mediante cálculos de per-

colación que γM = 1. Este último método resulta óptimo para los cálculos en dicha

dimensión. Para el caso en 3D, se puede intuir que γM 6= 1. Mediante la aproxi-

mación por un modelo de resistencias aleatorias se puede encontrar que γM < 1 en

tres dimensiones, tal y como analizaremos en el caso interactuante. La dependencia

de σ con T de la ecuación (5.19) se puede determinar por otros métodos. Por ejem-

plo, mediante el empleo de las leyes de Kirchhoff, a través de la red de resistencias

de Miller-Abrahams.

Si llevamos, por último, el valor de C a la ecuación (5.17) obtenemos la expresión

de la distancia t́ıpica de salto en función de la temperatura

rh =
d

2α(d+ 1)

(
TM

T

) 1
d+1

. (5.20)

El argumento general seguido en esta subsección muestra la dependencia de σ con

T , pero a partir de él no podemos hallar el valor de TM. Efros y Shklovskii (1984)

determinaron el valor teórico de TM, siguiendo el argumento original de Mott (1968).
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Su valor viene dado por

TM =
βM

κg0ξd+1
, (5.21)

donde βM es un coeficiente numérico y κ es la constante dieléctrica del medio.

Otros estudios teóricos (Levin et al., 1987) hallaron valores similares para dicha

expresión. En dos y tres dimensiones Efros y Shklovskii hallaron un valor numérico

de βM igual a 13,8 y 21,2, respectivamente, basándose en los resultados previos de

Skal y Shklovskii (1975).

En nuestras simulaciones hemos realizado el cálculo correspondiente a la ley de

Mott en dos dimensiones. Por lo general, los cálculos numéricos previos verifican

la ley, y proporcionan valores de TM en consonancia con las previsiones teóricas.

En una de las simulaciones modernas importantes sobre la materia, Tsigankov y

Efros (2002) verificaron la ley de Mott en un modelo de red bidimensional y obtu-

vieron βM = 13,0. El cálculo también se realizó para el modelo con interacción, y

volveremos a él cuando analicemos la ley de ES en el apartado siguiente.

Nuestros datos se han obtenido mediante el cálculo de la conductividad una

vez que se ha alcanzado un régimen estacionario, para varias temperaturas. El

procedimiento para determinar σ implica el cálculo del desplazamiento del centro

de masas de los electrones por unidad de tiempo, cantidad que es proporcional a

la conductividad. Para ello hemos aplicado un campo eléctrico E que proporcione

un valor de σ dentro del régimen lineal. Operacionalmente, tal y como se verá en

el apartado 5.3, un rango adecuado para delimitar el régimen lineal es E ≤ T/20,

que se verificará mediante el cálculo de una temperatura efectiva (Tef) asociada

al comportamiento no lineal. Identificaremos el régimen lineal cuando Tef ' T .

El número de muestras empleadas en nuestros programas vaŕıa de 2000 a 10000.

Los promedios más grandes corresponden a las situaciones de temperaturas altas y

campos eléctricos pequeños, respectivamente.

En la figura 5.1 presentamos los datos asociados a la ley de Mott en dos di-

mensiones para un sistema de tamaño 2000 con desorden posicional, a diferencia

de las simulaciones previas de Tsigankov y Efros (2002), que consideran un mode-

lo de red. En concreto, representamos σT en escala logaŕıtmica frente a 1/T 3. La
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temperatura se encuentra dentro del rango 0,04 ≤ T ≤ 0,3. El error de los datos

se calcula a partir de la desviación estándar de la conductividad de las muestras, y

es del orden del tamaño del punto. Se observa que la dependencia lineal es buena

en todo el rango de T considerado. Para temperaturas mayores se debe producir

un cruce a una ley del tipo activado, tal y como se refleja en numerosos estudios

experimentales (Ladieu et al., 1996). En nuestros cálculos no hemos simulado un

rango de temperaturas que permita observar dicho fenómeno. A partir del ajuste

lineal de los datos de la figura 5.1, representado por la ĺınea recta, extraemos un

valor TM = 45,7± 0,1, del cual hallamos βM = 22,9± 0,05, en virtud de la ecuación

(5.21). El error determinado es únicamente estad́ıstico. A pesar de que hemos sido

cuidadosos en los cálculos, errores sistemáticos como los efectos de tamaño finito o

la ausencia de un régimen estacionario puro podŕıan aumentar el error de la medida

obtenida. La presencia de un régimen no lineal también podŕıa afectar a dicho valor.

Figura 5.1: Dependencia de la conductividad con la temperatura para un

sistema no interactuante de tamaño 2000 en dos dimensiones. La ĺınea recta

representa el ajuste de la ley de Mott a los datos, dentro el rango 0,04 ≤ T ≤

0,3. A partir del valor de la pendiente determinamos que βM = 22,9± 0,05.
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Como se puede apreciar, el valor de βM es casi el doble que el calculado por

Tsigankov y Efros (2002). Dos comentarios deben hacerse en torno a este punto.

El primero es que las pendientes obtenidas por las rectas de ajuste de la ley de

Mott son bastante similares en ambas simulaciones. En nuestra situación, el cálculo

proporciona un valor T
1/3
M = 3,57, mientras que Tsigankov y Efros obtuvieron T

1/3
M =

3,0 (no podemos determinar el error de este último). La potencia cúbica es la que

provoca la discrepancia aparente entre los datos. La precisión en el cálculo de la

conductividad es dif́ıcil de lograr para la ley de Mott, y se necesita un amplio rango

de temperaturas para una buena determinación de las magnitudes de interés. El

segundo comentario hace referencia al ajuste de los datos de Tsigankov y Efros. A

partir del análisis de su trabajo se puede comprobar que el comportamiento de σT

en escala logaŕıtmica frente a 1/T 3 no es completamente lineal en todo el rango

de temperaturas considerado, y se puede apreciar concavidad en la curva. Aun aśı,

el ajuste se realizó con todos los puntos, lo que lleva al valor de βM = 13,0. Con

todos estos argumentos resulta razonable asumir que nuestros datos representan

adecuadamente la ley de Mott en dos dimensiones.

Aunque el intervalo de temperaturas que hemos seleccionado abarca más de un

orden de magnitud, se ha escogido de manera cuidadosa de acuerdo a las limitaciones

de nuestras simulaciones. En la zona de temperaturas altas, la distancia t́ıpica de

salto ha de ser mayor que la distancia de percolación, para mantener el régimen

de VRH. Mediante el análisis de percolación por discos duros, Shklovskii y Efros

(1984) encontraron que el diámetro de percolación, que equivale a la distancia de

percolación en nuestro problema, es muy cercano a 2. Si usamos la ecuación (5.20)

para la distancia de salto t́ıpica a T = 0,3, y empleamos nuestro valor de TM

hallado, encontramos que rh es muy próximo a 2. Por esta razón, el valor superior

T = 0,3 puede considerarse como ĺımite. En la zona de temperaturas más bajas

debemos garantizar que la distancia t́ıpica de salto sea bastante más pequeña que

las dimensiones del sistema, en concreto que L/2, para evitar efectos de tamaño

finito. En nuestro sistema de tamaño 2000 tenemos L/2 = 22,4. Si aplicamos de

nuevo la expresión (5.20) para T = 0,04 obtenemos rh = 3,5, que entra dentro del
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rango de operación razonable. No se han calculado datos para temperaturas más

bajas, dado que en esas circunstancias no logramos alcanzar el régimen estacionario.

5.2.2. Ley de Efros-Shklovskii

Efros y Shklovskii modificaron el argumento de Mott para el estudio de la con-

ductividad en los sistemas interactuantes (Shklovskii y Efros, 1984). La esencia del

cálculo es la misma que en el caso sin interacción. Únicamente hay que tener en

cuenta que la DOS es ahora de la forma

g(ε) ∝ |ε− εF|d−1, (5.22)

tal y como se introdujo en la ecuación (1.14). Si calculamos el número de estados

en un entorno ε0 alrededor del nivel de Fermi obtenemos

N(ε0) ∝
∫ ε0

−ε0
|ε− εF|d−1d(ε− εF) ∝ εd0. (5.23)

Por analoǵıa con el argumento de Mott, la diferencia de enerǵıas, que seguiremos

llamando ∆E, es de la forma

∆E ∝ 1

r
. (5.24)

Podemos efectuar los mismos cálculos que en el caso no interactuante, y encontramos

que la resistencia t́ıpica dentro del régimen de VRH es ahora

RVRH ∝ exp

(
T0

T

) 1
2

, (5.25)

donde T0 es, en esta ocasión, el parámetro caracteŕıstico. De este modo, la conduc-

tividad satisface una relación de la forma

σT γ ∝ exp

[
−
(
T0

T

) 1
2

]
, (5.26)

que constituye la expresión para la ley de Efros-Shklovskii, cuyo exponente es in-

dependiente de la dimensión. γ es, nuevamente, un parámetro que depende de la

dimensión del sistema. En 2D se deduce que γ = 1, al igual que en la ley de Mott.

El caso tridimensional se analizará en el siguiente subapartado, donde obtendremos

un valor de γ < 1.



138 Conductividad

La distancia t́ıpica de salto, rh, es, en este caso, de la forma

rh =
1

4α

(
T0

T

) 1
2

. (5.27)

El argumento general aplicado al caso con interacción desprecia las correlaciones

entre electrones y el mı́nimo de la densidad de estados en el nivel de Fermi para

temperaturas distintas de cero, por lo que no puede considerarse del todo correcto.

Del mismo modo que en la ley de Mott, el argumento anterior no permite dilu-

cidar de manera directa el valor de T0. Los cálculos de Efros y Shklovskii (1984)

muestran una dependencia del tipo

T0 =
β0e

2

κξ
. (5.28)

Asimismo, estos autores determinaron que el valor de β0 en tres dimensiones era 2,8

(Shklovskii y Efros, 1984). En 2D, Nguyen (ver referencia en Levin et al. (1987))

halló un valor de β0 igual a 6,5.

Al igual que en el apartado anterior, hemos calculado los datos para conductivi-

dad en el régimen lineal en dos dimensiones, esta vez para un sistema interactuante.

El tamaño es 2000 y el rango de temperaturas considerado, 0,05 ≤ T ≤ 0,9. En

la figura 5.2 representamos σT en escala logaŕıtmica frente a T−1/2. Los errores se

calculan, nuevamente, a través de la desviación estándar de la conductividad de las

muestras. La dependencia lineal es buena, salvo en el rango de altas temperaturas.

Sin embargo, como argumentaremos a continuación, la ley de ES sólo se cumple

para valores de T menores que 0,4, aproximadamente, por lo que el rango de ajuste

de los datos corresponde a los valores 0,05 ≤ T ≤ 0,3. A través de dicho ajuste

lineal, representado por la ĺınea recta, obtenemos un valor β0 = 7,6 ± 0,03. Dicho

valor difiere en casi un 20 % del predicho por la teoŕıa, y del valor hallado por

Tsigankov y Efros (2002) en sus simulaciones numéricas en el modelo de red. No

obstante, nuestros datos están en consonancia con los de Voje (2009), que obtiene

β0 = 7,3 para un modelo de red en 2D. Como en el caso sin interacción, el error

de β0 que hemos hallado es únicamente estad́ıstico. Aunque se ha prestado especial

cuidado, fenómenos como los efectos de tamaño finito o la ausencia del régimen o

bien estacionario, o bien lineal, podŕıan afectar al error en la medida.
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Figura 5.2: Dependencia de la conductividad con la temperatura en el

régimen lineal para un sistema interactuante de tamaño 2000 en dos dimen-

siones. La ĺınea recta representa el ajuste de la ley de ES a los datos, dentro

del rango 0,05 ≤ T ≤ 0,3. A partir del valor de la pendiente obtenemos que

β0 = 7,6± 0,03.

El rango de temperaturas para el ajuste de la ley teórica también se ha escogido

de manera cuidadosa en esta ocasión. A temperaturas mayores de 0,4 hemos com-

probado que el gap se encuentra lo suficientemente lleno, por lo que la ley de ES

comienza a fallar, dado que se apoya en la forma de la DOS a T = 0. Además,

si tenemos en cuenta los errores calculados para la variable σ, encontramos que el

coeficiente de χ2 del ajuste lineal de los datos de la gráfica 5.2 no vaŕıa aprecia-

blemente a partir del valor correspondiente a T = 0,3. Este es el ĺımite superior

en temperaturas que hemos considerado. A la temperatura más baja calculada,

T = 0,05, encontramos que rh = 3,06, en virtud de la expresión (5.27). Dicho valor

de T constituye un ĺımite inferior muy razonable. A temperaturas más bajas no

hemos conseguido alcanzar el régimen estacionario.

Los resultados obtenidos mediante simulación numérica son dif́ıciles de comparar
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con los experimentos, tanto para la ley de Mott como para la de ES. En casi todas

las situaciones experimentales se puede observar un buen comportamiento lineal del

mismo tipo que el mostrado en nuestras gráficas. Sin embargo, a nivel general, la

determinación de βM y β0 no resulta accesible de manera experimental. La razón

es que dependen de variables como ξ o g0, magnitudes que son dif́ıciles de medir

en la mayoŕıa de sistemas considerados. En las situaciones en las que es posible

determinar sus valores, se produce una evidente discrepancia con las simulaciones.

Por lo general, los resultados experimentales revelan unos valores de βM y β0 menores

que los teóricos. Esto puede deberse a la ausencia de transiciones multielectrónicas

en el cálculo de la conductividad.

Ley de Efros-Shklovskii en tres dimensiones

Un método adecuado para determinar, en 3D, el prefactor de la forma T γ mostra-

do en la ecuación (5.26), consiste en considerar al sistema como una red de resisten-

cias aleatorias, tal y como comentamos previamente. Supongamos, a ráız de los

cálculos del apartado anterior, que la conductividad está gobernada por resisten-

cias del tipo

Ri ∝ exp
(ai
T

) 1
2
, (5.29)

donde {ai} es un cierto conjunto de variables. Podemos considerar que la red de

resistencias de nuestro sistema que contribuye a la conductividad está formada por

un conjunto de resistencias aleatorias

Ri = R0 exp (ωxi), (5.30)

donde xi ∈ [0, 1]. En esta expresión, ω está relacionado directamente con el factor

1/
√
T . Dado que la distribución es exponencial, para valores ω � 1 podemos supo-

ner que las resistencias más grandes llevan una corriente despreciable, y se pueden

eliminar del conjunto sin que la resistencia total del sistema se vea afectada. Una

aproximación a la resistencia total podŕıa obtenerse, como en el caso bidimensional,

mediante percolación. Consideramos únicamente las resistencias con xi < xc, donde

xc constituye el umbral de percolación. De este modo habrá un único camino de
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conducción y la resistencia total del sistema se podrá aproximar por la mayor de

las resistencias en serie que forman el camino, que llamaremos resistencia cŕıtica.

Su expresión vendrá dada por

Rc = R0 exp (ωxc). (5.31)

Esta aproximación falla, dado que para tamaños lo suficientemente grandes debe

verificarse la ley de Ohm, y la resistencia del sistema vendrá determinada por la

ecuación (5.14).

Para mejorar la aproximación vamos a aumentar el conjunto de resistencias

consideradas por encima del umbral de percolación. Esto es, consideramos las re-

sistencias que cumplen xi < x1, con x1 > xc. De este modo, el conjunto total

formará una red interconectada, donde llamaremos λ(x1) a la longitud t́ıpica entre

dos conexiones. La resistencia t́ıpica de cada rama, r(x1), será mayor que Rc, dado

que en la mayor parte de las ramas debe haber resistencias mayores. Para x1 no

muy alejado de xc podemos hacer un desarrollo en serie del tipo

r(x1) = Rc[1 + α1(x1 − xc)
a + · · ·], (5.32)

donde a representa un cierto exponente que no depende de ω, aunque śı dependerán

Rc y el coeficiente del desarrollo α1. Cuando el tamaño de la muestra es L � λ la

conducción es de carácter óhmico, y el valor de la resistencia del sistema es

R(L) = r(x1)
λ(x1)d−2

Ld−2
. (5.33)

Dado que nos encontramos cerca del umbral de percolación podemos considerar que

λ(x1) = c(x1 − xc)
−ν , (5.34)

donde c es una constante y ν es cierto exponente que proviene del cálculo de perco-

lación, que es independiente de la red seleccionada. Ahora debemos buscar el valor

de x1 que minimiza la resistencia R(L) y, por lo tanto, optimiza la conducción. Si

tomamos d = 3 tenemos

dR(L)

dx1

= 0 ⇒ (x1 − xc)
a =

ν

α1(a− ν)
. (5.35)
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Sustituimos este valor en la expresión (5.33) y obtenemos que el valor de la resisten-

cia mı́nima es de la forma

Rmin(L) ∝ Rc

L
α
ν/a
1 . (5.36)

Como ejemplo, podemos realizar el cálculo para una red simple cúbica en 3D

con un modelo de enlaces. En ella, el umbral de percolación es xc = 0,2488 (Lorenz

y Ziff, 1998). Empleamos las unidades R0 = 1 y c = (a−ν)/a. En tres dimensiones,

ν = 0,88 (Stauffer y Aharony, 1992). Si tomamos a = 1, en virtud de la ecuación

(5.36) obtenemos la expresión

Rmin(L) ≈ exp (ωxc)

ων
. (5.37)

Dado que hemos argumentado que ω ∝ 1/
√
T , la dependencia extra en tempera-

turas introducida por nuestra aproximación es del modo T−ν/2. Este hecho, unido a

la dependencia proporcional a T , que se introdujo en la ecuación (5.7), nos lleva a

considerar un prefactor del tipo T (−ν/2)+1 para la expresión de la resistencia, en lugar

de T . Para la conductividad, dicho término es de la forma T (ν/2)−1. Nuestro sistema

es equivalente al sistema tridimensional con modelo de enlaces, por lo que podemos

sustituir el valor ν = 0,88 y hallar la siguiente dependencia en temperaturas para

la expresión de la conductividad

σT 0,56 =∝ exp

(
T0

T

) 1
2

. (5.38)

Las simulaciones de la ley de ES en 3D constituyen un campo aún por explorar.

En los modelos con desorden posicional es dif́ıcil alcanzar tamaños grandes, lo que

deriva en efectos de tamaño finito a bajas temperaturas, dado que las dimensiones

del sistema son comparables a la longitud t́ıpica de salto. Ahora, en tres dimensiones,

L = N1/3, y para un tamaño 2000, que ya resulta costoso de simular, se obtiene

L/2 = 6,3. Por esta razón resulta dif́ıcil obtener un rango amplio de temperaturas.

En los modelos de red, los tamaños de simulación pueden ser un poco más grandes,

pero tienen la limitación de que la distancia de salto ha de ser mucho mayor que

el parámetro de red. Este hecho acorta el rango de temperaturas de estudio, del

mismo modo.
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En nuestras simulaciones hemos calculado los datos correspondientes a la con-

ductividad en el régimen lineal para un sistema de tamaño variable, dentro del

rango de temperaturas 0,02 ≤ T ≤ 1,5. Los datos de temperaturas altas, hasta

0,05, inclusive, se han calculado para un sistema de tamaño 2000. A partir de dicho

valor los efectos de tamaño finito comienzan a cobrar importancia. Es por ello que

para las temperaturas más bajas se ha empleado un sistema de tamaño 8000. Se ha

prestado especial interés en alcanzar un estado estacionario, aśı como en los efec-

tos de tamaño finito a las temperaturas menores. El rango de ajuste de los datos

para obtener la ley de ES está restringido al intervalo 0,02 ≤ T ≤ 0,08, mucho

más reducido que en las simulaciones en 2D. Ello se debe a que, para temperaturas

mayores de 0,08, el gap se encuentra suficientemente relleno. Estos últimos datos

se calcularon con objeto de comprobar el cruce con la ley de Mott y el régimen

activado, pero ninguno de ellos parece cumplirse en el rango considerado.

En la figura 5.3 representamos σT 0,56 en escala logaŕıtmica frente a T−1/2. El

error de los datos se calcula, una vez más, a partir de la desviación estándar de la

conductividad de las muestras, y es del orden del tamaño del punto. La dependencia

lineal en la región de ajuste es muy buena, lo que verifica la validez de la aproxi-

mación mediante la red de resistencias aleatorias discutida anteriormente. La ĺınea

recta representa el ajuste lineal de los datos. A partir de la pendiente obtenemos un

valor β0 = 3,4± 0,02, bastante cercano al propuesto por Shklovskii y Efros (1984),

cifrado en 2,8. El error en β0 es, como en el caso en 2D, únicamente estad́ıstico.

Una vez obtenido β0, podemos analizar la validez del rango inferior de tempe-

raturas considerado. Para un sistema de tamaño 2000 tenemos L/2 = 6,3. En virtud

de la ecuación (5.27), si empleamos nuestro valor calculado de T0, obtenemos que

la distancia t́ıpica de salto a T = 0,05 es igual a 2,1. Dicho valor se aproxima a las

dimensiones del sistema, con lo cual no resulta conveniente realizar simulaciones a

temperaturas más bajas con este tamaño. Sin embargo, para N = 8000 se obtiene

L/2 = 10, dimensiones que son adecuadas para realizar cálculos hasta T = 0,02,

donde obtenemos que la distancia t́ıpica de salto es igual a 3,3. La simulación de

temperaturas aún más bajas resulta una tarea dif́ıcil. A partir de T = 0,02 es
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necesario considerar tamaños mayores de 8000, unido a la necesidad de obtener

tiempos más largos para alcanzar el régimen estacionario.

Figura 5.3: Dependencia de la conductividad con la temperatura para un

sistema interactuante de tamaño 2000 en tres dimensiones. La ĺınea recta

representa el ajuste de la ley de ES a los datos, dentro del rango 0,02 ≤ T ≤

0,08. A partir del valor de la pendiente obtenemos que β0 = 3,4± 0,02.

5.2.3. Relajación de la conductividad

Del mismo modo que analizamos la relajación de la enerǵıa en el caṕıtulo 4,

hemos realizado cálculos para la relajación de la conductividad. El algoritmo em-

pleado en esta ocasión ha sido el de Tsigankov et al. (2003), por lo que los tiempos

alcanzados en las simulaciones son mucho menores que en el caso de la enerǵıa. En

concreto, el tiempo máximo alcanzado es del orden de 106 pasos de Monte Carlo.

En la figura 5.4 representamos la conductividad σ frente a t en escala logaŕıtmica,

para un sistema de tamaño 2000 a T = 0,02. El valor del campo eléctrico es 0,001.

Los datos se han hallado mediante el cálculo numérico de la derivada con respecto
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al tiempo de la variable centro de masas del conjunto de cargas. El procedimiento

seguido consiste en realizar un ajuste multilineal por tramos en toda la curva. A

ráız de la representación se puede inferir que la escala natural para el proceso de

relajación es logaŕıtmica, como en el caso de la enerǵıa, pero no somos capaces de

obtener una ley que proporcione una buena dependencia entre ambas magnitudes.

El principal problema reside en los cortos tiempos de simulación alcanzados. Uno de

nuestros objetivos a corto plazo consiste en la implementación del método de cluster

para el cálculo de la conductividad, con el fin de alcanzar tiempos más largos. Esto

nos permitirá comparar los datos con el grueso del trabajo experimental acerca de

relajación lenta, centrado en el cálculo de la conductividad.

Figura 5.4: Conductividad en función del tiempo en escala logaŕıtmica co-

rrespondiente a un proceso de relajación, para un sistema con N = 2000

y T = 0,02. Los datos muestran que la escala natural de relajación es lo-

gaŕıtmica.
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5.3. Conductividad en el régimen no lineal

En esta sección analizaremos los efectos de la aplicación de un campo eléctri-

co fuera del régimen lineal a nuestro sistema. Los efectos no lineales en el trans-

porte electrónico son especialmente importantes en los vidrios de Coulomb. En

estos sistemas, a muy bajas temperaturas, la presencia de interacciones incrementa

el comportamiento no lineal y puede establecer una temperatura efectiva para los

electrones, de nuevo mayor que la del baño térmico. En esta situación, la conduc-

tancia térmica entre los electrones y los fonones no es suficiente para disipar toda

la potencia eléctrica proporcionada al sistema.

Podemos encontrar un elevado número de estudios acerca de los efectos no linea-

les en sistemas que exhiben un régimen de VRH en presencia del gap de Coulomb.

Por el contrario, no hay una teoŕıa adecuada que describa dichos fenómenos. Al-

gunos resultados experimentales se han interpretado en términos de estudios teóricos

diseñados para el régimen de VRH no interactuante, que se extienden al caso con

interacción mediante la adaptación de la longitud t́ıpica de hopping. Para campos

eléctricos que satisfacen la condición Ec < E < kBT/(ea), donde Ec = kBT/(eλ), a

es la distancia promedio entre los centros de impureza que son primeros vecinos, e

es la carga del electrón y λ es una distancia t́ıpica de hopping, estos modelos teóricos

predicen, para el caso interactuante, una conductividad de la forma

σ(T, E) = σ(T, 0) exp [e(E − Ec)λ/(kBT )]. (5.39)

Los diferentes modelos difieren en la expresión concreta de λ. El argumento de Pollak

y Riess (1976) adaptado al régimen de VRH en presencia del gap de Coulomb da

lugar a λ ∝ T−1/2, mientras que el propuesto por Shklovskii (1976) obtiene una

dependencia del tipo λ ∝ T−1. Estos modelos teóricos recibieron el nombre de

modelos de efecto de campo y, como comentamos en la sección 1.4, tuvieron relativo

éxito en la explicación de los primeros resultados experimentales. Por ejemplo, los

resultados de Grannan et al. (1992) concordaban con el modelo de Pollak y Riess

(1976), mientras que los de Zhang et al. (1998) lo haćıan con el modelo de Shklovskii

(1976).
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En 1990, Wang et al. (1990) presentaron un minucioso estudio en Ge dopado por

transmutación de neutrones, que no pudo explicarse de manera teórica por ninguno

de los modelos de efecto de campo. En cambio, los resultados concordaban con el

llamado modelo de electrones calientes. Este modelo supone que la potencia eléctrica

suministrada al sistema se deposita en los electrones y se disipa por los fonones a

través de la interacción electrón-fonón. Para sistemas en el régimen de conductividad

por saltos, a muy bajas temperaturas, el acoplamiento electrón-fonón es muy débil

como para termalizar de manera conjunta los sistemas electrónico y fonónico. En

lugar de ello, la interacción electrón-electrón produce una temperatura efectiva,

Tef , para el sistema electrónico, magnitud que es mayor que la temperatura del

baño térmico. Este modelo también supone que la conductividad, para cualesquiera

valores del campo E y la temperatura T , sólo depende del sistema electrónico, y

equivale a considerar la conductividad lineal a la temperatura efectiva

σ(T, E) = σ(Tef , 0) ∝ exp

[
−
(
T0

Tef

) 1
2

]
. (5.40)

El valor de Tef se puede calcular a partir de la conductividad térmica entre los

electrones que contribuyen a la conducción y el baño térmico. Esta cantidad no

se conoce para sistemas con hopping. Una aproximación rudimentaria que se suele

emplear consiste en suponer que es proporcional a cierta potencia de T , como en el

caso de los metales. Por lo tanto, Tef se suele relacionar con la potencia eléctrica P

a través de la expresión

P = K
(
T βef − T

β
)
. (5.41)

Aqúı, K es una constante y β es cierto exponente caracteŕıstico.

Zhang et al. (1998) llevaron a cabo un estudio sistemático de los efectos no

lineales en Si y Ge dopados, y concluyeron que los modelos de efecto de campo ex-

plicaban adecuadamente los resultados cuando T0/T > 135, mientras que el modelo

de electrones calientes proporcionaba un mejor ajuste en el ĺımite contrario. En

consonancia con estos estudios, Gershenson et al. (2000) determinaron que en sis-

temas con longitudes de localización pequeñas (y por lo tanto, valores grandes de

T0) los modelos de efecto de campo resultan válidos, mientras que, para valores
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pequeños de dicha magnitud, es el modelo de electrones calientes el que ofrece una

explicación satisfactoria de los experimentos. Recientemente, se han interpretado

numerosos resultados experimentales con el modelo de electrones calientes (Leturcq

et al., 2003; Minkov et al., 2004; Galeazzi et al., 2007; Jain y Raychaudhuri, 2008;

Fisher et al., 2009) y con los modelos de efecto de campo (Ladieu et al., 2000; Yu

et al., 2004).

El modelo de electrones calientes unido a la fuerte dependencia de la conductivi-

dad con la temperatura, presenta una inestabilidad para valores de T muy pequeños.

Al partir de cierto voltaje aplicado, el valor de la corriente eléctrica cambia abrup-

tamente en varios órdenes de magnitud (Ovadia et al., 2009). Este efecto se ha

explicado en términos de una inestabilidad en la temperatura efectiva (Altshuler et

al., 2009).

En nuestras simulaciones de Monte Carlo, calculamos la conductividad en el

régimen no lineal en función de la temperatura y el campo eléctrico aplicado. Pode-

mos determinar directamente el valor de Tef de los electrones con los procedimientos

que empleamos en el caṕıtulo 4. Del mismo modo, podemos medir por separado las

potencias totales absorbida y emitida por el sistema. Por ello, nuestros resultados

constituyen una buena herramienta para comprobar la validez tanto del modelo de

electrones calientes como de las expresiones utilizadas para modelar la temperatura

efectiva. En las siguientes subsecciones estudiaremos Tef y su relación con la potencia

eléctrica aplicada, analizaremos Tef desde el punto de vista del FDT, obtendremos la

expresión para la conductividad no lineal y analizaremos la aplicabilidad del modelo

de electrones calientes.

En nuestro programa, comenzaremos desde una configuración aleatoria y seguire-

mos la dinámica del sistema a una temperatura y un campo eléctrico dados, moni-

torizando las magnitudes relevantes en función del tiempo. Una vez alcanzada una

situación estacionaria, obtendremos la conductividad de cada muestra, de nuevo,

a través del desplazamiento del centro de masas promediado de los electrones, por

unidad de tiempo. El rango de temperaturas que estudiamos abarca de 0,05 a 0,5.

El número t́ıpico de muestras empleadas es 5000. Los valores del campo eléctrico
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E ascienden hasta valores mayores de 2T . Como comprobación para la consistencia

de los resultados hemos simulado, del mismo modo, un modelo de red para hallar la

dependencia de la conductividad con el campo eléctrico E y compararla con el mo-

delo con desorden posicional. Hemos comprobado que los resultados no dependen,

de manera cualitativa, del modelo empleado.

5.3.1. Temperatura efectiva

En las simulaciones de relajación del caṕıtulo 4 observamos que la lenta forma-

ción del gap de Coulomb derivaba en una probabilidad de ocupación gobernada por

una temperatura efectiva Tef , mucho mayor que la correspondiente al baño térmico.

Cabe preguntarse si ocurre una situación similar en el régimen no lineal debido a

las excitaciones producidas por la aplicación del campo eléctrico. Para dar una res-

puesta adecuada resulta conveniente realizar un estudio similar al que realizamos

en el caṕıtulo 4.

Una vez alcanzada una situación estacionaria para la conductividad calculamos

la probabilidad de ocupación de sitios f(ε− εF), tal y como se definió en la ecuación

(3.9). Del mismo modo que en relajación, hemos comprobado que esta magnitud

sigue de manera adecuada una DFD a una temperatura efectiva Tef , que depende

de T y del campo aplicado E . En la figura 5.5 representamos la probabilidad de

ocupación de sitios cerca del nivel de Fermi en función de la enerǵıa de sitio para

T = 0,1 y los valores del campo E = T/2 (ćırculos) y E = T (cuadrados). El tamaño

es 2000. Las ĺıneas continuas son las DFD correspondientes a Tef = 0,112 y 0,136,

respectivamente.

La probabilidad de encontrar una excitación electrón-hueco de las denominadas

lentas, de enerǵıa positiva o negativa, sigue una distribución muy similar a la de

las enerǵıas de sitio. En la práctica, como en el caṕıtulo 4, es más sencillo calcular

Tef a partir de las excitaciones, dado que la estad́ıstica es mejor y el procedimiento

es independiente de la elección del nivel de Fermi. Es por ello que en el resto del

caṕıtulo trataremos con los resultados obtenidos a partir de las excitaciones, salvo

que se indique lo contrario. En la figura 5.6 representamos la función de distribución
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asociada a las excitaciones lentas, determinadas con el criterio de que la distancia

electrón-hueco sea mayor que 10. El tamaño es N = 2000, la temperatura es T = 0,1

y el campo eléctrico es E = T . La ĺınea continua representa la DFD a Tef = 0,142.

Este valor es muy similar al obtenido a partir de la curva correspondiente a E = T en

la figura 5.5. La calidad del ajuste de las DFD a los datos de ambas figuras indica que

la interacción electrón-electrón produce una termalización de los electrones cerca

del nivel de Fermi a la temperatura efectiva. Sin embargo, no todos los electrones

están termalizados a Tef . Los modos electrónicos rápidos, como las excitaciones

electrón-hueco cortas, están equilibradas a T .

Figura 5.5: Probabilidad de ocupación de sitios cerca del nivel de Fermi

para un sistema de tamaño 2000 a T = 0,1 y los valores del campo E = T/2

(ćırculos) y E = T (cuadrados). Las ĺıneas continuas son las DFD a Tef =

0,112 y 0,136, respectivamente.

Las situaciones estacionarias que se encuentran dentro del régimen de respuesta

lineal cumplen que Tef ' T . Operacionalmente, en todos los tamaños considerados,

hemos comprobado que un rango adecuado para considerar E dentro del régimen

lineal es E ≤ T/20. Para valores superiores, las diferencias entre Tef y T comienzan
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Figura 5.6: Función de distribución de excitaciones lentas para un sistema

de tamaño 2000 a T = 0,1 y E = T . La ĺınea continua representa una DFD

a Tef = 0,142.

a ser apreciables.

La existencia de dos temperaturas diferentes en el sistema electrónico se puede

observar, nuevamente, a partir de la generalización del teorema de fluctuación-

disipación descrita en la sección 4.5. Calculamos la función de correlación para la

ocupación de sitios, en función del tiempo, tal y como se definió en la expresión

(4.16), y la respuesta del sistema ante un pequeño cambio en las enerǵıas de sitio

aleatorias. Este cambio está controlado, de nuevo, por un campo externo f , sufi-

cientemente pequeño para garantizar el régimen de respuesta lineal. El valor óptimo

encontrado es f = 0,01, muy cercano al valor de 0,008 determinado en la sección

4.5. En la figura 5.7 representamos curvas paramétricas de la función de respuesta

total frente a la función de correlación a los mismos intervalos temporales, ambas

divididas por C0. La función respuesta total se ha dividido por βf , con β = 1/(kBT ).

Empleamos la misma notación que en la sección 4.5. El tamaño del sistema es 1000 y

la temperatura es 0,05. Las curvas corresponden a los valores E = 0,08T , T y 1,5T ,
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desde la parte superior hasta la inferior de la gráfica. Se observan dos reǵımenes

lineales bien diferenciados. La inversa de la pendiente en cada uno de los tramos

rectos que se desv́ıan del comportamiento lineal está directamente relacionada con

el valor de la temperatura efectiva. La ĺınea continua tiene un valor de −1, que es

el valor teórico predicho por el teorema de fluctuación-disipación en equilibrio. To-

das las curvas comienzan, a tiempos cortos, en la esquina inferior derecha con una

pendiente igual −1, como requiere el teorema. Los intervalos de tiempo largos, y

por ello procesos lentos, corresponden a la parte izquierda de la gráfica y presentan

una pendiente menor que 1, en valor absoluto, correspondiente a una temperatura

efectiva mayor que T . Las ĺıneas discontinuas tienen pendientes igual a la inversa

de −T/Tef , deducida a partir de la ocupación de sitios en esta ocasión. Como se

observa, para todas las curvas, el acuerdo entre ambos cálculos es bastante bueno.

Figura 5.7: Función respuesta dividida por βf , frente a la función de cor-

relación, normalizadas. Las ĺıneas discontinuas tienen pendientes igual a

T/Tef , con Tef obtenida a partir de la ocupación de los sitios.

En las curvas anteriores podemos apreciar tramos lineales bastante buenos para

los procesos lentos, lo cual implica temperaturas efectivas bien definidas, mucho
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mejor que en el caso de relajación. En el apartado 4.5, observábamos un compor-

tamiento similar, con pendientes diferentes de −1, pero variables con el tiempo,

debido a que el sistema se encontraba en un proceso de relajación constante. Es

conveniente añadir que el empleo del teorema de fluctuación-disipación para de-

terminar Tef es un procedimiento con mucho ruido que requiere promediar sobre

muchas muestras, y resulta menos conveniente que el método asociado a las fun-

ciones de distribución. Por contra, su aplicación es bastante general, mientras que en

nuestro caso se requiere la identificación expĺıcita de los procesos lentos. En vidrios

de esṕın, por ejemplo, no hemos podido aplicar el método con buenos resultados.

Nuestro cálculo directo de Tef resulta interesante para evaluar la validez del mo-

delo de electrones calientes. A tal efecto, hemos estudiado, de manera sistemática,

la temperatura efectiva en términos de E y T . En la figura 5.8 representamos Tef

en función de E para las temperaturas T = 0,06 (ćırculos), 0,08 (triángulos) 0,1

(triángulos invertidos) y 0,12 (rombos). Hemos realizado los cálculos para dos lon-

gitudes de localización: ξ = 1 (śımbolos llenos) y ξ = 2 (śımbolos huecos). El tamaño

es N = 2000. Las ĺıneas representan una gúıa visual.

Podemos solapar los datos correspondientes a las diferentes temperaturas me-

diante la representación de Tef−T en función de E/
√
T , tal y como se puede observar

en la figura 5.9. Los datos para la misma longitud de localización solapan bastante

bien. Para campos eléctricos pequeños todos los datos colapsan a la misma curva,

pero para E/
√
T > 0,3 los datos para cada ξ siguen curvas distintas que, en buena

aproximación, son ĺıneas rectas. El exceso de temperatura es, aproximadamente,

proporcional a E/
√
T , cantidad que representa la enerǵıa ganada en un salto t́ıpico,

dado que la longitud de hopping caracteŕıstica es proporcional a ξ
√
T0/T (en el

régimen lineal). El valor de T0 es proporcional a ξ−1, como introdujimos en la

ecuación (5.28) y, sin embargo, la dependencia con ξ de la pendiente de las diferentes

curvas de la figura 5.9 es más fuerte que la dependencia de la forma
√
ξ que se

espera. Una posible explicación es que, dentro del no régimen lineal, la distancia

t́ıpica de salto no sea de la forma
√
T0/T . Según el modelo de electrones calientes,

la dependencia de esta distancia es del tipo
√
T0/Tef . En la figura 5.9, las ĺıneas



154 Conductividad

Figura 5.8: Temperatura efectiva en función del campo E para un sistema

de tamaño 2000. Las temperaturas consideradas son T = 0,06 (ćırculos),

0,08 (triángulos), 0,1 (triángulos invertidos) y 0,12 (rombos). Los śımbolos

llenos y huecos corresponden a ξ = 1 y 2, respectivamente.

representan las predicciones de dicho modelo para las longitudes de localización

ξ = 1 (ĺınea continua) y 2 (ĺınea discontinua). Como se verá en la subsección

5.3.4, a través del estudio de la potencia disipada total se puede extraer un mayor

conocimiento del comportamiento de Tef − T , y volveremos a analizar los datos de

la figura 5.9.

En el régimen no lineal, el campo produce un llenado parcial del gap de Coulomb.

Si analizamos la densidad de estados en el nivel de Fermi, g0 = g(0), encontramos

que es proporcional a Tef , del mismo modo que se vio en la sección 4.2. Este com-

portamiento es similar a la dependencia de g0 con T en equilibrio (véase la sección

3.1). La hipótesis de que este resultado general se debe a la linealidad del gap, en

dos dimensiones, cobra fuerza a la luz de los datos presentados. En la figura 5.10

presentamos los datos de g0 en función de Tef , calculada ésta a partir de las ex-

citaciones de una part́ıcula, para un sistema de tamaño 2000 (ćırculos). Los errores
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Figura 5.9: Tef − T en función de E/
√
T para los mismos datos que la

figura 5.8. Las temperaturas son T = 0,06 (ćırculos), 0,08 (triángulos), 0,1

(triángulos invertidos) y 0,12 (rombos). Los śımbolos llenos y huecos corres-

ponden a ξ = 1 y 2, respectivamente. Las ĺıneas son las predicciones del

modelo de electrones calientes (como se verá en la subsección 5.3.4) para

ξ = 1 (ĺınea continua) y 2 (ĺınea discontinua).

se han calculado suponiendo que el histograma de la densidad de estados de una

part́ıcula es una distribución de Poisson, y son del orden del tamaño del punto.

A partir del ajuste lineal (ĺınea continua) extraemos el valor 0,60 ± 0,01 para la

pendiente. La dependencia lineal observada es buena. La pendiente calculada es

del orden de la encontrada en los cálculos de equilibrio, cuyo valor era 0,72± 0,01.

Por ello, hemos añadido a la figura 5.10 la representación de g0 en función de T

en equilibrio. La ĺınea discontinua representa la extrapolación del ajuste lineal de

los datos de equilibrio. Los resultados presentados ratifican la validez de g0 como

termómetro para la medición de Tef en múltiples situaciones.
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Figura 5.10: Mı́nimo de la densidad de estados, g0, frente a Tef (ćırculos).

La ĺınea continua representa el ajuste lineal de los datos, del cual extraemos

el valor 0,60± 0,01 para la pendiente. Se ha añadido la gráfica de la depen-

dencia de g0 con T en equilibrio (cuadrados), cuyo ajuste lineal se muestra

extrapolado (ĺınea discontinua).

5.3.2. Conductividad no lineal

Hemos calculado la conductividad para diferentes valores del campo eléctrico y

la temperatura, dentro del régimen de VRH. Fuera del régimen lineal, es necesario

definir la conductividad. En nuestro caso se ha determinado como

σ(T, E) =
j(T, E)

E
, (5.42)

donde j es la densidad de corriente asociada al sistema. Observamos la presencia

de un régimen lineal muy pequeño para valores reducidos de E y un crecimiento

sistemático de σ para valores mayores. Este crecimiento también depende de T .

En la figura 5.11 representamos σ(T, E) en escala logaŕıtmica frente a E , para los

mismos valores de T que en las figuras 5.8 y 5.9. El tamaño es N = 2000. Las

temperaturas son T = 0,06 (ćırculos), 0,08 (triángulos), 0,1 (triángulos invertidos)
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y 0,12 (rombos) y las longitudes de localización son ξ = 1 (śımbolos llenos) y

2 (śımbolos huecos). Las ĺıneas son una gúıa visual. Hemos realizado ajustes a

varias funciones para obtener una expresión del logaritmo de la conductividad con

el campo eléctrico, pero la dependencia entre ambas variables es complicada. Los

modelos de efecto de campo no funcionan dentro del rango de parámetros empleados

en nuestras simulaciones, dado que no encontramos un régimen lineal bien definido

para la representación de la variable ln σ(T, E) en función de E . Podemos solapar

Figura 5.11: Conductividad en escala logaŕıtmica en función de E para T =

0,06 (ćırculos), 0,08 (triángulos), 0,1 (triángulos invertidos) y 0,12 (rombos)

y las longitudes de localización ξ = 1 (śımbolos llenos) y 2 (śımbolos huecos).

El tamaño de las muestras es N = 2000.

los datos para las diferentes temperaturas, pero para cada valor de ξ por separado,

mediante la representación de σ(T, E)/σ(T, 0) en términos de E/T 2. En la figura

5.12 representamos dichas magnitudes, para los mismos datos que en la figura 5.11.

Empleamos los mismos śımbolos que en dicha figura. Las curvas corresponden a

las predicciones del modelo de electrones calientes para ξ = 1 (ĺınea continua) y 2

(ĺınea discontinua), que se describirá en las subsecciones siguientes.
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Figura 5.12: Representación de σ(T, E)/σ(T, 0) en escala logaŕıtmica en

función de E/T 2 para los mismos datos que en la figura 5.11. Las curvas

corresponden a las predicciones del modelo de electrones calientes para ξ = 1

(ĺınea continua) y 2 (ĺınea discontinua).

Según los modelos de efecto de campo, el solapamiento de los datos de la con-

ductividad en función de E/T 2 indicaŕıa que la longitud t́ıpica de hopping para los

efectos no lineales es inversamente proporcional a
√
T , como predice el modelo de

Shklovskii (1976). Sin embargo, en nuestro caso, ln [σ(T, E)/σ(T, 0)] no es propor-

cional a E/T 2 y la dependencia de la longitud de localización no es la esperada.

En la subsección 5.3.4 mostraremos que los resultados de nuestras simulaciones se

explican mucho mejor en términos del modelo de electrones calientes.

5.3.3. Conductividad en función de la temperatura efectiva

La conductividad en el régimen lineal sigue la ley del tipo T−1/2, tal y co-

mo mostramos en la subsección 5.2.2. En la figura 5.13 representamos, mediante

cuadrados, σ(T, 0) en función de T−1/2. El conjunto inferior de datos corresponde
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a ξ = 1 (śımbolos llenos), y el superior a ξ = 2 (śımbolos huecos). Las ĺıneas rectas

son el ajuste lineal de los datos. El conjunto correspondiente a ξ = 2 no se utilizó en

la subsección 5.3.2 para determinar el valor del parámetro T0, dado que no logramos

abarcar un rango de temperaturas amplio en las simulaciones.

Figura 5.13: Representación de σ(T, 0) en escala logaŕıtmica, en función

de T−1/2 (cuadrados grandes) para ξ = 1 (conjunto inferior de datos) y

ξ = 2 (conjunto superior). Los śımbolos pequeños corresponden al régimen

no lineal, y son los datos de σ(T, E) frente a T−1/2
ef .

Podemos comprobar la validez del modelo de electrones calientes, que supone

que a unos valores dados de E y T la conductividad es la misma que en el régi-

men lineal, pero a la temperatura Tef . Para ello haremos uso de los valores de Tef

calculados a partir de las excitaciones lentas de un electrón. En la figura 5.13 re-

presentamos, junto a los datos correspondientes al régimen lineal, σ(T, E) en escala

logaŕıtmica frente a T
−1/2
ef , para las temperaturas T = 0,06 (ćırculos), 0,08 (triángu-

los), 0,1 (triángulos invertidos) y 0,12 (rombos). Las longitudes de localización son

ξ = 1 (śımbolos llenos) y 2 (śımbolos huecos). Se puede observar que los datos co-

rrespondientes al régimen no lineal siguen relativamente bien la ley del tipo T−1/2
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propia del régimen lineal. El acuerdo es muy bueno para el caso ξ = 2. Este he-

cho concuerda con los resultados experimentales, que muestran que el modelo de

electrones calientes funciona mejor para valores pequeños de T0/T , que en nuestro

caso corresponde a valores de ξ grandes. Se puede interpretar que el incremento de

σ para valores grandes del campo se debe, aproximadamente, a un incremento en

Tef . La similitud con los datos correspondientes al régimen lineal permite emplear el

valor de T0 calculado en la subsección 5.3.2 para estimar el valor de la temperatura

efectiva de las muestras a partir de la medida de su conductividad.

Para comprobar con más detalle las predicciones del modelo de electrones calien-

tes debemos estudiar la potencia eléctrica disipada por el sistema.

5.3.4. Potencia disipada

La relación entre la temperatura efectiva y el campo eléctrico se puede asociar

con la disipación de enerǵıa del sistema (Altshuler et al., 2009). Muchos autores

suponen que la potencia suministrada por el campo eléctrico está relacionada con

Tef a través de la ecuación (5.41). Para determinar el valor de Tef emplean las

suposiciones del modelo de electrones calientes, a través de la relación σ(T, E) =

σ(Tef , 0). En nuestras simulaciones podemos determinar Tef mucho mejor, a partir

de la ocupación de sitios o de la función de distribución asociada a las excitaciones

largas. Además, calculamos de manera separada las potencias absorbida y emitida

por el sistema.

En la sección 3.5 calculamos la potencia absorbida por los fonones del sistema y

la potencia emitida en equilibrio, en ausencia de campo eléctrico. En el rango de T

considerado, encontramos que ambas magnitudes, que llamaremos aqúı Pabs y Pem,

respectivamente, siguen una ley de potencias

Pabs = Pem ∝ T λ. (5.43)

A partir de nuestros datos, hallamos que λ = 2,15. Como indicamos en la sección

3.5, comprobamos que la mayor contribución a las potencias absorbida y emiti-

da proviene de las excitaciones cortas del sistema, que nombramos como dipolos
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blandos o transiciones débiles.

En el estudio del régimen no lineal hemos calculado la potencia absorbida y la

potencia emitida en términos de T y E . La diferencia entre ambas es la potencia

eléctrica proporcionada por el campo, σ(T, E)E2. A partir de nuestros datos ob-

servamos que la potencia emitida por el sistema es igual a la potencia emitida en

equilibrio, dada por la ecuación (5.43), más un término que depende sólo de Tef .

Dicho término se puede modelar mediante una ley de potencias, como se supone

generalmente en la literatura (Altshuler et al., 2009). Sin embargo, la potencia ab-

sorbida es igual a la potencia en equilibrio más un término que depende a la vez de

T y de Tef . Este último término está en desacuerdo con la suposición estándar de la

literatura, que considera que depende únicamente de T , como se puede observar en

la expresión (5.41). La dependencia de la potencia absorbida con T es clara, dado

que está directamente relacionada con el número de fonones que se encuentran a

la enerǵıa propia de la transición. Las transiciones electrónicas involucradas que

producen corriente neta son las que corresponden a la zona interna del gap, y están

termalizadas a la temperatura efectiva. Por esto, la potencia absorbida también

depende de Tef .

Llamemos esta vez Pelec a la potencia eléctrica proporcionada por el campo,

para diferenciarla de los cálculos previos de otros autores. Si escribimos Pelec como

la diferencia entre las potencias emitida y absorbida llegamos a la expresión

Pelec = σ(T, E)E2 = c (Tαef − Tα)T β−αef . (5.44)

Los exponentes α y β son dos parámetros que dejamos libres en el ajuste de la

expresión anterior a nuestros datos y c es una constante. El mejor ajuste se produce

para los valores α = 1,99 y β = 5,26, aunque el correspondiente a α = 2 y β = 5

también es razonablemente bueno. En la figura 5.14 representamos (T 2
ef − T 2)T 3

ef

en función de Pelec para varias temperaturas. Éstas son T = 0,06 (ćırculos), 0,08

(triángulos), 0,1 (triángulos invertidos) y 0,12 (rombos), y la longitud de localización

es ξ = 1. El tamaño es N = 2000. La ĺınea recta es el ajuste lineal de los datos,

que se ha forzado a pasar por el origen. Se puede observar, a partir de la gráfica, el

buen solapamiento de los datos y el buen comportamiento lineal.
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Figura 5.14: Representación de (T 2
ef − T 2)T 3

ef frente a σ(T, E)E2 para T =

0,06 (ćırculos), 0,08 (triángulos), 0,1 (triángulos invertidos) y 0,12 (rombos).

La longitud de localización es ξ = 1. La ĺınea recta es el el ajuste lineal de

los datos, forzado a pasar por el origen.

Un modo alternativo de representar los datos de la figura 5.14, que se suele

emplear en la literatura (Ovadia et al., 2009), consiste en representar Pelec más el

término de potencia absorbida, σ(T, E)E2 +cT 2T 3
ef , en función de Tef . La constante c

es la inversa de la pendiente de la ĺınea recta de la figura 5.14. Representamos estas

dos variables en la figura 5.15, en doble escala logaŕıtmica. De nuevo, observamos

un buen comportamiento lineal y solapamiento de los datos. Esta representación

indica que la potencia emitida sigue una ley de potencias en función de Tef . La

ĺınea recta es el ajuste lineal de los datos, cuya pendiente es 5,25. Este valor debeŕıa

corresponder al valor del exponente β. Su valor numérico coincide con nuestra mejor

estimación de β.

En el detalle de la figura 5.15 representamos σ(T, E)E2 + cT 5 en función de Tef

para los mismos datos que en la gráfica principal. Se muestra claramente que los

datos correspondientes a valores pequeños de E se desv́ıan del comportamiento lineal
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Figura 5.15: Representación de σ(T, E)E2 + cT 2T 3
ef en función de Tef para

los mismos datos que en la figura 5.14. En el detalle se representa σ(T, E)E2+

T 5
ef en función de Tef .

y no solapan para las diferentes temperaturas. Este hecho indica que la ecuación

(5.44) para la potencia disipada total es mejor que la ecuación (5.41), que es la que

se emplea frecuentemente en la literatura. El uso de la ecuación (5.44), en lugar

de la ecuación (5.43), puede explicar muchas de las “anomaĺıas” encontradas en los

experimentos (Ovadia et al., 2009).

Hemos combinado las ecuaciones (5.40) y (5.44) para obtener nuestra versión

modificada del modelo de electrones calientes. Los valores del parámetro T0 y

σ(Tef , 0) de la ecuación (5.40) se obtienen a partir del ajuste lineal de los datos

de la figura 5.13. La constante c se halla a partir de la figura 5.14, y tomamos

α = 2 y β = 5. Con estos parámetros, podemos calcular numéricamente Tef para

cada valor de T y E . Volvamos a la figura 5.9. En ella representamos los valores

calculados de Tef − T en función de E para T = 0,1 y las longitudes de localización

ξ = 1 (ĺınea continua) y 2 (ĺınea discontinua). Los resultados para otras tempe-
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raturas solapan razonablemente bien para cada valor de ξ. El modelo de electrones

calientes describe bastante bien los resultados de nuestras simulaciones para cam-

pos pequeños y de valor intermedio. Para valores mayores del campo eléctrico, el

modelo predice valores de Tef mayores que los obtenidos en las simulaciones. En la

interpretación de los resultados experimentales mediante el modelo de electrones

calientes estándar empleado en la literatura, es necesario tener en cuenta que Tef se

obtiene mediante la condición σ(T, E) = σ(Tef , 0). Debido a esto, el acuerdo entre

los experimentos y las predicciones del modelo parecen mejores de lo que debeŕıan

ser en realidad. También hemos representado la conductividad predicha por nuestra

versión del modelo de electrones calientes en la figura 5.12. De nuevo, la ĺınea con-

tinua corresponde a ξ = 1 y la discontinua a ξ = 2. La temperatura es, en ambos

casos, T = 0,1, pero los resultados para otras temperaturas solapan bastante bien.

La comparación de esta conductividad con los resultados obtenidos con nuestras

simulaciones es similar a la situación que discutimos anteriormente para el caso de

Tef .

El mensaje importante que transmitimos a través de nuestro cálculo es que la

potencia absorbida debe ser una función conjunta de las variables T y Tef , y que

depende de dos exponentes distintos, α y β. Los valores que calculamos de dichos

exponentes en la ecuación (5.44) dependen del modelo empleado, y pueden ser

diferentes en las situaciones experimentales. Por ejemplo, pueden depender de la

densidad de fonones del sistema.



Caṕıtulo 6

Envejecimiento

Un tipo de experimentos muy importantes, que revelan la relajación lenta de

los vidrios de Coulomb hacia el estado de equilibrio termodinámico a muy bajas

temperaturas, son los de envejecimiento (aging). En estos experimentos se dispone

de una muestra a baja temperatura y de un medidor para la conductividad, como

el representado en la figura 1.4. El procedimiento básico experimental se reduce

a los siguientes pasos. Primeramente, el sistema se equilibra en presencia de un

voltaje Vg de puerta (gate voltage) durante un tiempo de exposición prolongado.

Posteriormente, se cambia el valor de dicho voltaje a V1, manteniendo esta nueva

situación durante un tiempo de espera tw. Para terminar, se restablece el valor del

voltaje a Vg. El tiempo t de relajación se mide a partir de esta conexión final. En

la figura 6.1 se pueden observar los reǵımenes de operación para un experimento

completo, referente a la medida del exceso de conductancia, ∆G = G − G0, en

función del tiempo (gráfica superior). G0 es la conductancia en el tramo horizontal

inicial. Del mismo modo, se muestra la dependencia del voltaje aplicado a la muestra

en función del tiempo (gráfica inferior).

La conductancia G, magnitud t́ıpica medida en los experimentos, es por lo ge-

neral una función de t y tw, y a menudo depende exclusivamente del cociente t/tw.

Cuando la dependencia involucra únicamente a la primera potencia de t/tw nos

referimos a este régimen como de envejecimiento completo (full aging). Para que la

medida de la relajación resulte efectiva, el tiempo t debe ser al menos del orden del
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Figura 6.1: Exceso de conductancia (gráfica superior) y voltaje aplicado

(gráfica inferior) en función del tiempo en un experimento t́ıpico de enveje-

cimiento.

tiempo de espera, tw. Tal y como vimos en la figura 1.6 para los datos de Ovadyahu

y Pollak (2003), la relajación caracteŕıstica es logaŕıtmica y resulta válida para

tiempos del orden de tw. Conforme el tiempo de relajación se aproxima a tw el valor

de ∆G/G se desv́ıa del comportamiento logaŕıtmico. Esta situación se produce
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debido a que los tiempos de relajación se hacen mucho más grandes que los de

simulación conforme el sistema se aproxima al equilibrio.

Las simulaciones numéricas no verifican por lo general el fenómeno de enveje-

cimiento completo (Tsigankov et al., 2003). En los casos en los que se observa en-

vejecimiento, no resulta accesible escribir las magnitudes presentadas como función

exclusiva de t/tw. Ello constituye la principal discrepancia con los datos experi-

mentales. Grempel (2004) realizó un estudio muy preliminar, que no reprodućıa un

experimento completo, pero cuyos resultados ofrećıan muestras de envejecimiento

en el sistema. Calculó la respuesta total, 〈∆X(t, tw)〉, ante una perturbación pro-

ducida por la aplicación de un pequeño campo externo, para varios valores de tw.

A partir de estos datos, encontró indicios de que la dependencia de dicha función

con el tiempo podŕıa ser del tipo

〈∆X(t, tw)〉 ≈ ln t, t� tw. (6.1)

En estos datos, la respuesta a tiempos largos depende del valor de tw escogido, lo

cual es indicativo de la existencia de envejecimiento en el sistema.

En nuestras simulaciones de Monte Carlo hemos investigado en mayor profun-

didad la existencia de envejecimiento en los vidrios de Coulomb, y hemos empleado

tamaños y tiempos de simulación más grandes que Grempel (2004). A pesar de ello,

el desarrollo del trabajo se encuentra a un nivel preliminar. Aun aśı, el estudio re-

produce de manera completa la situación experimental y delimita claramente todos

los reǵımenes de operación. Nos limitaremos a comprobar la presencia del fenómeno

mediante la representación de una figura similar a la 6.1 y trataremos de encontrar

una ley de relajación para el último tramo, que dependa de las variables tw y t.

Para ello hemos empleado el algoritmo de cluster en sistemas bidimensionales. Las

unidades que tomamos son exactamente las mismas que las descritas al principio

del caṕıtulo 3. Los detalles del modelo están basados en el propuesto por Pollak

y Ovadyahu (2006). Uno de los problemas fundamentales consiste en modelar el

cambio de voltaje de Vg a V1. En los experimentos, este hecho produce un cambio

en la configuración electrónica del material, que deriva en una variación del poten-

cial qúımico µ. De este modo, el estado de equilibrio inicial se convierte, tras la
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variación, en un estado excitado. A ráız de los estudios experimentales de Hughes

y colaboradores (1996), se puede suponer que el cambio del número de electrones

debido al voltaje aplicado produce una variación cuasi aleatoria de los potenciales

de sitio φi. El estudio de estos autores se centraba en el análisis de las fluctuaciones

de la conductancia ante un cambio de voltaje en la muestra. En nuestras simula-

ciones modelamos el efecto del voltaje de puerta mediante una variación aleatoria

de los potenciales de sitio. Comenzamos situando al sistema en su estado funda-

mental y, dado que la temperatura que seleccionamos es muy baja, resulta una

buena aproximación considerar que se encuentra en equilibrio antes de iniciar los

cálculos. Procedemos a la variación aleatoria de los potenciales de sitio φi desde el

instante inicial siguiendo un procedimiento similar al que efectuamos en el estudio

del teorema de fluctuación-disipación, en las secciones 4.5 y 5.3, respectivamente.

El cambio en el hamiltoniano del sistema, ∆H, es nuevamente

∆H =
∑
i

fniφ
′
i = fX, (6.2)

donde los φ′i son potenciales aleatorios totalmente descorrelacionados de los φi y f es

la amplitud de la variación aleatoria de los potenciales originales φi. Esta magnitud

cumple el papel de un campo externo. Este nuevo régimen se corresponde con el

régimen dominado por V1 en los experimentos. Mantendremos la situación para

varios valores del tiempo de espera tw. Si llamamos t′ al tiempo de simulación total,

en t′ = tw eliminaremos el efecto del campo externo haciendo f = 0, y mediremos el

tiempo de relajación t = t′− tw. En el caṕıtulo 4 argumentamos que la enerǵıa total

por part́ıcula del sistema debe tener un comportamiento similar a la conductividad

en los procesos de relajación lenta. Es por ello que hemos seleccionado esta magnitud

para obtener nuestros datos.

En la gráfica 6.2 se muestran los resultados de la simulación completa de enveje-

cimiento para un sistema de tamaño 2000 a T = 0,001. Hemos seleccionado f = 0,1

y tw = 7 × 106. El tiempo de relajación t alcanza un valor máximo tmáx ≈ 3tw. El

tiempo total de la simulación es t′tot = tw + tmáx. El eje vertical representa la enerǵıa

promediada total por part́ıcula con respecto al nivel fundamental inicial, (〈E〉 −
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E0)/N , en escala logaŕıtmica. El eje horizontal está dividido en dos partes. Hasta

tiempo t′ = tw representa log t′ y para tiempos t′ > tw representa log (tw) + log t, a

partir de t = 0. De este modo podemos apreciar con más detalle el último tramo

de relajación. El error de los datos se ha tomado como la desviación estándar de

la enerǵıa por part́ıcula de las muestras. La diferencia principal con respecto a la

figura 6.1 radica que en esta última las escalas de los ejes son ambas lineales. En

nuestro caso, dicha selección no conduce a un visionado adecuado de los datos, en

tanto en cuanto la relajación de la enerǵıa no sigue una ley logaŕıtmica pura, tal y

como argumentamos en el caṕıtulo 4. Lo que observamos es un descenso brusco de

la enerǵıa y una saturación rápida de dicha magnitud. El bajo valor de T impuesto

por la efectividad del algoritmo de cluster constituye otro factor importante en este

fenómeno. En la figura 6.3 representamos los datos referentes al primer tramo de

la figura 6.2, donde hemos seleccionado escala lineal para la representación del eje

vertical.

La elección de los parámetros f y tw debe llevarse a cabo de manera cuidadosa.

En el experimento de envejecimiento, es necesario que el campo aplicado sea lo

suficientemente grande como para provocar cierta descorrelación del estado inicial,

y a la vez lo suficientemente pequeño para que el sistema no se encuentre totalmente

descorrelacionado en la nueva situación. El criterio que hemos fijado para determinar

un rango adecuado de operación para la variable f consiste en considerar que el

20 % de los electrones ha cambiado de estado una vez conectado el campo. Ello

se corresponde con el valor seleccionado en la simulación, f = 0,1. Por añadidura,

el tiempo de espera debe resultar suficiente para alcanzar el régimen de relajación

lenta y mantener al mismo tiempo cierta memoria en el sistema. Para que esto se

cumpla parece razonable asumir la hipótesis de Pollak y Ovadyahu (2006). Según

su argumento teórico, en un experimento de envejecimiento, la enerǵıa que relaja

el sistema durante el tiempo tw debe de ser aproximadamente la misma que la

diferencia de enerǵıa con respecto al nivel fundamental que posee una vez iniciado

el último proceso de relajación. Esta hipótesis se cumple razonablemente bien con

tw variable de 106 a 107, para todas nuestras simulaciones.



170 Envejecimiento

Figura 6.2: Exceso de enerǵıa por part́ıcula, en escala logaŕıtmica, frente al

logaritmo del tiempo para un sistema de tamaño 2000. A partir del tiempo

tw comienza el nuevo proceso de relajación, por lo que hemos iniciado de

nuevo la escala logaŕıtmica.

Por último, analizamos de manera breve el comportamiento del sistema una vez

desactivamos el campo y volvemos a la situación original. En primera instancia re-

presentamos la enerǵıa por part́ıcula como función de tw y t, pero no encontramos

que obedeciera a una ley del tipo ln (t/tw). Con esta representación las curvas co-

rrespondientes a los distintos tw no escalan y no extrapolan al valor 1 obtenido en los

experimentos (ver figura 1.6). Ello puede deberse a muchos factores. Entre ellos se

encuentra la dependencia temporal de la enerǵıa, que no sigue una ley logaŕıtmica

pura, y los tamaños considerados en las simulaciones, que aún pueden resultar

pequeños. Un mayor control en la selección de los parámetros f y tw resulta otro

factor determinante. Por último, la presencia de procesos multielectrónicos puede

resultar clave, sobre todo a los tiempos más largos de relajación. Con todo esto en

mente, podemos asumir que nuestras simulaciones no verifican el fenómeno de full

aging. Sin embargo, somos capaces de colapsar los datos de las curvas correspon-
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Figura 6.3: Detalle del primer tramo de relajación de la figura 6.2, donde

hemos seleccionado escala lineal en el eje vertical.

dientes a distintos valores del tiempo de espera. Hemos comprobado que en todos

los casos considerados, a tiempos suficientemente largos, el exceso de enerǵıa verifica

la dependencia

〈E〉 − E0

N
∝ 1

ln t
. (6.3)

Con ello, parece natural que el escalado de la enerǵıa para diferentes valores de tw

se produzca empleando la variable 1/ ln t− 1/ ln tw en el eje horizontal. En la figura

6.4 representamos el exceso de enerǵıa por part́ıcula en función de 1/ ln t−1/ ln tw, a

partir de tw, para un sistema de tamaño 2000 y los tiempos tw = 2×105 (cuadrados),

1,3 × 106 (ćırculos) y 8,3 × 106 (triángulos). Como se observa, el solapamiento de

los datos es bastante bueno en todo el rango considerado.

A pesar de no encontrar una ley similar a la de los experimentos, podemos

afirmar que en nuestros sistemas está presente el fenómeno de envejecimiento a ráız

de los resultados presentados. Un objetivo cercano consiste en ampliar el estudio de

este fenómeno. El trabajo futuro está enfocado hacia la búsqueda de temperaturas
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Figura 6.4: Exceso de enerǵıa por part́ıcula en función de 1/ ln t− 1/ ln tw

para un sistema de tamaño 2000 y los tiempos de espera tw = 2 × 105

(cuadrados), 1,3× 106 (ćırculos) y 8,3× 106 (triángulos).

y tamaños más grandes, aśı como a las simulaciones en tres dimensiones. Todo

ello con objeto de reproducir de modo fidedigno la situación experimental. Dado

que empleamos el algoritmo de cluster, no podemos alcanzar temperaturas mucho

mayores de 0,001, ya que el procedimiento se torna ineficiente, como se indicó en

el caṕıtulo 4. Es por ello que interesa realizar simulaciones con el algoritmo de

Tsigankov et al. (2003), citado extensivamente en este texto, aun cuando los tiempos

alcanzados sean menores que en nuestro método.



Conclusiones

Las conclusiones que hemos extráıdo del trabajo realizado son las siguientes:

Hemos desarrollado un potente algoritmo cinético de Monte Carlo que permite

alcanzar tiempos macroscópicos en las simulaciones a muy bajas tempera-

turas. Este método constituye un gran avance frente a algoritmos previos, que

alcanzan tiempos varios órdenes de magnitud menores. Aunque los tamaños

de los sistemas que manejamos son pequeños con respecto a los considerados

en los experimentos, el algoritmo se presenta como una buena herramienta

para estudiar la relajación hacia el equilibrio en los vidrios de Coulomb.

Hemos comprobado que la escala natural de los procesos de relajación en los

vidrios de Coulomb es logaŕıtmica. Hemos encontrado que la relajación de la

enerǵıa verifica, a tiempos largos, una ley del tipo

〈E − E0〉
N

= ∆e∞ +
c

(log t)α
.

El significado de los śımbolos de esta expresión se introdujo en la sección 4.1.

Hemos determinado que existe una temperatura efectiva, Tef , a la que se

encuentran termalizados ciertos grados de libertad del sistema. Esta tempe-

ratura es mayor que la del baño térmico, T , y tiende a ésta conforme el sistema

se aproxima al equilibrio. A partir de estas dos temperaturas modelamos el

comportamiento de no equilibrio en los vidrios de Coulomb. La existencia de

Tef surge tanto en la relajación hacia el equilibrio como en el contexto de la

conductividad fuera del régimen lineal.
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Hemos observado que la probabilidad de ocupación de sitios sigue una dis-

tribución de Fermi-Dirac (FDD) a la temperatura efectiva. La función de

distribución asociada a las excitaciones de un electrón sigue dos FDD, en los

ĺımites de excitaciones rápidas y lentas, respectivamente. Para las primeras,

dicha función es una FDD a la temperatura T , mientras que para las segun-

das es una FDD a Tef . Los resultados son válidos tanto en relajación como

en el régimen no lineal de la conductividad. Los valores de Tef calculados a

través de la probabilidad de ocupación de sitios y la función de distribución

de excitaciones lentas son totalmente compatibles. Sin embargo, el segundo

procedimiento es mejor, pues no depende de la estimación del nivel de Fermi,

que no está bien definido en un sistema finito en el colectivo canónico.

Tal y como otros autores han llevado a cabo en el contexto de vidrios de esṕın,

hemos aplicado la extensión del teorema de fluctuación-disipación (FDT) a

los vidrios de Coulomb fuera del equilibrio. A partir de este estudio podemos

determinar una Tef , que es compatible con la determinada a partir de las fun-

ciones de distribución. No obstante, hemos comprobado que el procedimiento

asociado a dichas funciones ofrece mejores resultados.

Hemos encontrado que la densidad de estados en el nivel de Fermi, g0, es

un termómetro versátil para determinar el valor de Tef . En equilibrio, hemos

observado que g0 es directamente proporcional a T , mientras que fuera del

equilibrio lo es a Tef . Este último resultado se verifica tanto en el contexto de

la relajación lenta como en el de la conductividad en el régimen no lineal. La

constante de proporcionalidad entre g0 y T en equilibrio es muy similar a la

encontrada entre g0 y Tef , fuera de él. La versatilidad de g0 puede resultar útil

para determinar el valor de la temperatura efectiva de manera experimental.

Hemos verificado que la conductividad en el régimen lineal en 3D sigue la ley

de Efros-Shklovskii (ES). Para ello, hemos determinado que el prefactor que

acompaña a la conductividad es de la forma T γ, donde γ es un parámetro que

proviene del cálculo de percolación, que es igual a 0,56. A partir de nuestros
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datos obtenemos un valor de 3,4 para el parámetro caracteŕıstico T0, que

se encuentra en consonancia con el calculado de manera teórica, que es 2,8.

Asimismo, observamos que el efecto de tamaño finito es relativamente pequeño

en nuestras simulaciones.

Se ha estudiado la conductividad en el régimen no lineal, y se ha modelado

mediante el empleo de Tef . Hemos encontrado que, en buena aproximación,

la conductividad no lineal sigue una ley similar a la de ES, sustituyendo la

dependencia del tipo T−1/2 por una de la forma T
−1/2
ef . Este resultado permite

validar las suposiciones hechas en varios estudios experimentales.

Hemos observado que la potencia disipada por el sistema puede escribirse en

términos de potencias de T y Tef , con dos exponentes caracteŕısticos en lugar

de uno único, como suele emplearse en la literatura. Este hecho proviene de

que la potencia absorbida por el sistema es una función conjunta de T y Tef .

Bajo estas circunstancias, la representación de la potencia disipada puede

explicar las anomaĺıas que se observan en los experimentos a través de la

representación estándar.

Hemos mostrado la existencia de envejecimiento en los vidrios de Coulomb.

Aunque el estudio se encuentra a un nivel preliminar, las simulaciones repre-

sentan todas las fases de un experimento t́ıpico completo. A partir de nuestros

datos no observamos el fenómeno de envejecimiento completo, pero podemos

solapar los datos de las curvas correspondientes a distintos valores del tiempo

de espera tw.

Objetivos futuros

Los objetivos que presentamos para un futuro próximo son:

Implementar nuestro nuevo algoritmo para el cálculo de la conductividad, con

objeto de reproducir los resultados de los experimentos.
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Ahondar en las simulaciones en tres dimensiones, tanto de relajación como de

conductividad, para reproducir de modo fidedigno las situaciones experimen-

tales.

Estudiar en mayor profundidad el fenómeno de envejecimiento en los vidrios de

Coulomb. Aplicar el método al estudio de la conductividad y obtener un mayor

control en los parámetros involucrados, con objeto de observar el fenómeno

de envejecimiento completo mostrado en los experimentos.
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Delahaye, J., Grenet, T., y Gay, F. 2008. Coexistence of anomalous field effect

and mesoscopic conductance fluctuations in granular aluminium. European Physical

Journal B, 65(1), 5–19.
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