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Introduction

yhe general framework of this memoir is the theory of renorming in Banach spaces. One
of the main tools in this theory is the notion of modulus, this is, a real function associated to a
given Banach space (X, ||-||) —isometrically speaking— which pretends to give us information
about geometrical properties of the space. In other words, they represent a quantitative way

of studying the geometrical properties of a Banach space.

A lot of them have been defined, for instance: the modulus of convezity or Clarkson’s mo-
dulus —see [15]— which characterizes uniform convexity of the given Banach space; and the
modulus of smoothness or Lindenstrauss’ modulus —see [48]— which characterizes uniform

smoothness.

The notion of a Banach space being uniformly convex or uniformly smooth can be gene-
ralize to the concept of uniform convexity and uniform smoothness of convex function defined
on a Banach space. Also, the notions of modulus of convexity and modulus of smoothness
can be generalized to those functions and characterize, analogously, uniform convexity and

uniform smoothness —see [68].

Recently, in [56] a new modulus was defined, which is useful for characterizing uniform
properties and whose name is the modulus of squareness. This modulus is able to characterize
at once the uniform convexity and the uniform smoothness —as well as other geometrical
properties— of the given Banach space. However it is so much complicated to make compu-
tations with this modulus. Observe, for instance, that its value is not known even for the

space £,(2) —R? endowed with the canonical p-norm.

Throughout this work we focus on the quantitative study of the geometry of Banach
spaces. On the one hand, we will study some moduli: modulus of convexity, modulus of
smoothness, modulus of squareness and their respective localizations. On the other hand we
will study some renormings related with uniform geometrical properties. We next summarize

the content of this work.
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Chapter 1. Preliminaries

<7his auxiliary chapter is devoted, on the one hand, to fix the notation and terminology
used throughout this memoir and, on the other hand, to give a brief introduction to fun-
damental topics like: Convexity and smoothness in Banach spaces, moduli in quantitative
study of the geometry of Banach spaces, Fenchel conjugate, etc. Our aim is to make easier
the reading of the remaining chapters. The majority of the results included are well known

and are presented without proof.

For the convenience of the reader, at the end of this memoir we have also included a
Subject index, where the number appearing together each symbol or term indicates, as

usual, the page where it has been defined.

Chapter 2. Moduli of Convexity and Smoothness

% odulus of convexity and smoothness have been deeply studied since they were defined.
Their properties of monotonicity, continuity and convexity as well as their behaviour near

the origin are known. Let us remember their definitions.

Definition 1.3.3 [22, Def. 9.1]. Let (X, ||-||) be a Banach space. The modulus of convexity
0x (), fore € (0,2], of X is defined by

r+y

5x (&) :inf{l— wy€ By, |-yl za}.

A Banach space is said to be uniformly convex, (UC) for short, if §x () > 0 for e € (0,2].

Let us recall that a Banach space is called strictly convex if the equality ||z| = ||y|| =
|(x +v)/2|| = 1, for some pair of vectors z and y, implies that z = y. The modulus of
convexity of a space measures in a certain sense its degree of strict convexity. A simple
compactness argument shows that a finite dimensional Banach space is strictly convex if and
only if it is uniformly convex. However, there exist many examples of infinite dimensional

Banach spaces which are strictly convex but not uniformly convex — ¢, for instance.
Observe that this modulus has a two-dimensional character. Indeed, one can realize that

5x = inf {0y : ¥ < X,dimY = 2}.

Definition 1.3.4 [22, Def. 9.6]. Let (X, ||-||) be a Banach space. The modulus of smoothness
px(7), for 7 >0, of X is defined by

e+ 7yl + = 7y ~ 2
px(r) =sup { ! el =yl =1}
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A Banach space is said to be uniformly Fréchet diferenciable, (UF) for short, if px(7)/7 — 0

as T — 0.

A Banach space X is called Gdteaur smooth if, for every x € X with ||z|| = 1, there exists
a unique z* € X* such that ||z*|| = 2*(z) = 1. Suppose that X is not Gateaux smooth and
let x € X and u*, v* be so that ||z| = [|[u*| = ||[v*]| = v*(x) = v*(z) = 1 and u* # v*. Let

y € X be a norm one vector for which a = u*(y) > 0 and b = —v*(y) > 0. Then, for every
t > 0, we have that ||z + ty|| > u*(x+ty) = 14+ta while ||z — ty|| > v*(z—ty) = 1+tb. Hence,
px (1) > (a+b)7/2 and, therefore, X is not uniformly Fréchet smooth. An easy compactness
argument shows that, for finite dimensional spaces, Gateaux smoothness is equivalent to
uniform Fréchet smoothness. As in the case of the modulus of convexity, this modulus has a

2-dimensional character. Indeed, we are able to establish px =sup{py : ¥ C X,dimY = 2}.

Lindenstrauss pointed out in [48] that the moduli of convexity and smoothness are related

by a strong relation of duality. Indeed he showed that
px+ (1) =sup{re/2 — 6x(c),0 < e <2},

for all 7 > 0. This formula is related with the Fenchel conjugate which is a very common
tool in Orlicz functions theory. In spite of the modulus of smoothness is an Orlicz function,
the modulus of convexity is not even, in general, convex —see [51]. However if we define
the modulus dx (¢) = sup {r£/2 — px (7),0 < 7} we obtain that dx is equivalent at the origin
—in the sense of [24]— to gx, and SX is the convexification of dx, this is, the biggest convex

and l.s.c function which is below dx.

A natural question is: What are the necessary conditions which have to be satisfied by a
real function f in order to exists a Banach space X with a modulus of convexity —resp. of
smoothness— equal to f?7 When a Banach space is not (UC), there exists some ¢y € (0,2)
such that §x((0,e0]) = 0. And it is easy to find renormings in R? satisfying these conditions
for any of those £9. Therefore we can reduce our question to those function satisfying f(t) > 0
for all ¢ > 0.

Throughout this chapter we obtain a partial solution of this question. In fact, we find the
essential properties which have to be satisfied by f in order to exists a norm ||-|| in R? such
that f is equivalent at the origin to the modulus of convexity d(gz ||.|) —Tresp. to the modulus

of smoothness prz ||.|)-

Some results reflecting the global behaviour of the modulus of convexity and smoothness
have been obtained along the years. M.I. Kadec in [41] obtained the following remarkable

result.

Theorem [22, Theorem 9.23]. Let (X, ||-||) be a uniformly convex Banach space with modulus
of convexity d(e). If Y2, ;i converges unconditionally in X, then Y 2, 0(||xil|) < oo.
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It can be established a dual analogue of this Theorem for the modulus of smoothness. In

fact, J. Lindenstrauss established in [48] the following result.

Theorem [18, Chapter III, §4, Theorem 2]. Let (X, ||-||) be a Banach space with modulus of
smoothness p(T). If Y :2, eix; diverges for all choices of e; € {£1}, then > oo, p(||z4]|) = oc.

Let us observe that J. Lindenstrauss needed only the fact that the modulus of smoothness

of a Banach space is an Orlicz function with the As-condition at the origin, this is, satisfying
limsup p(2t)/p(t) < 0.
t—0

Let us also observe that the modulus of convexity, in general, does not satisfy the Aso-
condition at the origin. However, due to the existent relation of duality between both moduli
p and §, we know that the modulus of convexity of a Banach space satisfies the Vo property
—there exists a constant A > 1 such that 240(z) < §(Ax)—, for details on this properties
and their relation up to Fenchel duality see [58].

In applications, we do not use often the precise value of the moduli but only a power type
estimate from below or above. We say that the modulus of convexity dx —of smoothness
px— has power type p if, for some 0 < K < 00, dx(e) > KeP —px (1) < K7P—. Using the
duality between both moduli is easy to see that dx is of power type p if and only if px+ is of
power type ¢, where p~t 4+ ¢! = 1.

The moduli of convexity and of smoothness of a Banach space are only isometric invariants
and they may obviously change considerably under an equivalent renorming. Therefore, it is
natural to ask whether certain moduli in a Banach space are the best ones up to equivalence,
or it is possible to improve them by a suitable renorming. The key to the study of this
question is usually the finite version of Kadec’s theorem. For instance it can be used to
conclude that for p > 2 the best modulus of convexity —up to equivalence— that ¢, admits

is exactly 0,(X) which is of power type p.

However, along this chapter we will show that a superreflexive Banach space admits an
arbitrarily bad modulus of convexity and smoothness. And in this case the previous theorems

give no enough information.

G. Pisier in [54] showed that for any superreflexive Banach space X there exist constants
C, €' and ¢, p and norms |||, and |||, on X such that d(x .| )(€) > Ce? and p(x .1, (T) <
C'TP. Moreover, using the result of Asplund [2], we can take just one norm satisfying these

properties with another constants.

From Pisier’s result can be deduce the result of R. C. James [39] and Gurarii-Gurarii [36]

which establishes that for any superreflexive space X there exist constants r,s € (1, 00) such
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that for any Schauder basis {e,} - ; there exists a positive constant A satisfying

1

- <A
A =

1
o0 s
Daw] |

=1

- 1
ZMT] <

=1

o)
E a;€;
=1

But giving no precise information about those r and s.

In chapter 4 we obtain a related result, instead of in terms of r» and s, in terms of the

modulus of convexity and smoothness of the space which is based on an improvement of a
result of Bui-Min-Ci and V.I. Gurarii —see [10].

Modulus of smoothness functions

The modulus of smoothness of the Hilbert space, denoted by p2(7), can be computed

easily by using the parallelogram identity and one obtains that
po(T) = V1+72—1=72/2+0(1), 7> 0.

Since, by a well-known theorem of A. Dvoretzky [20], every infinite-dimensional Banach space
contains nearly isometric copies of £ —R" endowed with the canonical 2-norm— for all n it
follows that the Hilbert space is the most uniformly smooth space in the sense that, for any

Banach space X,

px(T)>V1+72—-1,7>0.

Dvoretzky’s theorem proves these relations only if dim X = oco. Actually, these inequali-
ties are true for every X with dim X > 2. This fact is due to G. Nordlander [53] who proved

it by using an elegant geometric argument.

Looking at this result carefully enough, one could realize that given a Banach space X
such that there exists a constant K satisfying px (7) < K72, then the modulus of smoothness
of X is equivalent to the Euclidean modulus of smoothness. T. Figiel, using that px has
the Ag-condition, showed in [24] that this behaviour of the modulus is also local. Indeed he

proved the following proposition.

Proposition 2.2.1 [24, Prop. 10]. If 0 < 7 < o, then px(0)/o? < Lpx(7)/7%, where L is a
constant less or equal than 2][;7 (1 4+27"/3).

In other words, the function px(7)/72 is equivalent at the origin to a decreasing func-
tion. We are able to characterize —via equivalence— those function f which are modulus of
convexity of a Banach space with the property of being f(t)/t? equivalent to an increasing

function, which is dual to Proposition 2.2.1 —see [33]—. From this and the known relation
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of duality between both moduli, it is natural to ask if this property is enough to characterize

—also via equivalence— those functions which are modulus of smoothness of a Banach space.

In fact, what we obtain is that for any given Orlicz function f satisfying this property, one
obtains for each n € N a norm ||-||,, in R™ such that the modulus of smoothness of (R", [-|,,)

is equivalent to f.

First of all, we will define the following notion.

Definition 2.2.2. A modulus of smoothness function is an Orlicz function M such that for

any 0 < t < s, satisfies
M(s)
2

M(t)

s
for some constant C' > 1.

The key point of the proof of our main result in this chapter lies in a former work of R.
P. Maleev and S. L. Troyanski —[52]— where they define the function
M (uv)

Gar(T) —TQSup{uQJW(U) cu € [r,1],v > 0},

for 7 € (0,1]. They show that if an Orlicz function M and its complementary M* satisfy the
As-condition at the origin and at infinity —f(2t) < K f(t), for some positive constant K, for
all t > 0 and for f € {M, M*}—, then there exists an equivalent Orlicz function N such that
the modulus of smoothness px of the space X = Ly(S, X, u) satisfies px (1) < KGp(7) for
some constant K and all 7 € [0,1] under some additional conditions on the measure space.

Let us observe that X is isomorphic to Lys(S, X, u).
This result motivates us to define the following functions.

Definition 2.2.5. For any modulus of smoothness function M and for each n € N we define

the function
" M(u,vl) n
Gn(M,T) = 7’2 Sup {Z T . (vi)i=1 & Sy]\l/[, U; & [T, 1]} N
=1 ¢
for 7 € [0, 1].

These functions are equivalent to M —Lemma 2.2.6— and allow us to establish the

following result.

Theorem 2.2.12. Let us assume that N is a modulus of smoothness function. Then there
exist: a modulus of smoothness function M equivalent to N, a positive constant K and for
each n € N, constants K1(n) > 0 such that for all t € [0,1], we have

Kl(n)Gn(M,T) < pgx/[(T) < KGn(M, 7').



INTRODUCTION 7

In particular, R™ can be renormed in such a way its modulus of smoothness is equivalent to

N.

Since this result is true, in particular for n = 2, then we can find such a norm in those
superreflexive Banach spaces X with dim X > 2. This is, for a given modulus of smoothness

function N we obtain a new Orlicz function M such that Pe, is equivalent to V.

The real meaning of Theorem 2.2.12 is that any superreflexive space with dim X > 2,
which are exactly those who admits an equivalent (UF)-norm, admits equivalent norms as
bad as we want. Indeed, given a Banach space X endowed with an (UF)-norm ||-||, one can
ask if the modulus of smoothness of this norm is necessarily of some power type. However,

if we take for example the modulus of smoothness function M (t) = @y and the norm ||

t
1—log
which constructs Theorem 2.2.12, then the modulus of smoothness admits no power type.

Modulus of convexity functions

We have already pointed out the fact that modulus of convexity and modulus of smooth-
ness are highly related via duality. Then, it is clear that the results stated in the previos

section Modulus of smoothness functions can be restated in terms of the modulus of convexity.

First of all, let us remark that in [24] was also shown the dual result of Proposition 2.2.1.

Proposition 2.3.1 ([24, Cor. 11)). Let X be a Banach space, and 0 < ¢ < p. Then
6x(g)/e? < ALSx (u)/p?, where L is a constant less or equal than 202 (1 +27"/3).

This is, the function dx(g)/e? is equivalent at the origin to an increasing function.

Following the ideas of the previous section, we define the following notion.

Definition 2.3.2. A modulus of convexity function is an Orlicz function M such that for
all 0 < t < s, satisfies

for some constant C' > 1.

There exists a clear relation of duality between the notions of modulus of convexity func-

tions and modulus of smoothness functions, indeed we have

Corollary 2.3.5. The Fenchel conjugate M* of a modulus of convexity function M —rep.
a modulus of smoothness function— is a modulus of smoothness function —resp. a modulus

of convexity function.

This result together with the fact that the Fenchel conjugates of two equivalent Orlicz

function are equivalent, allows us to prove the following result.
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Theorem 2.3.7. Assume N is a modulus of convexity function. Then, for each n € N there

exists a norm ||-|| on R™ such that the modulus of converity dn .|y is equivalent to N.

Observe that using this result we are able to obtain for any superreflexive Banach space

with dim X > 2 an (UC)-norm ||| whose modulus of convexity has no power type.

Let us remark that the results we include in this chapter are not published elsewhere,

however their motivation goes back to our paper [33].

Chapter 3. Uniformly Convex Functions on Banach Spaces

C7hroughout this chapter we study the connection between uniformly convex functions
f + X — R bounded above by ||z||’, and the existence of norms on X with moduli of

convexity of power type.

Uniformly convex functions on Banach spaces were introduced by Levitin and Poljak in
[47]. Their properties were studied in depth by Zalinescu [67], and then later Azé and Penot

[4] studied their duality with uniformly smooth convex functions; see also [68] for more details.

Yet, surprisingly, little precise information seems to be known about when they can exist
on Banach spaces. For example, [68, Theorem 3.5.13], shows that a Banach space admitting
a uniformly convex function whose domain has nonempty interior is reflexive, and in fact, it
can be shown that such a Banach space is superreflexive —see Theorem 3.2.8 (recall that a
Banach space is superreflexive if and only if it admits an equivalent uniformly convex norm
[21]). On the other hand, [12] shows that if || - || is uniformly convex, then the function
f(z) = ||z||" for r > 1 is totally convex which is weaker than f being uniformly convex; see

[6, 13, 14] for applications of totally convex and other related convex functions.

In the first section of this chapter we introduce, extending the notion on norms, the
modulus of convexity and smoothness of a convex function and the notions of being uniformly

convex and uniformly smooth.

Definition 3.1.2 (Modulus of convextity [9, Section 1]). For a convez function f : X —
R U {400} we set its modulus of convexity as the function 67 : Rt — [0, +00] defined by

o5(0) =t {51+ 570 = £ (T34 e =yl =t my € dom £,

where the infimum over the empty set is +00. A convex function f is said to be uniformly
convex if 6¢(g) > 0 for e > 0.

Definition 3.1.6 (Modulus of smoothness [9, Section 1]). For a convex function f : X —
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R U {400} we set its modulus of smoothness as the function py : Rt — [0, +00) defined by

r+y
2

prt) = sup { 3 70) + 5700~ £

: ) o=l =t, vy € dom g},

where the supremum over the empty set is +0o. A convex function f is said to be uniformly

smooth if ps(7)/7 — 0 as 7 — 0.

Here is also established the relation of duality between the modulus of convexity of a
convex function and the modulus of smoothness of its Fenchel conjugate. All the results and

definitions in this section are already known and can be consulted in [68].

As in the case of norms, in applications we do not use often the precise value of the
moduli but only a power type estimate from below or above. We say that a uniformly convex
—smooth— function f has modulus of convexity —smoothness— of power type p if, for some
0< K <o0,0df(e) > Ke? —py(1) < K7P—. Using the duality between both moduli is easy
to see that d; is of power type p if and only if ps« is of power type ¢, where pl4+q¢ =1

Along section 2 we show that the norm of a Banach space has modulus of convexity of
power type p if and only if the function f(-) = ||-||” has modulus of convexity —as a function—

of power type p. This is,

Theorem 3.2.6. Let X be a Banach space, and let 2 < p < co. Then the following are

equivalent.
(a) The norm ||-|| on X has modulus of convexity of power type p.
(b) The function f(-) = |||’ has modulus of convexity of power type p.
(¢c) The function f(-) = |||’ is uniformly convez.

We also present there the dual result.

Theorem 3.2.5 For 1 < g <2, the following are equivalent in a Banach space X.

(a) The norm ||-|| has modulus of smoothness of power type q.
(b) The function f(-) = ||-|* has modulus of smoothness of power type q.
(¢) The function f(-) = ||||? is uniformly smooth.

For closing section 2 we will establish that a Banach space X is superreflexive if and only
if there exists an uniformly convex and lower semi-continuous function defined on X. More

precisely,

Theorem 3.2.8. Let X be a Banach space. Then the following are equivalent.
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(a) There exists a l.s.c. wuniformly convezr function f : X — (—oo,+0o0] such that the

interior of the domain of f is not empty.
(b) X admits an equivalent uniformly convex norm.

c ere exist p > 2 and an equivalent norm ||-|| on X so that f(z) = ||-||° is uniform
Th ist p > 2 and quivalent X so that ) ' ly

COnvex.

However if we assume that the function is moreover continuous and defined on the whole
space, we can know much more information on the structure of the space. Indeed, along
section 3 of this chapter we will study the relation between the growth of a uniformly convex
function defined on X and the existence of good renormings. Our main theorem of this

section is the following.

Theorem 3.3.4. Let X be a Banach space and let f : X — R be a non-negative continuous
uniformly convex function satisfying f(x) < F(||z||) for all x € X for some non-negative real

function F with F(0) =0. Then X admits an equivalent norm |-| so that

(5|‘(t > R

= Rt (s /PO

for some positive constants R,M and S.

This theorem establishes, in particular, that every space with a uniformly convex function
f has a norm which is (UC) —being this a corollary of Theorem 3.2.8. However it establishes
a deeper result, since it gives an estimate of the modulus of convexity of a certain renorming
on X in relation with the growth of the function. In particular, as a corollary of this theorem

we can easily deduce the following result.

Corollary 3.3.5. Let X be a Banach space and f : X — R a non-negative continuous
uniformly convex function satisfying that f(x) < ||z||” for some p > 2 and for all x € X.

Then X admits a norm with modulus of convexity of power type %(p +1).

Henceforth, if a Banach space X admit a uniformly convex function with modulus of
convexity of power type p, we can define on X a norm whose modulus of convexity is of
power type £(p+ 1). Observe that for p = 2 this theorem implies that we can find a norm
with modulus of convexity of power type 3. Then it is natural to ask if this result is sharp.
This is, having a function of growth p, does there exist an equivalent norm with a modulus
of convexity better than “of power type §(p + 1)”7 If this norm is of power type then the

question is equivalent to having a strictly smaller power type.

Culminating section 3 of this chapter, we present a sharp result for the previous problem

when p = 2. In this case we obtain the following result.
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Theorem 3.3.7. Let X be a Banach space and f : X — R a continuous uniformly convex
function satisfying f(x) < ||z||* for all x € X. Then X admits a norm with modulus of

convezxity of power type 2.

The ideas on this Theorem are similar to those used in the others results described in
this section. However, the key point of this case is the result of Figiel [24, prop. 10], this
is, the fact that for a Banach space X, its modulus of convexity satisfies that dx()/e? is
equivalent at the origin to an increasing function. As we saw in the previous chapter this fact
characterizes those functions which are equivalent to a modulus of convexity of some Banach

space —see [33] for the original proof.

The method we use in this case is not useful for p > 2, since Figiel’s result says exactly
that any modulus of convexity has a local behavior which is bounded above by the quadratic

function t2.

Let us remark that the results which have been stated along this chapter are mostly taken

form our paper [9].

Chapter 4. Schauder Bases Under Uniform Renormings

jn this chapter we study Schauder basis within the framework of the theory of uniform
renormings on Banach spaces. First of all, let us start recalling that a Schauder basis of a
Banach space X is a sequence of vectors {e, }>- ; such that for every 2 € X there is a unique
sequence of coefficients {a,}2° ;, such that x = > apey, where the convergence of the series

is in norm.

A Schauder basis gives rise to the canonical sequence of finite dimensional projections
P,: X — X, P,(>. 2, aie;) = Y iy aje;. A well-known and useful result on Schauder bases
claims that {||P,||}n is a bounded sequence —Prop.4.1.2—. This upper bound, denoted by
bej ({enney ), is called the basis constant of {e, };— ;.

A Schauder basis is said to be monotone, if the value of its basis constant is 1. The
previously stated boundedness result has an equivalent reformulation in the language of
renormings. Namely, a separable Banach space with a Schauder basis can be equivalently
renormed so that the basis becomes monotone. The proof of this equivalence is very easy, in

fact the renorming is obtained via the formula ||z|| = sup,, || Pn(x)]|-

Unfortunately, from the renorming point of view, ||-|| looses some subtler geometrical
properties of the original norm. The question on the existence of “good” renormings, still

making the given basis monotone, has received some attention in the past.

For example, it is well-known that every separable Banach space has an LUR renorming,

in fact the collection of all equivalent LUR renormings is residual in the —metric— space
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of all equivalent renormings —|[17]. It is therefore quite natural to expect that for every
separable Banach space with a Schauder basis, there exists an equivalent LUR renorming
making the basis monotone. This is indeed the case, and the proof follows along the lines
of the original Kadec LUR renorming result —see [17]. Similar statements —folklore— are

true also for Gateaux or uniformly Gateaux smooth case.

On the other hand, quite surprisingly, the situation with Fréchet smooth renormings is
different. Recall that a separable Banach space has an equivalent Fréchet smooth renorming
if and only if it has a separable dual. In this case, the set of Fréchet smooth renormings —
whose dual norm is LUR— is again residual among all equivalent renormings, yet we present

the following theorem.

Theorem 4.2.1 ([34]). Let X be a separable Banach space with a separable dual —in particular
having an equivalent Fréchet smooth renorming—, and a Schauder basis. Then X is reflexive
iff for every Schauder basis of X there exists some Fréchet smooth renorming of X making

the basis monotone.

As an immediate consequence, in every non-reflexive Banach space with a separable dual
and a Schauder basis —such as ¢p—, there exists another Schauder basis which is not mono-
tone under any Fréchet smooth renorming of X —in spite of the rich supply of equivalent

Fréchet smooth renormings for such a space.

In section 2 of this chapter we settle in the positive the case of uniformly Fréchet smooth
(UF) and uniformly rotund (UC) renormings, answering a question of Godefroy —which

appears also explicitly in [23]—, communicated to us by Zizler. Indeed we obtain

Theorem 4.2.14 ([34]). Let X be a Banach space with a Schauder basis {e,} >, and a

(UF)-norm || - ||. Then there exists an equivalent (UF) renorming ||-|| such that {e,} - is
a monotone Schauder basis of (X, ||-||). Moreover, the moduli of uniform smoothness of || - ||
and ||-|| are equivalent —in the sense of [24].

Dualizing, we also obtain

Theorem 4.2.19 ([34]). Let X be a separable superreflexive Banach space with a Schauder

basis. Then there exists an equivalent (UC) renorming under which the basis is monotone.

Moreover, for a fixed superreflexive space X with base and with modulus of convexity
dx, we find an (UC)-renorming such that the basis is monotone and the new modulus is

equivalent to dx.

These kind of questions can be also asked when instead of a Schauder basis we work with

a basic sequence, this is, a sequence which is Schauder basis of its closed linear span.
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Definition 4.2.15. A basic sequence {e,} " in a Banach space (X,|||) is said to be

monotone if it is monotone as a base of Y = span {e,, : n € N}.
In these settings one can show the following result.

Corollary 4.2.18. Let X be a superreflexive Banach space and a basic sequence {e,} = in
X. Then there exists an equivalent uniformly smooth renorming under which the given basic

sequence is monotone.

Techniques involved in the proof of these results are highly geometrical and intuitive.
Indeed, on one hand it is based on the fact that given a Schauder Basis on a Banach space
which is uniformly smooth, then, for each n € N the norm defined in P, X whose unit ball is

P, Bx is uniformly smooth. This is

Lemma 4.2.6. For any n € N there exist an explicit relation between the moduli of smooth-
ness of P,(Bx) and Bx. This relation is, p(Py(Bx), ) < p(Bx, ).

On the other hand, it is also based on the following idea. Given an uniformly smooth
manifold A, if another manifold B satisfies that for every x € B there exist y € X and z € A
such that y + 2 = z and y + A C B, then B is also uniformly smooth and both moduli of
smoothness are related. This result is consequence of the following lema, where g(C, -) means
the Minkowski functional of the set C.

Lemma 4.2.7. Let A and B be two balls in a linear space E. Let x € E be such that
x4+ B C A. Then, any z € E satisfies the following inequality:

9(A,2) <g(B,z —x) +[1 - g(B,z — x)| g(A, ).

These ideas can be used in order to obtain another similar results. Recall that a Schauder
Basis {e, } -, is said to be unconditional if for any x € X its representation as series does not
depend on the order of the elements of {e, }>, —def.4.1.10—. If we denote by 2<N the set
whose elements are the finite subsets of N then, for each F' € 2<N we can define a projection
Pr : X — X where PpX = span{e, :n € F}. It follows from the uniform boundedness
principle that {||Pp||} pco<n is uniformly bounded and thus we can define the unconditional

constant of {e,}7° 1, ubc ({e,}y—; ) as the supremum of these norms.

These ideas are extensive to this case, however the result does not follow straightforward
from the proof of Theorem 4.2.14. In fact, for proving Theorem 4.2.14 we built a sequence of
balls En defined each of them in E,, = span {ej : 1 < j <mn}, using the two ideas described
above. This family of balls is increasing, this is B, NE, = B, for m > n. And the key
point is that we start with just one space E; = span{e;}. Now we need to follow a more

complicated structure.
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The same idea we applied to E; must now be applied to Ey,,, = span {e,} for each n € N
and from each of these sets we have to define for each F' € 2<N a ball B r defined on Er and

such that the family {E F} Feg<n 18 increasing, analogously as in the non-unconditional case.

In this case, in order to apply the first idea, we have to use a generalization of Lemma 4.2.6

which says the following.

Lemma 4.3.4. For any set F € 2<N| there exits an explicit relation between the moduli of
smoothness of Pr(Bx) and Bx. This relation is p(Pr(Bx),:) < p(Bx,").

To apply the second idea we do not need further results, since it follows from Lemma 4.2.7
too. This construction allows us to obtain the following results which are analogues to

Theorem 4.2.14 and Theorem 4.2.19, respectively.

Theorem 4.3.12. Let X be a Banach space with an unconditional Schauder basis {e, } -,
and an (UF)-norm ||-||. Then there exists an equivalent (UF)-norm ||-|| such that {e,}o>, is

unconditionally monotone in (X, ||-||). Moreover, both moduli of smoothness are equivalents.

Theorem 4.3.13. Let X be a superreflexive Banach space with an unconditional Schauder
Basis. Then there exists an equivalent (UC)-norm under which the basis is unconditionally

monotone.

An analogue to Theorem 4.2.18 for unconditional basic sequences can be stated easily

following the lines of its proof.

An application

We have mentioned James-Gurarii-Gurarii’s result in the section relative to chapter one,

namely that for a superreflexive Banach space X there exist constants r, s € (0, 00) such that

for every Schauder bases {e, },~ | there exists a positive constant A satisfying

zwam] <[Sue Zla#] |
i=1 =1 =1

However this result gives no precise information of the values of r and s and the constant A

<A

L
A

depends on the bases constant of {e, } - ;.

Bui-Min-Ci and V.I. Gurarii showed three years before —see [10]— the following result

Theorem [10, Corollary 3|. Let (X, ||-||) be a Banach space with a Schauder basis which is

orthonormal, then for all x = ;2

a 2la > a
ot I [ 1+ (35 ) | < < st T 1420 (221
k=S

k=S

a;e; we have
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where ag 1is the first non-zero term.

The key in this result is the notion of orthogonality. Given two subspaces P and ) of X

they consider the angle between P and () as the value

(P,Q) = inf {o(x,Q),z € P, ||| =1},

where o(z, @) is the Hausdorff distance between the sets @ and {z}. For two vectors = and
y, they define (Z,y) = (span(z),span(y)). Being (z,y) = 1 equivalent to z_Ly in the sense of
James —see [38].

o0

For a basis {e, },~ 1,

if we denote by E; ; the subspace span {e,,7 < r < j}, for i < j, then
we say that the basis is orthogonal if (E; ;,E;yq,;) =1, for i < j.

The concept of orthogonality is intrinsic to the norm and therefore this condition could
be remove if we make a renorming. One can realize that the result of Bui-Min-Ci and Gurarif
needs the strong property of the basis being orthonormal.

o0

n—1 is an orthogonal basis if the constant

However, one can easily realize that a basis {e,, }
basis is 1, this is, is the basis is monotone respect to the norm. Since we are able to construct

—Theorems 4.2.14 and 4.2.19— two new norms on X, say [-||; and ||-||5, satisfying
(a) ey, ({entnzy) = beyy, ({en}ny) = 1.
(b) 6(X,||||1) is equivalent to dx.
(¢) p(x,-|,) is equivalent to px.

Therefore one obtains that Bui-Min-Ci and Gurarii’s result does not depend on the or-

thogonality of the basis. Indeed we obtain

Theorem 4.2.21. Let (X, ||||) be a Banach space with a Schauder basis, then there exist

positive constants A, B and C such that for all x =% ;2| a;e; we have

o a . .
las| H [l—i-A(SX <B| ]ﬁa‘ﬁ)} <|lz|l < |as| H [1 + Cpx <’ 2+1’>} ’
k=S

k=S o

where ag 1is the first non-zero term.

From this result one can obtain straightforwardly several corollaries, for instance the

following.

Corollary 4.2.22. Let X be a superreflexive space with a Schauder Basis {e,},-,. Then

there exist positive constants A and B such that for x =, a;e; one obtains

= |ait1]
1+A B .
’ ;M E]

]l = fas]
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These results allow us to obtain better estimates than James-Gurarii-Gurarii’s one, when

the modulus of convexity and smoothness are good enough.

Let us remark that the second section of this chapter is almost completely included in our
paper [34]. Theorems related with basic sequences, the last application and the third section

are not there and are not published anywhere else.

Chapter 5. Modulus of Squareness

C_7his chapter is devoted to the study of the modulus of squareness and their respective
localizations. The modulus of squareness, which was originally defined in [56], where it
arose naturally from studying Lipschitz continuous set-valued functions, is “a modulus for all
seasons”, as G. Godefroy described it in [29]. The reason for this name is that this modulus
is able to say at once whether or not a Banach space is uniformly convex, uniformly Fréchet

smooth, uniformly non-square, etc.

In [56], the authors show —under mild hypothesis— that the intersection of a Lipschitz
continuos set-valued mapping and a Lipschitz continuous ball-valued mapping is again Lips-
chitz continuos. If we denote by %’(X) the family of all closed convex and nonempty subsets
of X and by £(-) the modulus of squareness of X, then their main result can be established

as follows.

Theorem [56, Theorem 4]. Let S be a metric space, let X be a Banach space, and let
f:S— X F:S—%(X),and g: S — RU{oo} be three Lipschitz mappings. Suppose
that there is a v > 1 for which g(x) > vd(f(x), F(x)) for every x € S. Then the intersection
map G : S — €(X) defined by G(z) = F(x) N B(f(z),g(x)) is Lipschitz continuous, with
its Lipschitz constant

Lo < Lp+ (Ly+ Lg+ Ly)é(1/7).

Their main tool for the proof of this result is the modulus of squareness. Taking a look
on its proof one can realize that the definition of such a modulus is —in a certain sense—

natural.

After [56], this modulus was studied by two different and independent group of people. On
the one hand C. Benitez, K. Przestawski and D. Yost —see [7]— and on the other hand Ioan
Serb —see [62, 63, 64]. The techniques used by I. Serb are fundamentally geometrical, and he
was able to give and alternative definition of the modulus in terms of the supremum over the
lengths of a certain family of segments, see [62] for more details. This new characterization

allowed him to call it: tangential modulus.
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The techniques used by C. Benitez, K. Przestawski and D. Yost in [7] are more analytical
and more powerful than Serb’s techniques. Indeed, they obtained a great number of properties

of the modulus and among them, all the results included in [62, 63, 64].

Let us introduce the definition of this modulus. In order to do so, let us observe that given
a normed space X, and for any z, y € X with ||y|| < 1 < ||z||, there is a unique z = z(x,y)
in the line segment [z, y] with ||z| = 1. We put

e — 2]
@) = R

and define £ = €x : [0,1) — [1,00] by

§(8) = sup{w(z,y) : lyll < B <1 <z}

We will say that £x is the modulus of squareness of the normed space X. It is shown
in [56] that for an inner product space, £(3) = &2(8) = 1/4/1 — (32, and that for any normed
space containing |1 (2), £(8) = &(8) = (1 + 8)/(1 - A).

The following theorem [7, Theorem O] puts together all the known properties of this

modulus.

Theorem 5.1.2. Let X be any normed space, & its modulus of squareness. Then

(a) £(8) = sup{€n(B) : M C X, dim M =2},

(b) & is strictly increasing and conver,

(c) € <& everywhere on (0,1), unless X contains arbitrarily close copies of 11(2),
(d) & <& almost everywhere on (0,1),

(e) &€ > & everywhere on (0,1), unless X is an inner product space,
(f) X is uniformly convex if and only if limz_1(1 — B)&(8) = 0,

(g) X is uniformly smooth if and only if € (0) = 0,

(h) Ex-(B) =1/ 1(1/B), for B € [0,1),

(i) if £&(B) < 1/(1 — ) for some (3, then X has uniformly normal structure.
The proof of these properties can be found in [7, 56] and also some of them in [62, 63, 64].

Let us observe in particular that the behaviour of £ near one is related to convexity, and that

the behaviour of & near zero is related to smoothness.
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An analogue to lvanov-Troyanski’'s Theorem

Figiel and Pisier [26] showed that any Banach space which admits an equivalent (UF)-
norm of power type 2 and an equivalent (UC)-norm of power type 2, is necessarily isomorphic

to a Hilbert space. This is, admits an inner product norm.

Rakov [57] showed that if §x satisfies dx(g) > ce? for ¢ > 0,.1076 and for £ > 0 small
enough, then X admits and equivalent (UF)-norm of power type ¢, whenever 2—¢q > v/1 — 8¢,

for some constant k.

In [37], M. Ivanov and S. Troyanski obtain an improvement of Rakov’s estimation, using

the techniques in [44, 57]. Their theorem is the following.

Theorem 5.2.1 [37, Theorem 1.1]. There exists an universal constant k1 such that if a Banach
space X satisfies

lim inf 0x(e) > 1
e0 g2 8(1+0b)

for some b >0, then X admits an equivalent (UF)-norm of power type

q=1+

1+ kb

Whether or not can be established an analogue of Theorem 5.2.1 in terms of the modulus of
squareness, is a question posed in [37, Observ. 1.5]. Looking carefully to the main properties
of ¢ one can realize that using Theorem 5.2.1, duality and the equivalence in the origin
between the modulus of squareness {x and the modulus of smoothness px —see [7]—, can

be obtained the following result.

Theorem 5.2.6. There exists an universal constant ki such that if a Banach space X satisfies

B(X) < oo then X admits an equivalent (UF)-norm of power type ¢ = 1 + ﬁ.

where

-1
B(X) = QIimsupL(l/T) -1

ot 265N (1/7)

The constant k; in Theorem 5.2.1 could not be possibly be less than one, since for the
¢, spaces the theorem is satisfied by 1. That is, the conclusion of Theorem 5.2.1 is sharp up
to the multiplicative constant ki, when b — 0 as well as when b — oco. Thus in actual fact
Theorem 5.2.1 reveals that, asymptotically, the behaviour of any space is the same as that
of £,. However, for our constant B(X) is not known if Theorem 5.2.6 is also sharp up to ki,

when B — 0 or when B — oo.

It seems interesting to find an alternative proof of Theorem 5.2.6 without using Theo-
rem 5.2.1.
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Localization of the modulus of squareness

The question of the existence of a sensible localization of the modulus of squareness was
posed in [7]. This is, they asked for new moduli which characterize at once local properties
of convexity and smoothness. For example, local uniform convexity and Fréchet smoothness
or strict converity and Gateauzr smoothness. In order to answer this question we define here

two new moduli.

For any norm one vector z, A > 0 and y with ||y|| < 1, we will put w, (A, y) = w((1+A)z,y)
and z;(\,y) = z((1 + N)z,y). Therefore w; (A, y) = |[(1 + N)x — z(\,y)|| /\. Besides, we can
deduce that for y € span{z} and for any A > 0, w, (A, y) = 1, since z;(A,y) would be z.

Definition 5.3.1 (Pointwise modulus of squareness). For any pair of norm one vectors z,
y the pointwise modulus of squareness at x in the direction y is the function {x ;o\ = 1y -
[0,1) — [1,00) defined by

oy(B) = sup{wz (A, vy) : |7 < B, X > 0}.

Definition 5.3.2 (Local modulus of squareness). For any norm one vector z the local modulus

of squareness at x is the function {x , = &, : [0,1) — [1,00) defined by
& (8) = sup{wz (A, ) « [[yll < B,A > 0} = sup {&4(5)}-

lyll=1

These moduli are continuous, in fact, locally Lipschitz continuous and, indeed they are

also “moduli for all seasons” since we have the following results.

On Differentiability

Let us first recall that a normed space is: Gdteauxr smooth at © € Sx in the direction
y € Sx iff 0.4(B)/8 — 0 as f — 0; Gateaux smooth at x € Sx iff it is Gateaux smooth at z
in every direction y € Sx; Gateaux smooth iff it is Gateaux smooth at any = € Sx; Fréchet
smooth at x € Sx iff 0,(8)/0 — 0 as f — 0; and Fréchet smooth iff it is Fréchet smooth at
any ¢ € Sx. Throughout this chapter we proof the following result.

Theorem 5.3.15. Let &, and &, be the localized squareness moduli of X. Then
(a) X is Gateaux smooth at x € Sx in the direction y € Sx if and only if £,/ (0) = 0.
(b) X is Gateaur smooth at x € Sx if and only if &,/ (0) =0 for all y € Sx.
(¢) X is Gateauz smooth if and only if &.,/'(0) =0 for all pairs z, y € Sx.
(d) X is Fréchet smooth at x € Sx if and only if &'(0) = 0.

(e) X is Fréchet smooth if and only if £&'(0) =0 for all x € Sx.
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On Convexity

First of all let us mention the local uniform rotundity case. In order to do this, recall
that the radius of a set A relative to a point z is defined by rad(x, A) = sup,c4 ||z — al|.
It is clear that diam(A)/2 < rad(z,A) < diam(A) whenever z € A. For ||z|| = 1 and
0 < 8 < 1, Kadets [42] defined the set G(z,3) = {y : [y,2] C Bx \ ﬂl%X}, and noted that
X is locally uniformly convex at x iff rad(x, G(z,3)) — 0 as § — 1. Moreover it is known
that the function e(x, §) = rad(x, G(x, 3)) is uniformly continuous on the set Sx x [0, r] for
all 7 < 1 and that € is continuous at (x,1) if the norm is locally uniformly convex at = € Sx
—see [8, 31].

Local modulus of squareness is able to characterize local uniform rotundity through its

behaviour near 1. Indeed, we obtain

Theorem 5.3.17. For any normed space X and for any x € Sx, the following are equivalent :

(a) X is locally uniformly conver at x.
(b) diam G(z,8) — 0 as 3 — 1.
(c) diam R(z,3) — 0 as 8 — 1.
(d) limsupg_; (1 — B8)&:(6) = 0.
(e) liminfs_1(1 — B)& () = 0.

The norm of X is said to be strictly convex at x in the direction w if there is no proper
segment included on the unit sphere starting at x with direction w. Similarly, it is said to
be strictly convex at x if there is no proper segment included in the unit sphere starting at
x in any direction. X is said to be strictly convez if it is strictly convex at all its norm
one vectors. We define the number eg(z,w) as the supremum of all those ¢ > 0 such that
the segment [z, z + ew] or [x,x — ew] is included on the unit sphere. We also define the set
CY={yeSx:INeR, y=x+\w}.

Proposition 5.3.19. Let X be a normed space and x, w € Sx. Ifliminfz_,;(1—05)& 4 (3) =0
for ally € C¥, then X is strictly convex at x in the direction w. Moreover,

sup liminf(1 — 38)&; 4 (8) > eo(z, w).
yeCw B—1

The following theorem follows easily from the previous proposition and establishes that
the behaviour of the pointwise modulus of squareness near 1 characterizes the strict convexity

at a ponint.

Theorem 5.3.20. For any normed space X and for any x € Sx the following are equivalent :
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(a) X 1is strictly convex at x.
(b) limsupg_,;(1 — B)&z4(B) =0, for ally € Sx.

(¢) liminfg (1 — )&y (8) =0, for ally € Sx.

The following result is simply a corollary from the previous theorem. It establishes that

the pointwise modulus of squareness characterizes the strict convexity.

Theorem 5.3.21. For any normed space X the following are equivalent :

(a) X 1is strictly convez.
(b) limsupg_,;(1 — B)&4(8) =0, for all x,y € Sx.
(¢) liminfg 1 (1 — B8)&y(B) =0, for all z,y € Sx.

Let us remark that the results we include in this chapter are mostly taken from our

paper [32]. The analogue of Ivanov-Troyanski’s Theorem is not published elsewhere.
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Capitulo 1

Introduccion y Preliminares

%enormar un espacio de Banach consiste en substituir la norma —definicién 1.1.1— ori-
ginal del espacio por otra que posea mejores —y en ocasiones peores— propiedades de con-

vexidad, diferenciabilidad o de ambas a un tiempo.

El proceso en si es, por naturaleza, geométrico. En efecto, estamos substituyendo la bo-
la unidad —seccién 1.1— original por una nueva bola diferente en su forma . Asi pues, la
intuiciéon geométrica es muy util. Sin embargo el punto de vista analitico es esencial, encon-

trandonos que las demostraciones de los resultados encierran complicadas estimaciones.

Obtener estimaciones en espacios de Banach generales es complicado puesto que carecemos
de bases y, por ende, de sistemas de coordenadas. Esto nos lleva a manejar propiedades
topolégicas. Estas estimaciones deben ser, por tanto, globales y estar basadas en funciones
que no dependan de coordenadas, como por ejemplo las distancias a conjuntos convexos. A
su vez, estos métodos globales nos permiten construir normas especiales. El hecho de que
muchas clases de isomorfia importantes admitan caracterizaciones naturales en términos de

la existencia de ciertas normas equivalentes, ejemplifica estos comentarios.

Las normas que disfrutan de buenas propiedades de convexidad y/o diferenciabilidad
pueden computarse bajo condiciones topoldgicas naturales. Estas, a veces, se obtienen medi-
ante argumentos de dualidad, estando asi, fuertemente conectadas a la estructura lineal del
espacio. De la misma forma, estas normas pueden utilizarse para construir diversos tipos de
funciones definidas en el espacio, mediante operaciones usuales del andlisis, tales como: la
composicién de funciones reales o el uso de supremos e infimos. Y asi, permiten comprender
mejor un espacio de Banach como variedad diferenciable infinito-dimensional o como espacio

métrico.
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El renormamiento es, pues, un nexo de unién entre la teoria de isomorfia y la teoria
isométrica de los espacios de Banach. Por un lado, la asuncién de hipdtesis isomorficas per-
miten construir —a veces, de forma natural— normas que, a su vez, aportan informacién
sobre la clase de isomorfia a la que pertenece el espacio. Por otro lado, las propiedades de la
norma —aun como objeto isométrico— aporta informacién sobre la clase de isomorfia —véase

la seccion 1.2.

Recomendamos [29], para aquellos lectores que quieran familiarizarse con la teoria de
renormamiento. Este articulo, escrito por G. Godefroy abarca de forma magistral y no de-
masiado técnica los principales resultados de la teoria de renormamiento, centrandose en la
teoria separable. Para el caso no separable, recomendamos [70] escrito por V. Zizler y también
de referencia para aquel que quiere iniciarse y/o profundizar en la teoria de renormamientos.
Para un conocimiento méas profundo en el area y lugar donde encontrar las herramientas

fundamentales utilizadas en esta teoria, recomendamos los textos [17, 22].

Esta memoria se adentra en la teoria de renormamientos en espacios de Banach. A lo
largo de ella utilizaremos resultados y conceptos que son bien conocidos para aquellos lectores
familiarizados con esta teoria. Por tanto, recomendamos al lector conocedor de ésta que omita

la lectura del resto de este capitulo.

1.1 Conceptos fundamentales.

%onceptos tales como norma, espacio de Banach, bola unidad,. .., son bien conocidos para
el lector conocedor del andlisis funcional. Con la intencién de hacer la tarea menos ardua a

aquellos lectores que no lo estan, presentamos aqui los siguientes conceptos.

Definicion 1.1.1. Una funcién p definida en un espacio vectorial X se dice que es un fun-
ctonal sublineal y positivamente homogéneo si para todo par de vectores x, y € X y para todo

escalar a > 0 satisface

plax) = ap(z) y p(z +y) < p(z) + p(y).

Si ademds, p(ax) = |a| p(z) para todo z € X y para todo escalar «, entonces p se dice que
es una seminorma en X. Una seminorma p que satisface que p~1(0) = {0} recibe el nombre

de norma.

Un espacio normado es un par (X, ||]|), donde X es un espacio vectorial y [|-|| una norma
definida en X. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, ||-||) que es completo respecto

de la métrica canénica p(z,y) = ||z — y||.

Dado un espacio de Banach (X, ||-||), la bola unidad de (X, |-]|) a la que denotaremos por
Bx,.|) esel conjunto {z € X : |lz|| < 1}. La esfera unidad de (X, [|-||) ala que denotaremos
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por Sx | es el conjunto {x € X : [[z[| = 1}. Cuando se sobrentienda la norma, denotaremos

estos conjuntos por Bx y Sx, respectivamente.

Dado un espacio normado (X, ||-||) se define su dual X* como el espacio vectorial for-
mado por las aplicaciones z* : X — K lineales y continuas, dotado de la norma |z*| =
sup {|z*(x)| : € Bx}. Este espacio normado es completo y, por tanto, de Banach. De la
misma forma, se define el espacio bidual de X como el espacio de las aplicaciones lineales y

continuas sobre el dual, esto es, el dual de X*. Denotaremos este espacio por X**.

El siguiente resultado fundamental es consecuencia directa del teorema de Hahn-Banach
—[5] o [22, Teorema 2.4].

Lema 1.1.2. Todo espacio de Banach X estd isométricamente embebido en su bidual medi-

ante la isometria m : X — X*™* definida por

m(z)(z") = 2" (),
para cada x € X y para cada ¥ € X*.

Definicion 1.1.3. Un espacio de Banach X se dice que es reflexivo si la isometria candnica

7 es biyectiva.

La topologia inducida por la norma es, en ocasiones, demasiado fuerte para poder obtener
propiedades interesantes, en particular, la bola unidad es compacta en norma si y solo si
el espacio es finito-dimensional. Sin embargo, la estructura lineal nos permite definir ciertas
topologias mas débiles que la de la norma y que suponen una herramienta fuerte en el andlisis

funcional.

Definicion 1.1.4. Dado un espacio de Banach X, la topologia débil u w serd aquella que

tiene como subbase de topologia los conjuntos

V(f,r,e) ={ye X :|f(z —y)| <e},

para todo z € X, f € X* y e > 0. Esta topologia se denota en ocasiones o(X, X*).

De la misma forma en el espacio dual X* se define la topologia w* o débil* como aquella

cuya subbase esta formada por los conjuntos
Viz, 2% ) ={y" € X*:|(y" —27)(z)| <e},
para todo x € X, z* € X* y ¢ > 0. Esta topologia se denota en ocasiones o(X™*, X).

Definicién 1.1.5. Un conjunto C' de un espacio normado (X, ||-||) se dice que esta acotado

si sup {||z|| : € C} es finito.
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La bola unidad de un espacio de Banach (X, ||-||) es un conjunto convexo y centralmente
simétrico. Por definicién, estd acotado, es cerrado y contiene al origen como punto interior. No
en vano, estas propiedades caracterizan las bolas unidad de los distintos espacios de Banach.

Para ver esto es necesario definir el siguiente funcional.

Definicién 1.1.6 ([22, Def. 2.10]). Sea C' un conjunto en un espacio de Banach X. Definimos

el funcional de Minkowski de C, como la funcién pc : X — R definida para cada x € X por

po(z) :=mf{A>0:2 € \C}.

Obviamente, uc(z) > 0 para todo x € X, pero en general puede ocurrir que ¢ = 0o para
conjuntos grandes de X. El siguiente lema establece las propiedades principales del funcional
de Minkowski.

Lema 1.1.7 ([22, Lem. 2.11]). Sea C un conjunto convexo en un espacio de Banach X.
Si C' contiene al origen como punto interior, entonces el funcional de Minkowski pc es un

funcional sublineal, positivamente homogéneo y finito. Mds ain,
{z:pc(z) <1} CcC C{z:pc(z) <1}.

Corolario 1.1.8. Sea B un conjunto convexo y centralmente simétrico en un espacio de
Banach X. Si el origen es un punto interior de C', entonces el funcional de Minkowski pc es

una seminorma en X . Ademds si C estd acotado pc es una norma en X.

Fijado un espacio normado (X, |-||), el corolario 1.1.8 establece una biyeccién entre los
subconjuntos C' de X que son convexos, cerrados, centralmente simétricos, acotados y que
contienen al origen como punto interior y las posibles normas definibles en X. En efecto, por
un lado dada una norma |[|-|| en X su bola unidad es uno de estos conjuntos. Por otro lado
un subconjunto C' de estas caracteristicas define, via el funcional de Minkowski una norma

en X cuya bola unidad coincide con C.

A lo largo de esta memoria utilizaremos con frecuencia los conjuntos de los que hemos
estado hablando. Asi pues, teniendo en cuenta el paralelismo existente entre ellos y las bolas

unidad, definimos.

Definicién 1.1.9. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. Un subconjunto C' de X se
dice que es una bola de X si es cerrado, convexo, acotado, centralmente simétrico y contiene

al origen como punto interior.

El funcional de Minkowski es una herramienta que ha recibido mucha atencién en el
estudio de la geometria de los espacios normados, en particular de los espacios de Banach.

Esto se debe al paralelismo establecido bola-norma que en realidad puede entenderse como
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un paralelismo geométrico-analitico. En efecto, las normas abordan el estudio de la geometria
de los espacios de Banach en una direccién analitica. En cambio, las bolas permiten trabajar

con la geometria del espacio en estado puro.

En la teoria de espacios vectoriales finito-dimensionales y de su geometria se ha hecho
un amplio uso del funcional de Minkowski. Sin embargo en la mayoria de los textos de este
campo este funcional recibe el nombre de funcional gauge siendo estandar el uso de la notacién
g(C,x) en vez de pc(x). Asi pues, dada una bola B de un espacio normado X denotaremos la
norma cuya bola unidad es B, por g(B,-) o up(-) de forma indistinta. Y haremos referencia,

también indistintamente, a esta norma como el funcional de Minkowski o el funcional gauge.

1.2 Renormamientos.

éo n la seccién 1.1 hemos definido un espacio de Banach, como un espacio normado (X, ||-||)
de forma que la métrica inducida por la norma ||-|| es completa. Es decir, entendemos los
espacios de Banach no sélo como espacios topoldogicos completos si no también como objetos
con geometria, geometria que viene dada por la norma. En este caso, en términos de la teoria
de categorias, la categoria de los espacios de Banach BAN seria aquella cuyos objetos son los

espacios de Banach y cuyos morfismos son las isometrias entre ellos, donde

Definicién 1.2.1. Dados dos espacios de Banach (X1, ||-||;) ¥ (X2, ||-||5), una isometria entre

ellos es una aplicacion lineal ¢ : X7 — X tal que para todo = € X7,
le(@)lly = ll=ll; -

Es decir, dos objetos en la categoria BAN se consideran “iguales” si y solamente si existe
una isometria entre ellos que sea biyectiva. Esto implica que la topologia sigue siendo la

misma pero también que la estructura geométrica de los objetos se mantiene inalterable.

Existe una definicién alternativa de la categoria de los espacios de Banach que denotare-
mos BAN1, cuyos objetos son los espacios de Banach y cuyos morfismos son las aplicaciones
lineales continuas entre ellos. Dos objetos en esta categoria se consideran “iguales” si existe
un isomorfismo lineal, es decir una aplicacién lineal biyectiva y continua. En este caso, la
topologia sigue siendo la misma pero la estructura geométrica parece haber desaparecido. Sin
embargo nuestros morfismos son aplicaciones lineales, continuas y, por tanto, no exclusiva-
mente continuas, con lo que dos objetos iguales en esta categoria tienen algo mas en comun
ademads que su topologia. En efecto, tienen en comun la estructura lineal.

Es claro que si tenemos un objeto en BAN que no posee una cierta propiedad geométrica,

¢

no puede encontrarse un objeto “igual” que si la posea. Sin embargo, en la categoria BAN;

este tipo de preguntas si que tienen sentido. Es més, dada una propiedad geométrica &, ;El
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objeto (X, ||||) es “igual” a algin objeto con la propiedad Z?7;cudles son los objetos que
son “iguales” a alguno que satisfaga la propiedad £?7. Este tipo de cuestiones son las que se

suelen plantear en la teoria de renormamientos en espacios de Banach.

Definicién 1.2.2. Sea X un espacio vectorial y [|-||; ¥ [|||; dos normas definidas en él.
Diremos que estas dos normas son equivalentes si existen constantes positivas A y B tales
que para todo x € X

Alllly < llzlly < Bl -

Equivalentemente, si la aplicacién identidad Id : (X, |-|;) — (X,]]|;) es un isomorfismo

lineal.

De esta definicién se deduce que el espacio de Banach (X, [|-||;) es “igual” en la categoria
BAN; a (X, [|-|ly). En efecto, en general si un espacio (X, ||-||) tiene una norma equivalente
|-l entonces los objetos (X, ||]|) v (X, ||-]|) son “iguales”. Y si tenemos dos objetos que son
“iguales” (X, ||-]|x) e (Y, |]ly) en BANy entonces (Y, ||-||y-) se identifica isométricamente con
(X,|]) para cierta norma |-| equivalente a ||-|| . La prueba de estas afirmaciones es sencilla

y estandar y se dejan al lector.

Asi pues, con lo que hemos venido diciendo a lo largo de esta seccién, finalmente podemos
describir el proceso de renormar un espacio de Banach (X, ||-||) como encontrar una norma
equivalente |[-|| en X —equivalentemente, un objeto (Y, ||-||y-) isomorfo a (X, ||-||)— que tenga

algunas propiedades geométricas que sean de interés.

El renormamiento es, pues, un nexo entre la teoria isométrica —BAN— y la teoria

isomoérfica —BAN;— de los espacios de Banach.

Supongamos una propiedad &, si un espacio de Banach (X, ||-||y) es “igual”—esto es,
linealmente isomorfo— a otro espacio de Banach (Y, |-||y) que satisface la propiedad £,
diremos indistintamente que X es (#?), que X es “Z-renormable”, que X admite un “Z?-

renormamiento” o que “existe una norma equivalente 7.

1.2.1 Convexidad y Diferenciabilidad.

Entre las propiedades geométricas que se han estudiado en relacién al problema del renor-
mamiento se pueden distinguir dos lineas bien diferenciadas: convexidad y diferenciabilidad.
A pesar de la separacién conceptual que suponen estas dos vertientes, pueden establecerse
relaciones de dualidad entre ellas. Este aspecto serd debidamente justificado méas adelante en
la exposicion. Ahora vamos a definir algunas de estas propiedades teniendo en cuenta para
ello el paralelismo establecido en la seccién anterior entre normas y bolas. A lo largo de esta
seccién (X, ||-||) serd un espacio de Banach. La mayoria de los conceptos siguientes pueden

encontrarse definidos en [17, 22]
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En primer lugar veamos algunas propiedades relacionadas con la convexidad.

Definicién 1.2.3. Se dice que (X, ||-||) es estrictamente convezo o rotundo, (R) para abreviar,
si la esfera unidad Sx no contiene ningiin segmento propio. Esto es, si dados z, y € X con
|lz|| = |lyll =1 y tal que ||z + y|| = 2 entonces z = y.

Se dice que X es localmente uniformemente convezxo o localmente uniformemente rotundo,

%)
n=1

(LUR) para abreviar, si para cualquiera x € Bx y {zn} C By tal que

, 2 2 2
Jim 2([|2 (" + [lza ) = [l + )" =0,

se tiene que lim, ||z, — z| = 0.

Se dice que X es uniformemente convexo, (UC) para abreviar, si para cualquier par de

sucesiones {xp}2 1, {yn},—y C Bx que satisfacen

lim 2(||zall* + [lynll*) = 20 + yal® = 0,
n—oo

se tiene que lim, ||z, — yn| = 0.

Veamos ahora algunas de las propiedades relacionadas con la diferenciabilidad

Definicién 1.2.4 ([22, Def. 8.1]). Sea f una funcién real definida en un abierto U de un
espacio de Banach X. Sea x € U. Diremos que f es Gateaux diferenciable en x si existe

F e X* tal que
Iim f( ”ht) —1@) _ o, (1.2.1)

para cada h € X.
Diremos que f es Fréchet diferenciable en x si este limite es uniforme para h € Sx.

Llamamos a F' la derivada Gateaux o Fréchet de f en x y la denotaremos por F' = f/(z).

Definicién 1.2.5. Se dice que (X, |]|) es Fréchet —resp. Gateaux — diferenciable, para

abreviar (F) —resp. (G)—, si ||| es Fréchet —resp. Gateaux — diferenciable en todo = €
X\ {0}.
Diremos que X es Uniformemente Fréchet diferenciable, o (UF) para abreviar, si el

limite (1.2.1) para f = ||-||, existe y es uniforme para z y h € Sx.

Equivalentemente, dada una bola B en X diremos que es &, donde & es cualquiera de

las propiedades anteriores, si el espacio (X, g(B,-)) es .

Estos conceptos estén ligados por dualidad. En particular el conocido lema de Smulian [22,

Lem. 8.4] permite establecer los siguientes resultados.

Corolario 1.2.6 ([22, Fact 8.12]). Sea (X, ||-||) un espacio normado, si (X*,||-||) es estric-

tamente convero (R), entonces (X, ||-||) es Gdteaux diferenciable (G).
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Corolario 1.2.7 ([22, Fact 8.18]). Sea (X, ||-||) un espacio de Banach, si (X*,|-||) es local-

mente uniformemente convera (LUR), entonces (X, |-||) es Fréchet diferenciable.

El siguiente resultado se incluye aqui con la clara intencién de que cada una de las
propiedades y sus relaciones de dualidad no se encuentren dispersas a lo largo de la memoria.
Sin embargo para la prueba de este resultado se utilizan técnicas basadas en herramientas que

seran definidas en la siguiente seccién : Estudio cuantitativo de la geometria: Los mddulos.

Teorema 1.2.8 ([22, Teo. 9.10]). Sea (X, ||||) un espacio de Banach. Entonces

(a) (X,|-||) es uniformemente convexo (UC) si y solamente si (X*,||-||) es uniformemente
Fréchet diferenciable (UF).

(b) (X,]I'l) es uniformemente Fréchet diferenciable (UF) siy sélo si (X*,||-]|) es uniforme-

mente convexo (UC)

1.3 Estudio cuantitativo de la geometria: Los moédulos.

éa xisten gran cantidad de descripciones cuantitativas de las propiedades geométricas de los
espacios de Banach. La herramienta mas usual para obtener tales descripciones es la definicién
de una funcién real —modulo— que depende del espacio de Banach bajo consideracion. Los
modulos, desde que Clarkson en 1936 —véase [15]— definiese el que se ha dado en llamar
mddulo de convexridad —def. 1.3.3—, han tenido como objetivo clarificar dos cuestiones; en
primer lugar la geometria de la bola unidad, y en segundo las relaciones no evidentes entre

la topologia débil y la de la norma en un espacio de Banach.

En la mayoria de ocasiones, esto es, para la mayoria de los espacios de Banach, la com-
putacién de estos moédulos es una tarea ardua y, en ocasiones, imposible. Sin embargo, la
descripcién cuantitativa a la que hacemos referencia, usualmente, no depende directamente
de los valores que toman dichos médulos, sino de su comportamiento en el dominio de defini-
cién o, en los casos que nos ataneran en esta memoria, en algunos puntos bien determinados

del cierre de su dominio.

A lo largo de esta memoria estudiaremos varios médulos en espacios de Banach, algunos
de estos han sido ampliamente estudiados y, por tanto, introducimos la definicién en este
capitulo. Otros, sin embargo, como el mddulo de cuadratura introducido en [56, Seccién 1],
serd definido en el capitulo 5, en el que desarrollaremos su estudio y plantearemos la solucion

de varios de los problemas que se han planteado en la literatura en referencia a él.

Los médulos que introduciremos en esta seccién, como hemos comentado anteriormente,

no deben su caracter descriptivo a los valores exactos que toman en su dominio, sino en el
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comportamiento que estas funciones tienen cerca del origen, donde ambas toman valor 0. El
concepto clave para analizar este comportamiento es el de equivalencia segin se define en [24,

Seccién 1].

Definicion 1.3.1. Dadas dos funciones reales f y g, cada una de ellas definida en un intervalo
[0, a], diremos f < g si existen constantes positivas A, B, C tales que Af(Bt) < g(t) para todo
t € [0,C]. Diremos que f y g son equivalentes —escribiendo entonces f ~ g—si f < g < f.

Figura 1.1:

Obsérvese que esta definicion establece que dos funciones son equivalentes si, cuando t se
acerca al origen, ambas funciones se comportan de la misma forma. En la figura 1.1 se puede
observar como esta definicién viene a significar que la funcién g estd completamente acotada
por multiplos de la funciéon f —en este caso hemos supuesto que las constantes B’s son la

unidad, esto es, que no hay contraccién del intervalo de definicion. En particular se tiene

Lema 1.3.2. Sean f y g dos funciones reales definidas en un cierto intervalo [0,a]. Si

suponemos que f < g entonces existe una constante A tal que

t
lim & < 00.
10 g(At)
En la seccion Conjugada de Fenchel. —seccion 1.4— extenderemos el estudio de este con-
cepto de equivalencia, estableciendo correspondencias entre la equivalencia de dos funciones y
de sus respectivas conjugadas de Fenchel. Pero ahora definamos los médulos que vertebraran

esta memoria.

Definicién 1.3.3 ([22, Def. 9.1]). Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Para cada ¢ € (0, 2],

definimos el mddulo de converidad de ||-|| como

r+y

S(x |- (€) = inf {1 - ; 2,y € By, |lv —yll > g} .
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\ —

////T/\a{é(s)

Figura 1.2:

Observando la figura 1.2 podemos ver como el médulo de convexidad estima la menor
de las distancias a la esfera unidad de los puntos medios de cada par de puntos que dista al

menos €.

Trivialmente se tiene que dx(2) = 1 si y solamente si X es estrictamente convexo —
definicion 1.2.3. De igual forma existen otros resultados que, a partir de valores particulares
de dx en cierto punto de su dominio, implica que el espacio (X, ||-||) tiene cierta propiedad
geométrica, a este respecto puede verse [27, 28, 30, 43, 55]. En [53], Nordlander, de forma
elegante a la par que breve, muestra que cualquiera que sea el espacio de Banach X siempre se
tiene que dx < dy, donde dg es el médulo de convexidad de cualquier espacio de Hilbert. dg
puede obtenerse explicitamente usando la identidad del paralelogramo, y resulta ser dy(g) =
1—4/1— %. Es més en [16] se demuestra que un espacio de Banach (X, ||-||) es Hilbertiano
si y sélo si su médulo de convexidad es dy. En [1] se muestra que si dx(¢) = dg(e) para
cualquier € en (0, 2) tal que £/2 no es el seno de un divisor par de 7, entonces X es isométrico
a un espacio de Hilbert. Este resultado resuelve parcialmente la pregunta planteada en [53]:
Jla propiedad dx(e) = 0m(e) caracteriza a los espacios Hilbertianos?. Este problema sigue

abierto para el caso n > 3.

En [35] se demuestra, entre otras resultados relacionados, que dx es una funcién continua.

En general dx no es una funcién convexa —véase [51].

En relacién a la diferenciabilidad Fréchet uniforme, definimos:

Definicién 1.3.4 (][22, Def. 9.6]). Sea (X, ||]|) un espacio de Banach. Para cada 7 > 0,

definimos el mddulo de diferenciabilidad de ||-|| como

|2 + 7yl + [z = 7yll — 2
P(X,|-||)(T)=SUP{ 5 el =yl =1¢.
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Cuando se sobreentienda la norma ||-|| del espacio X escribiremos exclusivamente y respec-
tivamente dx y px. Siguiendo el paralelismo establecido en la seccién 1.1, dada una bola B en

X, definimos sus respectivos médulos de convexidad y diferenciabilidad por las expresiones

5(B,¢) —inf{l—g <B,x;y>; 2,y € B, g(B,x —y) Zs}a

p(B,T) :sup{ﬁ(B,x,y,T) : g(B,IE) :g(Bay) = 1}7

donde
g(B,.’L‘—FTy)—Fg(B,l’—Ty) -2

2

g(Bv‘T’va) =

De la propia definicién de estos médulos se deduce que un espacio de Banach (X, ||-]|) es
uniformemente convexo si y solamente si el médulo de convexidad dx es positivo en (0,2] y
es uniformemente Fréchet diferenciable si y solamente si px(t)/t tiende a 0 cuando ¢t — 0.
Asi pues, diremos que una bola B es uniformemente convexa, cuando §(B,e) > 0 para todo

e € (0,2] y que es uniformemente Fréchet diferenciable si

t—0 T

=0.

Si se asume que dx () > 0 para todo € € (0,2], esto es, si suponemos que el espacio X
es uniformemente convexo, cobra entidad el estudio del médulo en términos de su compor-

tamiento cerca del origen en contraposicién del estudio de sus valores concretos.

Relacionado con el médulo de diferenciabilidad px e introducido por T. Figiel en [24],
el mddulo de diferenciabilidad tangencial, que definimos a continuacién, nos serd de gran
utilidad.

Dado (X, [|||) un espacio de Banach y = € Sx, denotaremos por Hx(z) la coleccién de
todos los hiperplanos soporte a Bx en x. Obsérvese que este conjunto es no vacio por el
teorema de Hahn-Banach —I[5]. De la misma forma para una bola B en X, denotaremos
por H(B,z) al conjunto de hiperplanos soporte a B en x. En cualquiera de los dos casos el

modulo de diferenciabilidad tangencial se define —véase [24]— para cada 7 > 0, como

ﬁ(B7t) :sup{ﬁ(B,x,y,t): g(va) :g(va) =1 yy—i—meH(B,x)},

_ z+TY||+ ||z — TY|| — 2
() =sup { P TIE2 o =1y y 4 € o)}

Obsérvese que p(B,-) > p(B,-). Mas ain, el médulo de diferenciabilidad p y él médulo

de diferenciabilidad tangencial p son funciones equivalentes.
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Lema 1.3.5 ([24, Lem. 12]). Eziste una constante K < 16 tal que p(B,7) < Kp(B,T), para
toda bola B y cualquier t > 0.

J. Lindenstrauss observé en [48] —véase también [50, pag 61— que

2px+(T) = ilig {re —20x(e)}. (1.3.1)

Sin embargo, la relacion contraria no es exacta, esto es, si definimos

Ox(¢) = sup {178 - px- (T)} :

7>0 (2

que satisface ESVX < dx. En particular se tiene que SX es la funcién convexa més grande que
esta por debajo de dx. Mas adelante veremos que esta propiedad estd intimamente relaciona

con la conjugada de Fenchel —seccion 1.4.

Este nuevo mdédulo gX es equivalente a §x. En efecto,

Proposicién 1.3.6 ([24, Prop. 1]). Sea 0 <y < 1, € > 0. Entonces
dx(2) = (v = D)ox(re).

Como aplicacién de la formula de Lindenstrauss y del resultado antes citado de Nordlander
—I[53]— se tiene que px > pp, donde pg es el médulo de diferenciabilidad de cualquier espacio
de Hilbert. A tales efectos, se tiene que py(7) = vV1+ 72 — 1.

Antes de concluir esta seccién vamos a introducir dos resultados importantes en relacién a
las propiedades geométricas uniformes introducidas: convexidad uniforme y diferenciabilidad

uniforme.

Teorema 1.3.7 ([22, Teo. 9.18|, Enflo [21], James [39]). Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) X admite una norma equivalente uniformemente conveza.
(b) X admite una norma equivalente uniformemente Fréchet diferenciable.

(¢) X admite una norma equivalente que es a un tiempo uniformemente convexa y uni-

formemente Fréchet diferenciable.

Definicién 1.3.8. A un espacio de Banach (X, ||-||) que satisface una de las propiedades

anteriores —y por tanto todas— recibe el nombre de espacio superreflexivo.

G. Pisier en [54] obtuvo una mejora cuantitativa del teorema anterior de P. Enflo. Resul-

tado que procedemos a enunciar.
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Teorema 1.3.9 ([29, Teo. 3.6], Pisier [54]). Sea X un espacio de Banach superreflexivo.
Ezisten constantes C' y q y una norma |-| en X uniformemente conveza tal que 6(X,H)(€> >
Cel. Ezisten constantes C' y p y una norma ||-|| uniformemente Fréchet diferenciable en X

tal que pix ). (1) < C'TP.

Se sigue del teorema de Dvoretzky —véase [20, 25— que p < 2 < ¢. Este resultado

sugiere las siguientes definiciones

Definicién 1.3.10 ([17, VL.4]). Si (X, ||-]|) es un espacio de Banach de forma que existen
constantes positivas C'y ¢ de forma que 4 X7||'H)(€) > (g4, entonces se dice que el médulo de

convexidad es tipo potencia q.

Definicién 1.3.11 ([17, VI.4]). Si (X, ||-||) es un espacio de Banach de forma que existen
constantes positivas C’ y p de forma que p( X7H.||)(T) < C'7P, entonces se dice que el médulo

de diferenciabilidad es tipo potencia p.

1.4 Conjugada de Fenchel.

EQ% lo largo de esta seccién introduciremos un concepto ampliamente utilizado en la teoria
de convexidad y que tiene sus implicaciones no triviales en la dualidad entre las propiedades

relacionadas con la convexidad y con la diferenciabilidad en los espacios de Banach.

Sea (X, ||||) un espacio de Banach y sea f : X — (—o00,+00] una funcién de forma
que existe cierto x € X con f(x) < oo. Definimos su conjugada de Fenchel como la funcién
f*: X* — (=00, +00| definida para cada x* € X* por

fH(@") = sup {z*(2) — f(2)} .

zeX

Esta funcién es inferiormente semicontinua y convexa. Es mds es exactamente la mayor
funcién convexa e inferiormente semicontinua inferior a f en todo X —la figura 1.3 ilustra

este punto.

Las siguientes propiedades son bésicas y pueden encontrarse en diversos textos, para X
finito dimensional el texto [59] es una muy buena guia, para espacios infinito dimensionales

recomendamos la obra de referencia [68].

Proposiciéon 1.4.1. Sean fi1 y fo dos funciones definidas en un espacio de Banach X, de
forma que fi(z) < fa(x) para todo x € X. Entonces f{ > fs.

Proposicién 1.4.2 (Identidad de Fenchel). Sea f una funcion definida en un espacio de
Banach X. Si f es convezxa, entonces x*(x) < f(z) + f*(z*) para todo v € X y para todo
x* e X*.
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f**

Figura 1.3:

Obsérvese que dado un espacio de Banach X, la funcién px- estd definida en [0,00) y
es convexa. Si extendemos tal funcién de forma que px+(t) = oo para todo t < 0, entonces

podemos calcular su conjugada de Fenchel que es exactamente

i (5) =su {5 -0} =sup {5 — 0} =5xCe.

teR >0
De la misma forma, por la igualdad de Lindenstrauss se tiene que

T

% <§> = sup {;ET — 5X(€)} = px+(T).

e>0

Ahora bien, volviendo a conjugar la funcién 0%, tenemos

3% () = sup {er — 35 (r)} = sup {er — px- (27)} = swp {5 —rx-(n)} = dx(e).

Luego, en efecto, como dijimos en la seccién anterior dx es la mayor funcién convexa in-
ferior a dx —no olvidemos que ambas son funciones continuas y, por tanto, inferiormente

semicontinuas. Asi ademads, dx es una funcién convexa si y solamente si dx = dx.

Entre el concepto de equivalencia introducido en la seccién 1.3 y el de conjugada de Fenchel
existe una cierta compatibilidad que serd establecida en el capitulo 2. Ahora presentamos un
par de resultados que serdn muy tutiles en la computacién de las conjugadas de Fenchel en el

citado capitulo, asi como en el capitulo 3.

Lema 1.4.3. Sea f una funcidn definida en un espacio de Banach (X,|||) con wvalores
en (—oo,00], K y R constantes positivas. Entonces la conjugada de Fenchel de la funcion
g(z) = Kf(Rz) es g*(z*) = Kf*(z*/KR).
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Demostracion.

() = sup (" (o) ~ g(a)) = K sup {o () = o)}

zeX rzeX R7K
— Ksupd —at(y) — fly) b = K (e
= 7 G A RK" )
]

El siguiente resultado establece la relacién exacta entre la conjugada de Fenchel de una
funcién definida en un espacio de Banach X mediante la composiciéon de una funcién real f

v la norma del espacio, y la composicién de la conjugada de f con la norma del espacio dual.

Proposicién 1.4.4 ([3, Lema 2]). Sea (X, ||-||) un espacio de Banach y f : [0,00) — [0, 0]
conveza, inferiormente semicontinua —continua por la izquierda— y con f(0) = 0. Entonces
la conjugada de Fenchel de la funcion g(x) = f(||z]]) es f*(||-]])-
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Capitulo 2

Los mddulos de Convexidad y
Diferenciabilidad

g os modulos de convexidad y diferenciabilidad han sido ampliamente estudiados. Se cono-
cen sus propiedades de monotonia y convexidad —véase capitulo 1— asi como su compor-
tamiento genérico cerca del origen. La definicién de los mismos — def. 1.3.3 y def. 1.3.4—

pone de manifiesto que son de cardcter 2-dimensional. Esto es, satisfacen

dx(e) =inf {0p(e) : M C X, 2-dimensional},
px(e) =sup{pm(e) : M C X,2-dimensional} .

Una pregunta natural en el seno de la teoria de renormamientos es jcudles son las condi-
ciones necesarias que debe satisfacer una funcién real f para que exista una norma en un

espacio de Banach con médulo de convexidad —resp. diferenciabilidad— igual a f7

En primer lugar, si (X, ||||) no es uniformemente convexo, entonces existe un cierto g €
(0,2) tal que dx((0,e0]) = 0. En particular, para cualquiera de tales gy existe en R? una

norma que cumple exactamente esa condicién. En efecto, definiendo para cada ey la norma

, 2
ol = s {1l 52 1}

tenemos que . ((0,&0]) = 0 —véase la figura 2.1.
€0

Ahora bien, dada una funcién f candidata a mdédulo de convexidad —resp. médulo de
diferenciabilidad— tal que f(¢) > 0 para todo t € (0, 2]. ;Existe una norma en algin espacio
de Banach X tal que 6x ~ f? ; Es posible tal renormamiento en R??
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2—8()

Figura 2.1:

A lo largo de este capitulo responderemos a las preguntas anteriores, estableciendo para

ello las condiciones caracterizadoras de las funciones mddulo.

2.1 Espacios de Orlicz.

ga definicion de los espacios de Orlicz ha estado inspirada por el claro papel que juegan en
la definicién de los espacios #’ —o, mas generalmente L,(u)— las funciones tP. Es natural el
intentar substituir la funcién ¢ por una funcién general M y considerar el conjunto de todas
las sucesiones de escalares {ay},- | para las cuales la serie Y > | M (|a,|) converge. W. Orlicz
comprobd las restricciones que se le debian imponer a la funcién M para que este conjunto
de sucesiones fuera un espacio de Banach. Su estudio dio origen a la siguiente definicion de
los asi llamados: espacios de Orlicz y funciones de Orlicz. La teoria basica de espacios de
Orlicz puede estudiarse tanto en el trabajo pionero [45] como en el més actual [58], donde, en
particular, pueden encontrarse citas bibliograficas concretas sobre las investigaciones cldsicas
de W. Orlicz.

Definicién 2.1.1 ([49, Def. 4.a.1]). Una funcion de Orlicz M es una funcién continua,
estrictamente creciente y convexa definida para t > 0, tal que M (0) = 0y lim;_,oc M(t) = 0.

Se dice que M es una funcion de Orlicz degenerada si M (t) = 0 para algun ¢ > 0.

A cualquier funcién de Orlicz M le asociamos el espacio £y de todas las sucesiones de
escalares © = {a, },- tales que Y > | M(|an|/p) < oo para algin p > 0. El espacio £3; junto
a la norma

]| = fnf{p >0: Y M(lan|/p) < 1}

n=1
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es un espacio de Banach usualmente denominado espacio de sucesiones de Orlicz.

Para cada nimero natural n € N se define de forma andloga el espacio £}, como aquel
formado, esta vez, por n-uplas de escalares. En realidad, ¢}, es R" dotado de una norma

especial, la norma inducida por la funcién de Orlicz M.

Toda funcion de Orlicz M, al ser no decreciente y convexa, tiene derivada por la derecha
p(t) para todo t > 0y M(t fo s)ds. Como la funcién p es no negativa y no decreciente
se sigue que 1 < tp(t)/M(t ) para todo ¢t > 0. En particular, esto implica por derivacién que
la funcién M (t)/t es no decreciente. Este hecho puede deducirse también directamente de la
convexidad de M, puesto que para 0 < s < t, tenemos M (s) < (s/t)M(t) + (1 —s/t)M(0) =

(s/t)M(t).

2.1.1 Dualidad de funciones de Orlicz.

A partir de ahora supondremos que M es una funcién de Orlicz no degenerada cuya
derivada por la derecha p satisface p(0) = 0 y lim;_. p(t) = oo. Estas restricciones excluyen
unicamente el caso en el que M (t) es equivalente a t. Consideramos la inversa por la derecha
g de p que se define como ¢g(u) = inf {¢: p(t) < u}, u > 0. Es sencillo comprobar que ¢ es
continua por la derecha, no decreciente y tal que ¢(0) = 0 y g(u) > 0 siempre que u > 0.
Si escribimos M*( fo v)dv para u > 0. Entonces, M* es también una funcién de
Orlicz no degenerada y ¢ es su derivada por la derecha. La funcion M™* recibe el nombre
de complementaria aunque coincide con la conjugada de Fenchel que introdujimos en el

capitulo 1, seccién 1.4. En efecto, se tiene que
M*(t) =sup {tu — M(u) : u > 0} .

Es mas, las funciones ¢ y p son aquellas que establecen la igualdad en las desigualdades de

Fenchel introducidas también en la seccién 1.4. En efecto, se tiene:
uq(u) = M(q(w)) + M*(u) y  p(t)t =M(t) + M*(p(t)).

Hay casos en los que las funciones de Orlicz M estan definidas sélo en un entorno del
origen. En esta situacion la funcién M puede extenderse para t > ty de forma que sea una
funcién de Orlicz en toda la recta real positiva. El siguiente resultado permite el uso de
extensiones arbitrarias de una funcion de Orlicz M cuando se estan estudiando problemas de

equivalencia de su complementaria M*.

Definicién 2.1.2. Sean M : [0,a] — [0,00) y N : [0,00) — [0, 00) dos funciones de Orlicz y
p la derivada por la derecha de N. Diremos que N es una extension de M si ambas coinciden

en [0,a], p(0) =0 y limy_.o p(t) = 0.



48 Los MODULOS DE CONVEXIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

Lema 2.1.3. Sea M una funcion de Orlicz definida en un intervalo [0,a]. Y sean My y My
dos extensiones de M. Entonces, M{ ~ M. Es mds, existe b > 0 tal que My (s) = M;(s)
para todo s € 0,b).

Demostracion. El caso en el que la funcién M es equivalente a una recta es sencillo y se deja
como ejercicio. Para el caso general, sean: p; y ps las derivadas por la derecha de M7 y M>
respectivamente; g1 y ¢z las inversas por la derecha de p; y p2 y so = p1(d’), para cierto a’ < a
fijado. Claramente p; y pa coinciden en [0,a) y por la definicién de la inversa por la derecha

se tiene ¢1(s) = qa(s) para s € [0, s9). Asi, para todo s < sy se tiene que
Mi(s) = squ(s) — M(qi(s)) = sqa(s) — M(qa(s)) = M3(s),

que termina la demostracion. ]

Por lo tanto, dada una funcién de Orlicz M definida en un entorno del origen, tiene sentido
hablar de M* como cualquiera de los elementos pertenecientes a la clase de equivalencia
establecida por cualquiera de sus extensiones y por el orden < definido en el capitulo 1
—véase def. 1.3.1.

2.2 Funciones Mdadulo de Diferenciabilidad.

éa n [24], T. Figiel demuestra que el médulo de diferenciabilidad px, definido en la sec-
cién 1.3, asociado a cualquier espacio de Banach (X, ||-||) satisface lo que podria califi-
carse como una localizacién del teorema de Nordlander [53]. En efecto, obsérvese que el
modulo de diferenciabilidad de un espacio de Hilbert, como dijimos en la seccién 1.3, es
pr(T) = V1 4+ 72 — 1. Esta funcién es equivalente en el origen a la funcién 72/2, esto es, el
moédulo de diferenciabilidad de los espacios de Hilbert es cuadratico. El resultado de Nord-
lander en [53] muestra que todo médulo de diferenciabilidad estd acotado inferiormente por
pr- Sin embargo este resultado no aporta informacién suficientemente relevante para poder
estudiar la mayor o menor rapidez con la que la funcién se acerca a 0 cuando 7 tiende al

origen. El resultado anunciado de T. Figiel es:

Proposicién 2.2.1 ([24, Prop. 10]). Si 0 < 7 < o, entonces px(0)/o? < Lpx(7)/72, donde
L es una constante menor que 2177 (1 +27"/3).

Esta proposicién nos estd diciendo que, localmente alrededor del origen, los mdédulos de
diferenciabilidad convergen al origen de forma siempre mas lenta que la funcién cuadratica.
En efecto, para cualquier ¢ € (0,00) fijado y para todo s € [0,1] se tiene que

px(t)
t2

X(St)
52t2

<L’
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o lo que es lo mismo

1
px(ts) = pr(t)sz'

El médulo de diferenciabilidad px de un espacio de Banach (X, ||-||) desde que fue intro-
ducido por J. Lindenstrauss en [48] ha sido centro de atencién y estudio. Se han clarificado
sus propiedades fundamentales, sabiéndose, por ejemplo que es creciente, continuo, convexo
en [0,00) y que satisface px(0) =0y px(¢) < t. Sin embargo se desconocen hasta ahora las
propiedades que caracterizan a estos médulos. A lo largo de esta seccién, y como anunciamos
en la introduccién, daremos respuesta a esta pregunta. Para ello y, en primer lugar, definimos

el siguiente concepto.

Definicion 2.2.2. Se define como funcion mddulo de diferenciabilidad a toda aquella funcién

de Orlicz M tal que para todo 0 < t < s, satisface

para cierta constante C' > 0. A la menor de las constantes que satisfacen la propiedad anterior
la denominaremos la constante de mddulo diferenciable de M, ctd(M). Denotaremos por .#y

al conjunto de todas las funciones médulo de diferenciabilidad.

Definicién 2.2.3 ([49, Def. 4.a.3],[52, Sec. 1]). Una funcién de Orlicz M tiene la propiedad
Ay en cero —resp. en infinito— si existen dos constantes positivas A y B tales que M (2t) <
AM(t), para t € [0, B] —resp. t € [B,00)—.

En [52] S. L. Troyanski y R. P. Maleev estiman los médulos de diferenciabilidad de algunos
espacios de Orlicz Ly, (S, X, 1t). Uno de los casos principales consiste en suponer que p(.S) = 0o
y que S contiene un conjunto sin dtomos y de medida positiva. En este caso, consideramos
una funcién de Orlicz M de forma que ella y su complementaria M* satisfacen la condicién Ag
en el cero y en infinito —equivalentemente, el espacio Ljs es reflexivo. Para cada 0 < 7 < 1,

se define la funcién

G (1) = % sup {m cu € 1, 1],v > 0} .
Entonces existe una funcién de Orlicz N equivalente a M y tal que el médulo de diferen-
ciabilidad px (7) del espacio X = Ly(S, 3, u) satisface la condicién px(7) < KGp(T) para
cierta constante K y 7 € [0, 1]. Esta nueva funcién N, al ser equivalente a M establece un
renormamiento, siendo éste éptimo mddulo equivalencia. Es decir, cualquier funcién de Orlicz
S equivalente a M de forma que su médulo de diferenciabilidad, digamos pg, converge mas

rapidamente al origen que py, satisface que ambos médulos son equivalentes.

Como contrapartida a este resultado, en [24] se demuestra el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2.4 ([24, Prop. 21]). Sea M una funcion de Orlicz que satisface la condi-
cion Ay en el origen. Si p es el modulo de diferenciabilidad de £p; para una cierta norma

equivalente |-|, entonces existe una constante K > 0 tal que

p(1) > KGp (1) para todo 0 < 7 < 1.

Por tanto, para cualquier funcién de Orlicz M tal que, tanto ella como su complementaria
satisfacen la condicién As en el origen y en el infinito, existe una funcién de Orlicz equivalente

N —equivalentemente un renormamiento— tal que py, es equivalente a G;.

Obsérvese que toda funcion mddulo de diferenciabilidad satisface la condicion Ao en
el origen y en el infinito, puesto que para todo ¢ > 0 se tiene que M (2t) < 4LM(t). La
funcién Gy no tiene por qué ser equivalente a M. Sin embargo en dimensién finita algo mas
puede decirse. En particular, los siguientes resultados muestran que toda funcion mddulo de
diferenciabilidad es equivalente al moédulo de diferenciabilidad de un espacio de Orlicz de

dimension n para cualquier n € N.

Vamos a empezar definiendo la siguiente funcién.

Definiciéon 2.2.5. Para M en .#; y para cada n € N definimos la funcién

n
M (u;v;)
Gn(M,7) = 7% sup {; # P (vi)ie1 € Sen,u; € [T, 1]} 5
para T € [0,1].

Estas funciones G, (M, -) tienen la particularidad de ser equivalentes a M. Si en lugar de

£’ nuestro espacio fuera ¢); esto no podria ocurrir.

Lema 2.2.6. Sea M en .#; con M(1) = 1. Entonces, para todo n € N
M(-) < Gn(M,-) < ctd(M) ||znlp M (),

donde z, = (1,1,...,1) € (£},)*".

Demostracion. La desigualdad de la izquierda se sigue directamente tomando u; =7, v; =1
y v; = 0 para 1 < i < n. Para ver la desigualdad de la derecha introducimos la siguiente

notacion.

h(t) == méx{MS(S) : s € [t, 1]} ;o he(t) = m‘ciX{M(Sv) ts €t ”} )

52
donde v € [0, 1] estd fijado y ¢ € [0, 1]. Es claro que

M(t)
t2

M{(t)

t2

< h(t) < ctd(M)
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y también que
hy(t) < v2h(tv).

Asi, denotando v = (v;)"_;, obtenemos

Gn(M,7) = 1%sup {Z hy(T) 2 v € Sg}t{} < 7% sup {Z’U%h(T’Ui) HONS ngl}
i=1 i=1

< ctd(M) sup {Z M(7tv;) 1 v € Sfﬁf} < ctd(M)M(7) sup {z”: (TNS Sg%}

=1 =1
— ctd(M) M (r) sup {zn(v) ve S%} = ctd(M) ||znlly, M(7),

como se queria demostrar. O

Vamos a calcular, ahora, el valor de ||z, ||, para mostrar que la equivalencia que establece

el lema anterior es éptima.

Lema 2.2.7. Sea M una funcién de Orlicz. Entonces, ||z, = nM 1 (n71).

Demostracion. Primeramente denotemos por S a la funcién inversa de M y observemos
que S es concava. Como £, es finito dimensional, existe un cierto vector v € Spn  tal que
|l znllyy = 2n(v). Entonces Y " | M(v;) = 1y por lo tanto
1 " M(v;) 1<
5(3) -5 (Zl > 5 2 S (M) =13 v
" - " s i
esto es z,(u) = nS(n~1) > 2,(v), donde u = (S(n=1),...,S(n~1)). Como z,(v) es el méximo,

entonces ambos son iguales y la demostracion ha terminado. O

Asi, puede establecerse el siguiente corolario.
Corolario 2.2.8. Sea M en .#, con M(1) = 1. Entonces, para todo n € N
M() < Gp(M,-) < ctd(M)nM " (n= 1) M ().

Observacion 2.2.9. Como hemos anunciado, el corolario anterior es 6ptimo. Optimo en el

sentido de que existe M € .#; con M(1) =1 de forma que

zlﬁ)pl] {Gn(M,7)/M(7)} = ctd(M)nM " (n™1).

En efecto, consideremos la funcién de Orlicz definida por M (t) = #g(t) en [0,1] y M(t) = t*

en [1,00). Es sencillo comprobar que esta funcién estd en .#; —segin la definicién 2.2.5- y
ctd(M) = 1. Ademas,

sup { Gn(M,T)

M) 1>7> 0} = prodlog(ne),



52 Los MODULOS DE CONVEXIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

donde la funcién prodlog(z) es la solucién principal de la ecuacién z = we”, y M~(n~!) =

dl . .,
%g("e). Obsérvese también que

Guiat ) =t (P08,

n

El papel de las funciones G,, (M, -) en esta seccién es paralelo al papel de la funcién G (-)
utilizada por S.L. Troyanski y R.P. Maleev en [52] y T. Figiel en [24]. Esto es, vamos a probar
que la funcién G, (M, 7) es equivalente a px, donde X es £’} para cierta funcion N equivalente
a M.

Lema 2.2.10. Sea N en .#y. Entonces, existe M € .#,; equivalente a N y derivable tal que
ctd(M) < ctd(N), M(1) =1 y para todo t € (0,1], s € (—t,t),

M(2t) <yM(t),  M'(t) < BM(t)/t,
M(t+s) = M(t) + sM'(t) + ds®>,  donde d = d(t,s) < BM(t)/t?,

para ciertas constantes positivas v, 8 y B. Mds aun, M puede definirse como

u

M(t) = /Ot V() du, parat € (0,1].

Demostracion. La prueba se sigue de [24, Lema 20] y del siguiente lema. O

Lema 2.2.11. Sea N en #; y M definida como en el lema anterior. Entonces M estd en
My y ctd(M) < ctd(N).

Demostracion. Sean 0 < ¢ < 7, entonces

M(E):/Oej\i(tu)du:/ol]\as‘%)dsgctd(]v);/olw g2

ds = ctd(N)— M (n).
n
De donde se deduce que M € 4y y ctd(M) < ctd(N). O

El siguiente resultado, central de esta seccién, muestra que las funciones moédulo de difer-
enciabilidad son, médulo equivalencia, los posibles médulos de diferenciabilidad en los espacios
de Banach.

Recordamos antes el concepto de delta de Kronecker. Para valores i y 7 € N consideramos

el valor §; ; que serd la unidad cuando 7 = j y en cualquier otro caso sera 0.

Teorema 2.2.12. Supongamos que N estd en M#y. Entonces existen: una funcion M en My
equivalente a N, con la misma constante de modulo, K > 0 y para cada n € N, una constante

positiva K'(n) tales que para todo t € [0,1], se tiene

K/<n>Gn(M,T) < pgx](T) < KGn(M,T).
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En particular R™ puede renormarse de forma que su mddulo de diferenciabilidad sea equiva-
lente a N.

Demostracion. En primer lugar tomamos la funcién M del lema 2.2.10. Para ver la desigual-

dad de la derecha, consideremos 7 fijado, y sean x = (z;)I"1, ¥ = (v:)1, a lo largo de esta

prueba, elementos de £, tales que ||z| =1, ||y|| = 7. Probaremos que
m(w,y) =Y [M(jz; + vil) + M(j@; — gil) — 2M (|2i])] < 2K:1G(M, 7), (2:2.1)
i=1

donde K; = K (v, 3, B). Para hacerlo de la forma mas clara posible introducimos la siguiente

notacion.
’ 0 si |yl <.
1osi yi| < o] <yl /7
2 7 1 (3 9
Z( ') { 0 en otro caso.
1 osi |yl <7l
3 1| = (2]
a’(x,y) =
Z( v) { 0 en otro caso.
y

n

mj(@,y) = > al(w,y) [M(|zi +ys]) + M(Jzi — wil) — 2M (|3])],
=1

para j = 1,2,3. Es claro que m(z,y) = mi(z,y) + ma(z,y) + ma(x,y). Vamos a estimar el

término derecho de esta ecuacién, m(x,y).

Si |yi| > |zi|, entonces
M (lzi £ yil) < M (2]yil) <M (|yil) -

Por lo tanto

ma(,y) <27y af(@,y)M (|yil) -
=1

Tomando v; = |y;| /7 y u; = 7 para 0 < i < n observamos que
Gu(M,7) > " aj(z,y)M (|yil) ,
esto es, my(z,y) < 279G (M, 7).
Si |yi| < |z;|, entonces podemos estimar
M (|i + yil) + M (|2 — yil) — 2M (J4])

< M|z (i + il + w0 = yil = 2|]) + (@ + d") |yl
= (d'+d") lys|* < 2BM (|ai]) (il / i) -
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Si|yi| < |xi| < |yi| /7, por la definicién de G, (M, 7), tomando v; = |y;| /7y w; = 7 |xi| / |yil,

n

Gn(M,7) 2 M (lail) (jyl / |zal)* = Y af ()M (lil) (lyal / |a])*

i=1 i=1
Por lo tanto, ma(z,y) < 2BG,(M,T).

Finalmente, si |y;| < 7 |25, entonces (|y;| / |2:])? < 72 < Gn(M, 7). Asf,

n ) 2 n
ma(e) <283 at(ea)M () (1) < 2B6,(007) Y- abe )01 (i)
i=1 v i=1

< 2BGn(M,7)> M (Jzi]) = 2BGn (M, ).
i=1
Y, por tanto, m(z,y) < 2(y + 2B)Gy (M, T).

Si asumimos que ||z + y|| > 1, entonces usando la convexidad de M y la hipétesis de que

|z|| = 1, obtenemos

n n
D> Mz tuil) > |z, > M (i) =1,
i=1

i=1
y por lo tanto, por (2.2.1), [z +y| + |z —yll — 2|z[| < 2K1G,(M,7), y, finalmente el
lema 1.3.5 nos dice que K < 16K, lo que termina la prueba de la primera desigualdad
Para mostrar la desigualdad restante, consideramos los vectores & = (6;1)l e y =

(6i,2)iq en Sep y definimos la funcién n(t) := ||z + tyHe%. Obsérvese que n(t) = n(—t) y que

lz +tyllpn + |z —tyllm —2
pey, (t) = = 5 M—— =n(t) - L.

Uno puede facilmente darse cuenta de que n(t) es €' en (0, 1] puesto que estd definida de

forma implicita por la ecuacién

M (n(lt)> M (nét)) _1 (2.2.2)

Por lo tanto, derivando (2.2.2) obtenemos para todo t € (0, 1]

(1) <M’ <n(lt)> Iy <nft>>> Y <nft)> n(t). (2.2.3)

Denotamos por ¢ a la funcién
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©(t) estd bien definida y es continua en [0, 1] puesto que el denominador es siempre positivo
y las funciones que participan en la definicién son continuas en [0, 1]. De (2.2.3) obtenemos

que

Por lo tanto

L ooLen@) =1 o) e()n(t)
minf 22 2 — iminf — Jm ing PHMD)
o T T e ) T e M)

1 (),

R SR
ML) oot M(H)

= ——— liminf N(n(t))n(t)2

M'(1) t—o+ N(t)
>y N () n(t)? = 1
= M'(1) t—o0+ ctd(M) N (t)n(t)? ~ctd(M)M'(1)°

Obsérvese que la tultima desigualdad se obtiene gracias a que n(t) > 1 para todo ¢t € R. Por
tanto, como M’(1) # 0, existe una constante K’ > 0 tal que n(t) —1 > K'M(t) para todo

€ [0,1], lo que implica que pgn (t) > K'M(t) para t € [0, 1]. Aplicando el corolario 2.2.8 y
llamando K'(n) = K'/(ctd(M)nM~'(n~"')) terminamos la prueba. O

En particular, dada cualquier funcion modulo de diferenciabilidad M y un espacio de
Banach (X, [|]|), X tiene un renormamiento uniformemente Fréchet diferenciable |-| de forma
que p(x,||.|) < P(x,|.|)- Obsérvese que, por definicion, el médulo de diferenciabilidad px refleja
la convergencia —uniforme sobre la esfera unidad— de la derivada de la norma. Asi pues, el
resultado anterior se puede interpretar como que un espacio superreflexivo X admite normas
equivalentes uniformemente Fréchet diferenciables y arbitrariamente malas, esto es, donde la
convergencia de las derivadas —controlada uniformemente en la esfera unidad— es cada vez

mas lenta.

Teorema 2.2.13. Sea (X, ||||) un espacio de Banach (UF). Para cada funcion M € .4y,

existe una norma equivalente |-| tal que p(x .|y ~ méax {M(t),p(x,‘.D}.

Demostracion. Sea' Y C X de dimensién 2, y P : X — X la proyeccién natural asociada a
Y, que satisface P(X) = Y. Ahora, aplicando el teorema 2.2.12 para n = 2 y el lema 2.2.6,
obtenemos una norma ||| definida en Y tal que K'M(7) < p(y,.)(7) < KM(7), para ciertas

constantes positivas K y K’. Entonces, la formula
2 2 2
=" = [|Pz]]” + [|z — Pz|*,
aplicando [24, Prop. 19], define una norma equivalente en X tal que

pex ) (1) < Rméx { pey o (7), pex, 1y (1) }
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y, en particular
px, (1) < Rméx {M(7), pix (1)}

para ciertas constantes positivas Ry R’. 0

2.3  Funciones Mdédulo de Convexidad.

(b@ n [24], T. Figiel, de forma dual al caso uniforme Fréchet diferenciable, demuestra que
el médulo de convexidad dx, definido en la seccién 1.3, asociado a cualquier espacio de
Banach (X, ||-||) satisface lo que podria calificarse como una localizacién del teorema de
Nordlander [53]. En efecto, obsérvese que el médulo de convexidad de un espacio de Hilbert,
como dijimos en la seccién 1.3, es dg(e) = 1—4/1 — %. Esta funcién es equivalente en el origen
a la funcién €2/8, esto es, el médulo de convexidad de los espacios de Hilbert es cuadratico.
El resultado de Nordlander en [53] muestra que todo médulo de convexidad estd acotado
superiormente por dz. Sin embargo este resultado no aporta informacion suficientemente
relevante para poder estudiar la mayor o menor rapidez con la que la funcién se acerca a 0

cuando ¢ tiende al origen. El resultado anunciado de T. Figiel es:

Proposicién 2.3.1 ([24, Cor. 11]). Si 0 < & < 1, entonces 6x(c)/e? < 4Léx(n)/n?, donde

L es la misma constante de la proposicion 2.2.1.

Dualmente a lo que ocurria en el estudio del médulo de diferenciabilidad, esta proposicién
nos esta diciendo que, localmente alrededor del origen, los médulos de convexidad convergen
al origen de forma siempre mas rapida que la funcién cuadratica. En efecto, para cualquier

t € (0,00) fijado y para todo s € [0,1] se tiene que

(5)((815) (sx(t)
s2t2 s 4L 2

o lo que es lo mismo
Sx(ts) < 4L5x(t)s>.

El médulo de convexidad, al igual que el de diferenciabilidad, desde su definicién ha sido
objeto de atencién y estudio. Se han establecido sus propiedades fundamentales que fueron
descritas en la seccién 1.3 tras la definiciéon del mismo. Andlogamente como hiciéramos en la

seccién anterior, definimos el siguiente concepto.

Definicion 2.3.2. Se define como funcion mddulo de convexidad a toda aquella funciéon de

Orlicz M tal que para todo 0 < t < s, satisface
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para cierta constante C' > 0. A la menor de las constantes que satisfacen la propiedad anterior
la denominaremos la constante de mddulo de convezidad de M, ctc(M). El conjunto de todas

las funciones médulo de convexidad serd denotado por ...

En [52] S.L. Troyanski y R.P. Maleev estiman los mddulos de convexidad de algunos
espacios de Orlicz Lys(S, %, u). Al igual que hacian para el médulo de diferenciabilidad, uno
de los casos principales consistia en suponer que p(S) = oo y que S contenia un conjunto sin
atomos y de medida positiva. En este caso, de nuevo, consideraban una funciéon de Orlicz M
de forma que ella y su complementaria M* satisfacian la condicion Ag en el cero y en infinito
—equivalentemente, el espacio Ly, era reflexivo. Para cada 0 < € < 1, definian la funcién

Fy(e) = €2 inf {m tu € g, 1],v > 0} .
Entonces existia una funcién de Orlicz N equivalente a M y tal que el médulo de convexidad
dx del espacio X = Ly(S5, X, p1) satisfacia la condicién dx () > K Fj(e) para cierta constante
K y e € [0,1]. Esta nueva funcién N, al ser equivalente a M, establecia un renormamiento,
siendo éste 6ptimo mddulo equivalencia. Es decir, cualquier funcién de Orlicz S equivalente
a M de forma que su moédulo de convexidad, digamos dg, converge més lentamente al origen

que 0 x, satisfaria que ambos mdédulos son equivalentes.

Obsérvese que para toda funcion modulo de convexidad M, su complementaria M™* sat-
isface la condiciéon As —Def. 2.2.3— en el origen y en el infinito. En efecto, M™* es una
funcion médulo de diferenciabilidad —Def. 2.2.2— con ctd (M*) = ctc(M) y por tanto, co-
mo se observé en la seccién anterior, M™* satisface la condicién As. En realidad, la dualidad
entre ambos conceptos via la conjugada de Fenchel se establece en los dos sentidos y, siendo

consecuencia de los dos lemas siguientes, estd enunciada en el corolario 2.3.5.

Lema 2.3.3. Si M estd en #, entonces su complementaria M* estd en M. y sus constantes
de mddulo satisfacen ctc (M*) < ctd(M).

Demostracion. Sean 0 < ¢ < 7, y denotemos a = £/n. Que M™* estd en ., se sigue de la

existencia de un cierto K > 1 tal que se verifica la desigualdad siguiente
M*(e) < Ka?M*(n). (2.3.1)

A continuacién probamos esta desigualdad para K = ctd(M).

En primer lugar supongamos que la cantidad aK es mayor o igual que la unidad. En
este caso, como la convexidad de M* junto a que M*(0) = 0 implica que M*(t)/t es no
decreciente, se tiene

M*(e) < =M*(n) = al* (n) < Ka®M" ().

n
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Por otro lado, si suponemos que aK < 1, denotando m = (aK)~! > 1 se tiene

M*(e) = sup {er — M (1)} < sup {ran — K"'m™>M (m7)}
>0 >0

=K 'm™ sup {(m7)(anKm) — M(m)}

= Ka>?M*(anKm) = Ka>M*(n).

Asi pues M* es médulo de convexidad y cte (M*) < ctd(M). O

El siguiente resultado tiene una prueba completamente dual a la anterior. Sin embargo,

la incluimos en esta memoria para conveniencia del lector.

Lema 2.3.4. Si M estd en A, entonces su complementaria M* estd en .#; y sus constantes
de médulo satisfacen ctd (M*) < cte(M).

Demostracion. Sean 0 < 7 < o, y denotemos a = o/7. Que M* estd en .#; se sigue de la

existencia de una constante K > 1 tal que se verifica la desigualdad siguiente
M*(o) < Ka®>M*(7). (2.3.2)

Paralelamente al lema anterior, veremos que esta desigualdad es cierta para K = ctc(M).

En primer lugar supongamos que la cantidad aK es menor o igual que la unidad. En
este caso, como la convexidad de M* junto a que M*(0) = 0 implica que M*(t)/t es no
decreciente, y denotando m = (aK)~! > 1, se tiene

M*(o) < %M*(mo) = KaM*(mo) < Ka>M*(1/K) < Ka®>M*(7).

Por otro lado, si suponemos que m < 1 se tiene
M*(0) = sup {eo — M(e)} < sup {ear — K 'm 2M(me)}
e>0 e>0
= K~ 'm ™2 sup {(me)(arKm) — M(me)}
e>0
= Ka?M*(arKm) = Ka®>M*(7).
Asi pues M* es médulo de diferenciabilidad y ctd (M*) < ctc(M). O

Corolario 2.3.5. La conjugada de Fenchel de una funcion mddulo de convexidad —resp.
diferenciabilidad— es una funcion modulo de diferenciabilidad —resp. convexidad—. Ademds,

las respectivas constantes de modulo coinciden.
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Demostracion. Los lemas 2.3.3 y 2.3.4 muestran que la primera afirmacion es cierta. Veamos
la segunda; si M estd en .#, entonces usando primero el lema 2.3.4 y luego el lema 2.3.3,
sabemos que

cte(M) = cte (M™) < ctd (M*) < cte(M).

Esto quiere decir que ctc(M) = ctd (M*). De la misma forma se ve que si M estd en .#y
entonces ctd(M) = cte (M™). O

Lema 2.3.6. Sean M y N dos funciones de Orlicz tal que M < N. Entonces M* = N*.

Demostracion. Como M < N existen constantes A, B y C tales que AM(Bt) < N(t) para
todo t € [0,C]. Sean M; y N; dos extensiones, respectivamente de M y N restringidas a [0, C]
de forma que AM;(Bt) < Ni(t) para todo t € [0,00) —si fuera necesario se toman nuevas
constantes A y B—. Se tiene entonces que H(t) = AM;(Bt) < Ni(t), con lo que H* > N7.

Aplicando el lema 1.4.3 a H tenemos

AM? <AlBt> > NI(1).

Es decir N{ < M{. Ahora bien como M{ ~ M* y N{ ~ N*, se tiene que N* < M*. ]

La aplicacion directa del teorema 2.2.12 nos da el siguiente resultado que establece que
la condicién necesaria y suficiente de una funcién f para ser modulo de convexidad de un

espacio de Banach —moddulo equivalencia— es ser una funcion mddulo de converidad.

Teorema 2.3.7. Supongamos que N estd en .#.. Entonces, para cada n € N existe una

norma ||-|| en R™ tal que el modulo de converidad rn .|y es equivalente a N.

Demostracion. Por el corolario 2.3.5 se sabe que N* estd en .#,;. Por tanto, aplicando el

teorema 2.2.12, existe una funcién M € #y tal que: M ~ per, y M ~ N*, y asi tenemos
* * 5 ~ .
N~M"~ pé% = 5€Xf* 5€X{ . O

En particular, dada cualquier funcion mddulo de convexidad M y un espacio de Banach
(X, []]]), X tiene un renormamiento uniformemente convexo |-| de forma que d(x,.|) < d(x,|-|)-
El resultado anterior se puede interpretar como que un espacio superreflexivo X admite
normas equivalentes uniformemente convexas y arbitrariamente malas, esto es, contenien-
do regiones cada vez mas planas. En efecto, este resultado viene a ser la versién dual del

teorema 2.2.13.
Teorema 2.3.8. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach (UC). Para cada M € M., existe una
norma equivalente |-| tal que 0(x .|y ~ min {M(t),p(XJ,D}.

Estos resultados extienden el resultado del autor de esta memoria en [33], trabajo conjunto

con P. Hajek, y que presentamos en la siguiente seccién.
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2.3.1 Funciones médulo de convexidad; version geométrica.

La relacién < —definicién 1.3.1— define un orden parcial en el espacio de las funciones
no decrecientes definidas en un cierto entorno del origen [0,al, y es sencillo comprobar que
~ es, en efecto una relacion de equivalencia. En particular, es consistente usar ~ también
para todas y cada una de las clases de equivalencia. Es estandar construir dos funciones
incomparables —y asi, dos clases incomparables—, con lo que < no es un orden lineal. Esto
justifica el uso que hemos hecho anteriormente cuando habldbamos de obtener médulos de
convexidad —o diferenciabilidad— tan malos como quisiéramos. En esta seccién, como hemos
anunciado anteriormente, vamos ha probar un andlogo al teorema 2.3.7, esta vez de forma

constructiva y geométrica. Para ello, antes necesitamos ciertas construcciones geométricas.

Construccion

Sea (R2,]|-]|) el espacio de Banach real 2-dimensional canénico donde |-|| es la norma
Euclidea y sea S = {x € R? : ||z|| = 1} la esfera unidad, esto es, la circunferencia de radio

uno, cuyo centro es el origen.

Tomemos cualquier punto en S, digamos a1, su simétrico —aq y una cantidad positiva e.
Empezando en a1 y —a1, tomaremos, procediendo en una orientacion prefijada, puntos by, ao,
—b1, —ag en S tales que los segmentos [a1,b1] y [b1,as] tienen longitud e. Ahora, repetimos
el mismo proceso empezando en as pero de tal forma que la longitud de los segmentos sea .
Asumamos que hemos escogido los puntos {(a;, b;)}7; ¥ an+1; entonces elegimos puntos by 1
Y an+t2 en la esfera unidad tal que los segmentos [an+1, bpt1] ¥ [bnt1, @nto] tengan longitud

gntl,

Es un hecho crucial que la familia {(a;, b;)}ien esté s6lo en uno de los hemisferios de la
esfera S. Asi, para clarificar el tamano al que tiene que ser tomado &, tenemos el siguiente

sencillo lema.

Lema 2.3.9. Dados dos puntos x ey de la esfera unidad S, el dngulo a opuesto al segmento

[,y] del triangulo de vértices x, y, y el origen, toma el valor

a = 2 arcsin (W—Z/H) .

2

Entonces, en la construccion anterior, tenemos que los segmentos que hemos escogido cubren

un arco con longitud de arco
En
4 in | — ,
Z arcsin < 5 )

y sie < 1/2, es menor o igual que 7.
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Demostracion. Todos los resultados excepto el tltimo son evidentes. Para demostrar que para

€7L
4 Zarcsin (2> <m,
neN

observemos que la funcién z/sin(z) cuando x < 0,34 estd acotada superiormente por 1,02, y

e < 1/2 tenemos

n
entonces cuando 51,02 < %,

n n n
arcsin [ = ) < aresin [ sin [ =1,02) ) = =1,02,
2 2 2

puesto que arcsin es una funcién creciente. Entonces para ¢ < 1/2 tenemos la estimacién

anterior y
4 () arcsin =) ) <4 25102 <204Zen—204i<204
2 - 2 7T 7 ST - T
neN neN neN
Y este valor es menor que . O

Por lo tanto, podemos asegurar que nuestra eleccién de puntos es buena, en el sentido de

que no se solapan entre ellos ni con sus puntos simétricos.

Vamos a definir una nueva esfera en R?. Para hacerlo, consideramos un cierto i € N fijado,
tomamos el segmento [a;, b;] y eliminamos de S los puntos del arco que cae entre a; y b; y
los substituimos por un arco parabdlico. Para especificar estos arcos parabdlicos utilizaremos

nuevos sistemas afines de coordenadas.

En efecto, dada una cantidad no negativa c¢;, consideramos el sistema de coordenadas

definido por la siguiente ecuacién:

’ ~1 al! +b! a4+ \ [z 1 ci a,+ b

il T T tls+ 77— " 11

Yy Vad—e2 \—a,—b al +0!) \y 2 V4—e2) \al + b}
donde a; = (a},al) y bj = (b],b]) estdn expresados en términos del sistema de coordenadas
canénico. Entonces el eje y* contiene el origen de coordenadas inicial y el punto medio del

segmento [a;, b;]. Por lo tanto, el origen del nuevo sistema de coordenadas caerd en el eje v,

a distancia ¢; del segmento [a;, b;] —véase la figura 2.2.

Asi, el antiguo arco es substituido por el conjunto {(¢,;(t)) : |2t| < '} —expresado en
términos del sistema (2%, 3%)—, donde y; es la funcién definida por y;(t) = (4¢; /e*)t2.
Para el segmento simétrico [—a;, —b;] repetimos el proceso para obtener una curva simétri-

ca.

Supongamos que hemos hecho la misma construccién para cada uno de los segmentos

[a;, b;]. Asi, hemos definido una nueva esfera S’, que define una nueva norma en R? —via
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Figura 2.2:

funcional de Minkowski—; denotaremos esta norma por |-, r.,};- Obsérvese que, en nuestra
k) T
construccion, hemos elegido secciones parabdlicas en lugar de arcos de grandes esferas. Esto

es debido a que las parabolas nos permiten hacer estimaciones mas elegantes.

Observacion 2.3.10. Para poder asegurar que la esfera S’ define una nueva norma, los valores

¢; deben satisfacer

22

Ta

Por lo tanto, en particular, para cada funcién médulo de convexidad f con f < dg y para cada

ci <p(e)=1—4/1—

0 < & < 1/2, podemos tomar en la construccién anterior ¢; = f(¢?). En este caso, denotaremos
la norma resultante [|-||;. . Desde ahora supondremos, sin pérdida de generalidad que una

funcién médulo de convexidad f satisface —sin pérdida de generalidad— que f < dp.

El siguiente paso es demostrar la propiedad principal de esta nueva norma. Para hacerlo,

utilizaremos la siguiente definicion.

Definicién 2.3.11. Dada una norma ||| en R?, podemos definir la funcién

n(t) = inf{o(z,y) : lzll =yl = 1, [l= —yll > ¢},

donde p(z,y) = H:BTWH <|Hﬁl'y m 1>.

2

Lema 2.3.12. Sea 1 como en la definicion 2.5.11. Entonces 1~ dg2 j.|)-

Demostracion. Se deduce del hecho de que en R? toda norma es equivalente a la norma
Euclidea. o

Proposicién 2.3.13. Para cada 0 < e < 1/2, y para cada funcién mddulo de convexidad 9,

existe una constante positiva L'(€) tal que
3(e") 2 n(e") = L'(£)8(<"),

para cada i € N, donde n se define utilizando la norma H|~H|{E’5}.
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Demostracion. Denotaremos como ||| a la norma [|-l;. 5. Fijamos un cierto ¢ € N, y

tomamos dos puntos arbitrarios z e y tales que ||z|| = ||yl =1y ||z — y|| = &'. Tenemos que

distinguir dos casos:

(a)

Supongamos que ||z + y|| = ||z + y||. Obviamente ||z, ||y|| < 1. Entonces, la identidad

del paralelogramo asegura que
2 2 2 2 ;
lz +yl* = 2 |z]* +2[y[I* — [l —y[* < 4 &%,

y asi,
521 , ,
o(z, y)—l—H H>1— 1—1253(51)25(51).
Supongamos que ||z + y|| # ||z + y||. En este caso existe un cierto j € N tal que el
punto x + y cae en el cono convexo de vértice el origen, y determinado por a; y b;. Si

j > i entonces €/ < £ y entonces

o)z 1= 2 1= 2 (e g
> 6p(et) — 0p(e) > (1 — e2)op(eh) > (1 — 2)(eh).

Pero si j < i hemos de ser més cuidadosos. Consideramos el sistema de coordenadas
correspondiente al segmento [a;,b;], que fueron utilizados para la definicién de [|-||. Y
tomamos las primeras coordenadas, digamos t y s, en este sistema, de los puntos = y
y, respectivamente. Ahora, denotaremos por D al punto medio del segmento [z, y], por
C' el punto interseccién del segmento [0,z + y| con la esfera S’, y por C’ la proyeccién

ortogonal de D en el gréfico de la funcién y; —véase la figura 2.3.

Figura 2.3:

Entonces se tiene p(x,y) = |DC/|. Claramente,




64 Los MODULOS DE CONVEXIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

y vamos a probar que existe una constante W(e) tal que |DC| > W (e)|DC’|. Para
mostrar esto, consideramos la siguiente triangulo rectdngulo: tomamos la linea recta
que pasa por D, que es perpendicular al eje x, y la linea ortogonal a DC que pasa a
través C'; estas dos lineas se intersecan en un punto que denotaremos por G; entonces,
consideramos el triangulo con vértices D, C y G. Ahora, es claro que % = cosa,
donde « es el angulo de nuestro tridngulo correspondiente al punto D. Pero este angulo

satisface |a| < arcsin(e/2), y entonces cos a > cos(arcsin(e/2)). Si denotamos por
. €
W (e) = cos (arcsm 5) )

y observando que |DG| > |DC’|, obtenemos finalmente |DC| > W (e)|DC'|.

Por otro lado tenemos el cociente |t — s|/ ||z — y|| = cos 3, donde 3 es el dngulo deter-
minado por el segmento [z, y] con respeto al eje z. Como € < 1/2, tenemos que el valor
absoluto || siempre es menor o igual que 7/2. Por lo tanto, existe una constante A(e)

tal que [t — s| = A(e) [|# — y||. Finalmente, tenemos que

ole.y) = 1DC| 2 WEIDC'| 2 W) 5 (s 1y
> WA X o - yI? = W) Ae)8(e)e6 ),

€2

y como ¢ es una funcién médulo de convexidad, obtenemos que
5(") = 6(e"9e7) < Lo(e?)e2D)

para una cierta constante positiva L. Entonces
e(z,y) =

Ahora, si tomamos L'(¢) = min {(1 — &%), %A(E)Q} > 0 tenemos que
n(e') > L'(e)d(e"),

como queriamos demostrar.

La primera parte de la desigualdad del teorema se sigue de que

o(ai,b;) = 5(6i). ]

El resultado principal

El resultado principal de esta seccién es sd6lo un corolario del resultado anterior —

proposicién 2.3.13.
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Teorema 2.3.14. Una funcion § es una funcion mddulo de convexidad si y sélo si es equiv-

alente al mddulo de convexidad de un espacio de Banach 2-dimensional.

Demostracion. Sea 6 una funcién médulo de convexidad. Si vemos que para algun 0 < ¢ < 1/2
tenemos 7 ~ 9§, por el lema 2.3.12 habriamos terminado la demostracién. Asi, fijamos un cierto

0 < e < 1/2. Por la proposicién 2.3.13, se cumple que

5(h) > n(eh) > L'5(eY)

para todo i € N.

Tomamos un ¢ € (0, g] arbitrario y consideramos i de tal forma que ¢ € (', €], entonces

tenemos

n(t) > n(e™) > L'o(e™) = L's(ee’) > L6 (et). (2.3.3)

Ahora, para cada t € (0,£?] fijado, existe un cierto i tal que ¢t € (¢!, ¢?] y finalmente

tenemos
n(t) < ne’) < 6(e') = o(e ™) < 5(e71e). (2.3.4)

Combinando (2.3.3) y (2.3.4) concluimos que 1 ~ 4. Esto termina la demostracion. O
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Capitulo 3

Funciones Uniformemente Convexas
en Espacios de Banach

éa 1 concepto de funcién uniformemente convexa en el contexto de los espacios de Banach
tiene su origen en el trabajo [47] de E. S. Levitin y B. T. Poljak. Sus propiedades fueron
estudiadas en profundidad por C. Zalinescu en [67], y posteriormente D. Azé y J. Penot
en [4] estudiaron su dualidad con las funciones convexas uniformemente diferenciables; véase

también [68] para mas detalles.

Sin embargo, sorprendentemente, se conoce muy poca informacién precisa acerca de cuan-
do las funciones uniformemente convexas pueden existir en los espacios de Banach. Por ejemp-
lo, [68, Theorem 3.5.13], muestra que un espacio de Banach que admite una funcién uniforme-
mente convexa cuyo dominio tiene interior no vacio es reflexivo, y de hecho, puede demostrarse
que tal espacio de Banach es superreflexivo —véase el teorema 3.2.8 —recordemos que un
espacio de Banach es superreflexivo si y sélo si admite una norma equivalente uniformemente
convexa, [21]. Por otro lado, [12] muestra que si ||-|| es uniformemente convexa, entonces la
funcién f(z) = ||z||” para r > 1 es totalmente convexa, que es més débil que exigir que f
sea uniformemente convexa; véase [6, 13, 14| para aplicaciones de las funciones totalmente

convexas y otras funciones convexas relacionadas.

En esta seccién, vamos a dar informacién precisa acerca de cuando f(z) = |[|z||" es
uniformemente convexa. Examinamos también el problema opuesto pero mas general: si
f: X — R es uniformemente convexa y acotada superiormente por ||-||", jadmite X una
norma equivalente con modulo de convexidad de tipo potencia —Def. 1.3.10— relacionada

con r?
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3.1 Médulos de convexidad y diferenciabilidad uniforme.

éa n el estudio de la geometria de los espacios de Banach, la descripciéon cuantitativa a
través de los médulos ha sido, y es, una celebrada herramienta. La informacién contenida en
los moédulos estudiados en el capitulo 2: mddulo de convexridad y modulo de diferenciabilidad

procede de la norma; funcién que otorga la estructura geométrica al espacio.

En esta seccién se considera la generalizacién natural del concepto de convexidad uni-
forme —y diferenciabilidad uniforme— a las funciones convexas definidas sobre un espacio
de Banach. A lo largo de este capitulo denotaremos por R® al conjunto (—oo, o] y dada una
funcién convexa f : X — R® diremos que su dominio, que denotaremos por dom f, es el
conjunto {z € X : f(x) € R}.

Definicién 3.1.1 (Gage de convexidad uniforme [4, Def. 2]). El gage de convezridad de una

funcién convexa f: X — R*® es la funcién gf definida por

65(t) = fnf { Q= )fle) + ngﬁ)__sf((l —Hm ) g g,

x1, v2 € dom f, [lzy — y1| = t},
donde el infimo sobre el conjunto vacio es +o0.
Definicién 3.1.2 (Médulo de convexidad [9, Seccién 1]). Para una funcién convexa f :

X — R* definimos su mddulo de converidad como la funcién §; : RY — [0, +o0] definida

por

o7(t)i= it {10+ 5700 - £ (15

donde el infimo sobre el conjunto vacio es +oo.

) e —gll =, x,yedomf},

Obsérvese que estas dos funciones d; y gf son equivalentes. En efecto, se tiene la siguiente

relacién.
Lema 3.1.3. Para cualquier funcion convexa f: X — R® y para todo t > 0, se tiene

207(t) < 37(t) < 464(1).

Demostracion. Sean z, y € dom f y s € (0,1). Si s € [1/2,1) entonces

= s+ = £ (20 5) (52) o+ (25 1)

<21-9f (T5Y) + s - 010)
<201-9) (370 + 576) =67 (lz =) ) + (25~ DFw

<A =8)f(x)+5f(y) —2(1 = s)sos (|2 —yl) -
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Por otro lado y simétricamente si s € (0,1/2] entonces

F(1= )z +sy) = | <(1 —98) + 28 <:”;”/>>

< (1-25)f(2) +2sf (x;y>

1

< (1-29)1(0) + 25 (3 1(0) + 30 =31 (o = o))

< (L =s)f(2) +sf(y) —2(1 = s)sd7 (lz —yl)-
Es decir, para todo s € (0,1) tenemos

< LA =s)f(@) +sf(y) = [((1 = s)z + sy)
-2 s(1—s)

or (lz = yl)

Fijado t > 0, tomamos el infimo en la desigualdad anterior sobre el conjunto de ternas
(7,y,s) € (dom f)? x (0,1) tales que ||z — y|| = t, obteniendo:

5(1) < 355(0)

Esto demuestra la desigualdad de la izquierda. La de la derecha se deduce directamente de

la definicién de ambos mdédulos. O

Definicion 3.1.4. Una funcién convexa f : X — R® se dice uniformemente convexa si
su gage de convexidad uniforme ES\f o —equivalentemente— su médulo de convexidad 5 es
estrictamente positivo en (0,00]. f tiene mddulo de convexidad de tipo potencia p si existe
una constante C' > 0 tal que d7(t) > CtP para todo t > 0.

Obsérvese que una funcién f tiene médulo de convexidad de tipo potencia p si y solamente
si existe C' > 0 tal que Sf(t) > C'tP, puesto que 05 ~ gf.
Dualmente al concepto de convexidad uniforme, como hemos analizado en el caso de las

normas, esta la diferenciabilidad Fréchet uniforme. Para dar una definicién consecuente con

la linea de estudio que seguimos, a través de mdédulos, veamos la siguiente definicién.

Definicién 3.1.5 (Gage de diferenciabilidad [4, Def. 2]). El gage de diferenciabilidad de una

funcién convexa f: X — R® es la funcién py definida por

prte) = sup { L= 2l AL ZAmsm) g oy,

r1, 2 € dom f, |z —y1|| =t} .

Definicién 3.1.6 (Mdédulo de diferenciabilidad [9, Seccién 1]). Para una funcién convexa
[+ X — R® definimos su mddulo de diferenciabilidad como la funcién py : RY — [0, +00)
definida por

r+y
2

pytt) = sup { 370 + 5700~ £

: )=l =t oy € dom g},
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donde el supremo sobre el conjunto vacio es +oo.

Definicion 3.1.7. Una funciéon convexa f : X — R® se dice uniformemente diferencia-
ble si su gage de diferenciabilidad py satisface que lim; o+ py(t)/t = 0 —equivalentemente,
su médulo de diferenciabilidad py satisface lim; g+ py(t)/t = 0. f tiene mddulo de diferen-
ciabilidad de tipo potencia p si existe una constante C' > 0 tal que ps(t) < Ct? para todo
t>0.

Como pasaba con el médulo y el gage de convexidad, el médulo y el gage de diferen-
ciabilidad son funciones equivalentes. En la siguiente seccién incluiremos una prueba de este
hecho en la que utilizamos la dualidad existente entre las funciones gage definidas y sus re-
spectivos médulos. Con lo que, al igual que para la convexidad, la condicién de tipo potencia

es equivalente obtenerla para py o para py.

Veamos ahora la relacion existente entre los médulos de convexidad y diferenciabilidad
para una norma y para funciones convexas. En primer lugar obsérvese que una norma ||-|| es
una funcién convexa definida en todo el espacio X luego, como tal, pueden computarse sus
mddulos de convexidad y diferenciabilidad como funcién o). y pj|.| v a la vez sus correspondi-
entes médulos de convexidad y diferenciabilidad definidos en el capitulo Lox 1 Y P,
También pueden computarse sus respectivas funciones gage, esto es J., ﬁll'H' Hemos visto
que las funciones gauge y los médulos de ||-|| entendida como funcién convexa, son equiva-
lentes. Sin embargo, los médulos de convexidad y diferenciabilidad que estudian la geometria
del espacio no tienen por qué serlo. Es mas, una norma nunca es uniformemente convexa
—mnodtese que al restringirla a un subespacio 1-dimensional, identificado con R, obtenemos la

funcién valor absoluto.

En [33] se demuestra que para una norma ||-|| definida en un espacio de Banach, su
cuadrado es uniformemente convexo —como funcién— si y solamente si el espacio (X, [|-])
tiene médulo de convexidad de tipo potencia 2. Es decir si suponemos que un espacio (X, ||-||)
no tiene tipo potencia 2 y que es uniformemente convexo —puede verse una construccion
en [33]—, la funcién ||-||* no es u.c. En un espacio de Banach cualquiera pueden obtenerse
renormamientos tan malos como queramos, en el sentido visto en el capitulo 2 —véase también
a este respecto [33]. Por lo que pueden conseguirse normas uniformemente convexas de forma

que ninguna de sus potencias es uniformemente convexa como funcién.

Si observamos la definicién de dx junto a la observacién de que podemos definirla también

como

ox(t) =t {1

Entonces esta funcién coincide con 6¢ donde f es la siguiente funcién convexa e inferiormente

f(x):{ |z|| iz € By,

+oo  si |z > 1.

x—l—y‘

:a:,yGSX,Hm—yH:t}.

semicontinua
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De la misma forma, pueden encontrarse paralelismos entre la definicién de mddulo de

convexidad de una norma [|-|| y pj.|-

3.1.1 Dualidad.

Los médulos y las funciones gage que hemos definido en la seccién anterior estan rela-
cionadas mediante la conjugada de Fenchel. Como vimos en el caso de las normas para espa-
cios de Banach esta relacién viene siendo habitual. El resultado mas fuerte a este respecto lo

demostraron D. Azé y J. Penot en [4].

Teorema 3.1.8 ([4, Cor. 2.7]). Sea f: X — R® conveza y w-inferiormente semicontinua.

Entonces

(a) py es convexa e inferiormente semicontinua.
(b) py = d,, donde g = f*.
(c) prler) > *pp(r) para todo r >0 y c € [0,1].

Corolario 3.1.9 ([4, Cor. 2.8]). Sea f : X — R® una funcion conveza e inferiormente

semicontinua, entonces.

(a) Si f es uniformemente diferenciable entonces g = f* es uniformemente convexa.
(b) Si f es uniformemente convexa entonces g = f* es uniformemente diferenciable.

Lema 3.1.10. Sea f: X — R® conveza e inferiormente semicontinua. Entonces
7-(1) > p3(t/4).

Demostracion. Sean z*, y* en X*. Para cualquier par de vectores z, v € X, denotamos

y=x+4+v,z=x+ %U y ¥ = %1‘* + %y* Entonces tenemos
a*(z) +y*(y) — f(=) — f(y)

2
> 3@ @+ = 1 (T5) = oy (ol

= @@ 4y @y @)+ (3) — = (3) ~ 1)~ pr (o)
= () + 59 () = =" (3) = 72) — oy (ol
— () + 3" —2)) — ) = py (o]}

1

=2"(2) = () + (" = 2")(v) = dpy ([Iol]))-

1* * 1* *
gf (fﬁ)+§f (v*) >
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Como z y v eran arbitrarios, tomando supremos obtenemos

37+ 57700 = swpsup {(2) = 1)+ (0 = 27)0) ~ 4oy (1) |

veEX xeX

==+ i sup {(y" —2")(v) — 4ps ([|v[))}
veX

1 .
2 [0+ sup {ly™ = 2" lo]l = 4pz (l[v])}
v

* * 1
=1 (T ) + 4 e =

De donde 67+(t) > p}(t/4), usando el lema 1.4.3. O

Lema 3.1.11. Sea g : X* — R® convezxa e inferiormente semicontinua. Entonces, para

cada t > 0 se tiene

oy (1) < 83(1/4).

Demostracion. Sean x e y dos puntos en X. Sean 7y s en R tales que r < g*(x) y s < ¢*(y).

Entonces existen z* e y* en X™* tales que
r<at(z) - g(ah), s <y (y) —9(y")-
Denotando por z = (x +y)/2 y z* = (z* 4+ y*) /2 la desigualdad de Fenchel nos dice que
0<g%(2) +9(z") —2"(2).

Uniendo las dos ultimas ecuaciones obtenemos

r4+s 1 1

< 0°(2) + 9(2") — 59(a") — () + 3@ — )@ — )

* 1 * * * *
<g"(2) + 7 (lz =yl lle” =y = 40, (ll=" = y"I)
* * T —
Sg(@+%<u4m0,

Como 7 y s son arbitrarios en (—o0, g*(z)) y (—00, ¢g*(y)) respectivamente, se tiene que

— — — — < < z v
59 (@) +597(y) g( 5 >_5g< 1 :

de donde se sigue el lema. O

Estos resultados implican —como anunciamos en la seccién anterior— que las funciones

pf Yy Pf son equivalentes.

Lema 3.1.12. Sea f una funcion convexa e inferiormente semicontinua. Entonces

dpr(t) < pr(t) < 2pp(21)
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Demostracion. El lema 3.1.3 nos asegura que 207«(t) < gf* (t) < 46+(t), de donde omando

*

dualidad se tiene que (467-)" < (gf) < (284+)". El teorema 3.1.8 no asegura que (8}*) =

pr y usando los dos lemas anteriores se tiene

Aps(s) < 483 (s/4) = (487)" (5) < Pr(s) < (267-)" (5) = 2075 (5/2) < 297 (2)

3.2 Funciones uniformemente convexas y “tipo potencia ”.

(/ga n esta seccién vamos a demostrar para 1 < p < oo que f(-) = ||| es una funcién uni-
formemente convexa si y sélo si ||-|| tiene médulo de convexidad —como espacio de Banach—

de tipo potencia p—véase def. 1.3.10. Para ello necesitamos los siguientes resultados auxiliares.

Lema 3.2.1. Sea 0 < r <1, entonces [t" — s"| < |t — s|" para todo s, t € [0,00).

Demostracion. Primero, para x > 0, (1 +z)" <14 2" —véase [65, Ejemplo 4.20]. Tomando
x = (t—s)/scont>s >0,y luego multiplicando por s", tenemos t" < s" + (¢t — s)". La

conclusién se sigue de esto. O

Lema 3.2.2 ([17, Lema IV.5.1]). Sea p > 1 y o« = p — 1. Para cualquier x € X \ {0},

denotando J(x) = {a* € Sx« : x*(x) = ||z||}. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) px(t) < KtP para algin K > 0 para todot > 0 —px es de tipo potencia p.

(b) Para cualesquiera x € X \ {0}, el conjunto J(x) es unitario. Mds ain, para cualquier

e > 0, existe C(g) tal que

1J(x) = JW)l < Ce) lz =yl st max([lz]|, [lyl) = €

Definicion 3.2.3. Diremos que una funcién f definida en un espacio de Banach es a-Hélder
en X, para algin « € (0, 1], si existe una constante C' > 0 tal que para cualesquiera z, y € X

se tiene

[f(@) = fy) < Cllz—yll*.
Lema 3.2.4 ([17, Lema V.3.5]). Sea f una funcidn continua y convexa en un espacio de
Banach X y sea 1 < g < 2. Considerando las siguientes condiciones sobre f:
(a) Ezxiste una constante C > 0 tal que para cualesquiera x y h € X,

r+y
2

7@+ 51~ 1 (

: ) < Clla "

Es decir, py es de tipo potencia q.
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(b) La derivada f" es (¢ — 1)-Hélder en X.

(¢) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que ||z — y|| < implica

570+ 50 -1 (25Y) <el -l

pr(t) _ 0

FEs decir, limy_o == =

(d) La derivada f' es uniformemente continua en X.
Entonces (a) es cierta si y sdlo si (b) lo esy (c) es cierta si y sdlo si (d) lo es.

Una vez introducidas estas herramientas, estamos en condiciones de probar los dos sigu-

ientes resultados.

Teorema 3.2.5. Para 1 < q < 2, las siguientes condiciones son equivalentes en un espacio
de Banach X.

(a) La norma ||-|| tiene mddulo de diferenciabilidad de tipo potencia q.

(b) La funcion f(-) = ||-||? tiene mddulo de diferenciabilidad de tipo potencia q.

(¢) La funcion f(-) = ||-||? es uniformemente diferenciable.

Demostracion. (a) = (b): Asumimos que ||-|| tiene médulo de diferenciabilidad de tipo po-
tencia ¢. Entonces tiene una derivada —Fréchet — que satisface una condicién de tipo

(¢ — 1)-Holder en su esfera, por el lema 3.2.2. Mas atn, f(z) = |[z||? satisface f'(0) = 0
y f(@) = q|lz]|" ! ¢ donde ¢, € J(z), la aplicacién dualidad, para = # 0 —i.e. ¢, € Sx,
¥ éz(z) = ||z||). Obsérvese que si = 0 o y = 0 entonces ||f'(z) — f'(y)|| < qllz —y||7".
Suponiendo que z,y € X \ {0} computamos,
Fi@) = () = allel ™™ ¢z —allyl*™" ¢y
— 21 6 — q e by gl Gy — T e, (32)
= qll2[|”"" (dr — &) + (gl = gyl T ) ¢y

Usando el lema 3.2.1 podemos también computar

-1 -1 - -1 - -1
qllzl* —qllyl* ’ST’ Yl ll=ll = llyll "< 29 g fle =yl " (3.2.2)

Trabajaremos ahora en una estimacién de ¢ ||z]|9"" (¢, — é,). Primero, consideramos el
caso donde 0 < |ly|| < |lz|| < 1. Si |ly|| < ||z|| /2, entonces

qllz] " de — oyl < 2qlz]" < g27 |l — yl|" .
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Si flefl <1y llyl > ol /2, consideramos o = Az donde A = ||yl / o]}, tal que /]| = [yl

Entonces

|2’ —y|| < ]2 = =] + = — gl
= Nzl = Iyl + [l — yl| < 2]z —y].

Asi, dada la condicién tipo Holder para la derivada en la esfera, existe C' > 0 tal que

|du — dol| < Cllu—v||9 / ||Ju|*! cuando |ju| = ||v||, y por lo tanto tenemos
2|z —yll\*"
162 = &yll = I - 8,1 <€ ( .
[yl
Consecuentemente,
q-1 HxHqil q—1 q—1 29—2 q—1
qllz]|*7 1oz — ¢yl < CqHqu,ﬂ Jz —y||"" < C2%7%q |z —y[|*.

Asi, en cualquier caso existe K > 0 tal que para z, y € Bx tenemos

—1 -1
q 121" Moz = dyll < Kl —yl|*"

Consideramos el caso ||z| > 1, y sea A = ||z||. Denotamos v = z/\ y v = y/A. Entonces u,

v € Bx y |lu—2v| = |l —y| /A Asi, puede escribirse

-1 -1
qllz1" 1¢e = Syl = g |2l I¢u — @0l
-1 -1
< gz K flu— o]
1

1 _
= q ||| — K [Jz—y| T
[
-1
=Kqlz -yl .
Consecuentemente, en cualquier caso
qllz| " loe — oyl < Kqllz —y|* " (3.2.3)

Combinando (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3) se tiene que f(x) = ||z||?, f" es (¢ — 1)-Holder y, por lo
tanto la funcién [|z[|? tiene médulo de diferenciabilidad py de tipo potencia ¢, usando para

ello el lema 3.2.4 —véase también [68, Corolario 3.5.7].

Ahora bien (b) = (c) es trivial, por lo que vamos a probar (¢) = (a). Supongamos que
||I|| no tiene médulo de diferenciabilidad de tipo potencia g. Entonces, usando 3.2.2, existen
Tn, Yn € Sx tales que ||z, — yn|| — 0 mientras que

162, = Gyl = 1 ln — yull"™ .
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Sean 6, = ||x;, — yn|| vy definamos u,, = ﬁ:pn V Up = ﬁyn. Entonces |[u, — v,|| = ﬁ —

0. Sin embargo

1) = £/ @a)| = a Il Bu, = a loall®" o,

-1 -1
= alunl”" 62, = alvall* 6y,

q
= 6q71 q—1 H¢$n - ¢yn”
n N2
> 5qu - (067 = gn" 7 — o
n N 2

Consecuentemente, f’ no es uniformemente continua y, por lo tanto, el lema 3.2.4 —vdase
también [68, Teorema 3.5.6]— muestra que f(-) = ||-||? no es una funcién uniformemente

diferenciable. O

Los resultados de dualidad establecidos en el apartado anterior nos permiten establecer

la versién dual de 3.2.5 para funciones uniformemente convexas.

Teorema 3.2.6. Sea X wun espacio de Banach, y 2 < p < oo. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.

(a) La norma ||-|| en X tiene mddulo de convexidad dx de tipo potencia p.

b) La funcion f(-) = ||-||° tiene mddulo de convezidad §¢ de tipo potencia p.
f

(c) La funcion f(-) = ||| es uniformemente convezxa.

Demostracion. (a) = (b): Supongamos que ||-|| tiene médulo de convexidad § de tipo potencia
p, entonces el médulo de diferenciabilidad de la norma dual sobre X*, que denotaremos ||-||,,
es de tipo potencia g donde ;17 + % = 1. En efecto esto se sigue de la dualidad entre dx y px+
estudiada en el capitulo 1 y del hecho de que la conjugada de Fenchel de %tl’ es %tq. Por el
teorema 3.2.5 la funcién ¢(-) = % [|-]|2 tiene médulo de diferenciabilidad de tipo potencia g.
La conjugada de Fenchel de g es g*(-) = % |I-|I”, por el lema 1.4.4. Ahora g*—y por lo tanto
|-|[P— tiene mddulo de convexidad de tipo potencia p. En efecto, p, es de tipo potencia ¢
con lo que Sg* —y, por tanto, 64+ es de tipo potencia p —véase también [4, 68].
(b) = (c) es trivial, asf pues, probaremos (¢) = (a). En efecto, suponiendo que f(-) = |-||”
es uniformemente convexa, el corolario 3.1.9 muestra que f* —y por lo tanto ||-[|[{— es una
funcién uniformemente diferenciable. De acuerdo con el teorema 3.2.5, ||-||, tiene médulo de
diferenciabilidad de tipo potencia ¢; por lo tanto ||-|| tiene médulo de convexidad de tipo

potencia p —véase también [17]). O
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Cerramos esta seccion confirmando que los espacios con funciones uniformemente convexas
no triviales son los espacios superreflexivos —véase def. 1.3.8. Primero, un sencillo resultado

de simetrizacién.

Lema 3.2.7. Supongamos que f : X — R es una funcion uniformemente convexa e inferi-
ormente semicontinua. Entonces existe una funcion uniformemente convexa e inferiormente

semicontinua h : X — R que es centralmente simétrica con

0 = h(0) = inf{h(z): z € X}.

Demostracion. Podemos asumir que f es centralmente simétrica y uniformemente convexa

f@)+ (=)
2

reemplazando f por . Obsérvese entonces que f(0) = min{f(z) : z € X} y asi, la

funcién h(z) = g(z) — g(0) satisface nuestros exigencias. O

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio de Banach. Entonces las siguientes condiciones son equiv-

alentes.

(a) Eziste una funcion inferiormente semicontinua y uniformemente convera f : X — R® tal

que el interior del dominio de f es no vacio.
(b) X admite una norma equivalente uniformemente convexa.

c) Existe p > 2 y una norma equivalente ||-|| en X tal que f(z) = ||-||° es uniformemente
(c) p y q q

convezxa.

Demostracion. (a) = (b): Desplazamos f de forma que 0 € [(dom f). Por el lema 3.2.7 existe
una funcién uniformemente convexa g que es centralmente simétrica, g(z) > ¢g(0) para todo
x € X, y el origen es un punto interior del dominio de g. Sea r > 0 tal que B, C dom f.

Ahora, para [|h|| = r tenemos

390+ 39009 (5 ) > 8,00 >0

Asi g(h) > 204(r) para todo h tal que ||h| = r. Asumamos que la norma ||-|| cuya bola
unidad es —via el funcional de Minkowski— B = {z : g(z) < d4(r)}. Hemos mostrado que
B C rBx,.) ¥y como 0 es un punto de continuidad de g —véase [68, Corollary 2.2.13]—
entonces el origen es un punto interior de B por lo que la normal|-|| es una norma equivalente
en X.

St flznll = llynll = 1y

T + Yn
2

— 0,

1 1
> Wall + 5 lgll -
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entonces d(m";ry",Sm.m) — 0. Como g es Lipschitz en B por [68, Corollary 2.2.12], esto

significa que g (224¥%) — §4(r). Consecuentemente $g(z,) + 39(yn) — g (2254)

— 0, luego

la convexidad uniforme de g asegura que ||z, — y,|| — 0 y por lo tanto ||z, — y,|| — O.

(b) = (c): De acuerdo al conocido teorema de Pisier —Teorema 1.3.9—, existe p > 2y
una norma equivalente ||-|| cuyo médulo de convexidad es de tipo potencia p. Por lo tanto, el

teorema 3.2.6 muestra que la funcién ||-||” es uniformemente convexa.

(c) = (a): Esto es trivial. O

Obsérvese que la funcién indicador de un dnico punto en cualquier espacio de Banach es
trivialmente uniformemente convexa. Asi, alguna condicién acerca del interior del dominio

de la funcién es necesaria en el teorema 3.2.8(a).

3.3 Ratio de Crecimiento de funciones uniformemente convexas y

renormamiento.

éa n esta seccién construiremos una norma uniformemente convexa cuyo médulo de con-
vexidad estd relacionado con el ratio de crecimiento de una funcién uniformemente convexa

definida en un espacio de Banach y fijada, mejorando asi el teorema 3.2.8.

Lema 3.3.1. Sea ||-|| una norma en un espacio de Banach X. Supongamos que ||z| = ||y|| >
L, y|lx—yl|l > 6 donde 0 < § < 2|z|. Entonces infy>q ||z — ty|| > /2.

Demostracion. Asumamos que ||z — toy|| < §/2 para algin to > 0. Entonces |1 — to] ||y|| <
§/2 y asi
[l =yl < [l —toyll + |1 —to| llyll <.

que es una contradiccién. O

Lema 3.3.2. Supongamos F' : R — [0,00) es continua y convexa con F(0) =0 y F(t) >0

para t > 0. Supongamos para todo n > N que {||-|,, }n>n son normas en X con

K 1
—m= -l <Ml < 5 I
F(27) 2
para algin K > 0. Supongamos que ||z|,, = |ly||,, =1 con |z — y|| > 1 implica que
T4y C
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para algin C' > 0. Entonces el mddulo de convexidad de la norma equivalente |-| =Y~y [I|l,,
satisface
R
op.(t) = :

FOMtO)F (% F(Mt*l))

para ciertas constantes positivas R y M.

Demostracion. Es claro que la norma |-| es equivalente a [|-||. Més ain, podemos encontrar
un cierto escalar k > 0 tal que la norma ||-|| = k|| satisface
K’ 1
KL< -0 < -l v —=—= Il < -] < = |]-
< - <0y e =< 1l = o 0
para algin 0 < K' < 2]\%1 y para todo n > N. Ahora, asumamos que [[z|| = [ly|| = 1 ¥

x # y. Podemos elegir y fijar un cierto n > N tal que

1

O (3.3.1)

1
ot < el < s
Podemos sin pérdida de generalidad asumir que ||z|[,, < [|yl|,,- Ahora, denotemos a = ||z||,; !

yb= ||y|];1 Entonces 2" < b <a < };{'(/2")7 y por lo tanto

a 2
llax — ay|| = Kign—1 > G
De acuerdo con el lema 3.3.1 [|az — by|| > 2, que implica [jaz — by|| > 1. As{ computamos
ax + ay ax + by 1
< +5(a=0)lyll
2 | 2 ||, "2 n
1 1 C
< 5 llazll, + ||by\| 5@ =0yl = —7;
F (F F(Q”))
a C
= 5 Ulzll, +lylln) = == :
F (K F(2”))
Esta desigualdad implica
T+y 1 1 C
< el 5 ol — —— - (3:3.2)
n aF (? F(2n))

Asf, usando (3.3.2), y la desigualdad triangular en ||-[|; para j # n, tenemos

“ym el + % 5wl - KkC |
<3 R R i ()
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Denotemos M = 4/K' y R = K'-k-C. Sea t = ||z — y||, de acuerdo con (3.3.1)),
t < oz y asl F(2") < F( 1>). Por lo tanto

= tK’
$+ym<1_ R
2 l7  JFMiOF (%«/F(Mt*l)) ’
lo que termina la prueba, puesto que .| = d.. O

Lema 3.3.3. Supongamos que f : X — R® es una funcion conveza e inferiormente semicon-

tinua.

f(z

) > 0.

(a) Si f es uniformemente conveza, entonces liminf o T

(b) Supongamos f(x) < F(||z||) para todo = y F : [0,4+00) — [0,+00]| es no decreciente. Si
x0 # 0, y f(zo) 20,

entonces

sup f'(wo, h) < F(2|lzol))/ [lzoll-

Demostracion. ((a)) Este resultado se muestra en [68, Proposition 3.5.8].

((b)) Asumiendo que zg # 0, f(xo) > 0y ||h] = 1, tenemos

o) = lim L) = J(@o) _ [+ |lzoll k) = f(zo) _ FQ2llzoll)
- ! ol ol
donde la primera desigualdad se sigue de la convexidad de f. =

Teorema 3.3.4. Sea X un espacio de Banach y sea f : X — R una funcion continua y
uniformemente convexa que satisface f(z) < F(||z||) para todo x € X para cierta funcion

real no negativa F tal que F(0) = 0. Entonces X admite una norma equivalente |-| tal que

5|‘(t > R

) > ,
JEFOIE O F (s,/F(Mt—l))
para ciertas constantes positivas R,M y S.

w podemos asumir que f es

Demostracion. Antes de nada, substituyendo f por
centralmente simétrica. Usando la conjugacién de Fenchel obtenemos f(x) < F**(||z||) para
todo z € X. De acuerdo con el lema 3.3.3 elegimos N € Ny K > 0 tal que f(z) > K?|z|

siempre que ||z|| > N. Asi tenemos

K? |lz||* < f(z) < F*(|l2[]) siempre que [|z]| > N.
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Para n > N, consideramos las normas |-|,, que tienen como bola unidad B, = {z :
f(z) < F**(2™)} —véase dualidad bola-norma en el capitulo 1. Para cualquier z € X \ {0},
f(z/|z|,) = F**(2"). Por lo tanto F**(||z|/|z|,) > F**(2"). Como F(0) = 0, F** y
F**(s)/s son no decrecientes. Esto implica que ||z|| > 2" |z|,. Andlogamente, usando que
K2 z/|z|a | < flaz/ |z|,,) uno obtiene \/F**(27) |z|, > K ||z||. Consecuentemente,

K

1
ezl <zl < o [l
= (2m) 2

Ahora, supongamos que |z|, = |y|, =1,y ||z —y|| > 1. Siendo d; el médulo de convexidad

de f respecto a [|-||, la convexidad uniforme de f asegura que 6¢(1) > 0. Entonces denotando

z =2y 2/ = z/|z|, obtenemos

f(z) = (&)

5f(1)Sf(zl)—f(z):_ilSf/(zlvzl_z)
/ T / (3.3.3)
.y <ZHZ_ZH> < M, | -2,

donde M, = sup{f’(u,v) : |u|, = 1,|v]] = 1}. Usando el hecho de que F**(r)/r es no
decreciente para r > 0 —véase [59]— junto con el lema 3.3.3 y observando que f(u) > 0

cuando |u|, = 1, obtenemos

(3.3.4)

o F**(Qn) F**(Qn)
e e (/D

g o> K .
Consecuentemente, usando ||, > i) IIl, (3.3.3) y entonces (3.3.4), obtenemos

Tty / K dy(1) K
<1 = o <1 - 2
<1_ o7(1) (3.3.5)

Fe (RVFEET)

Aplicando el lema 3.3.2, y observando que F** < F', obtenemos que

R R
d.(t) = > :
VEF (Mt F* (%\/F**(Mt—1)> FOMt-OF (% F(Mt—1)>
Esto completa la demostracién. ]

Corolario 3.3.5. Sea X un espacio de Banach y f : X — R una funcion uniformemente
conveza que satisface f(x) < ||z||’ para cierto p > 2 y para todo x € X. Entonces X admite

una norma con modulo de convexidad de tipo potencia %(p +1).
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Demostracion. Aplicando el teorema 3.3.4 para F'(t) = tP obtenemos una norma equivalente

|| v constantes positivas R, M y S tales que

R R
oy (t) = T (s ) YN P
VA ) ( VA ) ) ()7 5P ()
— Lt%("ﬂ"rl)
Sp 5P+ ’
i.e., existe una constante positiva K tal que §|.|(t) > Kt3etD), O

3.3.1 Un resultado ajustado para p = 2.

En esta seccién, mejoraremos el resultado establecido en el corolario 3.3.5 en el caso
p = 2 obteniendo el resultado 6ptimo de que si X tiene una funcién uniformemente convexa
acotada superiormente por ||-||* entonces existe una norma equivalente en X con médulo de
convexidad de tipo potencia 2. Nos remitimos a [19] para informacién adicional relativa a este

caso. Empezamos con algunos resultados preliminares.

Sea X un espacio de Banach. Como vimos en el capitulo 1, podemos asociar a X el médulo

~ 1
5 pu— —_ —_ * 5
x() = sup { 5TE T PX (T)}

donde € € [0, 2]. Recordemos que gX y 0x son funciones equivalentes —lema 1.3.6 e identidad

de Lindenstrauss.

Como vimos en el capitulo 2, el médulo de diferenciabilidad asociado a X satisface la
proposicién 2.2.1. Es més, vimos que esta propiedad caracteriza a aquellas funciones que son

moédulo de diferenciabilidad de un espacio de Banach —mddulo equivalencia.

Lema 3.3.6. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que {|-||,,}n>n son normas en

(X, |Il) tales que para cierto K > 0 y para todo n > N, uno tiene
KA < -l < 111

Entonces eziste una norma equivalente |-| tal que para todo n > N
3.1(t) > Rody (1),

donde Ry > 0 es una constante universal.

Demostracion. Una norma con la propiedad requerida puede definirse mediante la férmula

2 2
e = anl2lly

n>N
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2
donde a,, satisface an N On = (ﬁ) y donde L es la constante universal de la proposi-
cién 2.2.1.

Fijamos n > N y denotamos Y = l5(X,|-||,,). Aplicando [24, Prop. 19] con M(t) =ty
X = (X, []]l,,))* uno tiene que

py=(1) < Ko sup pix )+ (T/w)u?,
T<u<l
donde Ky no depende de X ni de |[|-||,,. Ahora, aplicando la proposicién 2.2.1 obtenemos
py+(1) < KoLp(x ||, )+ (7),
y por dualidad
5y(€) Z gy(s) 2 KOLg(X,||-||n) (€/KOL) Z KOL(S(X,H-Hn) (5/2KOL) s

para todo 0 < e < 2.

De la prueba de [24, Prop. 18] uno obtiene que d(x |.)(¢) > 30y (ce), donde ¢ = 2K,L.

Por lo tanto
KoL
O (E) = —5=0x 1, (€)

que termina la demostracion. O

Ahora podemos completar nuestro resultado final del capitulo.

Teorema 3.3.7. Sea X un espacio de Banach y f : X — R una funcion continua y uni-
formemente conveza que satisface f(x) < ||z||* para todo x € X. Entonces X admite una
norma con modulo de convexidad de tipo potencia 2.

Demostracion. De nuevo, reemplazar f por W claramente conserva la convexidad
uniforme de f y nos permite asumir que f(—xz) = f(z) para todo z € X. De acuerdo con el
lema 3.3.3 podemos elegir N € Ny K > 0 tal que f(z) > K?|z|? siempre que ||z]| > N.
Asi tenemos

K?||lz|* < f(2) < |Jal|* siempre que |z > N.
Para n > N, sea ||, la norma cuya bola unidad es B, = {z : f(z) < 2%"}.

Para cualquier z € X\ {0}, f(z/|z|,) = 2*". Por lo tanto, usando f(z) < ||||?, obtenemos
|z| > 2" |z|,. Andlogamente, usando que K2 |z/|z| ||* < f(x/|z|,) uno obtiene 2" |z| >

K ||z||. Consecuentemente,

K
on el < fzl, < o lll-

on |
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Consideramos |z|, = |y|,, = 1, esto es f(z) = f(y) = 22", con |z — y|,, > 1/2". Entonces
|z —yl| > 1, y denotando z = ZE¥, 2" = 2/|z|, y M, = sup{f'(u,v) : |u|,, = 1, |v]| = 1},

como en (3.3.3) en la demostracién del teorema 3.3.4 uno tiene
0<dp(1) < M, |2 — 2| (3.3.6)

Puesto que f(x) < ||z||, y procediendo como en (3.3.4) obtenemos

n 2 n n
M, < (2 : i{) /% - 4([2( ). (3.3.7)

Usando ||, > & |||, (3.3.6), (3.3.7) y procediendo como en (3.3.5), obtenemos

K K C
g2 1

r+y

<1-6;(1)

n

donde C = §¢(1)K?/4. Esto implica que

1 1)?
() 20 ()
CRy

Para un cierto n > N fijado, consideramos k = 1,2,...,2" y la constante R = =% donde L

es la constante de Figiel de la proposicién 2.2.1.Entonces

6. (277 0. (k27"
c . 1 _mC™ _ o,k
2271 27211 272n k2272n

k R (k)
O, \gn ) Z 7olan)
n \ 21 RO an
Para cada n > N, consideramos la nueva norma ||-||,, = 2" |-|,,. Estas normas satisfacen

K< (Ml < -Fy 6, C) = 0y, ()

Esto implica

Aplicando el lema 3.3.6 obtenemos una norma equivalente || en X tal que 4p((t) >
Rosz.”n(t) paran > N.
Finalmente, fijamos ng y k < 2"°. Para cualquier n > ngy tenemos que 2%0 = kQ;;nO. Por

E o\ _ k27—"0 R (_k \2 SN
lo tanto 6\\'||n (QTo) = 5||'Hn ( 5% ) > e (gTo) , que implica que

k k2

En el parrafo anterior hemos visto que §;.(t) > Rt? para todo t en el conjunto

@:{;:nGN,lngZ"}.

Como Z es denso en [0,1] y como d}(-) es continua [35], tenemos que & (t) > Rt%, que

termina la demostracion. O
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La mayor parte de resultados contenidos en este capitulo son parte de [9], trabajo conjunto

del autor de esta memoria con J. Borwein, P. Hijek y J. Vanderwertf.
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Capitulo 4

Bases de Schauder bajo

renormamientos uniformes

4.1 Introduccidn.

(/ga 1 objetivo de este capitulo es estudiar el buen comportamiento de las Bases de Schauder
en relacion con los renormamientos uniformemente convexos y uniformemente Fréchet difer-

enciables. Empecemos recordando la nocién de Base de Schauder.

Definicién 4.1.1. Una sucesién {e, } -~ ; en un espacio de Banach X es una base de Schauder

de X si para cada vector x € X existe una tnica sucesién de escalares {ay} ., tal que

)
T = g Anen.
n=1

Una sucesién {e,} -, que es base de Schauder de su envoltura lineal cerrada ¥V =

span {e, : n € N}, se llama sucesion bdsica.

A lo largo de esta memoria no vamos a considerar otro tipo de base diferente a las de
Schauder. Asi pues, omitiremos con frecuencia la palabra Schauder.

Evidentemente, un espacio X con una base de Schauder {e, } >, puede considerarse como

o0

un espacio de sucesiones identificando cada x = )" ° |

aney, con la univocamente determinada
sucesion de coeficientes (a1, as, ... ). Es importante tener en cuenta que para la descripcién de
una base de Schauder uno ha de considerar no sélo un conjunto sino una sucesién ordenada

de vectores. En efecto, dada una permutacion 7 : N — N, y € X no tiene por qué ocurrir
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que y 07, Qr(n)€r(n) converja en X. Veremos més adelante que la posibilidad de ignorar el

orden de la base esta relacionado con el concepto de incondicionalidad.

Sea (X, ||||) un espacio de Banach con una base {e, },,. Para cada x = ) - | ane, en
X la cantidad ||z||, = sup ||> 7, aie;|| es finita. Evidentemente, [-||, es una norma en X y

]| < []llo- Por el teorema de la aplicacion abierta, puesto que X es completo respecto de

|-|lg> se deduce que las normas ||-|| v ||-||, son equivalentes [17, Lema 6.4]. Es decir,

Proposicién 4.1.2 ([49, Prop. 1.a.2]). Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder
{en}oe . Entonces las proyecciones Py : X — X, definidas por Pn( Y 02 aie;) = Y1y aeq,

son operadores lineales continuos y sup || P, || < oo.

Las proyecciones { P, }-_; reciben el nombre de proyecciones naturales asociadas a la base
{en}pe1; Namaremos constante de la base {e,},”; al nimero bey. ({e,}n2y) = sup, || Pl
Una base cuya constante de base es 1 se dice mondtona. En otras palabras, una base es
mondtona si, para cualquier eleccién de escalares {an},—,, la sucesion {||>7 axql|},~, es
no decreciente o, equivalentemente cuando las proyecciones de la bola unidad siguen estando
en la bola unidad. Toda base de Schauder {e,},~; es monétona respecto de la norma ||z||, =
sup,, {||Pn.(z)||} que ha sido definida antes. En efecto, dadon € Ny z € X,

1Pa(@)llg = sup [| P (P (@) = méx | ()] < [zlo ,
meN =n

esto es, || P, = 1.

Asi, dada una base de Schauder {e, },- ; de X, podemos considerar una norma equivalente

en X respecto a la cual la base es monotona.

Existe un criterio simple y 1til para comprobar si una sucesién de vectores es o no una

sucesiéon basica, relacionada a su vez con la constante de base.

Proposicién 4.1.3 ([49, Prop. 1.a.3]). Sea {e,} | una sucesién de vectores en X . Entonces

{e o2 | es una sucesion bdsica de X si y solo si se satisfacen las siguientes dos condiciones.

(a) e, # 0 para todo n € N.

(b) Eziste una constante K tal que, para cualquier eleccion de escalares {a;};°, y naturales

n < m, tenemos

<K

n m
E a;€; E a;€e;
i=1 =1

Si ademds span{e, : n € N} = X entonces la sucesion es base de Schauder.

Observemos que la menor constante K que satisface la proposicién anterior es precisa-
mente la constante de la base, bey ({e,}ney ) [17, Prop. 6.13].
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4.1.1 Bases de Schauder y Dualidad.

Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder {e,} . Para cualquier n € N
la aplicacién lineal e} definida por 6;(2?21 aiei) = a, es, por la proposicién 4.1.2, un
funcional continuo. En efecto €} (-)e, = P, — P,_1, de donde |[€;| [len|| < 2bej ({e,}ney)-
Estos funcionales, caracterizados por la relacion e} (ep,) = 0pm, se denominan funcionales
biortogonales asociados a la base {e,} 7 ;.

Al igual que la base {e,} >, establece una identificacién del espacio X con un espacio
de sucesiones, sus funcionales biortogonales permiten establecer cierta correspondencia del
dual X*. En efecto, sean {P,},~ , las proyecciones naturales asociadas a la base. Para cada

eleccién de escalares {a;}:;2; y para naturales n < m tenemos
m n
P E ae; | = g a;e;.
=1 i=1

. o ez .z * ] 00 .z o *
Luego, aplicando la proposicién 4.1.3, la sucesién {e}} ~; es una sucesién bésica en X

cuya constante de base es idéntica a aquella de {e, },—; puesto que || P,|| = ||P}].

Como ||P,(z) — z|| — 0, para cada € X, tenemos que z* = > 2 x*(e,)e} para cada
x* € X*, donde la convergencia de la serie es en la topologia w*. En general, la expansion no
converge en norma. Tendriamos convergencia en norma si y solamente si la sucesién {e};}>°
es una base de X* —proposicién 4.1.3—, esto es, si y solamente si la envoltura lineal y cerrada
de los elementos de base[x] es X*. Para ello es necesario que el dual sea separable; asi, para
X =4, o X = C]0,1] no puede ocurrir para ninguna base. Por otro lado esto es siempre

cierto si el espacio es reflexivo.

Definicién 4.1.4 ([49, Prop. 1.b.1]). Una base de Schauder {e,} 7, es contractiva si la

n=1

sucesién de sus funcionales asociados {e}}7 | es base de Schauder en X*.

Otro concepto importante relacionado con bases y que es en cierto sentido dual a la

propiedad de ser contractiva es ser acotadamente completa.

Definicién 4.1.5 ([49, Def. 1.b.3]). Una base de Schauder {e, },- , es acotadamente completa
si para cualquier sucesién de escalares {a; };o, tal que sup,, ||> """ ae;|| < oo, laserie Y 2, a;e;

es convergente.

Combinando los conceptos anteriores se obtiene la siguiente caracterizacion de la reflexi-

vidad en términos de bases.

Teorema 4.1.6 ([49, Teo. 1.b.5]). Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder

{e,}o2 . Entonces X es reflexivo siy solo si{e,} | es contractiva y acotadamente completa.
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En el teorema anterior hemos considerado fijada una base en X. En [69] M. Zippin
mostro que si consideramos todas las bases en un espacio dado es suficiente usar sélo una de

las dos propiedades que aparecen en 4.1.6. Es decir, obtuvo el siguiente resultado.

Teorema 4.1.7 ([69]). Sea X un espacio de Banach con base. Entonces X es reflexivo si y
s6lo si toda base en X es contractiva o alternativamente, si toda base en X es acotadamente

completa.

4.1.2 Bases Incondicionales.

La existencia de una base de Schauder en un espacio de Banach no aporta demasiada in-
formacion sobre la estructura del espacio. Si se quiere estudiar en mayor detalle la estructura
de un espacio de Banach usando bases serd necesario considerar bases con varias propiedades
especiales. Anteriormente hemos hablado de dos de estos tipos especiales de bases: contrac-
tivas y acotadamente completas. Sin duda, el tipo mas util y ampliamente estudiado es el de

las bases incondicionales.

Antes de introducir el concepto de bases incondicionales presentamos algunos resultados

bésicos en relacién a las convergencia incondicional.

Proposiciéon 4.1.8 ([49, Prop. 1.c.1]). Sea {e,} -, una sucesién de vectores en un espacio

de Banach X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) La seriey >, Tr(n) converge cualquiera que sea la permutacion de naturales m: N — N.

(b) Para cada € > 0 existe n € N tal que HZzeF aczH < € para cualquier conjunto finito F
de N con min{i:i € F} > n.

Una serie Y " | que satisface una, y por tanto ambas condiciones, se dice incondicional-

mente convergente.

Observacion 4.1.9. Puede comprobarse ficilmente que si 'y~ z, converge incondicional-

mente entonces la suma de » 7 | Tr(n) 0O depende de la permutacion 7.

Definicién 4.1.10 ([49, Def. 1.c.5]). Una base {e,} -, de un espacio de Banach X es
incondicional si para cada x € X, su expansién en términos de la base Y 7 | ane, converge

incondicionalmente.

La observacién 4.1.9 nos esta diciendo que una base incondicional ya no es més, o no ha de
serlo, un conjunto ordenado. Mientras que en una base de Schauder ordinaria es fundamental
el orden de la sucesién, en bases incondicionales este orden carece de sentido puesto que
cualquier permutacién 7 : N — N define otra base {eﬂ(n)}zo:l de forma que los espacios de

sucesiones asociados son isométricos.
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Proposicién 4.1.11 ([49, Prop. 1.c.6]). Una sucesidn bdsica {e,} -, es incondicional si y

solo si satisface al menos una de las siguientes condiciones.

., o . . .,
(a) La sucesion {eﬁ(n)}n_l es bdsica para cualquier permutacion m: N — N.

(b) La convergencia de Y ;| aney implica la convergencia de ., - pane, para cualquier

F CN.

. , . [e’s) .z s, .
Se sigue de (b) y del teorema de la grafica cerrada que si {e,},-; es una sucesién bésica
incondicional y F' es cualquier subconjunto de los naturales entonces existe una proyecciéon

acotada Pr definida en span {e, : n € N} por

o
Pr (Z anen> = Z AnCp-
n=1

ner

Estas proyecciones reciben el nombre de proyecciones naturales asociadas a la sucesion
bdsica incondicional. Para los conjuntos de la forma F' = {1,2,...,n} las proyecciones Pp
coinciden con las proyecciones F,, que son las proyecciones naturales asociadas a la sucesion

bésica {e, },—. El principio de acotacién uniforme implica que supy {||Pr||} es finito.

A la constante ubcy. ({€,}n=1) = supp {||[Pr||} la lamaremos constante incondicional

de la base {e, },-; respecto de la norma ||-||. Obsérvese que para cada permutacién 7 : N — N

bep ({entm ey ) < ubepy ({endniy)-

Es decir, una base incondicional {e, };~; con ubcy. ({e,}n—; ) = 1 satisfacen que cualquiera
de las bases de Schauder {e,r(n) }20:1

de incondicionalmente mondtonas.

es mondtona respecto a ||-||. Estas bases reciben el nombre

Toda base de Schauder incondicional {e, },~ ; es mondtona respecto de la norma ||z||, =
suppeo<n {||Pr(2)||}. En efecto, dado G € 2<N y z € X,

[Pa(@)llg = sup [|Pr(Pa(x))| = sup [[Prag(@)|| < [z,
Fe2<N Fe2<N

esto es, [|[Pgllg =1y ubcy, ({en}n2;) = 1. Asi, dada una base incondicional {e, } ° | de X,
podemos considerar una norma equivalente en X respecto a la cual la base es incondicional-

mente mondotona.

4.2 Bases de Schauder y renormamientos uniformes.

% emos visto que todo espacio de Banach separable con base de Schauder puede renor-

marse para conseguir que la base sea monétona. Es decir, dado el espacio (X, ||-||) y definiendo
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la norma equivalente |[|-||, que introdujimos en la pagina 88, tenemos una norma equivalente
que hace mondtona a la base. Sin embargo, desde el punto de vista del renormamiento, ||-||,

no tiene por qué conservar las propiedades geométricas que ||-|| posee.

La pregunta sobre la existencia de buenos renormamientos que hacen mondtona una base
dada, ha recibido alguna atencién en el pasado. Por ejemplo, es bien conocido el hecho de
que todo espacio de Banach separable tiene un renormamiento (LUR), mds atin la colec-
cién de todos los renormamientos (LUR) es residual en el espacio —métrico— de todos los
renormamientos —véase [17]. Es, por tanto, bastante natural esperar que para todo espa-
cio de Banach separable con base de Schauder exista un renormamiento (LUR) haciendo
monétona la base. Este es, en efecto, el caso y la prueba se sigue a lo largo de la prueba
original de Kadec sobre renormamiento (LUR) —véase [31]. Resultados similares son ciertos

para diferenciabilidad Gateaux y diferenciabilidad uniforme Gateaux .

Por otra lado, sorprendentemente, la situacién para renormamientos diferenciables Fréchet
es diferente. Dado X un espacio de Banach separable, éste admite una norma equivalente
Fréchet diferenciable si y solamente si X* es separable [17, II. Cor. 3.3]. En este caso, el
conjunto de tales renormamientos —cuyo dual es (LUR)— es, de nuevo, residual entre todos

los renormamientos. No obstante tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Sea X un espacio de Banach con dual separable —en particular con un
renormamiento equivalente diferenciable Fréchet —, y una base de Schauder. Entonces X es
reflexivo si y solo si para toda base de Schauder de X existe algun renormamiento Fréchet

diferenciable de X que hace la base mondtona.

Demostracion. Si X es reflexivo, entonces X™* es separable y por el Teorema 4.1.6 la base
{e,}o2 | es contractiva, es decir {e}} 7 | es base de X*. Aplicando el conocido resultado de
Kadec [31, Teo. 3.3.5] encontramos una norma equivalente localmente uniformemente convexa
|-| en X* que hace mondtona la base {e};} >~ ;. Asi pues, por el corolario 1.2.7, la norma predual
|-| en X es Fréchet diferenciable y hace monétona la base {e,}>- ;.

(o)
n=1

entonces por [22, Teo. 8.34] la base {e, },—; es contractiva. Asi para espacios que satisfacen

Por otro lado, si {e,, } —; es una base monétona de (X, [|-||) v [|-]| es Fréchet diferenciable
la segunda condicién, toda base de Schauder es contractiva. El teorema 4.1.7 nos asegura que

esta condicién es equivalente a la reflexividad, con lo que acabamos la prueba. O

Como consecuencia inmediata, en todo espacio de Banach no reflexivo con dual separable
y base de Schauder —cémo cy—, existe otra base de Schauder que no es mondétona bajo
ningin renormamiento diferenciable Fréchet de X —en contraposicién a la gran cantidad de

renormamientos diferenciable Fréchet para este espacio.
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En esta seccion resolvemos afirmativamente los casos uniformes, es decir los relativos a
renormamientos uniformemente convexos (UC) y uniformemente Fréchet diferenciable (UF),
resolviendo una pregunta de Godefroy —que aparece explicitamente en [23]— y comunicada
al autor por V. Zizler. Nos gustaria agradecerle a Véclav Zizler haber sugerido el problema

asi como sus observaciones y consejos relativos al resultado que presentamos.

4.2.1 Construccion Preliminar.

Sea X un espacio de Banach dotado de una norma [|-|| uniformemente Fréchet diferen-
ciable, y una base de Schauder {e,} " ;. Nuestro objetivo es mostrar que existe una norma
equivalente uniformemente Fréchet diferenciable en X que hace mondtona la base. Por tan-
to, supondremos que la constante de base be ({en}zozl) es estrictamente mayor que la
unidad. Entonces, podemos considerar la norma ||z|lg = sup {||P,(z)|| : n € N} que hace la

base mondtona —pero por supuesto no (UF), en general.

Vamos a seguir un proceso geométrico para definir la nueva norma, asi que hablare-
mos indistintamente de bolas y normas, teniendo en cuenta la equivalencia establecida en el

capitulo 1, seccién 1.1.

A lo largo de esta seccion denotemos por B y By respectivamente las bolas:

B={zeX:|z| <1} yBy={x e X : ||z|o < 1}.

Por la definicién de constante de base es claro que, ||| < |l < beyy ({extney) Il ¥
por tanto que By C B C bg| ({en}rey)Bo. Es claro que para k > by ({en}rey) fijado,
las dos expresiones anteriores siguen siendo ciertas si substituimos bcy, ({en}o2y) por k.

Para cualquier niimero natural n, denotaremos por E, al rango de la n-ésima proyeccion
natural P,, esto es, P, X = E,; por B), la imagen P, (1 B); y para cada y € E,, por Bj,(y)
el conjunto y + BJ,. En particular B}, (0) = B], es una bola de E,,. Para cualquier y € E,
el conjunto B/, (y) es un trasladado de una bola de E,. Vamos a definir inductivamente una

sucesion {Bn}ff’:1 de bolas de E,, como sigue. Para n = 1 definimos By := By NE;.

Habiendo definido B,, para n > 1, definimos entonces

Bpiy1 = U B7,1+1(y)a

YEBn+1
donde
By = {?J €Ent1: Pa(Bni1(y)) € Bu, Brya(y) N Bo # (Z)} .

Puede verse, por ejemplo, la construccién de By en la figura 4.1.

En primer lugar, vamos a ver que la familia {B,},. ; estd uniformemente acotada en X

vy que tiene interior no vacio respecto a la topologia de E,,. Mas ain
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Figura 4.1:

Lema 4.2.2. Para cada n € N se tiene:

%BﬂEncBnc3BmEn.

Demostracion. Fijamos n € Ny x € B,. Por la definicién de B,, existen y, z € [E,, tales que
x € Bl(y), z € BoN B, (y) y Po—1(Bl,(y)) C Bn—1. Asi pues, los vectores x — y, z — y estdn
en B),. Como kB], = P, B, existen 2/, 2’ € B, tales que P, (2') = k(z—y) y Pu(2') = k(z—y),
de donde se deduce que

1 1
Iz =yl = LI Pa(@)l < ZlIPallll2"]] < 1,

1 1
1z =yl = PO < ZlIPlll] < 1.

Como z € Byy By C B, tenemos que ||z|| < 1. Por lo tanto ||z|| < 3, es decir B,, C 3BNE,,.

La segunda parte de esta prueba es una consecuencia directa del siguiente lema, ya que
BNE, C P,(B). En efecto, como 0 € B, se tiene B, D B, = (1/k)P,(B) > (1/k)BNE,. O

Lema 4.2.3. Para todo nimero natural n, el conjunto B, es no vacio. Mds atin, 0 € ﬂn21 B,.
Demostracion. En primer lugar, obsérvese que B] C Bj. En efecto, como By es monétona
, 1
Bl =P EB C Pl(Bo) C BoyNE; = By.

Afirmamos que para cualquier n € N, 0 estd en B, si y sélo si B] C Bj. Si probamos tal

afirmacién habremos terminado la prueba. Para ello procederemos por induccién sobre n.

Para n = 2, 0 estd en By si y sélo si Py(B)) C By, puesto que B}, siempre corta a By —la

interseccién contiene al menos el origen. Pero

PUBY) = Pi (PQ (;3)) _ B

que termina la prueba de este caso.
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Si la equivalencia es cierta para n — 1 > 2, entonces 0 € B,, si y sélo si P,,_1(B],) C Bn—1,

puesto que la interseccién entre B], y By es siempre no vacia —contiene el origen. Ademads

P._1(B.) =P, <Pn @B)) =P (;3) =B ..

Por lo tanto 0 € B, si y s6lo si 0 € B,,_1 que, por hipétesis de induccién, es equivalente a
B} C By. O

Vamos a comprobar ahora que los conjuntos {B,},-; son bolas en E,. Esto es, que sus

respectivos funcionales de Minkowski definen normas en E,,.

Lema 4.2.4. Para cada n € N, el conjunto By, es una bola en E,.

Demostracion. Por el lema 4.2.2 es claro que para cualquier n, el conjunto B,, estd acotado
y contiene el origen como punto interior. Para mostrar las demads propiedades usaremos

induccion.

Es claro que Bj es cerrado, convexo y centralmente simétrico. Supongamos que B,_1

satisface las mismas propiedades para n — 1 > 1.

a) Empezamos probando que B, es cerrado. Consideremos x € B,,. Entonces existe una

sucesion {Zy, }.-_; en By, que converge a . Por definicién de B, para cada m € N exis-
ten Y, y z2m en B, tales que x,, € B),(Ym), 2m € BoN B (Yym) ¥ Prn-1(B},(ym)) C Bn-1.
Podemos suponer, tomando si fuera necesario subsucesiones, que ambas sucesiones
{Um 1 ¥ {Zm}omey convergen respectivamente a y y z en E,, puesto que By, esté aco-

tado y, por ende, es compacto. Queremos ver que y € B,,.

Como z,, € By entonces z € By, y es claro que

1 ,

z > lm |zm —yml = Iz =¥,
m—00

1 ,

7 2 m 2w = ymll = llz = yll.
m—0o0

Estas ecuaciones significan, respectivamente, que z € BoN B}, (y) y « € B}, (y). Més atin,
si tomamos w € Bj,(y), entonces Wy, := Ym + (W —y) € B}, (Yym) v {wm},, converge a
w. Por lo tanto, como P,_1(wy,) € By—1 y por hipétesis de induccién B,,_; es cerrado,
P,_1(w) € By—1, esto es x € By,.

b) Ahora veremos que B,, es convexo. Tomemos x; y x2 en B,. Para i € {1,2} existen
y; € By, tal que z; € B (yi), y zi € Bo N B),(y;). Denotemos por y = (y1 + y2)/2,
z=(21+22)/2y x = (21 +x2)/2. Como z; —y; € B}, para i € {1,2} y BJ, es convexo,
entonces

21+ 22 (21 —y1) + (22 —92)

_ - B (y).
z 5 y+ 5 € By, (y)
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Por lo tanto z € ByN B, (y), puesto que By es también convexo. Andlogamente tenemos
x € BJ,(y). Para probar que z € B,, necesitamos solamente ver que y € B,,, por lo que
es suficiente mostrar que P,_1(BJ,(y)) C Bp—1. En realidad, si w € B],(y), entonces
w—y € B, ypara i € {1,2} tenemos y; + (w —y) € Bl (y;). Como y; € B, para
i € {1,2}, entonces P,_1(y; + (w — y)) € Bp_1 para i = 1,2. Por lo tanto

1

Poi(w) = 5 [Pn_1(y1 +(w—y)) + Poo1(y2 + (w — y))} € By1,

puesto que, por hipétesis, B,,_1 es convexo.

c) Seax € B,. Entonces existen y € B, tal que x € BJ,(y),y z € BoN B, (y). Por definicién
de B/,(y) es claro que z —y € B}, y, como B, es centralmente simétrico, y — z € B},.
Por lo tanto —z = —y + (y — 2) € B}, (—y). Pero By es también centralmente simétrico,

y asf —z € By N Bl,(—y). Andlogamente podemos ver que —z € B],(—y).

Por otro lado, si tomamos w € BJ,(—y), entonces w +y € Bl y, como B es
centralmente simétrico, —w —y € BJ,. Por lo tanto —w =y + (—w —y) € B}, (y). Como
P,_1(B],(y)) C Bn-1, vy, por hipétesis de induccién, B, es centralmente simétrico,
P,_1(w) € B,_1. Luego, hemos visto que P,,_1(B],(—y)) C Bp—1 y asi que —y € B,,.

Por lo tanto —z € B),(—y) C By, esto es, B, es centralmente simétrico. O

La pieza clave de este proceso de renormamiento es el hecho de que cada uno de los
conjuntos B, ha sido construido a partir de trasladados de proyecciones de una homotecia
fija de la bola original, los B/,(y). Y es clave porque se construyen de forma que B, herede

la diferenciabilidad de B de una forma uniforme respecto a n. Es decir

Proposicién 4.2.5. Para cada n € N el modulo de diferenciabilidad de B, satisface

p(Bust) < 32(B, 3kt).

Para probar este resultado necesitamos dos lemas auxiliares. El primero de estos es un
corolario del lema 4.3.4, sin embargo se incluye aqui una prueba en pro de una exposiciéon lo

mas autocontenida posible.
Lema 4.2.6. Para cualquier n € N existe una relacion explicita entre los mddulos de difer-

enciabilidad de B), y B. Esta es p(Bj,,-) < p(B,-).

Demostracion. Fijamos n € N y ¢t > 0. Tomemos también z e y tales que g(B,,x) =
9(B;,,y) = 1. En particular, como z e y estdn en Sp/, existen z', 3/ € Sp de forma que
P.(2') = kx y P,(y') = ky, puesto que kB], = P, B. Nétese que

/:tty,
B P (—2=W )<,
g< " <k9(37$’ity’)>> -
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Esta desigualdad es equivalente a g(B},,x + ty) < g(B, 2’ £ ty'). Por lo tanto

5(B4L7 1.7 y7 t) S 5(37 xl? y/7 t) S p<B7 t)?
y tomando supremos sobre (z,y) € Sp; x Sp; obtenemos el resultado requerido. O

Lema 4.2.7. Sean A y B dos bolas en un espacio vectorial E. Sea x € E tal que x + B C A.

Entonces, cualquier z € E satisface la siguiente desigualdad:

9(A,2) <g(B,z —x) +[1 - g(B,z — x)| g(A, ).

Demostracion. Nétese que el vector

~ n z2—x
=04+ —
9(B,z —x)

estd en el conjunto A, véase figura 4.2. Entonces, es claro que

9 (‘4’ : _x(glé gf;””) — g4 <L

Figura 4.2:

Y, por lo tanto,

O lo que es equivalente,

g(A,2) < g(B,z—x) —i—g(A,ac(l —g(B,z — :1:)))
g(sz - .’L‘) + ‘1 _g(B7Z - x)\g(A,x),

que termina la prueba. O
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Demostraciéon de Prop. 4.2.5. Fijamos n € N, y ¢ > 0. Sean = y h puntos en Sp,. Por
construccion, existe y € B, tal que g(Bj,x —y) = 1. Aplicando lema 4.2.7 a B,, B, y el

punto y, podemos afirmar que
9(Bp,x £th) < g(By,x £ th —y) + [g(By,x £ th —y) — 1]g(By, y),
bajo la hipétesis de que g(Bj,,x +th — y) > 1. Por lo tanto,

f(Bn;$7 h>t) S E(B;mx -V, hvt) + g(Bnay)g(B;w r—=Y, hat)
= (1 +g(Bn7y))£(B;17$ - Y, h,t) S 2€<B;“{L' - y,h,t).

Si denotamos por ¥ = g(BJ,, h), tenemos
(B, hyt) < 26(By, @ — y, h,t) = 26(By, & — y,9 'h, 9t) < 2p(By,, 0t).

Como $BNE, C (1/k)P,(B) = Bj, y por la monotonfa del funcional gauge tenemos

1
¥ =g(B,,h)<g <kBﬂEn,h> =kg(BNE,,h)

= kg (B, h) = k[|h]|.
Pero, como h € By, por el lema 4.2.2, obtenemos ||kl < 3.

Como el médulo de diferenciabilidad es una funcién no decreciente, finalmente tenemos

&(Bp,x, h,t) < 2p(BL,0t) < 2p(B.,, 3kt) < 2p(B, 3kt). (4.2.1)

La dltima desigualdad se sigue directamente del lema 4.2.6. Tomando supremos sobre
aquellos z, h que satisfacen x + h € H(B,,, x), como esto implica que g(B),,z +th —y) > 1,
obtenemos que

p(Bp,t) < 2p(B, 3kt).

Donde p es el médulo de diferenciabilidad uniforme tangencial —véase capitulo 1. La prueba

termina aplicando el lema 1.3.5. ]

4.2.2 Renormamiento Monétono Uniforme.

Ahora, estamos preparados para construir la nueva norma en X que satisfaga ambos
de nuestros requerimientos: monotonia de la base y diferenciabilidad Fréchet uniforme. Para

obtenerla consideremos en primer lugar algunos nuevos conjuntos. Fijemos m € Ny definamos
Bpi= (| BunEn) = (] B | NEm.
n>m n>m

Necesitamos comprobar si estos nuevos conjuntos definen, en realidad, nuevas normas en

E,, para cada m € N, respectivamente.
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Lema 4.2.8. La familia de conjuntos {Em}mGN estd uniformemente acotada en X, y para

cada m, el conjunto B,,, respecto de la topologia de E,, tiene interior no vacio. Mds ain

%BmEmcémCZ&BﬂEm.

Demostracion. Fijado m € N y para n > m, el lema 4.2.2 nos asegura que

1
EBﬂEnCBnCSBﬂIEn,

con lo que

n>m n>m
Bpn= () (BuNEm) > () <<1BﬁEn) ﬂEm> - pnE,.
n>m n>m k

Lema 4.2.9. Para cualquier m € N, el conjunto Em es una bola en E,,.

Demostracion. Por el lema anterior, estos conjuntos estdn acotados y tienen el origen como
punto interior. Sélo queda demostrar que estos conjuntos son cerrados, convexos y central-
mente simétricos. Sin embargo, estas tres propiedades son evidentes, puesto que cada B, es

la interseccién de conjuntos que son cerrados, convexos y centralmente simétricos. ]

Los conjuntos {Bm}m oy Son, en realidad, las restricciones a [E,, de la bola unidad de la
norma que venimos buscando ||-||. Es pues necesario comprobar que sus médulos de difer-

enciabilidad uniforme siguen estando relacionados —de forma uniforme— con el moédulo de

Proposicion 4.2.10. Para cualquier m € N, el mddulo de diferenciabilidad de B satisface

p(Bu,t) < 32p(B, 3kt).

Demostracion. Para un m € N fijado, consideramos n > m y tomamos x € By 1 NE,,. Como
P,(z) € By, tenemos que z = Py, (z) = P,(x) € By,. Esto es, la sucesién {B, NE,,},~,, es
decreciente. Por lo tanto converge en la métrica de Hausdorff de [E,, a su interseccion, esto

es, a By,. Es bien conocido y estandar que

lim g(Bn NEp,-) = g(Bm, "), (4.2.2)
n—oo

donde el limite se entiende como convergencia uniforme sobre conjuntos acotados de E,,.
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Tomemos x e y tales que g(B ) g(B y) = 1. Tenemos

z Yy
g(Bn7x7y7 )—an,.T ( Q(Bn,.fl?)’ ( )7t

g
B
o(Bo.2)p ( 9 n,y))
Q(Bmx)
Luego, por la proposicién 4.2.5,
B
€(Bt) < 9(Bn 320 (B30T ).
Tomando limites, usando la ecuacién (4.2.2) y la continuidad de p(B,-), tenemos
§(§m,x,y,t) < 32p (B, 3kt).

Ahora, tomamos supremos sobre x e y obteniendo p(ém, t) < 32p(B, 3kt), como queriamos

probar. O
Finalmente definimos la que serd la bola unidad de la norma ||-||. Esto es, el conjunto
- =l
B = U By .
meN

El siguiente lema muestra que en efecto los conjuntos {Em}meN no son mas que las
restricciones de B a E, para cada m € N —item (¢)—, y que P, (En) C B, para todo m,
n € N —item (b). El primer item afirma que la coleccién {Em}m N €S creciente y que dados

n y m € N, estos coinciden en su restricciéon con E, N E,,

Lema 4.2.11. Para cualquier m € N, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para cadan > m, B, NE,, = B,
(b) B, C Em—f—span{ej :m < j <n}.

(¢c) Bm = BNE,,

Demostracion. (a) Como la sucesién {B, NE,,} es decreciente, entonces

r>m

By NEp = ( (B, NEp) NEp = [ (Br NEm) = (| (B NEp) = By

r>n r>n r>m

(b) Es suficiente probar que B, C B,_1+span {en}. Tomemos = € B, entonces z € B,NE,,
para todo r > n. Consideremos r > n — 1. Entonces « € B,+1 NE, y por lo tanto z
estd en (B, +span {e,11})NE,. Esto implica que P,,_1(z) € B,NE,,_1. Comor >n—1

es arbitrario, tenemos que P,,_1(z) esta en En,l, esto es, x € Bp_1 + span{ey}.
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(¢) Claramente By, C BNE,,. Por otro lado, tomemos = € BNE,,. Entonces existe una
sucesién {z,},-; que converge a = y tal que x, € Emn para ciertos valores m,, € N.

Sin pérdida de generalidad, podemos reducir la prueba a dos casos:

e Sim, < m para todo n € N, entonces por el primer item de este lema, z,, € Em

y, como B,, es cerrado, x € B,,.

e Sim, > m para todo n € N, por el segundo item de este lema tenemos P, (x,) €

By, Pero, como z € E,,, tenemos que { Py, (zy)},o converge a z, y por lo tanto

T E ]EN?m O

La siguiente proposicién resume las principales propiedades de B. Si definimos ||| como

el funcional de Minkowski de B entonces: la condicién (a) afirma que ||-| es una norma
equivalente en X, (b) implica que la base {e;};~; es monétona respecto a ||-||, y (c) da una

estimacién de P ()

Proposicion 4.2.12. B es una bola de X, que satisface las siguientes condiciones

(a) B C 3B C 3kB.
(b) Para cada = € B y para cada n € N, P,(z) € B.

(c) p(B,t) < 32p(B,3kt).

Demostracion. Por el lema 4.2.11 (iii), la sucesién {Bm}m es creciente. Por lo tanto B es
claramente convexo y centralmente simétrico. Se sigue de la definicion de B que es cerrada
en X. Para probar que B es una bola sélo necesitamos ver que contiene el origen como punto

interior, lo que es una consecuencia del item (a). Por tanto s6lo necesitamos ver los items

(a),(b) v (c)-

(a) Por el lema 4.2.8 tenemos que Em C 3B para cada m € N, por tanto es claro que

B C 3B. Por otro lado, tomemos  tal que ||z|| < 1/k. Como la sucesién {Pn(2)},,
converge a x, existe mg, tal que si m > myg entonces ||P,(z)| < 1/k. Como, por el
lema 4.2.8, BNE,, C kB, tenemos P,(z) € By, para cada m > mg, y entonces
P (z) € B para todo m > myg. Por lo tanto x estd en B. Entonces sB C B para

cualquier s < 1/k. Tomando clausuras B C kB.

(b) Tomemos z € By m € N. Tomemos también {zn}l, C B de tal forma que z,, € By,

y &, converja a x. Sin pérdida de generalidad, podemos reducir la prueba a dos casos:

e Sim, < m para todo n € N, entonces, por el lema 4.2.11 (a), x, € Em para todo
n € N. Como ém es cerrado, x € Em C B.
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e Si m, > m para todo n € N, entonces, por el lema 4.2.11 (b), P, (z,) € B, para
todo n € N, asi Py, () estd en By, C B.

(c) De los resultados anteriores es claro que la restriccién de g(B7 ) a [E,, coincide con

g(Bma :
big). Fijamos t > 0 y consideramos x e y tal que g(B,:L") = g(B,y) = 1. Denotamos

Im = Pm(fE)a Ym = Pm(Q)v Om = g(Bmyxm) Yy Um = g(Bmaym)' Entonces, por la
proposicion 4.2.10,

~ ~ = xm m ﬁm
g(B7$maym>t) = g(Bma xm,ym,t) = Omé <Bma 077 Zat9>
o ﬁm ﬁm

Por lo tanto
_ o , I
f(B,x,y,t) = lim f(B,xmjym,t) < lim 6,,32p B,Sk‘te—
= 32p(B, 3kt).

Tomar supremos sobre z e y € Sz nos lleva a la conclusion deseada. O

Observacion 4.2.13. Si denotamos por (,(-) al funcional de Minkowski de B, y |z|,, =
SUDy,>n {¢m(x)}, es claro que |||, es el funcional de Minkowski de En. Luego, nuestra norma
Il estd definida como

llzll = tim ([ Pa(z)l],

Como un simple corolario de la proposicién 4.2.12 obtenemos el resultado principal de

esta seccion.

Teorema 4.2.14. Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder {e,} > | y una

norma (UF), ||-||. Entonces existe un renormamiento (UF), ||-|| tal que {e,}o7 | es una base
de Schauder mondtona de (X, ||-||). Mds aun, los mdédulos de diferenciabilidad uniforme de

Il v I-]l son equivalentes.

El teorema anterior nos dice que un espacio superreflexivo con base tiene una norma

equivalente (UF) que la hace mondtona. Cabe la siguiente pregunta relacionada. Si X es
superreflexivo con {e, } -, una sucesién bésica, jexiste un renormamiento (UF) en X que
haga monétona a {e, } > 7.

[e.9]

n—1 como base en Y coincide

En primer lugar, observemos que la constante de base de {e,, }
con el supremo de las cantidades {HFHH} donde P, es 0 sobre el complemento topolégico

de P,Y y Ppjy = Py.

n<w’
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Definicién 4.2.15. Una sucesién bésica {e,} -, en un espacio de Banach (X, |-||) se dice
mondétona si es mondtona como base de Schauder en Y = span{e, : n € N} o, equivalente-

mente, si begy .y ({€,}n; ) =1, donde

begx, o ({endnze) = sup {17}

Como aplicacién directa del teorema 4.2.14 y de [24, Proposicién 19], tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 4.2.16. Sea X un espacio de Banach superreflexivo e Y un subespacio comple-
mentado de X con base de Schauder {e,},~ . Entonces existe un renormamiento (UF) que

-z 7z - o0 z
hace que la sucesion bdsica {e, },~, sea mondtona.

Demostracion. Sea Z el complemento topoldgico de Y en X y sean Pz, Py las correspon-
dientes proyecciones asociadas respectivamente a Z y a Y. Por ser X superreflexivo existe
una norma ||-|| en X que es (UF). Por el teorema 4.2.14 existe una norma ||-|| en Y que hace

mondtona la base {e, } 7 ;. Consideremos la norma
2 2 2
2" = 1Py ()" + [| Pz ()]

Esta norma satisface los requerimientos del teorema. En efecto, por un lado [24, Proposi-
cién 19] muestra que esta norma es (UF). Por otro, dado = con |z| < 1, entonces Py (x)
estd en By y, por tanto Pp(z) = Pn(Py(z)) + Pn(Pz(x)) = Pu(Py(x)) € Byy. Lo que
termina la prueba puesto que Pz(P,(z)) = 0. O

Los espacios reflexivos tienen la siguiente propiedad.

Lema 4.2.17. Sea X un espacio reflexivo y {e,}>- | una sucesion bdsica en X, entonces el

subespacio Y = span{e, : n € N} estd complementado en X.

Demostracion. Consideramos la familia de proyecciones {?n}zo:l asociadas a la sucesion
bésica {e, }re ;. Obsérvese que ||Py|| = ||Py|ly para todo n € N, donde |||y es la restriccién

de ||| a Y. Es decir sup,, HﬁnH = bey, ({en}n; ). Consideremos el subespacio cerrado

Z =P, 1(0). Afirmamos que Z es el complemento topoldgico de Y.

En primer lugar, es claro que YNZ = 0. En efecto, siy € Y NZ entonces P,(y) = P,(y) =

o

n—1 €s base en Y esto implicarfa que y = 0. Por otro lado,

0 para todo n € N y como {e,}
dado un x € X arbitrario y para cada n € N, existe un z, € P;l(O) tal que x = P, (z) + zn.

, . .z DY oo , , .
Obsérvese que si la sucesion {Pn(ar:)}n:1 converge, ésta lo haria a un cierto y € Y y entonces
la sucesién {z,},.; convergeria a un cierto z € Z, teniéndose que = y + z. En efecto, z,

convergerfa a z := x — y y para cada n € N se tendrfa que P,(z) = P,(z —y) = 0.
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, . , ., ) oo
Asi pues, para terminar la prueba sélo hemos de ver que la sucesiéon {Pn(a:)}nzl

para cualquier x € X. Ahora bien, como el espacio es reflexivo y, por ende el espacio Y,

converge

aplicando el teorema 4.1.6 tenemos que {e,} " | es completamente acotada y, por tanto la
sucesion {Fn(x)}zo:

bien,

| convergerd si y solo si la sucesion {Hﬁn (x)H}Zo:l estd acotada. Ahora

| Pn(@)|| < ||Pall 2l < beyy, ({endney) llz]l < oo,

con lo que terminamos la prueba. O

Corolario 4.2.18. Sea X un espacio de Banach superreflexivo y {e, }r. | una sucesion bdsica

en X. Entonces existe un renormamiento (UF) que hace que {e,},~, sea mondtona.

Demostracion. Puesto que X es reflexivo, por el lema 4.2.17, sabemos que el subespacio
Y = span{e, : n € N} estd complementado en X. Aplicando el teorema 4.2.16 acabamos la

prueba. O

Los resultados conocidos de dualidad entre (UF) y (UC) nos permiten establecer un

analogo al teorema 4.2.14 para las normas uniformemente convexas.

Teorema 4.2.19. Sea X un espacio de Banach superreflexivo separable con una base de

Schauder. Entonces eziste una norma equivalente (UC) bajo la cual la base es mondtona.

Demostracion. Al ser X superreflexivo, aplicando el conocido resultado de Enflo [21], existe
una norma (UC), ||-|| en X. Por el Teorema 4.1.6 la base es contractiva. Asi, (X*, ||-||) es (UF)

y {ef}.2, es su base de Schauder. Podemos aplicar el teorema 4.2.14 a X*, para obtener un

(e o]

renormamiento (UF) en X tal que la base {e};},~; es monétona. Por el teorema 1.2.8, esto

significa que X** = X tiene una renormamiento (UC) que hace mondtona la base. O

Los resultados presentados hasta ahora estan basados, mayoritariamente, en [34], trabajo

conjunto entre el autor de esta memoria y P. Hajek.

4.2.3 Una mejora del teorema de Bui-Min-Ci y Gurarii.

En los trabajos [36, 40], con diferentes aproximaciones, demuestran, respectivamente por
un lado R. C. James y por otro V. I. Gurarii junto a N. I. Gurarii que para todo espacio de

Banach superreflexivo X existen constantes r, s € (1,00) tales que para cualquier sucesién

bésica {e, },—; en X existe una constante positiva A tal que

I <a S|
=1 =1

o0
E ;€4
i=1

1
A
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Sin embargo, este resultado no aporta informacién precisa acerca de los valores de r y s.

Ademsds la constante A depende de la constante de base de {e,} -,

Bui-Min-Ci junto a V.I. Gurarii probaron tres afios antes —véase [10]— el siguiente

resultado:

Teorema 4.2.20 ([10, Corollary 3]). Sea (X, |||) un espacio de Banach con una base de

Schauder ortonormal, entonces para todo © = ;2| ae; se tiene

o oo ()] <t = f (28]

k=S s

donde ag es el primer coeficiente no nulo.

La clave en este resultado reside en la nocién usada de ortogonalidad. Dados dos sube-

spacios P y @) de X denotamos el dngulo entre P y ) como el valor

(P,Q) = inf {o(z,Q),z € P, ||z|| = 1},

donde p(z, Q) es la distancia de Hausdorff entre los conjuntos @ y {x}. Para dos vectores z e
y, se define (Z,y) = (span(x),span(y)). De esta forma la condicién (z,y) = 1 es equivalente

a xLly en el sentido de James —see [38].

Para una base {e,} -

-—1, si denotamos por E;; al subespacio span{e,,i <r < j}, para

i < j, entonces decimos que la base es ortogonal si (E; ;,E;y1 ;) = 1, para i < j. Diremos que

es ortonormal si es ortogonal y la norma de cada uno de los elementos de la base es 1.

El concepto de ortogonalidad es intrinseco a la norma y por lo tanto esta condicién podria
perderse si hacemos un renormamiento. Obsérvese que el resultado de Bui-Min-Ci y Gurarii
necesita de forma fundamental la hipdtesis de que la base sea ortonormal, que es, a priori,

una condicién bastante restrictiva.

Sin embargo, se puede comprobar facilmente que una base {e,} ., es ortogonal si la
constante de base es 1, esto es, si la base es mondtona respecto de la norma. Como somos
capaces de construir —Teorema 4.2.14 y 4.2.19— dos nuevas normas en X, digamos |[|-||; y

IE HQ, que satisfacen

(a) bepy, ({eadnzi) = beyy, ({entnzy) =
(b) d¢x,|-|,) es equivalente en el origen a dx.

(¢) p(x |, es equivalente en el origen a px.

Por lo tanto se obtiene que el resultado de Bui-Min-Ci y Gurarii no depende de la ortonor-

malidad de la base. En efecto, obtenemos que
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Teorema 4.2.21. Sea (X, ||||) un espacio de Banach con base de Schauder, entonces existen

constantes positivas A, B y C tales que para todo x = Y7, ae; se tiene

]ak 1’ \ak 1’
| | 14+ A4 B < < | | 1+
lag| { Ox < lzl < |lz|| < las| Cpx . ,

k=S k=S S

donde ag es el primer coeficiente no nulo.

De este resultado se obtiene directamente algunos corolarios, por ejemplo el siguiente.

Corolario 4.2.22. Sea X un espacio superreflexivo con una base de Schauder {e,} ;.

Entonces existen constantes positivas A y B tales que para todo x = ZZ a;e; se cumple

- |aiv1]
1+A B )
y ;5X< ol

[ > |aa]

Estos resultados nos permiten obtener mejor estimaciones que los resultados de James y
de Gurarii-Gurarii, cuando los médulos de convexidad y diferenciabilidad son suficientemente

buenos.

4.3 Bases de Schauder Incondicionales bajo renormamientos uni-

formes.

% | igual que un espacio de Banach con base de Schauder puede ser renormado para
conseguir la monotonia de la base, vimos en la seccién 4.1.2 que un espacio de Banach con
una base incondicional tiene una norma equivalente |-, tal que ubcy ({en}ney) es 1. En

particular dicha norma viene dada por ||z|, := sup {||Pr(z)| : F € 2<“}.

Sin embargo e igualmente que en el caso no incondicional esta nueva norma no nos asegura

que las buenas propiedades geométricas que tenia la norma original se sigan satisfaciendo.

Asi pues, nos planteamos la siguiente pregunta: ;Todo espacio superreflexivo con base in-
condicional admite un renormamiento (UC) y/o (UF) de forma que la constante incondicional

de la base sea la unidad?.

4.3.1 Construccion Preliminar.

En primer lugar establezcamos lo que serd la configuracién de nuestro problema. Consider-
amos un espacio de Banach X dotado de una norma ||-|| uniformemente Fréchet diferenciable,
y una base de Schauder incondicional {e,} - . Partiendo del hecho de que nuestro objeti-

vo a lo largo de esta seccién es encontrar una norma equivalente uniformemente Fréchet
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diferenciable ||-|| en X de forma que la constante ubcy. ({e,}n_;) sea la unidad, supon-
dremos que ubc|,| ({en};o:l ) es estrictamente mayor que la unidad. Consideramos la norma
|zlo = sup {||Pp(z)| : F € 2<N}, respecto a la cual la constante incondicional de la base es
1.

Nétese que en caso de que |[|-||, fuera (UF) los argumentos que encontraremos a contin-

uacién no serian necesarios puesto que ella misma seria solucién de nuestro problema.

A lo largo de esta seccién denotaremos, al igual que en la seccién anterior, por B y By

las siguientes bolas:

B={zeX:||lz]| <1} y Bo={z e X : |afo <1}.

Por la definicién de constante incondicional, es claro que || || < |- [lo < ubey ({en}ney )
y por tanto By C B C ubc ({en}flo:1 )B(). Con la intencién de simplificar la notacién

denotaremos k = ubcj. ({en}ff:l ) a lo largo de esta seccién.

Para cada F € 2<N denotaremos por Ep al rango de la proyeccién natural asociada a
la base correspondiente a F', esto es, PrX = Ep; por Bj la imagen Pp (%B); y para cada
y € Ep, por Bj(y) el conjunto y + B}. En particular Bj(0) = B}, es una bola de E. Para
cualquier y € Ep el conjunto B (y) es un trasladado de una bola de Ep.

La técnica que utilizamos en esta seccién extiende las ideas utilizadas en la seccién anteri-
or, asi pues, vamos a proceder a la definicion, de forma inductiva, de una red de subconjuntos
de X. Esta red de conjuntos serd el origen, via el uso del funcional de Minkowski, del renor-

mamiento que pretendemos obtener.

Sea F € 2<N con card(F) = 1, definimos By := ByNEr. Habiendo sido definido Br para
todo F' € 2<N con card(F) < n y dado G € 2<N con card(G) = n + 1, definimos

Be:= |J B:W),
yEBg

donde
Be:={y€Eq: Ppr(Byly)) CBr YVF GG, By(y)NBy#0}.

Puede verse, por ejemplo, la construccién de B, para F' = {1,2} en la figura 4.3.

Lema 4.3.1. La familia de conjuntos { B} pco<n estd uniformemente acotada en X, y para

cada F € 2<N el conjunto Br tiene interior no vacio respecto a la topologia de Ep.

Demostracién. Fijamos un conjunto F € 2<N y € Bp. Entonces existen y, z € Ep tales que
x € Bi(y), z € BN B(y) y Pa(Br(y)) C Bg, para todo G & F. Es claro que los vectores
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Figura 4.3:

x —y, z—y estan en Bl.. Por lo tanto, existen 2/, 2’ € B, tales que Pp(z') = k(z —y) y
Pp(2') = k(2 — y), y entonces

1 1
lz =yl = Zl1Pr@)] < ZlIPelll2] < 1,

1 1
Iz =yl = Zl1PrDI < ZlIPe] 1] < 1.

Como z € By y By C B, tenemos que ||z|| < 1. Por lo tanto ||z|| < 3, esto es Bp C 3BNEp.
La segunda parte de esta prueba es una consecuencia directa del siguiente lema puesto que
BNEr C Prp(B). O

Con la intencién de que las pruebas siguientes sean méds claras y concisas en su notacién,
introducimos los conjuntos siguientes: para cada n € N, €, = {F € 2<N: card(F) = n} y
Dy = {F € 2<N: card(F) <n} y para cada G € €, y n <m, 6,(G) ={F € 6, : F ¢ G}.

Lema 4.3.2. Para todo F' en 2<N, el conjunto Br es no vacio. Mds ain,

0e m Bp.

Fe2<N

Demostracion. Es suficiente ver que 0 € By para cualquier F' € 2<N. Probaremos que 0 € Bp
siy s6lo si By, C B¢ para todo G € 61(F), lo que terminard la prueba, puesto que para todo

G € ¢ siempre se cumple que

1
B,G = Pg (kB> - Pg(BO) C BNEg = Bg

puesto que By es una bola mondtona.

Mostraremos la equivalencia anterior por induccién sobre el cardinal de F. Si suponemos
que F € €3, 0 estard en By si y s6lo si Pg(B}) C Bg para todo G € €1(F'), puesto que B

siempre corta a By —la interseccion contiene al menos el origen. Pero

Po(By) = P; (PF <]1€B)> = B,
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que termina la prueba de este caso.

Si suponemos que la equivalencia es cierta para todo G € %,_1 para n > 2, entonces,
dado F € 6, 0 € Bp si y sélo si Pg(B}) C B para todo G & F, puesto que la interseccién

entre B, y By es siempre no vacia —contiene el origen. Ademads, para todo G & F,

Pg(Br) = Pg <PF (;B>) = Pg (;B> = By

Esto quiere decir que 0 € B si y s6lo si B, C Bg para todo G & F.

Ahora bien, fijado G & F', por hipétesis de induccién, By, C Bg es equivalente a By C Bg
para todo S € €1(G). Es decir 0 € By si y sélo si By C Bg para todo S € %1(G) para todo
G & F, esto es, siy sélo si By C Bg para todo S € €1 (F). O

El siguiente lema muestra que los conjuntos Br son bolas en Ep, i.e., sus funcionales de

Minkowski definen normas en Ep, para cada F € 2<V,

Lema 4.3.3. Para cualquier F € 2<N el conjunto By es una bola de Ep.

Demostracion. Por el lema 4.3.1 es claro que para cualquier F' € 2<N el conjunto Bp estd aco-
tado y contiene el origen como punto interior. Para mostrar las deméas propiedades usaremos
induccién.

Es claro que Bp es cerrado, convexo y centralmente simétrico para cada F € %;. Su-

pongamos que Bg satisface las mismas propiedades para todo G € &,,_1 paran—1>1. Y

tomemos F' € 6,.

a) Empezamos probando que By es cerrado. Consideremos = € Br. Entonces existe una
sucesién {z,,}o_; en Br que converge a z. Para cada m € N existen y, y zm en Ep
tales que x,, € Bu(ym), 2m € Bo N Bp(ym) y Pa(Br(ym)) C Bg para todo G & F.
Podemos suponer que las sucesiones {ym oo 1 ¥ {2m}n_; convergen respectivamente a
yy z en Ep, puesto que Bp estd acotado y, por ende, es compacto. Queremos ver que
y € Bp.

Como z,, € By entonces z € By, y es claro que

1 ,

Z > lm |z —ymll = Iz =y,
m—00

1 ,

7 2 Jim flzm =yl = llz =yl
m—0o0

Estas ecuaciones significan, respectivamente, que z € By N Br(y) y * € Bp(y). Mds
aln, si tomamos w € Bl (y), entonces wy, := ym + (W — y) € Bl(ym) y la sucesién
{wm},o_, converge a w. Por lo tanto, como Pg(wy,) € Bg para cada G & F y por

hipétesis de induccién Bg es cerrado para cada G & F, Pg(w) € Bg, esto es x € Bp.
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b) Ahora veremos que Br es convexo. Tomamos z1 y x2 en Bp. Para i € {1,2} existen
yi € Bp tal que z; € BR(yi), y zi € Bo N B(y;). Denotemos por y = (y1 + y2)/2,
z=(21+2)/2y x = (z1+22)/2. Como z; —y; € B, para i € {1,2} y B es convexo,

entonces

= 21-522 —yt (21—2/1)—;(22—?;2) € Blu(y).
Por lo tanto z € ByN B (y), puesto que By es también convexo. Anidlogamente tenemos
z € Bi(y).

Para probar que x € Br necesitamos solamente ver que y € B, por lo que es suficiente
mostrar que Pg(B%(y)) C Bg para todo G & F. En realidad, si w € Bj(y), entonces
w—1y € By para i € {1,2} tenemos y; + (w — y) € B(y;). Como y; € Bp para
i € {1,2}, entonces Pg(y; + (w—y)) € Bg parai = 1,2. Por lo tanto, para todo G ¢ F,

Pg(w) = %[Pg(yl + (w — y)) + P(;(yz + (w — y))} (S Bg,

puesto que, por hipotesis, Bg es convexo para cada G & F.

c) Sea x € Bp. Entonces existen y € Bp tal que x € By(y), y 2 € By N Bi(y). Es
claro que z —y € Bj y, como B} es centralmente simétrico, y — z € Bf. Por lo
tanto —z = —y + (y — z) € By(—y). Pero By es también centralmente simétrico, y

asi —z € By N Bi(—y). Andlogamente podemos ver que —z € B(—y).

Por otro lado, si tomamos w € B (—y), entonces w +y € B, y, como Bl es cen-
tralmente simétrico, —w —y € Bf. Por lo tanto —w = y + (—w — y) € By (y). Como
Pa(B%(y)) C Bg para cada G & F, y, por hipétesis de induccién, Bg es central-
mente simétrico para todo G € Z,,_1, se tiene Pg(w) € Bg para cada G & F. Hemos
visto que Pg(BR(—y)) C Bg para todo G & F y asi que —y € Bp. Por lo tanto
—x € BR(—y) C Bp, esto es, Br es centralmente simétrico. O

Para ver que los conjuntos { B} pco<n son bolas (UF), necesitamos un lema auxiliar.

Lema 4.3.4. Para cualquier F € 2<N eziste una relacion explicita entre los médulos de
diferenciabilidad de By, y B. Esta es p(Bp,-) < p(B,-).

Observacion 4.3.5. Obsérvese que este lema generaliza el lema 4.2.6 visto en la seccién an-
terior. En efecto, el lema 4.3.4 aplicado a los conjuntos F,, = {1,2,...,n} es exactamente el
lema 4.2.6.

Demostracién del lema 4.3.4. Fijamos FF € 2<Y y ¢ > 0. Tomamos = e y tales que
9(Bp,z) = g(Bp,y) = 1. En particular, como = e y estdn en Sp, , existen 2’, y' € Sp
de forma que Pp(2') = kx y Pr(y') = ky. Nétese que

/ity/
B, Pp—2=% )} <q
g( F’ F<kg<3,x/ity/))> =
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Esta desigualdad es equivalente a g(Bp, x £ ty) < g(B, 2’ £ ty'). Por lo tanto

§(Bp,x,y,t) <&(B, 7'y, t) < p(B,1),
y tomando supremos sobre (z,y) € S B, X S B, obtenemos el resultado requerido. O
Proposicién 4.3.6. Para cada F € 2<N el mddulo de diferenciabilidad de B satisface

p(Br,t) < 32p(B, 3kt).

Demostracion. Fijamos F € 2<N| y ¢t > 0. Consideramos = y h puntos en Sp. Por construc-
cién, existe y € By tal que g(By,z —y) = 1. Aplicando el lema 4.2.7 a Bp, B} y el punto y,

podemos afirmar que
9(Bp,x £th) < g(Bp,x £ th —y) + [¢(Bp,z £ th —y) — 1]g(Bp,y)
bajo la hipétesis de que g(Bj,z £ th —y) > 1. Por lo tanto,

g(BF7$7hat) < g(B/Fax - Y, ha t) + g(BFay)g(B/Fax - yahat)
= (1 +9(BF7y))€<B%‘7$ - y7h7t) < 2§(B2—~,(L' - y,h,t).

Si denotamos por ¥ = g(B%, h), tenemos
E(Br,a, hyt) < 26(Bp, & — y, hyt) = 26(Bp, & — y,9~ 'h, 9t) < 2p(BF, 0t).

Como %B NEr C %PF (B) = B}, por la monotonia del funcional gauge tenemos

1
9 =g(Bp,h)<g (kBﬂIEF,h) =kg(BNEp,h)

= kg (B, h) = k[|h]|
Pero, como h € Bp, usando el lema 4.3.1, obtenemos ||h| < 3.

Como el médulo de diferenciabilidad es una funcién no decreciente, finalmente tenemos

&(Bp,x,h,t) < 2p(Bg,9t) < 2p(By, 3kt) < 2p(B, 3kt). (4.3.1)

La dltima desigualdad se sigue directamente del lema 4.3.4. Tomando supremos sobre
aquellos z, h que satisfacen « +h € H(Bp, ), como esto implica que g(Bp,x £th —y) > 1,
obtenemos que

p(Br,t) < 2p(B, 3kt).

La prueba termina aplicando el lema 1.3.5. O
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4.3.2 Renormamiento Monétono Uniforme.

Hasta ahora hemos construido una red de conjuntos { Br}pco<n de forma que cada uno
de ellos define una norma en su respectivo espacio ambiente, esto es Br define una norma

¢r que es (UF) en Ep para cada F € 2<N.

Andlogamente a como hicimos en la seccién anterior, para poder obtener una norma ||-||
definida en todo el espacio X que sea (UF) y que satisfaga ubcy, ({en}flo:l) = 1, hemos
de depurar las normas anteriores. En primer lugar consideraremos una familia de normas
-l } peg<n de forma que para cada F € 2<N ]a norma ||-|| > esté definida en Ep, y tal que
para cada par de conjuntos F'y G en 2<N se tenga ||z|| = ||z|| para todo z € Er N Eg.

A partir de esta familia de normas es directo definir una Unica norma en X que extienda

a cada una de las ||| . En efecto, dado z € X definimos

z|| ;= lim ||Pr(z)|-
lell = Jim_ [1Pp(o)]
Como la red {Pp(x)} peo<n converge a z, la funcién ||-|| es una norma definida en todo X y

equivalente a ||-|.

A la hora de definir las normas ||-|| , podemos optar por dos vias. Por un lado esté la via
analitica y por otro la geométrica. Si seguimos la via analitica definiremos para cada F' € 2<N

y para cada = € Ep,

[zl z = sup ¢c(),
Ge%(F)

donde € (F) = {G €2<N:G > F}.

Por analogia al proceso seguido en la seccidon anterior elegimos la via geométrica. Segin
ésta, las normas ||-|| » las vamos a definir para cada F' € 2<N como el funcional de Minkowski
del conjunto

é F= ﬂ (BG NE F) .
GeE(F)

Obsérvese que tanto la via geométrica como la analitica definen las misma normas.

Necesitamos comprobar si, en efecto, estos conjuntos son bolas puesto que en otro caso
sus respectivos funcionales de Minkowski no definirian normas. Los siguientes dos lemas nos
muestra no sélo esto sino que la familia {||-|| 7 } jco<n estd formada por normas uniformemente

equivalentes a la norma |[|-|| cuando esta se entiende restringida, en cada caso, a Ep.

Lema 4.3.7. La familia de conjuntos {EF}F€2<N estd uniformemente acotada en X, y para
cada F € 2<N, el conjunto EF, respecto de la topologia de Ep, tiene interior no vacio. Mds

aun 1
EBQEF C EF C 3B.
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Demostracién. Fijamos F € 2<N. Usando la prueba del lema 4.3.1 es claro que

Bp= () (BenEp)C () (BBNEg)NEp) =3BNEp C 3B.
GeF(F) Ge%€(F)

Por otro lado, por el lema 4.3.2 sabemos que

Bp= () (BcnEr)> () <<;BﬂEg>mEp):]1€BmEp.

GeE(F) Ge?(r)

Lema 4.3.8. Para cualquier F € 2<N, el conjunto EF es una bola en Ep.

Demostracion. Por el lema anterior, estos conjuntos estdn acotados y tienen el origen como
punto interior. Sélo queda por mostrar que estos conjuntos sean cerrados, convexos y cen-
tralmente simétricos. Sin embargo, estas tres propiedades son evidentes, puesto que cada Br

es la interseccién de conjuntos que son cerrados, convexos y centralmente simétricos. ]

En la seccion anterior, cuando estudidbamos el caso de la constante bej, ({en}zozl ), la
sucesion de conjuntos { B, N E,, },,, era decreciente para cada m € N. Ahora la situacién no
va a ser demasiado diferente. En e}ecto, para cada F € 2<N la red {Bg NE F}Ge%( P donde
¢ (F) esta dotado del orden de la inclusién, serd también mondtona decreciente en el sentido
siguiente: dados G y Go en €' (F) tales que G; C G9 entonces Bg, NEr D Bg, NEp.

En efecto, sea © € Bg, NEp. Por la definicién de Bg, se tiene que Pg, () € Bg,.Ahora
bien Pg, (x) = Pr(z) = x puesto que, en la primera igualdad, G; € € (F) y, en la segunda
igualdad, z € Ep.

Por lo tanto, fijado F' € 2<N lared {Bg N EF}GECK(F) converge en la métrica de Hausdorff

de Efr a su interseccién, esto es, a Br. Es bien conocido y estandar entonces que

1f BeNEp,) =g(Bp,-), 4.3.2
Gé?(lmg( G¢NEp,-) = g(Br,") (4.3.2)

donde el limite se entiende como convergencia uniforme sobre conjuntos acotados de Ep.

Proposicién 4.3.9. Para cualquier F € 2<N | el mddulo de diferenciabilidad de Bp satisface

p(Br,t) < 32p(B, 3kt).

Demostracion. Fijamos F € 2<N y tomamos = e y tales que g(ép,:z:) = g(ép,y) = 1.

Tenemos entonces que para cada G € € (F),

€(Be0.0) = g(Bea)é (Bo, ot b et

(Ba,z) 9(Ba,y) g(Bg,x)
g(Bc:,y)> ‘

< g(B Bg.t
< g( G,x)p< Gt o)
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Luego por la proposicion 4.3.6

g(BG,y)>
Ba,7,y,t) < g(Ba,7)32p | B, 3kt =2 ) |
¢(Bg,z,y,t) < g(Bg, ) p( o(Bo.a)

y tomando limites, usando la ecuacién (4.3.2) y la continuidad de p(B,-), tenemos
¢(Bp,x,y,t) < 32p (B, 3kt).

Tomando supremos sobre x e y obtenemos p(ép,t) < 32p(B, 3kt) como queriamos probar.
O

La bola unidad de la norma que hemos anunciado anteriormente como aquella que siendo
uniformemente diferenciable Fréchet hace que ubcy, ({en}zo:l) sea la unidad puede expre-

sarse en términos de los conjuntos {B F} Fea<n de la siguiente forma
— Il

B = UBF.

Fe2<N

El siguiente lema auxiliar, que expresa la relacion entre los distintos elementos de la
familia {EF}F€2<N y la de estos con B, es la pieza clave para mostrar que ||| es (UF) y

satisface la condicién buscada de monotonia incondicional.

2<N

Lema 4.3.10. Sean F y G cualesquiera en , se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Bo NEr = Banr.
(b) Bg C EGQF—FSpan{q :j e GNFeY}.
(C) EF = é NEg.
Demostracion. (a) Como la red {By NErnG} yeq(rng) es decreciente, entonces

BanEp= (| (BunEg)NEp= () (BuNEpnc)

He%(G) He? (G)
= () BuNEpne) = Brne.
HEE(FNG)

(b) Sea z € Bg, entonces = € By N Eq para todo H € €(G). Obsérvese que
PF(BH N Eg) C PF(BH) N PF(Eg) = PF(BH) NEprna
= Pron(Br) NErng C Bron N Epng.
Por lo tanto Pr(z) € BpngNEpng para todo H € € (G), lo que implica que Pr(z) € BgN

Erng para todo H € €png, esto es, Prp(x) € gpmg. Hemos probado que Pr (Eg) - EFmg,

precisamente lo que afirma (b).
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(c) Claramente EF C EQEF. Por otro lado, tomemos x € EQ]EF, x # 0. Entonces, existe
una sucesion {z,} - | que converge a x y tal que x, € B F, para ciertos conjuntos Fj, € 2<N,

Sin pérdida de generalidad, podemos reducir la prueba a dos casos:

e Si para todo n € N, F,, N F' = (), entonces Pp(x,) = 0 para todo n € N. Como Pp es

continua tenemos que x = Pr(x) = 0 que es absurdo.

e Si para todo n € N, F, N F # (), entonces Pp(x,) € Epmpn. Por (a) sabemos que
Epmpn = Br N Eg,. Luego Pr(zy) € Br para todo n € N. Como Br es cerrado, y

Pp(x,) converge a Pp(z) = x, se tiene que = € Bp. O

La siguiente proposicién, finalmente, muestra que la norma |||, o equivalentemente B,

es la norma que venimos buscando. En efecto, la condicién (a) afirma que ||-|| es equivalente
a |||, (b) implica que la base {e, } - es incondicionalmente mondtona respecto a [|-|, y (c)

da una estimacién de p(x.p.p)(-)-

Proposiciéon 4.3.11. B es una bola de X, que satisface las siguientes condiciones

(a) B C 3B C 3kB.

(b) Para cada € B y para cada F € 2<N, Pp(z) € B.

(c) p(B,t) < 32p(B,3kt).

Demostracion. Por el lema 4.3.10 (a), la red {EF}F€2<N es creciente. Por lo tanto B es
claramente convexo y centralmente simétrico. Se sigue de la definiciéon de B que es cerrado
en X. Para probar que B es una bola s6lo necesitamos ver que contiene el origen como punto

interior, lo que es una consecuencia del item (a). Por tanto s6lo necesitamos ver los items

(a),(b) v (c)-

(a) Por el lema 4.3.7 tenemos que Bp C 3B para cada F € 2<N_ por tanto es claro que
B C 3B. Por otro lado, tomemos  tal que ||z|| < 1/k. Como la red {Pr(x)} peg<n
converge a x, existe Fy, tal que si F' € €(Fy) entonces ||Pp(x)|| < 1/k. Como, por el
lema 4.3.7, BNEg C k]EN?G para todo G € 2<N, en particular tenemos Pp(z) € Bp
para cada F € €(Fy). Asi Pp(z) € B para todo F € €(Fp). Por lo tanto z esté en B.
Entonces sB C B para cualquier s < 1/k. Tomando clausuras B C kB.

(b) Tomamos x € By F € 2<N. Tomamos también {xn}ol, C B de tal forma que z,, € Bp,
y &, — x. Por el lema 4.2.11 (b) y puesto que x, € Bp, , tenemos que Pp(z) € Brnr, .
Aplicando el lema 4.2.11 (a) tenemos entonces que Pp(x,) € BrNE r,. En particular
Pp(x,) € Bp para todo n € N y, por tanto, Pp(z) € Br C B.
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(¢) De los resultados anteriores es claro que la restriccion de [|-|| = g(B,-) a Ep coincide
con |||l = g(ép,-) para cada F € 2<N. Fijamos t > 0 y consideramos z e y tal
que g(B,x) = g(B,y) = 1. Denotamos zrp = Pr(x), yr = Pr(y), O0p = g(BF,a:F) y
Vp = g(BF, yF), para cada F' € 2<N. Entonces, por la proposicién 4.3.9,

TR YF 19F)

¢(B,xr,yr,t) = &(Br,xp,yp,t) = 0pE <§F7 E’E’t%

~ 9 %)
< Opp (BF,%?) < 0732p <B, 3/@59?) .

Por lo tanto
¢(B,x,y,t) = lim &(B,zr,yr,t) < lim 0r32p B,3k:t19—F
Fe2<N T Fe2<N Or
= 32p(B, 3kt).

Tomar supremos sobre x e y nos lleva a la conclusién deseada. O

Como un simple corolario de la proposicién 4.3.11 obtenemos el resultado principal de

esta seccidn.

Teorema 4.3.12. Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder incondicional
{e, 1o yuna norma (UF), ||-||. Entonces existe un renormamiento (UF) ||-|| tal que {e, } >,
es una base de Schauder incondicionalmente mondtona de (X, ||-||). Mds ain, los médulos de

diferenciabilidad uniforme de ||-|| y ||-|| son equivalentes.

Dualizando, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3.13. Sea X wun espacio de Banach superreflexivo separable con una base de
Schauder incondicional. Entonces eziste una norma equivalente (UC) bajo la cual la base es

incondicionalmente mondtona.

Demostracion. Como X es superreflexivo, por el conocido resultado de Enflo [21], existe una
norma (UC), |||, en X. Como la base es contractiva por el teorema 4.1.6, (X*,|-||) es (UF)
y {€;}>2, es su base de Schauder incondicional. Podemos aplicar el teorema 4.3.12 a X*
para obtener un renormamiento (UF) en X* tal que la base {e};},~; es incondicionalmente
mondtona. Por el teorema 1.2.8, esto significa que X** = X tiene una renormamiento (UC)

que hace incondicionalmente mondtona la base. O



Capitulo 5

El Mdodulo de Cuadratura

5.1 Introduccidn.

éa n el capitulo 1 fueron introducidos los médulos de convexidad y diferenciabilidad. Estos
han sido estudiados con mas detalle y caracterizadas —via equivalencia— las funciones que
son moédulo de algin espacio de Banach en el capitulo 2. Recordemos que el médulo de
convexidad de un espacio de Banach (X, ||-]|), denotado por dx, es una funcién definida en
[0,2] y que toma valores en [0,00) — o equivalentemente definida en [0, 0] con valores en
[0, oo]— y que caracteriza la convexidad uniforme de la bola unidad de X —equivalentemente
la convexidad uniforme de la funcién ||-|| sobre la esfera unidad. En efecto, un espacio es

uniformemente convexo si y sélo si dx(t) > 0 para ¢ > 0.

De la misma forma el médulo de diferenciabilidad del espacio (X, ||-||), denotado por px,
es una funcién definida en [0, 00) con valores en [0,00) y que caracteriza la diferenciabili-
dad Fréchet uniforme del espacio —equivalentemente, la diferenciabilidad Fréchet uniforme
de la funcién ||-|| en la esfera unidad Sx. En efecto, un espacio es uniformemente Fréchet

diferenciable si y sélo si px(t)/t — 0, cuando t — 0.

En este capitulo vamos a estudiar un nuevo mdédulo, introducido por K. Przestawski
y D. Yost en su trabajo [56] y que caracteriza a un mismo tiempo aquellos espacios que
son uniformemente convexos y uniformemente diferenciables. El origen de este mdédulo se
adentra en la teoria de funciones multivaluadas Lipschitz continuas. En efecto, el médulo
surge como herramienta necesaria en la construccién de los selectores Lipschitz continuos de

tales funciones multivaluadas en un espacio de Banach.
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Tras su definicién fueron varios los autores que profundizaron en las propiedades de-
scriptivas —relativas a la geometria del espacio de Banach— de este mdédulo y que lo han

denominado mddulo de cuadratura —en [7, 56]— y mddulo tangencial —en [62, 63, 64].

A continuacién vamos a describir las propiedades fundamentales de tal médulo que han si-
do probadas con anterioridad e independencia de esta memoria. En primer lugar, procedemos

a dar su definicidn.

Definicion 5.1.1. Dado un espacio de Banach X, para cada par de vectores x e y € X
con |ly]] < 1 < ||z||, existe un dnico vector z = z(z,y) con |z|| = 1 y en el segmento
[z,y] ={ Az + (1 = Ny : X €[0,1]}. Denotaremos

[z = 2(z,y)

LU(l',y): ||xH_1

y definimos £ = £x : [0,1) — [1, 00] como

§(B) = sup{w(z,y) : lyll < B <1 <z}

Figura 5.1:

Esto es, w(x,y) es el cociente entre la longitud a y la longitud b —véase la figura 5.1—
medidas en términos de la norma, y el médulo es el supremo sobre todos estos cocientes

cuando ||y|| < 5.

En [56], donde fue introducido, se demuestran las primera propiedades de este médulo, a

saber; que para un espacio prehilbertiano, £(3) = &(8) = 1/4/1 — 3?; que para cada espacio
normado conteniendo [1(2), £(8) = & (6) = (1 + B)/(1 — B); que & es creciente; que £(0) =1
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y que {x < & para cualquier espacio de Banach (X, ||-||). En [62], I. Serb demuestra que un

espacio de Banach es uniformemente convexo si y solamente si

Jim (1~ £)éx(9) = 0.

Este tltimo resultado serd redescubierto en [7]. En [63] se demuestra que el médulo de
cuadratura £x y el modulo de diferenciabilidad px son equivalentes y en particular que
un espacio es uniformemente diferenciable si y solamente si £ (0) = 0. Sin embargo en [7]
y a posteriori se obtiene una relacién mas precisa —teorema 5.2.4— entre ambos mddulos.
En [64] el autor obtiene un resultado paralelo al resultado de Nordlander para los mdédu-
los de convexidad y diferenciabilidad [53], {x > & para cualquier espacio de Banach X.
Y asi caracteriza los espacios que admiten un producto escalar como aquellos X tales que
existe By € (0,1) tal que {x(Bo) = &2(Fo). Este resultado fue probado también de forma
independiente por C. Benitez, K. Przestawski y D. Yost en [7].

Es [7] un trabajo donde encontrar enunciadas y probadas todas las propiedades conocidas
hasta esta memoria acerca del médulo de cuadratura. En particular, a continuaciéon presen-
tamos un teorema que sumariza estas propiedades y que puede encontrarse como tal en el
citado trabajo. En particular muestra, como hemos anunciado al principio, que este modulo

caracteriza a un tiempo convexidad uniforme y diferenciabilidad uniforme —véanse los items

(6) y (7).

Teorema 5.1.2 ([7, Teorema 0]). Sea X un espacio normado, { su mddulo de cuadratura.

FEntonces

(a) £(8) = sup{&m(B) : M C X, dim M = 2},

(b) & es estrictamente creciente y convexo,

(c) € <& en (0,1), a no ser que X contenga copias arbitrariamente cercanas de l1(2),
(d) & <& casi en todo punto en (0,1),

(e) &> & en (0,1), a no ser que X admita un producto escalar,

(f) X es uniformemente convezo siy solamente si limg_,;(1 — 5)¢(B) =0,

(9) X es uniformemente diferenciable si y solamente si &'(0) = 0,

(h) €x-(B8) =1/ 1(1/B), para B € [0,1),

(1) Si&(B) < 1/(1—B) para algin 3, entonces X tiene estructura normal uniforme.
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Como hemos dicho las pruebas de estos resultados se encuentran en [7, 56] y algunas de

ellas en [62, 63, 64] donde se utiliza una caracterizacién mas geométrica del médulo &.

Obsérvese en particular que el comportamiento de £ cerca de 1 estd relacionado con la
convexidad, y que el comportamiento de £ cerca del origen estd relacionado con la diferen-

ciabilidad —recuérdese la equivalencia cerca del origen entre £x y px.

5.2 Superreflexividad y el médulo de cuadratura.

%sando la caracterizacién de los espacios de Hilbert de Kwapien [46] —para una de-
mostraciéon elegante véase también [66]—, Figiel y Pisier [26] probaron que todo espacio
de Banach que es renormable tipo potencia 2 para convexidad y para diferenciabilidad es
necesariamente isomorfo a un espacio de Hilbert, es decir, admite una norma equivalente

hilbertiana.

Rakov [57] probé que si §x satisface dx(g) > ce? para ¢ > 0,1076 y para ¢ > 0 pequeiio,
entonces X admite una norma (UF) de tipo potencia ¢ siempre que 2 — g > k+/1 — 8¢, para

cierta constante k.

Cuando definimos el médulo de convexidad de un espacio de Banach —véase el capitu-
lo 1— se dijo que en [1] se habia probado que cualquier espacio de Banach X que satisface
0x(e) = 0m(e) para algin € # 2cos(kn/2n) n =2,3,...; k=1,2,...,n— 1, es un espacio de
Hilbert. Una version asintética de este resultado fue probada independiente y cada una de
ellas con diferentes técnicas en [44, 57, 61]. Esta versién nos dice que si

ox(e) 1

lim = -
e—0 52 87

entonces X es un espacio de Hilbert.

En [37] se obtiene una mejora de la estimacién obtenida por Rakov, usando las técnicas
de [44, 57]. Obtienen el resultado

Teorema 5.2.1 ([37, Teorema 1.1]). Existe una constante universal ki tal que si un espacio
de Banach X satisface
.. . 0x(e) 1
lim inf >
e—0 g2 8(1+0)

para cierto b > 0, entonces X admite una norma equivalente (UF) de tipo potencia

=1 .
9 +1+/<:1b

En este mismo trabajo [37, Observ. 1.5] se plantea la pregunta de si es posible establecer

un resultado anélogo al teorema 5.2.1 en términos del médulo de cuadratura. En realidad tal
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resultado se obtiene utilizando las propiedades basicas del médulo de cuadratura y el propio

teorema 5.2.1. Presentamos a continuacion este resultado.

En primer lugar recordamos la definicién de las constantes a(X) y b(X) introducidas
en [37].

Definicién 5.2.2 ([37]). Sea X un espacio de Banach, se definen las siguientes constantes

5 -1
a(X) = 211’Trri%1ip p);(;) -1 y b(X) := (8 h;rgégrlf ig@) 1
En [37] se demuestra que 0 < b(X) < oo y de la igualdad de Lindenstrauss —véase (1.3.1)

en el capitulo 1— se deduce que a(X*) = b(X). Introducimos ahora una nueva constante
B(X).

Definicion 5.2.3. Sea X un espacio de Banach, se define la constante

-1
B(X):= 21fmsupw -1

ot TR (1/7)
Obsérvese que también se cumple 0 < B(X) < oo. Utilizando el siguiente resultado proba-
do en [7] y que establece la relacién de equivalencia explicita entre el médulo de cuadratura

y de diferenciabilidad en el origen, pueden deducirse relaciones entre las constantes B y b.

Teorema 5.2.4 ([7, Teorema 2.4 (i)]). Para cualquier espacio normado X y para todo [ €
(0,1) se tiene

c&xB -1 2 .
T opx(B) T 1-p

Lema 5.2.5. Sea X un espacio de Banach, entonces

1

b(X) = a(X*) < B(X).

Demostracion. Usando el teorema 5.2.4 y el item (h) del teorema 5.1.2, podemos establecer

* * — 1
a(X™) = 2limsup px 2(7) -1< 2h'msup% -1
T—0T T T—0*t T
(&) !
< 2lfmsup ~ g = B(x),
7—0t T
como queriamos probar. O

En particular, podemos establecer el siguiente anadlogo al teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.6. FExiste una constante universal ki tal que st un espacio de Banach X

satisface B(X) < oo entonces X admite una norma equivalente (UF) de tipo potencia

_ 1
=1+ 778
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1 1
lim inf 0x(€) =

i = e = ST X)) = 830+ B

Aplicando el teorema 5.2.1 para la constante B(X) obtenemos el renormamiento deseado. [

Demostracion. Si B(X) < oo entonces 0 < b(X) < B(X), con lo que

De forma andloga a como se define la constante B(X), puede definirse la siguiente con-

stante

1-&.1 1-—
BI(X) _ lfmsup ( £X (_1/7-))( T) .
0+ 26 (1/7)
De la misma forma que en el lema 5.2.5 se establece que b(X) > B'(X). Es mds, cuando
B(X) es finito, se tiene que B(z) = 2B'(X) + 1.
Obsérvese que la definiciéon de B es natural. En efecto, observando el caso X = H tenemos
que £x = 1/4/1— 32y, por tanto &5 (1/7) = V1 — 72 con lo que
1-¢11 2(1 — V1 — 72 !
A& R () R

- 2

7'25)_(1(1/7') 2y/1 - 12
Si bien en este caso b(X) = B(X).

T

Por la relacién de dualidad entre el médulo de convexidad y de diferenciabilidad y la
equivalencia entre el médulo de diferenciabilidad y el de cuadratura, se deduce que el médulo
de convexidad dx es equivalente a ({x+—1)*. La posibilidad de establecer resultados andlogos
a los demostrados en el capitulo 2 en relacion al moédulo de cuadratura pasan por establecer
la relacién entre el médulo de convexidad y el modulo de cuadratura del mismo espacio y no

de su dual.

5.3 Localizacion del médulo de cuadratura.

Oga pregunta sobre la existencia de una localizacion sensible del médulo de cuadratura
fue establecida en [7, Problema 4.8]. Con la intencién de responder a esta pregunta definimos

los siguientes dos médulos.

De ahora en adelante y con la intenciéon de que nuestra notacién sea lo més clara posible,
para cualquier vector de norma uno x, A > 0 e y con |ly|| < 1, escribiremos wy(\,y) =
w1+ Nz,y) vy zz(A,y) = 2((1 + N)z,y) —véase la figura 5.2—. Por lo tanto w;(\,y) =
(1 + XNz — z (A, )|l /A. Ademds, podemos deducir que para y € span{z} y para cualquier
A >0, wi(A\,y) =1, puesto que z; (A, y) seria z.

Definicién 5.3.1 (Mddulo de cuadratura puntual). Para cualquier para de vectores de norma
uno z, y el mddulo de cuadratura puntual en x en la direccion y es la funcién x5y = &z py -
[0,1) — [1,00) definida por

gx,y(ﬂ) = sup{wx()\,’yy) : h/| <B,A> 0}
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Figura 5.2:

Definicién 5.3.2 (Mdédulo de cuadratura local). Para cualquier vector de norma uno z el

modulo de cuadratura local en x es la funcién {x , = &, : [0,1) — [1,00) definida por

&e(B) = supfwz(A,y) : lyll < B, A > 0} = “Sﬁpl{ﬁx,y(ﬁ)}-
yl=

Obsérvese que para cualquier subespacio M C X de dimensién 2 y que contiene el par
de vectores de norma uno x, y, tenemos que &,y = {pr,zy. Para &, establecemos un analogo

a (a) del teorema 5.1.2. En efecto,

&:(B) = sup{&m(B) v € M C X, dim M = 2}.

Obsérvese que para cualquier 3 € [0, 1), se tiene
§(B) = sup{&(f) : v € Sx} = sup{&y(B) : x,y € Sx}.

Probaremos cémo estos mddulos estan relacionados con las diferentes propiedades ge-
ométricas de la norma de X. En particular, en la seccion 5.3.2 demostraremos cuando
un espacio normado X es o no Fréchet —resp. Gateaux — diferenciable dependiendo del
comportamiento del médulo de cuadratura local —resp. puntual— cerca del origen. En la
seccion 5.3.3 recordamos las nociones de convexidad local uniforme y convexidad estricta y
mostraremos si X es o no localmente uniformemente —resp. estrictamente— convexo depen-
diendo en el comportamiento del médulo de cuadratura local —resp. puntual— cerca de uno.

Maés precisamente, estableceremos los siguientes resultados :
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Teorema 5.3.3. Sea X un espacio normado y x un vector de norma uno. Entonces

(a) X es Giteaur diferenciable en x siy sdlo si &, ,(0) =0 para todo y con ||y| = 1.
(b) X es Fréchet diferenciable en x si y sdlo si £,(0) = 0.

(¢) X es estrictamente convezo en x siy solo silimg_,1(1 — )&, 4(B) = 0 para todo y con
lyll = 1.

(d) X es localmente uniformemente convexo en x siy solo silimg_,1(1 — 3)&,(8) = 0.

En la siguiente seccién nos centramos en el estudio de las propiedades del ratio wy(-,-).

5.3.1 Propiedades de w,(\,y).

El siguiente lema puede encontrase en [7] como parte de la demostracién de que & es

localmente Lipschitz continua.

Lema 5.3.4 ([7, Teorema 1.5]). Sea X un espacio normado y x, y € Sx. Entonces, para
cualquier A\ >0 y0< g <y<1,

wz(/\v Pyy) - ww(Aa ﬁy) < "3:1(’7) - 51(6>

Si fijamos dos vectores de norma uno x, y, uno puede darse cuenta de que el médulo &,

puede expresarse de una forma mucho mas sencilla. En efecto, tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 5.3.5. Sea X un espacio normado y x, y dos vectores de norma uno. Entonces,
para todo 5 € [0,1),

€a,y(B) = sup {wz (A, £By) : A > 0}

Demostracion. Es suficiente probar que para cualquier A > 0 fijado y cualquier v < 3 tenemos
que wy (A, By) > w (A, vy). Utilizaremos el siguiente resultado que puede encontrarse en [11,

28, 60, 62].

Lema 5.3.6 ([62, Lema 2.2]). Sea X un espacio normado de dimension 2 y sean Ky, Ko
dos subconjuntos cerrados y converos de X con interior no vacio. Si K1 C Ko entonces
r(K1) < r(Ksg), donde r(K;) denota la longitud de la circunferencia de K;, i = 1,2.

Podemos aplicar este lema a los tridngulos : K con vértices en el origen, z,(\,vy) y

(1 4+ X)x; Ky con vértices el origen, z,(A, By) v (1 + A)x —véase la figura 5.3. Por lo tanto

r(K1) = [+ Nzl + [[z2 (A ) + 1L+ Az = z(A )l
<N+ Nzl + [z Byl + (1 + Mz = z2(X, By)l| = r(K)

Simplificando y dividiendo por A, obtenemos la desigualdad buscada. O
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14+ XNz

Figura 5.3:

Proposicion 5.3.7. Sea X un espacio normado. Si x, y es un par de vectores de norma uno

y0< B <vy<1, entonces

Eay(V) = &ay(B) < &1(7) — &1(B) (5.3.1)
51(’7) - gx(ﬁ) < 51(7) - 51(5)7 (5'3'2)

En particular, £y y & son funciones localmente Lipschitz continuas.

Demostracion. Del lema 5.3.4 deducimos que wz(\,vy) — & y(B) < &(v) — &(B) vy, por
la proposicién 5.3.5, obtenemos la desigualdad (5.3.1) tomando supremos sobre A > 0. La
desigualdad (5.3.2) sigue similarmente de la desigualdad (5.3.1), tomando supremos sobre
y € Sx. ]

Intentando simplificar la expresién para &, , obtenida en la proposicién 5.3.5, uno puede

[e]
estudiar el comportamiento de la funcién wy(-,y) para € Sx e y € Bx fijados. A primera

vista se puede observar el siguiente resultado que nos sera de utilidad.

Proposicion 5.3.8. Sea X un espacio normado y x € Sx. Entonces,

o 2
1 <wz(N) :=sup{wzs(\,y) :y € Bx} <1+ X

Probaremos ahora que el limite de la funcién w,(\,y) cuando A tiende a cero existe

siempre y lo computamos.

Recordemos que en un espacio normado X y para cualquier par de vectores x, y € X \ {0},
se puede definir la derivada por la derecha de la norma en x en la direccién de y como el
limite

. e+ Ayl = ||z
Mooy = i L=l
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Proposicién 5.3.9. Sea X cualquier espacio normado, x € Sx, ey con ||y|| < 1. Entonces

[z =yl

1/ — T 5 7 -
/\1{%&&()\73/) 1—N+(x7y)

Con la intencion de probar este resultado, antes de nada, necesitamos introducir alguna

notacién.
[}
Fijado un espacio normado X, x € Sx e y € Bx —su interior— con y ¢ span{z}.
Denotaremos por z’(A) al tinico vector que cae en span{z,(\,y)} y en el rayo que empieza en

x y tiene direccion y, esto es

’ 1+ Nz
span{zs(\, )}

{z+py:p=>0}

Figura 5.4:

2’(N) ={x+py: p >0} Nspan{z, (A, y)}.

Podemos escribir 2'(\) = z + p(\)y, para algin u(\) > 0. Denotamos por f) a un funcional
continuo en X* que satisfaga fy(z) = fa(2z(\,y)) = 1. Podemos también escribir z,(\,y) =
(14+ Nz +v(\)(y — (1+ N)z), para algin v()) € [0,1].

Lema 5.3.10. Sea X un espacio normado, x € Sx ey € Bx tal que y ¢ span{z}. Entonces
(a) limyo 2\ y) = .
(b) limy~ o p(A) = 0.
(c) limyx\ o fa(y) = Ny (z,9).

Demostracién del lema 5.3.10. Para probar (a) serd suficiente mostrar que v(\) tiende a

cero cuando A — 0. Primero, observemos que la funcién ¢(t) = [[(1 + X))z +t(y — (1 + N)x)||
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es convexa y satisface ¢(1) = ||y|| y ¢(0) = 1+ A. Por lo tanto ¢(t) < (1+X)+t(|ly]] — (1 + )
para t € [0, 1].

En segundo lugar, como z;(\,y) € Sx, entonces p(r(A)) = 1, esto es, 1 < (14+)\) +
v(A)(|lyll = (1 + A)). Finalmente, como v(\) € [0,1], obtenemos limy\ov(A) = 0 y (a)

esta probado.
Para probar (b), obsérvese que zz(A,y) = (1 4+ A)(1 —v(X))x 4+ v(A\)y. Como 2/(X) estd en
span{z; (A, y)}, existe un cierto a(A) € R tal que
z+pN)y =2'(A) = a(M)z(\ y),
de donde se sigue que a(\) = (1 + A)~1(1 — v, (A\))~! y entonces

pA) = v)/[1+ ) =v(V)].
Como v(A) converge a 0 cuando A — 0, (b) queda probado.

Para demostrar (c), obsérvese que, como (b), tenemos

e B e I
N =1 = lim ————.
+ow) =m0 SRy

Como z'(X) € span{z}, [|Z/(N)]| = fa(z'(A)). Por lo tanto, como fy(z) = ||z]|,

HE V) =) Ny
AN0 (N - ,1\1{% p(A) ;% ). -

Demostracién de la proposicién 5.3.9. En primer lugar, si y € span{z} entonces 1 —
Ni(z,y) = ||z — yl||, y como w;(\,y) = 1, este caso es claro. Asi pues, asumamos que y ¢
span{z} y consideremos w(\) el inico vector que satisface las condiciones fy(w(A)) =1y
w(A) € {u((1+ ANz —y) : p > 0}. Puede verse facilmente, comparando tridngulo semejantes,
que wy (A, y) = ||lw(N)]]. Como fy(w(A)) =1, es claro que

wA) = (L+X= @)L+ Nz —y],

1+N)z—
esto es, wz(A\,y) = 7‘&;_%(5}‘.
Usando la continuidad de la norma y el item (c) del lema anterior obtenemos la desigualdad
deseada. O

Observacion 5.3.11. Sin embargo, este hecho no ayuda a computar &, ,(5), puesto que la

funcién w, (-, y) no es ni convexa ni mondtona como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.12. Para cualquier 0 < ¢ < 1/2, consideremos en R? la norma definida mediante
|z]|, = méx{(1 — )~ ||z|l, |zl }, ¥y los vectores z = (1 —¢,0) e y = (e,1 — £). —véase la
figura 5.5.

Fijemos también 5 > 1 — e. Aqui tenemos la gréfica de la funcién w,(-, By) para ¢ = 0,2
y 3 =0,88.
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By z

1+ Nz

Figura 5.5:

NN
N A O NN D
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Figura 5.6:

5.3.2 Sobre diferenciabilidad y los médulos de cuadratura localizados.

A lo largo de esta seccién X serd un espacio normado dotado de la norma ||-||. La coleccién

de todos los funcionales soporte de un vector de norma uno x se define como

J(@) ={f e X" fll =1 f(z) = [lz| = 1}.

Recordemos que el mddulo de diferenciabilidad de un espacio normado es la funcién
0:1]0,00) — RT definida por

o(8) = sup { (llz + Byll + llz = Byl ) /2 = 1+ o = llyll = 1}

La diferentes localizaciones de este mdédulo son: el mddulo de diferenciabilidad local, que

se define para cualquier = € Sx y para todo 5 € [0,00) como

0:(8) = sup { (Il + Byll + 1« = Byl ) /2= 1 : 1yl = 1},

y el mddulo de diferenciabilidad puntual, que se define para cualquier par de vectores de

norma uno x, y y para todo 5 € [0, 00) por

00y(B) = (llz+ Byll + = — Byl ) /2 - 1.
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Diremos que un espacio normado es: Gateauz diferenciable en x € Sx en la direccion
y € Sx siy sélo si gp(8)/8 — 0 as B — 0; Gateaux diferenciable en x € Sx si 'y sélo si
es Gateaux diferenciable en z en cualquier direccion y € Sx; Gdteaux diferenciable si 'y sélo
si es Gateaux diferenciable en cualquier © € Sx; Fréchet diferenciable en x € Sx si y sélo
si 02(8)/6 — 0 as B — 0; y Fréchet diferenciable si y sblo si es Fréchet diferenciable en
cualquier x € Sx.

Para cualquier par de vectores de norma uno z, y, definimos la funcién e, : [0,00) —

[0,00) por la férmula

[z + Bw|| — [l]]
8

donde Y = span{z,y} y Jy(z) denota el conjunto {f|y : f € J(x)}. Puede observarse que

cr(8) = sup { - fw)we . e i),

esta funcién es creciente y que el espacio es Géateaux diferenciable en x en la direccién y si y
sblo si €3,4(8) — 0 cuando 3 — 0. Veamos la relacién entre €., y el médulo de cuadratura

puntual & .

Proposicién 5.3.13. Para cualquier par de vectores de norma uno x ey y para todo 3 € [0, 1)

23 23
fr,y(ﬁ) <1+ (1 _ ﬂ) 5wy <1 —ﬁ> .

Demostracion. Fijamos dos vectores z, y € Sx, escalares A > 0, 8 € [0,1) y un funcional
lineal f € Jy(x). Entonces, existe un cierto zg € [By, (1 + A)x] tal que f(z9) = 1. Se puede
tomar un vector u tal que f(u) =0y zog € [u, (1 + N)x].

Se sigue que existe un cierto p > 0 tal que u = (1 — p)(1 + Nz + pfy y, como f(u) =0,
que p=(1+X)/(1+X—08f(y)). Asi, se puede estimar

(1+X)p

uff < —EFAE 25
T1+X-5f(y)

(Fw)l+1) < 725

Como zp € [u, (1 + A)z], existe un cierto o € (0,1) tal que zp = (1 — a)(1 + Nz + au.
Utilizando que f(z9) = 1, se comprueba facilmente que o = A/(1 4+ \). Por lo tanto

lzo =l _ lull
A 1+/\ -

(5.3.3)

mm<mm_—li (5.3.4)

g

lz0 — ]| =

1+ A

Observemos ahora que, de la definicién de €, ,, se sigue

r — Z
13-4 200 3ol = I < fl = sal ey (225220,
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= 1}
(1+ Nz
{o: () =0}
/
Figura 5.7:
Dividiendo por A, y utilizando (5.3.3) se obtiene la desigualdad
el oy 29 (0250 5.55)

Ahora, escribimos z = z,(\, fy) y denotamos por £x al médulo de cuadratura de X. Se

puede observar facilmente que ||z — zo|| < (||z0]| — 1)x(B), v

Izl = 1) < llz = 20l €z (|2 = 20l))-

Uniendo ambas desigualdades, y usando (5.3.3), (5.3.4) y £x < &, se tiene

Iz = 2ol

2 <60 (125) e (25): (5.3:6)

I3+ Nz — 2l [lz— 2o
A A

Finalmente, como

wa (A, By) <
usando (5.3.5) y (5.3.6) se obtiene

2 2
st <1+ e, ((2) 0+ a6,

lo que, tomando supremos sobre A > 0, termina la demostracion. ]

Ahora establecemos la relacién entre el médulo de cuadratura puntual £, ,, y el médulo

de diferenciabilidad puntual p, ,,.
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Proposiciéon 5.3.14. Para cualquier par de vectores de morma uno x e y y para todo 3 €
[0,1):
02,y(8) < &ay(B) — 1, (5.3.7)

0:(B) < &(B) — 1, (5.3.8)

Demostracion. Observemos que la segunda desigualdad se sigue de la primera tomando supre-
mos sobre y € Sx. Por lo tanto s6lo hemos de mostrar la desigualdad (5.3.7). Para hacerlo,
fijamos dos vectores x e y en la esfera. Para un cierto § € [0,1) fijado y para A > 0, denotamos
y1=y1(\ 0y) = —(1+N)By, y2 = 12(\, By) = (1+N)By, ' = 1+ Nz y 2z = (1 - ;)2 +auy;,
donde o € [0,1] para i =1,2.

Por un lado, observamos que 1 = ||z;|] > f(z;) para cualquier f € J(z). Por lo tanto
a; > A/ (1+A—f(y:)). Por otro lado, ||z’ — y;|| = (1+A) ||z £ By||. Como, para A < (1-0)/8,
) I’ = ill _

b\ wz (A, (1 +A)By) < &y ((1+A)B),

tenemos que

o =g + o' = ]| < oy (1 +N)5) (A T A) |

a7 a9
Como a; > A/(1 4+ X — f(yi)) deducimos que

[o" = wl[ +]le" =l < &y (A+NBE+2X = (fly) + [(12)
= Lay(L+X)H)(2+24)

= 26y ((L+A)B) (L +A),
y por lo tanto

2" = yull + l|2” = ||
T+ + ||lx —
o+ Byl + llz = Byl < TE

< 26y((1+A)B),

A

que significa que
0ry(8) < &y (1+N)B) - 1.

Como esto es cierto para A < (1 — 3)/3, podemos tomar el limite cuando A tiende a cero y,

por la continuidad de &, ,, obtenemos la desigualdad buscada. O

Teorema 5.3.15. Sean &, y & los mddulos de cuadratura localizados de X . Entonces

(a) X es Gateauz diferenciable en x € Sx en la direccion y € Sx si y solo st &.,'(0) = 0.
(b) X es Gateaux diferenciable en x € Sx si y solo si &.,'(0) = 0 para todo y € Sx.

(¢) X es Gateaux diferenciable si y sélo si &z,'(0) = 0 para todo par z, y € Sx.
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(d) X es Fréchet diferenciable en x € Sx si y sdlo si &'(0) = 0.

(e) X es Fréchet diferenciable si y sdlo si &' (0) =0 para todo x € Sx.

Demostracion. (a) Primero, considerando la desigualdad (5.3.7) de la proposicién 5.3.14, es
directo que si &, ,(0) = 0 entonces g.,(/3)/3 converge a 0 cuando 3 tiende a 0, i.e. la norma

es diferenciable en x en la direccion y.

En segundo lugar, asumamos que X es Gateaux diferenciable en = en la direccién y. Si x
e y son linealmente dependientes el resultado es trivial. Supongamos entonces que x e y son

linealmente independientes, entonces aplicando la proposicién 5.3.13 se tiene que

Gy -1 2 26
3 S(l—m?g”’y(l—ﬂ)'

Como la norma de X es Gateaux diferenciable en x en la direccién y, tenemos e, ,(t) — 0

cuando ¢ — 0. Esto implica que &,,’(0) = 0.

(b) Se sigue de (a) puesto que para funciones convexas la existencia de todas las derivadas

direccionales en z implican diferenciabilidad Gateaux en .
(c) Evidente usando (b).

(d) Por un lado, considerando la desigualdad (5.3.8), de la proposicién 5.3.14, es claro que
si &(0) = 0 entonces o, (3)/3 converge a 0 cuando [ tiende a 0, i.e. el espacio es diferenciable

Fréchet en z.

Por otro lado, si suponemos que X es Fréchet diferenciable en z, entonces aplicando la
proposicién 5.3.13, para cualquier y € Sx tenemos

Gy -1 2 26
o3 g(l—m?e"”’y(l—ﬁ)'

Tomando supremos sobre y € Sy obtenemos

&(8) — 1 2 23
R el & { (1 —ﬂ>}'

Como el espacio es diferenciable Fréchet en z, el lado derecho de la desigualdad converge
a 0 cuando S tiende a 0. Por lo tanto &,’(0) = 0.

(e) Se sigue de (d). O

5.3.3 Sobre convexidad y los médulos de cuadratura localizados.

Esta seccidn esta dedicada a mostrar las relaciones entre el comportamiento cerca de

uno de los moédulos de cuadratura localizados y las propiedades de convexidad de un espacio
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normado X. En la primera subseccion, el médulo de cuadratura local £, sera relacionado con
la convexidad local uniforme y en la segunda subseccién el médulo de cuadratura puntual

&z,y se relaciona con la convexidad estricta.

Convexidad Local Uniforme

Fijado un espacio normado X y x € Sx. Diremos que el espacio X es localmente uni-

formemente convexo en x si su mddulo de convexidad local

r+y

oo(e) =t {1 -

H Nl = Ll — ]l > }

es estrictamente positivo, para cada £ > 0 —esta definicion es equivalente a def. 1.2.3. El valor
eo(x) = sup{e : 6z(¢) = 0} se denominard la caracteristica de convexidad en x. Obviamente,

un espacio normado es localmente uniformemente convexo en z si y sélo si go(x) = 0.

Figura 5.8:

Se define D(z,3) = co({x} U fBx) como la gota de 3Bx con respecto al punto z,
y R(z,8) = D(z,0) \ BBx como el residuo. En la figura 5.8 las dos zonas sombreadas
conforman D(z, () y la zona sombreada de forma mds obscura constituye R(z,(3). En [7,
Seccién 2], los autores observan que X es localmente uniformemente convexo en z si y sélo

si diam R(z, 3) — 0 cuando § — 0.

Recordemos que el radio de un conjunto A relativo a un punto x se define como rad(z, A) =
Supgeca ||z — a||. Es claro que diam(A)/2 < rad(z, A) < diam(A) siempre que = € A. Para
|lz]| =1y 0 < B < 1, Kadets [42] defini6 el conjunto G(z,5) = {y : [y, 2] C Bx \ Bx},

y observé que X es localmente uniformemente convexo en z si y sélo si rad(z, G(x, 3)) — 0
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cuando # — 1. Mds atn, se sabe que la funcién €(z, 3) = rad(x, G(z,3)) es uniformemente
continua en el conjunto Sx x [0, 7] para todo r < 1 y que € es continua en (x, 1) si la norma

es localmente uniformemente convexa en x € Sx —véase [31, Lema 3.4.1] o [8, VI lema 9.2].

Es también bien conocido el hecho de que la norma es localmente uniformemente convexa,

en x si y sélo si para cualquier sucesién {z, }°°; que satisface
lim 2(]||* + [|zall*) — &+ zal* = 0,
n—oo

se tiene lim,, ||z, — z|| = 0. Esto puede mostrarse ficilmente mediante el uso del médulo
de convexidad local. Finalmente, decimos que la norma de X es localmente uniformemente

convexa si es localmente uniformemente convexa en todo x € Sx.

Lema 5.3.16. Si un espacio normado es localmente uniformemente convexo en x € Sx,
entonces
lim sup ||z — zz(A, y)[| = 0.
A—0 o
yEBXx

Demostracion. Obsérvese que para cualquier A > 0 e y con ||y|| < 1, todos los puntos del
segmento [(1 + \)z, z;(A, y)] diferentes de z;(\, y) estan fuera de la bola unidad cerrada. En
efecto, la funcién f(a) = [|a(1 4+ Nz + (1 — a)z(A, y)|| satisface f(0) = 1 y existe un cierto

ap < 0 tal que f(ap) = ||ly]| < 1. Como f es una funcién convexa, obtenemos que f(a) > 1
siempre que « > 0. En particular, f(1/2) = (1;)‘) Hﬂf + le(;\}\y) H > 1.

Por lo tanto,

z0 ) |2 z0 ) |2 1 4
0<2|z||?+2|| 222\ A J) 2 —
<2|z||” + T T < +(1+)\)2 TESNE
B 2
(1+N)2

o]
cuyo ultimo término converge a 0 uniformemente sobre todos los y € Bx y, como el espacio

es localmente uniformemente convexo en z, z;(\,y) converge ax uniformemente sobre y €
[e)

Bx. O

Teorema 5.3.17. Para cualquier espacio normado X y para cualquier x € Sx, las siguientes

condiciones son equivalentes :

(a) X es localmente uniformemente convexo en x.
(b) diam G(zx,3) — 0 cuando § — 1.
(¢) diam R(x,3) — 0 cuando 3 — 1.

(d) lmsupg_,1 (1 — 5)&(6) = 0.
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(e) liminfz_,;(1 — B)&(8) = 0.
Mads aiun, liminfz_,1 (1 — B)&.(5) > eo(x).

Demostracion. La equivalencia entre (a), (b) y (¢) son conocidas. Afirmamos que para todo
0<p<1,
co(x) =14 B < (1= B)&(B). (5.3.9)

Dejando a [ tender hacia 1, esta desigualdad prueba la ultima afirmacién y (e)=-(a).

La desigualdad (5.3.9) es trivial si eg(x) = 0, asi pues asumamos que X no es localmente
uniformemente convexo en xz. Esto significa que, dado cualquier A > 0 podemos encontrar un

vector de norma uno y, a distancia al menos eo(z) de z, y tal que para todo 7, u > 0 se tiene

(142 |ye + pyl| > v+ p

Consideramos ' = (1+ \)z e ¥ = By, tales que ||z’ — ¢/|| > go(z) — A — (1 — 3). Entonces
z=2;(N\y) = (1 —a)z’ + ay’ debe satisfacer

I+A—a(l+X-0) asl o > A— A2
1+ A2 Y “111—3

L= |lz]| >

Pero entonces

2" =2l _ elle’ =yl o (1= M(eo(@) = A= (1= 5))
) ) = 1+)—2 ‘

Dejando a A tender hacia 0, vemos que &,(3) > (eg(z) — 1+ 3)/(1 — 3). Y la desigualdad

que buscabamos ha sido obtenida.

Es obvio que (d) implica (e). Entonces, s6lo nos queda mostrar la implicacién (a)=(d).
Para hacer esto, consideramos una sucesién {3, }°°; que converge a 1, y las siguientes suce-

siones: {6, }5°; que converja a 0, A\, > 0 y vectores y,, € 3,Bx de tal forma que

fﬂc(ﬂn) < wx()‘na yn) + On.

Hemos de distinguir entre dos casos diferentes:

1. Si lim inf,, A, > 0, el lema 5.3.8 muestra que M = sup,, {w,(\,)} < oo y entonces

gaz(ﬂn) < W:c()\nvyn) + (571 < wx(/\n) + 571 < M + 671

Por lo tanto,

lim sup(1 — 3,)&:(8n) < 7}1_)120(1 — Bn)(M + 6,,) = 0.

n—oo
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2. Si liminf, A\, = 0, podemos asumir, tomando —si fuera necesario— a una subsucesion,
que A\, — 0. Si fuera necesario, podemos elegir y/, de tal forma que ||y.|| = B, e y,, €
[yna (1 + )\n)a;] N G(Zx(/\na yn)vﬂn)) Escribimos z, = Zz(/\na yn) = an(l + )\n)z + (1 - an)yvlm'
Entonces, 1 = ||z,|| < an(14+\,) + (1 —ay)Bn, de donde se sigue que (1 —ay,)(1—F6,) < andy
y

(1 = an) (1 = Bn)ws(An, yp) < an [[(1+An)z = 20l = (1 — o) Hy;L - ZnH
< (1 - an) ra’d(zm G(Zm ﬁ))

Esto es, (1 — Bn)we(An, yn) = (1 — Bn)wz(An, 4),) < €(2zn, Bn). El lema 5.3.16 nos dice que z,

tiende a x y por lo tanto, como €(+,-) es continua en (x, 1) obtenemos que

lim Sup(l - Bn)fz(ﬁn) < lim sup(l - ﬂn)wx(/\na yn)

n—oo n—oo
< lim €(zp, By) = €(z,1) =0,
n—oo
que es exactamente lo que queriamos probar. ]

De esta proposicion nace una nueva caracterizacion de lo que es un espacio localmente

uniformemente convexo.

Corolario 5.3.18. Para cualquier espacio normado X las siguientes condiciones son equiv-

alentes :

(a) X es localmente uniformemente convezo.
(b) diam G(z,3) — 0 cuando B — 1 para todo x € Sx.
(¢) diam R(x,3) — 0 cuando 3 — 1 para todo x € Sx.

(d) limsupg_, (1 — B)&:(B) = 0 para todo x € Sx.

(e) liminfg_,1 (1 — B)&,(8) = 0 para todo = € Sx.

Convexidad Estricta

Sea. X un espacio normado y fijamos dos vectores x, w € Sx. La norma de X diremos
que es estrictamente convexa en x en la direccion w si no existe ningin segmento propio
incluido en la esfera unidad empezando en x con direccién w. De forma similar, diremos que
es estrictamente convezro en x si no existe ningiin segmento propio incluido en la esfera unidad,
que empiece en x, sin importar la direcciéon. Diremos que X es estrictamente convero si es
estrictamente convexo en todos los vectores de la esfera unidad —esta definicién es equivalente

a def. 1.2.3. Definimos el nimero £¢(x, w) como el supremo de todos aquellos £ > 0 tales que
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el segmento [z, x + ew] o [z, — cw)] estd incluido en la esfera unidad. Definimos también el
conjunto

CY={yeSx:INeR, y=z+ \w}.

Proposicion 5.3.19. Sea X un espacio normado y x, w dos vectores de norma uno. Si
liminfz_,1 (1 — )& 4(B) = 0 para todo y € C¥, entonces X es estrictamente convezo en x en

la direccion w. Mds atn,

sup liminf(1 — 8)&,4(8) > eo(x, w).
yecy b=l

Demostracion. Supongamos que X no es estrictamente convexo en x en la direccién w. Esto
significa que go(z,w) > 0, y que para cualquier eo(z,w) > & > 0 existe y € C¥ tal que
ly — z|| > eo(x, w) — d. Denotamos z = zz(\, By). Existe a € [0,1] tal que z = (1 — a)(1 +

Az + afy. Vamos a computar a. Fijamos f € Z(x) tal que f([z,y]) = 1. Tenemos 1 =
f(z)=(1—=a)(14+ )+ apf. Por lo tanto o = \/(1 + X — f3).
Por otro lado, ||(1+ ANz — By|| > ||z — y|| — || \x + (1 = B)y|| > eo(z,w) —6 — X — (1= 13).

Por lo tanto,

Nz = Byl ol w) —5 = A= (1= )
Eoa(B) 2 wal) By) = al =P > =8

Tomando limites cuando A — 0, obtenemos (1 — )&, 4(8) > eo(x,w) — 6 — (1 — 3). Por
lo tanto
liminf(1 — 3)&.4(8) > eo(x, w) — 0.

—0

Esto implica que liminfg_,o(1 — )&, (8) > 0, lo que muestra la primera y, siempre que
go(x,w) > 0, la segunda afirmacién del teorema. La demostracién ha terminado puesto que

la segunda afirmacion es evidente cuando go(x,w) = 0. O

Teorema 5.3.20. Para cualquier espacio normado X y para cualquier x € Sx las siguientes

condiciones son equivalentes :

(a) X es estrictamente convero en x.
(b) limsupg_,;(1 — B)&zy(8) = 0, para todo y € Sx.

(¢) liminfg_,1(1 — B)&y(B) =0, para todo y € Sx.

Demostracion. La implicacién (b)=(c) es evidente. La implicacién (c)=(a) se sigue de la

proposicién 5.3.19. Para ver (a)=-(b), fijaremos y € Sx, consideraremos una cierta sucesién



138 EL M6puro DE CUADRATURA

creciente {3,}22, que converja a 1, y las siguientes sucesiones: {0, }2°; decreciente y que

converge a 0, A, > 0 y vectores y, = ¥,y € BnBx de tal forma que

fx,y(ﬂn) < wx()\nvyn) + On.

Tenemos que distinguir entre dos casos:

1. Si liminf, A, > 0, el lema 5.3.8 muestra que M = sup,,{wz(\,)} < 0o y entonces

gx,y(ﬁn) < Wa:()\nvyn) + 571 < Wz(An) + 671 <M+ 6n-

Por lo tanto,

limsup(1 — 5,)&e,y(Bn) < nh_)ngo(l — Bn)(M +6,) =0.

n—oo

2. Si lim inf,, A\, = 0, podemos asumir —pasando a una subsucesién si fuera necesario—
que A\, — 0. Si fuera necesario podemos elegir ciertos y!, de tal forma que ||y, || = Bn y ¥, €
[YUn, (1 + A\p)z] N Gy (26(Anyyn), Bn)), donde Y = span{z,y}. Escribamos z, = z;(An,yn) =
an(l4+ M)z + (1 — ayp)yl,. Entonces, 1 = ||z,,]| < an(1+ A\n) + (1 — ay) B, de donde se sigue
que (1 —an)(1—06n) <aniny

(1= an)(1 = Bu)we (s ) < an [[(1+ M)z — 20 = (1 — ) Hy;z - ZnH

< (1 = ap)rad(zn, Gy (2, B)).

Esto es, (1 — Bn)wz(Ansyn) = (1 = Bn)wz(Ansyh) < €y (zn, Bn). Como Y es localmente
uniformemente convexo en x, el lema 5.3.16 nos dice que z, converge a x y por lo tanto, como

ey (+,-) es continua en (x, 1), obtenemos que

limsup(1 — Bn)&e,y(Brn) < limsup(l — Bn)wz(An, yn)

n—oo n—oQ

< lim ey (zp, Bn) = ey (z,1) =0,

n—oo
que es lo que queriamos probar. ]
De este teorema se puede deducir facilmente el siguiente.

Teorema 5.3.21. Para cualquier espacio normado X las siguientes condiciones son equiva-

lentes :

(a) X es estrictamente convexo.
(b) limsupg_,1(1 — B)&s4(B) = 0, para todo =,y € Sx.

(c¢) liminfg_,1 (1 — B)& 4 (B) = 0, para todo x,y € Sx.
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