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RESUMEN



II.

En este trabajo se deduce, mediante un modelo te§
rico, la resistencia a fatiga de tendones de gran longi
tud en puentes atirantados a partir de la resistencia a

fatiga de probetas de pequeiio tamaho.

El trabajo barte.de los avances realizados porxr An-
dra/Saul que son los primeros en advertir al calculiséa
sobre la influencia de la longitud del tenddn en laresis
tencia a fatiga, si bien anteriormente Fischer ya habia
analizado dicha influencia sobre la resistencia estéatica.
Sin embargo, Fischer y Andrd/Saul caen en una arbitrarie
dad consistente en proponer el ajuste de los datos obte-
nidos en el laboratorio mediante una ley normal y, a par i

tir de ahi, deducir la ley para el tenddn de longitud -

real, bas@ndose en la hipdtesis de independencia.

En este traBajo se presenta, en primer lugar,1n1m§
todo gue elimina dicha arbitrariedad y permite obtener, a
partir de los resultados de los ensayos de laboratorio,

. la longitud a la gue corresponde una ley normal.

A continuaéién, se presenta un modelo de Box~Jenkins'
gque, por permitir érescindir de la hipdtesis de independen
cia,generaliza los modelos existentes para el estudio estg‘
distico de la influencia de la longitud en la resistencia
de los tendones. La gran incidencia de la hip&tesis de in-

dependencia, puesta de manifiesto en algunos ejemplos, acon



III.

sejan contrastarla en la préctica, lo cual puede realizar

se mediante una metodologia gue se explica eneste trabajo.

Seguidamente se estudia la influencia de la ley de
cargas en la resistencia de un tenddn de longitud dada y
se presenta un modelo, también basado en la metodologia
de Box-Jenkins, que se aplica a varios casos de leyes de

cargas comparéandolos con la ley uniforme.

Después se analiza la influencia del nfimero de ca-
bles en la resistencia est&tica de un tenddn. Un tenddn
real suele estar constituido por grupos de alambres o ca
bles, pbr lo gue -es necesario anal;za; la relacidn exis-
tente .entre las resistencias a fatiga de é&stos y aque-
‘llos. Ello se debe fundamentalmente a que ensayos de ten
dones miltiples requieren unas méguinas muy potentes y
son caros, y los resultados en los gue tiene uno gque ba-
sarse para deducir su resistencia se refieren a tendones

simples, formados por un solo elemento.

El trabajo concluye con el estudio de la rotura pro
~gresiva a fatiga de un tenddn mﬁltiple; Para ello se adop
tan dos hipétesis de acumulacibn de danho diferentes‘§ se

aplica la teoria asintbtica al caso de elementos de longi
tud muy grande y al de tendones de gran nfimero de elemen-

tos, tanto para la zona de vida finita como para la de en

durancia.
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CAPITULO I

ESTADO DEL CONOCIMIENTO



1.1.- INTRODUCCION
1.1.1.- ENSAYOS DE FATIGA

1.1,1.1,- OBJETIVOS DE LOS ENSAYOS DE FATIGA

Los objetivos de los ensayos de fatiga, de un ma
- terial o elemento dado, son dos. El primero de ellos es la
estimacidn de la relacidn existente entre la amplitud del
intervalo de tensidn y el numero de ciclos hasta gue se -
produzca el fallo. El segundo objetivo es la comparécién

de las propiedades de fatiga de dos o m&s materiales.

Con objeto de asegurar la fiabilidad de las esti~-
maciones, la muestra sobre la que se van a tener los re-
sultados de los ensayos a fatiga, debe estar eécpgida.aleg
toriamente de una poblacidn de elementos posibles, y ensa
yéda conforme a métodos universalmente aceptados. Los prin

cipales métodos de ensayo son:

A.- Ensayos esténdar (amplitud constante o método

de Wohler clésico).

1.~ Un Gnico elemento para cada nivel de ten
siones.
2.- Un grupo de elementos para cada nivel de

tensiones.

B.- Ensayos de respuesta (amplitud constante).



1.~ Método Probit.

2.- Método.de la escalera (staircase).

3.~ Método de la escalera modificado.

4.~ Método de la escalera con respuesta transg

formada.
C.- Ensayos con incremento de amplitud.

1.- Método escalonado.

2.~ Método Prot.
Los objetivos del andlisis estadistico son:

-Estimar algunas propiedades de fatiga de un ma-

terial, junto_con medidas de su fiabilidad.
" =Proporcionar métodos objetivos para determinar
si dos o mé&s grupos de datos provienen o no de

poblaciones semejantes.

'La teoria estadistica da tambié&n informacidn so-

bre:

-El uso mé&s eficiente de un nfimero limitado de

elementos a ensayar.

~El nGmero de elementos necesarios para tener un



‘determinado grado de confianza en los resulta-

dos.

~La planificacidn Optima de una serie de ensayos.

'1,1.1.2.- METODOS DE ENSAYO

Hasta hace poco sbdlo habiafun método aceptado pa
ra la realizacién de el laboratorio de ensayos de fatiga.
Dicho ensayo est&ndar, descrito en el STP91 (ASTM) hace
uso de un‘ﬁnico elemento para cada nivel de tensiones.

- Sin embargo, dicho método no da una informacidn adecuada
de muchos de los objetivos gue se persigﬁen en los ensa-
yos de fatiga. Por ellc se han ido introduciendo una se-
- rie de métodos, para la realizacidn de ensayos de fatiga,
que resultan mds significativos y cada uno de los cuales

tiene ciertas ventajas respecto a los otros.

Uno de los principales objetivos de los ensayos. -
a fatiga es el de determinar las llamadas curvas de Wohler
o curvas S-N, gue son aqﬁellas que representan la rela-
cidn entre la amplitud de tensidn y el nfimero de ciclos
aplicados para una probabilidad de supervivencia dél P%.
. Por lo tanto, existird una curva para cada valor de P.

(ver figura 1).



CURVAS DE

WOHLER

FIGURA 1



La eleccidn del método.de ensayo depende el obje
to del mismo y del nfimero de elementos disponibles. Si se
pretende determinar la Curva'S-N lps ensayos esténdar (A)
son los ma&s convenientes. Para determinar la tensidn de
fatiga en la zona de larga vida o el limite de fatiga los
ensayos de respuesta (B) o los de incremento de amplitud
(C) son los recomendados. Los iltimos se utilizan también
para comparar las propiedades de fatiga en la zona de lar
ga vida de diferentes materiales o métodos de elaboracidn

distintos.

1,1,1.2.1,- ENSAYOS ESTANDAR (AMPLITUD CONSTANTE)

1.1.1.2.1.1.- cASO DE UN UNICO ELEMENTO PARA CADA NIVEL
DE TENSIONES |

En el método esté&ndar cada elemento es sometido a
una serie de ciclos de amplitud de tensidn constante has
ta que se produce la rotura. Los diferentes niveles deben
cubrir un rango de tensiones que va desde los valores al
tos (para‘los que el fallo se produce en un nimero limi-
tado de ciclos) hasta valores bajos (en los que el fallo
no se produce, osise produce, es después de un nﬁmeronmy
~grande de ciclos). Si el interés primordial es la zonade
larga vida (para N grande) de la curva S-N (a menudo lla

mada limite de fatiga) se tiene, a priori, una idea apro



ximada de dicho valor para el material a ensayar. En es-
te caso, el primer nivel de tensiones elegido es un poco
mayor gue el limite de fatiga estimado. Dependiendo del
resultado del primer ensayo, los siguientes se harén a'
un nivel mayor o menor gue ese valor, hasta que se al-
cance un nivel de tensiones en el que el elemento no fa
lle, para el nmero de ciclos aplicado. Cuando nos acer
guemos al limite de fatiga habr& que ensayar algunos ele
mentos a niveles de tensidn mayores, para producir fa-
llos, econ objeto de tener datos con los que estiméreﬂ_lg
mite de fatiga.

Este método de énsayo es utilizado cuando sbdlo
se'puede hacer uso de un nlimero relativamente pequefio de
elementos, lo que.ocurre cuando son caros O su suminis-

tro es limitado.

1.1,1,2.1,2.- cASO DE UN GRUPO DE ELEMENTOS PARA CADA
'NIVEL DE TENSIONES

El ensayo estdndar con un solo elemento para ca
da nivel de tensiones da para informacidn de la variabi
lidad del material y del procedimiento de ensayo.‘Por
ello es conveniente ensayar un minimo de 4 elementos por
- grupo, siendo-preferiblé un nimero de 10 o més para te-
ner idea de la forma de la distribucidn de los valores

de fatiga.



Para la determinacidén de las curvas S-N para cada
porcentaje de supervivencia se deber&n ensayar 3 6 més ni
veles diferentes. Para el limite de fatiga se ensayan gru
pos a niveles proximos al mismo. Para obtener el mismo gra
do de precisidn en -toda la curva S-N se deben ensayar més
elementos en la zona de vida larga que en la de vida cor-

ta, debido a la mayor dispersidn de los resultados.

1,1.1.2.2.- ENSAYOS DE RESPUESTA (AMPLITUD CONSTANTE)

Se denomina curva de respuesta, para N ciclos,; a
la curva que da los valores del porcentaje de superviven
cia para distintos niveles de variacidn de tensiones, don

de N es un nimero fijado previamente.

1.1,1.2,2.1,- METODO PROBIT

En el método Probit se ensayan uno o mis grupos
de elementos para un nfimero fijo de ciclos, en 4 & 5 ni~
veles distribuidos alrededor de la tensidn que nos inte-
resa. Es vilido para estimar la resiéténcia a fat;ga pa-
ra un porcentaje p de supervivencia. En el caso del limi
te de fatiga del material (p=50%), al menos dos niveles
de tensiones, para N ciclos, estarén por‘debajo del 50% y

otros dos por encima. Seria conveniente un quinto nivel



que produzca un 50% de supervivencias.

Céda grupo tendré& al menos 5 elementos, siendo el
total de los mismos a ensayar de 50, como minimo. La dig
tribucidn del nGmero total de ensayos dependerd de la fi
nalidad del mismo. La distribucién de los elementos, en-
tre los diferentes niveles de tensiones impuesta de for-
ma que los valores de los porcentajes de supervivencia
observados tengan aproximadamente el mismo peso, condi-
cidn necesaria para ajustar la curva de respuesta por el
método de los minimos cuadrados. Esta distribucidn faci-

; lifa, ademds, el célculo de los limites de confianza en

" las curvas de respuesta.

TABLA 1,- DISTRIBUCION DE LOS ELEMENTOS DE ENSAYO

% de . supervivencia esperado Tamaho relativo del grupo
25 a 75 1
15 a 20, 80 a 85‘ 1.5
10, 90 , 2
5, 95 , 3
2, 98 | - 5

1.1,1,2,2,2,- METODO DE LA ESCALERA (STAIRCASE) O UP ANDDOWN

‘BEs una variacidn del método Probit. En el método
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up-and-down (UD) los elementos se ensayan secuencialmen-
te. El1 primero se ensaya a un nivel de tensiones igual al
éstimado para la resistencia media a fatiga, para un ni-
mero de ciclos N establecido a hasta que falle si lo ha-
ce antes de ese nfimero de ciclos. Si falla el siguiente
se ensaya a un nivel de tensiones un poco menor y sSi no

falla a un nivel algo mayor, y asi sucesivamente.

En la figura 2 se observan los resultados de un
ensayo UD. Los elementos estan numerados por orden.cro—
noldgico. El nlimero de ciclos es constante, salvo que se
produzca antes el fallo. En la propia figura se ve el ni
vel de tensiones gue se deberia usar en el siguiente en-

sayo.

'La seleccidn del incremento de tensiones es muy
importante. Todos los’ensayds, UD se deberian hacer a -
tres niveles de tensiones, de modo que aproximadamente
un 50% de los elementos sobreviva en el nivel medio, un
70% lo haga en el nivel mé&s bajo y un 30% lo haga en el
més alto. Hay que elegir adecuadamente el nivel inicial

de tensiones. Sino se tienen datos del mismo material o
de otro similar, se realizan unos ensayos preliminares,
cuyos resultados se desechar&n en el andlisis hasta con
seguir el primer par de resultados distintos. Asi, por
ejemplo, en el gr&fico de la figura 2 se desechar&n los

;esultados de los elementos 1, 2 y 3.
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Las ventajas gque tiene el método de la escalera

son:

-Concentra automiticamente los ensayos alrededor
de la media.

-Necesita del orden del 30 al 40% menos elemen-
tos que otros métodos.

-Fl andlisis estadistico es bastante sencillo.

El inconveniente que tiene es que, al ser ensaya
dos consecutivamente los elementos, el tiempo total del

ensayo es mayor. -

En general, se deberian ensayar un minimo de 30
elementos ya gue, como se ver& posteriormente, se van a
‘utilizar a lo sumo la mitad de los resultados para el cadl

culo de la resistencia a fatiga.

Si los datos obtenidos por este método los anali
zamos mediante los métodos de la curva de respuesta, los
resultados muestran un sesgo, debido a la naturaléza de
la sucésién de datos en el up~and—down. Si el principal
interés se centra en la estimacidn de la curva de espues-
ta -antes que en la resistencia media~ para N ciclos, el

método UD no es un procedimiento eficiente.
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1.1.1.2.2,3.- METODO DE LA ESCALERA MODIFICADO

El tiempo necesario para completar el ensayo en
el método de la escalera, puede ser reducido dividiendo
un programa de ensayos 'por el método up~and-down en otros
més cortos, independientes y que se llevan acabo simultd
neamente. Este tratamiento es conocido como el mé&todo de'
la escalera modificado. En &l, el nlimeroc total de elemen
tos T, se divide en r grupos de n. Cada grupo es ensaya-
do como un programa UD, con un grifico diferente para ca
da uno de ellos. De este modo pueden utilizar a la vez
varias méguinas. En el método modificado, como en cual;
~quier otro ensayo en el que los elementos de un grupo -
sean ensayados en mé&s de una méquina, se deberid hacer una
comprobacién para determinar si las maguinas dan resulta
dos significativamente diferentes. Si esto no ocurre, los

datos se pueden reunir para el an&lisis estadistico.

1.1,1.2,2.4,- METODO DE LA ESCALERA CON RESPUESTA TRANS-
FORMADA

E1l método de ensayo up-and-down permite calcular,

para un nlimero fijo de ciclos N, el nivel de tensiones -

Ll/2 que tiene un 50% de probabilidad de fallo.

Wetherill (1963) se planted la estimacibn del ni
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vel de tensiones Lp gque tiene una probabilidad p de fa-
llo. Para Ll/2' si los diferentes niveles de tensiones
en gque se ensayan los elementos estaban igualmente espa
ciados se tiene el método up-and-down, propuesto por Di
xon y Mood (1948) y explicado en el apartado 1.1.1.2.2.2.
Wetherill propuso una modificacidn del método anterior,
para el célculo de Ll/2’ Esta consiste en que al llegar.
al K-&simo par de resultados opuestos, la separacidn
entre niveles de tensiones se reduce a la mitad y se re
comienza la sucesidn de ensayos al nivel mé&s cercano al

valor estimado de L1/2‘

Para esﬁimar Lp(p:>l/2; se utiliz; el UDTR (méto
do Up and Down con respuesta transformada). Se parte de
una serie de niveles equidistantes y determinados de an-
temano. Después de cada ensayo se estima la proporcidn p'
de respuestas positivas (fallos) al nivel usado en el en
sayo iltimo, calculando sdlo los ensayos medios desde el
iltimo cambio de nivel. Si p' >p v p' se estima a partir
de n, ensayos o més, se bajaréd al nivel inmediatamente -
inferior. Si p' < p se sube al nivel superior y si p'=p
no se cambia de nivel. Para estimar Lp, para p < 1/2, se
estiman las proporciones de respuesta negativa (no fallo);

las situaciones p>1/2 y p < 1/2 son simétricas.

Una divisidn de niveles, reduciéndolos a la mi-
tad, no es posible en el UDTR, salvo que se disponga de

un método de estimacidn muy sencillo.
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1.1.1,2.3.- ENSAYOS CON INCREMENTO DE AMPLITUD DEL INTER
VALO DE TENSIONES |

1,1.1.2,3,1,- METODO ESCALONADO

_En muchos casos los métodos Probit y Up=-and-Down
requieren mis elementos de los que hay disponibles.Cuan;
do sdlo se disponen de pocos para detefﬁinar el limite de
fatiga parece légiéo ensayar cada elemento hasta gue se

produzca la rotura.

El método consiste en ensayar cada elemento a va
rios niveles de tensiones para un n@mero grande de ciclos,
por ejemplo 107-. Si las curvas de respuesta tipica delma
terial estén disponibles el ensayo comienza al nivel co-
vrrespondiente al porcentaje del 90% de supervivencia. Pa
ra cada ensayo completado con éxito, el nivel de tensidn
se incrementa en una cantidad’correspondiente a una dis-
minucidn de 5% de la probabilidad de supervivencia‘y se -
repite el ensayo hasta que se prodﬁzca el fallo del ele-
mento. Si la curva de respuesta no estd@ disponible el en
sayo comenzard a un nivel de tensidn correspondiente al
70% del limite de fatiga estimado, siendo los incremen-

tos aproximadamente iguales al 5% del mismo.

Antes, este método no era considerado como una

técnica aceptable por que las resistencias a fatiga de



algunos materiales se velan incrementadas de un modo gra
tuito al aplicarles tensiones a niveles inferiores a los

limites de fatiga, mientras que las de otros podian ver-
se disminuidas por dafarse debido a bajas tensiones. Pos
teriormente se observé gue los dahios debidos a bajas ten
siones no afecta sensiblemente al limite de fatiga verda
dero de algunas aleaciones, muchas de ellas de acero y -
otras de materiales no férricos. Para aguellos materialesen
los que no se da ni el falso aumento ni el dafio a bajas

tensiones, es posible estimar la resistencia a fatiga de
cada elemento ensayédndolo a niveles de tensibn cada vez

maés altos hasta la rotura.

En la figura 3 se representa el ensayo escalona-

do para un {inico elemento.

La resistencia a fatiga correspondiente al valor
N, para cada elemento, puede ser estimada de esté manera.
El principal inconveniente de este método es que los ele
mentos son probados inicialmente a un nivel de tensidn -
bajo, de modo que no se produzca el fallo. Como consecuen
cia.se necesitan varios niveles de tensiones antes de que

aguél se produzca.

Antes de que la té&cnica escalonada pueda ser uti
lizada con seguridad se debe conocer el efecto de aumen-

to y dano debidos a bajas tensiones. Algunos aceros ten-
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dré&n aumentados artificialmente sus limites de fatiga, por
los efectos anteriormente citados, mientras que otrOS;pug
den resultar dahados a causa de dichos efectos y causarén

fallos prematuros.

Aungue los ensayos escalonados se hayan hecho con un
elemento séld, se necesitan 4 & mé&s para estimar la resig;
tencia media a fatiga.'Una muestra mayor dard mas preci-
sidén en las estimaciones de la media y de la variabilidad

de la resistencia a fatiga.

1.1.1.2,3.2,~ METODO PROT

Este método debido a Marcel Prot (1945) es un método
répido que estima el limite de fatiga de un material. -
Usé&ndolo, se puede obtener una buena estimacidn en un -
tiempo menor gue el necesario para otros métodos, aungue
con una mayor incertidumbre gque en ellos. El uso de esta
técnica se limita no sélo a aquellos’materiales gue no =-
sean sensibles al efecto del aumento.grétuito del limite
de fatiga, sino también aquellos que tengan un limite de
fatiga. En contraste con el método escalonado se aconse-
jan como minimo 20 elementos a enéayar, para obtener da-
tos necesarioé paré el andlisis Prot, ya que normalmente
se encuentra bastante dispersidn en las tensiones de ro-

tura.
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En el método Prot, el ensayo de un elemento comienza
con una tensidn del 60-70% del limite de fatiga estimado
y la tensidn se va aumenténdo proporcionalmente. Un con-
junto de elementos son ensayados a la misma proporcidn de
carga (tensibén/nGmero de ciclos) hasta que falla cadauno
de ellos. Se emplearé&n al menos 3 proporciones de carga
distintas para establecer y comprobar la relacidn lineal
existente entre la tensién y la potencia de la proporcidn:
de carga. Dicha relacidn es necesaria para el andlisis -
Prot. La proporcidn mé8s baja debe ser tan pequeha como
sea posible y la m8s alta serid suficientemente baja para
que el elemento no falle por fractura (sin rotura). El

tipo de datos observados se muestran en la figura 4.

Para proporciones de carga constantes todos los
puntos obtenidos en una proporcidn dada deberian fallar
en la misma linea recta. Pegquefias variaciones en.la pro
porcidn de carga o variaciones en la velocidad del ensa

yo pueden causar dispersiones como las de la figura 4.

1.1.1,3.1,- ENSAYO UP AND DOWN

Para poder aplicar el andlisis posterior se deben

cumplir las siguientes condiciones:



Amplitud de tensidn de rotura

100

90

- 80

70

60

50

- 20 -

K ciclos en tallo

FIGURA U

/’ . *” -
i -1
o,
| /1 B
l 2l
/ -

[ I -

7 >
L, -

1000 2000 3000

4000



-La variable qué se analiza ha de esta; normalmen-
te distribuida. En la préctica, esto ocurre pocas
veces por lo que,.se transforma en otra normalmen
te distribuida. Si no se conocé la forma de ladis
tribucidn el propioc ensayo nos proporcionara los
datos para determinérla. Salvo gue se asegura la
normalidad de la distribucidn, este no es un buen

método para estimar los valores extremos.

-El tamafio de la muestra deberd ser grande, si el

andlisis que se describe va a ser aplicado.

-Si el an&lisis es sencillo se debe estimar aproxi
madamente la desviacidén tipica. El intervalo en-
tre niveles de .tensidn debe ser aproximadamente
igual .a una desviacibn tipica. Esta condicibn se
satisface suficientemente si el intervalo es me-

nor que dos veces la desviacibén tipica.

Una vez efectuado el ensayo se mira cuales son los
sucesos menos frecuentes, los fallos o los no fallos. En

el andlisis s®lo se utilizan los sucesos menos frecuentes.

Posteriormente se numeran los distintos niveles y.

se confecciona un cuadro como el que se ve en la tabla 2.
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TABLA 2.
Tensidn i N i.N i2 N
i e Ui
52 2 N2 2N2 -4N2
Sl 1 Nl Nl Nl
S0 0 NO 0 0
N A B

donde
i=0 es asignado a la tensidn més baja S0 para la
gue se produce el suceso menos frecuénte;

~1=1 es asignado al nivel de tensiones S, + d,

etc.;

Ni es el nimero de sucesos menos frecuenteg en
el nivel correspondiente;
. el _

A-—Zl_.Ni, B=1l1 'Ni y N-—Z:Ni

La estimacidn de la resistencia media a fatiga, u

(que llamaremos m) viene dada por:
me=s, +al® sl (1)
0 - 20 ;

donde el signo opcional es "-" si el suceso menos frecuen

te es el fallo y "+" en caso contrario.
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El estimador S de la desviacidn standard o, es:

NB—A2

N2

S = 1.620 d(

+ 0.29) (2)

Asi por ejemplo, en el caso de la figura 2 el su-
ceso menos frecuente es el fallo, con 13 resultados, por
14 resultados de no fallo. No se consideran los resulta-

dos 1, 2 y 3.

Tensidn i N, i N, izNi
75 2 4 8 16
72.5 1 7 7 7

70 0 2 0 0

N=13 A=13 B=23

La resistencia media a fatiga tiene un valor esti

mado de:

= 1S =
m =70 + 2.5(3% ) = 71.63

oof

El valor estimado para la desviacidn standard es:

a2
S=1.620.2.5(X : 23 °35 4 0.29) =2.95

i3

1,1.1,3.2.- METODO DE LA ESCALERA MODIFICADO

Para muestras de tamano menores gque 15 se comien



za el método staircasé como antes, pero usando un esdalén
d igual a dos veces el incremento de tensidn selecciona-
do, hasta que se produce el primer par de resultados;opue§
tos (fallo y no failo). A partir de ese momento se utili-
za un escaldn d igual al incremento .de tensidn selecciona

do.

En el andlisis se ignoran los elementos ensayados
hasta conseguir la primera pareja de resultados opuestos.
Se hace n igual al nimero de elementos ensayados, comen~
zando con el primer par fallo-nofallo. Sea C igual a la
suma de las'tens}ones usadas en los n-1 Gltimos ensayos
mas la tensidn que habria sido utilizada en el ensayo n+l,

si &ste se hubiera efectuado. Entonces:

=4
i
si0

(3)
donde m es el estimador de la resistencia media a fatiga.

Si el nfimero de elementos T es mayor de 30 y se di
fice el ensayo total en varios m&s pequefios, lo que se de
be hacer es agrupar los T elementos en r grupos de n ele-
mentos cada uno, de modo que r.n=:§. Cada grupo se trata

como un programa staircase sencillo. La mejor estimacidn

de m para todo el grupo de T elementos es:

m= — o (4)
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1,1.1.3.3,- METODO DE LA ESCALERA CON RESPUESTA TRANSFOR-
MADA

Para explicar la metodologfia de an&lisis en el UDTR
-se considera un caso en el gue n0==3 y p>0.67. En primer
lugar, se definen las posibles respuestas agrupéndolas en
dos tipos U o D, seglin que haya gue aumentar el nivel de
tensiones o haya que disminuirlo. Dicha definicidn seria,

.en este caso, la siguiente:’

Respuesta tipo U (o) , (x o) v (x x o)

" Respuesta tipo D (x x X)
donde x representa fallo y o no fallo.

El primer nivel de ensayo es arbitrario. A partir
del primer ensayo el nivel de tensiones no cambia hasta

que se obtenga'una.respnesta tipo U o tipo D.

La tabla 3 ilustra los resultados de este ejemplo.

TABLA-3

Ensayont 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Cambiont - - - =- - - 1 - - - - 2
Nivel 3 - = = e = = e - - - - -
2 X X X = -, =, - = = X X X




- 26 -

Apartir de esta tabla se construye otra en gue los
grupos de ensayo se representan, seglin corresponda, median

- te una U o una D.

TABLA 4

Cambio n® o1 2

Nivel 3 - - - - -

2 D - = - D
1 - D - U -
0 -~ - U =~ -

A los resultados de esta tabla se les aplica en
el an&dlisis UD, que corresponde a una probabilidad F del

50% de supervivencia.

En la tabla 5 se definen, para unos valores de n,
determinados, las distintas respuestas tipo D 6 U, de mo
do gue a la probabilidad F=0.5 del UD le corresponda una
probabilidad p de fallo se mira en la tabla cu&l es la -~

estrategia a utilizar en el ensayo.
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TABLA 5.
TIPO DE  RESPUESTA TRANSFORMACION . P
U D

XX . X0,0 . F=p2 0.701
XXX XX0,X0,0 F=p3 0.7940; -
XXX , XXOX | XX00,%0,0 F=p3(2—p) 0.7336
XK ) XD , XKO, X0, 0 F=p4 0.8409

- XHRX , XIHOX HKXKOO , XX0,X0,0 F=p4(2-p) 0.8041
plole 00 SOOEXO , XXHO , XKO ,X0,0 F=p5 ' 0.8705
IO, XKXHKKOX T 3OO, XO0XK0 , XX0,X0, 0 F=p5(2—p) 0.8460
booleieie o4 XXHHKO, et. F=p6 0.8908
bloloooond . ooooo, etc. F=p7 0.9056
ploleoleio0 vl XoOOOX0, etc. F=p8 0.9171
boioiesioveled SOOOIXEXRO, etc. F=p9 0.9260
110 soooonooon XoooooooXo, ete. F=plo 0.9330

polosesecseed L XODOORRXN0, ete. ‘ F=pl4 0.9516
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1.2.- TRABAJOS DE ANDRA/SAUL Y FISCHER

Los trabajos de Fischer Y André/Saul, estén orien
“tados al calculo de la resistencia a fatiga de un cable
de longitud n .1, siendo 1 la longitud de ensayo y n=1,
3, 10,....,10000. Estos autores suponen que la distribu-
cidn de las resistencias, para el cable de longitud 1, se
ajusta a una ley normal, a partir de la cual obtienen las
distribuciones de resistencias para cables de mayor lon-

gitud.

Gabriel estudia, para un tenddn constituido por
m cables en paralelo, la influencia de la longitud de los
mismos y la influencia del nfimero de ellos, seglin se pue-

de observar en la figura 5.

La hipbtesis que utiliza consiste en que la resis
tencia total del tenddn es igual a la suma de las resis-
tencias de los m cables. El comportamiento de cada cable
lo supone constituido por una rama el&stica y otra plés-

tica.

Para el caso de un tenddn de longitud igual a la
de ensayo,-al seguir la resistencia r,; de cada cable una
ley normal N(yu, 02), la resistencia total R seguird@ una

ley normal N{(m u, m 02).

R =,L. r. - N(m u, m 02)
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1.3.- HIPOTESIS DE ACUMULACION DE DARO

El concepto de acumulacidn de dafio, debido a Mi-
ner, mantiene que el dafo se puede expresar en términos
del nlmero de ciclos aplicados a un nivel de tensiones
dividido por el nGmero de ellos necesario para producir
el fallo en el mismo nivel de tensiones. Si la suma de
estos dahos, para distintos niveles, suma 1 se produce

el fallo del elemento.

El nimero de Miner M, para cada nivel de tensio

nes, viene definido por:
M, = — (5)

donde
ny es el nOmero de ciclos hasta rotura del ensa

vo i-é&simo.

N. es un valor representativo del nfimero de ci-

I
clos hasta rotura para n ensayos. Normalmen-

te viene dado por la mediana.

El nGmero de Miner, en rotura, es una variable
estadistica, con una distribucidn aproximadamente loga-
ritmico normal, gue puede ser usada para determinar la

probabilidad de fallo.



Si en la figura 6 el eje de abscisas estuviera
en escala logaritmica, la distribucidn de M tendria for
ma normal y, por tanto, los valores de la media y de la

mediana coincidirian.

Debido a la hipdtesis de acumulacidn de daho, si
se guiere ensayar un elemento a un nivel de tensiones Aoy

después de haberlo sometido a n, ciclos en el nivel de -

A
tensiones AOA, el nmero de ciclos equivalentes a n, en
el nivel AOB es ny que viene dado por:

Zlb
ol g

n
_ B
R e

siendo NA y N_. los valores caracteristicos (valores me-

B
dianos) para cada nivel. Si se tienen determinados los

valores N para los diferentes niveles, estableciendo

I'
la igualdad del nimero de Miner entre los distintos ni-
veles obtenemos los valores ni gue nos dan las curvas de
isodafio. Por esta razdn la curva de Wohler del 50% de

probabilidad de supervivencia es una curva de isodaho.

De este modo, al moverse, a través de las curvas
de isodafio se puede hallar el nfimero de ciclos equivalen
te a uno dado al seguir ensayando el elemento a otro ni-

vel de tensiones AcC.

Otra hipbtesis de acumulacidn de dafio estd basa
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-da en las curvas de isoprobabiiidad (cu;vas de W6hle;).
Para hallar el nfimero de ciclos equivalente a uno dado,
al cambiar el nivel de tensiones.Ao, habré gue moverse

a través de las curvas de isoprobabilidad. Dichas curvas
se hallan detérminando, para cada Ao, el nGmero de ciclos
gue da una probabilidad p de fallo..Esto es posible ya -
que la distribucidn de los Ni de rotura se sabe que sigue
una ley logaritmico normal, para cada nivel de tensiones

Ao.

Las curvas de Wohler se suelen representar en es-
cala horizontal logaritmica, tal como se muestra en la fi
_gura 7. Por ello se define un nuevo Indice D, paralelamég
te al nfimero de Miner, pero como cociente de logaritmos,

es decir:

log n;
D=w (7)

Las curvas de isodaho se determinan de una forma

andloga a como se obtienen en la escala normal.

Para que las curvas de isoprobabilidad y las cur

vas de isodafio, en escala logaritmica, coincidan (Fern&n

dez Canteli 1981) debe ocurrir que:

~log ny _.log‘nz

= (8)
log Nl log N2
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donde los valores ny., Nl’ n, vy N2 son los representados

en la figura 7.

En primer lugar, se denotar&n por g(Ac) y h(Ao)
los valores de la media y de la desviacidn tipica de las
distribuciones de log n;, en rotura, para cada nivel de
tensiones Ac. Dichas distribuciones, seglin se ha visto an

teriormente, siguen leyes normales.
La igualdad (8) se puede escribir como:

‘g(boy) +k h(8o;)  g(hoy) + k h(8oy)

(9)

Desarrollando la fdrmula anterior se obtiene gue
k h(Aol)‘g(Acé) =k h(Acz):g(Aol) (10)
0 lo que es lo mismo

 h(ao,) . h(boy

g(8o,) ~ §ldoq)

(11)

Esta relacidn representa la igualdad de los coe-
ficientes de variacién de las distribuciones para dife-
rentes valores de Ac. En la representacidn gré&fica esta
condicidn se traduce en la equidistancia de las curvas
de isoprobabilidad o isodafio (curvas dé Wéhler). Por~ta§
to, si una de ellas es una linea recta, lo habrén de ser

todas.
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1.4.- TEORIAS ESTADISTICAS NECESARIAS PARA EL DESARROLLO

DEL TRABAJO
1.4,1.,- PROCESOS ESTOCASTICOS
1.4,1.1,- DEFINICION

Los modelos que reproducen el comportamiento de
un fendmeno fisico pueden ser de dos tipos: determinis-
tas y prgbabiListas. Los primeros basados en leyes fisi-
cas, permiten calcular los valores de las cantidades que
dependen del tiempo de una manera casi exacta. Si el fe-
- nbmeno viene afectado por una serie de factores descono-~
cidos no se puede obtener un modelo determinista que con
siga reproducir el comportamiento futuro. En este caso se

ntilizard un modelo probabilista o modelo estocéstico.

Se denominara proceso esﬁocéstico a la aplica-
cidn que hace corresponder a cada suceso elemental £ una
funcidn X(t,%), donde t es una variable determinista. Noxr
malmente t suele ser la variable ﬁiempo, pero puede ser

cualguier otra como el espacio, por ejemplo.

La funcidn X(t,g), que se denota por X(t), re
presenta, para t fijo una variable aleatoria, y para g fi
jo representa una funcidn, que es una realizacidn del pro

ceso.
1.4.1,2.- DISTRIBUCIONES DE PRIMERO Y SEGUNDO ORDEN

Segfin se ha visto anteriormente, para t fijo la
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funcidn X(t) es una variable aleatoria. Se define la fun
cidn de distribucidn de primer orden F(x;t) de un proce-
so estocdstico como la funcibn de distribucidn de la va-

riable X(t), es decir:
F(x;t) = Prob.{X(t) ¢ x} {12}

Si la variable X(t) es de tipo continuo se pue-

de obtener la funcidn de densidad f(x;t):

~ {13}

f(x;t) =

La funcidn de distribucidn de segundo orden se
define como la funcidn de distribucidn de la variable bi

dimensional (X(ti), X(tz)), para dos instantes t,y t,

F(xy,%,7t,t5) = Prob.{X(tl)< Xq X(t2)<.x2}
{14}
Dicha funcidn de distribucidn dependerd, general

mente, de t1 ¥ de t2. Si las variables X(t) son de tipo -

continuo la funcibén densidad viene dada por:

2. .
L0 F(Xy Xt ES)
1.2 172 {15}

£(x.,,%X.3t,,t,) =
17827 %1050 3%, ox,

Andlogamente se definen las funciones de distri-

bucidn de orden n de un proceso estocastico.
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1.4,1,3.- FUNCIONES DE VALOR MEDIO., DE AUTOCOVARIANZA Y
DE AUTOCORRELACION |

Las funciones de valor medio, de autocovarianza
y de autocorrelacidn hacen, en un proceso estocéstico, un
papel similar al de la media y la varianza en una varia-

ble aleatoria.

La funcidn de valor medio m(t) de un proceso se
define como la esperanza matemética de la variable alea-

toria X(t)
m(t) = E{X(t})} {16}

En la figura 8 se ve el sentido fisico de la fun

cidn de valor medio.

La funcidn de autocovarianza C(tl,té) se define
como la covarianza de la variable aleatoria bidimensio-

nal (x(tl), X(tz)), O sea:

C(tl.,t'z) =Cm'r{x(tl), X(t'z)} =
{17}
= E{ (X(ty) =m(t ). (X(t,) -m(t'z))}

Asimismo, la funcidn de autocorrelacidn del pro
ceso X(t) se define como el coeficiente de correlacidn de

las variables X(tl) y X(tz), y se denota por R(tl,tz).
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C(t,,t,)
= 1 2 {18}
v Clty,ty) Cle,,t,)

R(tl'tZ)

Al igual gue una variable éleatdria normal que
da determinada con su media y su varianza, lo mismo les
ocurre con las funciones de valor meaio y de covarianza
a los procesos estocésticos tales gque, para todo ny -
cualesquiera ti’ las variables aleatorias n-dimensiona-
les (X(tl), X(t2),...,X(tn)) se distribuyen segln leyes
normales n-dimensionales. Dichos procesos se denominan

procesos normales.

1.4,1.4,- PROCESOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

Un proceso estocastico se dice que es estaciona
rio en sentido estricto si las funciones de distribucidn
de cualquier orden n finito no dependen del origen de -

tiempos, o0 sea:
F(Xl’XZ""’Xn : tl-+e, t2-+€,...,tn-+€) =
= F(XqrXgreeerX, tirttyreeat)) {19}

para cualquier tl,tz,....,tn Yy €.

Cuando n <K se dice que el proceso es estaciona
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rio de orden K.

Para la distribucidn de orden 1 se tiene que:

F(xl;tl) = F(x t, +¢€) {20}

17"
para cualquier €, lo cual sdlo es posible (Papoulis 1965)

si la funcidn de distribucidn es independiente del tiem-

po
F(x;t) = F(x) {21}

Se puede demostrar f&cilmente que la funcidn de

2

valor medio y la varianza resultan ser constantes m y g,

respectivamente. Por lo tanto, esto se da para procesos

estacionarios de orden mayor o igual que 1.

Si el proceso es estacionario de orden mayor o
igual que 2, se debe cumplir para la funcidn de distri-
bucidn de orden 2 que

F(xl,xz;tl,tz)==F(xl,x2;tl-+;, t2-+€) {22}

para cualquier €.

Esta relacidn sdlo se cumple (PapouliS) si la

funcidn de distribucidn de 22 orden depende solamente de
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la diferencia t,-t,, osea:

F(xl,xz;#l,tz) = F'(xl,xz;T) {23}

iend = - .
siendo T t2 tl
De aqui se deduce que la funcibdn de autocovarian
za depende solamente de T y, por la misma razdn, la fun-
. 2 . 2 § s - . 2
cidn de autocorrelacidn también, al ser las varianzas ©

constantes.

C(tl,tz)

/Tt 1) -C(E,,E,).

R(tl’tZ)

- C(1)
o

= R(T) {24}

Se dice gue un proceso estacionario lo es en sen
tido amplio cuando es estacionario de orden 2. Si un pro-
ceso normal es estacionario en sentido amplio, también lo

es en sentido estricto.

1.4,1,5,- FUNCION DE DENSIDAD ESPECTRAL DE UN PROCESO ES-
TACIONARIO
Se define la funcidn de densidad espectral de un

proceso estacionario como:

S(£) = =] 2c().e”tL ar {25}
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lo que indica que S(f) es la transformada de Fourier de

C(1) y, por tanto:
c(r) = [ Zs(eef™ ar {26)
Al ser C(t1) una funcidn real y simétrica respec

to al origen, la funcidn S(f) tambié&n lo debe ser y, por

tanto:

S(£) = 2[7C(1) cos(fr)dr {27}

C(1) = 2[ S(£) cos(£fr)df {28}

S(f) resulta ser mayor o igual gque O y por tan
to tiene las mismas propiedades gue una funcidn de den-
sidad, salvo la de que su integral vale 1. Si se norma-
liza con C(0) = 02, ya cumple gque el valor de su inte-

~gral sea 1.
Si el conjunto es discreto:

o 1 2
S(£) = 77 &

C(t) cosfrT {29}

=}

y resulta:

c(t)

[_TS(£) cosfr af {30}
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1.4,1.6,- SERIES TEMPORALES. MODELOS GENERALES

Una serie temporal es un proceso estocéstico -
continuo en tiempo discreto, es decir, las variables alea
torias X(t); te€T son continuas, mientras que T es uncon
junto discreto. Generalmente los elementos t de T seran -

iguales a:
t=t, + 1 . At {31}
donde 1€ Z.

Una realizacién del modelo es, por tanto, un -

conjunto de valores z, .

Los modelos estocésticoé gue se van a emplear
est&n basados en que en una serietemporal los sucesivos va
lores de una realizacidn son muy dependientes los unos
de los otros y puede considerarse gque son_generadosaipag
tir de un conjunto de variables aleatorias e independien
tes a,. Cominmente, dichas variables aleatorias se supo-
nen normales de media O y varianza oi.

A la sucesidn a, se le denomina -ruidoblanco del

t

proceso. Sea B un operador tal que:

{32}
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entonces la generacidn de z_ a partir del ruido blanco

t

se realiza mediante un "filtro lineal” de modo que:
z, =+ V(Bla =u+a +yja g FU,a ot .. {33}

donde p es un parametro que determina el nivel del pro-
ceso y Y (B) definido por:

| Y (B) =1+1p113+¢252+... {34}

es un operador lineal llamado funcidn de paso del filtro.
La sucesidn wi puede ser finité o, infinita y convergen-
te, en éuyo caso se dice que el filtro es estable y el -
proceso estacionario. De este modo u es la media sobre la
gue fluctlia el proceso. En otro caso, el proceso no es es
tacionario y u no representa la media sino un punto dere

ferencia del nivel del proceso.

1.4,1.6.1,- MODELO AUTORREGRESIVO

En este modelo el valor actual del proceso vie-
ne expresado como una combinacidn liheal finita de los an
teriores valores del proceso m&s una variable a. Si se
denomina 2y Zt-l";‘ a los valores del proceso para va-
lores de t igualmente espaciados t , t-1, t-2,... vy Et'
Et-l"" a sus desviaciones respecto a p (Et==zt-p),en—

tonces:
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2y = 0q2Zp gt 02 ot ee ¢pzt—p+ a, 135}
se denomina proceso autorregresivo (AR) de orden p. Se

llama autorregresivo debido a gue un modelo lineal

zZ = ¢.%X, + X X '

z 1%, ox, + + ¢pxp + a {36}

que relaciona una variable dependiente z con un conjunto
de variables independientes X mé&s un término de error a

se dice gue es un modelo de regresidn.

Se define como operador autorregresivo de orden

- _ 2 _ _ p :
¢(B) =1-¢1B-¢,B ...~ {37}
y, de este modo, el modelo autorregresivo se escribe co-

mo:

¢(B)Et = a,

Dicho modelo contiene p+2 parametros, gue son Uy
¢l, ¢2,..., ¢p Yy di, gque se deben es#imar a partir de los
datos. E1 modelo es un caso del modelo de filtro lineal -
dado por la férmula {33}. Eliminando Et—l de {35} sustitu

yéndolo por:

2,17 ¢1zt—2 + ¢2Zt—3 + ...+ ¢p2t—p—l + ay_q
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y continuando con esta operacidn para Et-z’ etc., se ob
tiene finalmente una serie infinita de términos A ;-
Se tiene que ¢(B)Et==at lo cual es eguivalente
a Et==w(B)at con w(B)==¢_1(B)._Los procesos autorregre-
sivos pueden ser estacionarios o no. Si lo son hay que
elegir ¢ de modo que wl, wz, ... €n \1}(B)==c1>_l den lugar

a una serie convergente.

1,4,1,6,2,- MODELO DE MEDIA MOVIL

En este modelo el valor Et’ desviacidn de 2y =

respecto de U, se expresa como linealmente dependiente

de un nlimero q finito de variables a anteriores. Asi:

t-1i

z,=a,-6ja _,-6a _,-...-6.a {39}

t q t-q
Se denomina proceso de media mdvil (MA) de or-
den g. Los pesos 1,-81, -62,..., —Gq no necesitan sumar

1 ni tienen gue ser positivos.

Se define como operador de media mdvil de orden

B-6,8%°-...-06_.B% {40}

6(B) =1~-6 2 ’ q

1

As?, el modelo de media mdvil se escribe como
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{41}

y contiene g+2 par&metros y, el,..., by o2 gue deben

q a
ser estimados a partir de los datos.

1.4,1,6,3.- MODELO MIXTO AUTORREGRESIVO Y DE MEDIA MOVIL

Con objeto de conseguir mayor flexibilidad en
la ' estimacidn de las series temporales se utiliza un mo
delo que incluye una parte autorregresiva y otra de me-

dia mbévil. El modelo mixto tiene la estructura:

zt=¢lzt_l+...+¢p;t_p+at-elat_l- . -eqat_q
{42}
¢}
Cb(B)Zt = G(B)at {43}
que utiliza p+ g+ 2 parametros 1y, ¢l, ¢2,..., ¢p’ 61,

62,..., eq y oi que habréd que estimar a partir de los
datos. El proceso se denomina autorregresivo y de me-

dia mdvil ARMA de orden (p,q).
1,4,1,6.4,- MODELO NO ESTACIONARIO

Muchas series gque se quieren ajustar mediante

un proceso estocdstico no siguen un comportamiento es-
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tacionario y no varian alrededor de una media fija. Sin
embargo, si gue pueden tener un comportamiento homogéneo
y similar. Este comportamiento puede ser representado -
por un operador autorregresivo generalizado Y (B) en el

cual uno o mas de los ceros del polinomio VY (B) es un 1.

Asi el operador queda:
v(B) = ¢(B) (1-B)¢ - {44}

donde ¢(B) es un operador estacionario. Un modelo gene-

ral no estacionario correspondiente al operador Y(B) es:

d

P(B)z, = ¢(B) (1-b) "z, = 6(B)a, {45}
o, de otra forma,
¢(Byw, = 8(B)a {46}

donde

{47}

El operador V es equivalente a 1-B. En la préac-
tica, 4 toma valores de 0,1 y como mucho 2. E; proceso
definido por {46} y {47} proporciona un modelo para des
cribir series temporales estacionarias y no estaciona-

rias, y es llamado proceso ARIMA de media mdvil integra
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do y autorregresivo de orxden (p,d.,q).
El proceso viene definido por:

wt=¢wt+...+¢pwt_p+a -06,a -..-6_a {48}

t 17t-1 g t-p
donde w_ viene dado por {47}. Si se reemplaza W, Por z .-y

cuando d =0, incluye los anteriores modelos AR(p), MA(qg)

y ARMA(p,q).
Si se define el operador S como V-l de modo gue

-1 _ _ 2 :
vV Tz, =8z, —jéozt-j {49}

entonces z, = det Yy un proceso de media mdvil integrado
y autorregresivo ARMA puede decirse que se genera a par

tir de un ruido blanco a, mediante tres operaciones de

filtrado, como se muestra en la figura 9. En el primer

filtro la entrada es a, vy la salida e,.

=6(B)a, =a, - 06,a ce.=6_a {50}

¢ £ 7 Y1%-17 " T Pqt-q

En el segundo filtro la entrada es e, vy la sali

da w

w =¢—1(B)e R + e

t £ 91t pt-p " St

Finalmente el tercer filtro tiene como entrada

W, Yy como salida z aplicando el operador Sd.

tl
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1.4;2 -~ SERIES TEMPORALES. ESTACIONARIAS EN SENTIDO AMPLIO
1.4,2.1~ FUNCIONES DE VALOR MEDIO Y DE COVARIANZA DE UNA
SERIE
La funcidn de valor medio es constante y se va

a denotar por u. La funcidn de autocovarianza, gue sdlo.

depende de 1, y que se va a denominar Yy vale:
Yy = Cov{zt,zt+k} =E{ (zt—u) (zt+k-u)} : Ke2 {52}

La funcibén de autocorrelacidn wvale:

E{(z_-1).(z -u)}
o = t "t+k {53}

N V/ E{(zt—u)z}.E{(zt+k-u)2}

Puesto que la varianza c§==yo es constante, la

expresidn anterior queda de la forma siguiente:

Yk )
e . . 54
% Ty {54}
La funcidn de autocorrelacidn %(essimétricareg
pecto ak =0, tomando en ese punto el valor 1, seglin se puede -

observar en la figura 10. Por ello al representarlase sue

le dibujar para k > 0.

Las series temporales normales, en que las fun-
ciones de distribucidn de cualquier orden son normales,
quedan determinadas por sus funciones de valor medio y de

covarianza.
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FiGura 10
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Para estimar los valores de la funcidn de valor
medio y de la funcidn de autocorrelacibdn a partir de una
observacidn Zqs Zoseess 2y de N valores se han propuesto
diversos estimadores, siendo los mas satisfactorios los

siguientes:
. ' -1

-Media u: z=5
~-Funcidn de autocorrelacidn: P =

donde C, es el estimador de la autocovarianza vy, y vale:

_ 1N
Al

=k - - .

I(z -2) (2, _,-2) {57}
En la préctica, para estimar la funcidn de auteo

correlacidn, N ha de valer como minimo 50 con lo cual se

podréan calcular los r, no excediendo k de N/4.

k
En la identificacidn de modelos es necesario sa
ber si a partir de un determinado kX los sucesivos valo-
res de 0y se hacen o no cero. Para saberlo es necesario
conocer la varianza de Xy - Bartlett dio, para procesos
estacionarios y gaussianos, una aproximacién de Var{rk}

- _ 2 2
Var{r, } =5 2  {og+o  q -Pg_) =40 Pg-Pg_y +205. 01} 158}

Ssi Py Se anula para S >g resulta:
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- g
. L 24,
Var{r, } =£{1+2 . ;L 0c}; K>g {59}

Para utilizar la férmula {59} en la préactica, se

sustituye Pg POr I Bartlett dio otra expresidn para cal

S‘
cular la covarianza de Ty ¥ Tpoe

, 1 «
Coviry iy i) *Fedo Po Pose

Entre valores prdximos a Ty pueden haber fuertes
correlaciones, por lo que hay que tener cuidado al inter-
pretar las correlaciones individualmente. A veces se dis-

torsiona la forma de la funcidn de autocorrelacidn.

1.4,2.2,~ MODELO. GENERAL LINEAL
El modelo general lineal {33} es:

2, =&

el
£ =3 4k j -

t le-abﬁ) at+¢ﬁ.atﬁl+ub'at—2.+”°

donde §t==zt—§xes la desviacién del proceso respecfo a la
media, por tratarsé‘de un proceso estacionario. El ruido

blanco a, consiste en una Serie‘de variables aleatoriaé -
independientes de media nula y varianza ci. Por lo tanto,
al estar las distintas at incorreladas, su‘fuhdién de au

. o - ’ ) 2 0]
tocorrelaczqn E{at,at+k} vale o, si k#0 y cero en otro

caso.
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El modelo se puede poner también como Et==1p(B)at
O como n(B)§t==at donde el operador 7(B) se define de una

forma andloga a Y(B). Resulta adem@s que:

m(B) Y(B) =1 . {60}

1.4,2,2,1.,- FUNCION GENERATRIZ DE AUTOCOVARIANZA

Para un modelo lineal la funcidn de autocovariag

za es:
Y. =E(z,_,2 )=02°§\p ! {61}
k t"“t+k aj=0"3 " "j+k
Yy su varianza
_ 2 _ 2 T 02 ,
Yo = 9, = 93 jéo wj {62}

. 2 . .
La serie wj sera convergente si la varianza ci

es finita. La funcidn generatriz de autocovarianza se de

fine como:

Y(B) =, .7, B {63}

= -

que también se puede poner de la forma siguiente:

Y(8) = o2 ¥(B) ¥(B ™Y {64}
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1.4.2.2.2.- CONDICIONES DE ESTACIONARIEDAD E INVERTIBILIDAD

Para que un proceso lineal sea estacionario las
condiciones de estacionariedad egquivalen a gue la serie
Y(B), funcidn generatriz de los peSos Y, sea convergente

para |B|< 1. |

La condicidn de invertibilidad, que consiste en
gue la serie ﬂ(B)==jZOwj .Bj sea convergente para lBl<l,
junto a la de estacionariedad son condiciones necesarias
y suficientes, si fijamos 0,r para obtener unicidad de -
representacidn en los modelos lineales ARMA, con una fun

cibdn de autocovarianza dada.
1,4,2,3.- PROCESOS AUTORREGRESIVOS 2R (p)
Los procesos autorregresivos AR(p) tienen la ex

presidn siguiente:

zt.= ¢lzt—1 + ¢2zt_2 + ...+ 02

pZt-pt 3¢ {65}

son invertibles y, estacionarios si los ceros de ¢(B) es

t&n fuera del circulo unidad.

La funcidn de auntocovarianza se obtiene tomando

esperanzas de la expresién"{GS},multiplicada por Et+k'
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Ye T 01¥k-1 * Vgt e HopY gt K> 0 {66

y la funcidn de autocorrelacidn resulta:

P = bqPp_q * ¢2pk_2-+...-+¢ppk_p {67}
que es equivalente a:

La funcidn de autocorrelacidn es una mezcla de

exponenciales y sinusoidales amortiguadas.

Para determinar el orden de un proceso AR a ajus
tar a una serie dada se emplea la funcidn de autocorrela-
cidn parcial que tiene un nGmero finito de términos no nu
los, mientras que la funcidn de autocorrelacidn tiene un

nmero infinito de ellos.

1.4,2,4,~ PROCESOS DE MEDIA MOVIL Ma(q)
El modelo que se utiliza es del tipo:
z -...=-8_a,__ {69}

Los procesos son invertibles y, estacionarios si

los ceros de 6(B) esté&n fuera del circulo unidad.
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La funcidén de autocovarianza del proceso es, to

.z

mando esperanzas de los productos C Eak

Yk = E{(a_ -6

£ 18 - ... -Q

-1 ®t-g’ Btk " 01%-k-1 "
- _eqatfk—q)} {70}

Por lo tanto la varianza del proceso es:

_ 2 2 2, 2
Yo = (l-i-el + 62-+..u+61)0a {71}
Y
2 -
Vg =
0 k>g
{72}

La funcidn de autocorrelacidn gueda:

_ f@k-+616k+i +.J,+,Oq_k6q 1733
Px : 14.924-62 + + 82
1 2 "°° aq

para valores de K comprendidos entre 1 y g, siendo cero

para valores de K mayores que g.
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1.4,2.5,- PROCESOS AUTORREGRESIVOS Y DE MEDIA MOVIL ARMA(p,q)

Los procesos ARMA(p,qg) a utilizar tienen la forma

siquiente§
. zt=¢1zt—1+"‘+¢pzt—p+at-elat-l—"‘"eqatnk {74}

La funcidn de autocovarianza se obtiene como en

los casos anteriores:
Yk=¢lyk_l+- . '+¢ka_p+Yza (k) ""el'Yza(k"l) e e 0™

-6 (k-q) {75}

q'za

kdon&e yza(k) es igual e E(Et+k ‘aé) y, por tanto, vale 0

para k>0 y distinto de cero si k< O0.

Para k» g+l resulta:

Yk = ¢1Yk_l + ¢2Yk___2 LR ¢ka*p {76}
vy la funcidn de correlacidn

P = 93Pk_q ¥ PpPpgte et S0y g {77}

$(B)p, = 0
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Los valores oi(i<<3) se calculan a partir de -
{75} y dependen de ¢k y ej. Luego, los siguientes valo-
res se obtienen mediante los p valores pq’pq-l""'pp4q+l
'y la ecuacidn {77}.

Si p<qg la funcibn de autocorrelacidn consiste
en/una mezcla de exppnenciales y sinusoidales amortigua
das, cuya naturaleza queda determinada con el polinomio
$(B) y los valores iniciales. Si p» g hay p-g+l valores

iniciales (po,pl,...,p ) gue no siguen el comportamiég

p-q
to general. Estos hechos son fitiles para identificar los

procesos mixtos ARMA,

En la figura 11 se pueden observar las regiones
admisibles para los paraémetros y los valores de Py ¥ Py
en los modelos AR(2), MA(2) y ARMA(1l,1), condicionados a

la estacionariedad y a la invertibilidad.
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1.4,3,- ESTADISTICA DE VALORES EXTREMOS

Se introduce la problemdtica de los valores ex-

tremos mediante un ejemplo sencillo:

En un pabelldn de deportes supdngase que la ilu -
miﬁacién falla cuando dejan de lucir K de los n puntos
de luz existentes. Para poder determinaf cuando va a fa
llar la iluminacidn hay que conocer el comportamiento -

del K-é&simo punto de luz gue falla.

Sean Xl, Xz,..., Xn n variables aleatorias, que
en el ejemplo anterior representarian el comportamiento
de .cada uno de los n puntos de luz, y Xqr Xgreee X . nVE
lores tomados por cada una de las variables aleatorias.

Sea,

el conjunto de valores ordenados. A la funcidn X(k) que
toma el valor x(k) se le llama estadistico de orden k.
Puesto que X_. sin ordenar son variables aleatorias, los

J

estadisticos de orden, que resultan de ordenar xj tam-

bién lo son.

En determinadas aplicaciones précticas interesa
conocer el comportamiento de los estadisticos de orden

k y en particular el comportamiento del méximo y el mi-
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nimo, que se denotarén por Z, y"Wn

3
|

= max(xl, Xoreoes xn) {79}

=
I

= min(Xl, X X_) {80}

2,.0-, n

Las distribuciones correspondientes de los esta-

disticos de 6rdenes 1 y n se representan por

H (x) = P(2_ < g) | {81}
Y

L (x) = P(W < x) | {82}
respectivamente.

Cuando el nfimero n se haga muy grande las distri
buciones de los estadisticos de ordgn degeneran, salvo -
gue se normalicen con constantes que dependan del nlmero
n. El objeto de la teoria asintdtica es hallar condicio-
nes para la existencia de estas distribuciones no degene
radas. Por otro lado se pretendén determinar las mismas

y las constantes de normalizacidn.

Para el caso de n—++«® resultaria, que, siendoan

vy bn > 0 constantes de normalizacibn,

2 =-a _
lim p(-llb—-ﬂ <z) = lim H (a_+b z) =H(z) {83}
n .
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vy, siendo S dn > 0 otras constantes de normalizacibn,

CW_-c¢ ‘
X n n v Ly =
lim P("-E;_“ < z)=1lim Ln(cnf+dnz) L(z) {84}

' S8i se considera el conjunto de variables aleato
rias -X,, 'XZ"""-Xn la distribucién del minimo

-X ~-X_)

2,.'0, n

mi§(~xl,

tiene el mismo tratamiento que la distribucidn del méxi

mo de Xl’ x2""’Xh
maX(le Xz re e ,Xn)‘

Por lo tanto, gueda de manifiesto que todo cuan
to se diga respecto a la distribucidn del méximokzn tie
ne su'correspondencia en la~distribucién del minimo Wn§r
‘viceversa. Lo mismo ocurre con los estadisticos de orden

k y n=k+1.

1.4,3,1,~ CASO DE VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES E
IDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS
En el caso.de gue las variables aleatbfiaé sean

~independientes y estén idénticamente distribuidas (i.i.

d.) con funcién de distribucidn



- 66 -
F(x) = P(xj < x) {86}

las fdérmulas {81} y {82} se convierten en

L}

P(Z_ < %) H‘n‘('x) = F(x) {86}

it

PW, >x) =1-1L(x)=(1-Fx)" {87}

Los dos lemas siguientes son dos acotaciones gque
se utilizardn en los teoremas posteriores. Tanto los le~-
mas, como los teoremas de este apartado 1,4,3, se hallan
demostrados en el libro "The Asymptotic Theory of Extre-

me Order Statistics", cuyb autor es J. Galambos.

LEMA 1.- Para cualquier z, 0 < 2 < %,.se tiene

e ™2 (1-2)"{exp(2n z2)-1} < (1-2)P< e7PZ {88}
La desigualdad {88} sigue cumpliéndose si 0< Z< 1.

LEMA 2.- Sea n>» 1 un nfimero entero. Entonces, pa

-ra cualquier entero S>» 0, resulta

28+1 25 : o
k n L ko ko
127 € (1-2) " < L (-1) T () 2 {89}

. k.n
Lo (-1)

(x

Los dos teoremas siguientes suponen sendas acota

ciones interesantes de las distribuciones del méximo y -
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del minimo. El1 error cometido en la evaluacidn de las =
distribuciones depende de n y al aumentar n se va hacien

do m&s pegueho.

TEOREMA 1.~ Sean Xl’ Xz,..., Xn variablesvaleatg
rias i.i.d. con. funcidn de distribucidn P(x). Sea x tal

gue cumpla

1

1-F(x) <
2,/n

{90}

Entonces, para n>l,

T(x)-éhfl-F(x)}zpn(x)-<p(zn<<x)<T(x)'{91}

donde
T(x) = expi-n(1-F(x)} {92}

TEOREMA 2.- Sean X1’ Xz,..., Xn variables aleato

rias i.i.d. con funcidn distribucidn F(x). Sea x tal que

1
2,/n

F(x) < . {93}

Entonces, para nyl,

UG = 4n B2 () {1-F (%) )P <P (W, > 1) <U(x) 194)
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donde
U(x) = exp{-n F(x)} {95}

Para el célculo de a, vy b, c v d, vy lasdistri

buciones limite,resultan (tiles los corolarios 1 y 2.
COROLARIO 1.- Supdngase gue existen sucesiones
ah‘y bn > 0 de nUGmeros reales tales que, para cualquier
.valor de y, cuando n~+» , existe el limite
lim nil-F(an-+bnY)} = u(y) {96}
‘Entonces, para n-++4o,
lim P(z_ < a +b_ y)= exp{—u(y)}i {97}
COROLARIO 2.- Supbngase gue existen sucesiones
c, Y dn > 0 de nfmeros reales tales que, para cualquier
valor de y, cuando n=++ ¢, existe el limite
limnF(c +d y) = w(y) {98}

Entonces, para n=>+© ,

lim p(wn <c +d y) =1 - exp{-w(y)} {99}
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El teorema gue viene a continuacidén supone otra
acotacidn de la distribucidn P(Zn<:x). Para la distribu

cidén del minimo existe un teorema an&dlogo.

TEOREMA 3.- Sea Xl’ Xz,;.., Xn un conjunto de va

riables aleatorias i.i.d. Se define S, n(;'x) como
‘ . ¥

S | k =0
IP(X, » X X » Xe.., X o3 X) k31

{100}

Entonces, para cualguier nQmero real x y para -

cualguier entero S >0,

kLo (-7 Sy (x) < P2, <x) <o (-1) Sk’n(x){lOl}

La importancia de este teorema es que se sigue

cumpliendo aun en el caso de que la sucesibn X. no sea

- de variables independientes.

1.4,3,1.1,- LIMITES DE LAS DISTRIBUCIONES DE EXTREMOS
Sea Xl,‘Xz,;.., Xn un conjunto de variables alea

torias. Si se ordenan en forma de sucesidn no decrecien~ .

te se tiene gue

< v & X, {102}
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De este modo el estadistico de orde K viene ex-

presado como Xk . A los estadisticos de orden K y n=-k+1

se les denomina también extremos k-&simos inferior y su-
perior respectivamente. Si n aumenta indefinidamente el

estadistico de orden K sigue teniendo todo su sentido.

Sean

Aj(x) = {Xj > X}y Bj(X) = {Xj < x} {103}

Entonces para los estadisticos de orden k y n-k+1

'{Xj> x} ={a lo sumo ocurren K-1 de Bj (%), 1¢3ig n}

{104}
{Xj<<x}=={a lo sumo ocurren K-1 de Aj(x), 1< j< n}

{105}

Si se denota por vn(A,x) y v,(B:x) al nimero de

Aj(x) Yy Bj(x) para los gque szax Y Xj<:x, respectivamen-

te, entonces las distribuciones de Xk:n Y X _k+1:n Vvie-

nen dadas por

kel e -
P(Xp.n? %) = {2y PV (Byx) =t) - {106}
Y por
P (X <x) =31 pv_(a,x) = t) {107}
n-k+1:n =20 n's? :
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Si K es fijo y n tiende a +« el nfimero de tér-

minos del sumatorio es fijo.

Sea Cl’ C2"‘ ++ C, un conjunto de sucesos y v, =
= vn(C) el nGmero de los mismos que ocurre. Se define

SO:n:l Y para K21,

sk n = I P(ci ,ci .'..ci‘) {108}
' 1<il<i2<;”<ik<n 1 2 k

Si k >n entonces se dice que § es cero.

k,n

Esta definicidn de Sk n Se va a utilizar en el
’ r
teorema 4, gue da un valor exacto de P (vn = t) para poder -

trabajar con {106} y {107}.

TEOREMA 4.~ Sean n» 1l y 0 t<n dos nlmeros ente

ros. Entonces

)S {109}

k+t,n

Ademds, para cualguier valor entero S»0,

25+1

 k k+t 28 + 2, 25+t+2
kLo DTS e 0 T T I S054k42,n €
<Py =t < %f -1k Kty g _ 3§i5{23+t+1)s
n S kE0° t k+t,n n-t t. 25+t+1,n

{110}
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1.4,3,2,~ CONVERGENCIA DEBIL PARA VARIABLES INDEPENDIEN
TES E IDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS

Una sucesidn Un de variables aleatorias, © sus
funciones de distribucibn Rn(x), se dice gue converge -
débilmente si, cuando n-++« , existe el limite lim Rn(xk=
= R(x) en todos los puntos x de continuidad de R(x). El
problema que se plantea agqui es el de encontrar condicio
neé'para F(x) bajo las cuales Zn( o Wh) puedan ser norma

lizadas por constantes a, Y bn1>0 de modo gque

converjan débilmente a distribuciones no degeneradas.

Segfin lo anterior, para una sucesidn Xir Bprenes

X de variables i.i.d. los limites, en sentido de conver

r X

~gencia dé&bil, de las distribuciones del m&ximo y del mi-

nimo son, cuando n -+,
Lim F'(a, + b %) = H(x) {111}
Lim{l-F(e, + d_ x) 1P =1-L(x) {112}
Ademés, se definen o(F) y w(F) mediante

a(F) = infi{x : F(x) >0} | {113}
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w(F) = sup{x: F(x) <1} | {114}

Evidentemente o (F) es =~ & finito, y w(F) es fi-

nito & +ow,

1.4,3,2,1,- DISTRIBUCIONES LIMITES PARA EL MAXIMO Y EL
MINIMOS: CONDICIONES SUFICIENTES

Los siguientes teoremas sirven para, dada un fun
cibén de distribucidn F(xj) de una sucesibén de variables
i.i.d., saber qué distribucién limite tiene (para z 6
Wn) si verifica unas determinadas condiciones. Los teo-

remas dan ademéls las constantes de normalizacidén.

TEOREMA 5.- Sea w(F) =+, Supbngase gue existe

una constante y >0 tal que, para todo x, cuando t =+ +«,

1= F(ER) =Y
lim m = X {115}

Entonces existe una sucesidn bn>»0 tal que, pa-

ran-++o,

lim P(2 <b, x) = H (x) {116}

donde

| (exp(-x"Y) si x>0 N
Hl,y(x) = 0 en otro caso {117}
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La constante de normalizacidn bn se puede elegir

como
b_ = inf{x : 1-F(x) < :}{} {118}

TEOREMA 6.- Sea w(F) un valor finito. Supdngase
que la funcidn de distribucibn F* (x) =F<wm'—§) , x>0,
satisface la condicidén {115}. Entonces existen sucesio-

nes a,.y bn:>0 tales que, cuando n-++,

lim P(2z <a +b  x) =H, _(x) {119}
donde -
; 1 si x>0
H _ , : '
2,y = exp(-(~X)Y) si x<0 {120}
Las constantes de normalizacibn pueden elegirse
como
a, = w(F) {121}
y
b, = w(F)ﬂ-—inf{x:.‘l—F(X){%} ' {122}
TEOREMA 7.~ Supdngase que, para un nGimero a fini
to,

O (1-p(y)yay <+ {123}
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Para o(F) <t < w(F), se define
R(t) = (1-F(e)) T (0T (aery)ay {124

Supdngase gque, para cualquier valor real x, cuan

do t~>w(F),

1-F(t+x R(t)) -X

lim ToFE) = e {125}

Entonces existen sucesiones a y bn,>0 tales que,

~cuando n=+>+ o,

lim P(Zn'<an+bn x) = H3’0(x) {126}
donde

Hy o(%x) = exp(-e™™), =-—=<z<+ e {127}

14

Las constantes de normalizacidn se pueden elegir
como

a_ = inf{le-F(x)< i} {128}

n n
Y

b, = R(ay) {129}

Estos tres teoremas agotan las posibilidades para

la existencia de distribucidn asintdtica del méximo de un
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conjunto de variables i.i.d. Si F(x) no entra dentro de
uno de estos teoremas; entonces no existen constantes -
de normalizacidn que hagan que {111} se verifique. Si se

cumple {111} las constantes a  y b, no son @nicas.

'En;rélacién con la distribucidn del minimo los

teoremas se convierten en

"TEOREMA 8.~ Sea a(F) =-«, Supbngase gue existe
una constante Yy >0 tal gue, para todo x >0, cuando t+ -,
R (tx) _ -y -
lim W = X {130}
Entonces existe una sucesidn dn:>0 tal que,cuan

dO n—)'-my'

lim P(W, < &%) =L, ,(x) {131}
donde
1-exp(é(-z)-Y) si x<0
Ly z< . ~ {132}
1 ' ; si x>0
La constante de normalizacién d, puede elegirse
como

= el o TlLy ¢ L : .
d, = sup{x : F(x) < n} | {133}
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TEOREMA 9.- Sea a(F) un valor finito. Supdngase
que la distribucidn F*(X) = F(d(F)-F%O, x>0, verifica -
la condicidén {130}. Entonces existen sucesiones Ch Y dn>0

tales que, cuando n—~+«,

lim‘?(wn<cn +d, x) = Lzﬁ,(x) {134}
donde
l-exp(-xy) si x>0
Ly, (%)  = _ | {135}
{0 si x<0
A |
Las constantes de normalizacidn se pueden elegir
como
c, = alF) \ - {136}
y
a_ = suplx : F(x) < &} -a(F) . {137)
TEOREMA 10.~ Supbngase que, para un valor a fi-
nito, |

e mF@ay< +e | {138}

Para t >a(F) se define
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_ 1 -t »

- Supbngase que, para cualquier valor real x, cuan
do t - cx(‘F) '
CF(E+x r(t)) x

lim 1) = e ) - {140}

Entonces existen sucesiones c, Y dn >0 tales que,

cuando n—+ - ,

lim P(W <c  + 4 %) = I‘3',0(X) , {141}

donde

Ly o(%) = 1-exp(-e¥), —w< x < +» {142}

’ .

Las constantes de normalizacidn se pueden elegir
como

o = suplx:F(x)< %} {143}

n 5 , .

Y

d, = ricy) {144}

1,4,3,2,2,- OTRAS POSIBILIDADES PARA LAS CONSTANTES DE
'NORMALIZACION

Las constantes de normalizacibn a

n’ b‘n' Cn¥Y dn'



- 79 -

utilizadas en los teoremas anteriores,no son Gnicas, como

se va a ver a continuacidn.

‘Sea‘Yn una sucesidn de variables aleatorias y su

pbngase gue, con COnstanteé Cn y Dn>>0,»cuando n- 4o,
lim P(Y_<C + D Xx) = G(x) | {145}

para todos los puntos en que G(x) es continua, siendo G(x)

una funcidn de distribucidn no degenerada. Escribiendo

. . : n_“‘_g . .
P(Yn<<cn + D x) = P(B; 5. < x) {146}

se ve gue, si Dn-++<n, al cambiar Cn por Cg gue verifique
que Cn/Dn,+ 0, cuando n—++«, no se modifica el limite ~
'{145}. An&logamente, se puede cambiar D, por D* que debe

verificar queD;/Dn -+ 1, cuando n=++ =,

LEMA 3.- Sea Y, una sucesidn de variables alea-
torias. Sean Cn y Dn > 0 dos sucesiones de nfimeros reales
que verifiquen {145}. Sean C*¥ y Df > 0 dos sucesicnes de

nimeros reales que satisfagan, para n++«,

. C_ - C* | | :
lim 22 = 0 ~ {147}
n
lim 5 = 1 {148}
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Entonces se cumple {145}, para todos los puntos
en que G(x) sea continua, cuando Cn y/o Dn se sustituyen

por C; y/0 D;, respectivamente.

Los dos teoremas siguientes se refieren a la es-
tructura de las constantes de normalizacidn a,y bn en el

primer caso y c, Y dn en el segundo.

TEOREMA 11.- Sean a, Y bh > 0 dos sucesiones de
nlimeros reales tales que satisfagan la expresidén {83}. -
Entonces, para un nmero entero m>» 1, cuando n-+o, exis

ten y son finitos los siguientes limites

. nm n - .
lim — 5 A | o {149}
b ‘
lim —— = B > 0 {150}
m
n .
Adem&s
H(x) = Hm(Am' + B_ x) 1151}

TEOREMA 12.- Sean ¢, ¥ dn dos sucesiones de nfi-
meros reales que verifican {84}. Entonces, para un néme-
ro enterom»1, cuando n++«, existen y son finitos los

siguientes limites
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Com = Cn ,
lim —————a-l;—- = AI?I {152}
lim EEIE = B* # 0 {153}

da m

n
Ademés
1-L(x) = {1-L(a* + BX x) Yo {154}
1.4,3.2.3,- DISTRIBUCION NoRMAL N(0,1)
La distribucidn normal
-1/2 (x _-y%/2 .

F(x) = (2m) [ dy {155}

donde y es arbitrario, verifica las condiciones del teore-

ma 7 por lo gue, con las constantes de normalizacidn

| %(.lpg. log n + log 4m)

a = (21log ny /2 {1561}

(2 logn) */*

b_ = (2logn) /2 {157}

n

(Zn - an)/bn converge dé&bilmente a H3'0 (x).

Como la distribucidn normal F(x) es simétrica -

respecto a cero, se pueden utilizar las constantes cn=-'a

n



- 82 -

y &, = bn para la convergencia de (Wn - cﬁ)./dn.

1.4,3,2.4,- DISTRIBUCION LOGARITMICO-NORMAL

Si X>0 y logX sigue una ley normal, entonces
se dice que X tiene una distribucibén logaritmico-normal

Ast

-1/2 4\'§ngx e—u2/2

2 amOo

F(x) = (2m) du, x>0 {158}

Para las constantes definidas en {156} y {157},

gue se denotan por a; Yy b;, se tiene que, cuando n=++«,

P(log z, < a* + b¥ x) *kexp(-e-xq) {159}

Ssi ciiesarrol.'La'mos'exp(a\;‘1 + b;‘l X) en serie de Tay

lor, para |v|<1,

2y

exp(aX + b} x) = exp (a;)'f{.l-t-b;x + v (b¥x) =

exp(a¥) +bX exp(a%) (1+v b*x) x

Cuando n++® , 14V b} x+1 y ademds, por el le

ma 3,

. | . . .
lim P(Zn<exp(‘an+rb§x}) lim P(Zn<an+bnx)

{160}
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con

an=exp(a;) Y bn=b; exp(a;)

La distribucién limite es exp(-e ). An&logamen

te, para el minimo,

. : X :
lim P(Wn<cn+dnx) 1-exp(-e) {161}

donde

c exp(-a*) y b b; exp(-a;)

1.4,3,2.5,- CONVERGENCIA DEBIL PARA LOS EXTREMOS K-ESIMOS

Las funciones de distribucidn de los estadisti-

cos de orden k y n-k+1, Xk n y Xn-k+1:n son:

K

= Kzl /n t n-t -
P(X, . % 2) = Lo (D) {F(2)}{1-F(2) "7 {162}
y
P(X) 4 ,1< 2) = 1L () 11-F(2)15{F (2) 177"

{163}

Como k es fijo, la cuestidn de la existencia y
de la forma de las distribuciones limites de los estadis
ticos de orden k y n-k+l se reducen a las del méximo y

el minimo, segfin se expresa en los siguientes teoremas.
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TEOREMA 13.- Para sucesiones a, v bn3>0 de ni-
meros reales, y para un nimero entero k>1 fijo, cuando

n~++co,

(a_ + and = P(X

Fn--k-!—l:n n < an4'an)

n-k+1l:n

{164}

converge dé&bilmente a una funcidn de distribucidn H(k)(x)

no degenerada si, y sblo si,

Hn(an+bn.x)'= F :n(an+an) {1651}

n

converge débilmente a una funcibn de distribucidn H(x) no

'degenerada. si‘H(k)(x) existe, entonces, para u(H)<x<w(H),
(K) oy _ oy Kel

z é%{lpg ﬁ%;f}t -~ {166}

donde H(x) es del tipo Hl,y(x)’ H2 (x) 5 H3,0(x).

rY

TEOREMA 14.- Para sucesiones C, Y dh:>0 de nGme

ros reales, y para un nimero entero k>1 fijo, cuando n-++w
CFyunleq + 4, %) = P(X < c o+d x) {167)]

converge débilmente a una funcidn de distribucién L(k)(X)

no degenerada si, y solo si, -
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Ln(cn-fdn X} = F

; 1:n(cn + dn x) {168}’

converge débilmente a una funcibn dé distribucidn L(x) no

kdegenerada;~8i L(k)(x) existe, entonces, para o (L) <z<w({L),

‘k)(x>-1 11-0.(x) 150 Si-log(i-L(x))"
{169}
donde L(x) es del tipo L, Y(:‘c), L) 8 Ly (x).

1.4,3,2,6,~ DISTRIBUCION NORMAL

‘Para la diétribucién normal definida en {155},
con,ias constantes de'normalizacién an, bn, c, Y dn defi
nidas a continuacidn, se pueéen‘éplicarllos teofemas 13
y 14. Resulta que, para k»1 fijo, cuando n=++®,

K=l 3, e"tx

T m _. "X
< an-%bn:d = exp(-e ) ZO

lim E(Xn-k+l:n

{170}
. : o) m 1 e (osXyKel 1l X
lim P(ka< cn+dnx) = 1 - exp(~e )tgo T ©

{171}
1.4,3.,2.7.- VELOCIDAD DE CONVERGENCIA

Al estimar el error cometido en la sustitucidn

de las distribuciones de extremos exactas por sus formas
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limites, dichas estimaciones sirven pata determinar el -
tamano de la muestra requerido para la aplicacidn de la
teoria asintdtica cpando las observdciones sean indepen-
dientes. Se supone que la distribucidn F(x) de la pobla-
cidn ha sido elegida correctamente. Por lo tanto, los -
errores son debidos al paso al limite cuando el tamaiio de

la muestra aumenta indefinidamente.

Sea En uno de los extremos del conjunto Xj i.i.d.
' 8i F(x) es la funcidn de distribucidn de Xj y, cuando -
n-++, con constantes de normalizacin a.y bn2>0, exis-

te el limite
lim P(E_<a_ +b_ X) = R(x) {172}
entonces el error cometido viene dado por

An(X} =An(x_; En’ a s bh) =P(En < an-b-bn x} - R{x)

{173}

Para acotarlo se utilizan los teoremas siguien-

tes,

TEOREMA 15.- Sea H(xX) una de las pbsiblés dis-
tribuciones de valores extremos para el m&ximo de un con
junto de variableS'aleatoria§ iji;i;d. con funcibén de
distribucién F(x). Dadas dos sucesiones a 'y bn:>0 de -

nimeros reales, sea
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z, (x) = n{l-F(an-+bn x)} {174}
Y, para todo x que haga H(x) >0,

p, (x) = 2_(x) + log H(x) {175}
Entonces, si x hace H(xX) >0 y Zn(x)/ngi%,
IP(Zn<an+bnx)-—H(x)|<H(x)'{rl’n(x) +

+r2’n(x)+rl q (%) r2,n(x)} {176}

14

donde
222 (x) 2zf}(><)_..l )
) (%) =—— 4 T3 {177}
I C
r2,n(x) = Jo (x)]| + — =% {178}

con g<1 y s<1 tales que % Zi(x)/n<q yl %lpn(x) | < S.

TEOREMA 16.~ Sea L(x) una de las distribuciones
de valores extremos para el minimo de un conjunto de va-
riables Xj i.i.d. con funcidn de distribucidn F (x)..Dadas

dos sucesiones C, Y dn>>0 de nfimeros reales, sea

2 (x) =n F(c + d x) {179}



- 88 -

y, para x tal que L(x) <1,
P (%) =2, (x) +1og(1 - L(x)) {180}
Si x hace L(x) <1l vy Zn(X)/ngé, entonces
1P(wn}<cn+dn x)-L(x) | < (1~L(X)5{rl'n(X)-Frzfn(X) +

r

+ rl,n(X) r, n(x)} {181}

donde r; _(x) y r,  (x) vienen definidos por {177} y {178}
14 r

respectivamente,

Las estimaciones de la velocidad de convergencia
de las distribuciones limites de los estadisticos de or-
den k y n-k+l1 se puedenreducir a los casos del mé&ximo y -

del minimo.

1.4,3.3,- CONVERGENCIA DEBIL DE EXTREMOS EN EL CASO GENERAL

Hasta ahora se ha éupnésto que las variables alea
torias.xj, 1<¢j<n, son independientes y tienen idéntica
funcidn de distribucidn. En muchas aplicaciones pré&cticas
esto no ocurre pues el conjunto de factores a 1os‘que'ha-

. son dependientes unos de

cen referencia las variables X:J

otros.
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A continuacidn se van a estudiar otros tipos de
sucesiones de variables aleatorias Xj gque no sean indepen

dientes y con idéntica funcidn de distribucidn.

1.4,3,3,1.- SUCESIONES GAUSSIANAS ESTACIONARIAS

Sea Xl’ Xoree.y X, una sucesidn estacionaria de
variables aleatorias. Supbngase adem&s que, para todo -
n>»l, la distribucidn del vector (Xl’ X2,..., Xn) es nor
mal de medias E(Xj)==0 y varianzas V(Xj)==l. Esto signi-
fica que (Xl’ X2,..., Xn) tiene una funcidn de densidad

de la forma

e /2 1 -1
= Ry = IR exp(-3 x R ~ x') {184}
fn(X) fn(.X,R) {?.}Wi 2

donde R es una matriz'cuadrada de orden n definida posi-
tiva cuyo t&rmino r(i,j)==E(XiX£5, |R| es su determinan-
te, x= (xl, Xogreess xn) y X' es el traspuestodex. Por la
hipbtesis de estacionariedad resultd que r(i,j)==rm, don
de m=|i-3j| y por la hipdtesis de los dos primeros mo-

mentos resultélr(j,j)==l, con j »>1.

Una sucesidn finita que ferifica todo lo ante-
riormente dicho se dice gue es Gaussiana. Una sucesidn in
finita Xl’ XZ"" es Gaussiana si, para todo n 21, xl’XZ’

ooy Xn es Gaussiana. Una subsecuencia de una sucesidn -
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Gaussiana también lo. es.

Los teo.femas siguientes dan la distribucidn asin
tbética de Z bajo distintas hipétesis del valor r . Por -
simetria de fn(x) los resultados son validos también para
Wn. .

TEOREMA 17.- Sea Zn (r)' el maximo de una sucesidn
Gaussiana Xl’ .X2 Feoey Xn de media cero, varianza unidad y
correlacibn constante r =r(n). Sean

-1/2 {185}

o2
1t

(2 logn)

I S § : '
a = 5; - 3 b (loglogn+ log 47) {186}

S§i, cuando n++«, r(n)logn converge a un va-

lor finito 1, entonces (Zn(r) - ah)/bn tiene una distri-

bucidn H(x) limite. Si 7=0, H(x) =H, 0(x)' =exp(-e—‘x) '
. 14
mientras que, para 1 >0, H(x) es la convolucidn de

-1/2y

(x+7) v ®(x(2T) donde %(x) es la funcidn dedis

H3 o
tribucidn normal N(0,1).

Por otra parte, si r(n)logn-++ =, entonces, cuan

do n*>+«,

lin P(z_(r) <a_(1-1)7/2+x r1/?) = o (x) {187}
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Este teorema muestra gue la forma limite de -
Zn(r) , normalizada adecuadamente, depende de la relacidn

entre r(n) y logn.

TEOREMA 18.- Sea X., Xz,’. .. una. sucesidn Gaussia

na estacionaria con media cero y varianza unidad. Supdn-

~gase que las correlaciones r j+m) verifican que

m=E(Xj X

T logm~=0, cuando m-++® . Entonces, para n=+«,

3,0(5:) - {188}

P(Zn < an‘+ bn X) -+ H
donde a_  y b estén definidas en {186} y {185}, respecti

vamente.

TEOREMA 19.- Supdngase que r, logm tiende a un
valor T finito y positivo. Entonces, cuando n - + « , -

(Zn— ah)/bn tiene una distribucidn limite H(x) que es la

convolucién de Hy (%) y ¢(x(21:)_l/2) .
= 4

TEOREMA 20.- Supdngase que, cuando m-+ o, r, es

1/3

decreciente y rm(log m) tiende a cero, aunque T logm

aumente y tienda a+«. Entonces, cuando n-++ o,

1/2

Lim P (2 < (1—::n)1/2.an +x. /%) =000 {189)
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1.4,3.3,2.,- DISTRIBUCION ASINTOTICA DE LOS EXTREMOS
K~ESIMOS |

El teorema siguiente da un criterio que garantil
za la existencia de constantes de normalizacidn para las
que todos los extremos, inferiores y superiores, tienen

distribucidnes limites.

TEOREMA 21.- Sean las variables aleatorias Xl,
X2,..., Xn vy las sucesiones a, y bn:>0 de nmeros reales
tales que, para un nlmero entero j>1 fijo, existe y es

finitoc en un intervalo (o,w) el limite

lim Sj (a  +b, x) = uj(X) {190}
donde
5300 = 1<iy <, S 1< e S N Xif .
{191}

Supdngase que converge la serie

00

U () =z, (-1 FFEE

G (¥, a<x<o

{192}

Entonces, para a<x<w, cuando n~++®,

lim P(X a_+b_x) 5 3 U, (x) {193}

n—k+l:n
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Este teorema tiene el siguiente corolario:

COROLARIO 3.~ Supdngase que u:j (x) =uJ(X)/j!, sien
do u(x) > 0. Entonces la serie para Ut(X) converge para to-
‘do X gque haga u(x) finito. Adem&s, cuando n=+«,

-u (%) k=1 nt.(

. o) = x) -
lim P(X, _p4q1.n< 3pthb x) = e tLog —gi— (194}

Para el estadistico de orden k, Xy . €xisten un

teorema y corolario correspondientes.



CAPITULO II

INFLUENCIA DE LA LONGITUD EN
LA RESISTENCIA A FATIGA DE

UN ELEMENTO
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2.1,- INTRODUCCION

En los puentes de tendones atirantados oblicuos,
en cuyo cédlculo apérece la resistencia a fatiga de los
tendones como aspecto.determinante, pueden presentarse
longitudes del tenddn de hasta varios cientos de metros.
Los resultados obtenidos en los ensayos de fatiga, que
sirven de base para el c&lculo, esté&n referidos a probe
tas que en el caso normal no sobrepasan los 2 metros de
longitud; -incluso para tendones de alambres paralelos,se
vienen utilizando habitualmente, como probetas, alambres
de 200 milimetros de Jongitud, por condiciones de méqug
na y economia de ensayo. -

¢

Ante la imposibilidad fisica de ensajar longitu-
des reales del tendén,.seiimpone la necesidad de deducir
unas férmulas tebricas que permitan extrapolér hasta lon
gitudes reales los resultados obtenidos para las longi-

tudes reducidas del'énsayo.

La significacidn de este par&metro en el c&leculo
a fafiga merece una especial atencidn. Andra/Saul son -
los primeros en advertir al calculista sobre la influen
. cia de la longitud del tendén en la resistencia a fati-

~ga, aunque anteriormente Fischer ya habfa analizado di-

cha influencia sobre la resistencia estitica.
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Birkenmaier/Narayanan menosprecian el factor lon-
~gitud, alegando que en la cola inferior las funciones de
distribucidn.de las resistencia asociadas a distintas -
longitudes son practicamente coincidentes. Sin embargo,
esto no es correcto pues, si bien es cierto que la dife-
rencia entre los valores que toma la funcidn de distribu
cidén para dos longitudes arbitrarias distintas tiende a
cero a medida que nos acercamos al minimo de las resisten
cias, su cociente, que representa la razdn de verosimili
tudes, y que juegakun’ﬁapel decisivo, puede alcanzar va-

lores extremos (muy altos o muy bajos).

Fischer y Andrd/Saul sugierén ajustar los datos -
obtenidos en laboratorio mediante una'ley normal y dedu-
cir la ley correspondiente a.la longitud real mediante
un modelo de minimos basado en 1la hipétesis de indepen-
dencia. Esto implica gue la resistencia no sigue una ley
normal para longitudes diferentes de la de ensayo, por
lo que si otro laboratorio eligiera otra longitud, los
resultados de ambos diferir&n aun en el caso de utilizar
materiales,idénticos, Ello pone de manifiesto gque existe
una arbitrariedad de partida al asignar la ley normal -
precisamente a la longitud elegida para el ensayo, loque
sugiere inmediatamente la necesidad de eliminar .esta in-
consistencia, siendo &ste el objetivo del presente capi-

tulo.
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En la actualidad, cuando se extiende esta solucidn
estructural para puentes dehérandes luces y cuando las pro
piedades de fatiga de los materiales comienzan a ser mejor
conocidas, se impone la consideracidn de este factor para
un cdlculo fiable. La aplicacidn del modelo matemético
aqul descrito se extiende a los tendones de alambres para
1elos y de cables paralelos de 7 alambres para la primera
rotura. No se trata aqui el prqblema de redundancia'(re~
serva adicional hasta el debilitamiento de la seccidn has
ta un limite fijado) ni el caso de cables cerrados, para
los que«se supone qgue la longitud de probeta no influye en

los resultados de la resistencia a fatiga.
2,2, CASO DE INDEPENDENCIA
Como se vera en la hipbtesis 3 vamos a estudiar el

caso en que las resistencias de los distintos tendones de

longitud de ensayo L son independientes entre si.

2.2.1,- MODELO MATEMATICO

En el desarrollo del presente modelo nos basaremos

en las hipdtesis de Fischer y Andrd/Saul, es decir:

"HIPOTESIS l.- Un tenddn de longitud real L se supone -
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. compuesto por n. tendones de longitud

HIPOTESIS 2.~

de ensayo &e:
L=n_.L {1}

La rotura del tenddn real sé asimila a'
la rotura del primero de los tendones

de ensayo. Por tanto, la resistencia del
tendén real, Rn;‘vendré dada por el mi-
nimo de las resistencias de los tendo-

nes de ensayo

R o=min(ry, To «eey rne) {2}

donde r; representa la resistencia del

- tendbn de ensayo i-&simo.

HIPOTESIS 3.-

HIPOTESIS 4.~

La resistencia de los diferentes tendo-
nes de ensayo son variables aleatorias
independientes e id&nticamente distri-

buidas con funcidn de distrihuciénfé(xxA

Implicitamente se suponia alli adicio-

nalmente que

La resistencia est&tica o a fatiga de

un tenddn constituido por un nGmero "m"
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de elementos paralelos, ya sean alambres
o cables de 7 alambres, puede quedar re-
ferida de algGn modo a la de un elemento
de longitud dada. Por esta razdn en este
apartado se emplea siempre el término -
tenddén de longitud de ensayo L_, afin cuan
do en el laboratorio com@inmente se someta
a prueba un elemento aislado de longitud
Le.

El estudio del problema considerando las resisten

cias de los distintos alambres, o cables de 7 alambres,

se aborda en los capitulos 4 y 5.

Como consecuencia de las hipdtesis anteriores la
funcidn de distribucidn de la resistencia del tendbén -
real, ser& la conjunta de los distintos tendones, y vie

ne dada por
. . hg .
Fn(X) =l—(l-Fe(x)‘) {3}

En el caso particular de que F_(x) sea la funcibn

de distribucidn de la ley normal, es decir:

Fo (%) = Fy(, o2y (%) {4}

el modelo que se obtiene sustituyendo en {3}, es el dado
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por los autores anteriormente mencionados

n

F (x) = 1-(1 2y (%)) © {5}

—FN(ﬁvﬂ
La expresién {5} pone de manifiesto que las resis .
tencias s6lo siguen la ley normal para el caso ne==l,lqg
~gitud igual a la de ensayo. Ello se debe a gue la fami-
lia normal no es estable frente a minimos. Ahora bien, en
vez de asociar arbitrariamente la ley normal a una longi

tud de tenddn Le se puede asociar a una longitud descono

cida Lo; denominada de referencia, tal que
Lo = 05 Ly . {6}
con lo que resultaria, a partir de {3}, para n,=n,

= _ : v1/n o
Fe(x) =1 - (l-FN(p,Gz) (X)) 0 {7}

y la funcidn de distribucidn de la resistencia del ten-

dén de longitud real L vendria dada por

v . . Pe/n - .
F(x)=1-( ~Fa(n,02) (%)) 0 {8}

en vez de la dada por la funcidn {5}.

De esta forma la resistencia de un tenddn con log

~gitud de ensayo Le no seria normal, y existiria una lon-



- 101 ~

gitud L0 con resistencia asociada normal.

En la figura 1 ée representan las funciones de den
sidad de la resistencia Rn.correspondientes a distintos
'valoreskde ne/no, incluyendo valores mayores y menores que
la unidad, mientras que la figura 2 da; en papel probabi- -
listico normal, las funciones de distribucibn asociadas.
_Esto muestra cdmo al ensayar con un tendén de longitud me
nor.que la de referencia la funéién de digtribucidn de los
datos es convexa, mientras que éara longitudes mayores es

cSncava.

En la figura 3 se expohe cbmo varian algunos per-
centiles representativos de la resistencia R, en funcién
de la longitud del tenddn. Las fi§uras 4 y 5 muestran cd
mo varfian la media y la desviacidn tipica de la resisten
cia de un tendén‘de longitud L==Lo'.ne/n0, en funcidn de

ne/no. La diferencia entre la media y la mediana. {(curva -

del 50% de probabilidad de la figura 3) es despreciable.

Aunque el modelo, en apariencia, puede pensarse -
‘que solamente es v&lido para valores de n, Y ny naturales, -

tiene tambié&n sentido para valores reales positivos.

El modelo presentado sigue mostrando la arbitrarie
dad de suponer que existe una longitud cuya resistencia

asociada se distribuye segfin una ley normal, si bien’deja
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como grado de libertad la lbngitud (longitud de referen-

cia LO) a la que dicha ley va asociada.

2.2,2,- UTILIZACION DEL MODELO

En este apartado se describe cbdmo se realiza la
estimacidn de la longitud de referencia L0 a éartir de
una longitud de ensayo Le’ ;si como de los parémetros u
y o de sﬁ distribucién normal asociada y cbmo se deter
mina la resistencia caracteristicas (correspondiente al

percentil 5%) para la longitud del tehdén real.

El proceso gréafico gue se utiliza se describe a
continuacidn y se ilustra en el organigrama de la figu

ra 6.

1.- Se dibuja la funcidn de distribucidn empirica
D, (ver figura 7), de la resistencias obteni-

das para la longitud de ensayo L.

~2.- Si la curvatura de dicha funcidn es nula, es
decir, si ésta es una linea recta, la longi-
tud de referencia L, coincide con la longitud

de ensayo Le'

'3.- En caso contrario se traslada la curva A co-
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rrespondien#e al valorx Pe' hacia la derecha o©
hacia la izquierda, segln D, presente convexi
dad © concavidéd, respectivamente, una longi-
tud ho medida en la escala logaritmica que se
indica en la parte inferior de la figura 7,09“

teniéndose la curyva de trazos A'.

4.~ Cada punto de Dé.se proyecta de acuerdo con el
esquema indicado con' flechas, que convierte el
punto‘Pe en P'. De este modo se obtiene una nue

va funcibn de distribucién empirica D'.

Si esta nueva funcibn es recta la longitud dev
referencia es no .Le, y si no lo fuera, se re
pite el proceso con valores de n, mayores ome
nores, segln que D' sea convexa o cbncava, res
pectivamente, hasta conseguir la linealidad -
de la distribucibdn empirica. La lcngitudckarg
ferencia es no . Le, siendo n, el valor que con

sigue dicha linealidad.

. 5.~ Se determinan ﬁ y 0 por lectura directa entran
do, como es conocido, con probabilidades 0.50

y 0.8413 en el papel probabilistico normal.

- 6.- La determinacidn de la resistencia caracteris

.tiéa R (50%) de un tenddn de longitud
‘ ne/no '
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L==ne .Le==L0 .ne/nO se realiza entrando en

ordenadas de la figura 2 con el valor 0.05.

En el proceso anterior se han utilizado unas cur-
vas, como base del método. Los teoremas que se enuncian
a continuacién justifican la utilizacidn de dichas curvas

y la validez del método.
TEOREMA l1.- Sea la familia de curvas de ecuacidn
- =1 I
Y= "{1-(l-u)"} ) {9}

donde u es el pardmétro. Todas las curvas de esta fami~-
lia, en escala logaritmica para n, proceden de una de =~

ellas, por traslacibn seglin el eje 7.

Demostracidn: Sean dos curvas de esta familia, con

parémetros U, Y u,,

1y {10}

. -1 n
Y=1 "{1- (l-ul)

n
Y = n—l{l-#(l-ué) ! {11}

Despejando n, Yy n, ¥y tomando logaritmos resulta:

log ny =log log{i-m(y)}.log log(l-u,) {12}
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log n2=alpg.1pg{1-n(y),1og log(l-u,)} {13}
y despejando resulta

log n; - log n, =log log(l-u,) - iog log(1-u,)

{14}
que es independiente de Y, como gueriamos demostrar.

Ademés se tiene,de {14}, que

- ny log.(.l-,ufz-) _
o, Tog (I-u;]) {15)

TEOREMA 2.- El método de construccibn gréfico in
dicado-es valido. Ello equivale a demostrar (figura 8)
gue n* =n** = n, .

Demostracidn. En efecto, si las curvas @ y @ de

la figura 8 pertenecen a la familia {9} resulta:

1HE, (0} = 1S @uy) ™y {16}

T HE 0} = 1T - (1) P 17)
n

pHE 0} = 1ML - (1w ) 118}
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Ademds, por responder las funciones @ y @ a la

ecuacidn {5}, resulta que:

n

| %= a1 (1 -Fy(x)) ! {19}
n .
e rHa- 1-F, () 2} {20}
de donde
n n
1-r, 01 1 = {1-F, (01 2 {21}

Por otra parte, de {16} y {18} se obtiene
{1-Fy(x) y /o ='{1—Fl(x)}l/n2 {22}

v, de {17} v {5}, se tiene

—

g . n,
log(l-ul)==5;;-lpg{l-Fl(x)}==EI log(l-u,)
{23}
De {15} y {10}, se obtiene
L 1og{1-F, (%)} = = log{l-F. (%)} {24}
aFx ~°9 1 n; °g9 1
de donde

n** = ny | : ‘ {25}
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Ademé&s, de {21} y {22} resulta
n ‘ .
{1-Fy (%)} 1 =’{{1-Fl(x)}n*/n2}n2 {26}

de donde

tal y como gueriamos demostrar.

2.2.3.- EJEMPLO DE APLICACION

Andrd/Saul presentan un ejemplo de aplicacidn de
éu modelo utilizando los resultados de resistencia a fa-
tiga de 357 probetas de alambre pretensado de 7 mm. &é -
didmetro y de longitud Le==200,milimetros con un O .. =
constante de éoo Newtons por milimetro cuadrado. La serie
fue planificada segfin el método "up and down" y su mediaky

- desviacidn tipica, evaluadas de acuerdo con el método mo~

dificado de Deubelbeiss, arrojaron los siguientes valores.

®1
i

456 N/mm?.

s = 56 N/mm®.

El método sefialado, que agrupa los resultados se-
- glin unos niVeles de intervalo de variacidn determina&cs,
propone el ajuste de una ley normal a los datos obteni-

dos, tal como se muestra en la figura 9.
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Aplicando el método propuesto por los autores arrxri
ba mencionados se llega a un valor de la resistencia ca-

racteristica del 5% de 224 N/mm2

. para -tendones de 600 m.
En la figura 10 se aplica el método propuestc en
el presente capitulo a la estimacién de ﬂ, O, Dy Y R
; ng/ng
(5%) para este mismo ejemplo, obteniéndose los siguien-

tes resultados:

n. = 20

0
Lo = 4000 mm.
_ 2

u = 368 N/mm".

o 2
¢ = 17 N/mm".
R (5%) = 311 N/mm2.
ne/n0 ‘ ‘

Como puede observarse, esta resistencié caracterig
tica es considerablemente superior a la calculada por An-
drd/Saul, lo que pone de manifiesto la repercusidn de la
arbitrariedad en la eleccidn de la longitud de referencia,

es decir, a la que se atribuye la ley normal.

El mismo método seria aﬁlicable al cé&lculo de la
resistencia estdtica caracteristica. Sin embargo, su efec
to es poco apreciable debido a gue en este iltimo caso’
los coeficientes de variacidn de las resistencias son pe

queiios.
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2.2.14,- CONCLUSIONES

Las conclusiones mé&s importantes que se derivan
son, en primer lugar, la manifestacidn de la arbitrarie
dad al suponer gue la resistencia a fatiga del tenddn de
ensayo sigue una ley normal gue conduce. a estimaciones
incorrectas de la resistencia'caracteristica. Por ello
se hace necesario determinar previamente una longitud
dg referengia del tendéﬁ que se define como aguella cu-
ya resisﬁéncia a fatiga mejor se ajusta a una ley nor-

mal.

En seguﬂéo lugar, hay que hacér notar que el mé-
todo propuesto permite obtener la longitud de referencia
.éréficamenté. Una forma de mejorar esta estimacidn puede
khaCerse mediante el método de méxima verosimilitud o el

método de los minimos‘cuadrados.

En el método de los minimos cuadrados hay que mi-
‘nimizar la expresidn
n B

5. -1 7o 2 .
. {m {J.~(1~Fe(xin }-(Axi-+B)} {27}

i=1

" donde A y B son los coeficientes de la recta que représeg
ta, en papel probabilistico normal (tal que como se mues-
tra en la figura 8), la distribucidn normal'N(ﬂ,Gz)l Los
valores ﬁ y o se obtienen, una vez dibujada dicha recté,

entrando con probabilidades 0.50 y 0.8413, reSpectivamente.
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Por Gltimo destacaremos que la longitud del tenddn
real tiene una influencia decisiva en su resistencia a fa
tiga, no asf en la resistencia estética: en ambos casos -
consecuencia de la magnitud del coeficiente de variacidn

del tenddn de  longitud de referencia.

Si hallamos la resistencia caracteristica de dos
cables de longitudes 3 y 300 veces la de referencia, res

peétivamente, a partir de la figura 2, se obtienen

‘RBfTﬂ .
y
. Ropn =1 ’
‘;§9%_—- = -3,57 {29}
por lo que
R3=IJ~2.i40=Jlu."2.l4V) {30}
y .
=yU=-3,570 = pu(l~-3.57v) {31}

R300

La influencia depende del coeficiente de variacidn
0 | . , s ) .

v==ﬁ . Como en la resistencia est&tica dicho coeficiente
es muy peqguefio, la influencia de 1la longitud es, asimis-

mo, pequeia.
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2.,3.- CASO DE DEPENDENCIA

Existen motivos para plantear una duda razonable
sobre la validez de la hipbtesis de independencia de las
resistencias de los diferentes subelementos del tenddn
de longitud real L, por lo gue es aconsejable el andli-
sis de su influencia. Motivo para dudar de la validez de
la hipbtesis es gue si una zona del cable esta debilita
da tambi&n lo estarén las zonas adyacentes, debido al -

proceso de fabricacibn del cable.

En este apartado se desarrolla un modelo que per-
mite dicho andlisis y gque incluye como caso particular,

el de independencia.

El estudio se limita a la relacidn entre la resis
tencia de un elemerito de longitud de ensayo ie(o en suca
so del de longitud de referencia Lb) y la resistencia de
un elemento de longitud real L, no trat&ndose la relacidn
entre la resistencia de un elemento aislado y la del ten
ddén constituido por m elementos paralelos de igual longi

tud.

2.3.1,- MODELO MATEMATICO

El desarrollo del presente modelo se basa en las

hipdtesis siguientes:
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HIPOTESIS l.- Un elemento de longitud real L se supo

ne compuesto por n subelementos de lon-

~gitud de referencia LO

L=n.L, {32}

. HIPOTESIS 2.- La rotura del elemento real se asimila
a la primera rotura en los n subelemen
tos de referencia. Por tanto, la resis
tencia R, del elemento vendri dada por
el minimo de las resistencias de los -

subelementos de referencia.
Rn==min(;l,r2,...,rh) {33}

donde ri'representa la resistencia del

subelemento de referencia i-ésimo.

HIPOTESIS 3.- Las resistencias Tqs rz;;.., T, de lcs
diferentes subelementos de referencia
son variables aleatoriés normalmente -
distribuidas, con media n y desviacién
tipica ¢, que satisfacen el siguiente
modelo ARMA(p;q) de Box-Jenkins:

'ztzéizt4i+"+bpzt;p+at-clat?1_f'"clat-q

{34}
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donde
zt=rt-E(rt) {35}

y bl’ bé,..., bp, Cyr Corenes cq son -
constantes que se suponen conocidas y
las a; son variables aleatorias indepen
dientes con distribucidn normal de me-

dia p y desviacidén tipica Og-

Este valor de o_ es funcidn de ¢ y de los demés

parametros que aparecen en la expresidn {34}.

La determinacidn de la funcidn de autocorrelacidn

de z y la relacidn que liga 0 con o_ exigen la resolucidn

a
del sistema:

Y =biY¥poq *oeot bp Yk-p * Y, q(K) -
—clyza(k—l)i...-clyza(k—q); {36}
.k=0,1,..,p
donde
Yy = Bz, .2, 4) {37}

es la funcidn de autocorrelacidn de z, y

Y, a k) =E(zy_ - ay) {38}
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es la funcibn de covarianza cruzada de z y a, gue se Ob-

tiene mediante las siguientes relaciones

‘Yza(k) = 0 : k>0
y__(0) = o2 139}
za a | A
min(-k,p) ) 5
Yza (k) = z By Yyqtkti)=c 0y

i

-g<k<0

© Una vez conocida Yo puede obtenerse o, en funcidn

"de 0 a partir de la expresidn

Yo = o2 ' | {40}

2.3.2,- ESTIMACION PRACTICA DE LOS PARAMETROS

El primer paso para. la éstimacién del modelo consis
te en la obtencibn de la longitud de referencia y de los
valpres‘u y 0. Dada la complejidad analitica del desarro
llo matemitico, el modelo elaborado no permite la deter-

- minacidén simult&nea de los par@metros p y ¢ y de las cons
tantes bi y ¢y Por ello debe recurrirse, en-primér lugar,

a la blisqueda de la longitud de referencia que sigue la -

ley normal.
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El modelo descrito en el apartado 2.2.1, basado
en la hipétesisvde independencia, puedeiutilizarse pa
ra dicha determinacidn siempre gue se garantice dicha
hipbtesis para la resistencia de las probetas a ensa-
yar en laboratorio. Esta independencia se consigue, pa
ra los modelos cuya funcidn de autoéorrelacién&uaamog
tigua, como aqui parece ser el caso, seleccionando -
probetas ektraidas de tramos de elementos suficiente-

mente alejados.

La funcidn de autocorrelacidn se amortigua, ya
que la influencia gue la resistencia de un tramo pue -
da tener en otros adyacentes disminuye cuanto més le

jos estén.

Una vez determinada esta longitud se cortan de
un rolle k elementos con esa longitud de referencia,
numeré&ndolos correlativamente, y se determinan susre

sistencias
Tqir rz,;..,rk

Estos valores se toman como una realizacibn de
la serie temporal, y con ellos se estiman los parime
tros bi (i=1,2,...p) y‘cj(j=l;2,;..,q) mediante pro-

~gramas de ordenador adecuados (WMTS-1, BMDP, etc.).
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2.3.3.- COMPARACION CON EL MODELO DE INDEPENDENCIA

Con objeto de mostrar, la influencia de los paré-
metros del modelo en la funcibn de distribucibn de la -
variable aleatoria Rn’ se ha obtenido ésta por simula-
cidén de 20.000 elementos de longtiudes 3, 10, 30 y 100
veces la longitud de referencia para los modelos que se
resumen en la tabla 1 mediante el método de Montecarlo.

Para el caso de elementos con longitud de referencia L

0
la distribucidn es la ley normal N(u,cz) en todos los
casos.

TABLA 1.
MODELO p g by b, cq c, (GC’:a )
1 0 0 - - - - 1
2 1 0 1 - - - 0
3 101 0.95 - 0.10 - 0.345
4 2 0 -0.5 -0.5 - - 0.816
-5 0 2 - - -1 -0.8 0.615

Las funciones de distribucidn obtenidas se muestran
‘en las figuras 11 y 12. En linea de trazos se presenta el
caso de independencia, de cuya simple observacidn se dedu

ce la considerable influencia del modelo elegido (valores
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de py gq) vy de los paré&metros (constantes bi_y,cﬁ). Ello
—sugiere una cuidadosa seleccidn de p y g y correcta esti

macién de los paréametros a utilizar.

Sin embargo, para valores altos de L/Lo, la solu-
cidn converge a la del caso de independencia, siempre -

gue

lim vy_.logn= 0 {41}
n--w n )
Esto sucede en los-casos de los modelos 1,3,4,5 y

6, v no se verifica en el caso del modelo 2.

En el modelo 2,AR(1), I ==’¢>2 para n2> 0, Como ¢l=1, |
el limite {41} no tiende ‘a cero. En el modelo de media
movil puro MA(Z)‘sélo existe un nfimero finito de valores
de'pn distintos de cero, lo cuai lleﬁa a que el limite

{41} sea nulo por serlo Yo,

En los modelos 6 y 7, ARMA(1,1), resulta que Y =

= ¢1 Yn_1,11>2. Esto eguivale a
= = 2 : = 3 -
Tn = ®1Vne1 T 81Vnoo T O3Y3 Teeer (40

Cuando n tiende a infinito es una potencia de n y

el limite {41} es, por tanto, cero, ya que [¢1l<i(
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Por Gltimo, en el modelo 4, AR(2), la forma general

de p, =A ¢2 + 2,62, siendo Gzl y Ggl las rafces del poli

171 2727
nomio caracteristico

$(B) = 1 - ¢,B - ¢252 = 0 {43)

que deben estar fuera del circulo unidad por lo que IG11<1

Yy |G51<1 y el limite {41} es cero.

La funcibn de distribucibn asintdtica, cuando n-e,

es (Galambos, 1978)

K=
“}:".:anl‘1 (x) = 1 -expl EXP(-—a-;-)} {44}
g

donde los valores de las constantes de normalizacibn, ¢,

Y dn > 0, son

d_ = (2 logn) /2 : {45} .
v

c ==+ d_{log(logn) + log4r) {46}

n 3; 7 Gptiogiiog °g

Las curvas correspondientes a la expresidn {44} se
muestran en las figuras 11 y 12, con trazo'grueso“y}dis~

tintivo A.
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2.3,li,= CONCLUSIONES

Las conclusiones mé&s importantes de este apartado
en el gue se ha estudiado el caso de dependencia se re-

sumen a continuacién.

En primer lugar, diremos gque la metodologia de -
Box~Jenkins para series temporales sirve como base para
el estudio de la influencia de la longitud en la resis-
tencia de élementos (cables o alambres) paralelos en -
puentes atirantados y obras de semejantes caracteristi-
cas (puentes colgantes, cubiertas suspendidas, estructu
ras off-shore ancladas, etc.), permifiendo una generali-

zacidn del modelo de independencia.

Los ejemplos relacionados mﬁestran que los resul=
tados para modelos de dependencia pueden diferir osteﬁ-
siblemente de los obtenidos hasta ahora mediante utili-
zacibn de la hipbtesis de independencia. Ello sugiere un
contraste experimental de esta hipbdtesis mediante la me

todologia propuesta en este apartado 2.3.

La determinacién de la funcién de distribucidn de
la variable aleatoria R definida en {30} presenta gra-
~ves dificultades analiticas (H.A. David) y afin no ha'si
do resuelta. Por ello; es necesario utilizar un método

de simulacidn.
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Es importénte sefialar que el método de idependen-
cia del apartado 2.2 es un caso particular del modelo -

anterior para p=0 y g= 0.



CAPITULO III

INFLUENCIA DE LA LEY DE TEN-
SIONES EN LA RESISTENCIA A

FATIGA DE UN ELEMENTO
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3,1.- INTRODUCCION

Fischer y Andr&d/Saul estudian la influencia de la
longitud de un tenddn en la funcibn de distribucion de su
resistencia a fatiga-paia el caso de ley de tracciones -
uniforme, suponiendo gue las resistencias de los diferen
tes elementos longitudinales son variables aleatorias in
dependientes. En el capitulo 2 se discuten algunas hip&-
tesis utilizadas por ellos y se extiende el modelo al ca
so de resistencias correladas, utilizando un modelo de -
Box-Jenkins y suponiendo también ley de tensiones unifor

me -

Sin embargo en algunos casos préacticos la ley ten
sional no es uniforme. Asi sucede, por ejemplo, en tendo
nes de pretensado, en estruturas para las que el peso pro
pio tiene una cierta importancia, en tendones cuya soli-
- citacidn se modifica por causas imﬁrevistas (roturas lo-
cales, imperfecciones de construccibn o fabricacién,..);

etc.

El objeto de este capitulo es extender el modelo
anterior al caso de solicitaciones no uniformes, con el
propdsito de analizar su influencia en la funcidén de dis

tribucién de su resistencia.
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3,2.,- MODELO MATEMATICO

El modelo que se propone en este trabajo, en .cuan
to a las caracteristicas resistentes, responde a las mis
mas hipdtesis utilizadas en el apartado 2.3 del capitulo

anterior.

HIPOTESIS 1.- Un tendén de longitud rea L se supone -
compuesto por n subelementos de longitud

de referencia LO'
L = n LO {1}

HIPOTESIS 2.- La rotura del tenddn de longitud L se pro
duce al romper el primero de los subele~

mentos de referencia que lo componen.

HIPOTESIS 3.~ Las resistencias Iy rz,;.., r, de los -
tendones de referencias son variables =
aleatorias que siguen un modelo ARMA(p,q)

de Box~Jenkins.

_zt=1>zt“l+...+bpzt_p+at—clat_lf’.-cqatuq
{2}

donde

Zp = ri-uw ;{3}
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siendo
y o= E(rt) | {4}

Yy a4 i ez variables aleatorias indepen

dientegs con distribucidn normal N(O,ci) .

HIPOTESIS 4.~ La variacidn de la ley tensional obede-

ce a la expresidbn (ver figura 1)
g(x,1) =x.h(l); 0<1<L, xeR {5}

donde 1 es la abscisa de un punto gené-
rico del tenddn, h(l) es una ley conti-
nua no necesariamente uniforme y X-es un

factor de propércionalidagi .

gix, 1) x.-h{l)

;

i | ’ ; i

1 | i i ) i
| ] | ] {

Lo}LofLo{Lot'LolLo Lo

FIGURA 1

Para el caso de rotura estética g(x,l)‘ es la ley
tensional y x> 0, mientras que, para rotura po'r fatiga,

" g(x,1) representa el incremento de tensiones pudie.ndo -
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tomar x valores positivos y negativos.

3,2,1.- CASO DE INDEPENDENCIA

En el caso de independencia, que corresponde al -
modelo ARMA(O,0), puede obtenerse la exéresién analitica
de la funcidn de distribucidn del factor x, en rotura, co

mo sigue.

Supongamos el tendbén dividido en tramos de longi-
tud AL, tal como se muestra en la figura 1. Anteriormen-
. te hemos visto que, la probabilidad de gque no se produz-
ca la rotura en un tramo de esa longitud al someterlo a
una tensidn x es:

AL/

{6}

(x) ='{l-FLO(x)}

Y, por tanto, la probabilidad de gue no se produzca la ro
tura de un tenddn de longitud L, al someterlo a la ley de

tensiones (5), resulta:

Al | .

L- .
1-F (x) = m2{1-F, (x h(1)} =

Al ‘
AL . ‘
L—?r Al

r {1-F. (xh(1mFo

Al Lo

1=—x

2



- 137 -

Tomando logaritmos queda:
Log{1-F; (x)} = I Log{l-F  (x h(1y} {8}

_Al 0
1=3

Finalmente, pasando al limite, cuando.Al-+0, resul
ta;
L . Log{l=Fp,(x h(1)}.

Log{1-F (x)} = IO T, di {9}

Y despejandO'FL(X), resulta:

L . Log{1-FL,(x h(1)

F.(x) = 1-exp{/ dl} =
L 0 Lo
= h(l)-u,
L Log.{l.--}? ..... (2{——-—-—) }
= 1-exp{f — Mo, o a1} =
0 0
L Log{l-F, (k*h(i}-ﬁ*)}
= 1 - exp{/ N(O’i) dl}
0 0
{10}
donde
e {11}
u* = u/o

‘Para el caso particular de carga uniforme, es de-
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cir, si h{(l) =1 se tiene
Fo(x) = 1-{1-F, (%) }*/10 {12}
L Ly

gque es precisamente la expresibn dada en el apartado 2.2.

3.2,2.- CASO DE DEPENDENCIA

En.el caso de dependencia el desarrollo analitico
es muy complicado.por lo gue resulta obligado el uso de
tdcnicas de simulacidn. Para ello debe tenerse en cuenta
que el factor de proporcionalidad vale:

S S

IR {e } {13}
j=1 30 BTEEI7DE,T A

b
14

donde Tir Toreees T, son las variables aleatorias a las

gue se hace referencia en la hipdtesis tercera.

La expresién {13} implica adem&s que la ley de -
tensiones se ha discretizado mediante funciones constan
tes a trozos de longitud la de referencia Ly, (ver figu-

ra 1).

De {13} y {3} resulta:
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X = min { T } {14}
i=1,2,..,n h{(i+3) Ly} -
y, dividiendo por o, se obtiene:
. LLLz%® o+ ﬁ*@
x*=t§= min = {e—2 T } {15}
i=l,2,.3n h{(i+“‘)L }
2’70
donde
2z, .
* _l . :
zi S : iec2

es una variable aleatoria N{0,1).

La expresidén {14} es la que se utiliza directamen

te en la simulacidn.

3.3.- ESTUDIO DE LA INFLUENCIA DE LA LEY TENSIONAL

Con objeto de analizar la influencia de la ley =
‘tensional en la.resistencia de un tenddn, se ha aplica-

do el modelo anterior a los casos siguientes:

CASO 1.- Modelo de independencia
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CASO 2.- Modelo de dependencia

2, = 050z, + 025, _ +a,

Para ambos casos se han supuesto leyes de tensio-

nes trapezoidales, como las de la figura 2, es decir:

h(l) = i-e 4:26.1

—
—r

FIGURA 2

Los resultados obtenidos, para valores de e=0,
0.2, 0.5 y diferentes relaciones L/LO, tomando un valor
u* =21,65, obtenido del ejemplo de aplicacidn del apar-
tado 2.2.3, se muestran en las figuras 3 y 4, para los

casos 1 y 2, respectivamente.

En ellos puede comprobarse que las variaciones,
con respecto a la ley uniforme, de la.carga promedio x,
gue se puede alcanzar en las situaciones analizadas, pa
ra una probabilidad 0.05, son del orden de 5 desviacio-

nes tipicas. Por otra parte, esta influencia de la ley
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de cargas en el valor x depende del coeficiente de varia

cidn (V = 1/u*).

3,14, CONCLUSIONES

Las conclusiones m&s importantes del capitulo se

resumen a continuacién, .

El modelo de Box-Jenkins permite analizar la in-
fluencia de la ley de tensiones en la resistencia de un =~
tenddn. Para el casc de independencia, la funcidn de dis
tribucidn de dicha resistencia se da analiticamente, mien
tras que para el caso de dependencia, hay gue utilizar -

t8chnicas de simulacién.

El efecto de la ley de tensiones en la resistencia
puede tener suficiente importancia como para no poder des

preciarse. Los ejemplos presentados asi lo demuestran.



CAPITULO IV

ANALISIS DE LA ROTURA PROGRE-
SIVA ESTATICA DE UN TENDON
FORMADO POR ELEMENTOS PARA-

LELOS
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4,1,- INTRODUCCION

En la actualidad un gran nlimero de estructuras uti
lizan tendones compuestos por elementos paralelos como
principal elemento de soporte. La presencia de varios ele
mentos en el tenddn debe ser considerada en el célculode

su resistencia a fatiga.

El enorme coste de los ensayos de tendones m@iltiples
y la necesidad de equipos de ensayo de gran capacidad lle
va al desarrollo de modelos gue permitan estimar la resis
tencia de tendones miltiples de longitud L a partir de -
muestras de elementos simples de iongitud de ensayo Le re

ducida.

El objeto de este capitulo es. la obtencién de la -
. funcibn de distribucibn de la resistencia para un tenddn

mGltiple a partir de la de un elemento.

4,2,- MODELO MATEMATICO

El modelo desarrollado en el -presente capitulo es-

- t& basado en las siguientes hipStesis:

HIPOTESIS 1.- El1 tenddn esti constituido por m ele

mentog paralelos de longitud L.



HIPOTESIS 2.~

HIPOTESIS 3.-

HIPOTESIS 4.-

HIPOTESIS 5.-
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Un elemento se considera compuesto
de n subelementos de longitud L, -

(longitud de referencia).

La rotura del elemento se asocia a
la primera rotura que aparece entre
los n subelementos, esto es, a la

minima resistencia.

Las resistencias Ty 7Ty eees Ty de
los subelementos son variables alea
torias que siguen un modelo ARMA(p,q)

de Box-Jenkins.

Z, = blzt-l +o..4 bpzt_p +ta, -
TC18p_1 TereT CqBig {1}

donde:

Z, =T M g u=E(ry) {2}

y a; (1 € z) son variables aleatorias
independientes con distribucién noxr

2
mal N(O,oa).

El material es el&stico ideal con ro

tura frégil sin elongacidn éléstiCa.
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Sean Xl’ Xz,;.., Xm las resistencias de los m ele

mentos ordenados de modo creciente.

Mientras la fuerza total P, a la que est@ someti-
do el tenddn, aumenta y no se produce el fallo en los -
elementos, la fuerza gue soporta cada uno de ellos se su
pone igual a P/m. Tan pronto como P alcanza el valor de'
m X,, se ?roduce la rotura del primer elemento. Como con
secuencia, se produce una redistribucidn de las fuerzas,
de modo qﬁe cada uno de los elementos restantes soporta
una carga igual a P/(m-1). Si X, es menor que estevalor
romper& el segundo elemento sin gue aumente P, y si no,
P puede aumentar hasta el valor (m—l)X2 para el gue se
produce la rotura del segundo elemento. Despué&s hay una
nueva redistribucidn de las fuerzas entre los elementos
restantes, soportando cada uno P/{(m-2). El proceso con-

tinia andlogamente a como se ha descrito arriba.

Por lo tanto, la resistencia total viene dada por

™’
m

R :m.RI’:]=méx (le, (m-1)X,, (m-2)X3,.'..,Xm) ~{3}_,

donde R* es la resistencia unitaria, esto es, por elemen-

to.

La funcidn de distribucidn correspondiente toma la

forma
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F_, (u) = Prob(R* < u) = Prob{méx (X Sm-1 m-2
Ro n - . ' o

m 27 3

P e e ey % X ) € ul {4}

Acontinuacidn, se determina la funcidn de distribu
cidn de R; suponiendo conocida la funcidén de distribucibn

de un elemento de longitud de referencia Ly-

4,2,1,- CASO DE INDEPENDENCIA

En el caso de independencia, es decir, cuando los
parémetros del modelo ARMA son ambos igﬁales a cero, la
funcidn de distribucibn F(x) de la resistencias de un -
elemento de longitud L es, seglin se ha visto en capitu-
los anteriores,

2, (%)) =1-(1-F

-1-(1- (XM

La funcidn de densidad conjunta del estadistico de

orden m (Xl' Xz,...,_xm) viene dada por:
, .
m! '2.f(xi) si xl< x2< ...<xm
Ci=i
_g(xl,xz,...,x3)= ' {6}
0 en otro caso

donde f(x) es la funcidn de densidad de la resistencia de
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un elemento. Por lo tanto, de {4}, tenemos:

"tag

Foy (@) = f, m!

f(x.)dx {7}
m i 1

1

donde x = (Xl’ Koresey .xm) y A, de acuerdo con {4} y {61},

es la regidn definida por

X< u

X, < mu/ (m-1)

X, <K X {8}

Consecuentemente, la expresidn {7} se convierte

en:
mu’  mu mu
-1 m-2 2
Fog(u) = s2 som2m=< ;2 g m! Tf(x,)dx_dx__...dx
Rm X1 "X, X Xooq i m m-1l 1
{9}
Vamos a ver qué expresidn tiene FR*(u) .
. _ it
Foxlu) =/ J oS mii w £(x;) (F(mu)-F(x__.)}d .
RITI ,?{l 4Xm-2 i=1 + m-1 *m-1
u | nt!lul | 13313 2 mu
ceclxg =S S0 Tee g milom £(x ) HF (S -F(x ) F(mu) -
1 m-3 i=1 .
e F?(xm 5)
}a
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moom g
u m-1 4 ' mua, _
L. f‘xl .. .fxm”‘im.{igl £(x,) HEF (mu) F (=)
2 ,mu
F (":-2—')

- F(r;u) (F2 mu

mu
- -—§-) (F(T) -F(Xm_3) (—j-) -

P (=) FY (X
2 3 m-3 _
UL ma m=-3

= su m-1 4 ! mu, o mu,
= /. fx1 "‘fxm_4m'{igl £(x) HUF(mu) F () F (5

2 (B & F(mu) F2 @) ()
- - - ) -

2! 2 31
2 (I, Flma) 2

' - mu N2 mu
- (F@UF(5) =~ —5")F(x _q) +—5~= F (x__3) +
1.3 | , -
o3 FUx_4)lax_a...dxy _ {10}

Si seguimos integrando vemos que, en el paso k-&si

mo, ' -

mu mu

=T * - m=k+1 k-1 k_+ ‘
F_ (u) =72 /% .7 1 Lm. £(x. I Copd(x .
RI’;( )=l X4 | xm—km { il1 (Xl)}{j=0 3 ( m—k+1)}
LAy pyqeee Xy {11}

El siguiente paso nos daria



{12}

Igualando la funcidn subintegral de la expresién

{12} a la de la expresi®n {11}, para k = k+1, resul
ta que:
k-1 , FitLy, X CFI(x ) |
z cX k__ 7k m-k {13}
e R e
J=1 =1

ha de ser igual a

k .
P S : N
jiocj Fo(x ) {14}

De aqui se obtiene que

j+1. mu
. k-1 . rI74 (Y
k+1 _ k X o
Co =k 'jiocj —3F1 {15}
y
ck .
k+ M . o
lez"'k“"%—l.' J=-l'or¢’k {16}
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El factor k existente en la expresidn {15} y {16}
es debido a que se ha introducido el factorial de m; de

la expresidn {9}, dentro de los coeficientes C§+l.

Debemos senalar que el valor Cé es igual a 1, siem

pre.

A nosotros nos interesa llegar al final, es decir,

hacer k = n.

{17}

La expresidn anterior es la expresidn del resulta-

do gue se buscaba.

4,2,2,- CASO DE DEPENDENCIA

El tratamiento analitico, en el caso de dependencia,
es inabordable, por lo que se debe recurrir a técnicas de
simulacidn. Dicho esto, debemos tener en cuenta que las -

variables aleatorias Xl, XZ""' Xn vienen definidas por

s i i
X.-m1n(rl, Toreses I

i
i )

Sioi=1,2,...,m {18} -

i i i . . ~
donde Ty Toreeer T son. las resistencias de los n subele



- 153 -

mentos del elemento i-&simo, los cuales deben satisfacer

la ecuacidn {2}, esto es,

=Z-+}i7 i.‘:lyz;.o'gm; j'—'-'l,z,v...,n {19}

Como resultado de la hipdbtesis 4, resulta:

s i i iy o i i i
X; =min(ry, rz,...,rn)-p~+m1n(zl, 22,...,zn){20}
y llamando
SUSRPNE S o i . :
X£==m1n(zl, Zoreeny zg); i=1,2,...,m {21}

se obtiene gque

v DLy W2 L
Rf = max{ (X]+3) , T==(Xp40), T (X340 4 oo 2K )

{22}

4,3,- ANALISIS DE LA INFLUENCIA DEL NUMERO DE ELEMENTOS

Para ilustrar la influencia del nfimero de elementos
en la funcidn de distribucidn de la resistencia, para n=1
se ha aplicado el modelo anterior mediante simulaci®dn de

los casos dados en la tabla 1.
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Como coeficiente de variacidén de la resistencia es
tédtica se ha cogido un valor de 0.046, arbitrario. Los =
resultados de los casos estudiados wvienen dados en las -
figuras 1 y 2, mientras que la figura 3 muestra los re-
sultados obtenidos por Gabriel, para el caso de indepen-
dencia suponiendo un material elasto-pléstico ideal con

elongacidn ilimitada.

TABLA 1
CASO p a b b n==ji 1
. R R T2 . LO o
1 0 o - - 1 1,5,10,20,50
2 20 0.5  0.25 1 1,5,10,20,50

El caso 1 es el modelo de independencia y el caso 2

es un modelo de dependencia ARMA(2,0).
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CAPITULO V

- ANALISIS DE LA ROTURA PROGRESIVA .
A FATIGA DE UN TENDON FORMADO

POR ELEMENTOS PARALELOS
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5.1.- INTRODUCCION

En la actualidad los grandes tendones se componen
de gran cantidad de elementos paralelos (alambres o ca-
bles de 7 alambres) llegando a longitudes de hasta va-
rios cientos de metros y siendo la sélucién favorita pa
ra el sopoite de puenteskcolgantes y estructuras simila

res.

Ta iiteratura especializada (Hajdin, Andria) preseg
ta la‘resiétencia,a fatiga del tenddn como el criterio -
qgue debe regir para el disefio de tales estructuras. Es -
por eilo,.por lo que iesulta esencial el conocimiento de

su comportamiento estadfstico bajo fatiga.

"En este capitulo se obtiene la funcidn de distribu
cidén del nfimero de ciclos hasta rotura en la zona de vi-
~ da finita de la curva de Woéhler (curva S-N) de ﬁh tenddn
miltiple a partir de la funcidn de distribucidn del nfime
ro de ciclos hasta rotura para un elemento de longitud
de referencia L, quesigue una distribucién loga:itmic0~-
normal. Se considera una hipbtesis de acumulacidn de dano
- para ver el progresivo debilitamiento de la seccidn como
resﬁltado de las roturas sucesivas de los eléméntos’siﬁ-

ples.

También se estudia en este capitulo la funcidn de’
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distribucidn del incremento de tensidén para la zona de

endurancia de la curva 5-N.

5.2,- MODELO MATEMATICO

El presente modelo se basa en las hipdtesis que

se exponen a continuacidn:

HIPOTESIS l.- El téndén‘esté compuesto por m ele-
mentos paralelos (cables o alambres),

de igual longitud L.

HIPOTESIS 2.~ Se COnsideré gue la rotura de los -
| elementos se produce debido a la fa
tiga, por lo que se excluye la rotu
ra est&tica. Esto implica«que los -
incrementos de la variacidn de ten-
sién han de ser pequefios respecto a
la resistencia estética para que -
rompa cada elemento o un nfimero su-
ficientemente grande de elementos en

el tendén.

HIPOTESIS 3.~ Cada elemento, de longitud real L,
. se supone campuesto de n subelemen~

- tos de longitud de referencia'Lo



HIPOTESIS 4.-

HIPOTESIS 5.~
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L=nL {1}

La rotura de un elemento se asocia

con la primera rotura gque aparece en
los subelementos, esto es, con el mid
nimo nfimero de ciclos hasta rotura -

por fatiga.

Los logaritmos del nlimero de ciclos
hasta xrotura r., Toreees Ty para los
diferentes subelementos de longitud

LO, cuando estin sometidos a una va

riacién de tensiones Ac dada, son -

variables aleatorias que siguen un
modelo estacionario ARMA(p,q) dé Box-

Jenkins

Lz, =b.z

£ =by t-l’;"' bpzt—p +a,

-clat-i*f'—‘clat—l {2}

donde

Z, =T "M i B=E(t) {3}

y a; son variables aleatorias inde~-
pendientes con distribucidn normal

N(O,Gi). Esto implica que las varia
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bles aleatoriasvzt4son normales N(O,cih

estando Gt relacionada con Oa.

HIPOTESIS 6.~ Como una informacidén bésica sobre el
material, se supone'conocida la cur-
va S-N para un subelemento de longi~'

- tud de referencia LO; Esta curva vie

ne definida por la media..

¥ ogN = g(Ao) {4}
y por la desviacidn tipica
OlpgN = h(A0) {5}

como funciones del incremento de ten

sidén Ao,

HIPOTESIS 7.- Como consecuencia de la rotura suce-
siva de los elementos, la variacidn
de tensidn Ac aumenta progresivamen-

. te, siempre que la carga total apli-
cada P permanezca constante (control
de cargas), comoxdcurre en los tendo

nes.de las estructuras-reales: Pueg

. to que la curva S-N corresponde a en

sayos de un sb6lo paso se necesita una



HIPOTESIS 8.-

HIPOTESIS 9.-

HIPOTESIS 10.-
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hipbtesis de acumulacidn de dano.

En el capitulo se estﬁdiarén dos hi

pbtesis diferentes de acumulacidn

de dafho. Se supone gue el daho acu-

mulado en los elementos se transfie
re :al nuevo nivel de tensiones de -

tal modo que la probabilidad de ro-

tura o el nimero de Miner permanez-

can inalterados.

Los nGmeros de ciclos hasta rotura,
para los diferentes elementos se su
ponen variables aleatorias indepen-

dientes o cuasi independiéntes.

La funcidn de autocorrelacibdn pn,del

proceso z,, satisface la siguiente -

relacidn:

‘lim (p_ logn) = 0 {6}

n->®

Se desprecia el efecto dindmico debi

do a aumento moment&neo de la tensidn

. en el resto de los elementos, cuando

-uno de ellos falla.
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HIPOTESIS l1l.- Se considera gue se alcanza la re-
sistencia total del tenddn cuando

falla el elemento k-&simo.

La figura 1 es una representacidn esquemética de un
sistema con m elementos de longitud L sometido a un nivel
de tensiones Ao, y el nfimero de ciclos hasta rotura N(l)’

‘N(Z)"”' N ordenados de modo creciente.

(m)
‘Mientras aumenta el nfimero de ciclos y no se produ
ce la rotura de ninglin elemento, el nivel de tensidn en
‘cada elemento es Ao. Tan pronto como el niimero de ciclos
alcanza el valor N(l) falla el primer elemento y se pro-

duce una redistribucidn de tensiones en el resto de los

m
_ 1T
De acuerdo con la hipbtesis de acumulacidn de dafo el pro

elementos, de modo que el nuevo nivel de tensiones AC

ceso continfia como si- el tenddn hubiera estado sometido -
desde el principio a un nivel de tensiones ﬁcl(ﬁgf) duran
- te un nGmero de ciclos equivalente (ver figura 2). Este

proceso se_rgpite hasta que se alcanza un nivel de tensio

’ m . > P *
nes Aql(ﬁ:§¥f)' correspondiente a la rotura del k~&simo

elemento.

De acuerdo con la hipbtesis 7, si la probabilidad -
de rotura permanece inalterada, al pasar del nivel de ten
sionés~ch al nivel Adl,'la conversidn del nGmero de ci-

clos viene dada por (ver figura 2).



- 165 -

mAal i —— p—e mAa,.
Ny

s s G A ED S S e RS Gn S G e W o

Nim)

L=nlpe

FIGURA 1



logAai

“log 4 0,

- 166 -

curvas de isoprobabilidad
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linea de numero de

ciclos equivalente

logN
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lcl ' Aaj |
ngN(l) fug(Aol) =.lpgN(l)‘r{g(A0j) 7
h(Aol§ | h(Aoj)
fi¥eg Ao,

donde las parejas (N(li’ Acl) Yy (N(l§, ch) corresponden
al mismo nivel de dafio, 1=1,2,..,m, y
m

Ao, = —Z— Ac

3 m~j+1

1 {8}

El nimero de ciclos asociado al debilitamiento ad-

misible del tenddn viene dado por (ver figura 3).

W

AU Ao,

= J .
Negoy =Ny * 32 (57 = Mi52g)) 9

De la expresibn {7} se tiene que, para l=7j,

ch h(Ao ) Aoy | .
{10}
que al tomar antilogaritmos resulta
.h(Aaj) ,
ch ‘ Acl h(AclS h(Ac )
N(j)~—A{N(j)} . exp{~g(Adl) ETE_'T“*g(AG )}
"{11}
Llamando
.Ah(Aaj)c

Bj = m ’ ’ ‘ {12} ’
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Aj==expig(Aoj) - Bj‘g(Acl)} | {13}

la expresidén {8} se convierte en

k Bj . B'j"l )
+ jizAj{(Nij) - (Niyog) } {14}

* =
Nioo= My
Si, por el contrario, al pasar del nivel de tensio-

nes ch al nivel Aol el nﬁmero de Miner permanece inalte-

rado la conversidn del nfimero de ciclos viene dada por:

Ao Ao,
1. J
exp(g(Aol) exp(g(ch)) !

gue, para l1l=73j, resulta:

Ao, Ao

J = : - 1

N 53 {exp(g(Aoj)) exp(g(do,))} . N(j) {1§}
Por lo tanto, llamando cj a
Cj = exp(g(ch)) - eXP(Q(AGl)): {17}
la expresidén {9} queda de la forma

* k | .

* = - )
Nito= Mo + 565 W) = Ngegy) 18]

J

Las expresiones {14} y {18} dan el nfimero de ciclos -
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hasta rotura del tenddn como una funcidn del nfimero de
. ciclos hasta rotura de los elementos gue lo componen, pa
ra las dos hipdtesis. de acumulacidn de dano consideradas.
A continuacidn se referir& dicho nimero Nf(k) a los de -

los subelementos.

El logaritmo del nfimero de ciclos hasta rxotura del

elemento i-&simo viene dado por:

logN, = min(ri, r%,..J, r;) {19}

i

n son los logaritmos del los nfimeros

donde ri, ré,..., r
de ciclos hasta rotura de los n subelementos del elemeg
to i-8&simo, los cuales deben cumplir la ecuacidn {3}, -
esto es,
ri=ziiga0oly; i=1,2,...,m; 3=1,2,...,n
i i 1 :
{20}

Por lo tanto, la ecuacidn {19} puede ser escrita .

de la siguiente manera:

- logN; = g(Ao,) +.min(zi;z§,...,z;)

]

g(boy) + o, .min(zit, 25t ...zt (21)

n

.9(80,) + h(Ao,)U,
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donde
z5i=z§/h(Aol); i=1,2,...,m; 3=1,2,...,n {22}

representan los valores de la serie temporal estandari-

zada, y Ui es

Ui = min(zil,zél;;..,zél); i=1,2,...,m - {23}

De la ecuacidn. {21} se tiene lo siguiente:
logN ;y = g(Aoy) + h(doy). Ui : {24}

que junto a las ecuaciones {14} 6 {18} permiten la obten

ciép de la funcidn de distribucién.de Nf(k)’ solamente -
mediante técnicas numéricas o de simulacidn. Puesto que
estas técnicas pueden ser muy laboriosas, desde un punto
de vista préctico interesaria dar una cota inferior y -
otra superior de Nf(k)’ Dichos limites vienen dados (ver

figura 3) por:

Aok

Ny Acl
(k)

< Nf(k) <N . 125}

La expresidn {25} permite estudiar la variable alea

toria por medio del an8lisis de los estadisticos de orden
Ao Ao ' ' B
N(k? vy N(k)’ gue son mucho mis ficiles de tratar.
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5,3,~ SOLUCIONES ASINTOTICAS

Seglin lo que se acaba de decir el problema se redu
ce a calcular la funcidn de distribucidn correspondiente

al estadistico de orden k,U<k), normalizado,definido por

Ao,
logN(k?.r_g(Aaj)
Uky © h(£5)

{26}

de una muestra de tamafio m procedente de una poblacidn cu

ya funcidén de distribucidn asociada es la dada por

— - ! . n
Fui(X) =1-1{1 FN(O,l)(X)} {27}

en el. caso de independencia.

En consecuencia, esta distribucidn depende de dos
parémetros m y n. Por ello, cabe considerar dos casos

asintdticos:

1.- Elementos de longitud infinita (n-w),

2.~ Infinito nfmero de elementos _ (m>®),

5.3.1,~ ELEMENTOS MUY. LARGOS

En el caso de elementos muy largos, esto €s, cuan-

do n»w, la sucesibén de funciones de distribucidn {27}, -
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tanto en el caso de independencia (Galambos) como en el

de dependencia (Galambos, Leadbetter) convergea la dis

tribucidn Ly (%), definida por la expresidn {142} del
. Fi .

Capitulo I, es decir:

- LB,O(X) {28}
n
siendo c, ¥ dn:>0 las constantes de normalizacidn cuyos

valores son

d = (2log ny~1/2 {29}

1,1 | | o
ch =-—a; + % d (log logn+ log 4n) {30}

I

lo cual permite escribir

X=C_ ‘ ‘
F, (x) = 1-exp(-exp(——)) - {31}

ul n

“La representacidn gr&fica de las curvas correspon-

dientes a ¢ vy d, estd en la figura 4.

. En el caso de independencia, la funcidn de distri-

bucidn de U(X) en funcidn de Fu (x), para un valor m fi-
: Ui
nito es:

. m . .
Fo )= = (DF, toa-r, o™ {32)
(k) i=k T 3 |
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de modo que al sustituir en {32} el valor de F, (%) dado

, . J
en la expresidn {31} resulta, para n-w,
m . X~C . . X=-C,
Fy = I (T){l—exp(-exp(—a~545}l.exp(-(m~i)exp( 3 0y )
(k) i=k n . n
{33}

Ao Acl ‘
Los valores N(k) y N'(k) de la acotacidn {25} seob

tienen sin m8s que hacer j=1 y j=%k, respectivamente

en la expresidn {26}.

5.3.2~ GRAN NUMERO DE ELEMENTOS
En el caso de que el nGmero de elementos sea muy
grande, esto es, m*®, los limites dados en {25} conver

~gen a otro finico ya que, segfin la f6rmula {14},

- __ M N

boy = m=x=T 291 |

que en el caso que nos ocupa tiene como limite el pro-
pio valor‘Adl..Ese valor Gnico al que convergen puede
sgr usado como solucibn préactica.

Asf pues, la funcién de distribucidn de

{34}
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es la gue nos interesa. Aplicando el teorema 14 del Ca

pitulo I, si se puede demostrar gue, haciendo k=1l en {34}

F (c. +4d x) =L _(c_+4d_x)
long(l}-g(AGl) n n n‘"'n "n

T (As {35}

1)

con constantes de normalizacidn c, Y dn:>0, tiende a L(x)

entonces

_ k-1
(x)= 1~ {1-L(k)} I
t=

‘ q .
FlOng(k)-g(Acl) ET(“ng(l‘L(X))

h (Ao

0

)
. {36}

En este caso habriamos logrado nuestro objetivo.

El estadistico de orden U(l)’ viene definido por

U =min(U,,U,,...,U0 ) = min (u.y {37}
~(1) 1772 m j=1,2,..,m J

Como a su vez Uj viene definido por

Uy = min(zj?,257, 00020 = min (z37) (38}
i=1,2,..,n ‘
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resulta que U(l) es

Uy = min ( min (z}7)) = min (z;j)
5=1,2,..,m i=1,2,..,m §=1,2,...m
i=1,2,..,n
{39}

“El estadistico U( es el minimo de los minimos de

1)
los nfimeros de ciclos hasta rotura de cada elemento, es

decir, que es el minimo de los n.m subelementos. Equiva-
le, en cuanto a su funcidn de distribucidn, al estadisti
co de ordeh 1 para un cable de‘iongitud nm. Por tanté,su

funcidn de distribucibn vendrd dada, seglin el apartado

+ anterior, por

- x~C
Fy (%) = 1-exp(-exp(——2)) {40}
(1) - nm
donde
— ~-1/2 :
A m = 2(log nm) | {41}
Yy
c =-=i—+%d (log log(mm) + log 47) {42}
nm-d_ 2 mm °g ~09 °9

' La funcidn de distribucidén {40} cumple.las premisas
del £eorema ;4 . Por lo tanto, la funcidn de distribu-

cidn que se busca es,.sustituyendo7{40} en {36},
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X=-C
N = 1= {" } nm} } .
Fosly 5y matee, X T THRTER T
h(Aol)
k=1 X =-C
: Zo E:]-'!-'exp{t(——a-ﬁn-)} {43}
= nm

La expresidn {43} ha sido representada en la figura

La vélocidad de convergencia es muy répida usando
la con&e;gencia de las cotas. A pesar de ello, quizids -
puedan obtenerse otrbs parémetros c; vy d; que logren una
velocidad de convergencia mejor, tal como sugieren Gomes

(1979) y Veraverbeke (1976).

Especial relevancia tiene la funcidn distribucidn
en la zona de endurancia de la curva S-N. Desde un punto
- de vista préctico, 1la propbrcién de fallos en un tendén,
'entendiendo por tal el fallo de al menos k de sus elemen

6

tos, para 2. 10  ciclos juega un importante papel..

De la ecuacibén {43} esta proporcidn, como funcién

de Ao y de k, para el caso asintdtico, viene dada por

log(2 , 10°%) - g (A0)

0Ly i - c
P=1-exp{ exp( ‘h(AG)d . 0 }
k-1 .. logl2 . 10) ~g(ad) _ o -

t=0 nm
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5,4,- CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD

Las curvas definidas por las ecuaciones {4}
y {5} no pueden elegirse arbitrariamente. En efecto, si,
segln el Capitulo II, la funcidn de distribucidn del in
tervalo de tensiones que produce la rotura después de -
2., 106 ciclos es normal‘N(p,oz), se deben satisfacer las

siguientes relaciones (ver figura 6):
by i |
FN(g(a0), n2(ac)y) (309 2. 107) =Fy 52y (bo) {45}

que es equivalente a

"ibng ;1065-;QIA6) Av?p)

de lo cual se sigue que
h(80) = —2—(log(2 . 10%) - g(40)) {47}

Ac=yn
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5,5, EJEMPLO DE APLICACION

Con el fin de ilustrar los resultados analiticos vy
su aplicacibn a casos précticos se considera un tenddén -
hipotético compuesto por 200 alambres de 7 milimetros de
una longitud dada. Si el debilitamiento admitido de la -
seccidn es del 5%, es decir, rotura de 10 alémbres, y si
se supone una probabilidad del 5% de que se produzca es-
te suceso, de acuerdoc con la figura 4, corresponderia un

valor de célculo

ho-y
O 'cnm

3 = 1.691
nm

Es interesante sefialar que para este valor de cil-

culo del 5% las probabilidades de que rompan 5 cables o

menos son muy elevadas (ver figura 7), a saber

k = 1 P = 99,.5%
k = 2 P = 97.2%
k = 3 P = 90.7%
k = 4 P = 79.0%
k =5 P = 63.1%

He aqui la razdn por la que al ensayar probetas de
tendones de gran nfimero de elementos siempre,se producen
algunas roturas de alambres, incluso para valores bajos

de Ao. No hay que preocuparse, por lo tanto, si al ensa-
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var tendones de muchos elementos, con valores de AC que
para un {inico elemento representaban una probabilidad de

fallo muy peguena, se producen roturas.

5.6.- CONCLUSIONES

En este capitulo se da un modelo para el andlisis
de la rotura progresiva a fatiga de un tenddn mGltiple
de»graﬁ léngitud, con dos hipbtesis diferentes de acumu
lacidn de daho. E1l modelo permite obtener la funcidn de
distribucidn del ntmero de ciclos hasta rotura mediante

técnicas numéricas o de simulacidn.

También se proporcionan cotas superior e inferior
de la solucibdn exacta. Estas cotas demuestran ser de uso

préctico con el fin de evitar cdlculos.

Cuando el nfimero de elementos aumenta, los dos 11
mites cbnve;gen a la solucidbn exacta. Como resultado, la
teoria asintdtica se puede aplicar f&cilmente para obte
ner una expresidn analitica de la funcidn de diétribu—

" ¢idn del nGmero de ciclos hasta rotura en la zona<kala£
~ga vida o del intervalo de tensiones en la zona de endu

rancia.

Se dan condiciones de compatibilidad para obtener
una funcidn de distribucidn normal para los subelementos

de longitud de referencia L,.



APENDICE 1

ORGANIGRAMAS Y PROGRAMAS DE

ORDENADOR



- 186 -

ACERO

PRINCIPIO

1

LECTURA DE DATOS
XMIN,XMAX,XIN,II,EI,IES,IT

(z(1),w(1),I=1,15) U(I),I=1,7

I1=0 ST

NO

LECTURA DE DATOS A

ACUR, AMU

Y

IVE=IFIX( (XMAX~XMIN)/XIN)+1

-

*L —~

LECTURA DE DATO0S

19, LO, R, T, NI

< EOF ST FIN
NO
%scnrm DE DATOS/
IND=0

<ig=(a-1) 1(T~R-1)! /(T~1;>




>

Y
X) (IX)=XMIN+(XMAX-XMIN)/(IVE~-1)*(IX-1)

A3=(J3-1)*L8

B3=A3+18

!

SG::O .

S7‘-"'TO .

!

| B4=B3-A3

B5=B3+A3

!

Il=1

—

Y1=(B4*Z(I1)+B5)*0.5
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I1-0 NO .

SI

H=(L2**(R-1))*( (1;-1.2)**(1'-3-»1) )/B9

[]

-—*—-—

I1=I1+1

H=2.*ACUR*L2+1.-ACUR

< |

Y=X5(IX)*H~-AMU

!

SUBRUTINA MDNORD

Y, 82

%

S6=S6+W(I1)*H

SI

NO

S57=S7+DLOG(S2**W(I1)
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~
!

S6=56*H4

S7=87*H4

58=58+56

59=59+57

et 73=7341] NO @

SI

U1=89

!

21 (IX)=1-EXP(U1/L0)

!

ESCRITURA DE RESULTADOS

(X5(IX)-AMU), Z1(IX), S8, §9

JX=3XA41 -y IX=IVE

SI

ESCRITURA DE RESULTADOS

71(I),I=1,IVE
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AGS SCRTRAN 59 VERSION 6413 == wEONESCAYe. JUNE 3, 1983 ¢ pM

.

w
[0
(14
w
(W]

ACERC

(g
$#

aNaXgl

i+ % 3§
i+ 4t 3 3
3+ 4t 3 3t
LY I I )

3w 3
it 3t 2

COMPILER DCUBLE PRECISION ,
DIMENSION w(15)92Z(15)suUlB)+Z10100)X5(10C0)

REAL LI+LOsLBrL2

OPEN 1»"DATERO™
- JPEN 2+"RACSRO™LATT=war .
OPEN 344CTE2%yATT="aA"

(1) ((Z(T)eW(I))yi=18)
(1) (ULI)eI=1.7)

REAC R
REAC FR

i
mm

CO 10 I=9.1S

w(I=w(I=7}

(D) ==Z(I=7)
10 CONTINUE

READ FREZE (1) XHINyXMAXeXINSIIEI+IESHIT
WRITE FRES{ZIXMINeAMAXeXINyII»EISIESSIT
IF(ITECLCIGO TC 3872
REAL FRESE(1)YACURsAMU
WRITE FREE(2)"MACUR«+AMU="+ACUR+AMU

3372 CONTINUE

: IVE=TFIX CUXMAX=XMIN)/XIN) +1

15 REAC FREE (1+ENO=T00) LO»LO+ReTeNI

1o e

s gr e

WwRLTE FREE (3)L39sLO+IVE+XMINeXMAXSXIN
IND=0

=% CALCULO CE B (ReT )={R=1)UH{T-R=-1)1/(T=-1)!

s 4n oa g4 08 op se 4o

39='1t .

IF(RelTe2.90%) GO0TD 30

UG 28 1I=2+(IFIX(R)-1)

£9=89=%I
29 CONTINUE
3C IC(TeiT+2.999) GOTO S0
DG 40 I=2+(IFIX(T)=1}
BI=E9/1 ’
CIONTINUE '
50 IF({T=RYaLTe22999) GCTO 70
w0 60 I=2+(IFIX{T-R)-1)
39=89%=]
od CONTIMUE

e 4 o o ¢¢
p
Q

G wR [TE(2+3000¥R+T,439
39309 FORMATU/ /77 +5%MFUNCICN HUL) CON BETA("I1e"e"y Il )", 1X,
1 Cl4.9/777) . ‘
WRITE (243158} L9900
3100 FORPAT{SX ML= 1CE o2 ¢S Xy ML C="yF2e2v5Xy// /7))
wP ITE (2,320C)
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320¢C FORNMATCLICX oM X" 910Xy "F X))
AR ITE (2433002
FORMATI3S5("=")s//)

w
w
O
o

(@)

b3t 3t
bt

PARTZ PRINCIPAL DEL PROGRAMA.

LR AR T A

3 3 3 3t
& 3 A
4 4 3

3
3

i

3#

T o0oOr

D0 600 IX=lelVve v

KS{IX)I=XKRIN+ (XMAX=XMIN)/(IVYE=-1)*{IX~-1)
S8=C.

S$9=0.

La=L9/NI

CO 500 J3=1+N1

A3=(J3-1)%L3

£3=A3+L8

S6=0.

- §7=0.

B4=83=-43.

35=33+A3

20 400 11=1le¢1l5

Y1={(34=Z2 (I1)+35)1%0.5

L2=Y1/L3
IF(IT.NELDIGC TO 3870 ‘
H={L2% (R=1) )={ (1~-L 2)=(T-R=1)1)}/839 3 FUNCION H(L)

| 6N 10 9371
%370 H= 2+, %ACURFL2+1-~-ACUR
9871  CONTINUE |
¥Y=XE(IX ) *xH=aM)

CHR=xx%=x CALCULDO DE F(VY)
If [Il«ECel) GOTU 305
CALL MDONCRD(Y»S1)
GOTC 3090

305 CONTINUE

¥i=¥
IF(Y.LT«0e) GOTO 100
Y==Y
100 Sl=0e
IF{YelTeull})) GOTC 2GC
L=1
120 IF{UIL+1).GEWwY) GOTC 160
A=U(L)
B=y{L+1)
I1ND=1
GQTC 250
i40 S1=351+S
L=0+1 .
GOTQ 1290
150 A=L(L)
s=Y
IND=2
GATC 250
180 51=51+S
200 IFIYLeLlZaDe)GOTD 22C
§2=51
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S1=1e.-51
60 730 230
22¢C S$2=1.-S1
280 Y=Y1
CcT0 300
250C S=Ce ) 3 OBTENCION DE F(Y) ENTRE A Y 3.
31=8-4A S
B52=8+4A
OC 270 I=1415
X=(Bl=e (I)+32)=0.5
F=CEXPI=0e5F(X*%2))/DSQRT(2%3.141592654)
S=S+F*W(I)
27C CCNTINUE
3=B1%0.5%S -
TFUINDeEGSLl) GOTO 140 .
GOTO 180 -

FIN DEL CALCULDO DE F(Y).
*%x CONTINUA LA GBTENCICON DE Uly INTEGRAL DE LCG(1-F(Y))

-300 S6=S6+n(11)%h
IF(S2%=W (11) oL TeEI) GCTLC 39939
ST=ST+PLCG{S2%=x=w(I1)) .
JFEISSeZCel) WRITE FREE(21IY9S52+0OLOGIS 2w (I1))+57
GO TO 400
39953 IF{IES.EQelY WRITE FREE (2)Y+S2+57
430 CONTINUE
S6=Sa=H4
ST=5T*H4 -
58=58+S5
S3I=59+57
500 CONTINUE
ul=89
Z1{IX)=1=-DEXP(UL/LOD)
TF{Z1(IX)eLT «0«003000C1) Z1(1X)=04000C0001
FRFLZ1I(IX)abT «De9999996839) Z1{IX)=0+9999539¢
WRITE (2¢3400) IXS{IX)~AMU) +Z1{1X)+58+53%
3400 FORMAT(EXeFT 243X eF12.10+281446)
60C CONTINUE .
WRITE FREE {2) (Z1{I)el=1,1VE)
507TT 15

700. CLOSE 1.
CLGSE 2
CcLCSE 3
STCP
ENC
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TE2

PRINCIPIO

==

~ LECTURA DE DATOS

\A,IES,IFU,AA,BB,CC,DA,E

-DN(J), J=1,35

?

I=1

o~ 1
Y

i ' LECTURA DE DATOS

IVE, XMIN , XMAX

[1=141] X5(I,J),ZIN(I,J), J=1,IVE
_ Xo F EO
ST

=1

!

=19

DU=DN(J)

!

A SUBRUTINA MDNRIS

DU,DV,IER

!

J=J+1 DIN(J)=DV*CC

i +

DIN(36-J)=-DIN(J)

L =T




. e
A

- \*

DV=ZIN(I,J)

| I

SUBRUTINA MDNRIS

DU,DV,IER

!

J=J+1 ZIN(I,J)=DV

F=A%*11.3/(5.08*DIN(35))

!
<?LOT i¥ 0,7T>
&
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(» FACTOR F )

Y

YAUX=2.5+DIN(35)

!

<§LOT 2.5, YAUX, —5>

!

Yi=DIN(1)

Y2=DIN(35)

!

I=1

YAUX=Y1

Yl=Y2

Y2=AUX

* !

V=(I-1)*11./(XMAX-XMIN)

<§LOT v, Y1, +5>

I=141]

<§POT v, Y2, +%>

NO

SI

X1=0.

X2=11.




<?LOT X1, DIN(I), +é>

I=1I+1 B

(PLOT X2, DIN(I), +2)

NO

AA=AA*CC

* !

U=DIN(J)-AA/2

v I= +l_ *

(NUMBER -.98,V,AA,DIN(I),0.,+4)

NO 1=35
ST
1=1
- y

!

V=(I-1)*11./(XMAX-XMIN)-BB

L

U=DIN(1)-0.5

UU=XMIN+I-1
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Y

(NUMBER V,U,BB,UU,0.,-1)

J=1

J=J+1{

SI

NO

X1=X5(1,J)-XMIN

!

AZIN=ZIN(I,J)

!

IIN=JTAN+1




]
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5]
N\

!

[X1=(X5(I,7)=X5(T,J-1) ) *(DIN(35)-ZIN(T,d+1))/

/(ZIN(I,J)-ZIN(I,J+1))+X1

!

. | AZIN=DIN(35)

NO

(pLor X1,AZIN, +2 )

No

FIN
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AGS FURTRAN 54 VYERSION €413 =-—- FRIDAYs JUNE 10, 1983 B:i126:32 AM
TE2

COUSLE PRECISION ZINgLILO»TVEsXMINex®aAX,y XN
DIMENSICN ONI(35)eDINC23) 2 ZIN(25+3C)9X3(25.320)

OPEN 1."CEDETEZY
CPEN 2,mDTEZ"™
OPEN 3+ "INTER"$ATT="AM

REAL FREE (1) A+IES+iFU+AA,BBeCC+LDAEE
DATA DN/.COOI’-OOQZQ.QOOS!cOOI?oOQZ?oOODv.OlQoOZvoOﬂv
010101596202 425 030'03590‘!00.‘!.1&-090,57060D'630-70Q075'03C0
854090 +e959¢781+99 9995 009081.999009995v¢9998’o99991

I=1 . ..
10 >'KEAD FRﬁprOEND—3O)IVC'XPINQXHﬁX

READ FREE 12) (XS5({Jed)eZIN(TI4J)ed=1lelVE)

I=1+1

GDTC 10 -
.30 N=]1~-1

“KT“SQN:»I) GOTO 32 v

wRITE FREZ {3) 571VE!XHIN9AMQKQKIN?N

WRITE FRET (3) (DN{I)s+1=1s35)

WRITE FREE (37 ({ZIN(Tsd)ed=1leIVE)sI=1sN)

W v
H

32 DO 40 J4=19+35
DU=0ON(J)
CALL MONRIS({CU+DVeIER)
DIN(J)=DV=CC
- DIN(3&6=J)==DIN(J)
40. CONTINUE
- DIN(18)=0.
DO 60 I=1sN
L0 50 J=ls1lVE
DU=ZIN(T«J)
cagl HDNRIS(UUrDVvIFR)
ZIN(I.J)=DV
CONTINUE
=% - LCCNTINUE

(91
[

IF(IeS.NE.1) G370 62

WRITE FRET (3) (DIN(1)I=1+35)

WRITE FAEE (3) ((ZIN(IeJd)eJd=1lsIVE) »IZ1,N)
WRAITE FRETZ (3) “KNLOKNLOKNLD®

62 F=2A%1143/{5.03%0IN{35))
. CALL PLIATS(D+LT)
IF (IFU«NZel) GOTT 53
WRITE FREE (3) " T=Myfe™ DIN{3IZ)=9,DIn{335)
.53 LALL FACTOR(F) .
: YLUX=24.5+21IN(35)
CALL PLAT(Z+5+YAUXs=3)
Y1i=DIN(1)
¥2=0IN(3S) :
DO 73 I=1eXMAX=(MIN+L
YaUXx=Y1l
Yi=Y2Z
=YAUX
Va(lel}Zzlla/(XMAX=XMIN)
IFf (IFULNEL1) GOTOD 45 '
- W2 1TE FREE (3) NOYSH, YT YIS, Y e Y2TWyY2
&8 CALEL PLIT{VeYls+3)
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70

75

80

90

103

115

1290
121

125
1¢6
200

CLGSE
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CALL PLOTI{VeY24+2)

nCNTINui

XZ2=11e.

20 80 I=1.38

XaUXx=X1

X1=Xx2

X2=XAUX

IF (IFULNSe1l) GOTO 75

WRITE FREE (3) " Xi=WeX1l."® X2=NeX2 ™ DINCIIRN,DINLD)
CALL - PLOTIX1+DIN{T)e+3)

CALL PLCT(XZ»DIV(I)9+¢)
CONTINUE

DO 80 1=1+35

AA=AARCC ‘

U=CIN{[)Y-AR/2

CALL NUMBER{=e¢35sUrAAYyON(T)}90ev+4)
CONTINUE

00 100 I=1l+XMAX-XMIN
Ve(I=1)%1ls/{XMaX~XMIN})~B3
U=DIN{1)=e5

UUSXMIN+I=-1

CAaLLl NIMBER(VeUeB3»UUs0 ee=1)
CONTINUE )

o0 200 I=1eid

IND=D

IIN=C.-

20 150 J"l»IVt

IF(ZIR( T2 )Ll TeDIN{I))Y GOTO 150
X1=X5(1 »J)=XMIN
AZIN=ZIM(T»d)

IFCINDNELQ) 60TO 120
IF{IFU«NELL) GOTO 115

" WRITE FREE (3) "™ X1="sX1e™  AZINS"SAZIN

CALL PLOTIX1+AZIN++3)

IND=IND+1

GRTC 150

IF (ZIN{I+J)eGTeDIN(35)) GOTO 121

GOTC 124

IIN=IIN+1

IF{IIN.NE+1) GOTD 150
XX=X5{] s ) =X5(1yd=1)
X1=XXH{DIN(35)=ZIN{TeJ=1) 1/ L LINCLeJI=ZIN{Tyd=1)04+X1
AZIN=DIN(35)

IF (IFU.NE.1) GOJTO 125

WRITE FRES (3) M X1=teX1ls" AZIN=",AZIN
CALL PLOT (X198ZINy+2)

CCNTINUE

CONTINUE

CALL PLOT (DeeDey339)
CLCSZz 7

LLOST
CLCSE
3TCP
ENC

[CVIN P 2
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TE3

COMPILER DQUBLE PRECISICN
DIMENSION CO(41)1+C(41e41)
OPEN le%CTE3YW
DPEN 2y M"RTESMGATT=RAPM,LEN=132
REAT FREE{IINLSTESeAMALR
AR ITE(2¢120)N1svTIESyAMeALR
103 FORMAT(™ N="]I5" JES=NISM AM=NEG 2" ALR="FG,2)
10 REAU FREE (13U
"WRITE FREE (23¥r" U=v,U
IF{ULEQe S99, ) STOP
DO 7 N=1¢Nl}
AN=N
co(l)=1
00 1 K=leN -
AK=K
Y=UXAN/ AK
IF{UelT 0w Y=U®N
Y=Y-AM
INO=-1
IF{Y.LT «0e) GIOTO 2000
INC=1
==Y .
2040 CALL MONORDCOY#F)
IF{INDLLT=0) GOTG 2010
Fl=F
) Fzle=t1 .
- 2010 CONTINUE
‘ Fel={1—F)=RALR
. IFCIES.EQelIWRITE FREEZ (Z]YsFonmaimmminn
IF(INDLLT.OIGOTO 2040
COUK+LI=CO(K }*{L~F1x%ALR)}
LO0TO 2080
2040 CONTINUE
~ LOUK+1 =00 (K =F.
2050 CONTINUE
IF{ReEQel}F GCTO 1000
0O 2 Jdl=1+K-1
AJdl=Jl
IF{INDLT+0) GOTQ 2020 ‘
COMK+LI=COK#L I+ Il o R I Ta={8Jl+l ) FLIoxALR)/(4J]l+10)
GoTC 2
2020 CONTINUE
COUK+L)=COUK AL I+C Il KIRFER(JL+1 )/ (AT 141}

.. —

P4 % Wy gE 4% S4B ¥R 4% S8 6 4% mE S 48 B9 W4 85 B BE ew Gx 44 se 4 & es

2 CEONTINUZ - '
] 1000 CO(K+1)=C0({K+])}%AK
3 UT 3 Jd=14X
Ad=d

IF(J.EQ.1) GCOTO 29
C{JeK+l)==ClJ=1oK)/7AJZAK

G070 3 V

LUK+l )==CO(K)*AK

TF (IZSeCQe1IWRITAE FREE (21J+K+14ClJek+l)
CONTINUE

FORMAT(™ K="(5" CO2MFS,T" U="F3.3)
WRITZ(Z+200YNeCO(N+L) U

6CT2 10

EnNG

*x
[»]

(o]

B VIS T N
<3
(o}

__ 44
Se 66 FF as 4 R S¥ 4 S5 @ S% 45 2¢ S8 PE 68 % e FF 80 Gs 9% PE 4V JE 43 g% ew R LI LN 2

JUSEFRRY W L SRR (N PR S e
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TE1l

PRINCIPIO

1

LECTURA DE DATOS
ZMEDIA,XMAX, XMIN, AN, AMP, IPE,P,Q,SZ,NO,
N,N1,DSEED, IES, IESO, ITES, N2, INC, IORD
B(I),I=1,P c(1),1=1,Q
NCAB(I),I=1,INC

!

SA=1. IS8=0 8S0=0 SS81=0.

582=0. ZAO=0. ZA1=0. ZAZ2=0.

!

NB=N

XI=AN/(XMAX-XMIN)

N5=AINT(AN)+2

’ \\\FSCRITURA DE LOS DATOS///

SUBRUTINA AUTO

P,Q,5A,1IES

!

CCOR=SQRT(U(1,1))

SA=SZ/CCOR

!

SUBRUTINA SIMUL

p,Q,SA,DSEED,N,INC

IORD,N1,NO,IES,IESO,ITES
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Ko=1
e
1
/|
K2=K2+1 [_.__—-i
&
= Y
XU=XMIN+(M-1)*(XMAX-XMIN) /AN
| A Y
' K5=1
l M=M+1 o Y
' F(KS)F(K5)+1.*LA(M,K2,K5) /N6
K5=K5+1
A —— N0 “R5-TRA
A
ST
‘ \ESCRITURA DE RESULTADOS /
NO
——




NO

S850=880/1388
SS1=851/(18S-1)

$S2-552/(1SS-2) Y

ESCRITURA
SS0 Ss1  ss2
gt

FIN
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A0S FORTRAN 549 VERSION 6413 — THURSDAYs JUNE 9y 1663 11:33:05 awm

TELL

SSTE PROGRAMA SIMULA N VSCES UNA VARIAZLE ALZATORIA CUF ES EL.
MINI®C DE N1 VALORZS CCONSZCUTIVCS CE UMA 53ERIz TTMPORAL QUE
RZISPCNDE A UN MITZLD ARMA2{(P49) SIENOC ZUTH UNA V2RIaSLE
N{CsSZ*%2)s AL INICIALIZAR PARTE 0T P V4LORES NULOS De 2(T)
PDR LC QUZ PARA EVITAR SU INFLUENCIA NT CIONSIDERA LUS NC
PRIMERDS VALCRES SIMULACCS Y SE& QUECA CON LOS RESTANTES.

- LCS COEFICIENTES AUTOREGRESIVLS SCN 2(1) CON [=1,?

.= LCS COEFICIENTES DE MECDI A& MOVIL SON C(I}) COM I=1.Q

- DSEEC ES UNA VARIABLE QUE TGMA CUALQUIER VALCR. SE UTILIZA

EN LA SIMULACION

.= TES ES UNA VARIABLE QUE CONTRULA LA ESCRITURA. SI VaLE 1

~ ESCRIBE SI VALE 0 NO cSCRIZBE RESULTACOS INTERMEDIOS.

EL FROGRAMA CALCULA EL VALGR DE SIGMA(A) PARA OBTENZR UNA
VARIANZA [L0F Z(T)=SZx=2 (VERR LI2RC BCE BCX=-JENKINS).

OO0 OO0

DOUBLE PRECISICN DSEECDsAL{21+21)sUl2101)

DIMENSICN A{20)+B(2031+40(2C)+0(20)+2(2C)sR (1)

DIMENSION F(OLD)+LACSOCsZSeS)NCAR(10)

INTEGER PrQePl -

COMMON /CK1/D+Al U

COMMON /CKZ2/1yReAsNCAByLA

COMMON- /CK3/ZMED T A AMP , IPC o NSy XT o XMININSy ZAZ2,2ZA1,
1 ZAC+SSO+351+552+1SS ‘

COMMON /CX4/B8»C

COMMON /BLOCK/ZM1(100)

DATA LA /12EC0%D/

DPEN 1y"CTELL"
OPEN 25 "RT1™4ATT="AP"
GPEN 35"RT11",ATT="ap"

READ FREE{ L) ZMED I A« XMAX +XMINy AN9AMP 41 PE
WR ITE FREE(2)" ZIMZDIA=",ZMEDIA
READ FREE(1)IP+QeSZeNOsNeN1+DSEEC I1ES+IESO.IIESHN2
WRITEL2,1000)27+Q09SZsNCaMeNL1+ISEEDN2

1000 FORMAT(M P=[3,10 Q=W S7=pEg 30 NO=W]3® N=w[5™ | ONG="]3

1 " DSEED="016.8+1X"N2="13)

WRITE FREE (3)"NUMERD DE DATOS SIMULACOS="N
1F{P.5Q.CIGD TG 10
READ FREE(II(R(TYyI=14P) -
WRITE FREE(2)"™ COEFICIENTES AUTOREGRESIVOS™
ARITE(Z2912C6CH(2(1)s1=14P)

120¢C FORMATI1X+1CF1043)

10 IF(QeFQ.CIGE TO 29
REAC FREE(INILUtINeI=1,Q)
WRITE FREEL(2)*" COSFICIENTSS OF MENIA MCVIL®
WEITE(2+12000(C(I)+T=14Q)

20  REAC FREE (1) INCsICREC
REAT FREE (1) (NCAb(I)eT=1sInNC)

pe

SA=le
15$=0
SSC=0.
351=0.
$£§2=Ce
LAC=0.
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241=D.

1222=0.

N&=N
XIzaN/7{XMAX~XMIN}
NS=AINTIAN)+2

Camdxsx SUSRUTINA DE CALTULC DE LA FUNCICN DE AUTCCORFEELACICN

CALL AUTO(P+CrSA+P1s1ES)
WRITE FRES{2)" FUNCION DE AUTOCORRELACICN"
CCOR=SQRTIU(1I+1))Y ,
WRITE FREE(Z)IIU(I+1)}/CCOR+I=1+P1)
SA=SZ2/78QRT(U(1+1))
- WRITE FREE(2)" -SA=",45A i

 WRITE FREC (2IMXMINLXMAXT XMINXMAX

% SUBRUTINA DE SIMULACICNs SEGUN EL MODELD &RMa(P.Q) DE
*% BOX~JENKINS. LOS RESULTADGS LOS ALMACLENA EN LA MATRIL “La"

CALL STMUL(PsQeSArDSEFDeNeINCoICRIINL ¢MOy NZ+ IES+TESO11IZ3)
C=x=xxx ESCRITURA DE ReSULTAROS

00 60 K2=1+INC
WR ITE{3» 1300INCAB(K2) +N1

1300  FORMATU////71Xe™ NLCAB="I3+5Xe" Niz=M13e//)
WRITE(3,1400)

1400 .. FORMAT(ISX«Z)})
IR 4=10RD

IFINCABIKZ)«LTLIORD) TRA=NCAB(K2)

1500 PORMAY("+";5X;"Q~",I3v5x>2J
#WRITE FRETS (3)"KNLOLKNL>"
20 30 I=1;IRA
FIIy=0s
30 CIONTINUE
DO 50 Mx=]1.N5
Xu= Xﬂ{N*{%“l)*(XM#K’X#{N}/&N
S0 40 K5=1+]IRA
FIKSI=F{KS)I+1a®LA{MeK2+KS) /N
&3 CONTINUE
WRITE (3+1600) XU
15007 FORMAT{1XsFOL3+5Xel}
o ARITE(3 ¢ 1700 (L (LA{MsKZ4KS)Y+F{KS}}+KS=1y IRA)
1720 : FGRF&T(”*"?ISfFlO'éfZ}
50 - CONTINuUE
&0 CONTINUE

IF{IIES.NE&3) GOTQ 70

$50=850/135 :

S51=351/{155~1}

552=S852/711S85-2)

WRITE FREZ (3)ISS+"COVARIANZAS"eSSO+SS19552
73 CONTINUE : :
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FIN DEL PROGRAMA

cLESe 1
CLCSE 2
CLGSE 3
STOP
ENC



SUBRUTINA AUTO
P,Q,SA,IES

COMIENZO

-

D(l):SA*SA

1

e

- 5
D(K+1)=0.

Y

Ll=K

i A '
' . F .

L1=P

K=K+1 :
1

et

4 D{K+l)-D(K+1)+B(L)*D(K~L+l)

L=l+1
|
i ' -

D(K+1)=D(K+1)-C(K)*D(1)

NO




K=K+1]

J=J+1

‘#




Kl==K+1

1U(k+1,1)=0.

SI
U(K+1,1)=-D(K1)
—

00 ST

NO

L=1

|
“ Kl:-K+L+1

!

L=L+1

*sx

U(K+1,1)=U(K+1,1)+C(L)*D(K1)

-

NO

el —— K=P

SI
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IDGT=0

Y

SUBRUTINA LEQTI1F

Al, 1, P1, IA, U, IDGT, WKAREA, IER

IER=0 L - PARAR
SI

VOLVER
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ACS FCRTRAM 54 VERSINDN 6413 -— WEDNESCAYs JUNE 89 1583 72317343 ONM
TELC .
Cerw=sx SUBRUTINA DE CALCULG DE LA FUNCION DE AUTCCIRSPELACION

SUBRCUTINE AUTOIPyQ+SAsPLyIES)

DOURLE PRECISION A1(21921) WRAREA(Z2Y) 9ul2191)
INTEGER FslePl

CCMFCN /CK1/EB(20)+al10U

CO¥MCGN /CK&/ B(20)+CL20)

D(1)=SA%*SA

IF(TESe£Cel) WRITE FREE(2)" VALORES DE GAMMA({Z A"

IF(IESeFECal) WRITE FREE(2)0+0(1)

IF(C.EQ.CIGTC TO 30

DN 20 K=1+Q

D(k+1)=0.

Ll=K -

IF(KaGT.PILLI=P

DO 10 L=1l4L1
10 DA{K+1)=C(K+1)+B(L}=D(K~L+1)
DEK+L)=DIK+1L }=C(K)I*D{(1}
IF{IES«EQ+1)IWRITE FREE(Z)K»D(K+1)

8 00 a4 00 eb &0 00 oy e t_l ¥ 89 86 84 83 44 A% es ne B

20 "CONTINUE

39 DD 40 L=leP+l
DO 40 LJ=1l.P+1

&0 CAL{LeLJT=0.

DL 50 K=CsP
o AL(K+leK+l)==1a

- B0 50 J=1l.P

Kl=K=J
IF(K1latTWD)K1==X1
AL{K+1oK1+1)=A1(K+1oK1+1)+8(J)
B0 70 K=0eP

K==k 4l

U{K+1¢l )=0.
IF(KR]l &GT 0 IU(K+141)==0(K1)
IFCQ.EQLO0¥GO TO 70
20 80 L=1+Q

Ki==K+L+1 -
IF(KLeGTOIU(K+191)=U(K+1s1)+C{LIZOIKL)
&0 CONTINUE
70 CONTINUE
Pl=p+1

IF(IESEQulIWRITE FREE(2)1(I{ALEI+J)sd=14P1),T=1,71)
[F(IESeECel) WRITE FREF(2)(U(Iy1)9I=1421)

14=21

[DCT=0 | ‘
CALL LEGTIF(ALs1+P1+1A,UsICGT+wKAREA, IER) 3 INVERSION DE maln
IF(IER.EC.0)GO TO 8¢

WRITE FREZ(2)™ SRRCR IN SUMRJTINA LISTIF  (ZR=".1%R

Cxmxxx= FIN DE LA SUBRUTINA
STC?

3¢ R ZTURN
ENC

00 60 we bo 09 20 09 S5 40 sr ts S0 4% so e
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SUBRUTINA SIMUL

P,Q,SA,DSEED,N, INC, TORD,N1,NO, IES, IESO, IIES

COMIENZO

N>1000

SI {

N7=1000

N=N-1000

I=I+1 Z(I)=0.
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SUBRUTINA GGNML

DSEED,1,R

!

A(T)=R(1)*SA

NO

t

|

[

!

o

ZM1(I)=9.0E+20

1) !

J3=1

!

ICAB1=N1+NO*2

ICAB1=N1+NO

Y

J3=1 NO
SI |

ICAB2=ICAB1-N1

i

ICAB=1
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N/

A
L] Y
SUBRUTINA GGNML
DSEED ,1.R
Z1=R(1)*SA
!
SI
P
NO Fd15P ‘
=J+1 !

Zl—Zl+B(J)’Z(Jl+J)

Zl—Zl+B(J)*Z(J1+J-P)

e

NO

— 3

J=P

J=J+1

4Zl=Zl+B(J.)*A(J2+J)

Z1=Z1-C(J)*A(J2+J-Q)

|

|
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D ©

SI
B ¢
P<O ST
NO
2(J1)=21
Ji=J1-1 ' V
NO
ST
!
Ji=P
et
g
Qg;\\k SEb?
NO
A(J2)=227
!
J2=J2-1
NO
SI V

J2=
%;; )



ZA2=ZA1
ZA1=ZAO
ZAO=Z1 V
SS0=SS0+ZA0*ZA0
SS1=SS14ZA0*ZA1

S582=S52+ZA0*ZA2

ISS=IS5+1

— '

ICAB3=ICAB-ICAB2

!

H=2*AMP*(ICABS;O.S)/N1+1.—AMP

!

Z1=(Z1+ZMEDIA)/H-ZMEDIA

ZM1(33)=Z1
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.
F ! =
| ICAB=ICAB+1
—
| } =
c ]

| N1 0=NCAB(K2)

Y

SUBRUTINA ORDEN

17=1

S

ZM1(I7)=(NCAB(K2}-I7+1)*(ZM1(I7)+ZMEDIA) /NCAB(K2)~ZMEDIA v

17=1741 NO

1}

7=NCAB(K2

SI

IRA=NCAB(K2)

8




1 K=K+1
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— N
| B
i K5=1
K2=K2+1 | M=AINT ( (ZM1(KS)—XMIN)*XI)+2

K5=K5+1

M>NS NO
i
| > 1
M=N5S
W————-‘_-—

LA(M,K2,K5)=LA(M,K2,K5)+1

Y

e 5=IRA

NO

SI

NO
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AGS FORTRAN S5, VERSION 6,13 == THURSDAYy JUKE 9, 1983 10:28:43 &M
TE12
C¥=x==x SUBRUTINA DE SIMULACICN+SEGUN MODELD ARMA(P.Q) DE 20X-JENKINS

SUSROUTINE SIMUL(PyCySAsDSEED +NeINCeTCRDyNLoNC I NZsIESy IESDHTIES)

DOUBLE PRECISION DSEEC
INTEGER PeQ
- COMMON /CK2/Z(20)sR(1Y+A1L20)¢NCAB(10) LA{5004543)
COMNON /BLOCK/ZML(100)
COMMON /CK3/ZMEDIAyAMPy IPTINE6 XTI+ XMININSYZAR4ZAL,
1 ZAC+»SSO0+SS1+352+1S5S
- CDMFDN /CK4/B8¢20)+C(20)

IF ({N6/1000e=INT(NE/10004+))+GT0000C1)GCTO 10
. N=N+1000
10 IF(NeGT. 1000160 TJ 20
NT=N
GO_TD 30
20 N7=1000
N=N=-1000

30 DO 220 X=1eNT7
IF{P.EQLDIGO TO -5¢
DO 40 I=l,P
40 Z(1)=0e
50 IF{G.EQ.0)YGO TO TO
DO 60 I=1sQ
CALL GGNML(DSEEDy1+R}

60 ACI)=R{1)*SA
70 J1=p
Jz=Q

D0 80 I=1,NCABLINC)

. IML1(1)=39.0E+20

80 CONTINUE

DO 150 J3=1.NCAB(INC)
1CABL=N1+NO=N2
IF(J3eEQel)1CABLI=NL+ND
1CAB2=ICAB1~-N1
DO 190 ICAB=1,ICAS1
IF(IE5.FCes0)G0 TO 90
WRITEL2,10003{Z(J4) +34=1,P)
WRITE(2+1000)(A1J4) »34=1sT)

1000 FORMAT(1X+10F10.3)

30 CALL GGNML{DSEEDs1+R}
Z1=R({1)*SA
Z2=171

1(P.EC.0)G3 TO 120

23 110 J=1,°P

IF(J+Jl «6T.P) G2 TQ 100 .
21=21+8¢()=T(J1l+J)

®F e OF 90 49 40 04 PF 0s S0 €0 go b G0 es v o

_ GC T2 1190
130 11=21+8(J)%2 (J1+ 4~ P)
112 CINTINUZ
i29 IF(Q.EC.0)GD T3 150

D3 140 J=1,.0Q
FUJ+Jd2.GT.0)60 T3 15¢C
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R TR R I
e ~>0
v O AN 4

[SRN SN NI VRN o I A VERAPRN N

ElJiei Talddil=
120 1F{QsLZ-0) GCTS 17C
A092)=22
Jesdé=1
1T(JZeLT21)J2=Q
170 IF(ICAR.LZ-1CAB2) GCTD 150
IF{I1]ES.NEL3) GOTT 180
242=22L1
ZA1=Z4A0
240=2Z1
S5C=5S0~+ZA0%700D
S5S1=S351+Z40%*27A1
SS2=SS52+ZA0*ZAZ
1SS=1583+1
180 CONTINUE
1CAB3=ICAB~TCAB2
H=ZZFAMP {1 LAB3=s5 )/ N1l +]le—AMP
21=(21+ZMEDIAY /H=-IMEDIA )
IF(IMI(I3)e6Ta2l) ZM1(J30)=21
150 CONTINUE
PO 210 Kz=l4INC
- WN1D=NCAB(K2) , o - ‘
CALL GORDEN(N1O) SORDENACION DE NCAB(KZ) VALORES
IF(]IPELNEL1) GOTO 13 - :
0O 1Z 17=1+«NLAB(K2)
. ZF1(17)=(NCAE(KZJ'I?+1)*(ZVI(I7)*2MEDIi?/ﬁCﬁB(KY)‘ZﬁEDIA
12 CONTINUE .
'C&LQ‘GRDEM(NlQ’
13 1 A=I0FD )
: IFINCABIK2)eLT.IORD ) IR&=NCAB(K2)
o0 200 K3=1ls1IRA
M ATWTOLZMI(KS)=XMINIZXT)+2 :
IF {IE5D0eZQel) WRITE FREE(3) MeZHM1(KS)
1F{ValTelliM=1 ’
IF(MLCT « NS IM=ND
LA{NMIK29K5)=LA{(MeK24KE)+1

20 CONTINUE I :
210 CONTINUE ' ) S
220 CONTIHNUE

IF(NT.EQeN)IGD TO 23C

GO TD 10

C==kx%xx FIN DE LA SUBRUTINA

230 RETURN
ENC
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SUBRUTINA ORDEN

N

PRINCIPIO

AUX=Z(J+1)

Z2(J+1)=2(J)

Z(J)=AUX

LU=INDIC-1

VOLVER "
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A0S ECRATRAM 54 VIRSION 6413 == THURSOAY, JUNT Sy 1983 10:25:41 av

T

m

13

s=x% SUBRUTINA D% CADENACION DT LAS N PRIMERAS
ssmEEn CIMPONENTES OEL VECTOR %z

SUBRJUTINE ORDEw(N)
CCMFCN /BLOCK/Z100)

LU=M=1

10 INCIC=1
D0 20 J=1.LU
IF(2(J)elEaZtJ+1)) GOTD 20
INCIC=J
AUX=Z(J+1)
2{4+1)=21(J)
2{J)=AUX

0 CONTINUE

e . TFLINDICeERe1) GOTO 30
i LUS=INCIC-1

) " GOTC 10
23 CONTINUE

RETURN
ENC
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INDEPS

PRINCIPIO

LECTURA DE DATOS
IES,IOP,N,M,K1,NPUNTOS

XMAX, XMIN

N= ST FIN

NO

I=1

R1(I,J)=0.
J=J+1

R(I’J)=pc

SI
NO
-

I=101

SI

X(I)=XMIN+(XMAX—XMIN)/NPUNTOS*(I-;)

X1(I)=X(I)

-]




CN1=CN [an=n]

DN1=DN

J7=J7+1 ‘ ———

PK=ALOG(AN)

DN:(Z.*PK)?*(—O.S)

CN=~DN*#*(~1)+0.5* (ALOG(PK ) +ALOG(4%*3,141592) ) /(DN**({-1))

?

NO
ST
I=1
g !
Y=X(I)
‘ |
A " /SUBRUTINA MDNORD

]

C{I=I+1

| H(I)=1.-EXP(-EXP({(Y-CN1)/DN1))

A F(I)=1.;(1.~P)**N ‘
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2]
' : |K=1,
— e
D=lo
J=1
P
| k D=D* (M—J+1)/J
J=J+1
- NO
el
I=I+1

EEQEEJ‘ - ——

R1(L,K)=R1(L,K)+D*H(L)**I*(1.-H(L))**(M-I)

|

i 1 R(L,K)=R(L,K)+D*F(L)**I*(1.-F(L))**(M-I)

“ L=L+1}
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/3

- L=L+1

X{L)=(X(L)~CN)/DN

Y

sS(L,K)=0.

1

Ji=1

1g=0

Jz=J+1

K=K+1|

i

S(L,K)=S(L,K)+EXP(J*X(L

))/J1

‘1

{J1=J1%(J-1)
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ESCRITURA

X(1x),(Rr(1,K),R1(I,K),S(I,K),K=1,K1)

I+l

_ﬁ..ﬁ

SI

Iy=101
NP=NPUNTOS+1
MP=K1

=1.
YMIN=0.
IER=0.

Y

SUBRUTINA DIBU

X1,R,IY,NP,MP,XMAX;XMIN, YMAX, YMIN, IER

Y

SUBRUTINA DIBU

X1,R1,IY,NP,MP,XMAX, XMIN, YMAX, YMIN, IER

!

SUBRUTINA -DIBU

X1,S,IY,NP,MP,XMAX,XMIN, YMAX, YMIN, IER

I
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ACS FORTRAMN 54 VERSION ¢el3 =~ WEDNESDAY. JUNE E« 1983 T:CE8:5E PM

INDEPS

PRCCGRAMA PARA CALCULD DE LAS FUNCIONES DE DISTRIBULION
EXAZTAS Y ASINTOTICAS (N TENDIENDD &4 INFIRITOY DE LCS
ESTaTISTILODS DE GARCEN K DESDE 1 4 X1 DE uNa MUBESTRA DE
uhd POBLACION DE AINIFES DE N VALDORES DE La LEY N{Del)e
TAENMEISN 8T CallJLAN Le FURCION DE DISTRISUCION ASINTD-
TI1C2 EN EL CA?G DE M TENDIENDC A IN*I&ITQ.

' NUMIED OF SUSELEMENTO

NUMERG DE CASBLES

VALOR DE LA VARIASBSLE ALEATORIZ

FUNCION DE DISTRIBUCION

Do XTY
Wouon

L

P YOY YYD

COMPILER DOUBLE PRECISIDN
DINMENSIOIN X(3101)«F(101)eR{101+453eH(1G1)9S5(101+5)+R1L(10145)
CDIFMENSION X1(1011 '

O2ER 1l "DIND®
OPEN 24MRTPM+ATT=NAPLLEN=]3B2

2200 READ FPEES (1)IESe10Ps Ao My KI+NPUNTOSaXVMAXy XMIN
T IF(NeFQe0ISTOP ' ‘
WRITE(2+30C) he W

300 FORMATL /777 N=mI3®n pMen13)

58 K8 &5 BB ¥ RE % B E5 AW N¥ g S RT A5 WY 5 As B¢ $#

P R AR R S B I T i ol S SR T
B bd £ 000 U DR e O S U B B N

L2
B

123

232
243 Camnds CASC DE N ==> INFINITGCe SOLUCICN EXACT2 Y APROXIMADA.
253 : .

263 0O 2210 I=1-.101

27 . 00 2210 Jd=1+35

83 R1(I+J})=C0

29% 2218 . RUI.J1=D.

50% Y 80 I=1+NPUNTOS+1

313 X{I)=XMINH{XPAX~XMIN) /NPUNTOS=(I~11 -

izs: 80 X1¢1¥=xX01)

3%s DO 206 JT=1«2
34 ’ GUTO(307+308} J?

352 307 AN=N

i6: BOT0 309

S?z 308 CANSNEM

ELE CNI=L(N

333 - DNI=DN

$0s . 309 PRK=ALDGL AN) : )
1z CNE= (Do PKISH0. 540« 5 {ALOG(PKI+ALDG(43234141592) I/ (2 «*PKI=X05
}2 DN={2.,%PKIS*(=0.5}

;3. 20 CONTINUE S
vh 2 §F¥XcS.EG-I}HRIT: FREEIZi"C&lrﬁvaCﬁyﬂﬁ“ctvaD&vaN’BN .-
5% - DO 1 T=1+NPUNTOS+1

b 3 ‘ y=X{1}

¥ CALL MUNORDLIYsP) .

res Hil)= 1»*8XP(-EX”((Y*£&1§J$N1}}

k?;‘.ﬁ . 1 F{}§ it*(lc"?} :

0: - D0 2 K=1leK1

Sis DO 4 I=KeM

P23 D=1, .

p3 R DO 5 J=1+1

4 - 8§ D=l {M=~J413)/7/Jd

P53 IF {1554EQ.1} HRI?E{2¢260§K§§~§

263

2C0 . FORPAT(LIXsMI{NI3", "IB")fﬁFISaO)
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g D D N

- &30 -
D3 & L=1«NPUNTG3+1
RI{LsX)=RI(LRKIAD=R{ILIZFZIT(1a=HI{L)IZ= {M=])

5 RULeKISRIL$KIFDFF (L IFZIH ] a=F (L) )T {H=]}
& CONTINUE
2 CONTINUE

mEmdmw CASC OE M == IAFINITC.

DT S0 L=1¢NPUNTOS+1
ACLISIX(LY=EN) /N

D3 S1 K=1.K1

S{L+K)=0a

Ji=1

B0 62 J=0ek~-1
SELeKI=SILIKI+EXPIIRX (L)) /U]

32 J1=J1%(J+1) \
91 SULeK)=1emS{LeKIEEXP(=EXPIX(L)))
90 CONTINUE

Fxx:emx DI BUJD DE LAS FUNCIONES DE DISTRIBUCICN

DO 7 I=14NPUNTOS+1
7 WRITE(2+4 100 X1(T12atR{ETIAKINRI(TIwK)}aS({TaK)aK=14K1)
100 - FORMATU1XeFbeZ45(1X43FBe5)) :
1Yy=101
NP=NPUNTQOS+1
mF=K1
YMAX=1,.
I1ER=0 .
CALL DIBUIXI9R2IY4NPeMPaXMAX e XMINSYMAXSYMINYyIERY)
CALL DIBUIXI9R14IY s NPaMPaXMAXaXMINGYHAXSYNING TER])
CALL DIBU(XlﬁSw?Y«NPaVP*XﬁAXqXﬁ?hﬂ?ﬁ&XﬁWMXNviER? s
60 TO 2200

2%k FIN DEL PROGRAMA

ENT
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DIBU

EMPEZAR

__.....W

La(l)':-"l“

L2(2)="2“
La( 3)=tvan
L2(4)="4"

L2(5)=“5“

!

‘ I=1
—
J=1
——]
!
) J=J+1 L(I,J)=" " |
|
I=I+1 —
i
ettt
Fow——
—
R(,J)E\ | |
V ; <i SI —
- R(I.J)}‘/ »
 ¢NO
AV -
LX=(X(I)-XMIN)/{XMAX-XMIN)*130 g ;”: ' “
FA T
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LY=50~(R(I,J)-YMIN)/{YMAX-YMIN)*50+1

J=J+1
-
|rey,x=te()]
NO
et
—— 3
—
ESCRIBIR
I=I+1]| L(I,J), J=1,130
Formato 130A1
NO:' I=51

SI

" VOLVER
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£CS FOPTRAYM S¢ VEFSION e13 == WEDNESTAYe JUNT B9 19E3 7T:(03:37
INDEP]
SURRJTINA QUS DIBJJA HASTA UN MAXIM3 DE FUNCIONES DE

DISTKRISUCICN.CADA UNa DF TLLAS REPRESENTACA MEDIANTE
UN MUmMERS LEL 1 aL E.

[aNaNal

EUEQQUTIN.E DIBUIX R eI YeNg WMo XMAXeXMIN, YMAY «YM] Ny JER?

CovPiLer DDUBLE PRECISION
UIMENSIION X(1Y)eR(1YyV)
SIMERSICN L{514130)
SIVMENZSION LZ2LE)

L2(1)y=mym
L2t2)=n2n
L2(3)=n"3",
L2(4)=m4m
L2(5)=n5n

wWR1TE(24200)
20C FORFAT{1HL)

1 T=1450 .
.1 .Jd=1+130
Ied)=n o
2 I=1aN
D" 2 J=14¥
- TZ(R(JTvJ)eBTelesOReR{I+J)elTe0.2G0 TO 2
LXS{XCIV=XPIN)/{ XMAX=XMIN)=130
LY=E0=(R{1oJI=YMINI/(YMAX=YMNINIZS5D+]
IF{L)eGTal30eDRel XalT=1)63 TG 2
IF(lYeGT«51«0CRelYelTw1)G0 TO 2 -
LiLYsLX)I=L2(.)
2 CLDONTINUE

or o
£ O"'(JC)

"

DC 3 1I=1as51

3 WRITE(Z+100)(L{Tad)ed= 11130‘
100 FORMATL 1Xe 1230A1Y

RETURN
ENC
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