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podran gaudir-la. Aquestes ĺınies, escrites en la llengua que ells m’ensenyaren

a estimar, constitueixen el meu petit homenatge.

A les meves germanes, Silvia i Rosamari, que m’han fet costat en tot mo-

ment, els bons i els dolents.

Als meus companys del Departament de Matemàtiques, amb qui he com-
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disposició a debatre algunes qüestions que, sens dubte, han millorat aquesta
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Introducción

Esta memoria se enmarca dentro del contexto general de los grupos

topológicos y, más concretamente, de los grupos topológicos abelianos.

La idea de una teoŕıa general de grupos continuos se remonta a Sophus Lie,

que desarrolló su teoŕıa en la década 1874–1884. El trabajo de Lie es el oŕıgen

común de la teoŕıa moderna de los grupos de Lie y de la teoŕıa general de los

grupos topológicos. Sin embargo, las consideraciones topológicas, que hoy en

d́ıa resultan esenciales en ambas teoŕıas, no forman parte de su trabajo. Hil-

bert fue el primero en introducir un punto de vista topológico en la teoŕıa de

los grupos continuos. Precisamente en su famosa lista de 23 problemas (1900,

International Congress of Mathematics), el Quinto Problema impulsó investi-

gaciones en torno a los grupos topológicos1. Con el auge de la topoloǵıa como

una disciplina fundamental de la matemática, fue inevitable que se aplicara al

1En lenguaje moderno el Quinto Problema indagaba si cualquier grupo topológico lo-
calmente euclidiano puede dotarse de una estructura de variedad anaĺıtica de forma que
adquiera estructura de grupo de Lie. En 1929 von Neumann usando integración sobre gru-
pos generales compactos, que él mismo hab́ıa introducido, fue capaz de resolver el Quinto
Problema para grupos compactos. En 1934 Pontryagin lo resolvió para grupos abelianos
localmente compactos usando la teoŕıa de caracteres introducida por él.

ix



x Introducción

estudio de algunas cuestiones que hab́ıan surgido con la teoŕıa de Lie de grupos

continuos. Otto Schreier (1925) fue el primero en establecer los fundamentos

de la teoŕıa moderna de grupos topológicos, aunque un poco antes, en 1924,

Hermannn Weyl hab́ıa introducido ya, de manera informal, consideraciones

topológicas en la teoŕıa de la estructura y representación de grupos de Lie se-

misimples2. En su trabajo con F. Peter (1927), Weyl proporcionó un notable

impulso al desarrollo de los aspectos topológicos de las teoŕıas matemáticas

relacionadas con los grupos continuos, a saber: la topoloǵıa de los grupos de

Lie, el desarrollo general de los grupos topológicos en conjunción con el Quinto

Problema de Hilbert y el desarrollo del Análisis Armónico sobre grupos.

Es precisamente en el desarrollo del Análisis Armónico donde se encuentra

el origen de la topoloǵıa de Bohr3. El conocido teorema de Peter–Weyl (1927)

establece que, para grupos de Lie compactos, el conjunto de las representacio-

nes unitarias irreducibles (que en este caso son exactamente las de dimensión

finita)4 separa los puntos del grupo y a partir de ellas pueden construirse todas

las representaciones unitarias y un sistema completo de funciones ortogonales

del grupo. Ello permite obtener la serie de Fourier de una función del grupo

en términos de las representaciones unitarias de dimensión finita.

En 1932 A. Haar introduce una medida sobre grupos, llamada posterior-

2Del art́ıculo de T. Hawkins “Weyl and the topology of continuous groups” en [59].
3Puede consultarse la introducción de [34] para una exposición más detallada de dicha

relación.
4Una representación unitaria T de un grupo G es un homomorfismo de grupos de G en el

grupo de operadores unitarios de un espacio de Hilbert E. Es irreducible si los únicos sub-
espacios cerrados que son invariantes bajo T (g), para cada g ∈ G, son los triviales. Cuando
el espacio de Hilbert es de dimensión finita, la representación se dice finito dimensional.
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mente la medida de Haar, que permite definir sobre grupos localmente com-

pactos una integral análoga a la de Lebesgue. Esta medida fue utilizada por

von Neumann y por Pontryagin en 1934 y por A. Weil en 1940 para construir

una teoŕıa abstracta de análisis armónico conmutativo.

En el ámbito de los grupos abelianos las representaciones unitarias irre-

ducibles son exactamente los homomorfismos (de grupo) en la circunferencia

unidad del plano complejo T, llamados caracteres. La idea de Pontryagin fue

dar estructura de grupo al conjunto de tales caracteres y observar que dado un

grupo G discreto y numerable, o bien, compacto y separable, cada elemento

de G determina un carácter continuo sobre el grupo de caracteres continuos

de G (llamado grupo dual, Ĝ), estableciéndose entonces una corresponden-

cia entre el grupo G y el grupo bidual G ̂ ̂ . La teoŕıa de la dualidad se

origina al demostrar Pontryagin que esta correspondencia es un isomorfismo

topológico. Resulta, pues, que el dual de un grupo compacto y separable es

un grupo discreto y numerable, cuyo dual es de nuevo un grupo compacto y

separable isomorfo topológicamente al grupo de partida. Van Kampen (1935)

extendió la dualidad de Pontryagin a la clase de los grupos abelianos localmen-

te compactos, utilizando una nueva topoloǵıa sobre el dual Ĝ (la topoloǵıa

compacto–abierta) que coincid́ıa con la definida por Pontryagin para el dual

de un grupo compacto y separable o para el dual de un grupo discreto y nu-

merable. Esta teoŕıa de dualidad es el punto de encuentro entre el Análisis

Armónico y la topoloǵıa de Bohr.

En 1924 el interés de H. Bohr en caracterizar qué funciones pueden repre-

sentarse por una serie de Dirichlet le llevó a formular una teoŕıa de funciones



xii Introducción

casi periódicas5. La dualidad de Pontryagin–van Kampen aplicada a la recta

real R permite obtener una correspondencia biuńıvoca entre las funciones con-

tinuas con valores complejos definidas sobre (R̂d)̂ y una cierta familia de

funciones continuas sobre R, que son precisamente las funciones casi periódicas

introducidas por Bohr. De hecho, los homomorfismos continuos de (R, +) en

T son las funciones x 7→ eiλx, λ ∈ R, que Bohr prueba que forman un sistema

ortonormal maximal del espacio de funciones casi periódicas6. La topoloǵıa

menos fina para la cual estos homomorfismos son continuos es una topoloǵıa

estrictamente menos fina que la topoloǵıa eucĺıdea de R y es conocida como la

topoloǵıa de Bohr.

En 1927, Bochner formula una caracterización de las funciones complejas,

f : R −→ C, casi periódicas como aquellas funciones continuas cuyo conjunto

de trasladados {f(x + a) : a ∈ R} tiene clausura compacta en la métrica

uniforme. Este resultado es usado en 1934 por J. von Neumann como punto de

partida para establecer una teoŕıa de las funciones casi periódicas para grupos

topológicos en general, introduciendo la clase de los grupos maximalmente

casi–periódicos7.

A. Weil8 demuestra en 1935 que cuando G es un grupo maximalmente casi–

periódico (en el sentido de von Neuman), es posible sumergir el grupo G en

un grupo compacto bG de tal manera que las funciones casi periódicas de G

5Véase, por ejemplo, [11] para un definición rigurosa de función casi–periódica.
6El trabajo de Bohr sobre funciones casi periódicas se desarrolla en sus tres art́ıculos [14],

[15] y [16].
7Véase [100].
8En C.R. Acad. Sci. Paris 200, pp. 38–40 (1935), o véase también su monograf́ıa [102]
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coinciden con las restricciones de funciones continuas de bG. La utilidad de

esta construcción reside en que, en general, es mucho más cómodo y sencillo

tratar con grupos compactos. Weil llamó a bG “groupe compact attaché à G

”. El nombre de compactación de Bohr parece que fue introducido por Anzai y

Kakutani en dos art́ıculos del año 1943 [2, 3] donde se construye bG cuando G es

localmente compacto y abeliano. Alfsen y Holm en [1] generalizan el término

de compactación de Bohr en el contexto de grupos topológicos arbitrarios.

Aśı, cada grupo topológico G tiene asociado un grupo compacto bG, llamado

compactación de Bohr de G, y un homomorfismo continuo b de G sobre un

subgrupo denso de bG caracterizados por la siguiente propiedad universal9:

dado cualquier homomorfismo continuo h de G en un grupo compacto K,

existe siempre un homomorfismo continuo h̄ de bG en K tal que h = h̄ ◦ b.

Para los grupos abelianos maximalmente casi–periódicos es relativamente

sencillo describir la compactación y la topoloǵıa de Bohr del grupo. Por ser el

grupo abeliano, para cada eG 6= x ∈ G, existe un carácter continuo χ tal que

χ(x) 6= 1. Si se denota por Ĝ el grupo de los caracteres continuos de G; es

decir, homomorfismos continuos de G en el toro de dimensión uno T, entonces

G+ (o sea, G con la topoloǵıa inducida por su compactación de Bohr) es un

subgrupo del grupo producto P = TG ̂ y bG = clP G.

La dualidad de Pontryagin-van Kampen ha sido extendida posteriormen-

te a clases más generales de grupos topológicos (abelianos y no abelianos).

El caso no abeliano tiene caracteŕısticas espećıficas debido, principalmente, a

que el “dual” de un grupo no commutativo ya no es un grupo y es necesario

9Véase [54] (V.§4), donde se hace un estudio detallado de bG y de sus propiedades.
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utilizar estructuras menos conocidas para su estudio. La primera extensión de

la teoŕıa se debe a Kaplan [61, 62] que entre 1948 y 1950 prueba que la clase

de los grupos Pontryagin-reflexivos es cerrada para productos arbitrarios y su-

mas directas; además propone el problema de la caracterización de los grupos

topológicos abelianos que satisfacen la dualidad de Pontryagin (es decir, que

son Pontryagin–reflexivos). Smith [84] en 1952 demuestra que el grupo aditivo

de un espacio de Banach o de un espacio localmente convexo y reflexivo es

Pontryagin-reflexivo utilizando la teoŕıa de dualidad de los espacios vectoriales

topológicos. Posteriormente se han dedicado muchos trabajos a resolver esta

cuestion, pueden citarse, como ejemplo, las contribuciones de Banaszczyk10,

Venkatamaran11 y Kye12. En estos dos últimos ejemplos lo que se caracteriza

es la Pontryagin-semirreflexividad de los grupos considerados. En esta misma

ĺınea cabe citar también los resultados de Pestov [73] y de Galindo y Hernández

[37] para grupos abelianos libres, de Hernández y Uspenskĭı [51] para funciones

reales continuas y el de Hernández [47]13.

10En [10] se da un impulso notable a la teoŕıa con el estudio de la dualidad para los grupos
nucleares.

11En respuesta a la cuestión propuesta por Kaplan presenta en [99] una caracterización
de los grupos que satisfacen la dualidad de Pontryagin, aunque esta caracterización es muy
técnica, lo que limita su aplicabilidad, y contiene una proposición errónea que resulta ser
irremediable.

12Obtiene en [65] una caracterización mejor para la clase de los grupos aditivos de los
espacios localmente convexos, pero también esta caracterización es incompleta ya que, de
nuevo, contiene una proposición errónea similar a la dada por Venkatamaran.

13Donde, utilizando técnicas de dualidad, obtiene una caracterización de la Pontryagin–
reflexividad para grupos localmente quasi–convexos, indicando además donde se encuentra
exactamente el error en las caracterizaciones de Venkatamaran y Kye.
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En el contexto de los grupos abelianos localmente compactos se encuen-

tran muchos resultados que describen su estructura topológica14. La cuestión

de la relación entre las propiedades topológicas de un grupo abeliano local-

mente compacto y las propiedades topológicas de su compactación de Bohr

tiene numerosos antecedentes. Glicksberg [39] demuestra que todo grupo abe-

liano localmente compacto respeta la compacidad15 en el sentido de que un

subconjunto A de G es compacto en G si, y sólo si, A es compacto en G+.

Recientemente, Trigos-Arrieta [87] ha demostrado que también se preserva la

pseudocompacidad y la propiedad de Lindelöf. También en [89] Trigos-Arrieta

caracteriza cuándo G+ es un grupo normal. Hughes [55] prueba una genera-

lización del teorema de Glicksberg a grupos localmente compactos (no nece-

sariamente abelianos). En [25] se obtiene una generalización del teorema de

Glicksberg al considerar, sobre un grupo abeliano localmente compacto G, la

topoloǵıa inducida por el grupo bG/N , siendo N un subgrupo metrizable y

cerrado de bG. Banaszczyk y Mart́ın–Peinador obtienen en [8] que todo gru-

po nuclear respeta la compacidad. Galindo extiende este resultado en [35] al

probar que todo grupo nuclear completo respeta fuertemente la compacidad.

Más recientemente, en [22] Comfort, Hernández y Trigos-Arrieta han ob-

tenido algunos resultados en esta ĺınea. Por ejemplo, se ha determinado exac-

tamente cuándo G+ es (hereditariamente) realcompacto. Se prueba que todo

subgrupo cerrado de G está C-sumergido en G+; en el caso en que G es dis-

creto cada función continua definida sobre un subgrupo arbitrario con rango

en un espacio completamente metrizable se extiende continuamente al grupo

14En el texto de Hewitt-Ross [52] puede encontrarse un estudio extenso de esta materia.
15Terminoloǵıa introducida por Trigos–Arrieta en [88].
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G+. Estos resultados resuelven diversas de las cuestiones propuestas por van

Douwen en [95]. Otra contribución reciente es [46], donde Hernández prueba

que la dimensión de un grupo abeliano localmente compacto es una propie-

dad invariante al pasar a la topoloǵıa de Bohr, resolviendo aśı una cuestión

planteada por Tkac̆enko.

Desde el punto de vista de la topoloǵıa general, puede afirmarse que el tra-

bajo fundamental en el cual se basan todos los estudios posteriores en relación

con la compactación y la topoloǵıa de Bohr es el de Comfort y Ross en [24],

donde se caracterizan las topoloǵıas de grupo totalmente acotadas como las

generadas por un subgrupo de caracteres del grupo. Posteriormente ha habido

numerosos avances en esa dirección, hasta llegar al trabajo de van Douwen [95],

donde se investiga en profundidad la topoloǵıa de Bohr de un grupo abeliano

discreto. El trabajo de van Douwen contiene una extensa lista de problemas

abiertos que a lo largo de los últimos años ha representado un importante

est́ımulo para el estudio de la compactación de Bohr.

Merece la pena destacar que las cuestiones comentadas anteriormente so-

bre grupos abelianos localmente compactos pueden plantearse en el contexto

general de los grupos abelianos maximalmente casi–periódicos, donde están,

en gran parte, sin resolver. De especial interés son las clases de los grupos lo-

calmente compactos maximalmente casi–periódicos y abelianos maximalmente

casi–periódicos. En esta ĺınea cabe señalar las contribuciones de Bichteler [12],

Corson y Glicksberg [27], Hughes [55], Moran [67], Remus y Trigos-Arrieta [75]

y Galindo y Hernández [36].

En principio pueden citarse dos amplias clases de grupos donde aún quedan

muchos problemas abiertos: la de los grupos abelianos maximalmente casi–
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periódicos y la de los grupos maximalmente casi–periódicos. Las dificultades

que surgen al trabajar con la topoloǵıa de Bohr hacen necesario considerar por

separado el caso abeliano y el no abeliano.

La clase de los grupos abelianos maximalmente casi–periódicos contiene a

la mayoŕıa de los grupos abelianos que aparecen en la literatura matemàtica.

Por ejemplo, los grupos abelianos localmente compactos, los grupos libres y

los grupos aditivos de espacios vectoriales localmente convexos son grupos

abelianos maximalmente casi–periódicos.

Los objetivos principales de esta memoria se vertebran, pues, alrededor de

la compactación de Bohr de un grupo abeliano maximalmente casi–periódico.

El primer caṕıtulo resume la mayor parte de los resultados de la Teoŕıa

de Grupos Topológicos que se utilizarán a lo largo de esta memoria y presenta

la notación que se va a utilizar, que no es unánime en la literatura cient́ıfica

sobre esta materia. Los principales textos que se han seguido son los de Hewitt

y Ross [52], Engelking [31], Bourbaki [17] y Banaszczyk [10].

El segundo caṕıtulo16 está dedicado al estudio del concepto de grupos

en dualidad, introducido por Varopoulos y, en particular, a la dualización de

ciertas propiedades topológicas en las topoloǵıas débiles de la dualidad.

El punto de partida lo constituye el teorema de Comfort y Ross en [24] que

establece que toda topoloǵıa totalmente acotada sobre un grupo abeliano G es

una topoloǵıa débil generada por un subgrupo de caracteres de G. El concepto

16Los resultados de este caṕıtulo pueden encontrarse en [49].
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de topoloǵıa débil (también llamada de convergencia puntual) enlaza de forma

natural con el concepto de grupos en dualidad introducido por Varopoulos

en [97] y que resulta ser una traslación de la dualidad de espacios vectoriales

topológicos al contexto de los grupos topológicos abelianos.

En la primera sección se introduce dicho concepto, aśı como las topoloǵıas

débiles asociadas a dicha dualidad. El teorema de Comfort y Ross implica, de

hecho, que cualquier topoloǵıa totalmente acotada es, en realidad, una topo-

loǵıa débil.

Por tanto, a cada dualidad α = 〈G,G′〉 se le asocian dos topoloǵıas canóni-

cas sobre G y G′, respectivamente. La topoloǵıa w(G,G′) sobre G es la topo-

loǵıa débil generada por todos los elementos en G′ considerados como homo-

morfismos continuos en T. La topoloǵıa w(G′, G) se define de forma similar.

Ambas topoloǵıas son totalmente acotadas y compatibles17 con la dualidad

dada. Más aún, la topoloǵıa débil w(G,Ĝ) de la dualidad 〈G, Ĝ〉 coincide

con la topoloǵıa de Bohr de G.

En la siguiente sección se hace un estudio del comportamiento de dichas

topoloǵıas, obteniendo que la clase de grupos totalmente acotados es cerrada

para productos, subgrupos y cocientes.

En el contexto de los espacios de Banach, Corson [26] estudia las propie-

dades topológicas de un espacio de Banach con su topoloǵıa débil, motivado

por el teorema de Eberlein-Šmulian, que prueba la equivalencia entre diversos

17Una topoloǵıa τ sobre G se dice compatible con la dualidad 〈G,G′〉 si (G, τ)̂ = G′.
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tipos de compacidad débil y por un teorema de Banach que caracteriza la refle-

xividad en términos de la compacidad débil de la bola unidad. Corson obtiene,

entre otros resultados, una caracterización de la débil-realcompacidad (en el

sentido de Hewitt) de un espacio de Banach, en términos del comportamiento

de ciertos funcionales sobre el espacio dual. Más tarde, Valdivia [94] extiende

este resultado para espacios vectoriales topológicos localmente convexos. Tam-

bién las técnicas de la teoŕıa de anillos de funciones continuas se han utilizado

con anterioridad para estudiar la estructura topológica de un grupo topológi-

co. Por ejemplo, Arhangel’skii [5] y Uspenskĭı [91] han demostrado que G es

realcompacto si, y sólo si, Cp(G) tiene “functional tightness”numerable18. Es

un resultado análogo al de Corson con Cp(X) en el papel de espacio dual. Tam-

bién debe destacarse, en este contexto, la contribución de Comfort, Hernández

y Trigos-Arrieta [22] al obtener una caracterización de cuando el grupo G+ es

realcompacto.

Con estos antecedentes, la última sección se dedica al estudio de la dua-

lización19 de propiedades topológicas. En particular, se obtienen propiedades

duales de la separabilidad, la realcompacidad y la realcompacidad hereditaria.

Varopoulos demuestra en [98] que para grupos localmente compactos, los

homomorfismos f : G −→ G′ sucesionalmente continuos son continuos si el

18Dado un número cardinal α, una aplicación f : X −→ Y entre espacios topológicos se
dice α–continua si es continua sobre cada subconjunto de A de X de cardinalidad |A| ≤ α. El
functional tightness de un espacio topológico X se define entonces como el cardinal infinito
más pequeño α tal que cada función real sobre X α–continua es continua.

19Dos propiedades topológicas P y Q son duales cuando para cada dualidad α = 〈G,G′〉
se verifica que (G,w(G,G′)) satisface P si, y sólo si, (G′, w(G′, G)) satisface Q.
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cardinal de G no es Ulam–medible20. Utilizando un rećıproco al teorema de

Varopoulos para grupos compactos que Comfort y Remus obtienen en [23] y

la caracterización de Comfort, Hernández y Trigos-Arrieta hallada en [22] de

cuando el grupo G+ es realcompacto, se demuestra fácilmente que un grupo

discreto, en su topoloǵıa de Bohr, es realcompacto, si, y sólo si, los homomor-

fismos sucesionalmente continuos sobre el dual son continuos. Sin embargo,

esta caracterización ya no se mantiene para grupos más generales.

El principal resultado de esta sección lo constituye, pues, una caracteri-

zación de la realcompacidad, en términos semejantes a las mencionadas ante-

riormente, para la topoloǵıa débil w(G,H) de una dualidad 〈G, H〉 de grupos

abelianos. Curiosamente, la realcompacidad hereditaria resulta ser la propie-

dad dual de la separabilidad.

El objetivo del tercer caṕıtulo es investigar las propiedades de un grupo

topológico que permanecen invariantes al pasar a la topologia heredada de la

compactación de Bohr.

En cada grupo abeliano maximalmente casi–periódico pueden considerarse

definidas dos topoloǵıas: la original y la topoloǵıa débil de la dualidad 〈G,Ĝ〉
que resulta ser la topoloǵıa de Bohr de G. El grupo G provisto de esta topo-

loǵıa se denotará por (G, σ(Ĝ)). La topoloǵıa de (G, σ(Ĝ)) es una topoloǵıa

de grupo totalmente acotada y menos fina que la topoloǵıa original y la com-

plección de (G, σ(Ĝ)), es la compactación de Bohr de G.

20Un cardinal κ se dice Ulam–medible si existe una medida {0, 1}–valuada numerable-
mente aditiva µ sobre κ tal que µ(κ) = 1 y µ({ξ}) = 0 para cada ξ < κ.
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En relación con la transformada de Fourier de un grupo topológico, Hel-

son introduce en [45] la noción de conjunto de interpolación21. En [42, 43, 44]

Hartman y Ryll-Nardzewski estudian el problema de la interpolación de fun-

ciones por medio de funciones casi periódicas en grupos abelianos localmente

compactos. Prueban que tales grupos contienen un conjunto de interpolación

o conjunto I0
22. Ya que toda función casi–periódica puede extenderse a bG, se

tiene que el problema de determinar los conjuntos de interpolación se reduce al

problema de calcular los subconjuntos discretos que son C∗–sumergidos en bG.

Para el caso particular de los grupos abelianos discretos, van Douwen consigue

un notable avance al probar la existencia de conjuntos discretos C∗–sumergidos

en bG y C–sumergidos en G+ en situaciones muy generales. Además, van

Douwen extiende su resultado a la recta real pero deja sin resolver el proble-

ma para el caso general de un grupo abeliano localmente compacto. Galindo

y Hernández estudian en [36] la existencia de conjuntos de interpolación en

grupos con acotaciones separadas, relacionándolo además con el problema de

respetar la compacidad.

Diversos autores han considerado el problema de la preservación de la com-

pacidad al pasar a la topoloǵıa de Bohr del grupo; no obstante el problema

está lejos de resolverse en el marco general de los grupos abelianos maximal-

mente casi–periódicos.

En relación con esto, Remus y Trigos-Arrieta han demostrado en [75] que no

21Un conjunto A ⊆ Ĝ se dice de interpolación cuando para cada f ∈ C0(Ĝ ) existe
g ∈ L1(G) tal que ĝ(γ) = f(γ), para todo γ ∈ A.

22Un subconjunto E de G se llama I0 cuando toda función acotada definida sobre E es la
restricción de una función casi–periódica en G.
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es cierto que todo grupo abeliano maximalmente casi–periódico que satisface

la dualidad de Pontryagin respete la compacidad, corrigiendo un resultado

erróneo de la literatura sobre este problema. Sin embargo, no está del todo

claro cómo están relacionadas estas propiedades. En esta ĺınea, uno de los

mejores resultados conocidos puede ser deducido del Teorema 1 de [27] y es

debido a Corson y Glicksberg. La prueba de este resultado es incompleta como

observó Namioka en [70], que probó un resultado un poco más débil que el

del teorema de Corson y Glicksberg. Hughes [55], sin embargo, obtuvo este

teorema de forma independiente. Su prueba nunca apareció publicada; pero,

recientemente, Troallic ha obtenido un resultado más fuerte en [90]. Todos

estos resultados mencionados anteriormente obtienen condiciones suficientes

para asegurar la preservación de la compacidad. Obtener condiciones necesarias

parece ser mucho más dif́ıcil.

Aśı, el tercer caṕıtulo23 está dedicado a estudiar este problema. Para ello,

se introduce el concepto de g–grupo que viene a ser un grupo donde se veri-

fica un análogo al teorema de Grothendieck sobre la complección de espacios

vectoriales topológicos localmente convexos24. Se demuestra que la clase de

los g–grupos completos está contenida en la clase de los grupos Pontryagin–

semirreflexivos y contiene un amplio espectro de clases generales de grupos

abelianos. En particular, los grupos abelianos localmente compactos y los gru-

pos aditivos de espacios vectoriales localmente convexos son g–grupos. La clase

de los g–grupos es cerrada para los productos arbitrarios y subgrupos dual-

23Los resultados de este caṕıtulo se han desarrollado a partir de [50].
24Véase también [19], donde se hace un estudio de la relación entre el teorema de Grot-

hendieck y la BB–reflexividad.



Introducción xxiii

mente inmersos y dualmente cerrados, lo que permite deducir que la clase de

los g–grupos también contiene a los grupos nucleares. Como se verá, esto per-

mite unificar resultados obtenidos separadamente por diversos autores para los

grupos localmente compactos y los grupos nucleares, respectivamente.

En la siguiente sección se caracteriza la preservación de la compacidad al

pasar a la topoloǵıa de Bohr para los g–grupos completos. Su demostración

se basa en el hecho de que todo g–grupo completo es un µ–espacio en su to-

poloǵıa de Bohr, resultado éste que generaliza y unifica resultados previos de

Valdivia y Trigos–Arrieta para espacios vectoriales localmente convexos quasi–

completos y grupos localmente compactos, respectivamente. De hecho, el teo-

rema en cuestión permite demostrar que, en la clase de los g–grupos completos,

la preservación de la compacidad equivale a la preservación de otras propie-

dades como compacidad numerable, pseudocompacidad y acotación funcional;

obteniendo además que su preservación al pasar a la topoloǵıa de Bohr es

equivalente a la existencia en cada subconjunto no totalmente acotado de un

subconjunto infinito, discreto y C–sumergido en (G, σ(Ĝ)).

Finalmente, el cuarto caṕıtulo25 se dedica a profundizar en el estudio de

la preservación de la compacidad en el caso de los grupos metrizables.

Los grupos metrizables y Pontryagin–reflexivos son g–grupos completos y,

por tanto, la preservación de la compacidad en ellos es consecuencia de los

resultados del caṕıtulo anterior. Sin embargo, en la primera sección se obtiene,

para ellos, una caracterización mucho más práctica de la preservación de la

25Los resultados de este caṕıtulo se encuentran en [50] y [48].
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compacidad. La idea de la demostración se encuentra en el lema de Rosenthal–

Dor, caracterizando los espacios de Banach que contienen una copia de `1, que

puede transcribirse como que dada una sucesión {fn}, de funciones continuas

sobre un compacto K, sin subsucesiones puntualmente convergentes, existe una

subsucesión infinita, que puede denotarse de nuevo, sin pérdida de generalidad,

por {fn}, de forma que cada subsucesión suya, {fnk
} está separada de su

complemento en la subsucesión26. Con esta interpretación se puede deducir

que un grupo metrizable y Pontryagin–reflexivo G preserva la compacidad si,

y sólo si, cada subconjunto no totalmente acotado contiene un subconjunto

infinito, discreto y C∗–sumergido en bG.

Además se consigue caracterizar también cuándo un grupo de esas ca-

racteŕısticas, cuyos subgrupos separables tienen clausura en (G, σ(G ̂ )) de

cardinalidad menor que 2c, respeta fuertemente la compacidad27 en términos

similares a los anteriores.

En la siguiente sección se aborda el estudio de la preservación de la com-

pacidad en el caso particular de los grupos aditivos de los espacios de Banach.

La clase de los grupos aditivos de espacios de Banach se encuentra en la in-

tersección entre la clase de los grupos metrizables y Pontryagin–reflexivos y

la clase de los g–grupos completos. Por tanto, dicha clase es susceptible de

verificar las caracterizaciones halladas en la primera sección de este caṕıtulo

y en la última sección del caṕıtulo anterior. Pero aún hay más, como la to-

poloǵıa débil y la topoloǵıa de Bohr de un espacio de Banach comparten la

26Es decir, existen dos intervalos I1 e I2 y existe x ∈ K tal que fp(x) ∈ I1 si p ∈ {nk}k<ω

y fp(x) ∈ I2 si p 6= nk, para todo k < ω.
27Una variación del problema introducida por Comfort, Trigos–Arrieta y Wu en [25].
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misma colección de subconjuntos compactos (ver [75]), el problema de carac-

terizar la preservación de la compacidad en los grupos aditivos de los espacios

de Banach es equivalente a caracterizar los espacios de Banach cuyos subcon-

juntos débilmente compactos son compactos para la topoloǵıa de la norma.

Por el teorema de Eberlein-Šmulian, es suficiente caracterizar los espacios de

Banach cuyas sucesiones débilmente convergentes son convergentes en norma.

Ahora bien, un espacio de Banach se dice que tiene la propiedad de Schur si

las sucesiones débilmente convergentes son convergentes para la norma28. `1

verifica esta propiedad y por tanto preserva la compacidad. En [76] Remus y

Trigos–Arrieta estudian la preservación de la compacidad en el contexto de

los grupos aditivos de los espacios localmente convexos y prueban que cada

espacio de Banach que preserva la compacidad debe contener una copia de

`1 sumergida en él. Sin embargo, la sola presencia de `1 no es suficiente para

garantizar la preservación de la compacidad, hecho que ponen de relieve con

varios ejemplos estos mismos autores, pero es más, J. Bourgain demuestra la

existencia de espacios de Banach que no preservan compacidad a pesar de que

todos sus subespacios cerrados contienen una copia de `1. El problema, como

se verá, radica en dónde deben estar situadas las copias de `1.

Aśı, el principal resultado de esta sección lo constituye una caracterización

de en qué condiciones el grupo aditivo de un espacio de Banach respeta la

compacidad, mediante diversas propiedades, de las cuales cabe resaltar que la

preservación de la compacidad (o, equivalentemente, la propiedad de Schur)

es equivalente a la existencia de una copia de `1 en cada subespacio cerrado

28Resultado demostrado por Schur para `1 en 1910.
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generado por una sucesión básica29, pero de forma que la base de unidades de

`1 es una subsucesión de dicha sucesión básica.

En [18] Bourgain extiende el concepto de funciones equivalentes a la base

de unidades de `1 para un sistema de funciones {fγ}γ∈Γ. Con este concepto el

lema de Rosenthal–Dor puede extenderse a otras clases de grupos (metrizables)

y a ello se dedica la última sección de este caṕıtulo. Se obtiene entonces,

para la clase de los g–grupos completos y metrizables, una caracterización

de la preservación de la compacidad semejante a la obtenida en la sección

anterior para grupos aditivos de espacios de Banach. Incluso las hipótesis de

completitud y metrizabilidad son suavizadas por la de ser C̆ech–completo.

Estos resultados relacionan la preservación de la compacidad con la existen-

cia de subconjuntos discretos, C–sumergidos en (G, σ(Ĝ)) y C∗–sumergidos

en bG. Y este hecho conecta con un resultado de van Douwen obtenido en [95]

para grupos abelianos discretos: dado un subconjunto infinito A de un grupo

abeliano discreto G, existe un subconjunto infinito B de A tal que |B| = |A|, B

es discreto, C–sumergido en (G, σ(Ĝ)) y C∗–sumergido en bG. Los resultados

anteriores permiten obtener el teorema de van Douwen para g–grupos C̆ech–

completos y, en particular, para los grupos nucleares, complementando de este

modo los trabajos de Banaszczyk y Mart́ın–Peinador [8, 10], que obtienen para

grupos nucleares varios resultados de grupos localmente compactos.

29Una sucesión {xn} en un espacio de Banach se dice básica si para cada x ∈ cl(lin{xn})
se verifica que existe una única sucesión de escalares {an} tales que x =

∑∞
n=1 anxn .



Caṕıtulo 1

Preliminares

La mayoŕıa de los resultados de este caṕıtulo se encuentran en el libro

de Hewitt y Ross [52] y en el de Bourbaki [17].

Salvo que se diga lo contrario, todos los grupos que aparecen en esta me-

moria son grupos abelianos y de Hausdorff y, por tanto, espacios de Tychonoff

(i.e., espacios completamente regulares y de Hausdorff).

1.1. Grupos topológicos

Los grupos topológicos son espacios homogéneos, por lo que su topoloǵıa

viene determinada por la familia de entornos de la identidad, utilizándose el

śımbolo N0(G) para denotarla.

Como es habitual, R, C, Z y Q designarán los grupos de los números reales,

complejos, enteros y racionales, respectivamente. A R y C se les considerará do-

tados de su topoloǵıa natural, eucĺıdea, mientras que Z y Q estarán dotados

de la topoloǵıa heredada de R. Se denotará por T el grupo del ćırculo; es de-

1
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cir, el conjunto de números complejos de módulo unidad con la operación de

multiplicación de complejos y dotado de la topoloǵıa que hereda de C.

El cardinal de un conjunto A será denotado por |A|. El cardinal de N se

denotará por ℵ0. El peso de un grupo topológico (G, τ) se define como

wt(G, τ) = mı́n{|B| : B es base de abiertos de G }

El peso local se define como

wt(G, {g}) = mı́n{|B| : B es base de abiertos de g }

Por otra parte, el carácter de densidad de (G, τ) se define

d(G, τ) = mı́n{|H| : H es denso en G }

.

De estas definiciones se deduce que un grupo G es metrizable si, y sólo si,

wt(G, {e}) = ℵ0. G es separable si, y sólo si, d(G, τ) = ℵ0

Las operaciones de productos y cocientes entre grupos permiten obtener

nuevos grupos a partir de éstos. Aśı, si {Gi}i∈I es una familia de grupos to-

pológicos, se define sobre el producto cartesiano
∏
i∈I

Gi una estructura de grupo

definiendo (xi) · (yi) = (xi · yi) y se le dota de la topoloǵıa producto que es la

topoloǵıa menos fina que hace continuas a las proyecciones pi :
∏
i∈I

Gi −→ Gi

y que resulta ser una topoloǵıa compatible con la estructura de grupo. Una

base de entornos para esta topoloǵıa viene dada por los conjuntos de la forma∏
i∈I

Ui donde Ui ∈ N0(Gi), para cada i ∈ I y Ui 6= Gi sólo para un número

finito de ı́ndices i ∈ I.
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El subconjunto de
∏
i∈I

Gi formado por aquellos elementos que sólo tienen un

número finito de componentes distintas del neutro, es un subgrupo de
∏
i∈I

Gi

llamado suma directa de {Gi}i∈I , y denotado por
⊕
i∈I

Gi. En esta memoria se

le considerará dotado de la topoloǵıa asterisco, cuya base de entornos está for-

mada por ∑
i∈I

∗
Ui = {(gi) ∈

⊕
i∈I

Gi :
∑
i∈I

(1/nUi
(gi)) < 1}

donde nUi
(gi) = sup{n : kgi ∈ Ui para k = 1, 2, . . . , n } y Ui ∈ N0(Gi) para

cada i ∈ I.

Por otra parte, si (G, τ) es un grupo topológico y H es un subgrupo normal

de G, se define sobre el cociente G/H una estructura de grupo con la operación

(xH)·(yH) = (x·y)H. Si π : G −→ G/H es la proyección canónica, se define la

topoloǵıa cociente cuya base de abiertos viene dada por los conjuntos V tales

que π−1(V ) es un abierto de G. Esta topoloǵıa es compatible con la estructura

de grupo de G/H y lo convierte en un grupo topológico. El grupo cociente es

Hausdorff si, y sólo si, el subgrupo H es cerrado. El grupo cociente G/H es

discreto si, y sólo si, H es un subgrupo abierto.

Todo grupo topológico abeliano (G, τ) admite una complección (G, τ) ([17,

III §3, Teorema 2]) y una base de entornos para ésta la forman la clausura

en G de entornos de G. Además, todo homomorfismo continuo χ : G −→ G′,

siendo G′ un grupo topológico completo, se extiende de forma única a un

homomorfismo χ : G −→ G′ ([17, III §3 Proposición 8]).

Un subconjunto A de un grupo topológico abeliano se dice totalmente aco-
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tado si para cada entorno U ∈ N0(G) existe un subconjunto finito F de G de

forma que

A ⊆ F + U =
⋃
x∈F

(x + U)

El grupo G se dice totalmente acotado cuando él mismo es un subconjunto

totalmente acotado.

Todo grupo totalmente acotado es un subgrupo denso de un grupo com-

pacto, que además es único salvo isomorfismos, y que es conocido como la

complección de Weil (véase [101]).

1.2. Grupos duales

Se llama carácter sobre un grupo abeliano G a cualquier homomorfismo

de grupo entre G y T. El conjunto de caracteres se representará habitualmente

por Hom(G,T).

Dado un grupo topológico abeliano (G, τ) se considera el grupo de ho-

momorfismos continuos de G en T que denotaremos por Ĝ . Este grupo es

dotado con la topoloǵıa compacto–abierta, τco; es decir, la topoloǵıa cuya base

de entornos del neutro viene dada por

U(K, ε) := {γ ∈ Hom(G,T) : |γ(x)− 1| < ε para todo x ∈ K }

donde ε > 0 y K recorre los compactos de (G, τ). La topoloǵıa τco es conocida

también como la topoloǵıa de convergencia uniforme sobre los compactos de

(G, τ). El grupo (Ĝ, τco) se llama grupo dual de (G, τ).
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Si se reitera el proceso; es decir, si se considera el grupo de homomorfismos

continuos de (Ĝ, τco) en T, dotado de la correspondiente topoloǵıa compacto–

abierta, se obtiene el grupo bidual que se denotará por (G ̂̂ , τco).

Todo grupo abeliano puede sumergirse en su bidual mediante un homo-

morfismo natural llamado evaluación

αG : G −→ G ̂̂

definido por αG(g)(γ) = γ(g), para todo γ ∈ Ĝ.

Cuando αG es un isomorfismo (algebraico) el grupo G se dice semirrefle-

xivo. El grupo G se dice reflexivo cuando αG es un isomorfismo topológico.

También se dice que G satisface la dualidad de Pontryagin (véase el Teorema

1.3.1 más adelante).

Por grupo abeliano maximalmente casi-periódico (en el sentido de von Neu-

mann) se entenderá un grupo abeliano G cuyo grupo de caracteres continuos

Ĝ separa puntos de G; es decir, para cada g ∈ G distinto del elemento neutro

existe un carácter continuo γ ∈ Ĝ tal que γ(g) 6= 1.

Una propiedad caracteŕıstica de los grupos abelianos maximalmente casi-

periódicos es que el homomorfismo evaluación es inyectivo.

Además, si G es un grupo abeliano maximalmente casi–periódico, entonces

su dual Ĝ también lo es, puesto que G y, por tanto, αG(G) ⊆ G ̂̂ , siempre

separa puntos de Ĝ.

Las siguientes definiciones pueden encontrarse en [71, §3].

Definición 1 Un subgrupo H de un grupo topológico abeliano G se dice dual-

mente sumergido si todo carácter continuo γ : H −→ T se extiende a un

carácter continuo γ : G −→ T.
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Dado un subgrupo H de G se define el anulador de H como

An(H) = H⊥ = {γ ∈ Ĝ : γ(h) = 1, para todo h ∈ H }

Definición 2 Un subgrupo H de un grupo topológico abeliano G se dice dual-

mente cerrado si dado g /∈ H existe un carácter continuo γ ∈ Ĝ , de forma

que γ ∈ An(H) y γ(g) 6= 1.

Las operaciones básicas con grupos tienen un buen comportamiento frente

al dual.

Proposición 1.2.1

1. Si H es un subgrupo dualmente inmerso y dualmente cerrado de un grupo

topológico abeliano maximalmente casi periódico (G, τ), entonces Ĥ es

isomorfo (algebraicamente) al grupo cociente Ĝ/An(H) (véase [10, p.

135]).

2. Si H es un subgrupo cerrado de un grupo topológico abeliano (G, τ),

entonces (G/H) ̂ es isomorfo (algebraicamente) a An(H) [10, p. 135]).

3. Sea {(Gi, τi)}i∈I una familia de grupos topológicos abelianos entonces

(
∏

i∈I Gi) ̂ es isomorfo topológicamente a la suma directa
⊕

i∈I Gi ̂
dotada de la topoloǵıa asterisco (Kaplan [61])

4. Si
⊕

i∈I Gi ̂ es dotada de la topoloǵıa asterisco, entonces
(⊕

i∈I Gi

) ̂
es isomorfo topológicamente a

∏
i∈I Gi ̂ (Kaplan [61])
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Como los grupos topológicos son espacios homogéneos, un homomorfismo

χ : G −→ T es continuo si, y sólamente si, χ es continuo en el neutro de G;

es decir, si dado ε > 0 existe U ∈ N0(G) tal que |χ(g) − 1| < ε, para todo

g ∈ U . Una familia de caracteres E se dice un equicontinuo si el correspondiente

entorno U es el mismo para cada elemento de la familia; es decir,

Definición 3 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano. Un subconjunto E de

Ĝ se dice un equicontinuo si para cada ε > 0 existe un entorno U ∈ N0(G)

tal que

|χ(U)− 1| < ε, para todo χ ∈ E

Sean G y H dos grupos topológicos abelianos y ψ : G −→ H un homomor-

fismo continuo entre ellos. Se define el homomorfismo dual ψ̂ : Ĥ −→ Ĝ
por la fórmula

ψ̂(χ)(g) = χ(ψ(g), para todo χ ∈ Ĥ y g ∈ G

1.3. Grupos localmente compactos

Pontryagin [74] demuestra que el dual de un grupo compacto es discreto

y van Kampen [96] extiende este resultado, probando que el dual de un grupo

abeliano localmente compacto es de nuevo un grupo localmente compacto. Es

más, el teorema de dualidad de Pontryagin-van Kampen establece que todo

grupo abeliano localmente compacto puede verse, en realidad, como un grupo

dual.
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Teorema 1.3.1 (Pontryagin-van Kampen) Si G es un grupo localmente

compacto y abeliano, entonces la aplicación evaluación αG : G −→ G ̂̂ es

un isomorfismo topológico.

Este resultado constituye la base del Análisis Armónico abstracto y tiene

una importancia fundamental en el estudio de la estructura de los grupos

localmente compactos y abelianos.

Como consecuencia del teorema de dualidad de Pontryagin-van Kampen se

obtienen los siguientes resultados

Teorema 1.3.2

1. El grupo dual de un grupo compacto es discreto y el grupo dual de un

grupo discreto es compacto.

2. Todo subgrupo de un grupo localmente compacto y abeliano G está dual-

mente sumergido.

3. Todo subgrupo cerrado de un grupo localmente compacto y abeliano G es

dualmente cerrado.

4. Todo grupo localmente compacto y abeliano es un grupo abeliano maxi-

malmente casi periódico.

En particular, (véase [52]) se tiene que

Proposición 1.3.3

1. R ̂ = R

2. Z ̂ = T

3. T ̂ = Z
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1.4. Grupos localmente quasi–convexos

La mayoŕıa de los resultados de esta sección pueden consultarse en el

libro de Banaszczyk [10]

Definición 4 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano. Dado un subconjunto

A de G, llamaremos polar de A ( en Ĝ ) a

A. = {χ ∈ Ĝ : <(χ(g)) ≥ 0, para todo g ∈ A }
Análogamente, definiremos el prepolar de B ⊂ Ĝ en G a

B/ = {g ∈ G : <(χ(g)) ≥ 0, para todo χ ∈ Ĝ }
Definición 5 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano. Un subconjunto A de

G se dice quasi–convexo si dado g /∈ A existe un carácter continuo χ ∈ Ĝ de

forma que <(χ(g)) < 0 y <(χ(a)) ≥ 0, para todo a ∈ A.

Dado un subconjunto A de G se denotará por Q(A) al menor subconjunto

quasi–convexo que contiene a A y se le llamará envoltura quasi–convexa de A.

Nótese que el polar de cada subconjunto A de G es siempre un subconjunto

quasi–convexo de Ĝ para las topoloǵıas de convergencia puntual, convergencia

precompacta (esto es, de convergencia uniforme sobre los totalmente acotados)

y compacto–abierta. Por otra parte, es trivial que el prepolar de cualquier

subconjunto B de Ĝ es quasi–convexo en (G, τ). Por tanto, Q(A) = (A.)/.

Cabe destacar que si H es un subgrupo de G, entonces H. = An(H).

Además, el subgrupo H es un conjunto quasi–convexo si, y sólo si, es dualmente

cerrado.

Definición 6 Un grupo topológico abeliano (G, τ) es localmente quasi-conve-

xo si admite una base de entornos del neutro formada por conjuntos quasi–

convexos.
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Proposición 1.4.1

1. El dual de cualquier grupo abeliano es localmente quasi–convexo

2. Todo grupo reflexivo es localmente quasi–convexo

3. Todo grupo localmente compacto abeliano es localmente quasi–convexo.

4. Todo grupo aditivo de un espacio vectorial localmente convexo es local-

mente quasi–convexo.

5. Todo grupo abeliano localmente quasi–convexo es un grupo abeliano ma-

ximalmente casi periódico.

La quasi–convexidad local se hereda para subgrupos y productos, aunque

no para cocientes.

Proposición 1.4.2

1. Los subgrupos de grupos localmente quasi–convexos son localmente quasi–

convexos.

2. El producto arbitrario de grupos localmente quasi–convexos es localmente

quasi–convexo.

3. Los cocientes de grupos localmente quasi–convexos no son, en general,

localmente quasi–convexos. Como ejemplo, un espacio de Banach X con-

tiene un subgrupo Y discreto y débilmente denso ([81]), entonces el co-

ciente X/Y es no trivial y verifica que su dual (X/Y )̂ = {0} (véase

[10, Proposition 2.5]), por lo que no puede ser localmente quasi–convexo

(Proposición 1.4.1).
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Lema 1.4.3 Un carácter χ de un grupo topológico abeliano G, es continuo si,

y sólo si, χ ∈ U. para algún entorno del neutro U .

Esto permite probar que

Proposición 1.4.4 Dado un grupo topológico abeliano (G, τ), un subconjunto

E ⊆ Ĝ es un equicontinuo si, y sólo si, E ⊆ U. para algún entorno del neutro

U ∈ N0(G).

Proposición 1.4.5 Si U es un entorno de la identidad de un grupo topológico

abeliano G, entonces su polar U. es compacto en Ĝ para las topoloǵıas de

convergencia precompacta, puntual y compacto-abierta.

1.5. Grupos nucleares

Los grupos nucleares forman la clase más pequeña de grupos topológicos

abelianos que contiene los grupos localmente compactos y los grupos aditivos

de espacios vectoriales localmente convexos nucleares y es cerrada para subgru-

pos, cocientes Hausdorff y productos arbitrarios. El interés aqúı es que, desde el

punto de vista de los caracteres continuos, heredan muchas propiedades de los

grupos localmente compactos. La definición de grupo nuclear podŕıa simplifi-

carse diciendo que es un cociente Hausdorff de subgrupos de grupos vectoriales

nucleares. La definición intŕınseca de grupo nuclear es, sin embargo, bastante

complicada.
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Definición 7 Un grupo abeliano Hausdorff G se dice nuclear si satisface la

siguiente condición:

Dados un entorno del neutro arbitrario, U ∈ N0(G), c > 0 y m = 1, 2, . . .

existen: un espacio vectorial E, dos subconjuntos simétricos y convexos X e Y

de E con

dk(X, Y ) ≤ ck−m (k = 1, 2, ...),

un subgrupo K de E y un homomorfismo φ : K −→ G tales que

φ(K ∩X) ∈ N0(G) y φ(K ∩ Y ) ⊂ U

donde dk(X, Y ) = inf
Ls.e.v.E

d(X,Y ; L) y d(X,Y ; L) = inf{t > 0 : X ⊂ tY + L}

Afortunadamente, no se necesitará emplear la definición anterior en esta

memoria y sólo se utilizarán algunas propiedades de los grupos nucleares que

se resumen a continuación.

Proposición 1.5.1 Los grupos nucleares son localmente quasi–convexos

Banaszczyk demuestra que la complección de un grupo nuclear metrizable

es también un grupo nuclear. Aussenhofer, en [6, (Corollary 21.4)], elimina la

hipótesis de metrizabilidad

Proposición 1.5.2 (Aussenhofer) La complección de un grupo nuclear es

un grupo nuclear

Este resultado es consecuencia de un teorema de estructura para grupos

nucleares que se obtiene igualmente en [6, (Theorem 21.3)]
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Teorema 1.5.3 (Aussenhofer) Cada grupo nuclear G puede ser sumergido

en un producto de grupos nucleares metrizables y completos, de forma que la

imagen de G está dualmente sumergida. Si además G es completo entonces la

imagen es dualmente cerrada.

Además,

Proposición 1.5.4 Si G es un grupo nuclear metrizable, su dual Ĝ también

es nuclear. Si además G es completo, entonces G es reflexivo.

Nota 1 Se demuestra en [10] una condición más fuerte: todo grupo nuclear

metrizable y completo es fuertemente reflexivo. En [6] se obtiene que las hipóte-

sis de la proposición anterior pueden cambiarse por la de ser G Cĕch–completo.

1.6. La topoloǵıa de Bohr

Cada grupo topológico G, no necesariamente abeliano, tiene asociado

un grupo compacto de Hausdorff bG (llamado la compactación de Bohr) y un

homomorfismo continuo b de G en un subgrupo denso de bG caracterizado

por la siguiente propiedad universal: para cada homomorfismo h de G en un

grupo compacto K, existe un homomorfismo continuo hb de bG en K tal que

h = hb ◦ b. La descripción de la compactación de Bohr es, en general, muy

dif́ıcil. Sin embargo, para grupos abelianos la teoŕıa de la dualidad permite

identificarla con el dual del grupo Ĝ dotado de la topoloǵıa discreta; es decir
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bG ∼= (G ̂ d) ̂ = Hom(G ̂ ,T). En el caso de ser G maximalmente casi

periódico y abeliano, la aplicación b es uno a uno y entonces la topoloǵıa que

G hereda de bG se llama la topoloǵıa de Bohr de G. Puesto que se verifica que

bG ∼= Hom(Ĝ,T), resulta que la topoloǵıa de Bohr coincide con la topoloǵıa

de convergencia puntual sobre los elementos de Ĝ y una base de entornos

viene dada por

U(F, ε) := {x ∈ G : |γ(x)− 1| < ε para todo γ ∈ F }

donde ε > 0 y F recorre los subconjuntos finitos de Ĝ.

Cuando un grupo abeliano maximalmente casi–periódico G es dotado con

esta topoloǵıa, se le denota generalmente como G+. Para remarcar la noción de

convergencia puntual, a dicha topoloǵıa se la denotará a lo largo de esta memo-

ria como σ(G, Ĝ) o simplemente como σ(Ĝ). Por tanto, G+ = (G, σ(G,Ĝ)).

Comfort y Ross prueban en [24] (véase el Teorema 2.1.1 en esta misma

memoria) que toda topoloǵıa totalmente acotada es una topoloǵıa de conver-

gencia puntual sobre un subgrupo de caracteres de G. En consecuencia, la

topoloǵıa de Bohr de un grupo G, siendo la topoloǵıa de convergencia pun-

tual sobre la familia de caracteres continuos de G, es totalmente acotada y el

grupo G puede ser sumergido como un subgrupo denso de un grupo compacto

(su complección de Weil). La unicidad de dicha complección permite que se

identifique con la compactación de Bohr del grupo G. Dado que todo carácter

continuo χ : G −→ T es una aplicación uniformemente continua, se deduce

entonces que

Proposición 1.6.1 Todo carácter continuo χ : G −→ T se extiende de forma

única a un homomorfismo continuo χb : bG −→ T.
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Se resumen a continuación algunos hechos básicos referidos al comporta-

miento de la topoloǵıa de Bohr en subgrupos y cocientes

Proposición 1.6.2 Sea G un grupo topológico abeliano maximalmente casi

periódico. Entonces

1. La topoloǵıa de Bohr de G es una topoloǵıa localmente quasi–convexa

(Banaszczyk [10]).

2. Todo subgrupo dualmente cerrado de G es cerrado para la topoloǵıa de

Bohr.

3. Si H es un subgrupo dualmente sumergido del grupo G, entonces la to-

poloǵıa de Bohr de H coincide con la topoloǵıa que H hereda de G+.

4. Si H es un subgrupo dualmente cerrado y dualmente sumergido de G,

entonces los grupos (G/H)+ y G+/H+ son topológicamente isomorfos.





Caṕıtulo 2

Topoloǵıas débiles

2.1. Introducción

En el lenguaje de las categoŕıas, se dice que una categoŕıa C admite una

dualidad cuando existe otra categoŕıa D y un par de functores contravariantes

(A,B) definidos entre ellas, tales que los functores AB y BA son equivalentes

al functor identidad correspondiente. Uno de los ejemplos más conocidos lo

constituye la teoŕıa de la dualidad de Pontryagin–van Kampen. Esta teoŕıa se

podŕıa resumir en que tomando A = B =̂, el functor dual sobre la categoŕıa

C = D = L de los grupos abelianos localmente compactos, se obtiene que

(A,B) define una dualidad entre las categoŕıas C y D.

En este caṕıtulo, se considerará una dualidad que también opera sobre una

sola categoŕıa; la categoŕıa TA formada por los grupos topológicos abelianos

totalmente acotados y los homomorfismos continuos definidos entre ellos. De

esta forma, a cada grupo G en TA se le asocia otro grupo G′ (el grupo dual)

que también pertenece a la categoŕıa TA.

17
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El punto de partida lo constituye la teoŕıa de la dualidad de Pontryagin–van

Kampen y la noción de grupos en dualidad, introducida por Varopoulos en [97]

que resulta ser una traslación al contexto de los grupos topológicos abelianos,

de lo que sucede para los espacios vectoriales topológicos localmente convexos.

Definición 8 (Varopoulos) Sean G y G′ dos grupos topológicos abelianos.

Se dice que α = 〈G, G′〉 es una dualidad si existe una aplicación

〈·, ·〉 : E × F → T

verificando

a) 〈g · g′, h〉 = 〈g, h〉 · 〈g′, h〉, para todo g, g′ ∈ G, h ∈ G′;

b) 〈g, h · h′〉 = 〈g, h〉 · 〈g, h′〉, para todo g ∈ G, h, h′ ∈ G′;

y además cumpliendo

i) si g 6= eG, existe h ∈ G′ tal que 〈g, h〉 6= 1;

ii) si h 6= e′G, existe g ∈ G tal que 〈g, h〉 6= 1.

Definición 9 (Varopoulos) Una topoloǵıa τ sobre un grupo G se dice com-

patible con la dualidad α = 〈G,G′〉 si (G, τ)̂= G′.

Las condiciones (i) y (ii) garantizan que G separa los puntos de G′ y G′

los separa de G. En definitiva, si α = 〈G,G′〉 es una dualidad, queda definida

automáticamente otra dualidad β = 〈G′, G〉.
Si 〈G,G′〉 es una dualidad pueden definirse las aplicaciones “evaluaciones”

αG : G −→ Hom(G′,T) y αG′ : G′ −→ Hom(G,T)



2.1. Introducción 19

definidas por αG(g)(g′) = 〈g, g′〉 = αG′(g
′)(g), para todo g ∈ G, g′ ∈ G′.

Las condiciones (a) y (b) implican que G y G′ son algebraicamente isomorfos,

via las aplicaciones evaluaciones, a subgrupos de Hom(G′,T) y Hom(G,T),

respectivamente.

Dada una dualidad α = 〈G,G′〉, se pueden asociar a ella dos topoloǵıas

débiles canónicas definidas sobre G y G′, respectivamente. La topoloǵıa w(G, G′)

sobre G es la topoloǵıa débil generada por todos los elementos de G′ considera-

dos como homomorfismos continuos de G sobre T. La topoloǵıa débil w(G′, G)

sobre G′ se define de forma similar para la dualidad 〈G′, G〉.
La importancia de las topoloǵıas débiles en el estudio de los grupos abe-

lianos totalmente acotados radica en el siguiente resultado de Comfort y Ross

que puede encontrarse en [24]

Teorema 2.1.1 (Comfort y Ross) Un grupo topológico abeliano y Haus-

dorff (G, τ) es totalmente acotado si, y sólo si, existe un subgrupo G′ de

Hom(G,T) tal que (G, τ) es topológicamente isomorfo a (G,w(G,G′)).

Como consecuencia de este teorema se tiene que cada grupo abeliano to-

talmente acotado y Hausdorff (G, τ) tiene asociado un grupo G′ tal que 〈G,G′〉
forma una dualidad. Además, el grupo abeliano totalmente acotado (G′, w(G′, G))

es el grupo dual asociado a (G, τ). Más aún, el grupo dual asociado a (G′, w(G′, G))

coincide con (G,w(G,G′)) = (G, τ). Por tanto, tomando C = D = TA, la ca-

tegoŕıa de los grupos abelianos totalmente acotados, y A = B =̂, el functor

dual que asocia a cada grupo abeliano totalmente acotado, (G, τ) el grupo dual

(G′, w(G′, G)), se obtiene que (A,B) define una dualidad de TA en śı misma.

En el resto del caṕıtulo, se asumirá que cada grupo abeliano totalmente

acotado está dado en la forma (G,w(G′, G)) donde 〈G, G′〉 forma una dualidad,
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que a la vista del teorema 2.1.1 no supone ninguna pérdida de generalidad.

Dada una dualidad 〈G,G′〉, ambas topoloǵıas débiles, w(G,G′) y w(G′, G)

son totalmente acotadas y compatibles con la dualidad dada, por tanto las

completaciones de (G,w(G,G′)) y (G′, w(G′, G)) son grupos compactos deno-

tados por b(G,G′) y b(G′, G), respectivamente (véase [97]).

El estudio de las topoloǵıas débiles tiene numerosos precedentes en la litera-

tura cient́ıfica. H. H. Corson, en [26], estudia las propiedades topológicas de los

espacios de Banach dotados con la topoloǵıa débil. Valdivia [94], Wheeler [104]

y Wilansky [105], entre otros, extienden el trabajo de Corson con el estudio de

la topoloǵıa débil de los espacios vectoriales localmente convexos. Finalmente,

Arhangel’skii [5] y otros miembros de la escuela de Moscú, han investigado

en profundidad la relación entre las propiedades topológicas de un espacio to-

pológico X y el comportamiento de su anillo de funciones reales continuas,

Cp(X), dotado con la topoloǵıa de convergencia puntual.

En todas estas investigaciones se establecen relaciones entre propiedades

del espacio X, dotado de su topoloǵıa débil y propiedades del espacio dual X ′

de homomorfismos continuos (en el caso de espacios dotados con estructura

algebraica) o propiedades del espacio Cp(X) de funciones reales continuas (para

el caso de espacios topológicos).

Definición 10 Se dice que dos propiedades topológicas P y Q están en dua-

lidad cuando para cada dualidad α = 〈G,G′〉 se verifica que (G,w(G,G′))

satisface P si, y sólo si, (G′, w(G′, G)) satisface Q.

El objetivo que se persigue es la identificación de pares de propiedades dua-

les o, más exactamente, se buscará la propiedad dual de algunas propiedades
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topológicas espećıficas, como la compacidad, la realcompacidad y la separabi-

lidad.

2.2. Topoloǵıas débiles

En esta sección se considerará una dualidad α = 〈G,G′〉 y se describirán

las propiedades básicas de los grupos (G,w(G,G′)). Con objeto de hacer esta

memoria lo más autocontenida posible, se incluye en esta sección la demostra-

ción de muchos resultados que son, en su mayoŕıa, conocidos.

En primer lugar, se tiene el conocido resultado de Kakutani (cf. [60])

Teorema 2.2.1 (Kakutani) Para cada dualidad α = 〈G,G′〉, se tiene que

|b(G,G′)| = 2|G
′| (respectivamente, |b(G′, G)| = 2|G|).

Demostración. Puesto que b(G,G′) es el grupo dual (en el sentido de Pon-

tryagin) del grupo discreto G′, se obtiene que |G′| coincide con el peso de este

grupo compacto. Basta aplicar ahora [52, (24.47)]. 2

Teorema 2.2.2 Dada una dualidad α = 〈G, G′〉, G admite 22|G| topoloǵıas

de grupo totalmente acotadas. Análogamente, sobre G′ se pueden definir 22|G
′|

topoloǵıas totalmente acotadas.

Demostración. Dado un grupo abeliano arbitrario H de cardinalidad α, se

tiene que H contiene 2α subgrupos distintos (véase [33, (16.3) y (16.1)]). De

aqúı que, b(G,G′) contiene 22|G| subgrupos distintos y, aplicando el Teorema

2.1.1, cada uno de ellos define sobre G una topoloǵıa de grupo totalmente

acotada. Para G′ basta considerar la dualidad 〈G′, G〉. 2
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En relación con este último resultado, cabe preguntarse cuán distintas son

estas topoloǵıas sobre un grupo abeliano arbitrario. La respuesta a esta pre-

gunta no es conocida en general; sin embargo, en algunos casos la repuesta es

sorprendentemente simple

Teorema 2.2.3 (Sierpińsky) Sean α1 = 〈G1, G
′
1〉 y α2 = 〈G2, G

′
2〉 dos dua-

lidades tales que |Gi| = |G′
i| = ℵ0 para i = 1, 2. Entonces, (G1, w(G1, G

′
1)) y

(G2, w(G2, G
′
2)) son homeomorfos como espacios topológicos.

Demostración. En la Proposición 2.3.2 se verá que ambos espacios topológi-

cos son metrizables. Por otra parte, Sierpińsky demuestra en [82] que cada

espacio metrizable, numerable y denso en śı mismo, es homeomorfo al conjun-

to de los racionales dotado de la topoloǵıa usual. 2

Siendo la topoloǵıa débil w(G, G′) una topoloǵıa de convergencia puntual

sobre los elementos de G′, una base de entornos para dicha topoloǵıa viene

dada por

U(F, ε) = {g′ ∈ G′ : |〈g, g′〉 − 1| < ε

donde ε > 0 y F recorre los subconjuntos finitos de G′.

Por otra parte, se define el polar de un subconjunto A de G en la dualidad

α = 〈G,G′〉 como

A.
α = {g′ ∈ G′ : <(〈g, g′〉) ≥ 0, para todo g ∈ A }

Se escribirá simplemente A. si no hay confusión respecto de la dualidad. Análo-

gamente, si B es un subconjunto de G′, se define el polar de B en G como

B/ = {g ∈ G : <(〈g, g′〉) ≥ 0, para todo g′ ∈ B }
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El polar de cualquier conjunto siempre es un conjunto quasi–convexo para

la correspondiente topoloǵıa débil.

Lema 2.2.4 Sea 〈G, G′〉 una dualidad. El polar de cualquier subconjunto A de

G es un conjunto quasi–convexo en la topoloǵıa w(G′, G).

Demostración. Sea g′ /∈ A.. Entonces, existe un g ∈ A con <(〈g, g′〉) < 0.

Basta observar que g ∈ G = (G′, w(G′, G))̂ para deducir el resultado. 2

Como consecuencia de esto se obtiene que todo grupo abeliano totalmente

acotado es localmente quasi–convexo

Proposición 2.2.5 Dada una dualidad 〈G,G′〉, la topoloǵıa w(G,G′) es lo-

calmente quasi–convexa.

Demostración. Baste observar para ello que la topoloǵıa w(G,G′) tiene una

base de entornos formada por conjuntos de la forma

F / := {g ∈ G : <(〈g, g′〉) ≥ 0, para todo g′ ∈ F }

siendo F un subconjunto finito de G′, que son quasi–convexos por el lema

anterior.

Obsérvese , en primer lugar que, para ε < 1, U(F, ε) ⊂ F / y, por tanto, F /

es un entorno del neutro en G.

Sea, pues, U(F, ε) ∈ N0(G). Determinamos un número natural m tal que√
2

m
< ε. Sea

A = Fm := {g′1 · g′2 · . . . · g′m : g′i ∈ F }
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el cual es un conjunto finito. Sólo resta probar que A/ ⊂ U(F, ε). La prueba

de esto se basa en la siguiente propiedad de los números complejos de módulo

unidad:

<(z) ≥ 0 ∧ <(zm) ≥ 0 ⇒ |z − 1| ≤
√

2

m

Sean g ∈ A/ y g′ ∈ F . Sea z = 〈g, g′〉, entonces

zm = 〈g, g′〉m = 〈g, g′ m〉

y puesto que g′ m ∈ Fm = A se deduce <(zm) ≥ 0 de donde

|z − 1| ≤
√

2

m
< ε

y esto significa que g ∈ U(F, ε), o sea, A/ ⊂ U(F, ε) y la proposición queda

demostrada. 2

Las topoloǵıas débiles tienen un buen comportamiento frente a las opera-

ciones usuales de la teoŕıa de conjuntos; es decir, se heredan para subgrupos,

cocientes y productos. El dual de un subgrupo H de (G,w(G,G′)) puede iden-

tificarse con G′/An(H) y el dual de un cociente G/H con An(H).

Proposición 2.2.6 Sea 〈G,G′〉 una dualidad y sea H un subgrupo de G. En-

tonces la topoloǵıa heredada por H de (G,w(G,G′)) coincide con la topoloǵıa

débil de la dualidad 〈H,G′/An(H)〉.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del hecho de que

〈γ, h〉 = 〈γ + An(H), h〉

2
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Proposición 2.2.7 Sea 〈G,G′〉 una dualidad y sea H un subgrupo de G. En-

tonces, la topoloǵıa cociente de G/H, cuando G y H tienen las topoloǵıas débi-

les respectivas, w(G,G′) y w(H,G′/An(H)), coincide con la topoloǵıa débil de

la dualidad 〈G/H, An(H)〉.

Demostración. En primer lugar, obsérvese que los siguientes grupos com-

pactos, K1 = b(G,G′)/b(H,G′/H⊥) y K2 = b(G/H, H⊥), son isomorfos to-

pológicamente y de forma canónica, puesto que ambos son grupos compactos

con el mismo dual H⊥. Por otra parte, el subgrupo G/H hereda la topoloǵıa

cociente w(G,G′)/w(H, G′/H⊥) de K1 y la topoloǵıa débil w(G/H,H⊥) de

K2. En definitiva, (G/H,w(G,G′)/w(H, G′/H⊥)) es topológicamente isomorfo

a (G/H, w(G/H, H⊥)). 2

Proposición 2.2.8 Supongamos que para cada α ∈ Λ tenemos una dualidad

〈Gα, G′
α〉. Entonces, la topoloǵıa producto de

∏
α∈Λ(Gα, w(Gα, G′

α)) coincide

con la topoloǵıa débil de la dualidad 〈∏α∈Λ Gα,
⊕

α∈Λ G′
α〉.

Demostración. La topoloǵıa débil w(
∏

α∈Λ Gα,
⊕

α∈Λ G′
α) hace continuas las

proyecciones canónicas πα :
∏

α∈Λ Gα −→ Gα, puesto que cada red convergente

es convergente coordenada a coordenada; por tanto, la topoloǵıa producto es

menos fina que la topoloǵıa débil. Por otra parte, el grupo dual de
∏

α∈Λ Gα,

con la topoloǵıa producto, es
⊕

α∈Λ G′
α y, en consecuencia, la topoloǵıa débil

es menos fina que la topoloǵıa producto, lo que concluye la prueba. 2

Nota 2 Las topoloǵıas débiles no se preservan, en general, al tomar sumas

directas
⊕

α∈Λ Gα. Basta observar para ello que dicha propiedad no es cierta

siquiera para espacios vectoriales topológicos localmente convexos (véase, por

ejemplo, [77, p. 99]).
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A continuación se incluyen otros resultados básicos

Proposición 2.2.9 Si 〈G,G′
1〉 y 〈G,G′

2〉 son dos dualidades entonces,

w(G1, G
′
1) ¹ w(G2, G

′
2) ⇔ G′

1 ⊆ G′
2

Demostración. Supóngase, para empezar, que w(G1, G
′
1) ¹ w(G2, G

′
2) y sea

h ∈ G′
1 = (G1, w(G1, G

′
1) ̂ . Entonces, h es un homomorfismo de G en T

w(G1, G
′
1)–continuo y aplicando que w(G1, G

′
1) ¹ w(G2, G

′
2) resulta que h es

también w(G2, G
′
2)–continuo, es decir h ∈ G′

2. Siendo h un elemento genérico

de G′
1 queda demostrado que G′

1 ⊆ G′
2.

Rećıprocamente, supóngase ahora que G′
1 ⊆ G′

2. Puesto que w(G1, G
′
1) y

w(G2, G
′
2) son las topoloǵıas de convergencia puntual sobre los elementos de

G′
1 y G′

2 respectivamente, es fácil deducir que toda red w(G2, G
′
2)–convergente

es también w(G1, G
′
1)–convergente y por tanto w(G1, G

′
1) ¹ w(G2, G

′
2). 2

El siguiente resultado, que permite caracterizar los subgrupos densos de

(G,w(G, G′)), está basado en el hecho de que un subgrupo es denso si, y sólo

si, su anulador (en su dual G′) es el grupo trivial {1}.

Proposición 2.2.10 Sea 〈G,G′〉 una dualidad y sea L un subgrupo de G.

Entonces,

L es denso en (G,w(G,G′)) ⇔ L separa los puntos de G′

Demostración. Supóngase que L es denso en (G,w(G,G′)) y sea γ ∈ G′,

γ 6= 1. Como L es denso en (G,w(G,G′)), se tiene que γ /∈ AnG′(L); es decir,

debe existir un g ∈ L tal que γ(g) 6= 1. Rećıprocamente, si L no fuera denso en

(G,w(G, G′)) entonces sus compactaciones bL & bG. Como (bL)̂ = G′/An(L)
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y (bG)̂ = G′, se sigue que An(L) 6= {1}; es decir, que L no separa los puntos

de G′. 2

Lema 2.2.11 Si (G, w(G,G′)) es compacto, entonces ningún subgrupo propio

de G′ separa los puntos de G.

Demostración. Por la teoŕıa de dualidad de Pontryagin–van Kampen, se tiene

que (G,w(G,G′))̂ = G′. Supóngase, pues, que existe un subgrupo H ′ de G′ que

separa los puntos de G. Entonces, (G,w(G,H ′)) es también un grupo topológi-

co Hausdorff y, en consecuencia, las topoloǵıas w(G,G′) y w(G,H ′) coinciden.

Ahora, si H ′ 6= G′, entonces G′/H ′ 6= {0} y, por tanto, Hom(G′/H ′,T) no es el

grupo trivial. Aplicando de nuevo, la teoŕıa de la dualidad de Pontryagin–van

Kampen al grupo discreto G′/H ′, resulta que el anulador de H ′ en G no es el

grupo trivial tampoco. Pero esto contradice la hipótesis inicial hecha sobre H ′.

Por tanto, H ′ no puede ser un subgrupo propio de G′. 2

2.3. Propiedades duales

Como se indicó en la introducción, el objetivo es dualizar las propiedades

topológicas de (G,w(G,G′)) en (G′, w(G′, G)). Aunque algunas de ellas son

conocidas o consecuencia inmediata de resultados conocidos, son incluidas para

resaltar el hecho de que los métodos de dualidad constituyen una herramienta

importante en el estudio de la teoŕıa de grupos.

Naturalmente, cabe esperar que esto no siempre sea posible y aśı, en oca-

siones, la caracterización de la propiedad en (G,w(G, G′)) vendrá dada por el

comportamiento de G′ en otra topoloǵıa distinta de w(G′, G), aunque aún en

ese caso, se intentará situarla respecto de esta última.
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Un resultado clásico de la teoŕıa de grupos establece que el grupo (G, τ)

es compacto si, y sólo si, su grupo dual (Ĝ , τco) es discreto. En el caso de

considerar las topoloǵıas débiles se tiene

Proposición 2.3.1 Sea 〈G,G′〉 una dualidad. Entonces,

(G, w(G,G′)) es compacto ⇔ w(G′, G) es maximal

donde el término maximal hace referencia a que no existe una topoloǵıa total-

mente acotada sobre G′ más fina.

Demostración. Supóngase, para empezar, que (G,w(G,G′)) es compacto.

Sea η una topoloǵıa totalmente acotada sobre Ĝ , con η º w(G′, G). Por la

caracterización de Comfort y Ross (Teorema 2.1.1) de las topoloǵıas totalmente

acotadas, existe un subgrupo L ⊆ Hom(G′,T) tal que η = w(G′, L). Por la

Proposición 2.2.9, se verifica que L ⊇ G. Entonces,

G ⊆ L ⊆ Hom(G′,T) = bG

y, siendo (G, w(G,G′)) compacto, se deduce que G = bG, lo cual implica que

G = L; es decir, w(G′, G) = w(G′, L) = η.

Rećıprocamente, supóngase que (G,w(G,G′)) no fuese compacto. Con-

sidérese la compactación de Bohr bG de G, que contiene a (G,w(G,G′)) co-

mo subgrupo topológico propio. Existe, pues, p ∈ bG \ G. Pero, entonces,

w(G′, G ∪ {p}) es una topoloǵıa totalmente acotada sobre G′ más fina que

w(G′, G), por lo que esta última no es maximal. 2

Es un hecho conocido que si un grupo topológico abeliano (G, τ) es metri-

zable, su dual (Ĝ, w(Ĝ, G)) es σ–compacto. En el caso de la topoloǵıa débil

se puede precisar un poco más.
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Proposición 2.3.2 Sea 〈G,G′〉 una dualidad. Entonces,

(G,w(G, G′)) es metrizable ⇔ (G′, w(G′, G)) es numerable

Demostración. Si (G,w(G,G′)) es metrizable entonces su complección b(G,G′)

es un grupo métrico y compacto. De nuevo, la teoŕıa de Pontryagin–van Kam-

pen lleva a que G′ = b(G,G′)̂ es numerable.

Rećıprocamente, supóngase que G′ es numerable. Es suficiente probar que

eG admite una base de entornos numerable para la topoloǵıa w(G, G′).

Como G′ es numerable se pueden ordenar sus elementos en una sucesión

{γn}n<ω. Se define, para cada n < ω el conjunto

Un := {x ∈ G : |γj(x)− 1| < 1

n
, j ∈ {1, 2, . . . , n}}

Cada Un es un entorno de eG para la topoloǵıa w(G,G′) y sólo resta probar

que el conjunto de todos ellos forma una base de entornos.

Para ello, sea U un w(G,G′)–entorno de eG. Puede suponerse, sin pérdida

de generalidad, que

U = {x ∈ G : |γij(x)− 1| < ε, j ∈ {1, 2, . . . , s}}

Dado este ε > 0 se determina un n < ω tal que
1

n
< ε y {i1, i2, . . . , is} ⊆

{1, 2, . . . , n}.
Es una mera comprobación que, entonces, se verifica Un ⊆ U , por lo que

efectivamente, el conjunto {Un : n < ω} es base de entornos para w(G,G′).

2

Otra propiedad interesante es la de la separabilidad. En el contexto de los

espacios de Banach, la separabilidad de la topoloǵıa débil es equivalente a la
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metrizabilidad de la bola unidad del espacio dual para la topoloǵıa débil estre-

lla (el espacio dual nunca es metrizable para la topoloǵıa débil estrella, salvo

el caso trivial de dimensión finita). Por otra parte, para espacios vectoriales

topológicos localmente convexos, la separabilidad (en una topoloǵıa cualquie-

ra), como caso particular de espacio generado por una cantidad numerable de

débil–compactos y absolutamente convexos, implica la existencia en el espacio

dual de una topoloǵıa metrizable menos fina que la topoloǵıa de Mackey (la de

convergencia uniforme sobre los débil–compactos y absolutamente convexos),

como puede verse en [56].

Para grupos, igual que para espacios localmente convexos, la separabili-

dad de (G, τ) implica la metrizabilidad de los equicontinuos del dual para la

topoloǵıa w(Ĝ, G).

Proposición 2.3.3 Si (G, τ) es un grupo topológico separable, entonces los

equicontinuos de Ĝ son metrizables para la topoloǵıa w(Ĝ, G).

Demostración. Sea H un subgrupo numerable y denso en G. Puesto que H

es denso, separa los puntos de Ĝ y aśı, 〈Ĝ , H〉 es una dualidad. Como

H es numerable, la topoloǵıa w(G ̂ , H) es metrizable (Proposición 2.3.2).

Sólo falta probar que la topoloǵıas w(Ĝ, G) y w(Ĝ, H) coinciden sobre los

equicontinuos de G ̂ . Sea, pues, E un equicontinuo de G ̂ . Aplicando las

Proposiciones 1.4.4 y 1.4.5, existe un τ -entorno U del neutro tal que E ⊆ U. y

U. es w(Ĝ, G)–compacto. Como H ⊆ G se deduce de la Proposición 2.2.9 que

w(Ĝ, H) ¹ w(Ĝ, G) y, por tanto, ambas coinciden sobre U. y, en definitiva,

sobre E. 2

Para las topoloǵıas débiles, la separabilidad queda caracterizada por
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Proposición 2.3.4 Sea 〈G,G′〉 una dualidad. Entonces,

(G,w(G, G′)) es separable ⇔





G′ posee una topoloǵıa metrizable

totalmente acotada y menos fina

que w(G′, G)

Demostración. Supóngase que (G,w(G,G′)) es separable. Sea L un subgrupo

de G denso y numerable y considérese sobre G′ la topoloǵıa w(G′, L). Es una

topoloǵıa totalmente acotada (Teorema 2.1.1) y, por la Proposición 2.2.9, me-

nos fina que w(G′, G). Por otra parte, aplicando la Proposición 2.2.10, L separa

los puntos de G′ y, en consecuencia, 〈L,G′〉 forman una dualidad. Basta ahora

aplicar la Proposición 2.3.2 para concluir que (G′, w(G′, L)) es metrizable.

Rećıprocamente, sea τm una topoloǵıa sobre G′, totalmente acotada, me-

trizable y menos fina que w(G′, G). De nuevo por el Teorema 2.1.1, existe un

subgrupo L de Hom(G′,T) tal que τm = w(G′, L). Siendo w(G′, L) menos fina

que w(G′, G), resulta que L es subgrupo de G. Por otra parte, 〈G′, L〉 forma

una dualidad y (G′, w(G′, L)) es metrizable, por lo que, aplicando de nuevo

la Proposición 2.3.2, resulta que L es numerable. Finalmente, L es denso en

(G,w(G, G′)) porque separa los puntos de G′ (Proposición 2.2.10). 2

Uno de los primeros en estudiar la topoloǵıa débil, para espacios de Banach,

fue H.H. Corson. En [26] caracteriza cuándo un espacio de Banach es débil–

realcompacto en términos del comportamiento de ciertos funcionales sobre el

espacio dual. Más tarde, Valdivia [94] y Wheeler [104] generalizan este resulta-

do para espacios vectoriales topológicos localmente convexos. Arhangel’skii [5]

y Uspenskĭı [91] caracterizan la realcompacidad de un espacio topológico X en

términos similares a los anteriores, utilizando el anillo de funciones continuas

sobre X con la topoloǵıa de convergencia puntual, en el papel de espacio dual.
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Utilizando la terminoloǵıa de [105], un espacio vectorial topológico X se

dice un espacio de Mazur si cada funcional lineal sucesionalmente continuo es

continuo. La razón de tal denominación se debe, probablemente, a que fue S.

Mazur el primero en abordar ese problema, demostrando que para un espacio

discreto X, RX goza de tal propiedad si, y sólo si, cada medida {0, 1}–valuada

sobre X que es 0 en los puntos es también 0 sobre X. Aunque Mazur ase-

guró que el resultado anterior también era válido para X métrico y Cp(X) en

vez de RX , su prueba nunca fue publicada. J. Isbell afirma en [58] que V.Pták

lo demostró en 1956, aunque fue finalmente S. Mrówka [69] quién publicó la

prueba

Teorema 2.3.5 (Mrówka, 1957) Para un espacio completamente regular X,

el espacio Cp(X) es un espacio de Mazur si, y sólo si, X es realcompacto.

Para encontrar las referencias básicas sobre este problema y otras genera-

lizaciones del concepto de espacio de Mazur puede consultarse [57].

Tanto en este resultado de Mrówka, como en los citados anteriormente de

Corson, Wheeler, Arhangel’skii y Uspenskĭı se establece una relación entre la

débil–realcompacidad y la equivalencia entre homomorfismos sucesionalmente

continuos y homomorfismos continuos sobre el espacio dual. Sobre ambas pro-

piedades pueden encontrarse abundantes referencias en la literatura cient́ıfica.

Por ejemplo, respecto de la equivalencia entre homomorfismos sucesional-

mente continuos y homomorfismos continuos, hay que destacar el conocido

teorema de Varopoulos para grupos localmente compactos
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Teorema 2.3.6 (Varopoulos, [98]) Sean G y G′ dos grupos localmente com-

pactos y f : G −→ G′ un homomorfismo algebraico. Supongamos que se satis-

facen las condiciones

1. f es sucesionalmente continuo,

2. La cardinalidad de G es tal que no existe ningún ultrafiltro libre sobre G

con la propiedad de la intersección numerable.

Entonces, f es continuo.

La condición (b) es, actualmente, equivalente a decir que el cardinal de G no

es Ulam–medible:

Definición 11 Un cardinal κ se dice Ulam–medible si existe una medida {0, 1}–
valuada numerablemente aditiva µ sobre κ tal que

µ(κ) = 1 y µ({ξ}) = 0 para cada ξ < κ

Comfort y Remus obtienen en [23] un rećıproco al teorema de Varopoulos

para grupos compactos y Uspenskĭı [92] lo prueba para grupos localmente

compactos.

Por otra parte, Comfort, Hernández y Trigos-Arrieta [22] han estudiado la

realcompacidad para la topoloǵıa de Bohr, obteniendo

Teorema 2.3.7 (Comfort, Hernández, Trigos-Arrieta)

1. Sea G un grupo abeliano discreto. Entonces, (G,w(G,Ĝ)) es realcom-

pacto si, y sólo si, |G| no es Ulam–medible.



34 § 2. Topoloǵıas débiles

2. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Entonces, (G,w(G,Ĝ))

es realcompacto si, y sólo si, κ(G) no es Ulam–medible; siendo

κ(G) = mı́n{|F| : G = ∪F , cada F ∈ F es compacto}

De estos resultados puede deducirse, como se verá a continuación, que un

grupo discreto en su topoloǵıa de Bohr, es realcompacto si, y sólo si, los homo-

morfismos sucesionalmente continuos sobre el dual son continuos. Previamente,

y por analoǵıa con los espacios vectoriales topológicos, se dará la siguiente de-

finición

Definición 12 Sea (G, τ) un grupo topológico. Diremos que G es un grupo

de Mazur si los homomorfismos f : G −→ T sucesionalmente continuos son

continuos.

Proposición 2.3.8 Sea (G, τ) un grupo abeliano discreto. Entonces,

(G,w(G,Ĝ)) es realcompacto ⇔ (Ĝ, w(Ĝ, G)) es Mazur

Demostración. Si (G,w(G,Ĝ)) es realcompacto entonces, aplicando el Teo-

rema 2.3.7, resulta que |G| no es Ulam–medible y, por tanto tampoco lo es

|Ĝ|. Ahora Ĝ es compacto (en la topoloǵıa compacto–abierta y, entonces,

también para w(Ĝ, G)) y el teorema de Varopoulos se aplica para obtener la

conclusión.

Rećıprocamente, siendo (Ĝ, w(Ĝ, G)) compacto y Mazur, se deduce del

teorema de Comfort y Remus [23] que |Ĝ| no es Ulam–medible, luego tampoco

lo es |G| y de nuevo, el Teorema 2.3.7 nos lleva al resultado deseado. 2
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Naturalmente, este resultado ya no se mantiene para grupos más generales:

si se considera la dualidad 〈`∞,m〉 donde m denota el espacio dual de `∞ para

la topoloǵıa de la norma. (`∞, w(`∞,m)) es realcompacto [26] y, sin embargo,

(m,w(m, `∞)) no es Mazur (véase [105]).

No obstante, puede obtenerse una caracterización de la débil–realcompaci-

dad para grupos, similar a la obtenida por los autores mencionados anterior-

mente y que constituye el principal resultado de esta sección. Previamente, se

necesitará precisar la notación:

Definición 13 Sea G un grupo topológico y sea κ un cardinal. Un homomor-

fismo f : G −→ T se dirá κ–continuo si es continuo sobre cada subconjunto A

de G de cardinalidad |A| ≤ κ.

En el caso particular de κ = ℵ0 el homomorfismo f se dirá numerablemente

continuo.

Teorema 2.3.9 Sea 〈G,G′〉 una dualidad. Entonces,

(G,w(G,G′)) es realcompacto ⇔
{

todo homomorfismo f : G′ −→ T
numerablemente continuo es continuo

Demostración. Supóngase que (G,w(G,G′)) es realcompacto y considérese

f ∈ Hom(G′,T), w(G′, G)–continua en los subconjuntos numerables de G′.

Entonces f está en la Gδ–clausura de G en Hom(G′,T).

En efecto, sea V un Gδ en b(G,G′) = Hom(G′,T) con f ∈ V . Por una

parte,

V =
⋂
n<ω

On, con On abierto de bG

y puede suponerse que para cada n < ω

On = {x ∈ bG : |x(φn
j )− 1| < εn, φn

j ∈ G′, j = 1, 2, . . . , kn}
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Entonces, S = {φn
j : j = 1, 2, . . . , kn, n < ω} es un subconjunto numerable

de G′. Como el subgrupo generado por S, 〈S〉, también es numerable, resulta

que f es w(G′, G)–continua sobre 〈S〉 y, en consecuencia, también sobre su

clausura L = clw(G′,G)(〈S〉).
Ahora, siendo L un subgrupo topológico del grupo compacto b(G′, G), exis-

te un homomorfismo continuo γ ∈ Hom(G′,T) que extiende a f|L . Es decir,

γ|L = f|L (*)

Como γ|G′ ∈ G sólo resta probar que γ|G′ ∈ V . Para ello, basta tener en

cuenta que

|γ|G′ (φn
j )− 1| = |f(φn

j )− 1| < εn, para todo j = 1, 2, . . . kn

lo cual implica

γ|G′ ∈ On, para todo n < ω

es decir,

γ|G′ ∈
⋂
n<ω

On = V

Por tanto, γ|G′ ∈ V ∩ G′, de donde se deduce que f está en la Gδ–

clausura de G en Hom(G′,T) que coincide con G, puesto que éste es w(G,G′)–

realcompacto.

Rećıprocamente, supóngase ahora que todo homomorfismo de G′ en T nu-

merablemente continuo es continuo. Para probar que (G,w(G,G′)) es realcom-

pacto, y teniendo en cuenta que su complección b(G,G′) = Hom(G′,T) es un

Oz–espacio (véase [13] y [80] o también [22]), bastará probar que (G,w(G,G′))

es Gδ–cerrado en Hom(G′,T).
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Sea, entonces, φ un elemento de la Gδ–clausura de (G,w(G,G′)) en Hom(G′,T).

Entonces la restricción de φ sobre cada conjunto numerable es continua. Para

ello, sea S un subconjunto numerable de G′. Entonces, el conjunto

V = {ψ ∈ bG : ψ|S = φ|S}

es un Gδ que contiene a φ. Existe, por tanto, ψ ∈ V ∩G; es decir, ψ ∈ G y

ψ|S = φ|S

Como G = (G′, w(G′, G))̂, resulta que ψ|S es w(G)–continua.

Por tanto, φ es w(G′, G)–continua sobre S y, por hipótesis, es w(G′, G)–

continua sobre G′; es decir, φ ∈ G y queda probado el teorema.

2

Definición 14 Sea (G, τ) un grupo topológico y sea κ un cardinal. Un homo-

morfismo f se dirá estrictamente κ–continuo si para cada subconjunto conjunto

A de cardinalidad |A| ≤ κ existe un homomorfismo continuo g : G −→ T tal

que f|A = g|A.

Nota 3 Está claro que todo homomorfismo estrictamente κ–continuo es κ–

continuo. Pero ambas nociones no son equivalentes.

Revisando con atención la demostración anterior, se observa que lo que

realmente se ha probado es la equivalencia

G es w(G,G′)–realcompacto ⇔
{

todo homomorfismo f : G′ −→ T
estrictamente ℵ0–continuo es continuo

y por tanto, si (G,w(G, G′)) es realcompacto, los homomorfismos sobre G′ ℵ0–

continuos y estrictamente ℵ0–continuos son los mismos.
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Resulta curioso observar que la caracterización de la realcompacidad here-

ditaria es la propiedad dual de la separabilidad.

Teorema 2.3.10 Sea α = 〈G,G′〉 una dualidad. Entonces son equivalentes

(i) (G,w(G,G′)) es hereditariamente realcompacto;

(ii) G′ admite una topoloǵıa metrizable, totalmente acotada y menos fina que

w(G′, G);

(iii) (G′, w(G′, G)) es separable.

Demostración. La equivalencia entre (ii) y (iii) es la Proposición 2.3.4. Para

ver que (i) implica (iii), supóngase que (G,w(G.G′)) es hereditariamente real-

compacto. Entonces, como b(G,G′) es un Oz–espacio, se tiene que {0G} es un

Gδ de (G,w(G,G′)) (véase [22]). Por tanto, existe una familia numerable de

entornos abiertos de la identidad, {U : n}n<ω en (G,w(G,G′)) de forma que

{0G} =
⋂
n<ω

Un.

Para cada n < ω se determina un subconjunto finito {g′n1
, g′n2

, . . . , g′nm(n)
} ⊂

G′ y un número positivo εn tales que

N({g′n1
, g′n2

, . . . , g′nm(n)
}, εn) ⊆ Un

Se define, ahora, H ′ como el subgrupo de G′ algebraicamente generado por

⋃
n<ω

{g′n1
, g′n2

, . . . , g′nm(n)
}

H ′ es numerable y separa los puntos de G. Aplicando la Proposición 2.2.10

se obtiene que H ′ es w(G′, G)–denso en G′.
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Para finalizar, se demostrará que (iii) implica (i). Para ello, sea H ′ un sub-

grupo numerable y w(G′, G)–denso en G′. Entonces, H ′ separa los puntos de G

y, en consecuencia, (G,w(G,H ′)) es metrizable y, por tanto, hereditariamente

realcompacto. La función identidad

id : (G,w(G,G′)) −→ (G,w(G,H ′))

es una función continua, lo cual implica que (G,w(G,G′)) es también heredi-

tariamente realcompacto [38, (8.18)]. 2

Del hecho de que todo homomorfismo ℵ0–continuo es sucesionalmente con-

tinuo se deduce el siguiente corolario

Corolario 2.3.11 Sea 〈G,G′〉 una dualidad. Si (G,w(G,G′)) es un grupo de

Mazur, entonces (G′, w(G′, G)) es realcompacto

Por otra parte, si denotamos por Gs el conjunto de homomorfismos de G

en T que son sucesionalmente w(G,G′)–continuos, se tiene que

G′ ⊆ Gs ⊆ Hom(G,T)

de donde se deduce

Proposición 2.3.12 Sea 〈G,G′〉 una dualidad. Entonces, (G,w(G,G′)) es un

grupo de Mazur si, y sólo si, la topoloǵıa w(G,G′) es maximal entre las topo-

loǵıas totalmente acotadas con las mismas sucesiones convergentes.

Demostración. Supóngase que (G,w(G,G′)) es un grupo de Mazur y sea

τ una topoloǵıa totalmente acotada, con las mismas sucesiones convergentes
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que w(G, G′). Por el teorema de Comfort y Ross (véase el Teorema 2.1.1),

τ = w(G,L), con L ⊆ Hom(G,T). Se necesita probar que w(G,G′) º w(G, L)

y por la Proposición 2.2.9 es suficiente ver que G′ ⊇ L.

Sea f ∈ L, para probar que f ∈ G′ basta obtener que f es un homorfis-

mo sucesionalmente w(G,G′)–continuo. Para ello, si {xn}n<ω es una sucesión

en G w(G,G′)–convergente al neutro de G, entonces, puesto que w(G,L) y

w(G,G′) tienen las mismas sucesiones convergentes, {xn}n<ω es una sucesión

en G w(G,L)–convergente al neutro de G y, siendo f w(G,L)–continua, se

tiene que

f(xn) −→ 1

Por último, aplicando que (G, w(G,G′)) es Mazur, se concluye que f es w(G,G′)–

continua; esto es, f ∈ G′.

Rećıprocamente, si (G,w(G,G′))) no fuera Mazur, la topoloǵıa w(G,G′) no

seŕıa maximal en los términos del enunciado, puesto que w(G, Gs) seŕıa una

topoloǵıa totalmente acotada, más fina (estrictamente) que w(G,G′) y con las

mismas sucesiones convergentes. Sólo esta última parte requiere, quizás, ser

vista con mayor detalle. Para ello, si {xn}n<ω es una sucesión en G w(G,G′)–

convergente al neutro de G, entonces para cada elemento f ∈ Gs se tiene que

f(xn) −→ 1; es decir, {xn}n<ω es una sucesión en G w(G,Gs)–convergente al

neutro de G. 2

La propiedad de ser (G,w(G,G′) un grupo de Mazur, no queda caracteriza-

da dualmente, puesto que la propiedad equivalente hallada en esta proposición

es para la propia topoloǵıa w(G,G′). A la vista de la Proposición 2.3.1 y el Co-
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rolario 2.3.11 se tienen las siguientes implicaciones para una dualidad 〈G,G′〉

G′ compacto ⇒ G Mazur ⇒ G′ realcompacto

donde todos los grupos se consideran dotados con su correspondiente topoloǵıa

débil. Queda, entonces, como cuestión abierta, encontrar una propiedad dual

de la propiedad de ser un grupo Mazur.





Caṕıtulo 3

Preservación de la compacidad

3.1. Introducción

Glicksberg demuestra en [39] que en todo grupo abeliano localmente

compacto (G, τ) los subconjuntos compactos y los subconjuntos compactos

para la topoloǵıa de Bohr son los mismos, generalizando un resultado previo

de Leptin [66] para grupos discretos. Usando la terminoloǵıa introducida por

Trigos–Arrieta en [88], el teorema de Glicksberg puede enunciarse diciendo

que todo grupo abeliano localmente compacto respeta la compacidad. Trigos–

Arrieta estudia, además, la preservación de otras propiedades topológicas para

grupos abelianos localmente compactos. Su investigación se apoya en el teore-

ma de dualidad de Pontryagin–van Kampen (véase el Teorema 1.3.1, en esta

misma memoria) y en los teoremas de estructura de los grupos abelianos local-

mente compactos. Es precisamente a partir de la introducción de los métodos

de dualidad por Comfort y Ross en [24], cuando el problema de extender el

teorema de Glicksberg a otras clases de grupos ha tenido un notable resur-

43
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gimiento (véanse [8], [36], [55], [68], [75], [86] ). Galindo y Hernández ponen

de relieve en [36] que el problema de la preservación de la compacidad en la

topoloǵıa de Bohr está ı́ntimamente ligado con el trabajo de van Douwen [95],

donde se investiga con profundidad la topoloǵıa de Bohr de un grupo abelia-

no discreto. Sin embargo, no se conoce ningún criterio general para distinguir

a los grupos con esta propiedad. De hecho, aunque se han encontrado varias

condiciones suficientes para garantizar la preservación de la compacidad para

amplias familias de grupos, parece mucho más dif́ıcil hallar condiciones nece-

sarias. El objetivo en este caṕıtulo es, precisamente, determinar propiedades

necesarias y suficientes para la preservación de la compacidad al pasar de la

topoloǵıa de Bohr a la topoloǵıa original del grupo.

Dado que puede decirse que la preservación de la compacidad al pasar de la

topoloǵıa de Bohr a la topoloǵıa original envuelve un principio de “acotación

uniforme”, tan familiar en el Análisis Funcional, la estrategia a seguir será la

de extender y unificar los métodos de dualidad que se verifican en los grupos

abelianos localmente compactos y los espacios vectoriales localmente convexos

a varias clases de grupos topológicos abelianos maximalmente casi-periódicos.

Naturalmente, en este proceso se presentan algunas dificultades que deben ser

tenidas en cuenta. Por ejemplo, el Teorema de Grothendiek [41], caracteri-

zando la complección de un espacio vectorial topológico localmente convexo,

no tiene una traslación fácil, incluso para grupos localmente quasi-convexos

(véase [19]). Por ello, para aplicar satisfactoriamente los métodos de dualidad

a este contexto más amplio, se introducirá, en la sección 3.2, la noción de

“g–grupo”, que permitirá obtener una variante del teorema de complección de
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Grothendieck1. En la Sección 3.3 se probará que cada g–grupo completo es

un µ–espacio topológico en su topoloǵıa de Bohr y se aplicará este resultado

para caracterizar la preservación de la compacidad por la existencia de sub-

conjuntos especiales discretos y C–sumergidos. Más aún, se demostrará que

para g–grupos completos la preservación de las propiedades de compacidad,

compacidad numerable, pseudocompacidad y acotación funcional son todas

equivalentes.

3.2. g–Grupos

Sea (X, τ) un espacio vectorial localmente convexo. Por el teorema de

Grothendieck [41], la complección, X, de (X, τ) es el conjunto de homomor-

fismos lineales f : X ′ −→ R cuyas restricciones a los equicontinuos de X ′ son

σ(X ′, X)–continuas.

Considerando el grupo topológico aditivo (X, τ), resulta que, por medio de

la aplicación exponencial, φ 7→ exp(2πiφ), X ̂ es isomorfo topológicamente

al grupo X ′ cuando ambos están dotados de la topoloǵıa compacto–abierta

(véase, por ejemplo, [84] o [53]).

La identificación, como grupos topológicos, de estos espacios, que además

tienen los mismos equicontinuos, tanto como dual de un espacio vectorial como

dual de un grupo, permite obtener que la complección de (X, τ) es topológica-

mente isomorfa al grupo de homomorfismos φ : X̂ −→ T cuyas restricciones

a los equicontinuos de X̂ son σ(X̂, X)–continuas.

Sin embargo, el teorema de Grothendieck, caracterizando la complección de

1Precisamente la “g”de g–grupo es por Grothendieck.
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un espacio vectorial localmente convexo, no es válido para grupos topológicos

en general; ni siquiera para la clase de los grupos localmente quasi–convexos

(véase el Ejemplo 2), aunque la clase de los grupos que śı lo verifica es muy

amplia, como se irá viendo a lo largo de esta sección.

La topoloǵıa de Bohr de un grupo topológico (G, τ) coincide con la to-

poloǵıa débil de la dualidad 〈G,Ĝ 〉. En este caṕıtulo se denotará a dicha

topoloǵıa por σ(Ĝ) y, análogamente, σ(G) representará la topoloǵıa débil de

la dualidad 〈Ĝ, G〉.
Sea (G, τ) un grupo localmente quasi-convexo y sea E el conjunto de todos

los equicontinuos de Ĝ. Se define por

G̃ := {κ ∈ Hom(Ĝ,T) : κ es σ(Ĝ)–continua sobre cada E ∈ E }

Es claro que G̃ es un subgrupo de Hom(Ĝ ,T) = bG, conteniendo a G

como subgrupo. Rigurosamente hablando, contiene a la imagen de G por la

evaluación αG : G −→ bG.

Dotamos a G̃ de la topoloǵıa τ̃ cuya base de entornos viene dada por

{ E.
G̃

: E ∈ E }

donde

E.
G̃

= {κ ∈ G̃ : <(κ(γ)) ≥ 0, ∀γ ∈ E}
es decir, el polar en G̃ ⊂ Hom(Ĝ,T) de E.

Es fácil ver que τ̃ es una topoloǵıa de grupo. Es más, es una topoloǵıa

localmente quasi-convexa de acuerdo con la definición dada en el caṕıtulo 1.

Lema 3.2.1 (G̃, τ̃) es un grupo topológico localmente quasi-convexo.
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Demostración. En efecto, por [21], basta verificar que la familia

E = {E : E es un equicontinuo de Ĝ }

cumple las dos condiciones siguientes:

Si E1, E2 ∈ E , entonces existe E3 ∈ E con E1 ∪ E2 ⊆ E3.

Para E ∈ E y n < ω, existe F ∈ E con E(n) ⊆ F , donde E(n) = {yn :

y ∈ E}.

Y es una mera comprobación que si E1, E2 y E son equicontinuos entonces

también lo son E1 ∪ E2 y E(n).

En consecuencia,

{E.
G̃

: E ∈ E }
es un sistema fundamental de entornos para una topoloǵıa localmente quasi–

convexa τ̃ .

2

El hecho de que cada tal E sea equicontinuo implica, finalmente, que τ̃|G =

τ ; esto es, G es un subgrupo topológico de G̃.

Lema 3.2.2 (G, τ) es un subgrupo topológico de (G̃, τ̃)

Demostración. Es suficiente probar que τ̃|G = τ . Para ello, sea U un entorno

quasi–convexo cualquiera en G. Entonces, U. es un equicontinuo en G ̂ y

entonces, (U.).
G̃

es un entorno en G̃. Basta probar ahora que

U = (U.).
G̃
∩G
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En efecto, a partir de que

(U.).
G̃

= {ψ ∈ G̃ : <(ψ(γ)) ≥ 0, ∀γ ∈ U.}

se tiene que

(U.).
G̃
∩G = (U.)/

G = U

2

También resulta sencillo probar que (G̃, τ̃) es un grupo completo, particu-

larizando un resultado más general que puede encontrarse en [17, X.1.6]: Sea

X un espacio topológico y sea E una familia de subconjuntos de X. Sea Y un

espacio uniforme completo. Entonces, el conjunto de aplicaciones de X en Y

cuyas restricciones a los conjuntos de E son continuas, es un espacio completo

para la topoloǵıa de convergencia uniforme sobre los conjuntos de E .

Lema 3.2.3 (G̃, τ̃) es un grupo topológico completo

Demostración. Basta tomar en el resultado de Bourbaki [17] mencionado

anteriormente, X = (Ĝ, σ(G)), Y = T y la familia E de equicontinuos de Ĝ.

Finalmente, sólo resta observar que Hom(Ĝ, T ) es cerrado en TG ̂ .

2

Como G es subgrupo topológico de G̃ y éste es completo, entonces G̃ con-

tiene a la complección de (G, τ). En el caso de coincidir se obtiene lo que se

llamará un g–grupo:

Definición 15 Dado un grupo topológico abeliano localmente quasi-convexo

(G, τ), se llama g–extensión de G a (G̃, τ̃). Cuando (G̃, τ̃) coincide con la

complección, G, de (G, τ) se dice que (G, τ) es un g–grupo.
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La g–extensión de un grupo (G, τ) también contiene al grupo bidual G ̂̂
como subgrupo (algebraico):

Lema 3.2.4 G ̂̂ es subgrupo de G̃.

Demostración. Sea ψ ∈ G ̂̂ . Por tanto, ψ : Ĝ −→ T es continua para

la topoloǵıa compacto-abierta de Ĝ. Sea E un equicontinuo de Ĝ, entonces

sobre E coinciden la topoloǵıa de convergencia puntual σ(G) y la topoloǵıa

de convergencia uniforme sobre los totalmente acotados de G, en particular

la topoloǵıa compacto-abierta; aśı que ψ es σ(G)–continua sobre E y queda

probado que ψ ∈ G̃. 2

Por otra parte, como ya se ha dicho antes, también

G ⊆ G ⊆ G̃

Aśı, en el caso de ser G un g–grupo completo, resulta que G = G̃ y en este

caso, por el lema 3.2.4, también

G = G ̂̂

es decir, el grupo G es semirreflexivo. En consecuencia, la clase de los g–grupos

completos está contenida en la clase de los grupos semirreflexivos. Este hecho

produce un primer ejemplo de grupo que no es g–grupo:

Ejemplo 1 Si G = A(X), el grupo libre sobre X, con X compacto y conexo

entonces G es completo y no semirreflexivo, por lo que G no es g–grupo.

Sin embargo, la clase de los g–grupos contiene un espectro muy amplio de

grupos topológicos, como se irá viendo a lo largo de esta sección; aunque ya
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puede avanzarse que contiene a los grupos abelianos localmente compactos,

los grupos aditivos de espacios localmente convexos y a los grupos nucleares

(Teorema 3.2.15) entre otros.

El hecho de que todo grupo localmente compacto y abeliano es g–grupo

puede demostrarse a partir del siguiente lema

Lema 3.2.5 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano localmente quasi–convexo

y reflexivo. Entonces, todo compacto de (Ĝ, τco) es un equicontinuo.

Demostración. Sea K un compacto de (Ĝ, τco). Entonces su polar en G =

G ̂̂ es un entorno del neutro. Y como K ⊆ (K/)., se deduce que K es un

equicontinuo. 2

Ahora resulta sencillo probar que todo grupo localmente compacto y abe-

liano es g–grupo:

Proposición 3.2.6 Todo grupo localmente compacto y abeliano es g–grupo.

Demostración. Sea (G, τ) un grupo abeliano localmente compacto y sea φ ∈
G̃. Entonces φ : Ĝ −→ T es σ(G)–continuo en los equicontinuos de Ĝ. Pero

como G es reflexivo, se cumple que σ(G) = σ(Ĝ , G ̂̂ ). Y además, por el

lema anterior, φ es σ(Ĝ, G ̂̂ )–continua en el entorno compacto del neutro

de Ĝ. Por tanto, es σ(Ĝ, G ̂̂ )–continua en Ĝ; esto es, φ ∈ G ̂̂ = G. Y

se concluye que G̃ = G y G es g–grupo. 2

Es más, todo grupo localmente quasi-convexo, metrizable y reflexivo es

g–grupo.

Proposición 3.2.7 Todo grupo abeliano localmente quasi-convexo, metrizable

y reflexivo es g–grupo:
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Demostración. Sea (G, τ) un grupo abeliano, metrizable y reflexivo. Chasco

demuestra en [20] que G es completo, por lo que bastará demostrar que todo

elemento de la g–extensión es un elemento de G.

Siendo metrizable, Ĝ es un k–espacio (Chasco [20]) y, en particular un k–

grupo para la topoloǵıa compacto–abierta. Además, existe una base numerable

de entornos de la identidad, llámese {Un : n < ω} y entonces, si Kn = U/
n

resulta que Ĝ =
⋃

n<ω Kn, donde cada Kn es σ(G)–compacto (y además

un equicontinuo). También la metrizabilidad de G implica, por el teorema de

Ascoli, que cada compacto de Ĝ está contenido en alguno de los conjuntos

Kn.

Sea, ahora, κ ∈ Hom(Ĝ ,T) tal que es σ(G)–continuo sobre cada equi-

continuo de Ĝ. Teniendo en cuenta que G es reflexivo, se tiene que σ(G) =

σ(Ĝ, Ĝ̂ ). Por tanto, resulta que κ es débil–continua sobre cada Kn y, sien-

do menos fina que la topoloǵıa compacto–abierta, resulta ser continua también

para esta última. En definitiva, κ es continua en cada compacto de Ĝ y por

tanto es continua en Ĝ; es decir, está en G ̂̂ = G.

2

La reflexividad es esencial en el resultado anterior, debido a que Aussen-

hofer [6] ha encontrado un ejemplo de un grupo localmente quasi-convexo,

metrizable y completo que no es un g–grupo:

Ejemplo 2 (Aussenhofer) Sea H = L2
Z([0, 1]) el subgrupo de G = L2([0, 1])

que consiste de las funciones de cuadrado integrable y con valores enteros casi

por todas partes. Aussenhofer ha demostrado, en [6], que H es un grupo lo-

calmente quasi–convexo, completo y metrizable pero no reflexivo. De hecho, se

demuestra que la evaluación αH de H en su bidual H ̂̂ no es sobre, puesto
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que H y G tienen el mismo grupo de caracteres. Por tanto, no es semirreflexivo

y, en consecuencia, no puede ser g–grupo.

Ejemplo 3 Si G es un grupo compacto, entonces C(G,T), dotado de la topo-

loǵıa compacto–abierta, es un g–grupo. Basta observar para ello que C(G,T)

es localmente quasi–convexo, metrizable, completo y reflexivo (consúltese [6]

para los detalles) y aplicar la Proposición 3.2.7.

Para probar que un grupo localmente quasi-convexo (G, τ) es un g–grupo,

se necesita demostrar que todo elemento de G̃ está contenido en la complección

G. El estudio de los g–grupos se podrá reducir al caso completo (como se

verá en la Proposición 3.2.11), por lo que en definitiva, la metodoloǵıa habitual

será demostrar que todo elemento de G̃ es un elemento de G o, hablando

propiamente, que coincide con la evaluación de un elemento de G.

A continuación, se sintetizan algunos hechos evidentes que se utilizarán en

varias demostraciones posteriores:

Lema 3.2.8 Sean X, Y dos grupos topológicos localmente quasi-convexos y

f : X −→ Y un homomorfismo continuo. Entonces, el homomorfismo dual

f ̂ : Y ̂−→ X̂verifica

1. f ̂ es continua para las topoloǵıas σ(Y ) y σ(X);

2. f ̂ transforma equicontinuos de Y ̂en equicontinuos de X̂

3. Si (Z, τ) es otro grupo topológico cualquiera y g : X ̂−→ (Z, τ) es una

aplicación continua para las topoloǵıas σ(X) y τ ; entonces g ◦ f ̂ es

continua para las topoloǵıas σ(Y ) y τ . En particular, si g es continua



3.2. g–Grupos 53

en los equicontinuos de X ̂ entonces g ◦ f ̂ es σ(Y )–continua en los

equicontinuos de Y ̂.

Demostración.

1. Sea {γδ}δ∈D una red en Y ̂que converge a γ ∈ Y ̂para la topoloǵıa σ(Y ).

Se debe demostrar que f̂(γδ) converge a f̂(γ) para la topoloǵıa σ(X).

Para ello, sea x ∈ X.

Entonces, f(x) ∈ Y y se tiene que

γδ(f(x)) converge a γ(f(x))

Ahora, teniendo en cuenta que

f̂(γδ)(x) = γδ(f(x)) y f̂(γ)(x) = γ(f(x))

se concluye que

f̂(γδ)(x) converge a f̂(γ)(x)

Queda aśı probada la continuidad de f ̂ , para las topoloǵıas débiles

respectivas.

2. Sea E ⊂ Y ̂un equicontinuo. Entonces existe un entorno del neutro, U ,

en Y , tal que E ⊂ UB. Ahora, siendo f continua, f−1(U) es un entorno

del origen en X y será suficiente probar que f̂(E) ⊂ (f−1(U))
B
.

Sean, pues, γ ∈ E y x ∈ f−1(U). Entonces, se tiene

< [f̂(γ)(x)] = < [γ(f(x))] ≥ 0
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porque γ ∈ UB y f(x) ∈ U , por tanto

f̂(γ) ∈ (
f−1(U)

)B

y se obtiene la conclusión deseada.

3. Es inmediata a partir de la anterior.

2

Por otra parte, dado que la complección de un grupo va a desempeñar un

papel importante en la noción de g–grupo, no estará de más establecer algunas

propiedades y hechos básicos referentes a ella:

Lema 3.2.9 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano y sea (G, τ) su complec-

ción. Entonces,

1. Ĝ es isomorfo Ĝ.

2. Los equicontinuos de Ĝ , considerado como dual de G o como dual de

G, son los mismos.

Demostración.

1. Puesto que todo carácter continuo γ : G −→ T es uniformemente conti-

nuo, se puede extender a un carácter γ : G −→ T. Se puede, entonces,

definir un homomorfismo Φ : G ̂ −→ G ̂ por Φ(γ) = γ, el cual es

biyectivo.

2. Por el apartado anterior, se puede identificar Ĝ = Ĝ . Si E es un

equicontinuo de Ĝ, como dual de G, entonces existe U entorno en G tal
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que E ⊆ U.. Por otra parte, U = G∩ V , con V entorno en G y E ⊆ V ..

Para ello, si γ ∈ E y g ∈ V existe una red {gδ}δ∈D en G convergente a g.

Puede suponerse que {gδ}δ∈D ⊂ U y entonces para cada δ, <(γ(gδ)) ≥ 0;

de donde se deduce, por continuidad, que <(γ(g)) ≥ 0; es decir γ ∈ V ..

El rećıproco es aún más sencillo. Si E es un equicontinuo de Ĝ, como

dual de G, entonces, existe un entorno V en G tal que E ⊆ V . y, en

consecuencia, E ⊆ (V ∩G)., de donde E es también un equicontinuo de

Ĝ como dual de G.

2

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es que para un grupo

localmente quasi–convexo G coinciden G̃ y G̃.

Lema 3.2.10 Sea (G, τ) un grupo abeliano localmente quasi–convexo y sea G

su complección, entonces coinciden sus g–extensiones respectivas, es decir,

G̃ = G̃

Demostración. Es evidente a partir del hecho de que pueden identificarse los

duales Ĝ = Ĝ y de que los equicontinuos, como dual de G y como dual de

G, coinciden.

Sea φ ∈ G̃ ⊂ Hom(G ̂ ,T) y sea E un equicontinuo de G ̂ . Hay que

demostrar que φ es σ(G)–continua sobre E. Para ello, sea {γδ}δ∈D una red

en E σ(G ̂ , G)–convergente a γ ∈ E. Obviamente también es σ(G ̂ , G)–

convergente a γ y en consecuencia

φ(γδ) −→ φ(γ)
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y aśı, φ ∈ G̃.

Rećıprocamente, sea φ ∈ G̃; es decir, φ : Ĝ −→ T, σ(Ĝ, G)–continua en

los equicontinuos de Ĝ . Se debe probar que φ es σ(Ĝ , G)–continua en los

equicontinuos de Ĝ.

Sea, pues, E un equicontinuo de G ̂ y {γδ}δ∈D una red en E σ(G)–

convergente a γ ∈ E. Entonces, dicha red también es σ(Ĝ , G)–convergente

en E. En efecto, si g ∈ G ⊆ G̃, g es σ(Ĝ, G)–continua en E; por lo que

γδ(g) −→ γ(g)

Pero, ahora, E es un equicontinuo (respecto de G) y se acaba de probar que

{γδ}δ∈D es una red en E σ(Ĝ, G)–convergente a γ ∈ E. Por tanto,

φ(γδ) −→ φ(γ)

y aśı, φ ∈ G̃.

Además coinciden también topológicamente, puesto que sus topoloǵıas res-

pectivas tienen la misma base de entornos. 2

El estudio de los g–grupos puede reducirse al caso completo, puesto que

como se demuestra en la siguiente proposición, un grupo G es g–grupo si, y

sólamente si, su complección G lo es.

Proposición 3.2.11 Un grupo topológico abeliano localmente quasi–convexo

(G, τ) es g–grupo si, y sólo si, su complección (G, τ) es g–grupo.

Demostración. Si G es g–grupo, entonces el Lema 3.2.10 implica que G =

G̃ = G̃; es decir, que G es g–grupo.
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Rećıprocamente, puesto que G̃ = G̃ y, siendo G g–grupo, se tiene además

que G = G̃, se concluye que G = G̃; es decir, que G es g–grupo.

2

Una consecuencia inmediata de este resultado es

Corolario 3.2.12 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano. Entonces G dota-

do de su topoloǵıa de Bohr es un g–grupo y su g–extensión coincide con su

compactación de Bohr bG.

Demostración. El grupo (G, σ(Ĝ)) es un grupo totalmente acotado y local-

mente quasi–convexo. Su complección, b(G,Ĝ) es entonces un grupo compacto

y por la Proposición 3.2.6 es un g–grupo. Basta aplicar ahora la Proposición

3.2.11 para obtener que (G, σ(Ĝ)) es también un g–grupo. La segunda parte

es ahora inmediata. 2

La propiedad de ser g–grupo no es hereditaria para subgrupos. Por ejemplo

L2
Z([0, 1]) no es g–grupo (Ejemplo 2) y es un subgrupo (cerrado) de L2([0, 1])

que, siendo localmente convexo, śı lo es. Sin embargo, si es hereditaria para

subgrupos dualmente cerrados y dualmente inmersos.

Proposición 3.2.13 Sea (G, τ) un g–grupo y H un subgrupo dualmente cerra-

do y dualmente inmerso en G. Entonces, H también es g–grupo.

Demostración. Sea i : H → G la inmersión canónica y consideremos î :

Ĥ → Ĝ.

Por la proposición anterior puede suponerse, sin pérdida de generalidad,

que tanto G como H son completos. Entonces, para probar que H es g–grupo,

será suficiente demostrar que dado φ ∈ H̃ existe un h ∈ H tal que φ = αH(h).
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Sea, pues, φ ∈ H̃. Entonces φ : Ĥ → T es σ(Ĥ , H)-continua sobre los

equicontinuos de Ĥ.

Por el lema 3.2.8, φ ◦ î es σ(G)-continua sobre los equicontinuos de Ĝ;

es decir, φ ◦ î ∈ G̃ = G. Por tanto, existe g ∈ G tal que φ ◦ î = αG(g).

Ahora, si g /∈ H existe κ ∈ Ĝ con κ(g) 6= 1 y κ ∈ An(G). Pero entonces,

κ(g) = αG(g)(κ) = φ ◦ î(κ) = φ(κ ◦ i) = 1

y se contradice con la elección de κ. Por tanto, g ∈ H.

Finalmente, sólo queda probar que φ = αH(g). En efecto, sea κ ∈ H ̂
Entonces, por ser H dualmente inmerso en G, existe un κ ∈ Ĝ que extiende

a κ. Ahora,

αH(g)(κ) = αG(g)(κ) = φ ◦ î(κ) = φ(κ ◦ î) = φ(κ)

y la proposición queda demostrada. 2

También se tiene que el producto arbitrario de g–grupos es g–grupo. Por

la Proposición 3.2.11, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que todos

los grupos son completos.

Proposición 3.2.14 Sea G =
∏

i∈I Gi, donde cada Gi es un g–grupo comple-

to. Entonces G es un g–grupo (completo).

Demostración. Sea πi : G −→ Gi la correspondiente proyección y sea πî su

aplicación dual.

Sea φ ∈ Hom(Ĝ ,T) tal que su restricción a cada equicontinuo de Ĝ
es σ(G)–continua. La prueba estará completa cuando se identifique φ con un

elemento de G.
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En primer lugar, se afirma que, para cada i ∈ A, φ ◦ πî ∈ G̃i.

Para ver esto, sea Ei un equicontinuo de Gî. Aplicando el Lema 3.2.8 (b),

se deduce que πî(Ei) es un equicontinuo de Ĝ. Por tanto,

φ|πi ̂ (Ei)
es σ(G)–continua

Aplicando el apartado (c) del Lema 3.2.8, se obtiene que

φ ◦ πî|Ei
es σ(Gi)–continua

Se concluye, entonces, que φ ◦ πî ∈ G̃i = Gi; es decir, existe un gi ∈ Gi tal

que φ ◦ πî = αGi
(gi).

Sea ahora g = (gi)i∈I y se comprobará que φ = αG(g).

Para ello, se identifica el dual de G con
⊕
i∈I

Gi, y se considera (γi)i∈I ∈ Ĝ

Se afirma que: si (γi)i∈I ∈ Ĝ entonces (γi)i∈I =
∏
i∈I

πî(γi)

En efecto, si h = (hi)i∈I ∈ G entonces,

(γi)i∈I(h) =
∏
i∈I

γi(hi)

=
∏
i∈I

γi(πi(h))

=
∏
i∈A

πî(γi)(h)

lo cual prueba la afirmación.

Y finalmente, si (γi)i∈I ∈ Ĝ entonces
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φ ((γi)i∈I) = φ

(∏
i∈I

πî(γi)

)

=
∏
i∈I

(φ ◦ πî) (γi)

=
∏
i∈I

αGi
(gi)(γi)

=
∏
i∈I

γi(gi) = αG(g) ((γi)i∈A)

con lo cual queda demostrado que φ = αG(g); es decir, G es g–grupo. 2

Se dan ya las condiciones para probar que todo grupo nuclear es g–grupo:

Teorema 3.2.15 Si (G, τ) es un grupo nuclear, entonces (G, τ) es un g–grupo.

Demostración. La complección de un grupo nuclear es un grupo nuclear ([6]

Corollary 21.4), por lo que puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que G

es completo. También, en [6], Aussenhofer ha demostrado que un tal grupo es

subgrupo de un producto de grupos nucleares metrizables. Además, siendo G

completo está dualmente sumergido y es dualmente cerrado en tal producto.

Por otra parte, todo grupo nuclear metrizable es reflexivo [10] y, por tanto, se

deduce de Proposición 3.2.7 que todo grupo nuclear metrizable y completo es

g–grupo. En definitiva, G es un subgrupo dualmente sumergido y dualmente

cerrado de un producto de g–grupos completos. Basta aplicar los resultados

anteriores para obtener que G es un g–grupo. 2

Lo que resta de esta sección está dedicado a profundizar en el estudio de

la g–extensión de un grupo. Se tiene que G ⊆ G̃ ⊆ bG = Hom(Ĝ,T). ¿Cómo
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está situado G en su g–extensión? Se empezará estudiando qué ocurre con la

topoloǵıa heredada de bG

Lema 3.2.16 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano localmente quasi–convexo

y (G̃, τ̃) su g–extensión. Entonces,

1. 〈Ĝ, G̃〉 forman una dualidad.

2. bτ|
G̃

= w(G̃, Ĝ)

3. w(G̃, Ĝ) ¹ τ̃

Demostración.

1. Dado que G̃ ⊂ Hom(Ĝ,T), está claro que Ĝ separa puntos de G̃. Por

otro lado, G separa puntos de Ĝ y G ⊂ G̃ por lo que G̃ separa puntos

de Ĝ. Por tanto se cumplen todos los requisitos para que G̃ y Ĝ estén

en dualidad.

2. Dado que bG = Hom(G ̂ ,T) provisto de la topoloǵıa de convergen-

cia puntual sobre Ĝ , entonces la topoloǵıa heredada por G̃ ⊂ bG es,

precisamente, σ(G̃, Ĝ).

3. Sea {zδ}δ∈D una red en G̃ convergente a 1 para la topoloǵıa τ̃ . Entonces,

dado que para cada γ ∈ Ĝ, {γ} es un equicontinuo de Ĝ, se tiene que

γ(zδ) converge a γ(1) = 1. Es decir, la red es σ(G̃, Ĝ)–convergente a 1,

lo que prueba el resultado.

2

El siguiente resultado prueba que G está dualmente inmerso en G̃.



62 § 3. Preservación de la compacidad

Proposición 3.2.17 (G, τ) es un subgrupo dualmente inmerso en (G̃, τ̃).

Demostración. Sea ψ : G → T un carácter continuo. Definimos

ψ̃ : G̃ → T

por ψ̃(κ) = κ(ψ) para todo κ ∈ G̃.

Está claro que ψ̃ extiende a ψ. Falta sólo probar que ψ̃ es τ̃–continua.

En efecto, sea {γδ}δ∈D una red τ̃–convergente a γ en G̃. Como τ̃ es la

topoloǵıa de convergencia uniforme sobre los equicontinuos de Ĝ y {ψ} es un

equicontinuo, se deduce que

γδ(ψ) −→ γ(ψ)

es decir,

ψ̃(γδ) −→ ψ̃(γ)

y la continuidad de ψ queda probada. 2

Nota 4 La proposición anterior permite construir una aplicación

Ψ : Ĝ −→ G̃̂

definida por Ψ(γ) := γ̃; esto es, todo carácter continuo de G se extiende a un

carácter continuo de G̃.

Además, la aplicación Ψ es inyectiva: para ello, si γ, ψ ∈ Ĝ con γ̃ = ψ̃,

entonces para cada g ∈ G ⊆ G̃ se tiene que

γ(g) = g(γ̃) = g(ψ̃) = ψ(g)

es decir, γ = ψ.

No se sabe si esta aplicación Ψ es continua (para las topoloǵıas compacto–

abiertas).
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Si G es g–grupo, G̃ es la complección de G y por tanto, la citada extensión

de caracteres es única, por ser G denso en G. De hecho, si G no es g–grupo,

entonces G no es denso en G̃

Lema 3.2.18 (G, τ) es g–grupo si, y sólo si, G es denso en G̃

Demostración. Claramente, el hecho de ser g–grupo implica la densidad de

G en G̃ = G. Rećıprocamente, si G es denso en G̃, entonces dada la cadena de

subgrupos topológicos:

G ⊂ G ⊂ G̃

se deduce que

G̃ = clG̃(G) = clG(G) = G

lo cual implica que G es g–grupo 2

No obstante, G siempre es denso en G̃ para la topoloǵıa w(G̃, Ĝ).

Lema 3.2.19 G es w(G̃, Ĝ)–denso en G̃

Demostración. Por el Lema 3.2.16, 〈Ĝ, G̃〉 forman una dualidad. Por otra

parte, G ⊆ G̃ y G separa puntos de Ĝ, por lo que, aplicando la Proposición

2.2.10, resulta que G es w(G̃, Ĝ)–denso en G̃. 2

Nota 5 Si γ ∈ G ̂ , existe γ : bG −→ T bτ–continua, que extiende a γ.

Entonces, γ|
G̃

es bτ|
G̃
–continua y, por el lema 3.2.16, τ̃–continua. Es decir, es

una extensión de γ a G̃̂. De hecho, esta extensión coincide con la extensión

γ̃ definida en la Proposición 3.2.17, puesto que dicha γ̃ es σ(G̃, Ĝ)–continua

y G es σ(G̃, Ĝ)–denso en G̃.
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De la Proposición 3.2.17 se deduce que Ĝ puede sumergirse como subgrupo

(algebraico) de G̃̂ mediante la aplicación Ψ definida en la Nota 4. El conjunto

imagen Ψ(Ĝ) es w(G̃̂, G̃)–denso en G̃̂.

Lema 3.2.20 Ψ(Ĝ) es w(G̃̂, G̃)–denso en G̃̂

Demostración. Nótese que Ψ(Ĝ) = {γ̃ : γ ∈ Ĝ } separa puntos de G̃. En

efecto, si φ ∈ G̃ y φ 6= 1 entonces existe γ ∈ Ĝ tal que φ(γ) 6= 1 y, por tanto,

γ̃(φ) = φ(γ) 6= 1

Aplicando entonces la Proposición 2.2.10 a la dualidad 〈G̃, G̃̂ 〉 resulta que

Ψ(Ĝ) es w(G̃̂, G̃)–denso en G̃̂ 2

Dado un grupo topológico localmente quasi–convexo, G, se ha construi-

do un nuevo grupo localmente quasi–convexo, G̃. Repitiendo el proceso, se

obtendŕıa un nuevo grupo
˜̃
G y aśı sucesivamente, se obtendŕıa una cadena

G ⊆ G̃ ⊆ ˜̃
G ⊆ . . .

Por otra parte, está claro que si G es un g–grupo, entonces G̃ = G es g–

grupo y esto significaŕıa que G̃ =
˜̃
G. Es decir, la cadena anterior se estabilizaŕıa

en G̃.

Sin embargo, el rećıproco no es cierto; es decir, el hecho de ser G̃ un g–grupo

no implica necesariamente que G lo sea.

Lema 3.2.21 Sea (G, τ) un grupo abeliano localmente quasi–convexo y sea H

un subgrupo tal que Ĥ y Ĝ son isomorfos. Entonces, H̃ ⊆ G̃.
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Demostración. Sea ψ ∈ H̃, entonces ψ : H ̂ −→ T es σ(H ̂ , H)–continua

en los equicontinuos de H ̂ . Ahora bien, identificando H ̂ = Ĝ , se tiene

ψ : Ĝ −→ T y cada equicontinuo E ∈ Ĝ es un equicontinuo en Ĥ. Entonces

es una mera comprobación que ψ σ(Ĝ, G)–continua en cada equicontinuo E

de Ĝ, por lo que ψ ∈ G̃. 2

Proposición 3.2.22 Sea (G, τ) un g–grupo completo y reflexivo y sea H un

subgrupo de G tal que Ĥ ≡ Ĝ. Entonces, H̃ = G.

Demostración. Aplicando el lema anterior se obtiene que H̃ ⊂ G̃ = G. Por

otra parte, G = G ̂̂ = H ̂̂ ⊂ H̃. De ambas inclusiones resulta que H̃ = G.

2

Esta proposición permite encontrar un ejemplo de grupo G, que no es g–

grupo, cuya g–extensión G̃ śı lo es.

Ejemplo 4 Sea H = L2
Z[0, 1] que es un subgrupo (cerrado) de G = L2[0, 1]. H

y G tienen el mismo dual (Aussenhofer [6]). Aplicando la proposición anterior

se tiene que H̃ = G. Resulta entonces que H no es g–grupo (véase el Ejemplo

2) pero H̃ śı lo es.

3.3. Preservación de la compacidad en los g–

grupos

Como se ha comentado en la introducción, el objetivo principal de este

caṕıtulo es el de encontrar condiciones necesarias y suficientes para la preser-
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vación de la compacidad en los grupos topológicos. Se utilizará la terminoloǵıa

introducida por Trigos–Arrieta en [88]:

Definición 16 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano y sea P una propiedad

topológica. Se dice que G respeta (o preserva) la propiedad P si los subcon-

juntos de G con la propiedad P son los mismos para la topoloǵıa τ y para la

topoloǵıa de Bohr de (G, τ).

El clásico resultado de Glicksberg [39] puede enunciarse ahora diciendo que

todo grupo localmente compacto y abeliano respeta la compacidad.

En esta sección se obtienen los principales resultados de este caṕıtulo, ca-

racterizando en el Teorema 3.3.5 la propiedad de respetar la compacidad en la

topoloǵıa de Bohr para la clase de grupos topológicos abelianos introducidos

en la sección anterior, los g–grupos, que contienen a los grupos abelianos local-

mente compactos y a los grupos nucleares, entre otros. Este resultado engloba,

pues, el teorema de Glicksberg y además generaliza los resultados obtenidos

por Banaszczyk y Mart́ın-Peinador [9] para grupos nucleares. La clave de la

demostración se encuentra en el Teorema 3.3.4, donde se demuestra que todo

g–grupo completo es un µ–espacio en su topoloǵıa de Bohr y que generaliza

también resultados previos de Valdivia [93] para espacios localmente convexos

y de Trigos–Arrieta [87] para grupos abelianos localmente compactos.

Como también se comentó en la introducción del caṕıtulo, es relativamente

sencillo encontrar condiciones suficientes que garantizan la preservación de la

compacidad, siendo bastante más dif́ıcil demostrar su necesidad.

La idea de la demostración radica en el siguiente lema
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Lema 3.3.1 Sea (G, τ) un grupo topológico abeliano y A un subconjunto no

totalmente acotado. Entonces, existen un entorno del neutro U y una sucesión

{xn}n<ω en A de tal forma que

xn − xm /∈ U, si n 6= m

Demostración. Si A no es totalmente acotado, existe un entorno U del neutro,

de tal forma que para cada subconjunto finito F de G, existe xF ∈ A y xF /∈
F + U .

Entonces, dado x1 ∈ A existe x2 ∈ A con x1 − x2 /∈ U . Tomando ahora

F = {x1, x2} existe x3 ∈ A con xi − xj /∈ U si i 6= j, i, j = 1, 2, 3. Iterando el

proceso se consigue la sucesión deseada. 2

Con la ayuda de este lema y el concepto de conjunto C-sumergido, es

relativamente fácil determinar una condición suficiente para que se preserve la

compacidad. La definición de C–sumergido puede encontrarse en [38]:

Definición 17 Un subconjunto A de un grupo topológico (G, τ) se dice C–

sumergido (en G) si toda función real τ–continua f : A −→ R se extiende a

una función continua f : (G, τ) −→ R.

Cuando toda función continua y acotada f : A −→ R se extiende a una

función continua y acotada f : (G, τ) −→ R, se dice que A está C∗–sumergido.

Proposición 3.3.2 Sea (G, τ) un grupo topológico verificando la propiedad

Cada subconjunto acotado y no totalmente acotado A de G con-

tiene un subconjunto infinito B que es discreto y C–sumergido en

(G, σ(Ĝ)).
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Entonces, G respeta la compacidad.

Demostración.

Supóngase que A es un subconjunto compacto de (G, σ(Ĝ)). Por la pro-

piedad citada, A debe ser totalmente acotado en (G, τ).

En caso contrario, aplicando el Lema 3.3.1, se determina un entorno del

origen U y una sucesión {xn}n<ω en A de forma que

xn − xm /∈ U, si n 6= m

Entonces, la sucesión {xn}n<ω es no totalmente acotada y, aplicando la pro-

piedad del enunciado, se sigue que existe una subsucesión de ésta, {xnk
}k<ω,

discreta y C–sumergida en (G, σ(Ĝ)).

Pero, siendo discreta, la función definida por f(xnk
) = k es continua y

se extiende a una función f : (G, σ(Ĝ )) −→ R continua. Y se llega a una

contradicción puesto que esta función no es acotada en el compacto A.

Por tanto, A debe ser totalmente acotado en (G, τ).

Entonces, si B es la clausura de A en la complección de (G, τ), se tiene que

B es τ–compacto y se sigue que τ |B = σ(Ĝ)|B . Por tanto, A es τ–compacto

2

La familia de todos los subconjuntos compactos de un espacio topológico

(T, τ) será denotada por K(T, τ) (K(T ) si no hay confusión).

Aśımismo, dados dos grupos topológicos G y H, se utilizará el śımbolo

Homα(G,H) (Homc(G,H), respectivamente) para denotar el subconjunto de

Hom(G, H) formado por aquellos homomorfismos que son continuos sobre cada

subconjunto de G de cardinalidad menor o igual que α (continuos de G en H,

respectivamente).
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El siguiente resultado es un lema técnico que proporciona una condición

suficiente para garantizar la continuidad de ciertos homomorfismos de grupo:

Lema 3.3.3 Sean G y H dos grupos topológicos y sea ψ ∈ Homα(G,H). Da-

do un conjunto X ⊆ Homc(G,H), si existe un subconjunto A de X tal que

|A| ≤ α y ψ pertence a la clausura (en la topoloǵıa puntual) de A, como subcon-

junto del producto HG; entonces ψ es σ(G,X)–continua sobre cada miembro

de K(G, σ(G,X)).

Demostración. Se define F = A⊥ = {g ∈ G : φ(g) = eH , para todo φ ∈
A }. Es claro que F es un subgrupo σ(G,X)–cerrado de G. Ahora, sea K un

subconjunto σ(G,X)–compacto de G. Sea π : G → G/F la aplicación cociente

canónica asociada al espacio G/F . Si sobre G/F se considera la topoloǵıa débil

definida por A, entonces es fácil ver que π es una aplicación de (G, σ(G, X))

sobre el espacio topológico homogéneo (G/F, σ(G/F, A)). De aqúı, π(K) es un

subconjunto compacto de (G/F, σ(G/F, A)), lo cual implica que

d(π(K)) ≤ wt(π(K)) = |A| ≤ α

Por tanto, existe un subconjunto D de K tal que |D| ≤ |A| y π(D) es denso

en π(K). Sea L el subgrupo generado por D en G. Como |L| ≤ α, se tiene

que ψ es continua sobre L. Más aún, ψ es también continua sobre cl(G,σ(G,X))L

(de hecho, ψ es continua sobre L ∪ {g}, para todo g ∈ cl(G,σ(G,X))L y por [17,

I.57.5], esto implica la continuidad de ψ en cl(G,σ(G,X))L).
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Considérese ahora el diagrama siguiente

H

G G/F-π

Z
Z

Z
ZZ~

ψ

½
½

½
½½=

ψ̃

donde ψ̃ está definida por ψ̃(π(g)) = ψ(g).

Obsérvese que ψ̃ está bien definida, porque si π(g1) = π(g2), para g1, g2 ∈ G,

entonces g−1
1 g2 ∈ F y, por tanto, φ(g−1

1 g2) = eH para todo φ ∈ A. Como ψ

está en la clausura de A ⊆ HG, se sigue, de ello, que ψ(g−1
1 g2) = eH . Es decir,

ψ(g1) = ψ(g2).

Para probar que ψ̃ es continua sobre π(K ∩ cl(G,σ(G,X))L), se compro-

bará que para todo g ∈ K ∩ cl(G,σ(G,X))L y para toda red {gδ}δ∈Λ en K ∩
cl(G,σ(G,X))L tal que {π(gδ)}δ∈Λ converge a π(g), existe una subred {gm}m∈M ,

con {ψ̃(π(gm))}m∈M convergente a ψ̃(π(g)).

Para ello, supóngase que {gδ}δ∈Λ es una red en K ∩ cl(G,σ(G,X))L tal que

{π(gδ)}δ∈Λ converge a π(g), con g también en K ∩ cl(G,σ(G,X))L. Por com-

pacidad, debe existir una subred {gm}m∈M convergente a algún punto g′ ∈
K ∩ cl(G,σ(G,X))L. Claramente, la red {π(gm)}m∈M debe converger a π(g) como

subred que es de {π(gδ)}δ∈Λ, pero la continuidad de π implica que también

converge a π(g′), aśı que g−1g′ ∈ F y, en consecuencia, ψ(g) = ψ(g′). La conti-

nuidad de ψ sobre cl(G,σ(G,X))L proporciona la convergencia de {ψ(gm)}m∈M a

ψ(g) = ψ(g′). Teniendo en cuenta la definición de ψ̃, se obtiene la conclusión

requerida.
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Ahora, el conjunto K∩cl(G,σ(G,X))L es compacto en (G, σ(G,X)) y contiene

a D. Como π(D) es denso en π(K), se sigue que π(K ∩ cl(G,σ(G,X))L) = π(K).

Por tanto, se ha demostrado la continuidad de ψ̃ on π(K). La conmutatividad

del diagrama

H

K π(K)-π

Z
Z

Z
ZZ~

ψ

½
½

½
½½=

ψ̃

implica la continuidad de ψ sobre K, lo que completa la prueba. 2

Definición 18 Un subconjunto A de un espacio topológico X se dice funcio-

nalmente acotado cuando f|A es acotado, para cada f ∈ C(X).

El espacio topológico X es un µ–espacio cuando cada subconjunto funcio-

nalmente acotado de X es relativamente compacto.

Valdivia [93] demuestra que los espacios vectoriales localmente convexos

quasi–completos son µ–espacios en su topoloǵıa débil y Trigos–Arrieta [87] lo

prueba para grupos abelianos localmente compactos provistos de su topoloǵıa

de Bohr. El siguiente resultado extiende los anteriormente citados a la clase

de g–grupos completos, unificando ambas aproximaciones.

Teorema 3.3.4 Sea (G, τ) g–grupo completo. Entonces el grupo (G, σ(Ĝ)) es

un µ–espacio.
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Demostración. Sea A un subconjunto de G que es σ(Ĝ)–cerrado y funcio-

nalmente acotado y supóngase, para empezar, que A es σ(Ĝ)–numerablemente

compacto. Entonces, para cada subconjunto σ(G)–compacto L de Ĝ consi-

deramos A|L como subconjunto de Cp(L,C) y, como A|L es numerablemente

compacto, el teorema de Grothendiek [40] implica que A|L es también com-

pacto. De aqúı que si x ∈ clbGA, se sigue que x|L ∈ A|L y x es σ(G)–continua

sobre L. Como (G, τ) es un g–grupo completo se obtiene que clbGA ⊆ G de

donde se deduce que A es relativamente compacto.

Supóngase ahora que A no es σ(Ĝ)–numerabemente compacto. Entonces,

debe existir alguna sucesión {an}n<ω ⊆ A sin puntos de clausura en G. Sea

ψ ∈ clbG{an} \ G. Aplicando de nuevo el Lema 3.3.3, al ser G un g–grupo

completo, existe un conjunto numerable Y ⊆ Ĝ tal que ψ no es σ(G)–continua

sobre Y . Se define

N = {φ ∈ bG : φ|Y ≡ 1 ∈ T}

Es claro que N es un subgrupo cerrado y un Gδ–abierto de bG tal que

(ψ + N) ∩G = ∅. Por tanto, puede encontrarse alguna función ` ∈ C(bG) tal

que 0 ≤ ` ≤ 1, con ` > 0 sobre G y `(ψ) = 0. De todo ello se deduce que

la aplicación
1

`
es continua sobre (G, σ(Ĝ)) y no es acotada sobre {an}n<ω,

puesto que ψ es un punto de clausura de dicha sucesión. Esto contradice la

hipótesis inicial sobre la acotación funcional de A y con ello termina la prueba.

2

Trigos–Arrieta considera también algunas propiedades relacionadas con la

compacidad como, por ejemplo, la pseudocompacidad, la compacidad nume-

rable o la acotación funcional, obteniendo que todas son preservadas por los

grupos abelianos localmente compactos. Posteriormente, Banaszczyk y Mart́ın-
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Peinador [9] generalizan estos resultados para grupos nucleares arbitrarios. Se

demuestra a continuación que para g–grupos completos la preservación de to-

das esas propiedades es equivalente a la preservación de la compacidad y se

proporciona aśımismo una caracterización de esta última.

Teorema 3.3.5 Sea (G, τ) un g–grupo completo. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes

a) (G, τ) respeta la compacidad;

b) (G, τ) respeta la compacidad numerable;

c) (G, τ) respeta la pseudocompacidad;

d) (G, τ) respeta la acotación funcional;

e) Cada subconjunto no totalmente acotado A de G contiene un subconjunto

infinito B que es discreto y C–sumergido en (G, σ(Ĝ)).

Demostración. Antes de empezar, nótese que, siendo (G, τ) completo, es un

espacio realcompacto (y de aqúı, un µ–espacio). Por tanto, los grupos (G, τ) y

(G, σ(Ĝ)) son µ–espacios.

(a) (resp. (b) o (c)) implica (d). Sea A un subconjunto funcionalmente

acotado de (G, σ(Ĝ )). Entonces, B = cl(G,σ(G ̂ ))A es compacto (resp. nu-

merablemente compacto o pseudocompacto). Aplicando (a) (resp. (b) o (c))

se obtiene que B es compacto (resp. numerablemente compacto o pseudocom-

pacto) como subespacio de (G, τ). Ahora bien, B es σ(Ĝ)–cerrado, por tanto

cerrado también en (G, τ). Como la compacidad (resp. compacidad numerable

o pseudocompacidad ) implica acotación funcional y (G, τ) es un µ–espacio,
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se sigue que B es siempre τ–compacto. En consecuencia, A ⊆ B es funcional-

mente acotado en (G, τ).

(d) implica (e). Sea A un subconjunto no totalmente acotado de (G, τ).

Entonces, aplicando el Lema 3.3.1, existe un entorno de la identidad U y una

sucesión {an}n<ω en A tales que

(an + U) ∩ (am + U) = ∅, para todo n 6= m

Como (G, τ) es un µ–espacio, se sigue que {an}n<ω no puede ser funcional-

mente acotado en (G, τ) y, por (d), la sucesión {an}n<ω tampoco es un sub-

conjunto funcionalmente acotado de (G, σ(Ĝ )). Sea f ∈ C(G, σ(Ĝ )) tal

que ĺımn|f(an)| = +∞. Si se elige B como una subsucesión {ank
}k<ω tal que

|f(ank+1
)| > |f(ank

)| + 1, para todo k, se obtiene un subconjunto discreto y

C–sumergido en (G, σ(Ĝ)).

(e) implica (a) (resp. (b) y (c)). Esta es la condición suficiente vista en la

Proposición 3.3.2. (Para las condiciones (b) y (c), basta reemplazar compacto

por numerablemente compacto o por pseudocompacto, respectivamente). 2



Caṕıtulo 4

Grupos metrizables

4.1. Introducción

El objetivo, en este caṕıtulo, es continuar el estudio de la preservación

de la compacidad para grupos abelianos maximalmente casi–periódicos, obte-

niendo condiciones necesarias y suficientes para dicha propiedad.

Para g–grupos completos la preservación de la compacidad es equivalente

a la existencia de ciertos subconjuntos discretos y C–sumergidos conveniente-

mente situados (Teorema 3.3.5). Un grupo metrizable y reflexivo es completo

(véase [20]) por lo que si es un grupo localmente quasi–convexo, es un g–grupo

completo (Proposición 3.2.7) y se le aplica el resultado anterior. Cuando no es

localmente quasi–convexo, la condición descrita aún es suficiente (Proposición

3.3.2) pero se desconoce, en general, si es necesaria. Sin embargo, todav́ıa puede

encontrarse una caracterización similar para la preservación de la compacidad.

En [95] van Douwen prueba que si G es un grupo abeliano discreto, enton-

ces cada subconjunto infinito de (G, σ(Ĝ)) contiene subconjuntos discretos

75



76 § 4. Grupos metrizables

de la misma cardinalidad que son C∗-sumergidos en la compactación de Bohr

de G. Aparentemente, este resultado nada tiene que ver con la propiedad de

respetar la compacidad pero permite obtener, de nuevo, condiciones suficientes

para garantizarla, como se ha puesto de relieve en [36]. Más aún, se demos-

trará en esta memoria que, para grupos metrizables y reflexivos, la propiedad

demostrada por van Douwen para grupos discretos es equivalente a la propie-

dad de respetar la compacidad; aunque, en general, no se sabe si estas dos

propiedades son equivalentes para todos los grupos que satisfacen la dualidad

de Pontryagin.

Ese estudio se particulizará después para la clase de los grupos aditivos de

espacios de Banach, que se encuentra en la intersección entre la clase de los

g–grupos completos y la clase de los grupos metrizables y reflexivos, por lo que

se le podrá aplicar ambas caracterizaciones, resolviendo aśı un problema plan-

teado por Trigos–Arrieta y Remus en [76]. Más aún, con la ayuda de algunos

resultados de la teoŕıa de espacios de Banach, se obtendrán otras caracteriza-

ciones de los espacios de Banach que respetan la compacidad o, utilizando una

terminoloǵıa diferente, de los espacios de Banach que satisfacen la propiedad de

Schur. Para éstos, la preservación de la compacidad será equivalente entonces

a la existencia de ciertos subconjuntos discretos, C–sumergidos en (G, σ(Ĝ) y

C∗–sumergidos en bG. En este estudio juega un papel fundamental la presencia

de sucesiones equivalentes a la base de unidades de `1. Utilizando una exten-

sión de este concepto, dada por Bourgain en [18], se generalizan, en la última

sección, estas caracterizaciones a otras clases de grupos demostrando, en par-

ticular, que el resultado de van Douwen es cierto para la clase de los grupos

nucleares, con lo que se completan los resultados obtenidos por Banaszczyk y

Mart́ın–Peinador en [10] y [8], donde se extienden ciertos teoremas de la teoŕıa
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de grupos abelianos localmente compactos a la clase de grupos nucleares.

4.2. Grupos metrizables

El teorema clásico de Rosenthal [79] caracterizando los espacios de Ba-

nach que contienen una copia de `1 establece que “dada una sucesión acotada

en un espacio de Banach, o bien contiene una subsucesión débil Cauchy o bien

contiene una subsucesión equivalente a la base de unidades de `1”.

Si X es un espacio de Banach, el teorema de Banach-Alaoglu prueba que

la bola unidad del espacio dual, BX∗ , es débil–estrella compacta y entonces las

sucesiones acotadas en X pueden verse como funciones continuas xn ∈ C(BX∗)

uniformemente acotadas. Decir entonces que no tiene subsucesiones débiles

Cauchy equivale a decir que no tiene subsucesiones puntualmente convergentes.

Con este punto de vista se obtiene un lema cuya demostración está impĺıcita

en el teorema de Rosenthal, más concretamente en su versión compleja que

obtiene Dor en [29] y, sobretodo, a partir de la exposición de J. Farahat en [32]

de dicha demostración (véase también [28]).

De aqúı en adelante, Cp(X,C) será el espacio de todas las funciones conti-

nuas sobre X y C-valuadas, dotado de la topoloǵıa de convergencia puntual.

Lema 4.2.1 (Rosenthal) Sea X un espacio compacto y Hausdorff y sea {fn}n<ω

una sucesión en Cp(X,C ) que no contiene ninguna subsucesión puntualmente

convergente en CX . Entonces, existen un conjunto infinito M ⊆ ω y dos dis-

cos cerrados y disjuntos en C, D1 y D2, tales que, para todas las subsucesiones

{fn : n ∈ J} de {fn : n ∈ M} existe x ∈ X con fn(x) ∈ D1, para todo n ∈ J ,

y fn(x) ∈ D2 para todo n ∈ M \ J .
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Definición 19 Se dice que dos subconjuntos A y B en G están separados por

caracteres si existen dos intervalos, I0 e I1, cerrados y disjuntos en T y un

carácter χ ∈ Ĝ tales que χ(A) ⊆ I0 y χ(B) ⊆ I1.

Se obtiene ahora el resultado principal de esta sección

Teorema 4.2.2 Sea G un grupo abeliano maximalmente casi–periódico y me-

trizable, satisfaciendo la dualidad de Pontryagin; i.e., reflexivo. Entonces son

equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. G respeta la compacidad.

2. Cada subconjunto no totalmente acotado A de G contiene un subcon-

junto infinito B de forma que cada subconjunto de B está separado por

caracteres de su complemento en B.

3. Cada subconjunto no totalmente acotado A de G contiene un subconjunto

infinito B que es discreto y C∗-sumergido en bG.

Demostración. Antes de empezar nótese que, como G satisface la dualidad

de Pontryagin, la metrizabilidad de G implica que Ĝ es σ-compacto. Esto

es, existe una familia numerable de subconjuntos compactos {Kp}p<ω tal que

Ĝ =
⋃

p<ω Kp (véase [71, Theorem 2.5]).

(3)⇒ (1) Considérese un subconjunto A de G que sea compacto en (G, σ(G )̂)

y supóngase que no lo sea en G. De la compacidad de A en (G, σ(Ĝ )), se

deduce que A es un subconjunto cerrado de G.

Por otra parte, cualquier grupo abeliano metrizable que satisface la dua-

lidad de Pontryagin es necesariamente completo (véase [20, Theorem 1]). De
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aqúı se sigue que el subconjunto A no puede ser totalmente acotado. Alterna-

tivamente, siendo G el grupo dual de Ĝ , existe una base de entornos de la

identidad formada por conjuntos Bohr-cerrados (véase [10, Proposition 1.3]).

Por [36, Corollary 2.1] la complección de G, digamos G, también es un grupo

maximalmente casi-periódico. Por tanto, la compacidad de A en (G, σ(Ĝ))

implica que A es cerrado como subconjunto de G y, en consecuencia, A no

es totalmente acotado. Entonces, aplicando el Lema 3.3.1, puede encontrarse

un subconjunto infinito numerable {xn}n<ω ∈ A y un entorno abierto de la

identidad U de forma que

(xn + U) ∩ (xm + U) = ∅, para todo n 6= m.

Considerando las correspondientes restricciones, puede identificarse A como

un subconjunto de C(K1,C ), el espacio de funciones complejas continuas sobre

K1. Es claro que A es también compacto con respecto a la topoloǵıa que hereda

como subconjunto de Cp(K1,C ). Aplicando, ahora, el teorema de Grothendieck

[40] o [27, Lemma 4] se deduce que A es sucesionalmente compacto en esa

topoloǵıa. Existe, en consecuencia, una subsucesión {x(1)
n }n<ω de {xn}n<ω que

converge puntualmente en K1 a f1 ∈ C(K1,C )∩A. Siguiendo un razonamiento

inductivo puede encontrarse una familia de subsucesiones {x(p)
n }n<ω de {xn}n<ω

tales que:

i) {x(p+1)
n }n<ω es una subsucesión de {x(p)

n }n<ω.

ii) La sucesión {x(p)
n }n<ω converge puntualmente en K1 ∪ . . . ∪ Kp a

fp ∈ A ∩ C(K1 ∪ . . . ∪Kp,C ).

Es fácil ver que (fp+1)|K1∪...∪Kp
= fp.
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Considérese, ahora, la subsucesión {x(n)
n }n<ω. Esta sucesión es convergente

a fp en la topoloǵıa de convergencia puntual sobre K1 ∪ . . . ∪ Kp, para todo

p < ω. Se define, entonces, la sucesión de conjuntos

Ap = {f ∈ A : f|K1∪...∪Kp
= fp}.

Cada Ap es cerrado y no vaćıo y, además, Ap+1 ⊆ Ap, para todo p < ω.

Como A es compacto, existe f ∈ A tal que f ∈ ⋂
p Ap. Entonces, es fácil deducir

que {x(n)
n }n<ω converge puntualmente a f sobre Ĝ. Por tanto, se concluye que

ningún subconjunto infinito de {x(n)
n }n<ω es discreto y C∗-sumergido en bG,

pero esto contradice la afirmación tercera porque, por la construcción realizada,

ninguna subsucesión de {xn}n<ω es totalmente acotada.

(2) ⇒ (3) Supóngase, ahora, que puede encontrarse un subconjunto infi-

nito B en cada conjunto no totalmente acotado A ⊆ G, de forma que cada

subconjunto B1 de B está separado por caracteres de su complemento B \B1.

Se toma un elemento arbitrario b ∈ B. Los subconjuntos {b} y B \ {b} están

separados por caracteres, aśı que existen dos intervalos cerrados y disjuntos en

T, I0 e I1, y un carácter continuo χ ∈ Ĝ con χ(b) ∈ I0 y χ(B \ {b}) ⊆ I1.

Entonces, χ−1(T \ I1) es un entorno de b en (G, σ(Ĝ)) que corta a B exacta-

mente en el punto b. Esto quiere decir que B es discreto en la topoloǵıa de Bohr.

Para ver, por otra parte, que B es C∗-sumergido en bG es suficiente probar

que cada par, B0 y B1, de subconjuntos disjuntos de B están completamente

separados en bG; esto es, que existe una función real continua f ∈ C(bG) tal

que 0 ≤ f ≤ 1, f(B0) = {0} y f(B1) = {1} (véase [38, p.18]). Como B0 y B1

están separados por caracteres, pueden encontrarse, de nuevo, dos intervalos

cerrados y disjuntos en T, I0 e I1, y un carácter χ ∈ Ĝ tal que χ(B0) ⊆ I0 y
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χ(B1) ⊆ I1. Sea, ahora, g : T −→ R definida por

g(t) =
d(t, I0)

d(t, I0) + d(t, I1)
.

Obviamente, g es continua, 0 ≤ g ≤ 1, g(I0) = {0} y g(I1) = {1}. Como

cada carácter continuo de un grupo se extiende continuamente a la compacta-

ción de Bohr de dicho grupo, podemos suponer que χ está definido sobre bG.

Que B0 y B1 están completamente separados en bG se deduce ahora tomando

f = g ◦ χ.

(1)⇒ (2) Por último, supóngase que G respeta la compacidad y considérese

un subconjunto A de G que es no totalmente acotado. El Lema 3.3.1 permi-

te, de nuevo, obtener una sucesión {xn}n<ω en A y un entorno abierto de la

identidad U en G tales que

(xm + U) ∩ (xn + U) = ∅, para todo n 6= m ∈ ω.

En esta situación, debe existir un ı́ndice p tal que ninguna subsucesión de

{xn}n<ω converge puntualmente en C(K1 ∪ . . . ∪Kp,C ). En otro caso se ra-

zonaŕıa como antes para obtener una subsucesión {x(1)
n }n<ω de {xn}n<ω que

converge puntualmente sobre Ĝ. Entonces, la sucesión {x(1)
n − x

(1)
2n }n<ω con-

verge puntualmente al elemento identidad de G; es decir, converge en la topo-

loǵıa de (G, σ(Ĝ)). Como G respeta la compacidad, se sigue que la sucesión

{x(1)
n − x

(1)
2n }n<ω debe converger al elemento identidad de G, en la topoloǵıa

original de G, llegando a una contradicción con las suposiciones hechas sobre

la sucesión {xn}n<ω. Se ha demostrado, por tanto, que la sucesión {xn}n<ω no

tiene subsucesiones convergentes en Cp(K1 ∪ . . .∪Kp,C ) y aplicando el Lema

4.2.1 a la sucesión {xn}n<ω (vista como un conjunto de funciones continuas

sobre K1 ∪ . . .∪Kp), se obtiene un subconjunto infinito de {xn}n<ω, de forma
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que cada subconjunto suyo está separado por caracteres de su complemento.

Y esto termina la prueba. 2

La misma técnica se aplica ahora para caracterizar cuándo un grupo abe-

liano maximalmente casi–periódico, metrizable y reflexivo respeta fuertemente

la compacidad, concepto definido por Comfort, Trigos-Arrieta y Wu, que puede

encontrarse en [25].

Definición 20 Se dice que un grupo abeliano maximalmente casi–periódico G

respeta fuertemente la compacidad si, dados un subgrupo metrizable y cerrado

N de la compactación de Bohr, bG, y un subconjunto A de G, el conjunto

A + (N ∩ G) es compacto en G si, y sólo si, el conjunto A + N es compacto

en bG.

Tomando N = {0}, se deduce fácilmente que cada grupo que respeta fuerte-

mente la compacidad también respeta la compacidad. En general, el rećıproco

no es cierto.

El lema siguiente, cuya demostración puede verse en [36], permitirá, junto

con el Teorema 4.2.2, obtener una caracterización de los grupos que respetan

fuertemente la compacidad en términos parecidos a los obtenidos para grupos

que respetan la compacidad.

Lema 4.2.3 Sean G un grupo abeliano maximalmente casi–periódico, A un

subconjunto de G y N un subconjunto de bG tales que A + N es compacto

en bG. Si F es un subconjunto arbitrario de A, entonces existe A0 ⊆ A con

|A0| ≤ |N | tal que

clbGF ⊆ A0 + N + cl(G,σ(G ̂ ))(F − F ).
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Corolario 4.2.4 Sea G un grupo abeliano maximalmente casi–periódico, me-

trizable y que satisface la dualidad de Pontryagin y tal que la cardinalidad de

la clausura en (G, σ(Ĝ)) de cada uno de sus subgrupos separables es menor

que 2c. Entonces G respeta fuertemente la compacidad si, y sólo si, G satisface

una de las afirmaciones del Teorema 4.2.2 (y, por tanto, todas).

Demostración. Supóngase que G satisface la afirmación (3) en el Teorema

4.2.2 y considérese un subconjunto A de G y un subconjunto N de bG con

|N | < 2c (obviamente, éste es el caso si N es un subgrupo cerrado y metrizable

de bG) tal que A + N es un subconjunto compacto de bG.

Si A + (N ∩ G) no es compacto en G, no puede ser totalmente acotado,

puesto que A + (N ∩ G) es cerrado en el grupo completo G. Puede aplicarse,

entonces, la afirmación tercera del Teorema 4.2.2 para obtener un subconjunto

infinito numerable F de A + (N ∩ G) que es discreto y C∗-sumergido en bG.

Ahora, por el Lema 4.2.3, se tiene que

clbGF ⊆ A0 + N + cl(G,σ(G ̂ ))(F − F ),

donde A0 es un subconjunto de G con cardinalidad

|A0| ≤ |N | < 2c.

Como consecuencia, se obtiene que

|clbGF | ≤ max
(|N |, cl(G,σ(G ̂ ))(F − F )

)
< 2c.

Como, por hipótesis, la cardinalidad de cl(G,σ(G ̂ ))〈F 〉 es menor que 2c, se

llega a una contradicción con el hecho de que clbGF es homeomorfo a βF , la

compactación de Stone-C̆ech de F , cuya cardinalidad es 2c. 2
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4.3. Grupos aditivos de espacios de Banach

En [76], Remus y Trigos–Arrieta estudian la preservación de la compaci-

dad en el contexto de los grupos aditivos de los espacios localmente convexos.

Entre otros resultados, prueban que cada espacio de Banach que preserva la

compacidad debe contener una copia de `1 sumergida en él. También exhiben

varios ejemplos mostrando que la presencia de `1 no es equivalente a la preser-

vación de la compacidad. En esta ĺınea, dichos autores proponen el problema

de caracterizar la preservación de la compacidad para los grupos aditivos de

los espacios de Banach. Como la topoloǵıa débil y la topoloǵıa de Bohr de un

espacio de Banach comparten la misma colección de subconjuntos compactos

(ver [75]), este problema es equivalente a caracterizar los espacios de Banach

cuyos subconjuntos débilmente compactos son compactos para la topoloǵıa de

la norma. Por el teorema de Eberlein-S̆mulian ([85] y [30]), es suficiente carac-

terizar los espacios de Banach cuyas sucesiones débilmente convergentes son

convergentes en norma. Ahora bien, un espacio de Banach se dice que tiene la

propiedad de Schur si las sucesiones débilmente convergentes son convergentes

para la norma (resultado demostrado por Schur para `1 en 1910). Se sigue en-

tonces, que el problema planteado por Remus y Trigos-Arrieta es equivalente

al de caracterizar los espacios de Banach que gozan de la propiedad de Schur.

Es interesante resaltar que J. Bourgain demuestra la existencia de espacios

de Banach que no tienen la propiedad de Schur, aunque todos sus subespacios

cerrados contienen una copia de `1 (véase [MR87f:46030]). Más tarde, Azimi y

Hagler [7] dan un ejemplo con una construcción expĺıcita de la base de `1 dentro

de dichos subespacios. El problema radica en dónde deben estar situadas las

copias de `1.
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Naturalmente, todo espacio de Banach es un g–grupo completo y por tanto

el Teorema 3.3.5 responde al problema de Remus y Trigos–Arrieta. Sin em-

bargo, utilizando las ideas desarrolladas en la sección previa se dan nuevas

caracterizaciones que el ejemplo de Bourgain hace d́ıficil que puedan ser refi-

nadas. Para ello, se necesitan las siguientes definiciones

Definición 21 Sea E un espacio de Banach. Una sucesión {xn}n<ω se dice

una base de Schauder para E si para cada x ∈ E existe una única sucesión

{αn}n<ω de escalares tales que x = limn

∑n
k=1 αkxk. Una sucesión básica en

E es una sucesión {xn}n<ω que es una base de Schauder para su envoltura

lineal cerrada.

y también el siguiente lema que puede encontrarse en [83, Teorema 1.3, p.53]

Lema 4.3.1 Sea E un espacio de Banach y sea {xn}n<ω una sucesión en E

con 0 < inf
n
‖xn‖ ≤ sup

n
‖xn‖ < ∞. Para que {xn}n<ω contenga una subsucesión

que es una sucesión básica, es necesario y suficiente que satisfaga, al menos,

una de las dos condiciones siguientes:

1. {xn}n<ω no es relativamente débil compacto.

2. 0 es un punto ĺımite débil de {xn}n<ω.

Dado un subconjunto F de un espacio de Banach E se denotará por lin{F}
la envoltura lineal de F .

Por base de unidades de `1 se entenderá la sucesión de elementos de `1

{e1, e2, . . . , en, . . .}, donde ei es la sucesión que tiene todas sus componentes
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nulas, salvo la que ocupa la posición i-ésima, que vale 1. Se verifica, entonces,

que ∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ciei

∥∥∥∥∥ =
n∑

i=1

|ci|

para cualesquiera escalares c1, c2, . . . , cn y n < ω.

Definición 22 Sea (E, ‖ · ‖) un espacio de Banach. Una sucesión {xn}n<ω en

E se dice equivalente a la base de unidades de `1 si existen dos constantes

positivas a y b tales que

a

n∑
i=1

|ci| ≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

cixi

∥∥∥∥∥ ≤ b

n∑
i=1

|ci|

para cualesquiera escalares c1, c2, . . . , cn y n < ω.

Cuando esto ocurre, E contiene una copia isomórfica de `1.

Para un espacio localmente convexo E, E+ representará el grupo aditivo

E dotado de su topoloǵıa de Bohr.

Lema 4.3.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea F un subespacio cerra-

do de E. Entonces ClE+F = F+, de lo cual se deduce que ClbEF = bF .

Demostración. Una aplicación del teorema de Hahn-Banach y [84, Lemma 1]

demuestran que F es dualmente cerrado y dualmente sumergido en E (véase

§1, 1.2 para las definiciones de dualmente cerrado y dualmente sumergido). 2

Se demuestra a continuación el principal resultado de esta sección.
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Teorema 4.3.3 Sea E el grupo aditivo de un espacio de Banach infinito di-

mensional, entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. E respeta la compacidad

2. E respeta fuertemente la compacidad

3. Para cada sucesión acotada y no totalmente acotada {xn}n<ω en E existe

una subsucesión {xnk
}k<ω tal que cada subconjunto de ella está separada

de su complemento en {xnk
}k<ω por caracteres.

4. Para cada sucesión acotada y no totalmente acotada {xn}n<ω en E existe

una subsucesión {xnk
}k<ω que es C∗–sumergida en bE

5. Para cada sucesión acotada y no totalmente acotada {xn}n<ω en E existe

una subsucesión {xnk
}k<ω que es discreta y C–sumergida en E+

6. Para cada sucesión acotada y no totalmente acotada {xn}n<ω en E existe

una subsucesión {xnk
}k<ω que es discreta y C–sumergida en E+ y C∗–

sumergida en bE

7. Para cada sucesión acotada y no totalmente acotada {xn}n<ω en E existe

una subsucesión {xnk
}k<ω que es equivalente a la base de unidades de `1

(de aqúı que `1 ↪→ E).

8. Cada subconjunto débilmente compacto de E es compacto en la topoloǵıa

de la norma.

9. Para cada sucesión básica {xn}n<ω en E, que satisface la condición

0 < inf
n
‖xn‖ ≤ sup

n
‖xn‖ < ∞, existe una subsucesión {xnk

}k<ω que

es equivalente a la base de unidades de `1.
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En particular, un espacio de Banach infinito-dimensional, que satisface cual-

quiera de las afirmaciones anteriores no es reflexivo.

Demostración. Cada subgrupo separable H de un espacio de Banach E

está contenido en un subespacio de Banach separable de E. Como cada espacio

de Banach es metrizable y satisface la dualidad de Pontryagin [84, Theorem

1] y la cardinalidad de cada espacio de Banach separable es exactamente c la

equivalencia entre (1), (2), (3) y (4) se deduce directamente del Teorema 4.2.2,

del Corolario 4.2.4 y del Lema 4.3.2.

La equivalencia entre (1) y (5) es el Teorema 3.3.5.

(4) y (5) ⇒ (6). En efecto, dada una sucesión {xn}n<ω acotada y no total-

mente acotada en E, aplicando (5) se obtiene una subsucesión {xnk
}k<ω que

es discreta y C–sumergida en E+. Aplicando ahora (4) a esta subsucesión, se

determina una nueva subsucesión {xnkj
}j<ω que es C∗–sumergida en bE. Y por

tanto, {xnkj
}j<ω es discreta y C–sumergida en E+ y C∗–sumergida en bE.

(6) ⇒ (4) y (5). Es evidente.

(8)⇒(7). Sea {xn}n<ω una sucesión acotada y no totalmente acotada en E.

Aplicando el Lema 3.3.1, tomando una subsucesión adecuada si fuese necesario,

no hay pérdida de generalidad en suponer que puede encontrarse un número

real positivo r de tal forma que

‖ xn − xm ‖≥ r, para todo n 6= m

Se verifica, entonces, que {xn}n<ω no puede tener una subsucesión débil-

mente Cauchy. De hecho, si {x1
n}n<ω es una subsucesión débil Cauchy, entonces

{x1
n−x1

2n}n<ω converge débilmente a cero en E y la afirmación (8) implica que
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{x1
n − x1

2n}n<ω converge (en norma) a 0 en E. Pero esto es imposible a causa

de la suposición hecha sobre {xn}n<ω.

En consecuencia, puede aplicarse la caracterización de Rosenthal para espa-

cios de Banach que contienen a `1 [79], obteniendo que {xn}n<ω debe contener

una subsucesión equivalente a la base de unidades de `1.

(7)⇒(2). Sea N un subgrupo de bE con |N | < 2c (esto ocurre siempre que

N sea metrizable) y sea un subconjunto A de G tal que el conjunto A + N

es compacto en bE. Supóngase que A + (N
⋂

E) no es compacto en E. Si

A + (N
⋂

E) es acotado en E, entonces puede extraerse de él una sucesión

acotada y no totalmente acotada {xn}n<ω. Por la hipótesis (7), existe una

subsucesión {x1
n}n<ω, que es equivalente a la base de unidades de `1. El espacio

de Banach generado por {x1
n}n<ω es isomorfo a `1. Denotamos por {en}n<ω la

sucesión {x1
n}n<ω. Como `1 está sumergido isomórficamente en E, aplicando el

Lema 4.3.2, se deduce que (`1)+ es un subgrupo cerrado de E+ y b`1 coincide

con clbE(lin {en}n<ω). Por tanto, del Lema 4.2.3, se sigue que

|clbl1 ({en}n<ω) | = |clbE ({en}n<ω) )| ≤ max(|l1|, |N |) < 2c. (*)

Por otra parte, para cada subsucesión {enk
}k<ω de {en}n<ω, se puede encon-

trar un elemento ϕ de `∞, el dual de `1, que asigna los elementos de {enk
}k<ω

a cero y los de {en}\{enk
} a 1

2
. La aplicación e2πiϕ es entonces un carácter que

separa {enk
}k<ω de su complemento en la sucesión. Por ello, {en} es discreto

y C∗–sumergido en b`1. Es decir, clbl1({en}n<ω) es homeomorfo a la compacta-

ción de Stone–C̆ech de los números naturales, lo cual lleva a una contradicción

con (*).

Finalmente, si A + (N ∩ E) no fuese acotado, como la acotación usual de

E (i.e., acotación en norma) es separada, en el sentido de [36], se aplica [36,
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Lema 4.1] para obtener una sucesión {xn}n<ω ⊆ A+(N ∩E) que es discreta y

C∗-sumergida en bE. De nuevo, se llega a una contradicción al aplicar el Lema

4.2.3 de la misma forma que se hab́ıa hecho para la base de unidades de `1. De

este modo finaliza la prueba.

(1)⇒(8). Es inmediato a partir del hecho de que la topoloǵıa débil de un

espacio de Banach está situada entre la topoloǵıa de Bohr y la topoloǵıa de la

norma [75, (1.2)].

(7)⇒(9). Sea {xn}n<ω una sucesión básica en E que satisface que 0 < inf
n
‖xn‖ ≤

sup
n
‖xn‖ < ∞. Por el Lema 4.3.1, una de las dos condiciones siguientes debe

ser satisfecha:

i) la sucesión {xn}n<ω es débilmente convergente a cero;

ii) el conjunto {xn}n<ω no es relativamente débilmente compacto.

Supóngase que (i) es satisfecha. Entonces, el conjunto {xn}n<ω no puede

ser totalmente acotado para la topoloǵıa de la norma . En otro caso, existiŕıa

una subsucesión convergente en norma a 0 a causa de (i). Pero eso contradiŕıa

la elección de {xn}n<ω. Basta aplicar la hipótesis (7) a {xn}n<ω para obtener

el resultado deseado.

De aqúı que se pueda asumir que {xn}n<ω no es relativamente débil com-

pacto. Por tanto, {xn}n<ω no puede ser tampoco relativamente compacto para

la norma. Porque, en ese caso, la clausura de {xn}n<ω en la topoloǵıa de la

norma seŕıa compacta y, por ello, débil compacta lo que contradiŕıa (ii).

Como E es un espacio de Banach, {xn}n<ω no puede ser un subconjunto

totalmente acotado de E. Tan solo resta aplicar, de nuevo, la hipótesis (7).
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(9)⇒(7). Sea {xn}n<ω una sucesión acotada y no totalmente acotada en E. De

nuevo, no existe pérdida de generalidad en suponer que, para algún número

real positivo r,

‖xn − xm‖ ≥ r, para todo n 6= m

Esto es, la sucesión {xn}n<ω no tiene subsucesiones convergentes y, por tan-

to, 0 < inf‖xn‖ ≤ sup‖xn‖ < ∞. Si el conjunto {xn}n<ω no es relativamente

débil compacto, entonces se aplica el Lema 4.3.1 y se obtiene una subsucesión

{x(1)
n }n<ω que es una sucesión básica en E. Aplicando ahora la hipótesis (9),

se consigue el resultado deseado.

Aśı pues, para finalizar la prueba, es suficiente demostrar que la suposición

de que el conjunto {xn}n<ω es relativamente débil compacto lleva a contra-

dicción. De hecho, por el teorema de Eberlein-S̆mulian, la sucesión {xn}n<ω

debe contener una subsucesión débilmente convergente {x(1)
n }n<ω. Sea x0 su

ĺımite débil. Entonces, {x0 − x
(1)
n }n<ω es débilmente convergente a cero y,

por la suposición hecha sobre la sucesión {xn}n<ω, también se cumple que

0 < inf‖x0 − x
(1)
n ‖ ≤ sup‖x0 − x

(1)
n ‖ < ∞.

Se sigue, aplicando otra vez el Lema 4.3.1, que existe una subsucesión,

{x0−x
(2)
n }n<ω, que es una sucesión básica. Por la hipótesis (9), esta subsucesión

debe contener, a su vez, otra subsucesión, {x0−x
(3)
n }n<ω, equivalente a la base

de unidades de `1. Sin embargo, esto es imposible porque {x0 − x
(3)
n }n<ω es

débilmente convergente a cero. Y con esto termina la demostración.

Se ha probado que las condiciones (1)–(9) son equivalentes. Por tanto, la

última parte del teorema se sigue de la condición (1) y [75, (1.6)]. 2

Para concluir se mostrará un ejemplo relacionado con este Teorema 4.3.3.

Ejemplo 5 Es conocido que el espacio `∞ no respeta la compacidad a pesar de



92 § 4. Grupos metrizables

contener una copia de `1 (ver [76]). El Teorema 4.3.3 sirve para comprender

qué falla exactamente.

Consideremos la sucesión (de sucesiones)

e1 = (1, 0, 0, ...)

e2 = (0, 1, 0, ...)

...

en = (0, ..., 1, ...)

...

Entonces {en}n<ω es una sucesión básica cuya envoltura lineal cerrada es

c0, el espacio de todas las sucesiones convergentes a 0.

El espacio dual de c0 es `1, que es separable, mientras que el espacio dual

de `1 es `∞, que no lo es. Es claro entonces que c0 no puede contener ninguna

copia de `1. Es decir, la afirmación (9) del Teorema 4.3.3 no es satisfecha.

4.4. Sucesiones equivalentes a la base de `1

La presencia de copias de `1 situadas convenientemente garantiza la

preservación de la compacidad en los grupos aditivos de los espacios de Banach

(Teorema 4.3.3). Si se quiere generalizar esta caracterización a otras clases

de grupos (metrizables) se necesita, en primer lugar, determinar qué significa

encontrar una copia de `1 en ellos y, más concretamente, extender el significado

de equivalente a la base de `1.

Definición 23 (Bourgain, [18]) Se dice que un sistema {fγ}γ∈Λ de funcio-

nes reales ( o complejas) 1–acotadas sobre un conjunto K es C–equivalente a
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la base de `1(Λ) si se verifica que

n∑
i=1

|aγi
| ≤ C sup

x∈K

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

aγi
fγi

(x)

∣∣∣∣∣ ,

para toda sucesión finita de escalares aγ1 , aγ2 , . . . , aγn.

Cuando G es un grupo topológico abeliano se dice que {fγ}γ∈Λ ⊆ Ĝ es

equivalente a la base de `1(Λ) si existen un subconjunto compacto K ⊆ G y

una constante C tales que {fγ}γ∈Λ es C–equivalente a la `1(Λ)–base sobre el

conjunto K.

De nuevo hay que tener presente el Lema 4.2.1, que ahora se puede enunciar

como

Lema 4.4.1 (Rosenthal) Sea X un espacio compacto y Hausdorff y sea {fn}n<ω

una sucesión en Cp(X,C ) que no contiene ninguna subsucesión puntualmente

convergente en CX . Entonces, existen un conjunto infinito M ⊆ ω y dos dis-

cos cerrados y disjuntos en C, D1 y D2, tales que, para todas las subsucesiones

{fn : n ∈ J} de {fn : n ∈ M} existe x ∈ X con fn(x) ∈ D1, para todo n ∈ J ,

y fn(x) ∈ D2, para todo n ∈ M \ J .

En particular, {fn}n∈J es C–equivalente a la base de `1.

Para encontrar espacios donde el lema anterior pueda extenderse se necesita

el siguiente lema técnico
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Lema 4.4.2 Sea (X, τ) un espacio topológico y sea {gn}n<ω ⊆ C(X, τ) tal

que es relativamente numerablemente compacto en CX . Si existe una suce-

sión {Km}m<ω de subconjuntos τ–compactos de X tal que para cada φ y ψ en

clCX{gn}n<ω con

φ|⋃
n<ω

Kn

= ψ|⋃
n<ω

Kn

se mantiene que φ = ψ sobre X entonces, o bien {gn}n<ω admite una subsuce-

sión puntualmente Cauchy o bien existe un subconjunto τ–compacto K de X

y una subsucesión {gnj
}j<ω tales que ésta no contiene subsucesiones puntual-

mente convergentes en CK.

Demostración. Sea D =
⋃
n<ω

Kn. Dado el conjunto compacto K1, tomando

las correspondientes restricciones, puede considerarse {gn}n<ω como subcon-

junto de C(K1, τ) y, obviamente, {gn}n<ω debe ser relativamente numerable-

mente compacto, como subconjunto de CK1 . En general, se puede considerar

que {gn}n<ω es un subconjunto relativamente numerablemente compacto de

CK1∪···∪Kp , para todo p < ω.

Supóngase que {gn}n<ω no tiene subsucesiones puntualmente Cauchy. En-

tonces, para algún p < ω, ninguna subsucesión de {gn}n<ω es puntualmente

convergente en CK1∪···∪Kp .

Si no fuera aśı, usando un argumento inductivo, es posible hallar, para cada

p < ω, una subsucesión de {gn}n<ω, que se denotará por {g(p)
n }n<ω, tal que

1. {g(p+1)
n }n<ω es una subsucesión de {g(p)

n }n<ω, p < ω, y

2. {g(p)
n }n<ω converge puntualmente a fp ∈ CK1∪···∪Kp , p < ω.



4.4. Sucesiones equivalentes a la base de `1 95

Además se verifica que fp+1|K1∪···∪Kp
= fp, para todo p < ω.

Tomando la subsucesión diagonal {g(n)
n }n<ω se obtiene una sucesión que

converge puntualmente a fp on K1 ∪ · · · ∪ Kp, para todo p < ω. Se define,

entonces, f : D → K como f|K1∪···∪Kp
= fp, para todo p < ω.

Ahora bien, es claro que {g(n)
n }n<ω converge puntualmente a f sobre D.

Por otra parte, {g(n)
n }n<ω es una subsucesión de {gn}n<ω, que es relativamente

numerablemente compacto en CX ; aśı que debe existir algún g ∈ CX que es

un punto de clausura de {g(n)
n }n<ω. De aqúı que g(x) está en la clausura de

{g(n)
n (x)}n<ω, para todo x ∈ D. Pero como {g(n)

n (x)}n<ω también converge a

f(x), se deduce que f(x) = g(x) para todo x ∈ D. Por hipótesis, esto significa

que g es el único punto de clausura de {g(n)
n }n<ω en CX . Por tanto, {g(n)

n }n<ω

converge puntualmente a g en X. Pero esto contradice la suposición inicial

porque, entonces, {g(n)
n }n<ω es una subsucesión de Cauchy de {gn}n<ω.

En definitiva, puede suponerse que existe p < ω tal que ninguna subsuce-

sión de {gn}n<ω es puntualmente convergente sobre CK1∪···∪Kp . La prueba se

completa tomando K = K1 ∪ · · · ∪Kp. 2

Los siguientes corolarios proporcionan varias clases de espacios donde el le-

ma de Rosenthal es cierto. En lo que sigue E representará un espacio vectorial

topológico localmente convexo y E ′ el espacio dual. σ(E, E ′) denotará la to-

poloǵıa débil de la dualidad 〈E, E ′〉; es decir, la topoloǵıa localmente convexa

menos fina compatible con la dualidad. Por otra parte, τ(E, E ′) denotará la

topoloǵıa de Mackey; es decir, la topoloǵıa localmente convexa más fina com-

patible (véase [63]).

Corolario 4.4.3 Sea (E, τ) un espacio localmente convexo, tal que τ es más

fina que una topoloǵıa vectorial metrizable τm. Si A = {xn}n<ω es una sucesión
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acotada de E tal que

cl(E′′,σ(E′′,E′))(A− A)
⋂

((E, τm)′)⊥ = {0}

entonces, o bien {xn}n<ω contiene una subsucesión débilmente Cauchy o bien

{xn}n<ω contiene una subsucesión que no tiene subsucesiones puntualmente

convergentes en CE′ y equivalente a la base de `1.

Demostración. Como τm es metrizable y menos fina que τ , se sigue que

(E, τm)′ ⊆ (E, τ)′ y que (E, τm)′ =
⋃

n<ω Kn, siendo Kn σ(E ′, E)–compacto

para todo n < ω. Por tanto, es suficiente aplicar los Lemas 4.4.1 y 4.4.2 al

espacio topológico (E ′, σ(E ′, E)) y a la sucesión de σ(E ′, E)–funciones conti-

nuas {xn}n<ω. De hecho, como {xn}n<ω es una sucesión acotada, se sigue que

es un subconjunto relativamente numerablemente compacto de (E ′′, σ(E ′′, E ′))

(véase [64] §23.2 (4)). Por otra parte, supóngase que φ y ψ están en clCE′{xn}n<ω

con φ|∪n<ωKn
= ψ|∪n<ωKn

. Entonces,

φ− ψ ∈ cl(E′′,σ(E′′,E′))(A− A)
⋂

((E, τm)′)⊥ = {0}

y, por hipótesis, φ = ψ sobre E ′. 2

Como consecuencia, se obtienen nuevos espacios donde el lema de Rosenthal

puede ser aplicado. Un espacio localmente convexo (E, τ) se dice de generación

numerablemente débilmente compacta si contiene una sucesión de subconjuntos

compactos y absolutamente convexos {Kn}n<ω cuya unión es densa en E.

Ahora, sea (E, τ) un espacio vectorial localmente convexo tal que (E ′, σ(E ′, E))

es de generación numerablemente débilmente compacta. Se demuestra en [56]

que E = (E ′, σ(E ′, E))′ contiene una topoloǵıa metrizable menos fina que la

topoloǵıa Mackey, τ(E, E ′). Teniendo en cuenta que el espacio bidual E ′′ es
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el mismo para (E, τ) y (E, τ(E, E ′)), el Corolario 4.4.3 se aplica para obtener

que si A = {xn}n<ω es una sucesión acotada de E tal que

cl(E′′,σ(E′′,E′))(A− A)
⋂

((E, τm)′)⊥ = {0}

entonces, o bien {xn}n<ω contiene una subsucesión débil Cauchy o bien {xn}n<ω

contiene una subsucesión sin subsucesiones puntualmente convergentes en CE′

y equivalente a la base de `1.

La misma prueba del Corolario 4.4.3 se aplica al resultado siguiente

Corolario 4.4.4 Sea (G, τ) un grupo localmente quasi–convexo, tal que τ es

más fina que una topoloǵıa de grupo metrizable τm. Si A = {xn}n<ω es cualquier

sucesión de G tal que

cl(bG,w(bG,G ̂ ))(A− A)
⋂

((G, τm)̂ )⊥ = {0}

entonces, o bien {xn}n<ω contiene una subsucesión Bohr Cauchy o bien {xn}n<ω

contiene una subsucesión sin subsucesiones puntualmente convergentes en TG ̂

y equivalente a la base de `1.

Para los g–grupos completos el Teorema 3.3.5 caracteriza la preservación

de la compacidad por la existencia, en cada subconjunto no totalmente aco-

tado, de un subconjunto discreto y C–sumergido en (G, σ(Ĝ)). Para grupos

metrizables y reflexivos, es el Teorema 4.2.2 el que establece la caracteriza-

ción mediante la existencia de subconjuntos discretos y C∗–sumergidos en bG.

Aplicando los resultados anteriores se obtiene, como consecuencia del siguiente

teorema, que para g–grupos completos y metrizables pueden unificarse ambos

resultados.
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Teorema 4.4.5 Sea (G, τ) un g–grupo y supóngase que τ contiene una topo-

loǵıa de grupo metrizable τm. El grupo (G, τ) respeta la compacidad si, y sólo

si, para cada subconjunto no totalmente acotado A de G con

cl(bG,w(bG,G ̂ ))(A− A)
⋂

((G, τm)̂ )⊥ = {0}

existe un subconjunto B ⊆ A que es C∗–sumergido en bG. Más aún, B es

equivalente a la base de `1.

Demostración. Supóngase que A no es totalmente acotado en (G, τ) y cl(bG,w(bG,G ̂ ))(A−
A)

⋂
((G, τm)̂ )⊥ = {0}

Entonces, por el Lema 3.3.1, existen una sucesión {an}n<ω ⊆ A y un en-

torno U tales que

(an + U)
⋂

(am + U) = ∅, n 6= m

Como (G, τ) respeta la compacidad, se sigue que ninguna subsucesión de

{anj
}j<ω es una subsucesión puntualmente de Cauchy. Si no fuera aśı, se ob-

tendŕıa que {anj
−an2j

}j<ω es puntualmente convergente a eG. Por tanto, como

el grupo respeta la compacidad, la sucesión {anj
− an2j

}j<ω también seŕıa τ -

convergente, lo cual es imposible. Ahora, se considera {an}n<ω como una suce-

sión de funciones continuas definidas sobre el grupo (Ĝ, τco). Como G admite

una topoloǵıa metrizable τm, menos fina que τ , puede argumentarse como en

el Corolario 4.4.3 anterior, reemplazando los espacios vectoriales topológicos

(E, τ)′ y (E, τm)′ por los grupos topológicos (G, τ)̂ y (G, τm)̂, para verificar

que las hipótesis del Lema 4.4.2 se satisfacen. Entonces, es suficiente aplicar

de nuevo los Lemas 4.4.2 y 4.4.1 para completar la prueba.

Rećıprocamente, supóngase que A es un subconjunto σ(Ĝ)–compacto de

G. Si A es totalmente acotado en (G, τ) entonces clGA es un compacto en la
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complección (G, τ) y A es un subconjunto σ(Ĝ)–cerrado de bG. De aqúı que

A es σ(Ĝ)–cerrado en G y, en consecuencia, A = clGA es compacto en (G, τ).

Sólo falta demostrar que la suposición de que A no sea totalmente acotado

en (G, τ) lleva a una contradicción. De hecho, si A no es totalmente acotado

entonces, para algún entorno U existe una sucesión {an}n<ω ⊆ A tal que

(an + U)
⋂

(am + U) = ∅, for n 6= m

Como τm es una topoloǵıa Hausdorff sobre G, se sigue que G
⋂

((G, τm)̂ )⊥ =

{0} y por ello, (A−A)
⋂

((G, τm)̂ )⊥ = {0}. Más aún, la compacidad de A−A

implica que cl(bG,w(bG,G ̂ ))(A−A)
⋂

((G, τm)̂ )⊥ = {0} Por el Corolario 4.4.4 y

teniendo en cuenta la compacidad de A, se obtiene una subsucesión, {bn}n<ω,

que converge a algún punto de bG. Por tanto, {bn}n<ω, como subconjunto de

G, es no totalmente acotado en (G, τ) pero ninguna subsucesión suya puede

ser C∗–sumergida en bG. Esto es una contradicción. 2

Corolario 4.4.6 Sea (G, τ) un g–grupo completo donde τ es una topoloǵıa de

grupo metrizable. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G respeta la compacidad;

2. Para cada subconjunto no totalmente acotado A de G existe un subcon-

junto B ⊆ A discreto, C–sumergido en (G, σ(Ĝ)) y C∗–sumergido en

bG y equivalente a la `1–base.

Demostración. La suficiencia se sigue del Teorema 3.3.5.

Para demostrar la necesidad, supóngase que A es no totalmente acotado

en (G, τ). Entonces existen una sucesión {an}n<ω ⊂ A y un entorno U del
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elemento neutro de G tales que

(an + U) ∩ (am + U) = ∅, n 6= m

Como (G, τ) es un g-grupo completo que respeta la compacidad, se sigue del

Teorema 3.3.5 que existe una subsucesión {bn}n<ω de {an}n<ω que es discreta

y C-sumergido en (G, σ(Ĝ)). Ahora, se aplica el Teorema 4.4.5 a la a sucesión

{bn}n<ω, teniendo en cuenta el hecho de que τ es ya una topoloǵıa metrizable

y, por tanto, el anulador de (G, τ)̂ en (bG, σ(bG,Ĝ)) consiste únicamente

del elemento neutro de bG. De aqúı se obtiene una subsucesión {cn}n<ω de

{bn}n<ω que es C∗-sumergida en bG y equivalente a la `1-base. De esta forma

la prueba queda completada. 2

Finalmente, las hipótesis de metrizabilidad y completitud pueden suavizar-

se por la de ser C̆ech–completo

Definición 24 Un grupo topológico (G, τ) se dice casi-metrizable si para cada

x ∈ G existe un subconjunto compacto K ⊂ G que contiene a x tal que la

familia de todos los entornos de K tiene una base numerable (véase [78] y

[72]; A.V. Arkhangel’skii [4] utiliza el nombre de “espacio de tipo puntualmente

numerable”).

El lema siguiente puede encontrarse en [78], Remark 13.19 (c).

Lema 4.4.7 Un grupo topológico (G, τ) es casi–metrizable si, y sólo si, existe

un subgrupo compacto K tal que (G/K, τ/K) es metrizable.

Es conocido que cada grupo C̆ech–completo es casi–metrizable y, rećıproca-

mente, los grupos completos casi–metrizables son C̆ech–completos (véase [78]).
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Más aún , si (G, τ) es un grupo C̆ech–completo, entonces el grupo (G/K, τ/K)

del lema anterior es metrizable y completo.

Como una consecuencia inmediata de estos resultados, puede verificarse

fácilmente que la caracterización dada en el Corolario 4.4.6 se extiende a los

grupos casi–metrizables.

Teorema 4.4.8 Sea (G, τ) un g–grupo C̆ech–completo. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. G respeta la compacidad;

2. Para cada subconjunto no totalmente acotado A de G existe un subcon-

junto B ⊆ A discreto y C–sumergido en (G, σ(Ĝ)), C∗–sumergido en

bG y equivalente a la `1–base.

Demostración. Nótese que (2) implica (1) está hecho en el Teorema 3.3.5, en

la implicación (e) ⇒ (a).

Rećıprocamente, supóngase que G respeta la compacidad. Si π : G → G/K

es la aplicación cociente canónica, con K un subgrupo compacto de G, entonces

A ⊆ G es compacto (respectivamente totalmente acotado) si, y sólo si, π(A) es

compacto (respectivamente totalmente acotado) en G/K. Más aún, como K es

compacto, es fácil verificar que G/K también respeta la compacidad. Ahora, si

A es un subconjunto no totalmente acotado de G entonces, para algún entorno

U , existe una sucesión {an}n<ω tal que

(an + U) ∩ (am + U) = ∅, para todo n 6= m

Cada grupo C̆ech–completo es completo(véase [78]), por tanto, el Teorema

3.3.5 puede aplicarse a G obteniendo una subsucesión {bn}n<ω, de {an}n<ω,
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que es C–sumergida en (G, σ(Ĝ)). Por otra parte, la sucesión {π(bn)}n<ω es

un subconjunto no totalmente acotado de G/K, que es un grupo metrizable

que respeta la compacidad, aśı que contiene a una subsucesión {π(cn)}n<ω que

es C∗–sumergida en b(G/K) (= bG/K) y equivalente a la `1–base. Si se toma

un representante cn de cada clase π(cn) se obtiene {cn}n<ω, una subsucesión

de {an}n<ω, que es C∗–sumergido en bG y equivalente a la `1–base. 2

De todos estos resultados se deduce que la preservación de la compaci-

dad está relacionada con la existencia de subconjuntos discretos que son C–

sumergidos en (G, σ(G ̂ )) y C∗–sumergidos en bG. Estos resultados están

conectados con el siguiente teorema de van Douwen [95]

Teorema 4.4.9 (van Douwen) Sea G un grupo abeliano discreto y sea A

un subconjunto infinito de G. Entonces, existe un subconjunto B de A, con

|B| = |A|, tal que B es discreto y C∗-sumergido en bG y C-sumergido en

(G, σ(Ĝ)).

Se dice que un grupo (G, τ) satisface la propiedad de van Douwen cuando

para cada subconjunto no totalmente acotado A de G existe un subconjunto

B ⊆ A discreto, C–sumergido en (G, σ(Ĝ)) y C∗–sumergido en bG. En [36] se

prueba, entre otras, que cada grupo localmente compacto y abeliano satisface

la propiedad de van Douwen. Banaszczyk y Mart́ın–Peinador han extendido a

la clase de los grupos nucleares varios resultados que se verifican para los grupos

localmente compactos y abelianos, por ejemplo el teorema de Glicksberg en [8],

el teorema de Bochner en [10]. Con los resultados anteriores se puede extender

el teorema de van Douwen en la siguiente forma:

Teorema 4.4.10 Cada grupo nuclear casi–metrizable satisface la propiedad

de van Douwen.
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Demostración. Sea (G, τ) un grupo nuclear casi–metrizable. Entonces su

complección (G, τ) es también nuclear (véase [6], Corollary 21.4) y por [8]

respeta la compacidad. Aśı, el Teorema 4.4.8 puede ser aplicado y la prueba

está terminada. 2

El teorema anterior puede generalizarse, utilizando el resultado de Aussen-

hofer mencionado en el caṕıtulo 1 como Teorema 1.5.3.

Teorema 4.4.11 Sea (G, τ) un grupo nuclear. Entonces G satisface la pro-

piedad de van Douwen.

Demostración. Sea G un grupo nuclear. Por el Teorema 1.5.3, G se sumer-

ge en un producto
∏

i∈I Gi de grupos nucleares metrizables y completos. Se

identifica, entonces, G con un subgrupo del producto
∏

i∈I Gi. Sea ahora A un

subconjunto no totalmente acotado de G. Debe existir un i0 ∈ I de forma que

πi0(A) es no totalmente acotado en Gi0 , donde πi0 es la correspondiente proyec-

ción canónica. Con el Lema 3.3.1 se determina una sucesión {bn}n<ω ⊂ πi0(A)

no totalmente acotada. Puesto que el grupo Gi0 es nuclear, metrizable y com-

pleto, entonces se aplica el Teorema 4.4.8 y se deduce la existencia de una

subsucesión, que se seguirá denotando por {bn}n<ω, sin pérdida de generali-

dad, que es discreta, C∗–sumergida en bGi0 y C–sumergida en (Gi0 , σ(Gi0̂)).

Para cada n < ω, se determina un único an ∈ G con πi0(an) = bn. Sea

ahora una función f : {an} −→ R. Se define entonces g : {bn} −→ R por

g(bn) = f(an).

Si f es continua para la topoloǵıa σ(Ĝ), entonces, siendo {bn}n<ω discreta,

g es continua para σ(Gi0 ̂ ) y, en consecuencia, se extiende a una función

G : Gi0 −→ R. Basta tomar entonces F : G −→ R como F = G ◦ πi0 para

obtener que {an} está C–sumergido en (G, σ(Ĝ)).
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Si f es continua y acotada para la topoloǵıa σ(Ĝ), entonces g es continua

y acotada para σ(Gi0 ̂ ) y, en consecuencia, se extiende a una función G :

bGi0 −→ R. Basta tomar entonces F : G −→ R como F = bG ◦ πb
i0

para

obtener que {an} está C∗–sumergida en bG. 2
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los. Math. Japon., 39(2):203–210, 1994.

[24] W. W. Comfort and K. A. Ross. Topologies induced by groups of cha-

racters. Fund. Math., 55:283–291, 1964.

[25] W. W. Comfort, F. Javier Trigos-Arrieta, and Ta Sun Wu. The

Bohr compactification, modulo a metrizable subgroup. Fund. Math.,

143(2):119–136, 1993.



108 Bibliograf́ıa

[26] H. H. Corson. The weak topology of a Banach space. Trans. Amer.

Math. Soc., 101:1–15, 1961.

[27] H. H. Corson and I. Glicksberg. Compactness in Hom(G, H). Canad. J.

Math., 22:164–170, 1970.

[28] Joseph Diestel. Sequences and series in Banach spaces. Springer-Verlag,

New York, 1984.

[29] Leonard E. Dor. On sequences spanning a complex l1 space. Proc. Amer.

Math. Soc., 47:515–516, 1975.

[30] W. F. Eberlein. Weak compactness in Banach spaces. I. Proc. Nat. Acad.

Sci. U. S. A., 33, 1947.

[31] Ryszard Engelking. General topology. Heldermann Verlag, Berlin, second

edition, 1989. Translated from the Polish by the author.

[32] J. Farahat. Espaces de Banach contenant l1, d’après H. P. Rosenthal.

In Espaces Lp, applications radonifiantes et géométrie des espaces de
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