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Introducción

Consideremos la ecuación de Beltrami

∂ f(z) = µ(z) ∂ f(z), z ∈ C (*)

donde µ es una función medible de�nida en el plano y tal que satisface la condición

de elipticidad ‖µ‖∞ ≤ k < 1. A la aplicación µ se le llama coe�ciente de Beltrami.

Por el Teorema de Morrey [40] de 1938, existe esencialmente una única solución de

(*) que es un homeomor�smo y pertenece al espacio de Sobolev W 1,2
loc (C) (funciones

donde tanto la función como sus primeras derivadas parciales pertenecen a L2
loc(C)).

A esta solución se le llama µ-quasiconforme o K-quasiconforme. Toda solución en

W 1,2
loc (C) de la ecuación de Beltrami (*) se llama quasiregular.

Es conocido que uno puede encontrar una aplicación quasiconforme que puede

expresarse de forma explícita como

f(z) = z + Ch(z) (0.0.1)

donde C es la transformada de Cauchy

Ch(z) =
1

π

ˆ
C

h(w)

z − w
dw

y h(z) = ∂̄ f(z) (véase e. g. Ahlfors [1]). A esta aplicación quasiconforme la llamamos

solución principal.

Un cálculo sencillo muestra que si f es quasiconforme y φ es una función analítica,

entonces la composición φ ◦ f es también solución de (*). No sólo esto, mediante el

Teorema de Stoilow, podemos relacionar las aplicaciones quasiregulares con la apli-

cación quasiconforme puesto que cualquier solución de la ecuación de Beltrami es la
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2 Introducción

composición de una función holomorfa con la aplicación quasiconforme (véase, e. g.

[3, Teorema 5.5.1]).

Los libros de Ahlfors [1], Astala et al. [3], Lehto y Virtanen [32] y Renelt [43]

contienen un amplio compendio de resultados clásicos y por tanto, son una referencia

obligada. Si nos concentramos en la regularidad de soluciones, el Teorema de Stoilow

nos permite concentrarnos únicamente en la solución principal puesto que las aplica-

ciones holomorfas son in�nitamente diferenciables. Un resultado de Mori [39] de 1956

establece que las aplicaciones quasiregulares pertenecen a C0,α
loc (C) para α < 1

K
< 1

donde K = 1+‖µ‖∞
1−‖µ‖∞ . De las estimaciones de Schauder [45] se tiene que si el coe�ciente

de Beltrami está en la clase C0,ε(C) (Hölder continua de exponente ε) y tiene soporte

compacto, entonces la aplicación quasiconformef pertenece a C1,ε(C). En este caso se

puede ver que la aplicación f es bilipschitz. Recordemos que la propiedad bilipschitz

de una función permite preservar todas las propiedades métricas de los conjuntos, en

particular la dimensión de Hausdor�.

Desde el punto de vista de las ecuaciones en derivadas parciales, es natural con-

siderar el caso en que los coe�cientes están en el espacio de funciones con oscilación

media que se anula denotado por VMO. Ejemplo de ello son los trabajos de Chiaren-

za [8], Chiarenza et al. [9], Vitanza [60], entre otros. En el contexto de las aplica-

ciones quasiconformes, Iwaniec en [24] establece que cuando el coe�ciente de Beltrami

µ ∈ VMO(C) con soporte compacto, entonces f ∈ W 1,p
loc (C) para todo p ∈ (1,∞) y

por tanto pertenecen a C0,ε(C) para todo ε < 1. En el libro de Ahlfors [1] se demues-

tra, en particular, que cuando p > 2 y el coe�ciente de Beltrami µ ∈ W 1,p(C) con

soporte compacto, entonces la aplicación quasiconforme f ∈ W 2,p
loc (C).

El objetivo de esta tesis es presentar resultados de regularidad de la soluciones

a la ecuación de Beltrami cuando el coe�ciente tiene una cierta regularidad. Más

concretamente, si el coe�ciente de Beltrami está en ciertos espacios de Sobolev ó Besov

entonces las soluciones de la ecuación tienen las derivadas localmente en estos espacios

de Sobolev ó Besov. La demostración de este hecho se obtiene a partir de la solución

principal. Dado un espacio de funciones X(C), si el coe�ciente de Beltrami µ ∈ X(C)

tiene soporte compacto y satisface la condición de elipticidad ‖µ‖∞ ≤ k < 1, entonces

la solución principal f(z) = z + Ch(z) y cumple que h ∈ X(C) (Teorema 2.2).

En el capítulo 4 consideramos, de forma similar al capítulo 2, el estudio de la

regularidad de las soluciones para coe�cientes de Beltrami que están restringidos a

un dominio acotado Ω del plano. La motivación del estudio de la regularidad para

coe�cientes restringidos a dominios proviene del artículo de Mateu et al. [36] donde se

considera el caso en que el coe�ciente de Beltrami es una función de C0,ε(Ω) restringida

2



Introducción 3

a un dominio acotado de clase C1,ε con 0 < ε < 1. En este caso la solución principal

también es bilipschitz. El resultado principal demostrado, que corresponde al Teorema

4.1, es el siguiente: Sean 0 < α < ε < 1 y 1 < p < ∞ tal que αp > 2. Consideremos

un dominio acotado Ω con frontera de clase C1,ε y µ una función medible soportada en

Ω tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1. Entonces, si µ ∈ Xα,p(Ω), entonces la solución principal de

la ecuación de Beltrami es f(z) = z +Ch(z), donde h ∈ Xα,p(Ω) y donde Xα,p(Ω) =

Wα,p(Ω) ó Bα
p,p(Ω). La propiedad bilipschitz de la solución principal queda garantizado

por el resultado de Mateu et al. en [36].

La prueba de los resultados presentados, lleva al estudio de la invertibilidad del

operador de Beltrami I−µB donde B es la transformada de Beurling. Dicha idea fue

presentada por Iwaniec en [24] y utiliza métodos del análisis funcional y armónico.

Iwaniec demostró que cuando µ ∈ VMO(C), el operador de Beltrami es invertible

como operador de Lp(C) en si mismo para todo 1 < p <∞. En el artículo de Astala

et al. [4] probaron que si el coe�ciente de Beltrami µ ∈ L∞(C) con soporte compacto,

el operador I − µB tiene inverso acotado en Lq(C) para q ∈ (1 + k, 1 + 1
k
) donde

k = ‖µ‖∞. Este resultado se deduce del teorema de distorsión de área de Astala en

[2] y de argumentos de la teoría de pesos.

En el capítulo 3, consideramos el espacio de Lebesgue con pesos Lp(ω) donde ω es

de la clase de Muckenhoupt Ap. El resultado principal dice que el operador de Beltrami

I −µB es invertible en Lp(ω) cuando ω es un peso de Ap. Para ello demostramos que

el conmutador [µ,B] es un operador compacto en Lp(ω).

Como ya mencionamos, en el capítulo 4 consideramos el estudio de la regularidad

de la solución principal para coe�cientes de Beltrami que están restringidos a un do-

minio acotado Ω del plano. Un primer problema es la continuidad de la transformada

de Beurling restringida al dominio. Al restringir un operador de convolución a un do-

minio este deja de ser de convolución. Meyer estudió en [38, 37] que los operadores de

Calderón-Zygmund que no son de convolución son continuos en espacios de Sobolev y

Hölder de�nidos en Rn. También Lemarie en [33] estudió esto en los espacios de Besov.

Ambos utilizaron la condición T1 = 0. Nosotros demostramos para ciertos espacios

de funciones de�nidos en un dominio Ω de Rn que si T es un operador de Calderón-

Zygmund de tipo par, la condición que TχΩ pertenezca al espacio de funciones X(Ω)

(donde χΩ es la función característica en Ω) equivale a que T sea acotado de X(Ω)

en X(Ω). Un problema abierto es conocer cómo son los dominios Ω para los cuales es

posible aplicar el resultado. Tolsa demostró en [54] que en la clase de dominios cuya

parametrización de la frontera pertenece a W 2− 1
p
,p(R) se satisface BχΩ ∈ W 1,p(Ω)

3



4 Introducción

y, por tanto, la continuidad de la transformada de Beurling. En los casos Wα,p(Ω) y

Bα
p,p(Ω) con αp > 2 basta con que la frontera sea de clase C1,ε con α < ε < 1.

Por último, en el capítulo 5 consideramos una generalización de la ecuación de

Beltrami obtenida al aumentar el orden de las derivadas parciales. En particular,

consideramos la ecuación tipo Beltrami:

∂̄ 2f(z) = µ(z) ∂2f(z).

Recordemos que la solución principal de la ecuación de Beltrami (*) es biyectiva. Al

garantizar la existencia y unicidad de soluciones del tipo

f(z) =
z2

2
+ C2h(z)

bajo ciertas condiciones de normalización, claramente la solución no es biyectiva. Sin

embargo, el primer sumando de la expresión nos hace pensar que pudieran tener la

propiedad dos a uno. El Ejemplo 5.0.1 muestra que esta propiedad no se cumple en

general.

Para terminar con esta introducción, a lo largo de esta tesis C será una constante

que no depende de cantidades importantes y puede representar una constante dife-

rente en cada aparición (a menos que utilicemos explicitamente un subíndice). En

algunas ocasiones necesitaremos constantes C que dependan de ciertos parámetros,

en cuyo caso se denotará por subíndices. Además, A . B indicará que A ≤ CB y

A ≈ B si A . B . A.
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CAPÍTULO 1

Preliminares

En este capítulo recordaremos las de�niciones y algunas propiedades sobre espacios

de funciones y operadores necesarios para la lectura del trabajo. Cabe mencionar

que las de�niciones y resultados presentados pueden presentarse en un contexto más

general, para lo cual sugerimos consultar, los libros de Grafakos [21], Stein [50] ó

Triebel [55].

1.1. Espacio de funciones Lp

Un subconjunto Ω ⊂ Rn es un dominio si es abierto y conexo. En este trabajo

denotaremos la clase de funciones continuas f : Ω → C por C(Ω). Para k ∈ N,
denotamos la clase de funciones con derivadas continuas de orden k por Ck(Ω). El

soporte de una función f , denotado por supp f , es el conjunto

supp f = {x ∈ Ω: f(x) 6= 0}.

donde la barra superior denota la adherencia del conjunto. La clase de funciones que

tiene derivadas de cualquier orden se denotará por C∞(Ω). Dos subclases importantes

de la clase anterior son las clases de funciones C∞c (Ω) y C∞0 (Ω), que representan la

clase de funciones con derivadas de cualquier orden cuyo soporte es compacto y la

clase de funciones con derivadas de cualquier orden que se anulan en el in�nito,

respectivamente.

Sea (X,µ) un espacio de medida y consideremos 1 ≤ p <∞. Denotamos la clase

de funciones p-integrables en X como Lp(X) al conjunto de funciones medibles f que

5



6 Capítulo 1. Preliminares

satisfacen

‖f‖Lp(X,µ) :=

(ˆ
X

|f(x)|pdµ(x)

) 1
p

<∞.

En nuestro caso, X = Ω ⊂ Rn o directamente X = Rn y la medida utilizada será la

medida de Lebesgue µ = m, de esta forma

‖f‖Lp(Ω) :=

(ˆ
Ω

|f(x)|pdm(x)

) 1
p

=

(ˆ
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

<∞.

El espacio Lp(Ω) con la norma ‖ ‖Lp(Ω) es un espacio de Banach, si 1 ≤ p ≤ ∞.

En el caso que p = ∞, el espacio L∞(Ω) es la clase de funciones acotadas y la

norma está dada por

‖f‖L∞(Ω) := ess sup x∈Ω|f(x)|.

Es conocido que la clase de funciones C∞c (Ω) es un subconjunto denso de Lp(Ω) para

1 ≤ p <∞ pero no para p =∞.

Diremos que una función f es localmente p-integrable si f ∈ Lp(U) para cada

subconjunto compacto U de Ω. La clase de funciones localmente p-integrables se

denota por Lploc(Ω). Mediante la desigualdad de Hölder, es fácil ver que Lqloc(Ω) ⊂
Lploc(Ω) si p < q. Denotaremos los espacios de Lebesgue Lp(Ω) por Lp y ‖ ‖Lp(Ω) por

‖ ‖p cuando no se preste a confusión.

Para poder de�nir la clase de Schwartz, de�nimos una familia de seminormas sobre

la clase de funciones C∞0 (Rn). Dado un par de multi-índices α y β, sea

ρα,β(f) = sup
x∈Rn

∣∣∣∣xα∂βf∂xβ
(x)

∣∣∣∣ .
Decimos que la función f pertenece a la clase de Schwartz sobre Rn si ρα,β(f) < ∞
para todo α y para todo β. Esta clase se denota por S(Rn).

Un ejemplo de una función de la clase S(R) es

φ(t) =

{
exp

(
−1

t

)
, si t > 0,

0, en otro caso.

Además la función, para x ∈ Rn,

φ
(
1− |x|2

)
pertenece a la clase S(Rn). Observemos que se tienen las siguientes inclusiones entre

clases de funciones,

C∞c (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ C∞(Rn).

6



Capítulo 1. Preliminares 7

Una propiedad importante es que la clase de funciones C∞c (Rn) (y por tanto la

clase de Schwartz S(Rn)) es densa en Lp(Rn) si 1 ≤ p < ∞. De�nimos el espacio de

distribuciones temperadas, denotada por S ′(Rn), a la colección de todos los funcionales

continuos de�nidos en S(Rn) con valores en R ó C.

1.2. Espacios de Lorentz

Los espacios de Lorentz son una escala intermedia entre los espacios Lp.

De�nición 1.2.1. La función de distribución df de una función f está dada por

df (t) := m{x ∈ Ω : |f(x)| > t} = |{x ∈ Ω : |f(x)| > t}|

para todo t ≥ 0.

La función de distribución df depende del valor absoluto de f y puede tomar el

valor +∞. Las funciones de distribución tienen, entre otras, las siguientes propiedades.

Proposición 1.2.1. Supongamos que f, g son funciones medibles y consideremos un

escalar λ distinto de cero. La función de distribución df es no-negativa, decreciente y

continua por la derecha en [0,∞). Más aún

1. Si |g| ≤ |f | casi para todo punto, entonces dg ≤ df .

2. dλf (t) = df

(
t
|λ|

)
para todo t ≥ 0.

3. df+g(t1 + t2) ≤ df (t1) + dg(t2) con t1, t2 ≥ 0.

De�nición 1.2.2. Supongamos que f es una función medible. La reordenada decre-

ciente de f es la función f ∗ de�nida en [0,∞) por la regla

f ∗(t) = ı́nf{s : df (s) ≤ t}

para todo t ≥ 0.

Para una función f general, si primero formamos la función de distribución df y

después la función de distribución ddf de df (con respecto a la medida de Lebesgue

m en [0,∞)) obtenemos el reordenamiento decreciente f ∗. Esto es una consecuencia

inmediata de las identidades

f ∗(t) = sup{s : df (s) > t} = ddf (t)

7



8 Capítulo 1. Preliminares

para todo t ≥ 0. Dicha relación se obtiene de la de�nición del reordenamiento de-

creciente, el hecho que df es decreciente y la de�nición de función de distribución.

Además, se tiene la relación

df∗ = df .

Proposición 1.2.2. Supongamos que f, g son funciones medibles y consideremos un

escalar λ distinto de cero. El reordenamiento decreciente f ∗ es no negativo, decreciente

y continuo por la derecha en [0,∞). Además,

1. Si |g| ≤ |f | casi para todo punto, entonces g∗ ≤ f ∗.

2. (λf)∗(t) = |λ|f ∗(t) para todo t ≥ 0.

3. (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2) con t1, t2 ≥ 0.

4. (|f |p)∗ = (f ∗)p para cualquier 0 < p <∞.

Utilizando la función de distribución y la reordenada decreciente de una función

f tenemos si 0 < p <∞, entonces

ˆ
Ω

|f(x)|pdx = p

ˆ m(Ω)

0

sp−1df (s)ds =

ˆ m(Ω)

0

f ∗(t)pdt.

De�nición 1.2.3. Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y 1 ≤ q ≤ ∞. De�nimos el espacio de Lorentz con

índices p y q, denotado por Lp,q(Ω) a la clase de funciones tales que la cantidad

‖f‖Lp,q(Ω) :=

(ˆ m(Ω)

0

t
q
pf ∗(t)q

dt

t

) 1
q

<∞

en el caso que q <∞ y por

‖f‖Lp,∞ = sup
t>0

t
1
pf ∗(t)

cuando q =∞.

Es fácil ver que L∞,q = {0} para q < ∞ y ‖ ‖L∞,∞ = ‖ ‖∞. Además, de la

de�nición de la norma en espacios de Lorentz y la integración mediante la función de

distribución, tenemos que ‖ ‖Lp,p = ‖ ‖p para toda p (notemos que |fp|∗ = (f ∗)p).

Es posible demostrar la desigualdad del triángulo para ‖ ‖Lp,q si 1 ≤ q ≤ p y que la

norma de Lorentz es equivalente, mediante la función de distribución, a la presentada

a continuación.

8



Capítulo 1. Preliminares 9

Proposición 1.2.3 (Norma en el espacio de Lorentz mediante la función de distribu-

ción).

‖f‖Lp,q = p
1
q

(ˆ ∞
0

sq df (s)
q
p

ds

s

) 1
q

.

En los espacios de Lorentz, al igual que en los espacios Lp, se tiene la desigualdad

de Hölder.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Hölder en espacios de Lorentz). Si 0 < p1, p2, p <∞
y 0 < q1, q2, q ≤ ∞ tales que 1

p
= 1

p1
+ 1

p2
y 1

q
= 1

q1
+ 1

q2
, entonces

‖fg‖Lp,q ≤ C‖f‖Lp1,q1‖g‖Lp2,q2

donde C = C(p1, p2, q1, q2) es constante.

Es conocido que si m(Ω) < ∞ y p < q, se tiene la inclusión Lq ⊂ Lp. De forma

similar, en el caso de espacios de Lorentz se tienen las siguientes inclusiones.

Teorema 1.2 (Inclusiones entre espacios de Lorentz). Sean 1 ≤ p, q, P,Q ≤ ∞.

1. Si q < Q, entonces ‖f‖Lp,Q ≤ C‖f‖Lp,q . Es decir,

Lp,q ↪→ Lp,Q.

2. Si p < P , entonces (m(Ω))−
1
p‖f‖Lp,q ≤ C(m(Ω))−

1
P ‖f‖LP,Q . Es decir,

LP,Q ↪→ Lp,q.

La inclusión LP,Q ⊂ Lp,q no es válida si la medida de Ω es in�nita. Observemos

que sin importar si la medida de Ω es �nita o no, se tiene Lp ⊂ Lp,∞. Al espacio

Lp,∞ se le conoce como Lp-débil. Otra caracterización de la norma en los espacios de

Lorentz se obtiene utilizando la dualidad de Lp,q.

Teorema 1.3 (Caracterización dual de los espacios de Lorentz). Sea 1 < p < ∞ y

1 ≤ q ≤ ∞. Para toda f ∈ Lp,q,

‖f‖Lp,q ≈ sup

{∣∣∣∣ˆ
Ω

fḡdm(x)

∣∣∣∣ : ‖g‖Lp′,q′ ≤ 1

}
donde ≈ representa que las dos cantidades son comparables con constantes que depen-

den de p y q. Además, la hipótesis f ∈ Lp,q puede cambiarse por f y g no negativas.

En la sección 1.9, caracterizaremos el espacio de Lorentz mediante la interpolación

real de espacios de Lebesgue.

9
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1.3. Espacios de Hölder

Consideremos Ω ⊂ Rn un abierto y 0 < γ ≤ 1.

De�nición 1.3.1. Una función f que satisface la condición

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|γ (1.3.1)

para x, y ∈ Ω es Hölder continua o Lipschitz continua de exponente γ.

Toda función Hölder continua es uniformemente continua.

De�nición 1.3.2.

1. Si f : Ω→ R es acotada y continua, entonces

‖f‖C(Ω̄) = sup
x∈Ω
|f(x)|.

2. La γ-seminorma de Hölder de f : Ω→ R está dada por

[f ]C0,γ(Ω̄) = sup
x,y∈Ω
x6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|γ

y la γ-norma de Hölder se de�ne como

‖f‖C0,γ(Ω̄) = ‖f‖∞ + [f ]C0,γ(Ω̄).

3. El espacio de Hölder Ck,γ(Ω̄) consiste de todas las funciones f ∈ Ck(Ω̄) para las

cuales la norma

‖f‖Ck,γ(Ω̄) := ‖f‖Ck(Ω̄) +
∑
|α|=k

[∂αf ]C0,γ(Ω̄)

es �nita.

Observación 1.3.1.

1. Ck2,γ2(Ω̄) ⊂ Ck1,γ1(Ω̄) si k1 + γ1 ≤ k2 + γ2.

2. C1  C0,1 pero C0,1 es cercano a C1. Por el Teorema de Rademacher, toda

función Lipschitz continua es diferenciable casi para todo punto y las primeras

parciales son acotadas (véase [16, pág. 281]).

10
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1.4. Las clases de funciones BMO(Rn) y VMO(Rn)

Denotamos por fB al promedio de la función f sobre la bola B, es decir,

fB =
1

|B|

ˆ
B

f(x)dx.

Las funciones de oscilación media acotada, son las funciones localmente integrables

para las cuales la expresión

‖f‖∗ = sup

{ˆ
B

|f(x)− fB|dx
}

es �nita y donde el supremo es tomado sobre todas las bolas en Rn. Es conocido que la
caracterización es equivalente para bolas o cubos. El espacio de funciones de oscilación

media acotada es denotado por BMO(Rn) = BMO. En general, la expresión ‖f‖∗
no es una norma pero sí una seminorma.

Una clase importante de funciones a lo largo de este trabajo es la clase de fun-

ciones con oscilación media que se anula denotada por VMO(Rn) y de�nida como la

adherencia de C∞c (Rn) en la norma de BMO(Rn). Debido a la desigualdad

‖f‖∗ ≤ 2‖f‖∞

tenemos que las funciones continuas que se anulan al in�nito C0 pertenecen a dicha

clase.

1.5. Espacios de Sobolev

Decimos que α = (α1, . . . αn) con αi ∈ N para todo i = 1, . . . , n es un multi-índice

y escribimos |α| :=
∑n

i=1 αi. Denotamos por Dα a la α-ésima derivada parcial, es

decir,

Dαf =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

f.

Sean f, g ∈ L1
loc(Ω). Decimos que g es la derivada débil ó en el sentido de las

distribuciones de f de orden α, denotado por Dαf = g si se satisface la relación
ˆ

Ω

(Dαφ(x))f(x)dx = (−1)|α|
ˆ

Ω

g(x)φ(x)dx

para todo φ ∈ C∞c (Ω).

11
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De�nición 1.5.1. Sean 1 ≤ p <∞ y k ∈ N. De�nimos el espacio de Sobolev W k,p(Ω)

como el conjunto de funciones f ∈ Lp(Ω) tal que para cada multi-índice α tal que

|α| ≤ k las derivadas en el sentido de las distribuciones Dαf pertenecen a Lp(Ω). La

norma en este espacio está dada por

‖f‖Wk,p(Ω) :=
∑

0≤|α|≤k

‖Dαf‖p.

Es posible de�nir los espacios de Sobolev de orden fraccionario. Para tal efecto,

consideremos primero el núcleo de Bessel Gα por

Gα = F−1((1 + |ξ|2)−
α
2

donde F−1 es la transformada inversa de Fourier.

De�nimos el espacio de potenciales de Bessel Gα(Lp(Rn)) como el conjunto de las

funciones f que pueden escribirse como f = Gα ∗ g para alguna g ∈ Lp(Rn).

En el libro de Stein [50, teorema 3, capítulo V] se muestra que los espacios de

potenciales de Bessel Gα(Lp(Rn)) y de Sobolev W k,p(Rn) son equivalentes cuando

k ∈ N. Esta relación nos motiva a de�nir los espacios de Sobolev de orden fraccionario.

De�nición 1.5.2. Sea α ∈ R. El espacio de Sobolev fraccionario Wα,p(Rn) es el

conjunto de todas las aplicaciones f ∈ Lp(Rn) para las cuales Gα ∗ f pertenece a

Lp(Rn).

En el caso particular cuando 0 < α < 1 tenemos la siguiente caracterización para

el espacio de Sobolev fraccionario.

Lema 1.5.1. Sea 0 < α < 1, 2n
n+2α

< p. Entonces, f ∈ Wα,p(Rn) si y sólo si f ∈
Lp(Rn) y

Dαf(x) =

(ˆ
Rn

|f(x)− f(y)|2

|x− y|n+2α
dy

) 1
2

∈ Lp(Rn).

Entonces ‖f‖Wα,p(Rn) ≈ ‖f‖Lp(Rn) + ‖Dαf‖Lp(Rn).

Cabe mencionar que existen otras normas equivalentes en el espacio Wα,p(Rn) y

para lo cual referimos al trabajo de Strichartz [52].

De suma importancia son las inclusiones entre los espacios de Sobolev, Lebesgue

y Hölder. Mostramos algunos de ellos en el siguiente Teorema

Teorema 1.4 (Corolario 9.13 en [6]). Sea k ≥ 1 y p ∈ [1,∞).

1. W k,p(Rn) ⊂ Lq(Rn) donde 1
q

= 1
p
− k

n
si 1

p
− k

n
> 0.

12
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2. W k,p(Rn) ⊂ Lq(Rn), para toda q ∈ [p,∞) si 1
p
− k

n
= 0.

3. W k,p(Rn) ⊂ L∞(Rn), si 1
p
− k

n
< 0.

Todas estas inclusiones son continuas. Más aún, si k − n
p
> 0 no es un entero, sean

s = [k − n
p
] y θ = k − n

p
− s para 0 < θ < 1. Entonces para toda f ∈ W k,p(Rn),

‖Dαf‖∞ ≤ C‖f‖Wk,p

para todo multi-índice α con |α| ≤ k y

|Dαf(x)−Dαf(y)| ≤ C‖f‖Wk,p|x− y|θ c. p. t. x, y ∈ Rn

y para todo multi-índice α con |α| ≤ k. En particular,

W k,p(Rn) ⊂ Cs(Rn). (1.5.1)

Decimos que A(Rn) es un álgebra de funciones si para f, g ∈ A(Rn) se tiene que

fg ∈ A(Rn) y existe una constante C tal que,

‖fg‖A(Rn) ≤ C‖f‖A(Rn)‖g‖A(Rn).

Como ejemplo de un álgebras de funciones tenemos a los espacios de Sobolev

Wα,p(Rn) cuando αp > n. Otros ejemplos de álgebras de funciones son los espacios

de Besov para ciertos índices que se tratarán en la siguiente sección.

Por otra parte, para todo α y 1 < p <∞, la clase de funciones C∞c (Rn) es densa

en Wα,p(Rn) (véase [56, pág. 172]). Por último, mostramos el siguiente lema sobre

inclusiones en los espacios de Sobolev.

Lema 1.5.2 (Observación 2 pág. 206 en [56]). Para todo 0 ≤ α1 ≤ α2 y 1 < p <∞
se tiene

Wα2,p(Rn) ↪→ Wα1,p(Rn).

Relacionado con los espacios de Sobolev, tenemos los espacios de Besov y Triebel-

Lizorkin. Estas clases de funciones pueden entenderse como una escala diferente entre

espacios de Sobolev. En la siguiente secciones estudiaremos otros espacios de funciones

de interés para esta tesis.

13
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1.6. Espacios de Besov

Consideremos 0 < α < 1 y ψ ∈ S(Rn) tal que

ψ(x) =

{
1, si |x| ≤ 1;

0, si |x| > 3
2
.

Sea ψ0 = ψ y de�namos ψj(x) = ψ(2−jx) − ψ(2−j+1x), x ∈ Rn y j ∈ N. Como
∞∑
k=0

ψk(x) = 1 para x ∈ Rn, la familia {ψk} es una partición de la unidad.

El espacio de Besov Bα
p,q(Rn) es el conjunto de las funciones f tales que

‖f‖Bαp,q(Rn) =

(
∞∑
j=0

2jsq‖(ψj f̂ )̌ ‖qLp(Rn)

)1/q

(1.6.1)

es una cantidad �nita para 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ y donde el símboloˆrepresenta la

transformada de Fourier y porˇsu inversa (véase, por ejemplo, [55, pág. 45]).

Otra forma de caracterizar estos espacios de Besov es mediante el siguiente lema

que utiliza las primeras diferencias de una función y cuando 0 < α < 1 (para más

detalles véase [50, pag. 151]).

Lema 1.6.1 (Caracterización del espacio de Besov). Para 0 < α < 1 y 1 ≤ p, q ≤ ∞,

son equivalentes

1. f ∈ Bα
p,q(Rn)

2. f ∈ Lp(Rn) y satisfaceˆ
Rn

(ˆ
Rn

(
|f(x)− f(y)|
|x− y|

n
q

+α

)p

dx

) q
p

dy

 1
q

<∞.

En la sección 1.9, se introducirá otra caracterización de los espacios de Besov

utilizando la interpolación real de espacios de funciones.

Una propiedad importante que utilizaremos en esta tesis es el hecho de que cuando

αp > n y 1 ≤ p, q ≤ ∞, el espacio de Besov Bα
p,q(Rn) es un álgebra de funciones.

Además, se tiene que la inclusión Bα
p,q(Rn) ↪→ C(Rn) es compacta en el caso αp > n

(véase [55, pág. 145]).

Por otra parte, de forma análoga a los espacios de Sobolev, el espacio C∞c (Rn) y

S(Rn) son densos en Bα
p,q(Rn) para α ∈ R, 1 < p <∞ y 1 < q <∞ (véase [56, pág.

172]).

14
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1.7. Espacios de Triebel-Lizorkin

Si permutamos las normas en la expresión 1.6.1 de la de�nición de los espacios de

Besov, obtenemos una escala distinta de espacios. Consideremos ψj como en la sección

anterior. El espacio de Triebel-Lizorkin Fα
p,q(Rn) es el conjunto de las funciones f tales

que

‖f‖Fαp,q(Rn) =

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

2jsq((ψj f̂ )̌ )q

)1/q
∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

es una cantidad �nita para 0 < p ≤ ∞ y 0 < q ≤ ∞ y donde el símboloˆrepresenta

la transformada de Fourier y porˇsu inversa (véase, por ejemplo, [55, pág. 45]).

Los espacios Fα
p,q(Rn) son álgebras de funciones en el caso que 0 < p < q ≤ ∞

y αp > n (véase el corolario en la subsección 2.8.3 en [55, pág. 146]) y la clase de

funciones C∞c (Rn) es densa para α ∈ R y 1 < p, q <∞.

Un hecho importante es la identi�cación de los espacios de Sobolev con el espacio

de Triebel-Lizorkin, es decir,

Wα,p(Rn) = Fα
p,2(Rn).

En el caso entre los espacios de Besov y Triebel-Lizorkin se tiene que éstos coinci-

den, cuando p = q, Bα
p,p = Fα

p,p. Además, entre estos espacios se tiene las siguientes

inclusiones

Bα
p,mı́n{p,q}(Rn) ↪→ Fα

p,q(Rn) ↪→ Bα
p,máx{p,q}(Rn).

1.8. Operadores de Calderón-Zygmund. Las trans-

formadas de Riesz, Cauchy y Beurling

Recordemos que un núcleo estándar es una función medible K de�nida en Rn ×
Rn \ {(x, x) : x ∈ Rn} que toma valores en R o C que satisface:

1. |K(x, y)| . 1
|x−y|n para todo x, y ∈ Rn,

2. |K(x, y)−K(x′, y)| . |x−x′|
|x−y|n+1 si |x− y| ≥ 2|x− x′|.

De esta manera, T es un operador de Calderón-Zygmund ó integral singular si para

cada f ∈ C∞c (Rn) existe un núcleo estándar K tal que

Tf(x) =

ˆ
Rn
K(x, y)f(y)dy

y T se extiende a un operador continuo en L2(Rn).
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Dado un operador integral singular T , de�nimos el operador integral singular trun-

cado como

Tεf(x) =

ˆ
|x−y|≥ε

K(x, y)f(y)dy, x 6∈ supp f

y el operador integral singular maximal mediante la relación

T ∗f(x) = sup
ε>0
|Tεf(x)| .

Sea b ∈ BMO(Rn). De�nimos el operador conmutador de T y b para f ∈ C∞c (Rn)

como

Cbf(x) = [b, T ]f(x) =

ˆ
Rn

(b(x)− b(y))K(x, y)f(y)dy. (1.8.1)

Los operadores de Calderón-Zygmund son acotados en Lp y también los conmu-

tadores Cb.

Teorema 1.5. Si T es un operador de Calderón-Zygmund, entonces para 1 < p <∞
existe una constante C tal que

‖Tf‖p ≤ C‖f‖p.

La constante C es menor o igual que Amáx{p, p′} donde A depende de la dimensión

n, la constante en las condiciones (1) y (2) en la de�nición del núcleo de Calderón-

Zygmund y la acotación para T en L2.

A continuación presentamos un ejemplo de núcleo de Calderón-Zygmund.

Ejemplo 1.8.1. Supongamos que Ω es una función de clase C∞ de�nida en la esfera

Sn−1 ⊂ Rn con integral cero, entonces

K(x, y) = Ω

(
x− y
|x− y|

)
1

|x− y|n

se puede probar que es un núcleo de Calderón-Zygmund. En particular, sea z ∈ C,
entonces

K(z, w) =
1

(z − w)2

es un núcleo de Calderón-Zygmund.

Proposición 1.8.1. Si T es un operador de Calderón-Zygmund, f ∈ L1(Rn) y t > 0,

entonces

m ({x : |Tf(x)| > t}) ≤ C

t

ˆ
Rn
|f(x)|dx

16
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Sean f, g : Rn → C, se de�ne la convolución de dos funciones f y g , denotada

por f ∗ g, como la función

f ∗ g(x) =

ˆ
Rn
f(x− y)g(y)dm(y).

Es inmediato de la de�nición que la convolución es conmutativa, es decir, f ∗g = g∗f .
Además que con respecto a la diferenciabilidad

∂α(f ∗ g) = f ∗ (∂αg) = (∂αf) ∗ g.

Decimos que el operador T con núcleo K es de convolución si

Tf(x) = K ∗ f(x) =

ˆ
Rn
K(x− y)f(y)dy.

Consideremos el núcleo de Calderón-Zygmund K(z, w) = 1
(z−w)2

del ejemplo 1.8.1,

entonces

Tf(z) =

ˆ
C

f(w)

(z − w)2
dw =

ˆ
C

f(z − w)

w2
dw =

(
1

w2
∗ f
)

(z),

es decir, el operador T es de convolución.

De�nimos la familia de operadores potenciales de Riesz mediante la regla:

Iα(f)(x) = γ(α, n)

ˆ
Rn
f(y)|x− y|α−ndy

para 0 < α < n. La constante γ(α, n) está dada por la relación

γ(α, n) =
2n−αΓ((n− α)/2)

(4π)n/2Γ(α/2)

donde Γ es la función gamma usual.

La condición α > 0 es necesaria para garantizar que |x|α−n sea localmente inte-

grable.

Proposición 1.8.2. Para f ∈ S(Rn) se tiene

Iα(f) = (f̂(ξ)|ξ|−α)̌ .

Las propiedades de homogeneidad del operador implican que aplica Lp en Lq sólo

si 1/p− 1/q = α/n. Es decir,

Teorema 1.6 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Si 1/p−1/q = α
n
y 1 < p < n/α, entonces

existe una constante C = C(n, α, p) tal que

‖Iαf‖q ≤ C‖f‖p.

La constante C satisface C < C(n, α) mı́n

{
(p− 1)−(1−α

n
) ,
(
α
n
− 1

p

)−(1−α
n

)
}
.

17
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Observemos que el Teorema 1.6 implica que los operadores Iα : Lp → Lq es con-

tinuo cuando 1
p
− 1

q
= α

n
.

En el caso de espacios de Lorentz, para los potenciales de Riesz, se tienen los

siguientes resultados.

Teorema 1.7. Sea 0 < α < n. Los potenciales de Riesz Iα son acotados de L1 en

L
n

(n−α) ,∞ y de L
n
α
,1 en L∞.

En el artículo [5] de Bagby, se muestra, además que Iα aplica L
n
α
,1 en C0.

Comenzamos ahora la discusión de las transformadas de Cauchy y Beurling que

será de vital importancia en este trabajo.

De�nición 1.8.1. De�nimos la transformada de Cauchy de una función f de la clase

de Schwartz por

Cf(z) =
1

π

ˆ
C

f(w)

z − w
dw

para z, w ∈ C.

Si f ∈ S(C), se puede demostrar

‖Cf‖∗ ≤ C‖f‖2.

Esta desigualdad se traduce en que la transformada de Cauchy de una función de L2,

es un elemento de BMO;

C : L2 → BMO.

Es conocido que la transformada de Cauchy es continua de Lp con 2 < p <∞ en C0,γ

con γ = 1− 2
p
. Además,

[Cf ]C0,γ(C) ≤ Cp‖f‖p

donde Cp ≤ 12p2

p−2
.

Observemos que podemos escribir la transformada de Cauchy como un operador

de convolución

Cf(z) =

(
1

πw
∗ f
)

(z).

Para f ∈ S(C) se tiene

∂̄ Cf(z) = ∂̄

(
1

πw
∗ f
)

(z)

=

(
∂̄

(
1

πw

)
∗ f
)

(z)

= f(z)

18



Capítulo 1. Preliminares 19

pues 1
πw

es la solución fundamental del operador ∂̄ . Si f ∈ Lp para 1 < p < ∞ se

tiene

∂̄ Cf = f.

Además, si f es una función de Schwartz,

∂ Cf(z) = ĺım
ε→0+

− 1

π

ˆ
|z−w|>ε

f(w)

(z − w)2
dw = −V P 1

π

ˆ
C

f(w)

(z − w)2
dw.

De�nición 1.8.2. La transformada de Beurling B se de�ne como el valor principal

de la integral

Bf(z) = −V P 1

π

ˆ
C

f(w)

(z − w)2
dw.

Observemos que B es un operador de Calderón-Zygmund cuyo núcleo es

− 1

π(z − w)2
.

Para funciones f ∈ S(C), la relación entre la transformada de Cauchy y la de Beurling

está dada por

∂Cf(z) = ∂

(
1

πw
∗ ∂̄ f

)
(z) =

(
1

πw2
∗ ∂̄ f

)
(z) = Bf(z).

Ahora, presentamos el siguiente resultado sobre la transformada de Beurling en

espacios de Sobolev de exponente entero. Cabe mencionar que la proposición 1.8.3,

podemos cambiar la transformada de Beurling por cualquier operador de convolución.

Proposición 1.8.3. La transformada de Beurling satisface B : W 1,p(C)→ W 1,p(C).

En general, si k ∈ N

B : W k,p(C)→ W k,p(C).

Demostración. Observemos que la transformada de Beurling B es un operador de

convolución con núcleo − 1
πz2

, es decir,

Bf(z) =

(
− 1

πw2
∗ f
)

(z).

Si k ≥ 1, de las propiedades de diferenciabilidad de la convolución tenemos,

∂kBf(z) =

(
− 1

πw2
∗ ∂kf

)
(z) = B

(
∂kf

)
(z).

Esto termina la demostración.
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20 Capítulo 1. Preliminares

En el caso de espacios de Sobolev de exponente α ∈ R \ N utilizamos la caracte-

rización mediante potenciales de Bessel. Sea f ∈ Wα,p(C), entonces existe g ∈ Lp(C)

tal que f(z) = Gα∗g(z). Mediante el Teorema de Fubini y dado que B es un operador

continuo en Lp(C) tenemos

Bf(z) =

(
− 1

πw2
∗ f
)

(z)

=

(
− 1

πw2
∗ (Gα ∗ g)

)
(z)

=

(
Gα ∗

(
− 1

πw2
∗ g
))

(z)

= Gα ∗Bg(z)

Esto implica que Bf ∈ Wα,p(C). Mediante la Proposición 1.8.3 y utilizando el método

de interpolación compleja podemos obtener la misma conclusión en el caso de los

espacios de Sobolev fraccionarios. Esto es parte de nuestra siguiente sección.

1.9. Interpolación real y compleja

Comenzamos esta sección con dos resultados clásicos de interpolación. El primero

debido a Riesz (1926) y Thorin (1938) y el cual es la base de la interpolación com-

pleja. El segundo es debido a Marcinkiewicz (1939) y Zygmund (1956) y se considera

precursor del método de la interpolación real.

Para comenzar, recordemos que

Lp + Lq = {f : Rn → C : f = f0 + f1, f0 ∈ Lp, f1 ∈ Lq}.

Teorema 1.8 (Interpolación de Riesz-Thorin). Sea T un operador lineal de Lp0 +Lp1

en Lq0 + Lq1 , donde 1 ≤ p0, q0, p1, q1 ≤ ∞ tal que

‖Tf‖Lq0 ≤ C0‖f‖Lp0 para todo f ∈ Lp0

‖Tf‖Lq1 ≤ C1‖f‖Lp1 para todo f ∈ Lp1

Para 0 < θ < 1, de�nimos p y q por

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

.

Si 1 < q <∞, entonces T aplica Lp en Lq y

‖Tf‖Lq ≤ C1−θ
0 Cθ

1‖f‖Lp

para f ∈ Lp.

20
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Ahora mencionamos el Teorema de interpolación de Marcinkievicz. Para tal caso

recordemos que T es un operador cuasi-lineal si para algún C ≥ 1, para todo λ ∈ C
y para todo f, g en el dominio de T ,

|T (λf)| = |λ||Tf |,

|T (f + g)| ≤ C(|Tf |+ |Tg|).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que C ≥ 1.

Teorema 1.9. Sean 0 < r ≤ ∞, 0 < p0 6= p1 ≤ ∞, 0 < q0 6= q1 ≤ ∞ y consideremos

dos espacios de medida (X,µ) y (Y, ν). Sea T un operador cuasi-lineal de�nido en

Lp0(X) + Lp1(X) que toma valores en el conjunto de las funciones medibles de Y o

sobre un conjunto de funciones simples de X en Y . Supongamos que para algunos

M0,M1 <∞ las siguientes estimaciones de tipo débil son válidas

‖T (χA)‖Lq0,∞ ≤ C0µ(A)1/p0 ,

‖T (χA)‖Lq1,∞ ≤ C1µ(A)1/p1

para todo subconjunto medible de A ⊂ X de medida �nita. Fijemos 0 < θ < 1 y sean

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

.

Entonces existe una constante C que depende de K, p0, p1, q0, q1, C0, C1, r, θ tal que

para toda f en el dominio de T y en Lp,r(X) se tiene

‖T (f)‖Lq,r ≤ C‖f‖Lp,r .

Observemos que Lp,∞ ⊂ Lp0 +Lp1 y por lo tanto, el operador T está bien de�nido

en Lp,r para toda r ≤ ∞.

Como una aplicación del Teorema de Marcinkiewicz, presentamos la siguiente.

Lema 1.9.1. Un operador de Calderón-Zygmund T es continuo de Lp,r en Lp,r. Es

decir, satisface T : Lp,r → Lp,r y la estimación

‖Tf‖Lp,r . ‖f‖Lp,r .

Demostración. Por la proposición 1.8.1,

|{x : |T (χE)(x)| > t}| ≤ C
|E|
t
.
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22 Capítulo 1. Preliminares

De esta forma sabemos que

‖T (χE)‖L1,∞ ≤ C|E|

para todo conjunto medible E.

Ahora recordemos que Lp ⊂ Lp,∞ y que para 1 < p < ∞, por el Teorema 1.5, los

operadores de Calderón-Zygmund son acotados en Lp,

‖T (f)‖p ≤ Cp‖f‖p.

De esta manera,

‖T (χE)‖Lp,∞ ≤ ‖T (χE)‖Lp ≤ Cp‖χE‖p = Cp|E|
1
p .

Por el Teorema 1.9,

‖T (f)‖Lq,r ≤ C‖f‖Lp,r .

En particular, para la transformada de Beurling tenemos que

‖B f‖L2,r ≤ C‖f‖L2,r

para r ≤ ∞.

Para el caso de potenciales de Riesz, mediante el Teorema 1.7 y el Teorema de

Marcinkiewicz 1.9, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.10 (Hardy-Littlewood-Sobolev para potenciales de Riesz en espacios de

Lorentz [5]). Supongamos que 0 < α < n y 1 < p < q < ∞ con 1
q

= 1
p
− α

n
> 0. Si

1 ≤ r ≤ ∞, entonces para f ∈ Lp,r

‖Iαf‖Lq,r ≤ C‖f‖Lp,r .

Es decir, el potencial de Riesz Iα es un operador lineal acotado de Lp,r en Lq,r.

Para terminar esta sección, enunciamos las de�niciones y resultados sobre inter-

polación real y compleja que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

De�nición 1.9.1. Sea A un grupo abeliano escrito de forma aditiva. Si c ≥ 1 es

una constante, una c-cuasinorma ‖ · ‖ es una función de�nida en A que toma valores

reales que satisface

1. ‖a‖ ≥ 0 y ‖a‖ = 0 si y sólo si a = 0.
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2. ‖ − a‖ = ‖a‖ para a ∈ A.

3. ‖a+ b‖ ≤ c(‖a‖+ ‖b‖) para a, b ∈ A.

Decimos que (A, ‖ · ‖) es un cuasigrupo normado.

De�nición 1.9.2. Un espacio vectorial cuasinormado es un espacio vectorial que es

cuasinormado y donde la cuasinorma satisface ‖λa‖ = |λ|‖a‖ para todo escalar λ.

Ejemplos de espacios vectoriales cuasinormados, son espacios Lp(Rn). Si 0 < p <

∞, tenemos que

‖f + g‖p ≤ máx{1, 2
1−p
p }(‖f‖p + ‖g‖p).

Entonces Lp(Rn) es un espacio vectorial cuasinormado para 0 < p <∞.

Es conocido que los grupos cuasinormados son espacios métricos (véase, por ejem-

plo [56]). Por otra parte, a un espacio vectorial cuasinormado y completo se le llama

cuasi-Banach.

Los espacios Lp son cuasi-Banach si 0 < p ≤ ∞. De hecho son Banach si 1 ≤ p ≤
∞.

De�nición 1.9.3. Sean A0 y A1 grupos cuasinormados. Decimos que (A0, A1) es una

pareja de interpolación (cuasinormada) si existe un grupo cuasinormado A tal que

A0 ⊂ A, A1 ⊂ A con inclusiones continuas.

Si (A0, A1) es una pareja de interpolación, entonces los conjuntos A0∩A1 y A0+A1

son subgrupos de A donde

A0 + A1 = {a ∈ A : a = a0 + a1; aj ∈ Aj}.

De�nimos

‖a‖A0∩A1 = máx{‖a‖A0 , ‖a‖A1},

‖a‖A0+A1 = ı́nf
a=a0+a1,
aj∈Aj

{‖a‖A0 + ‖a‖A1}.

Lema 1.9.2. Si (A0, A1) es una pareja de interpolación, entonces A0 ∩A1 y A0 +A1

son grupos cuasinormados.

La idea de la teoría de interpolación es encontrar grupos Aθ tales que A0 ∩ A1 ⊂
Aθ ⊂ A0 + A1 donde Aθ es intermedio entre A0 y A1.

De acuerdo con el Teorema de Riesz-Torin y Marcinkiewicz, los resultados sobre

acotación de operadores, utilizan operadores lineales o sublineales. De forma similar,

en la teoría de interpolación más general, consideraremos homomor�smos, es decir,

aplicaciones T : A→ B tales que T (a+ b) = T (a) + T (b) y T (−a) = T (a).
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24 Capítulo 1. Preliminares

De�nición 1.9.4. Sean A, B grupos cuasinormados y consideremos T : A → B un

homomor�smo. La cuasinorma de T está dada por

‖T‖ = ‖T‖A→B = sup
a∈A
a6=0

‖Ta‖B
‖a‖A

.

Decimos que T es acotado si ‖T‖ <∞.

Sean t ∈ (0,∞) y a ∈ A0 + A1, entonces la K-funcional está dada por

K(t, a) = K(t, a;A0, A1) = ı́nf{‖a0‖A0 + t‖a1‖A1}.

De�nición 1.9.5. Consideremos (A0, A1) una pareja de interpolación. Si 0 < θ < 1

y 0 < q <∞, sea

‖a‖(A0,A1)θ,q =

(ˆ ∞
0

[t−θK(t, a)]q
dt

t

) 1
q

(1.9.1)

para a ∈ A0 + A1. Denotamos (A0, A1)θ,q al conjunto de a ∈ A0 + A1 para los cuales

(1.9.1) es �nita.

El número θ es el parámetro de interpolación y q es parámetro �no. Por ejemplo,

si p0 < p entonces

(Lp0(Rn), Lp1(Rn))θ,q = Lp,q(Rn) (1.9.2)

donde
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

y p0 ≤ q. Por tanto los espacios de Lorentz pueden obtenerse mediante la interpolación

real de espacios Lp.

Otra caracterización de los espacios de Besov, es la obtenida mediante la interpo-

lación real entre el espacio Lp y el espacio de Sobolev, es decir, para 0 < α < 1,

(Lp(Rn),W 1,p(Rn))α,q = Bα
p,q(Rn). (1.9.3)

Teorema 1.11 (Interpolación de operadores). Sean (A0, A1) y (B0, B1) dos parejas

de interpolación y consideremos T un homomor�smo de A0 +A1 en B0 +B1 acotado

Aj → Bj con cuasinormas Mj para j = 0, 1. Entonces T es acotado (A0, A1)θ,q en

(B0, B1)θ,q para θ, q y

‖T‖(A0,A1)θ,q→(B0,B1)θ,q ≤M1−θ
0 M θ

1 .
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Como una aplicación del Teorema anterior, consideremos la transformada de

Beurling B. Sabemos por el Teorema 1.5 que B : Lp(C) → Lp(C) y dado que B

es un operador de convolución, para k ≥ 1 con k ∈ N, B : W k,p(C) → W k,p(C).

Entonces

B : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) (1.9.4)

para 1 ≤ q ≤ ∞ y 0 < α < k.

Teorema 1.12 (Propiedades elementales de interpolación real). Sean (A0, A1)una

pareja de interpolación, 0 < θ < 1 y 0 < q <∞. Entonces

1. (A0, A1)θ,q = (A1, A0)1−θ,q

2. (A0, A1)θ,q ⊂ (A0, A1)θ,Q si q ≤ Q

3. Si A0 = A1 entonces (A0, A1)θ,q = A0 = A1

4. ‖a‖(A0,A1)θ,q ≤ Cθ,q‖a‖1−θ
A0
‖a‖θA1

para a ∈ A0 ∩ A1.

Pasamos ahora a mostrar de forma muy sintetizada el método de interpolación

compleja. Nos restringimos al caso de espacios de Banach.

De�nición 1.9.6. Sea 0 < θ < 1. Decimos que a ∈ [A0, A1]θ si y sólo si existe una

función f(z) con z = x+ iy, tal que:

1. f(z) es holomorfa, acotada en la banda 0 < x < 1 y que toma valores en A0 +A1

con valores continuos sobre las lineas frontera x = 0 y x = 1.

2. f(iy) es continua y acotada con valores en A0.

3. f(1 + iy) es continua y acotada con valores en A1.

4. a = f(θ).

Consideramos la norma para [A0, A1]θ a

‖a‖[A0,A1]θ = ı́nf
f

máx{‖f(iy)‖A0 , ‖f(1 + iy)‖A1}.

En este caso, diremos que [A0, A1]θ es un espacio de interpolación de exponente θ.
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Como ejemplo, tenemos que

[Lp0 , Lp1 ]θ = Lp

si
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

con 0 < θ < 1.

Otro caso interesante para nuestro trabajo, son los espacios de Sobolev fracciona-

rios. En el caso 0 < α < 1, se pueden caracterizar como el espacio de interpolación

de exponente α entre Lp(Rn) y W 1,p(Rn), es decir

[Lp(Rn),W 1,p(Rn)]α = Wα,p(Rn).

Teorema 1.13 (Interpolación compleja de operadores). Sean [A0, A1] y [B0, B1] dos

parejas de interpolación de espacios de Banach y T : Aj → Bj para j = 0, 1 un

homeomor�smo entre parejas de interpolación. Entonces T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ es

continuo. Más aún,

‖T‖[A0,A1]θ→[B0,B1]θ ≤ ‖T‖
1−θ
A0→B0

‖T‖θA1→B1
.

En el caso de los espacios Lp, del Teorema anterior se sigue el Teorema de Riesz-

Torin 1.8. Ahora apliquemos el Teorema anterior a la transformada de Beurling B.

Recordemos que B es un operador de Calderón-Zygmund continuo de Lp en Lp y por

ser de convolución es continuo de W k,p en W k,p para k ∈ N. En este caso se tiene

B : Wα,p(C)→ Wα,p(C).

Para concluir esta sección, enunciamos los resultados de las parejas de interpo-

lación que caracterizan espacios utilizados en este trabajo. Dichos resultados pueden

consultarse, por ejemplo, en el libro de Triebel [56, pág. 182, 184 y 185].

Teorema 1.14. Sean α0, α1 ∈ R y 1 < p0, p1, q0, q1 < ∞. Si 0 < θ < 1, de�nimos

α, p, q mediante las relaciones,

α = (1− θ)α0 + θα1,

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

.

Entonces:
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1. Los espacios de Besov satisfacen

(Bα0
p,q0
, Bα1

p,q1
)θ,q = Bα

p,q si p0 = p1 = p,

(Bα0
p0,q0

, Bα1
p1,q1

)θ,q = Bα
p,q si p = q,

[Bα0
p0,q0

, Bα1
p1,q1

]θ = Bα
p,q si 1 ≤ q0 <∞, 1 ≤ q1 ≤ ∞ y 1 < p0, p1 <∞.

2. Los espacios de Triebel-Lizorkin satisfacen

(Fα0
p,q0
, Fα1

p,q1
)θ,p = Bα

p,p si α0 6= α1,

(Fα
p0,q0

, Bα
p1,q1

)θ,q = Bα
p,p si α0 = α1 = α y p = q,

(Fα
p0,r

, Fα
p1,r

)θ,q = Fα
p,r si α0 = α1 = α y 1 < r <∞,

[Fα0
p0,q0

, Fα1
p1,q1

]θ = Fα
p,q .

3. Los espacios de Sobolev satisfacen

(Wα0,p,Wα1,p)θ,r = Bα
p,r si α0 6= α1, p0 = p1 = p y 1 < r <∞,

(Wα,p0 ,Wα,p1)θ,p = Bα
p,p si α0 = α1 = α,

[Wα0,p0 ,Wα1,p1 ]θ = Wα,p .

1.10. Resultados sobre compacidad de operadores

Antes de comenzar a enunciar los resultados utilizados sobre compacidad de ope-

radores, recordemos algunas de�niciones.

Un subconjunto F de un espacio métrico es relativamente compacto si su adheren-

cia es compacta. Los siguientes criterios son equivalentes:

1. F es relativamente compacto si y sólo si toda sucesión de puntos de F contiene

una subsucesión de Cauchy.

2. F es relativamente compacto si y sólo si para todo ε > 0 puede recubrirse por

un número �nito de bolas de radio ε.

Estas equivalencias pueden consultarse en el libro de Lax [31, pag. 233].

Sean X e Y dos espacios de Banach. Un operador lineal T : X → Y es compacto

si la imagen T (B) de la bola unitaria B ∈ X es un conjunto relativamente compacto

en Y . Sobre operadores compactos, recordamos las siguientes a�rmaciones:

Teorema 1.15.
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1. La suma de operadores compactos es un operador compacto.

2. Multiplicar por un escalar un operador compacto nos da un operador compacto.

3. Sean X,X1, Y, Y1 espacios de Banach y supongamos que el operador T : X → Y

es compacto y los operadores V : X1 → X y U : Y → Y1 son continuos, entonces

los operadores U ◦ T y T ◦ V son compactos.

4. Si Tn : X → Y es una sucesión de operadores compactos que convergen en la

norma del operador a T , es decir

ĺım
n→∞

‖Tn − T‖X→Y = 0.

Entonces el operador T es compacto.

Para la prueba de los enunciados antes mencionados sugerimos consultar el libro

de Lax [31] ó el de Schechter [46].

Retomando la teoría de interpolación, enunciamos dos resultados referentes a la

interpolación de operadores y compacidad. El primero, debido a Cobos y Persson

[12] utilizando el método de interpolación real y el segundo a Cwikel y Kalton [14]

referente al método de interpolación compleja.

Teorema 1.16 (Teorema 3.1 en [12]). Sean (A0, A1) y (B0, B1) parejas de interpo-

lación y T : Aj → Bj con j = 0, 1, tal que T : A0 → B0 es compacto. Entonces

T : (A0, A1)θ,q → (B0, B1)θ,q

es compacto para cada 0 < θ < 1 y 0 < q ≤ ∞.

El caso de la interpolación compleja entre parejas de interpolación es más delicado.

No bastan las condiciones del Teorema 1.16. Para tener un resultado equivalente

al Teorema 1.16, necesitamos la propiedad de que un espacio de Banach posea la

propiedad incondicional para sucesiones de diferencias de martingalas, denotada por

UMD por sus siglas en inglés (unconditionality property for martingales di�erences).

Debido a que no es nuestra intención tratar esta propiedad, sólo mencionaremos que

los espacios Lp poseen la propiedad UMD para 1 < p < ∞ y que la propiedad

UMD es estable por interpolación, es decir, si (A0, A1) es una pareja de interpolación

de espacios UMD, entonces los espacios de interpolación [A0, A1]θ y (A0, A1)θ,q son

UMD para 0 < θ < 1 y 1 < q < ∞. De esta forma los espacios de Lorentz poseen

la propiedad UMD. Para más detalles sobre la propiedad UMD véase el artículo

Fernandez y García [17].
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Teorema 1.17 (Teorema 9 en [14]). Sean (A0, A1) y (B0, B1) parejas de interpolación

y supongamos queA0 es un espacio UMD. Supongamos que T : A0 → B0 es compacto.

Entonces T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ es compacto para cada 0 < θ < 1.

Teorema 1.18 (Teorema 10 en [14]). Sea (A0, A1) una pareja de interpolación donde

A0 es re�exivo y está dado por A0 = [W,A1]α para algún 0 < α < 1 y algún espacio

de Banach W que forma una pareja de interpolación con A1. Si T : Aj → Bj con

j = 0, 1 y T : A0 → B0 es compacto, entonces T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ es compacto

para 0 < θ < 1.

1.11. Operadores de Fredholm

En la teoría utilizada en este trabajo, son de gran importancia los operadores

de Fredholm. Presentamos las de�niciones y resultados empleados aquí. Excelentes

referencias para este tópico son los libros [6, 31, 46].

De�nición 1.11.1. Dados dos espacios de Banach X e Y , decimos que el operador

T : X → Y es de Fredholm si satisface:

1. La dimensión del núcleo ker(T ) es de dimensión �nita.

2. La imagen del operador T (X) es cerrado y tiene codimensión �nita.

El índice de T está de�nido por

index(T ) = dim ker(T )− dim coker(T ) (1.11.1)

donde coker(T ) = Y/T (X).

El índice es estable bajo pequeñas perturbaciones, es decir,

Teorema 1.19. Si T : X → Y es de Fredholm y P : X → Y tiene norma su�ciente-

mente pequeña, entonces dim ker(T + P ) ≤ dim ker(T ) y se tiene index(T + P ) =

index(T ).

Los siguientes resultados nos permiten decidir cuándo un operador es de Fredholm.

Teorema 1.20.

1. Si T : X → Y y P : Y → Z son de Fredholm, entonces P ◦ T : X → Z es de

Fredholm y satisface

index(P ◦ T ) = index(P ) + index(T ).
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2. Si T : X → Y es de Fredholm y K : X → Y es un operador compacto, entonces

T +K es un operador de Fredholm y el index(T +K) = index(T ).

3. Si T : X → Y y existen Pj : Y → X, j = 1, 2, tales que

T ◦ P1 = I +K1,

P2 ◦ T = I +K2,

donde Kj son operadores compactos para j = 1, 2, entonces T , P1 y P2 son de

Fredholm y

index(T ) = −index(−Pj), j = 1, 2.

Como una consecuencia de la parte 3 del Teorema 1.20, se tiene el siguiente coro-

lario.

Corolario 1.21. Sea T : X → Y un operador continuo y supongamos que existen

operadores continuos Pi : Y → X para i = 1, 2 y operadores compactos K1 : X → X

y K2 : Y → Y tales que

P1 ◦ T = A1 +K1

T ◦ P2 = A2 +K2

donde Ai con i = 1, 2 son operadores invertibles. Entonces T es de Fredholm.

En lo sucesivo entenderemos que TP es la composición T ◦ P de dos operadores.
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CAPÍTULO 2

Ecuación de Beltrami en el plano

Consideremos la ecuación de Beltrami

∂̄ f(z) = µ(z) ∂ f(z), z ∈ C, (2.0.1)

donde el coe�ciente de Beltrami µ es una función medible sobre C que cumple la

condición de elipticidad ‖µ‖∞ ≤ k < 1.

En 1938, Morrey en [40] demostró que existe esencialmente una única función f ∈
W 1,2
loc (C) que satisface la ecuación (2.0.1) casi para todo punto y es un homeomor�smo

del plano. Nos referiremos a tal aplicación f como µ-quasiconforme. Las soluciones

de (2.0.1) que pertenecen al espacio de Sobolev W 1,2
loc (C) se llaman µ-quasiregulares

(ó K-quasiregulares, donde K = 1+‖µ‖∞
1−‖µ‖∞ ).

Un resultado de Mori de 1956 [39] (véase también [1, pag. 47]) establece que las

aplicaciones K-quasiregulares pertenecen a Liploc(α,C) para α < 1
K
< 1. Recordamos

también que toda aplicación µ-quasiregular es la composición de una aplicación µ-

quasiconforme con una función holomorfa. Este resultado es conocido como el Teore-

ma de factorización de Stoilow (véase, por ejemplo [3, pag. 149]). En el caso del estudio

de la regularidad, el Teorema de Stoilow nos permite concentrarnos únicamente en

la aplicación µ-quasiconforme. Sobre el estudio de la regularidad de las aplicaciones

µ-quasiconformes tenemos los siguientes resultados.

1. Las estimaciones de Schauder aseguran que f ∈ C1,ε(C) si el coe�ciente de

Beltrami µ ∈ C0,ε(C). Además, no es difícil mostrar que dicha aplicación es

bilipschitz.
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32 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

2. Si µ ∈ VMO(C) (véase [4, 24]), entonces f ∈ W 1,p
loc (C) para todo 1 < p < ∞ y

por tanto pertenece a C0,ε(C) para todo ε < 1.

3. Si µ ∈ W 1,2(C), la aplicación f preserva conjuntos de capacidad analítica cero,

aún cuando f no sea bilipschitz (véase [10, 11]).

4. En el artículo de Mateu et al. [36] se demuestra que si µ = gχΩ donde Ω es

un dominio acotado de clase C1,ε con ε > 0 y g ∈ Lip(ε,Ω) tal que ‖g‖∞ < 1,

entonces la aplicación µ-quasiconforme asociada es bilipschitz.

En el artículo de Clop et al. [10], mediante la regularidad del coe�ciente de Beltrami

µ se caracteriza la regularidad de la solución principal f(z) = z + Ch(z).

Teorema 2.1 (Proposición 4 en [10]). Sea µ ∈ W 1,p(C) con soporte compacto tal

que ‖µ‖∞ ≤ K−1
K+1

< 1. Sea f la solución de la ecuación de Beltrami (2.0.1), entonces

1. Si p > 2, entonces f ∈ W 2,p
loc (C).

2. Si p = 2, entonces f ∈ W 2,q
loc (C) con q < 2.

3. Si 2K
K−1

< p < 2, entonces f ∈ W 2,q
loc (C) para cada q < q0, donde 1

q0
= 1

p
+ K−1

2K
.

En el mismo artículo [10, pág. 205�206] se muestra que la función µ-quasiconforme

en una vecindad del origen,

f(z) = z(1− log |z|) (2.0.2)

con coe�ciente de Beltrami dado por

µ(z) =
z

z̄

1

2 log |z| − 1
(2.0.3)

satisface µ ∈ W 1,q
loc (C) cuando q < 2 pero f 6∈ W 2,2

loc (C).

De�nimos el espacio de potenciales de funciones de Lorentz como

Iα(Lp,q) = {f : existe g ∈ Lp,q tal que f = Iαg}.

La norma en este espacio está dada por

‖f‖Iα(Lp,q) = ‖g‖Lp,q

donde g es la función en Lp,q tal que f = Iαg.

El coe�ciente de Beltrami (2.0.3) satisface µ 6∈ I1(L2,1(C)) pero µ ∈ I1(L2,q(C))

para q > 1 (véase la subsubsección 2.1.1.1). Nuestro interés de introducir la clase de

funciones I1(L2,1(C)) está motivada del Teorema de Stein en [49] pues toda función
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Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano 33

de esta clase es continua y nos permite tener buenas propiedades para el coe�ciente

de Beltrami. Primeramente se tiene la inclusión I1(L2,1(C)) ↪→ C0(C). Observamos,

además, que en este espacio se tiene la relación

‖f‖I1(L2,1) ≈ ‖∇f‖L2,1 .

Por otra parte, intentando caracterizar las soluciones como en el Teorema 2.1,

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Consideremos el coe�ciente de Beltrami µ con soporte compacto y

que cumple la condición de elipticidad ‖µ‖∞ ≤ k < 1.

1. Si µ ∈ I1(L2,1(C)), entonces la solución principal f(z) = z + Ch(z) es tal que

h ∈ I1(L2,1(C)).

2. Si 0 < α < 1, αp > 2 y µ ∈ Wα,p(C), entonces la solución principal f(z) =

z + Ch(z) es tal que h ∈ Wα,p(C).

3. Si 0 < α < 1, αp > 2, 1 ≤ q ≤ ∞ y µ ∈ Bα
p,q(C), entonces la solución principal

f(z) = z + Ch(z) es tal que h ∈ Bα
p,q(C).

4. Si 0 < α < 1, (1 + α)p > 2 y µ ∈ W 1+α,p(C). La solución principal f(z) =

z + Ch(z) es tal que h ∈ W 1+α,p(C).

5. Si 0 < α < 1, (1 + α)p > 2, 1 < q ≤ 2p
2−αp y µ ∈ B1+α

p,q (C). La solución principal

f(z) = z + Ch(z) es tal que h ∈ Bα
p,q(C).

Como mencionamos antes, por el Teorema de Stoilow, para estudiar la regulari-

dad, nos basta saber qué propiedades tiene la solución principal µ-quasiconforme ya

que las otras soluciones se obtienen por composición con una función holomorfa que

es de la clase C∞(C).

En el contexto de la regularidad, la demostración de los apartados 1, 2 y 3 del

Teorema 2.2 se basa en la idea de Iwaniec [24, pág. 42�43] para la demostración de

la invertibilidad del operador I − µB en Lp(C) cuando el coe�ciente de Beltrami

µ ∈ VMO(C). Observemos que si f(z) = z +Ch(z), entonces las derivadas parciales

satisfacen

∂f(z) = 1 +Bh(z),

∂̄ f(z) = h(z).
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34 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

Mediante estas relaciones, transformamos la ecuación de Beltrami (2.0.1) en la ecua-

ción funcional

(I − µB)h(z) = µ(z) (2.0.4)

y por tanto nos interesa estudiar cuándo el operador I − µB es invertible. Entonces

tenemos

h(z) = (I − µB)−1µ(z).

La invertibilidad del operador en la clase de funciones respectiva nos permite transferir

las propiedades del coe�ciente de Beltrami a la aplicación h.

La demostración de la invertibilidad del operador I−µB corresponde a la sección

2.1. Observemos que en estos casos, la clase de funciones X(C) a la que pertenece el

coe�ciente de Beltrami, satisfacen las siguientes propiedades.

1. X es un álgebra multiplicativa de funciones invariantes por traslaciones que

tiene una norma caracterizada por primeras diferencias.

2. X ⊂ Lp(C).

3. X es invariante bajo operadores de Calderón Zygmund, es decir, T : X → X.

4. X ⊂ C(C).

5. C∞c (C) es una clase densa en X.

6. Se satisface la desigualdad de Minkowski (véase [47, Teorema 13.14]),∥∥∥∥ˆ
A

f(x, y)dy

∥∥∥∥
X

≤
ˆ
A

‖f(x, y)‖X dy.

Cuando α ∈ (0, 1) y (1 + α)p > 2, las clases de funciones W 1+α,p(C) y B1+α
p,q (C)

son álgebras de funciones pero no tienen una representación en primeras diferencias.

Esto hace que no las podamos tratar como en los casos anteriores. Para estas clases,

procedemos utilizando una idea de Ahlfors en [1, pág. 94].

Consideremos una función λ tal que

∂f(z) = λ(z),

∂̄ f(z) = µ(z)λ(z).
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La aplicación λ satisface la ecuación no homogénea de Beltrami

∂̄ λ(z) = λ(z)∂µ(z) + ∂λ(z) µ(z),

de donde, utilizando el hecho que B(∂̄ λ) = ∂λ y g(z) = ∂̄ (log λ(z)), obtenemos la

ecuación funcional de Beltrami,

(I − µB)g(z) = ∂µ(z)

y por tanto nos interesa

g(z) = (I − µB)−1∂µ(z).

Observamos que en el caso correspondiente, ∂µ ∈ Wα,p(C) ó ∂µ ∈ Bα
p,q(C). Si αp > 2,

las clases de funciones Wα,p(C) y Bα
p,q(C) son álgebras de funciones y por tanto pode-

mos aplicar directamente el resultado obtenido en estos casos (véase la Proposición

2.1.1). En el caso αp ≤ 2 tenemos algunas complicaciones. Para comenzar, no es evi-

dente que el operador de Beltrami I − µB sea continuo. Sin embargo, en el caso que

µ ∈ W 1+α,p
c (C) sea un multiplicador de Wα,p(C) (Lema 2.2.1) se tiene la continuidad

del operador. Análogamente, en el caso de los espacios de Besov, el Lema 2.2.5 nos

dice que las aplicaciones de B1+α
p,q (C) con soporte compacto son multiplicadores de

Bα
p,q(C) pero pagando el precio de una restricción sobre el índice q.

Debido a las similitudes que tienen las demostraciones de los casos I1(L2,1(C)),

Wα,p(C) y Bα
p,q(C), las concentramos en la sección 2.1. Las demostraciones en los

casos W 1+α,p(C) y B1+α
p,q (C) aparecen en la sección 2.2.

2.1. Invertibilidad del operador de Beltrami

En esta subsección exhibiremos el método general para demostrar la invertibilidad

del operador de Beltrami en X(C) que denotará a I1(L2,1(C)), Wα,p(C) ó Bα
p,q(C).

Utilizamos los métodos de [24, pág. 42�43] para demostrar la invertibilidad. Con-

sideremos el operador

Pm = I + µB + · · ·+ (µB)m

y observemos que

(I − µB)Pn−1 = Pn−1(I − µB) = I − µnBn +K. (2.1.1)

Si el operador I − µnBn es invertible (Lemas 2.1.1, 2.1.3 y 2.1.5) y el operador K es

compacto entonces el operador de Beltrami I − µB es de Fredholm (Corolario 1.21).
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36 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

La compacidad del operador K se sigue del hecho que es suma �nita de operadores

que contienen como factor el conmutador [µ,B] que es compacto (Lemas 2.1.2, 2.1.4

y 2.1.6). Consideremos la deformación continua de la identidad en el operador I−µB
dada por I − tµB con t ∈ [0, 1]. Por el Teorema 1.19 y dado que index(I) = 0, el

operador I − µB tiene índice cero.

Por otra parte, I − µB es un operador inyectivo pues

kerX(C)(I − µB) ⊂ kerLp(C)(I − µB)

y dado que el núcleo de I − µB es trivial en Lp(C) para toda 1 < p < ∞ (véase

[24, pág. 43]), también lo es en el caso X(C) = I1(L2,1(C)),Wα,p(C), Bα
p,q(C). De esta

manera tenemos que I − µB es un operador de Fredholm de índice cero e inyectivo.

De la de�nición del índice para un operador de Fredhom (1.11.1) se sigue que es

exhaustivo. Esto concluye que I − µB es invertible.

En resumen, sobre la invertibilidad del operador de Beltrami tenemos la siguiente

proposición.

Proposición 2.1.1. Sea µ una función con soporte compacto tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1.

Entonces:

1. Si µ ∈ I1(L2,1(C)), entonces I − µB : I1(L2,1(C))→ I1(L2,1(C)) es invertible.

2. Si 0 < α < 1, αp > 2 y µ ∈ Wα,p(C), entonces I − µB : Wα,p(C)→ Wα,p(C) es

invertible.

3. Si 0 < α < 1, αp > 2, 1 ≤ q ≤ ∞ y µ ∈ Bα
p,q(C), entonces I − µB : Bα

p,q(C) →
Bα
p,q(C) es invertible.

Las diferencias entre las tres clases de funciones nos obligan a tratar los detalles

técnicos de forma separada en las siguientes subsecciones.

2.1.1. Invertibilidad en I1(L
2,1(C))

En esta subsección consideramos la invertibilidad del operador I − µnBn y la

compacidad del operador conmutador [µ,B] en I1(L2,1(C)).

Comenzamos estudiando la invertibilidad del operador I − µnBn.

Lema 2.1.1. Sea µ ∈ I1(L2,1(C)) una función con soporte compacto tal que ‖µ‖∞ ≤
k < 1. El operador I − µnBn : I1(L2,1(C))→ I1(L2,1(C)) es invertible
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Demostración. Usando métodos que utilizan la transformada de Fourier ([50, pág.

73]), de demuestra que el núcleo de las iteradas de la transformada de Beurling está

dado por

bn(z) =
(−1)nn

π

z̄n−1

zn+1
.

Entonces para cada n ∈ N, las iteradas de la transformada de Beurling Bn son o-

peradores de Calderón-Zygmund y la norma de cada operador está acotada por la

constante

‖bn(z)|z|2‖∞ + ‖∇bn(z)|z|3‖∞ ≤ Cn2 (2.1.2)

donde C es una constante positiva.

Recordemos que

‖µnBn(f)‖I1(L2,1) ≈ ‖∇(µnBn(f))‖L2,1 .

Entonces, utilizando las propiedades de las funciones de I1(L2,1) y que ‖FG‖L2,1 .

‖F‖∞‖G‖L2,1 para F ∈ L∞(C) y G ∈ L2,1(C) se tiene

‖µnBn(f)‖I1(L2,1) ≤ ‖|∇µ|nµn−1Bn(f)‖L2,1 + ‖µnBn(∇f)‖L2,1

. n‖∇µ‖L2,1‖µ‖n−1
∞ ‖Bn(f)‖∞ + C‖µ‖n∞‖Bn(∇f)‖L2,1

Dado que ‖Bnf‖∞ . ‖Bnf‖I1(L2,1) . n2‖f‖I1(L2,1) y ‖Bn(∇f)‖L2,1 . n2‖∇f‖L2,1 ≈
n2‖f‖I1(L2,1), tenemos que

‖µnBn(f)‖I1(L2,1) . n3‖∇µ‖L2,1‖µ‖n−1
∞ ‖∇f‖L2,1 + n2‖µ‖n∞‖∇f‖L2,1

. n2‖µ‖n−1
∞ ‖µ‖I1(L2,1)(n‖∇µ‖L2,1 + ‖µ‖∞)‖f‖I1(L2,1)

. n2‖µ‖n−1
∞ ‖µ‖I1(L2,1)(n‖µ‖I1(L2,1) + ‖µ‖∞)‖f‖I1(L2,1)

lo cual muestra que la norma del operador µnBn es pequeña en I1(L2,1(C)) para n

su�cientemente grande. Esto implica que I − µnBn es invertible en I1(L2,1(C)).

Lema 2.1.2. Si µ ∈ I1(L2,1(C)) entonces [µ,B] : I1(L2,1(C)) → I1(L2,1(C)) es com-

pacto.

Demostración. Observemos que el operador [µ,B] es continuo en I1(L2,1(C)) pues

‖[µ,B]f‖I1(L2,1) = ‖µBf −B(µf)‖I1(L2,1)

≤ ‖µBf‖I1(L2,1) + ‖B(µf)‖I1(L2,1)

. ‖∇µ ·Bf‖L2,1 + ‖µ ·B(∇f)‖L2,1 + ‖B(∇µ · f + µ · ∇f)‖L2,1

. ‖∇µ ·Bf‖L2,1 + ‖µ ·B(∇f)‖L2,1 + ‖B(∇µ · f)‖L2,1 +

+ ‖µ · ∇f‖L2,1 .
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Utilizando que la transformada de Beurling es continua en L2,1(C), el hecho que

‖FG‖L2,1 . ‖F‖∞‖G‖L2,1 para F ∈ L∞(C) y G ∈ L2,1(C) y dado que ‖Bf‖∞ .

‖f‖I1(L2,1) tenemos

‖[µ,B]f‖I1(L2,1) = ‖∇µ‖L2,1‖Bf‖∞ + ‖µ‖∞‖B(∇f)‖L2,1

+‖B‖L2,1→L2,1(‖∇µ · f‖L2,1 + ‖µ · ∇f‖L2,1)

. ‖µ‖I1(L2,1)‖f‖I1(L2,1) + ‖B‖L2,1→L2,1(‖∇µ‖L2,1‖f‖∞ + ‖µ‖∞‖∇f‖L2,1)

. ‖µ‖I1(L2,1)‖f‖I1(L2,1) + ‖B‖L2,1→L2,1(‖µ‖I1L2,1‖f‖∞ + ‖µ‖∞‖f‖I1(L2,1))

. ‖µ‖I1(L2,1)‖f‖I1(L2,1).

Por otra parte, debido a que las funciones de clase C∞c (C) son densas en I1(L2,1(C)),

reducimos el estudio de la compacidad del conmutador a funciones µ ∈ C∞c (C).

Observemos que

‖[µ,B]f‖I1(L2,1) =
2∑
j=1

‖∂j(µB(f)−B(µf))‖L2,1

≤
2∑
j=1

‖[∂jµ,B]f‖L2,1 + ‖[µ,B](∂jf)‖L2,1

donde ∂j es ∂ si j = 1 ó ∂̄ si j = 2. El conmutador [µ,B] : L2,1(C) → L2,1(C)

es compacto por el Teorema de interpolación de operadores 1.16 y dado que dicho

operador es compacto en Lp por el Teorema 2 del artículo de Uchiyama [58].

Nos concentraremos en demostrar que [a,B] : I1(L2,1(C)) → L2,1(C) es compacto

donde a ∈ C∞c (C). Reduciendo como en el artículo de Krantz y Li [29, pág. 643],

dado η > 0 de�nimos los operadores Kη mediante la extensión continua del núcleo

de la transformada de Beurling. Es decir,

Kη(z, w) = K(z, w) si |z − w| ≥ η,

|Kη(z, w)| ≤ C

|z − w|2
si |z − w| < η,

Kη(z, w) = 0 si |z − w| ≤ η

2
.

Entonces

|[a,B −Bη](f)(z)| =
∣∣∣∣ˆ (a(z)− a(y))(K(z − y)−Kη(z − y))f(y) dy

∣∣∣∣
≤ C

ˆ
|z−y|<η

|a(z)− a(y)|
|z − y|2

|f(y)| dy

≤ C‖f‖∞
ˆ
|z−y|<η

1

|z − y|
dy ≤ Cη‖∇f‖L2,1 .
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Dado que a tiene soporte compacto, [a,B − Bη](f)(z) = 0 cuando |z| es su�cien-

temente grande. Por tanto tenemos que [a,Bη] tiende a [a,B] cuando η → 0 en la

norma del operador. Así, por la parte 4 del Teorema 1.15, sólo nos restará probar que

[a,Bη] : I1(L2,1)→ L2,1 es compacto.

De forma directa tenemos que [a,Bη] es uniformemente acotado en L2,1. A�rmamos

que es equicontinuo, si f ∈ I1(L2,1(C)) y |z − w| < η, entonces

[a,Bη]f(z)− [a,Bη]f(w) = (a(z)− a(w))

ˆ
C
Kη(z, ξ)f(ξ)dA(ξ)

+

ˆ
C

(Kη(w, ξ)−Kη(z, ξ)) (a(ξ)− a(w)) f(ξ)dA(ξ)

= θ1(z, w) + θ2(z, w).

Como

|θ1(z, w)| =

∣∣∣∣(a(z)− a(w))

ˆ
C
Kη(z, ξ)f(ξ)dA(ξ)

∣∣∣∣
≤ |(a(z)− a(w))|

ˆ
|z−ξ|>η

∣∣∣∣ 1

(z − ξ)2

∣∣∣∣ |f(ξ)|dA(ξ)

≤ C‖f‖∞η ≤ C̃‖∇f‖L2,1η ≤ C̃‖f‖I1(L2,1)η.

y también se tiene

|θ2(z, w)| =

∣∣∣∣ˆ
C

(Kη(w, ξ)−Kη(z, ξ)) (a(ξ)− a(w)) f(ξ)dA(ξ)

∣∣∣∣
≤
ˆ
C
|Kη(w, ξ)−Kη(z, ξ)| |a(ξ)− a(w)| |f(ξ)| dA(ξ)

≤
ˆ
C\B(z,η/2)

‖∇Kη‖∞
|z − w|
|ξ − w|2

|a(ξ)− a(w)| |f(ξ)| dA(ξ)

≤ ˜̃C‖∇f‖L2,1η.

Por tanto tenemos que

|[a,Bη]f(z)− [a,Bη]f(w)| ≤ K̃‖∇f‖L2,1η

y se tiene la condición de equicontinuidad.

Ahora veremos que se tiene una condición de decaimiento en el in�nito. Supongamos
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40 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

que supp a ⊂ D(0, 2). Entonces si |z| > R

|[a,B]f(z)| ≤
∣∣∣∣ˆ
C
(a(z)− a(w))Kη(z, w)f(w)dA(w)

∣∣∣∣
≤
ˆ

supp a

|a(w)||Kη(z, w)||f(w)|dA(w)

≤ ‖f‖∞‖a‖∞
ˆ

supp a

|Kη(z, w)|dA(w)

≤ ‖f‖∞‖a‖∞
ˆ
|w|>R

1

|z − w|2
dA(w)

≤ C‖f‖∞‖a‖∞
1

|z|2
.

Con la condición de acotación uniforme, de equicontinuidad y de decaimiento en

el in�nito y utilizando el Teorema de Frechet-Kolmogorov para espacios de Lorentz

(Corolario 2.5), concluimos que [∇µ,Bη] es compacto de I1(L2,1(C)) en L2,1(C).

Concluimos esta subsección, con la prueba de la versión del Teorema de Frechet-

Kolmogorov para espacios de Lorentz. Para la demostración, utilizaremos el clásico

Teorema de Arzelá-Ascoli.

Teorema 2.3 (Arzelá-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto y H un subcon-

junto acotado de C(K). Supongamos que H es uniformemente equicontinuo. Entonces

H es relativamente compacto en C(K).

Teorema 2.4 (Frechet-Kolmogorov para espacios de Lorentz). Sea Ω ⊂ Rn un abierto
y consideremos ω ⊂ Ω. Supongamos que F es un subconjunto acotado de Lp,q(Ω) para

1 ≤ p < ∞ y 1 ≤ q < ∞. Además, supongamos que para todo ε > 0 existe δ > 0,

δ < dist(ω,Ωc) tal que ‖f(· + h) − f(·)‖Lp,q(ω) < ε para todo h ∈ Rn que satisface

|h| < δ y para todo f ∈ F. Entonces F|ω es relativamente compacto en Lp,q(ω).

Demostración. Supongamos primeramente que Ω es acotado. Para f ∈ F de�nimos

f̃(x) =

{
f(x) si x ∈ Ω,

0 si x ∈ Rn \ Ω.

Observemos que F̃ = {f̃ : f ∈ F} es acotado en Lp,q(Rn) y L1(Rn). Consideremos las

funciones regularizantes ρi ∈ C∞c (Rn), supp ρi ⊂ B(0, 1
i
) y
´
Rn ρi = 1, ρi ≥ 0 en Rn.

Utilizando las funciones regularizantes, tenemos que ‖ρi ∗ f̃ − f̃‖Lp,q(ω) < ε para todo

f̃ ∈ F̃ y para todo n > 1
δ
.
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Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano 41

Consideremos el conjunto de funciones H = (ρi ∗ F̃)|ω. Para cada i, tenemos que se

satisfacen las hipótesis del Teorema 2.3. Primeramente, para todo f̃ ∈ F, se tiene

‖ρi ∗ f̃‖L∞(Rn) ≤ ‖ρi‖L∞(Rn)‖f̃‖L1(Rn) ≤ Ci.

Por otra parte, para todo x1, x2 ∈ Rn y para todo f̃ ∈ F̃

|(ρi ∗ f̃)(x1)− (ρi ∗ f̃)(x2)| ≤ |x1 − x2|‖ρi‖Lip‖f̃‖L1

≤ Ci|x1 − x2|.

Esto implica que H es relativamente compacto en C(ω) y por tanto en Lp,q(ω).

Dado ε > 0 se �ja n > 1
δ
de forma que

‖(ρ ∗ f̃)− f‖Lp,q(ω) < ε

para todo f ∈ F. Como H es relativamente compacto en Lp,q(ω), se puede cubrir con

un número �nito de bolas de radio ε (en Lp,q(ω)). Las bolas correspondientes de radio

2ε cubren a F|ω. Por tanto F|ω es precompacto en Lp,q(ω)

Corolario 2.5 (Teorema de Riesz-Frechet-Kolmogorov). Sean Ω ⊂ Rn y F un sub-

conjunto acotado de Lp,q(Ω) para 1 ≤ p <∞ y 1 ≤ q <∞. Supongamos que

1. Para todo ε > 0 y para todo ω b Ω, existe δ > 0, δ < dist(ω,Ωc) tal que

‖f(·+ h)− f(·)‖Lp,q(ω)

para todo h ∈ Rn con |h| < δ y para todo f ∈ F,

2. Para todo ε > 0 existe ω b Ω tal que ‖f‖Lp,q(Ω\ω) < ε para todo f ∈ F.

Entonces F es relativamente compacto en Lp,q(Ω).

Demostración. Dado ε > 0 elegimos ω b Ω tal que

‖f‖Lp(Ω\ω) < ε

para todo f ∈ F. Por el Teorema 2.4 se tiene que el conjunto F|ω es relativamente

compacto en Lp,q(ω). Por tanto podemos cubrir F|ω por un número �nito de bolas de

radio ε en Lp,q(ω). Sea

F|ω ⊂ ∪ki=1B(gi, ε)
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42 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

con gi ∈ Lp,q(ω). Consideramos

g̃i(x) =

{
gi(x) si x ∈ ω,
0 si x ∈ Ω \ ω.

De esta forma F ⊂ Uk
i=1B(g̃i, 2ε) considerando las bolas en Lp,q(Ω). Utilizando la

equivalencia 2 a la de�nición de que un subconjunto sea relativamente compacto

termina la demostración.

2.1.1.1. Ejemplo

A continuación recordamos el ejemplo presentado en Vaslil'ev de [59] y Clop et al.

de [10].

Ejemplo 2.1.1. Consideremos la aplicación f(z) = z(1 − log |z|). Dicha aplicación

es µ-quasiconforme en un entorno del origen con coe�ciente de Beltrami

µ(z) =
z

z̄

1

2 log |z| − 1
.

En particular, se sabe que µ ∈ W 1,2(C) en un entorno del origen. Un cálculo directo

muestra que f ∈ W 2,q
loc (C) cuando q < 2 pero f 6∈ W 2,2

loc (C).

La aplicación µ 6∈ I1(L2,1(C)) pero µ ∈ I1(L2,q(C)) para q > 1.

Un cálculo directo muestra que

∂µ(z) =
2

z̄(2 log |z| − 1)2

En D(0, ε) con ε < 1
e
se tiene que

|∂µ(z)| '
∣∣∣∣ 1

|z| log |z|

∣∣∣∣ .
Sea z = reiθ donde 0 ≤ r ≤ ε. Entonces |∂µ(z)| > t para toda t ∈ [0, ε) y en este caso

d∂µ(t) =

ˆ 2π

0

ˆ ε

0

rdrdθ = πε2.

Ahora, si t ≥ ε,

d∂µ = 2π

ˆ φ(t)

0

rdr = πφ2(t),

donde φ(t) = r, es decir,

t−1 = φ−1(r) =
1

r log
(

1
r

) .
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Por tanto la función de distribución de ∂µ está dada por

d∂µ(t) =

{
πε2 t ∈ [0, ε)

πφ2(t) t ≥ ε.

La relación d(t) = s equivale a que

t =
2
√
π

√
s log

(
π
s

) .
Entonces,

f ∗(s) =

{
2
√
π

√
s log(πs )

s ≥ π

0 s ∈ [0, π)

Calculando la norma de ∂µ en L2,q en D(0, ε) se tiene

‖∂µ‖L2,q =

(ˆ ∞
0

(
t1/2∂µ∗(t)

)q dt
t

) 1
q

=

(
2qπq/2

ˆ ∞
0

dt

t
(
log
(
π
t

))q
) 1

q

=

(
2qπq/2

ˆ ∞
π

dt

t
(
log
(
π
t

))q
) 1

q

la cual es integrable para q > 1.

2.1.2. Invertibilidad en W α,p(C)

En esta subsección presentamos los lemas técnicos necesarios para la demostración

del Teorema 2.1 en el caso de la clase de Sobolev Wα,p(C) con 2
p
< α < 1.

Lema 2.1.3. Sea µ ∈ Wα,p(C) con soporte compacto tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1. Si

αp > 2, el operador I − µnBn : Wα,p(C)→ Wα,p(C) es invertible

Demostración. La prueba es similar a la del Lema 2.1.1. Debido a que los núcleos

de las iteradas de la transformada de Beurling pueden calcularse explícitamente, uti-

lizando la relación (2.1.2) tenemos que para cada n ∈ N, la norma de la n-ésima

iterada de la transformada de Beurling cumple

‖Bn‖Wα,p→Wα,p ≤ Cn2.

Dado que αp > 2 y por tanto Wα,p(C) es un álgebra de funciones,

‖µnBnf‖Wα,p ≤ C ‖µn‖Wα,p‖Bnf‖Wα,p

≤ C n2‖µn‖Wα,p‖f‖Wα,p .
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44 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

Observemos que

µn(z)−µn(w) = (µ(z)−µ(w))(µn−1(z)+µn−2(z)µ(w)+ · · ·+µ(z)µn−2(w)+µn−1(w)).

Así, tenemos que

|µn(z)− µn(w)| . n|µ(z)− µ(w)| ‖µ‖n−1
∞

y de donde, utilizando el operador Dα del Lema 1.5.1 para la caracterización del

espacio de Sobolev fraccionario, tenemos

Dα(µn)2 =

ˆ
C

|µn(x)− µn(y)|2

|x− y|2+2α
dy

≤ n2(‖µ‖n−1
∞ )2

ˆ
C

|µ(x)− µ(y)|2

|x− y|2+2α
dy,

es decir,

Dα(µn) ≤ n‖µ‖n−1
∞ D(µ).

Por tanto, utilizando que µ tiene soporte compacto y que Wα,p(C) ⊂ Lp(C),

‖µn‖Wα,p ≈ ‖µn‖p + ‖Dα(µn)‖p
≤ n‖µ‖n−1

∞ (‖µ‖p + ‖Dα(µ)‖p)

≈ n‖µ‖n−1
∞ ‖µ‖Wα,p .

De lo anterior concluimos que

‖µnBn‖Wα,p ≤ Cn2‖µn‖Wα,p

≤ Cn3‖µ‖n−1
∞ ‖µ‖Wα,p ,

y como consecuencia, la norma del operador µnBn es pequeña cuando n es su�ciente-

mente grande. Por tanto el operador I − µnBn es invertible de Wα,p(C) en Wα,p(C).

Lema 2.1.4. Sea αp > 2. El operador conmutador [µ,B] : Wα,p(C) → Wα,p(C) es

compacto para µ ∈ Wα,p(C).

Demostración. Observemos que, utilizando que αp > 2, el espacio de SobolevWα,p(C)

es un álgebra de funciones,
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‖[µ,B]f‖Wα,p = ‖µBf −B(µf)‖Wα,p

≤ ‖µBf‖Wα,p + ‖B(µf)‖Wα,p

≤ ‖µ‖Wα,p‖Bf‖Wα,p + ‖B‖Wα,p→Wα,p‖µf‖Wα,p

. ‖µ‖Wα,p‖f‖Wα,p .

Esto implica que el conmutador es continuo enWα,p. Para demostrar que el conmuta-

dor [µ,B] es compacto sobreWα,p(C), utilizamos que las funciones C∞c (C) son densas

en Wα,p(C) y de esta manera aproximamos la función µ por funciones µj ∈ C∞c (C),

tales que µj → µ cuando j → ∞ en Wα,p(C). Entonces, dado que la transformada

de Beurling B es un operador continuo en Wα,p(C) y por la propiedad de álgebra

multiplicativa de la clase,

‖[µj, B]f − [µ,B]f‖Wα,p = ‖[µj − µ,B]f‖Wα,p

≤ ‖(µj − µ)Bf‖Wα,p + ‖B((µj − µ)f)‖Wα,p

. ‖µj − µ‖Wα,p‖f‖Wα,p
j→∞−−−→ 0.

Por tanto la familia de conmutadores [µj, B] aproximan al conmutador [µ,B] de forma

uniforme en la norma del operador. Esto nos reduce a demostrar que el conmutador

[µ,B] es compacto cuando µ ∈ C∞c (C) debido al Teorema 1.15 inciso 4.

Es conocido que el espacio Lp(C) es un espacio UMD para 1 < p < ∞ (véase [14,

pag.264]). Por el Teorema 2 de [58], para µ ∈ C∞c (C) ⊂ VMO(C), el conmutador

[µ,B] : Lp(C)→ Lp(C) es compacto para 1 < p <∞. Observemos que,

‖[µ,B]f‖W 1,p(C) . ‖µ‖W 1,p(C)‖Bf‖W 1,p(C) + ‖B(µf)‖W 1,p(C)

. ‖µ‖W 1,p(C)‖f‖W 1,p(C)‖B‖W 1,p(C)→W 1,p(C).

Esto implica que el conmutador es acotado en W 1,p(C). De los hechos de que, Lp(C)

es un espacio UMD, el conmutador es compacto en Lp(C) y continuo enW 1,p(C); por

el Teorema 1.17, el operador conmutador [µ,B] : Wα,p(C) → Wα,p(C) es compacto.

Esto termina la prueba.

2.1.3. Invertibilidad en Bα
p,q(C)

En esta subsección presentamos los lemas técnicos necesarios para la demostración

del Teorema 2.1 en el caso de la clase de Besov Bα
p,q(C) para 2

p
< α < 1 y 1 ≤ q ≤ ∞.
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46 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

Lema 2.1.5. Sea µ ∈ Bα
p,q(C) con soporte compacto tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1. Si

αp > 2, el operador I − µnBn : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es invertible

Demostración. Para mostrar que I−µnBn : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es invertible, procede-

mos a calcular la norma de ‖µnBnf‖Bαp,q . Utilizando métodos de análisis de Fourier se

tiene el siguiente control de la norma de las iteradas de la transformada de Beurling

‖Bn‖Bαp,q→Bαp,q ≤ Cn2

y por la condición de álgebra para el espacio de Besov Bα
p,q(C),

‖µnBnf‖Bαp,q ≤ C n2‖µn‖Bαp,q‖f‖Bαp,q .

Utilizando la caracterización en primeras diferencias de Bα
p,q(C) (véase Lema 14),

obtenemos

‖µnBn‖Bαp,q→Bαp,q ≤ C n3‖µ‖n−1
∞ ‖µ‖Bαp,q .

Como consecuencia, para n su�cientemente grande la norma del operador µnBn es

pequeña y por tanto I − µnBn es invertible.

Lema 2.1.6. Sean αp > 2 y 1 ≤ q ≤ ∞. Si µ ∈ Bα
p,q(C), el operador conmutador

[µ,B] : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es compacto.

Demostración. Utilizando la condición de álgebra de funciones, observamos que

‖[µ,B]f‖Bαp,q = ‖µBf −B(µf)‖Bαp,q
≤ ‖µBf‖Bαp,q + ‖B(µf)‖Bαp,q
≤ C ‖µ‖Bαp,q‖f‖Bαp,q .

Esto implica que el operador es continuo en los espacios de Besov Bα
p,q(C) cuando

αp > 2. Ahora bien, dado que la clase de funciones C∞c (C) es densa en Bα
p,q(C),

existe una sucesión {µj}j≥1 ⊂ C∞c (C) tales que µj
j→∞−−−→ µ en Bα

p,q(C). Utilizando

que Bα
p,q(C) es un álgebra de funciones y la invarianza del espacio de Besov para

operadores de Calderón-Zygmund,

‖[µj, B]f − [µ,B]f‖Bαp,q ≤ ‖µj − µ‖Bαp,q‖f‖Bαp,q
j→∞−−−→ 0.

Es decir, el operador conmutador [µ,B] es límite uniforme de operadores [µj, B], por

el Teorema 1.15 parte 4, basta con demostrar que [µj, B] es compacto en Bα
p,q(C).
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Por el Teorema 2 de [58], el conmutador [µ,B] : Lp(C) → Lp(C) es compacto. Ob-

servemos que

‖[µ,B]f‖W 1,p(C) . ‖µ‖W 1,p(C)‖f‖W 1,p(C)

si µ ∈ C∞c (C). Esto implica que [µ,B] : W 1,p(C) → W 1,p(C) es acotado. Por el Teo-

rema 1.16 tenemos que el operador [µ,B] : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es compacto.

2.2. Parte �nal del Teorema 2.2

En los casos tratados en la sección 2.1, el hecho que los espacios sean álgebras

multiplicativas de funciones garantizan, entre otras cosas, la continuidad de los ope-

radores I − µB, I − µnBn y el conmutador [µ,B].

En general, la derivada del coe�ciente de Beltrami ∂µ no pertenece a ningún

álgebra de funciones estudiadas y por tanto no podemos garantizar la continuidad de

los operadores tratados. Éste es el caso cuando 0 < α < 1 y (1+α)p > 2 y el coe�ciente

de Beltrami µ ∈ W 1+α,p(C)c ó µ ∈ B1+α
p,q (C)c. Como veremos más adelante, nos basta

con las clases de funciones con soporte compacto a la que pertenece el coe�ciente de

Beltrami al comportarse como multiplicador. Este es el primer resultado técnico que

necesitamos (Lemas 2.2.1 y 2.2.5).

Por otra parte, para la demostración seguiremos la idea de Ahlfors de [1, pág. 94�

95]. El coe�ciente de Beltrami pertenece, en los casos W 1+α,p(C) ó B1+α
p,q (C), a una

clase en la cual es posible derivar y por tanto consideramos la ecuación de Beltrami

(2.0.1) y λ una función tal que

∂f(z) = λ(z),

∂̄ f(z) = µ(z)λ(z),

entonces, la aplicación λ satisface la ecuación de Beltrami no homogénea

∂̄ λ(z) = ∂µ(z) λ(z) + µ(z) ∂λ(z). (2.2.1)

Utilizando el hecho de que B(∂̄ λ) = ∂λ, la ecuación (2.2.1) se transforma en la

ecuación funcional

(I − µB)h(z) = ∂µ(z)

donde h(z) = ∂̄ log λ(z).

Nuevamente, estamos interesados en obtener la relación

h(z) = (I − µB)−1∂µ(z)
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48 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

la cual nos lleva a demostrar la invertibilidad del operador en el espacio al que

pertenece la derivada parcial del coe�ciente de Beltrami ∂µ, a decir, Wα,p(C) ó

Bα
p,q(C). Observemos que tanto Wα,p(C) y Bα

p,q(C) no tienen por que ser un álge-

bra de funciones, en caso de serlo (αp > 2), procedemos como en la sección 2.1. Por

tanto nos concentramos en el caso cuando αp ≤ 2.

Utilizando el mismo procedimiento de Iwaniec en [24] utilizado en la sección 2.1, para

demostrar la invertibilidad del operador de Beltrami I−µB nos basta con demostrar

I − µnBn es invertible (Lemas 2.2.2 y 2.2.6) y que el conmutador [µ,B] (Lemas 2.2.3

y 2.2.7) es un operador compacto.

De ésta manera tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.2.1. Sea µ con soporte compacto tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1.

1. Si µ ∈ W 1+α,p(C) con 2
α+1
≤ p ≤ 2

α
, el operador I − µB : Wα,p(C) → Wα,p(C)

es invertible

2. Sea µ ∈ B1+α
p,q (C) donde 2

α+1
≤ p ≤ 2

α
y 1 < q ≤ 2p

2−αp . Entonces el operador

I − µB : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es invertible

2.2.1. Invertibilidad en W 1+α,p(C)

Comenzamos esta subsección con un resultado general de multiplicadores de la

clase Wα,p(Rn).

Lema 2.2.1. Las funciones deW 1+α,p(Rn) con soporte compacto son multiplicadores

de Wα,p(Rn) donde n
α+1
≤ p ≤ n

α
con 0 < α < 1. Además, para µ ∈ W 1+α,p(Rn) y

F ∈ Wα,p(Rn) se tiene

‖µF‖Wα,p ≤ (‖µ‖∞ + ‖µ‖
Wα, 2α

)‖F‖Wα,p (2.2.2)

≤ ‖µ‖W 1+α,p‖F‖Wα,p . (2.2.3)

Demostración. Sea µ ∈ W 1+α,p
c (Rn) y F ∈ Wα,p(Rn). Por el Teorema de Sobolev

(véase, por ejemplo, [52, pág. 1034]),

Wα,p(Rn) ⊂ W β,q(Rn) si
1

q
≤ 1

p
≤ 1

q
+
α− β
n

. (2.2.4)

Utilizando la caracterización de la norma por diferencias del espacio Wα,p(Rn) del

Lema 1.5.1,
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‖µF‖Wα,p ≈ ‖µF‖p + ‖Dα(µF )‖p

= ‖µF‖p +

(ˆ
Rn

(ˆ
Rn

|µ(x)F (x)− µ(y)F (y)|2

|x− y|n+2α
dy

) p
2

dx

) 1
p

≤ ‖µF‖p +

(ˆ
Rn

(ˆ
Rn

|µ(y)(F (x)− F (y))|2

|x− y|n+2α
dy

) p
2

dx

) 1
p

+

(ˆ
Rn

(ˆ
Rn

|F (x)(µ(x)− µ(y))|2

|x− y|n+2α
dy

) p
2

dx

) 1
p

Dado que W 1+α,p(Rn) ↪→ L∞(Rn) (véase el Teorema 1.4 parte 3),

‖µF‖Wα,p ≤ ‖µ‖∞‖F‖p + ‖µ‖∞‖Dα(F )‖p +

(ˆ
Rn
|F (x)|pDα(µ)pdx

) 1
p

= ‖µ‖∞‖F‖Wα,p +

(ˆ
Rn
|F (x)|pDα(µ)pdx

) 1
p

(2.2.5)

≤ ‖µ‖W 1+α,p‖F‖Wα,p + ‖F Dα(µ)‖p.

Nos concentramos ahora en el sumando de la derecha. Sea 1
q

= 1
p
− α

n
, entonces, por

la desigualdad de Hölder,

‖F Dα(µ)‖p ≤ ‖F‖q‖Dα(µ)‖q′

donde 1
q′

= α
n
. Por el encaje (2.2.4), F ∈ Wα,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) para 1

q
= 1

p
− α

n
y

µ ∈ W 1+α,p(Rn) ↪→ Wα,n
α (Rn) con 1

p
≤ α+1

n
,

‖F Dα(µ)‖p ≤ ‖F‖Wα,p‖Dα(µ)‖q′

≤ ‖F‖Wα,p‖Dα(µ)‖n
α

≤ ‖F‖Wα,p‖µ‖
Wα, nα

(2.2.6)

≤ ‖F‖Wα,p‖µ‖W 1+α,p .

De lo anterior, concluimos

‖µF‖Wα,p ≤ ‖µ‖W 1+α,p‖F‖Wα,p .

Por último, observemos que de (2.2.5) y (2.2.6) se tiene

‖µF‖Wα,p ≤ (‖µ‖∞ + ‖µ‖
Wα, 2α

)‖F‖Wα,p.

Esto termina la demostración del lema.
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50 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

Mediante el Lema 2.2.1 y la invarianza de Wα,p(C) para operadores de Calderón-

Zygmund tenemos que I −µB es continuo en Wα,p(C) y además, se tiene el siguiente

control de normas

‖(I − µB)f‖Wα,p ≤ (1 + ‖µ‖W 1+α,p‖B‖Wα,p→Wα,p)‖f‖Wα,p . (2.2.7)

Remplazando en (2.2.7) µn por µ y por B por Bn se obtiene la continuidad del

operador I − µnBn.

Por otra parte, para demostrar la invertibilidad del operador I−µnBn, necesitamos

el siguiente lema.

Lema 2.2.2. Si µ ∈ W 1+α,p(C) con 2
α+1
≤ p ≤ 2

α
tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1, el operador

I − µnBn : Wα,p(C)→ Wα,p(C) es invertible

Demostración. Para cada n ∈ N, la norma del operador Bn está acotada por Cn2,

donde C es una constante. De las estimaciones (2.2.2) del Lema 2.2.1 y la caracteri-

zación en diferencias para Wα, 2
α (C) (véase lema 1.5.1) se obtiene,

‖µnBnf‖Wα,p ≤ ‖µn‖
Wα, 2α

‖Bnf‖Wα,p

≤ Cn2‖µn‖
Wα, 2α

‖f‖Wα,p

≤ Cn3‖µ‖n−1
∞ ‖µ‖W 1+α,p‖f‖Wα,p

la cual es pequeña cuando n es su�cientemente grande. Esto implica que el operador

I − µnBn es invertible.

Por último, demostramos la compacidad del operador.

Lema 2.2.3. Dada µ ∈ W 1+α,p(C), el conmutador [µ,B] : Wα,p(C) → Wα,p(C) es

compacto.

Demostración. Observemos que, mediante el Lema 2.2.1,

‖[µ,B]f‖Wα,p ≤ ‖µBf‖Wα,p + ‖B(µf)‖Wα,p ≤ ‖B‖Wα,p→Wα,p‖µ‖W 1+α,p‖f‖Wα,p.

Esto implica que el operador conmutador [µ,B] : Wα,p(C) → Wα,p(C) está acotado.

Dado que C∞c (C) es una clase densa de funciones en W 1+α,p(C), existe una sucesión

de funciones µj
j→∞−−−→ µ en W 1+α,p(C) y de las estimaciones del Lema 2.2.1,

‖[µj, B]f − [µ,B]f‖Wα,p ≤ ‖[µj − µ,B]f‖Wα,p

≤ ‖µj − µ‖W 1+α,p‖Bf‖Wα,p
j→∞−−−→ 0.
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Esto nos dice que el conmutador [µ,B] es límite uniforme de conmutadores [µj, B]

para µj ∈ C∞c (C). Por el Teorema 1.15 parte 4, basta con demostrar la compacidad

para el conmutador cuando µ ∈ C∞c (C). Sea g(z) = Cf(z) donde f ∈ Wα,p(C).

Utilizando la regla de Leibnitz y el hecho de que B(∂̄ ) = ∂, tenemos la siguiente

relación para el conmutador,

[µ,B]f(z) = µ(z)Bf(z)−B(µf)(z)

= µ(z)∂g(z)−B(µ∂̄ g)(z)

= ∂(µ(z)g(z))− ∂µ(z) g(z)−B(∂̄ (µg))(z) +B(∂̄ µ g)(z)

= B(∂̄ µ g)(z)− ∂µ(z) g(z)

= B(∂̄ µ Cf)(z)− ∂µ(z) Cf(z) (2.2.8)

Del Lema 2.2.4 tenemos que cada sumando es un operador compacto, lo cual concluye

que [µ,B] : Wα,p(C)→ Wα,p(C) es compacto.

La descomposición del conmutador (2.2.8) proviene del argumento presentado en

Astala et al. para la demostración del conmutador en el caso Lp(C) y también es

posible aplicarse en los casos de espacios de Besov.

Lema 2.2.4. Sea ϕ ∈ C∞c (C) y consideremos f ∈ Wα,p(C). El operador de�nido

como Tϕf(z) = ϕ(z) Cf(z), donde C es la transformada de Cauchy, es un operador

compacto de Wα,p(C) en Wα,p(C).

Demostración. Para f ∈ Wα,p(C), la transformada de Cauchy de f satisface Cf ∈
Lq(C) para q > p y tiene derivadas en Wα.p(C). Debido al encaje entre espacios

de Sobolev [56, pág. 203], Cf ∈ W 1+α,q(C). Por otra parte sea ϕ ∈ C∞c (C), en-

tonces Tϕf(z) = ϕ(z)Cf(z). El operador Tϕ es continuo de W 1+α,p(C) en sí mismo

(véase [55, pág.195]) y satisface Tϕf ∈ W 1+α,p(suppϕ). Debido a que la inclusión

de W 1+α,p(suppϕ) ↪→ Wα,p(suppϕ) es compacta, concluimos que T : Wα,p(C) →
Wα,p(C) es compacto.

2.2.2. Invertibilidad en B1+α
p,q (C)

De manera análoga a la subsección anterior, probamos los resultados técnicos de la

demostración de la Proposición 2.1.1 en el caso B1+α
p,q (C) para 0 < α < 1, (1+α)p > 2.

Comenzamos con el tema de los multiplicadores. De forma análoga a los espacios de
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52 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

Sobolev fraccionarios, estamos interesados en saber si las funciones de B1+α
p,q (Rn) que

tienen soporte compacto, son multiplicadores de Bα
p,q(Rn) y como es el control que se

tiene de estas normas.

Primeramente, mencionamos la versión del Teorema de encaje de Sobolev para

espacios de Besov que puede consultarse en [34, Teorema 14.29, pág. 437].

Teorema 2.6. Sea f ∈ L1
loc(Rn) que se anula en el in�nito y tal que f ∈ Bα

p,q(Rn)

para algún 0 < α < 1, 1 ≤ p < n
α
y 1 < q ≤ np

n−αp . Entonces, existe una constante

C = C(n, p, q, α) > 0 tal que

‖f‖n−αp
np
≤ C‖f‖Bαp,q .

En particular,

Bα
p,q(Rn) ⊂ Lr(Rn)

para 1
r
≤ 1

p
≤ 1

r
+ α

n
.

Por otra parte, tenemos el siguiente encaje entre espacios de Besov que puede

consultarse en [34, teorema 14.17 pág. 425].

Teorema 2.7. Sean 0 < α < 1, 1 ≤ p ≤ ∞ y 1 ≤ q1 < q2 ≤ ∞. Entonces existe una

constante C = C(n, p, α, q1, q2) > 0 tal que

‖f‖Bαp,q2 ≤ C‖f‖Bαp,q1

para toda función f ∈ L1
loc(Rn). En particular, Bα

p,q1
(Rn) ⊂ Bα

p,q2
(Rn).

Ahora procedemos a mostrar un resultado sobre multiplicadores para Bα
p,q(Rn).

Lema 2.2.5. Sean µ ∈ B1+α
p,q (Rn)c y f ∈ Bα

p,q(Rn) con 0 < α < 1 entonces µf ∈
Bα
p,q(Rn). Además se tienen las estimaciones

‖µf‖Bαp,q ≤ ‖µ‖∞‖f‖Bαp,q + ‖µ‖Bα
p, nα

‖f‖Bαp,q (2.2.9)

≤ ‖µ‖B1+α
p,q
‖f‖Bαp,q . (2.2.10)

Demostración. Utilizamos la caracterización de Bα
p,q(Rn) del Lema 1.6.1, entonces
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‖µF‖Bαp,q ≈ ‖µF‖p +

ˆ
Rn

(ˆ
Rn

(
|µ(x)F (x)− µ(y)F (y)|

|x− y|
n
q

+α

)p

dx

) q
p

dy

 1
q

≤ ‖µF‖p +

ˆ
Rn

(ˆ
Rn

(
|µ(x)||F (x)− F (y)|
|x− y|

n
q

+α

)p

dx

) q
p

dy

 1
q

+

+

ˆ
Rn
|F (y)|q

(ˆ
Rn

(
|µ(x)− µ(y)|
|x− y|

n
q

+α

)p

dx

) q
p

dy

 1
q

≤ ‖µ‖∞‖F‖p + ‖µ‖∞

ˆ
Rn

(ˆ
Rn

(
|µ(x)||F (x)− F (y)|
|x− y|

n
q

+α

)p

dx

) q
p

dy

 1
q

+

+

ˆ
Rn
|F (y)|q

(ˆ
Rn

(
|µ(x)− µ(y)|
|x− y|

n
q

+α

)p

dx

) q
p

dy

 1
q

≤ ‖µ‖∞‖F‖Bαp,q +

ˆ
Rn
|F (y)|q

(ˆ
Rn

(
|µ(x)− µ(y)|
|x− y|

n
q

+α

)p

dx

) q
p

dy

 1
q

.

Sea G(y) =

(´
Rn

(
|µ(x)−µ(y)|
|x−y|

n
q +α

)p
dx

) 1
p

, entonces buscamos estimar ‖FG‖p en términos

de la norma de F en Bα
p,q(Rn) y la de G en alguna clase de funciones adecuada.

Tenemos que para 1
p

= 1
r

+ 1
r′
, mediante la desigualdad de Hölder,

‖FG‖p ≤ ‖F‖r‖G‖r′ .

Por el Teorema 2.6 tenemos que

‖F‖r . ‖F‖Bαp,q

con 1 ≤ q ≤ np
n−αp y r = np

n−αp . Entonces

1

r′
=

1

p
− 1

r
=
α

n
.

De esta manera,

‖G‖n
α

= ‖µ‖Bα
p, nα

y entonces

‖µF‖Bαp,q . ‖µ‖∞‖F‖Bαp,q + ‖µ‖Bα
p, nα

‖F‖Bαp,q .
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54 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

Por otra parte, el Teorema 2.7 implica que si q < n
α
,

‖µF‖Bαp,q . ‖µ‖∞‖F‖Bαp,q + ‖µ‖Bαp,q‖F‖Bαp,q . ‖µ‖B1+α
p,q
‖F‖Bαp,q .

Observemos que por lo anterior que I − µB : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) pues

‖(I − µB)f‖Bαp,q ≤ (1 + ‖µ‖B1+α
p,q
‖B‖Bαp,q→Bαp,q)‖f‖Bαp,q . (2.2.11)

Además al substituir µn por µ y Bn por B en (2.2.11) se tiene la continuidad del

operador I − µnBn.

Lema 2.2.6. Si µ ∈ B1+α
p,q (C) con soporte compacto tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1 donde

0 < α < 1, 2
α
≤ p < 2

α+1
y 1 < q ≤ 2p

2−αp , entonces I − µ
nBn : Bα

p,q(C) → Bα
p,q(C) es

invertible.

Demostración. Para cada n ∈ N, la norma del operador Bn está acotada por Cn2,

donde C es una constante. Así, de las estimaciones del Lema 2.2.5 y la caracterización

en primeras diferencias para Wα, 2
α (C) (Lema 1.5.1) se obtiene,

‖µnBnf‖Bαp,q ≤ ‖µn‖
Wα, 2α

‖Bnf‖Bαp,q
. n2‖µn‖

Wα, 2α
‖f‖Wα,p

. n3‖µ‖n−1
∞ ‖µ‖W 1+α,p‖f‖Wα,p

la cual es pequeña cuando n es su�cientemente grande. Esto implica que el operador

I − µnBn es invertible.

La compacidad del conmutador se sigue de los dos siguientes resultados.

Lema 2.2.7. Sea µ ∈ B1+α
p,q (C) con soporte compacto. Entonces el operador conmu-

tador [µ,B] : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es compacto.

Demostración. Observemos que, mediante el Lema 2.2.5,

‖[µ,B]f‖Bαp,q ≤ ‖µBf‖Bαp,q + ‖B(µf)‖Bαp,q ≤ ‖B‖Bαp,q→Bαp,q‖µ‖B1+α
p,q
‖f‖Bαp,q .

Esto implica que [µ,B] : Bα
p,q(C) → Bα

p,q(C) está acotado. Dado que C∞c (C) es una

clase densa de funciones en B1+α
p,q (C), existe una sucesión de funciones µj

j→∞−−−→ µ en

B1+α
p,q (C) y de las estimaciones del Lema 2.2.5,

‖[µj, B]f − [µ,B]f‖Bαp,q ≤ ‖[µj − µ,B]f‖Bαp,q
≤ ‖µj − µ‖B1+α

p,q
‖Bf‖Bαp,q

j→∞−−−→ 0.
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Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano 55

Esto nos dice que el conmutador [µ,B] es límite uniforme de conmutadores [µj, B]

para µj ∈ C∞c (C). Por el Teorema 1.15 inciso 4, basta con demostrar la compacidad

para el conmutador cuando µ ∈ C∞c (C). Utilizando la regla de Leibnitz y el hecho de

que B(∂̄ ) = ∂, tenemos la siguiente relación para el conmutador,

[µ,B]f(z) = µ(z)Bf(z)−B(µf)(z)

= B(∂̄ µ Cf)(z)− ∂µ(z) Cf(z).

Del Lema 2.2.8 tenemos que cada sumando es un operador compacto, lo cual concluye

que [µ,B] : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es compacto.

Para concluir esta subsección tenemos un lema sobre compacidad.

Lema 2.2.8. Sea ϕ ∈ C∞c (C) y consideremos f ∈ Bα
p,q(C). El operador de�nido

mediante la regla Tϕf(z) := ϕ(z) Cf(z), donde C es la transformada de Cauchy, es

un operador compacto de Bα
p,q(C) en Bα

p,q(C).

Demostración. El operador Tϕ es lineal. Observemos que el operador Tϕ : Lp(C) →
Lp(C) es compacto por el Teorema 4.3.14 en [3, pág. 116]. Por otra parte, el operador

Tϕ es continuo en el espacio de Sobolev W 1,p(C), es decir, Tϕ : W 1,p(C) → W 1,p(C).

Utilizando el Teorema 1.16 tenemos que Tϕ : Bα
p,q(C)→ Bα

p,q(C) es compacto.

2.3. Comentarios al capítulo

Como sabemos, Stein en [49] demostró que toda función µ ∈ I1(L2,1(C)) es con-

tinua con anulación en el in�nito. Pruebas alternativas a este hecho fueron dadas por

Maly en [35, Teorema 5.5] y Kauhanen [26]. Las funciones de I1(L2,1(C)), en general,

no son Dini continuas. Por ejemplo la función f(z) = 1
log |z| pertenece a I1(L2,1(C))

pero no es Dini continua. Por otra parte Bagby en [5] demostró que toda función del

espacio Iα(L
2
α
,1(C)) para 0 < α < 2 es continua que se anula en el in�nito. Cuando el

coe�ciente de Beltrami µ ∈ Iα(L
2
α
,1(C)), utilizando la misma técnica que en el caso

I1(L2,1(C)), es posible demostrar un resultado análogo a la parte 1 del Teorema 2.2.

Por otra parte, también es posible obtener un resultado similar a la parte 3 del

Teorema 2.2 en el caso de espacios de Triebel-Lizorkin Fα
p,q(C) con αp > 2 siguiendo

esencialmente la demostración del espacio de Sobolev fraccionarioWα,p(C) y utilizan-

do la caracterización por diferencias de los espacios de Triebel-Lizorkin de [55, pág.
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56 Capítulo 2. Ecuación de Beltrami en el plano

101]. En el caso F 1+α
p,q (C) necesitamos que las funciones de la clase F 1+α

p,q (C) con so-

porte compacto sean multiplicadores de Fα
p,q(C) y de cuya a�rmación desconocemos

la veracidad.
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CAPÍTULO 3

Espacios Lp(ω) y ecuación de Beltrami

En este capítulo estudiamos la resolubilidad de la ecuación de Beltrami no ho-

mogénea

∂̄ f(z)− µ(z)∂f(z) = g(z) (3.0.1)

donde el coe�ciente de Beltrami µ es una función medible de�nida en el plano y tal

que ‖µ‖∞ ≤ k < 1.

Es bien sabido que la existencia de soluciones f depende de la elipticidad k y del

término independiente g. Astala et al. demuestran en [4] que si 1 + k < p < 1 + 1
k
y

g ∈ Lp(C) entonces (3.0.1) tiene una única solución f en W 1,p(C). Este resultado es

óptimo.

En ecuaciones en derivadas parciales, es natural considerar coe�cientes en la clase

VMO(C) (véase, e. g. [8, 9, 60]). Esta �losofía fue trasladada al contexto de la

ecuación de Beltrami por Iwaniec [24], quien demostró que si el coe�ciente de Beltra-

mi µ ∈ VMO(C) y g ∈ Lp(C) con 1 < p <∞, entonces la ecuación 3.0.1 admite una

única solución f ∈ W 1,p(C).

En los dos resultados citados, la estrategia consiste en reescribir la ecuación (3.0.1)

como

(I − µB)(∂̄ f(z)) = g(z). (3.0.2)

La obtención de esta relación está legitimada dado que B(∂̄ f)(z) = ∂f(z) siempre

que f ∈ W 1,p(C) para 1 < p < ∞. Además permite replantear el problema de

resolubilidad en términos de la inyectividad del operador I − µB : Lp(C)→ Lp(C).
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58 Capítulo 3. Espacios Lp(ω) y ecuación de Beltrami

En Astala et al. [4], la invertibilidad del operador I − µB se deduce del Teorema

de distorsión de área de Astala [2] combinado con la teoría de pesos de Muckenhoupt.

Cuando µ ∈ VMO(C), la invertibilidad proviene de un argumento de compacidad

más típico del análisis funcional, como ya hemos observado en el capítulo anterior.

En este capítulo estamos interesados en resolver (3.0.1) cuando g ∈ Lp(ω) donde

ω es un peso de Muckenhoupt Ap. El siguiente es nuestro resultado principal.

Teorema 3.1. Sea 1 < p < ∞. Consideremos ω ∈ Ap y µ ∈ VMOc(C) tal que

‖µ‖∞ ≤ k < 1. Entonces el operador de Beltrami I − µB : Lp(ω) → Lp(ω) tiene

inverso acotado.

Como consecuencia, si 1 < p < ∞ y ω ∈ Ap entonces, para cada g ∈ Lp(ω) la

ecuación (3.0.1) tiene una única solución f con derivadas parciales en Lp(ω).

Utilizando las ideas de Iwaniec en [24], la invertibilidad del operador I−µB en los

espacios de Lebesgue con pesos proviene de la teoría de operadores de Fredholm. Un

paso fundamental es demostrar que el conmutador de una función µ ∈ VMOc(C) y

la transformada de Beurling B es un operador compacto de Lp(C) en sí mismo. Esto

se deduce de un hecho más general, según el cual, el conmutador de un operador de

Calderón-Zygmund y una función de b ∈ VMO(Rn) es compacto en Lp(Rn) si 1 <

p <∞ ([58, Teorema 2]). Krantz y Li demuestran el análogo en espacios homogéneos1

(véase [29, Teorema 1.1]).

En nuestro caso, necesitamos una versión de este teorema en Lp(ω). En la Sección

3.3 probaremos que el conmutador de una función b ∈ VMO(Rn) y un operador de

Calderón-Zygmund T es compacto en Lp(ω) si ω ∈ Ap.

Teorema 3.2. Sea ω ∈ Ap con 1 < p < ∞ y consideremos b ∈ VMO(Rn). El

conmutador [b, T ] : Lp(ω)→ Lp(ω) es compacto.

El criterio utilizado para demostrar la compacidad corresponde a una condición

su�ciente de compacidad en Lp(ω) que, si elegimos ω = 1, no es más que el Teorema

clásico de Frechet y Kolmogorov (véase e. g. [6, Teorema 4.26])

Teorema 3.3. Sean p > 1, ω ∈ Ap y consideremos F ⊂Lp(ω). Entonces, la familia F

es totalmente acotada si se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. F es uniformemente acotada.

1Un espacio homogéneo X es un espacio Hausdor� localmente compacto que está dotado de una
pseudométrica y una medida doblante (véase [28, pág. 630]).
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2. F es uniformemente equicontinua, i.e.

sup
f∈F
‖f(·+ h)− f(·)‖Lp(ω)

h→0−−→ 0.

3. F satisface la condición de decaimiento al in�nito de forma uniforme, i.e.

sup
f∈F
‖f − χQ(0,R)f‖Lp(ω)

R→∞−−−→ 0

donde Q(0, R) es el cubo centrado en el origen de lado R.

A diferencia de Lp(Rn), esta condición su�ciente de compacidad no es necesaria

en general. Esto se debe a que la mayoría de las veces Lp(ω) no es invariante por

traslaciones y por tanto la condición (2) del Teorema 3.3 es extremadamente fuerte.

Por ejemplo, si consideramos el peso ω(x) = |x| 12 y f(x) = |x|−n2 , se tiene que f ∈
L2(ω) pero para todo h 6= 0, f(·+ h) 6∈ Lp(ω).

En la demostración del Teorema 3.3, utilizamos las ideas de Hanche y Olsen en

[22, Teorema 5].

Por otra parte, la invertibilidad del operador de Beltrami está relacionada con

otros problemas de la teoría de pesos. En particular, se puede caracterizar la inver-

tibilidad de I − µB en Lp(ω) en términos del operador de composición ω 7→ ω ◦ f−1

asociado a una aplicación quasiconforme f con coe�ciente µ. Combinando este hecho

con resultados de Johnson y Neugebauer [25, Teorema 2.10] se tiene el siguiente

corolario:

Corolario 3.4. Si µ ∈ VMOc(C) entonces el

J(f−1) ∈ ∩p>1Ap,

donde J(z, φ) = J(φ) = |∂φ|2 − |∂̄ φ|2 denota el Jacobiano de la aplicación φ.

Por otra parte, el Teorema de Reimann que a�rma que el logaritmo de una apli-

cación quasiconforme pertenece a BMO(C) y cuya norma depende de la distorsión

(véase [3, corolario 13.4.4.]). Esto nos permite conjeturar que:

Conjetura 1. Si µ ∈ VMOc(C) entonces el log J(f) pertenece a la adherencia en

BMO(C) de las funciones acotadas. Es decir,

dis∗(log J(f), L∞(C)) := ı́nf
g∈L∞(C)

‖ log J(f)− g‖∗ = 0.
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3.1. Espacios de Lebesgue con pesos

Sea 1 < p < ∞. Un peso ω es una función que pertenece a L1
loc(Rn) y tal que

ω(x) > 0 casi para todo punto x ∈ Rn. Un peso ω es de la clase Ap si

[ω]Ap := sup

(
1

|Q|

ˆ
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

ˆ
Q

ω(x)−
p′
p dx

) p
p′

<∞

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q ⊂ Rn y donde se satisface la

relación 1
p

+ 1
p′

= 1.

Dentro de las propiedades principales de la clase Ap tenemos las siguientes:

1. Ap $ Aq si 1 < p < q <∞

2. Para 1 < p <∞, ω ∈ Ap si y sólo si ω1−p′ ∈ Ap′

3. Si ω ∈ Ap con 1 < p <∞, entonces para cada 0 < ε < 1, ωε ∈ Ap

4. Si ω ∈ Ap con 1 < p <∞, existe ε > 0 tal que p− ε > 1 y ω ∈ Ap−ε

5. Si ω ∈ Ap con 1 < p <∞, existe ε > 0 tal que ω1+ε ∈ Ap−ε

El espacio de Lebesgue de orden p con peso ω es el conjunto de funciones medibles

que satisfacen (ˆ
Rn
|f(x)|pω(x)dx

) 1
p

<∞. (3.1.1)

La cantidad (3.1.1) se denota por ‖ ‖Lp(ω) y de�ne una norma con la cual Lp(ω) es

un espacio de Banach.

Sea f ∈ L1
loc(Rn), entonces para cada x ∈ Rn, la función maximal de Hardy-

Littlewood Mf(x) de f está de�nida por

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

ˆ
B(x,r)

|f(y)|dy

donde |E| denota la medida de Lebesgue del conjunto medible E ⊂ Rn. Al considerar
M como operador, recibe el nombre de operador maximal de Hardy-Littlewood.

Dado un operador integral singular T , de�nimos el operador integral singular trun-

cado como

Tεf(x) =

ˆ
|x−y|≥ε

K(x, y)f(y)dy

y el operador integral singular maximal mediante la relación

T ∗f(x) = sup
ε>0
|Tεf(x)| .
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Es conocido que dado un peso ω ∈ Ap, los operadores de Calderón-Zygmund, los
operadores singulares truncados y maximales son continuos en Lp(ω) (e. g. Cap. IV,

Teoremas 3.1 y 3.6 en [19]). Además el operador conmutador también es continuo en

Lp(ω) (e. g. Teorema 2.3 en [48]).

3.2. Demostración del Teorema 3.3

En esta sección presentamos un resultado sobre la compacidad de subconjuntos de

Lp(ω), que en Lp(Rn) se reduce al Teorema de Frechet-Kolmogorov. Su demostración

se basa en ideas contenidas en el artículo de Hanche y Olsen [22].

Recordemos que un espacio métrico X es totalmente acotado si para todo ε > 0

existe un número �nito de bolas abiertas de radio ε cuya unión es el espacio X.

Además, un espacio métrico es compacto si y sólo si es completo y totalmente acotado.

Por tanto, en espacios con pesos Lp(ω), demostrar la compacidad de un subconjunto

es equivalente a demostrar que dicho subconjunto sea totalmente acotado. El siguiente

lema provee de condiciones para que un conjunto sea totalmente acotado.

Lema 3.2.1 (Lema 1 en [22]). Sea X un espacio métrico. Supongamos que para cada

ε > 0 existen δ > 0, un espacio métrico W y una aplicación Φ: X → W tal que Φ(X)

es totalmente acotado, y cuando x, y ∈ X, son tales que d(Φ(x),Φ(y)) < δ, entonces

d(x, y) < ε. Entonces X es totalmente acotado.

Demostración del Teorema 3.3. Supongamos que la familia F satisface las tres condi-

ciones del enunciado del Teorema 3.3. Dado ρ ≥ 0, sea Q el máximo cubo abierto

centrado en el origen y tal que Q ⊂ B(0, ρ
2
). Para R > 0, consideremos Q1, . . . , QN

traslaciones de Q de forma que no se traslapen y tal que, además, se cumpla

Q(0, R) = ∪iQi,

donde Q(0, R) es el cubo abierto en el origen de lado R. Sea P la proyección de

L1
loc(Rn) en el espacio generado por las funciones características χQi de los cubos Qi,

es decir,

Pf(x) =

{
1
|Qi|

´
Qi
f(z)dz, x ∈ Qi, i = 1, . . . , N,

0 otro caso.
(3.2.1)

=
N∑
i=1

χQi(x)
1

|Qi|

ˆ
Qi

f(z)dz. (3.2.2)
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Notemos que si f ∈ Lp(ω) entonces f ∈ L1
loc(Rn) y además,

ˆ
Rn
|Pf(x)|pω(x)dx

=

ˆ
∪ni=1Qi

∣∣∣∣ 1

|Qi|

ˆ
Qi

f(z)dz

∣∣∣∣p ω(x)dx

=
N∑
i=1

1

|Qi|p

(ˆ
Qi

ω(x)dx

) ∣∣∣∣∣
ˆ
Qi

f(z)ω
1
p (z)

ω
1
p (z)

dz

∣∣∣∣∣
p

≤
N∑
i=1

1

|Qi|p

(ˆ
Qi

ω(x)dx

)(ˆ
Qi

|f(z)|pω(z)dz

)(ˆ
Qi

ω
−p′
p (z)dz

) p
p′

≤ [ω]Ap‖f‖
p
Lp(ω). (3.2.3)

Esto demuestra que el operador proyección P es continuo de Lp(ω) en sí mismo. Por

otra parte, para f ∈ F, tenemos que

‖f − Pf‖Lp(ω) ≤ ‖f − fχQ(0,R)‖Lp(ω) + ‖fχQ(0,R) − Pf‖Lp(ω).

De la hipótesis 3 sabemos que

sup
f∈F
‖f − χQ(0,R)f‖Lp(ω)

R→∞−−−→ 0. (3.2.4)

Entonces, dado ε > 0 existe R0 > 0 tal que

sup
f∈F
‖f − χQ(0,R)f‖Lp(ω) <

ε

4
, si R > R0. (3.2.5)

Para el otro término, utilizando la desigualdad de Jensen,

‖fχQ(0,R) − Pf‖pLp(ω) =

ˆ
Rn
|fχQ(0,R)(x)− Pf(x)|pω(x)dx

=

ˆ
∪iQi

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑
j=1

χQj(x)
1

|Qj|

ˆ
Qj

f(z)dz

∣∣∣∣∣
p

ω(x)dx

=
N∑
i=1

ˆ
Qi

∣∣∣∣ 1

|Qi|

ˆ
Qi

(f(x)− f(z))dz

∣∣∣∣p ω(x)dx

≤
N∑
i=1

ˆ
Qi

1

|Qi|

ˆ
Qi

|f(x)− f(z)|pdz ω(x)dx
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Ahora bien si x, z ∈ Qi, entonces z − x = h ∈ 2Q. Así,

‖fχQ(0,R) − Pf‖pLp(ω) ≤
N∑
i=1

ˆ
Qi

1

|Qj|

ˆ
2Q

|f(x)− f(x+ h)|pdh ω(x)dx

=

ˆ
2Q

N∑
i=1

1

|Qj|

ˆ
Qi

|f(x)− f(x+ h)|pω(x)dx dh

≤ 1

|Q|

ˆ
2Q

ˆ
Rn
|f(x)− f(x+ h)|pω(x)dx dh

≤ sup
h∈2Q
‖f(·)− f(·+ h)‖pLp(ω)

(
1

|Q|

ˆ
2Q

dh

)
= 2n sup

f∈F
‖f(·)− f(·+ h)‖pLp(ω) (3.2.6)

Entonces, si combinamos esto con la hipótesis 2 sobre F, podemos encontrar ρ > 0

su�cientemente pequeño tal que

‖fχQ(0,R) − Pf‖Lp(ω) <
ε

4
para todo f ∈ F. (3.2.7)

De las relaciones (3.2.5) y (3.2.7) tenemos que

‖f − Pf‖Lp(ω) <
ε

2
para todo f ∈ F

y, por la desigualdad del triángulo,

‖f‖Lp(ω) <
ε

2
+ ‖Pf‖Lp(ω). (3.2.8)

Para concluir la prueba observemos que, por (3.2.3), la proyección P es acotada.

Luego P (F) es totalmente acotado. Además, si

‖Pf − Pg‖Lp(ω) = ‖P (f − g)‖Lp(ω) < δ

con δ = ε
2
y para f, g ∈ F, entonces, por (3.2.8) y la linealidad de P , obtenemos

‖f − g‖Lp(ω) <
ε

2
+ ‖Pf − Pg‖Lp(ω) < ε.

Aplicando el lema 3.2.1, la familia F es totalmente acotada.
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3.3. Compacidad del conmutador en Lp(ω)

En esta sección demostramos el Teorema 3.2. Antes de comenzar la demostración,

haremos dos reducciones. En primer lugar, y dado que las funciones de la clase C∞c (Rn)

son densas en VMO(Rn), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que b ∈
C∞c (Rn) (subsección 3.3.1). En segundo lugar, utilizaremos una extensión continua

del núcleo. Esta técnica fue utilizada en el artículo de Krantz y Li [29] para demostrar

la compacidad del conmutador en espacios homogéneos (subsección 3.3.2). Por último,

en la subsección 3.3.3, terminamos la prueba del Teorema 3.2.

3.3.1. Reducción a b ∈ C∞c (Rn)

Como consecuencia de [41, Teorema 1], y dado que el operador maximal es acotado

en Lp(ω) en sí mismo para pesos ω ∈ Ap (e. g. Teorema I de [13, pag.242]), se

demuestra que el conmutador Cb = [b, T ] es continuo para b ∈ BMO(Rn) y satisface

la estimación

‖Cbf‖Lp(ω) ≤ C1[ω]A∞‖b‖∗‖M2f‖Lp(ω) ≤ C1[ω]A∞‖b‖∗‖f‖Lp(ω) (3.3.1)

donde la constante C1 depende de las constantes del núcleo de Calderón-Zygmund y

la dimensión. Como la clase de funciones C∞c (Rn) es densa en VMO(Rn), podemos

aproximar la función b por funciones bj ∈ C∞c (Rn), es decir,

‖bj − b‖∗
j→∞−−−→ 0.

De esta manera,

‖Cbf − Cbjf‖Lp(ω) = ‖Cb−bjf‖Lp(ω) ≤ C1[ω]A∞‖b− bj‖∗‖f‖Lp(ω)
j→∞−−−→ 0. (3.3.2)

Debido a lo anterior y utilizando la parte 4 del Teorema 1.15, supondremos de ahora

en adelante que b ∈ C∞c (Rn).

3.3.2. Regularización del conmutador Cb

En esta subsección, seguimos las ideas de Krantz y Li en [29]. Para cada η > 0

su�cientemente pequeño, de�nimos una extensión continua del núcleo K como la

función Kη de�nida en Rn × Rn \ {(x, y) : |x− y| < η} que toma valores en R ó C y

que satisface las siguientes condiciones,

1. Kη(x, y) = K(x, y) si |x− y| ≥ η
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2. |Kη(x, y)| ≤ C0

|x−y|n para η
2
< |x− y| < η

3. Kη(x, y) = 0 si |x− y| ≤ η
2

done C0 es independiente de η. Nótese que, debido al crecimiento de K, no es re-

strictivo suponer que la condición 2 se cumple para todo x, y ∈ Rn. Dada Kη una

extensión continua del núcleo K, de�nimos

T ηf(x) =

ˆ
Rn
Kη(x, y)f(y)dy

y

Cη
b f(x) =

ˆ
Rn

(b(x)− b(y))Kη(x, y)f(y)dy.

Lema 3.3.1. Para 1 < p <∞, el conmutador Cb puede aproximarse por los conmu-

tadores Cη
b en la norma del operador, es decir,

‖Cb − Cη
b ‖Lp(ω)→Lp(ω)

η→0−−→ 0.

Demostración. Sea f ∈ Lp(ω). Para cada x ∈ Rn tenemos:

Cbf(x)− Cη
b f(x) =

ˆ
B(x,η)

(b(x)− b(y))K(x, y)f(y)dy

−
ˆ
B(x,η)\B(x, η

2
)

(b(x)− b(y))Kη(x, y)f(y)dy

= I1(x) + I2(x).

Para el sumando I1(x) se tiene

|I1(x)| =

∣∣∣∣ˆ
B(x,η)

K(x, y)(b(x)− b(y))f(y)dy

∣∣∣∣
≤
ˆ
B(x,η)

|b(y)− b(x)||K(x, y)||f(y)|dy.

Debido a que b ∈ C∞c (C),

|I1(x)| ≤ C0‖∇b‖∞
ˆ
B(x,η)

|f(y)|
|x− y|n−1

dy.
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Utilizando la descomposición en coronas y la de�nición de la función maximal tenemos

|I1(x)| ≤ C0 ‖∇b‖∞
∞∑
j=0

ˆ
η

2j+1<|x−y|<
η

2j

|f(y)|(
η
2j

)n−1 dy

= 2nC0 η ‖∇b‖∞
∞∑
j=0

1

2j+1

1(
η
2j

)n ˆ
η

2j+1<|x−y|<
η

2j

|f(y)|dy

= 2nC0 η ‖∇b‖∞
∞∑
j=0

1

2j+1

1(
η
2j

)n ˆ
η

2j+1<|x−y|<
η

2j

|f(y)|dy

≤ 2nC0 η ‖∇b‖∞
∞∑
j=0

1

2j+1

1(
η
2j

)n ˆ
|x−y|< η

2j

|f(y)|dy

≤ 2nC0 η |B(0, 1)|
∞∑
j=0

1

2j+1
‖∇b‖∞Mf(x)

para casi todo x. La estimación puntual implica que

‖I1‖Lp(ω) ≤ 2nC0 η |B(0, 1)|
∞∑
j=0

1

2j+1
‖∇b‖∞‖Mf‖Lp(ω)

≤ 2nC0 η |B(0, 1)|
∞∑
j=0

1

2j+1
‖∇b‖∞‖f‖Lp(ω). (3.3.3)

Para el sumando I2(x) se tiene,

|I2(x)| ≤ máx
z∈B(x,η)

{|b(z)− b(x)|}

∣∣∣∣∣
ˆ
B(x,η)\B(x, η

2
)

Kη(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ C0 máx

z∈B(x,η)
{|b(z)− b(x)|}

ˆ
η
2
<|x−y|<η

|f(y)|
|x− y|n

dy

≤ C0 máx
z∈B(x,η)

{|b(z)− b(x)|}
ˆ
η
2
<|x−y|<η

|f(y)|(
η
2

)n dy.

Utilizando la regularidad de la función b se tiene

|I2(x)| ≤ C02n máx
z∈B(x,η)

{|b(z)− b(x)|}Mf(x) ≤ C02n‖∇b‖∞ηMf(x).

Por tanto, nuevamente la estimación puntual implica

‖I2‖Lp(ω) ≤ 2nC0 η ‖∇b‖∞‖Mf‖Lp(ω) ≤ 2nC0 η ‖∇b‖∞‖f‖Lp(ω). (3.3.4)
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Finalmente concluimos de (3.3.3) y de (3.3.4) que

‖Cbf − Cη
b f‖Lp(ω) ≤ C2 η ‖∇b‖∞‖f‖Lp(ω)

η→0−−→ 0

donde la constante C2 depende de la constante C0, el área de la bola unidad y la

norma in�nito de ∇b. Esto termina la demostración.

Dado que el límite de operadores compactos es un operador compacto por el inciso

4 del Teorema 1.15 nos reducimos al operador Cη
b .

3.3.3. Demostración del Teorema 3.2

Recordemos que si X e Y son dos espacios métricos completos entonces un ope-

rador T : X → Y es compacto si la imagen T (B) de la bola unitaria B ⊂ X es un

conjunto totalmente acotado.

Demostración. Para demostrar la compacidad, utilizamos el Teorema 3.3. Para toda

f ∈ Lp(ω) tal que ‖f‖Lp(ω) ≤ 1, consideramos la familia de funciones F = {Cη
b f}.

La acotación uniforme es consecuencia directa de la continuidad del conmutador en

Lp(ω), es decir

‖Cη
b f‖Lp(ω) ≤ [ω]A∞‖b‖∗‖f‖Lp(ω)

para 1 < p < ∞ (véase (3.3.1)). Para demostrar la equicontinuidad uniforme de la

familia F, es necesario demostrar la condición

‖Cη
b f(·)− Cη

b f(·+ h)‖Lp(ω)
h→0−−→
unif

0.

Escribimos,

Cη
b f(x)− Cη

b f(x+ h) = (b(x)− b(x+ h))

ˆ
Rn
Kη(x, y)f(y)dy

+

ˆ
Rn

(b(x+ h)− b(y))(Kη(x, y)−Kη(x+ h, y))f(y)dy

= I1(x, h) + I2(x, h).

Para I1(x, h), utilizando la regularidad de la función b y la de�nición del operador

T ∗,
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|I1(x, h)| ≤ |b(x)− b(x+ h)|

∣∣∣∣∣
ˆ
|x−y|> η

2

Kη(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ ‖∇b‖∞|h|

∣∣∣∣∣
ˆ
|x−y|> η

2

(Kη(x, y)−K(x, y)) f(y)dy +

ˆ
|x−y|> η

2

K(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ ‖∇b‖∞|h| ·

·

(∣∣∣∣∣
ˆ
|x−y|> η

2

(Kη(x, y)−K(x, y)) f(y)dy

∣∣∣∣∣+ sup
R>0

∣∣∣∣ˆ
|x−y|>R

K(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣
)

≤ ‖∇b‖∞|h| (Mf(x) + T ∗f(x).)

Entonces (utilizando e. g. Teorema 3.6 del Cap. IV de [19]),

‖I1(·, h)‖Lp(ω) ≤ ‖∇b‖∞|h| ‖T ∗f‖Lp(ω) ≤ |h|‖∇b‖∞ ‖f‖Lp(ω). (3.3.5)

Para acotar el término I2(x, h), consideramos las siguientes regiones,

A =
{
|x− y| > η

2
, |x+ h− y| > η

2

}
,

B =
{
|x− y| > η

2
, |x+ h− y| < η

2

}
,

C =
{
|x− y| < η

2
, |x+ h− y| > η

2

}
.

Observemos que,

I2(x, h) = I2(x, h)|A + I2(x, h)|B + I2(x, h)|C .

De esta manera procedemos a acotar cada sumando. Primeramente, por la condición

del núcleo Kη y dado que b ∈ C∞c (C)

|I2(x, h)|A| =

∣∣∣∣ˆ
A

(b(x+ h)− b(y))(Kη(x, y)−Kη(x+ h, y))f(y)dy

∣∣∣∣
≤ C0‖∇b‖∞|h|

ˆ
|x−y|> η

4

|f(y)|
|x− y|n+1

dy

≤ C0‖∇b‖∞|h|
∞∑
j=0

1(
2j η

4

)n+1

ˆ
2j+1η

4
<|x−y|< 2jη

4

|f(y)|dy

≤ C0‖∇b‖∞|h|
2

η

∞∑
j=0

1

2j
1(

2jη
4

) ˆ
2j+1η

4
<|x−y|< 2jη

4

|f(y)|dy

≤ C0‖∇b‖∞|h| Mf(x) (3.3.6)
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Para I2(x, h)|B, supongamos sin pérdida de generalidad que el soporte de b(x) está

contenido en la bola con centro en B0 = B(0, R0), entonces podemos suponer que el

soporte de b(x + h) está en la bola 2B0 = B(0, 2R0). De esta manera consideramos

dos casos. Primero, si |x| < 3R0,

|I2(x, h)|B| ≤ C0

ˆ
B∩2B0

|b(x+ h)− b(y)| |f(y)|
|x− y|n

dy

≤ C0
‖∇b‖∞(

η
2

)n ˆ
B∩2B0

|x+ h− y| |f(y)|dy

≤ C0
‖∇b‖∞(
η
2

)n−1

ˆ
B∩2B0

|f(y)|ω(y)
1
p

ω(y)
1
p

dy

≤ C0‖∇b‖∞‖f‖Lp(ω)

(
2

η

)n−1(ˆ
B

ω(y)−
p′
p dy

) 1
p′

(3.3.7)

debido a que ω−
p′
p ∈ L1

loc. Entonces,

ˆ
|x|<3R0

|I2(x, h)|B|pω(x)dx ≤ C0‖∇b‖p∞‖f‖
p
Lp(ω)

ˆ
3B0

ω

(ˆ
B0

ω−
p′
p

) p
p′
(

2

η

)(n+1)p

≤ C0‖∇b‖p∞‖f‖
p
Lp(ω)[ω]Ap|3B0|p

(
2

η

)(n+1)p

.

Además ˆ
|x|<3R0

|I2(x, h)|B|pω(x)dx→ 0

cuando |B| → 0 de forma uniforme en f . Ahora bien, si |x| > 3R0,

|I2(x, h)|B| ≤ ‖b‖∞
ˆ
B∩B(0,2R0)

|f(y)|
|x− y|n

dy

≤ ‖b‖∞
1

|x|n

ˆ
B∩B(0,2R0)

|f(y)|dy

≤ ‖b‖∞
1

|x|n

ˆ
B∩B(0,2R0)

|f(y)|ω(y)
1
p

ω(y)
1
p

dy

≤ ‖b‖∞
‖f‖Lp(ω)

|x|n

(ˆ
B∩B(0,2R0)

ω(y)−
p′
p dy

) 1
p′

.
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Esto implica que
ˆ
|x|>3R0

|I2(x, h)|B|pω(x)dx ≤ ‖b‖∞‖f‖pLp(ω)

(ˆ
|x|>3R0

ω(x)

|x|np
dx

)
·(ˆ

B∩B(0,3R0)

ω(y)−
p′
p dy

) p
p′

≤ C3

(ˆ
B∩B(0,3R0)

ω(y)−
p′
p dy

) p
p′ h→0−−→

unif
0. (3.3.8)

Para obtener la conclusión en (3.3.8) falta por demostrar que

ˆ
|x|>3R0

ω(x)

|x|np
dx <∞.

Dado que ω ∈ Ap y por la propiedad abierta de los pesos, tenemos que ω ∈ Aq para
algún q < p (e. g. Teorema 2.6, Cap. IV en [19]). Entonces

ˆ
|x|>R0

ω(x)

|x|np
dx =

∞∑
j=1

ˆ
2j−1<|x|<2j

ω(x)

|x|np
dx

≤
∞∑
j=1

(2jR0)−npω(2jB(0, R0)) =
∞∑
j=1

(2jR0)−npω(B(0, 2jR0))

Además, utilizando el Lema 2.2 en [19] se tiene

ˆ
|x|>R0

ω(x)

|x|np
dx ≤

∞∑
j=1

(2jR0)−np(2jR0)nqω(B(0, 1))

≤ 1

R
n(p−q)
0

∞∑
j=1

(2j)−n(p−q)ω(B(0, 1)). (3.3.9)

Para el término I2(x, h)|C se procede de forma análoga. De las estimaciones anteriores

se tiene la equicontinuidad para la familia F.

Finalmente, procedemos a demostrar la condición de decaimiento al in�nito, es decir,

tenemos que demostrar que
ˆ
|x|>R

|Cη
b f(x)|pω(x)dx

R→∞−−−→ 0,

uniformemente en f ∈ F. Sea R su�cientemente grande y observemos que si |x| > R,
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x 6∈ supp b. Entonces, para estos x,

|Cη
b f(x)| =

∣∣∣∣ˆ
Rn

(b(x)− b(y))Kη(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣
≤ C0‖∇b‖∞

ˆ
supp b

|f(y)|
|x− y|n

dy

≤ C0‖∇b‖∞
1

|x|n

ˆ
supp b

|f(y)|ω(y)
1
p

ω(y)
1
p

dy

≤ C0‖∇b‖∞
‖f‖Lp(ω)

|x|n

(ˆ
supp b

ω(y)−
p′
p dy

) 1
p′

≤ C0‖∇b‖∞
‖f‖Lp(ω)

|x|n
. (3.3.10)

Entonces ˆ
|x|>R

|Cη
b f(x)|pω(x)dx ≤ C0‖f‖Lp(ω)

ˆ
|x|>R

ω(x)

|x|np
dx.

Nos basta observar que de (3.3.9) tenemos

ˆ
|x|>R

ω(x)

|x|np
dx

R→∞−−−→ 0.

3.4. Invertibilidad del operador de Beltrami

En esta sección demostramos el Teorema 3.1.

Demostración del Teorema 3.1. Como en el capítulo 2, el esquema de la demostración

se basa en la prueba de Iwaniec en [24, pág. 42�43]. Para cada n ∈ N, consideremos

el operador

Pn = I + µB + · · ·+ (µB)n

y observemos que

(I − µB)Pn−1 = Pn−1(I − µB) = I − µnBn +K (3.4.1)

donde K = µnBn − (µB)n. Utilizaremos la teoría de operadores de Fredholm para

demostrar la invertibilidad de I − µB.
El operador K es compacto por ser suma �nita de operadores que tienen como factor

el conmutador que es compacto por el Teorema 3.2. Además, el operador I−µnBn es
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invertible. Para ver esto observemos que, las iteradas de la trasformada de Beurling

Bn tienen como núcleo

bn(z) =
(−1)nn

π

z̄n−1

zn+1
.

Por tanto

‖Bn‖Lp(ω) ≤ Cn2,

donde la constante C depende de [ω]Ap . Luego

‖µnBnf‖Lp(ω) ≤ ‖µ‖n∞‖Bnf‖Lp(ω)

≤ Cn2‖µ‖n∞‖f‖Lp(ω).

Si n es su�cientemente grande, la norma de µnBn es pequeña y por tanto I − µnBn

es invertible.

Aplicando el Corolario 1.21 a la relación (3.4.1), tenemos que I − µB es un operador

de Fredholm. Utilizando este hecho, aplicamos la teoría del índice a I − µB. La

deformación continua I− tµB con t ∈ [0, 1], es una homotopía del operador identidad

en el operador de Beltrami. Como index(I−tµB) es independiente de t, por el Teorema

1.19 en particular se tiene

index(I − µB) = index(I) = 0.

Por otra parte, el operador I−µB es inyectivo en Lp(ω). Para demostrar esta a�rma-

ción, sea f ∈ kerLp(ω)(I − µB). Entonces f = µBf y por tanto, la aplicación f tiene

soporte compacto. De las propiedades de la clase Ap, existe δ > 0 tal que p − δ > 1

y ω ∈ Ap−δ. Entonces ω
− 1
p−δ ∈ L1

loc(C) y tomando ε = δ
p−δ , tenemos mediante la

desigualdad de Hölder ,

ˆ
C
|f(x)|1+εdx ≤

(ˆ
supp f

|f(x)|pω(x)dx

) 1+ε
p
(ˆ

supp f

ω(x)−
1+ε

p−(1+ε) dx

) p−(1+ε)
p

≤ ‖f‖1+ε
Lp(ω)

(ˆ
supp f

ω(x)−
1+ε

p−(1+ε) dx

) p−(1+ε)
p

<∞.

Por tanto f ∈ L1+ε(C). Dado que el operador I−µB es inyectivo para todo 1 < p <∞
cuando µ ∈ VMO(C), concluimos que f ≡ 0.

De la de�nición del índice para un operador de Fredholm 1.11.1, concluimos que el

operador I − µB es exhaustivo y por tanto invertible.
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3.5. Comentarios al Capítulo 3

Dado un peso ω ∈ Ap con 1 < p <∞, en el Teorema 3.1 probamos que el operador

I − µB tiene inverso continuo como operador de Lp(ω) en Lp(ω). Esto implica en

particular

‖(I − µB)g‖Lp(ω) ≥ C ‖g‖Lp(ω).

A la práctica, esta desigualdad se puede caracterizar en términos de las clases de

Muckenhoupt.

Proposición 3.5.1. Sea 1 < p <∞. Supongamos que µ ∈ VMOc(C) tal que ‖µ‖∞ ≤
k < 1 y consideremos f el homeomor�smo quasiconforme asociado al coe�ciente µ.

Entonces, dado ω ∈ Ap, son equivalentes:

1. El peso η(z) = ω ◦ f−1(z) J(z, f−1)1− p
2 pertenece a la clase Ap.

2. Existe una constante C tal que

‖(I − µB)g‖Lp(ω) ≥ C ‖g‖Lp(ω) (3.5.1)

para todo g ∈ Lp(ω).

Demostración. La prueba sigue las líneas de la demostración del Lema 14 en [4].

Veamos primero que (1) implica (2). Dado que las funciones de la clase C∞c (C) son

densas en Lp(ω), nos restringimos a considerar aplicaciones g ∈ C∞c (C). Sea

h(z) := (I − µB)g(z).

Haciendo G(z) = Cg(z), observamos que G ∈ C∞(C) con derivadas en Lp(ω). Por

tanto la función G satisface la ecuación de Beltrami no homogénea

Gz̄(z) = µ(z)Gz(z) + h(z)

y la estimación (3.5.1) se transforma en

‖h‖Lp(ω) ≥ C ‖g‖Lp(ω) = C ‖Gz̄‖Lp(ω).

Elegimos el homeomor�smo quasiconforme f que satisface la ecuación de Beltrami

con coe�ciente µ

∂̄ f(z) = µ(z) ∂f(z)
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y sea u = G ◦ f−1. Mediante la regla de la cadena tenemos las relaciones:

Gz̄ = (uz ◦ f)fz̄ + (uz̄ ◦ f)fz, (3.5.2)

µGz + h = µ((uz ◦ f)fz + (uz̄ ◦ f)fz̄) + h.

Eliminando los términos que tienen a uz tenemos que

(uz̄ ◦ f)fz =
h

1− |µ|2

y por tanto, dado que ω ∈ Ap,
ˆ
C
|(uz̄ ◦ f)fz|pω(z)dz ≤ 1

(1− k2)p

ˆ
C
|h(z)|pω(z)dz. (3.5.3)

De las propiedades de la aplicación quasiconforme f tenemos

|fz̄|2 ≤ |fz|2 ≤
J(z, f)

1− k2
.

Así, mediante un cambio de variable
ˆ
C
|(uz ◦ f)fz̄|pω(z)dz ≤ 1

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|(uz ◦ f)|pJ(z, f)

p
2ω(z)dz

=
1

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|uz(w)|pJ(w, f−1)1− p

2ω ◦ f−1(w)dw

=
1

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|uz(w)|pη(w) dw

Por hipótesis, η ∈ Ap. Luego,
ˆ
C
|uz(w)|pη(w)dw ≤ Cp

0

ˆ
C
|uz̄(w)|pη(w)dw

dado que uz = B(uz̄) y B es acotado en Lp(J(z, f−1)1− p
2ω ◦ f−1) con norma C0 =

C0(ω, p, f). Por tanto,

ˆ
C
|(uz ◦ f)fz̄|pω(z)dz ≤ Cp

0

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|uz̄(w)|pJ(w, f−1)1− p

2ω ◦ f−1(w)dw

=
Cp

0

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|uz̄ ◦ f |pJ(z, f)

p
2ω(z)dz

≤ Cp
0

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|(uz̄ ◦ f)fz|pω(z)dz

≤ Cp
0

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|h(z)|pω(z)dz. (3.5.4)
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Al sustituir las estimaciones (3.5.3) y (3.5.4) en la norma en Lp(ω) de (3.5.2) se tiene

‖Gz̄‖Lp(ω) ≤ ‖(uz ◦ f)fz̄‖Lp(ω) + ‖(uz̄ ◦ f)fz‖Lp(ω) ≤

(
1

(1− k2)
+

C0

(1− k2)
1
2

)
‖h‖Lp(ω).

Para demostrar que (2) implica (1), utilizaremos el hecho que la transformada de

Beurling B caracteriza los pesos de Ap, es decir, probaremos que

B : Lp(η)→ Lp(η), (3.5.5)

donde η = ω ◦ φ−1J(φ−1)1− p
2 . Esto implica que η ∈ Ap (véase [13, Teorema II] ó

también [51, Proposición 1, pág. 198]).

Dado que las funciones de Cc(C) son densas en Lp(η) (véase e. g. [44, Teorema 3.14]),

nos restringimos a esta clase. Sea entonces g ∈ Cc(C) y F (z) = Cg(z), así (3.5.5)

equivale a demostrar

‖∂F‖Lp(η) ≤ C‖∂̄ F‖Lp(η).

Para F �ja, sea u = F ◦ φ donde φ es el homeomor�smo quasiconforme asociado al

coe�ciente µ. Entonces, mediante la regla de la cadena,

(I − µB)(∂̄ u) = ∂̄ u− µ∂u = (1− |µ|2)∂̄ F (φ)∂φ

y por tanto

‖(I − µB)∂̄ u‖pLp(ω) ≤
ˆ
C
|∂̄ F (φ)(z)∂φ(z)|pω(z)dz

=

ˆ
C
|∂̄ F (ξ)|p|∂φ(φ−1(ξ))|pω ◦ φ−1(ξ)J(ξ, φ−1)dξ

≤ 1

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|∂̄ F (ξ)|pω ◦ φ−1(ξ)J(ξ, φ−1)1− p

2 dξ

=
1

(1− k2)
p
2

‖∂̄ F‖pLp(η). (3.5.6)

Utilizando la hipótesis (3.5.1), se tiene que ‖(I−µB)(∂̄ u)‖Lp(ω) ≥ C‖∂̄ u‖Lp(ω), luego

basta demostrar que

C‖∂̄ u‖Lp(ω) ≥ ‖∂F‖Lp(η).

Mediante la aplicación de la regla de la cadena,

∂F = ∂u(φ−1)∂φ−1 + ∂̄ u(φ−1)∂φ−1.

Luego, utilizando la desigualdad del triángulo

‖∂F‖Lp(η) ≤ ‖∂u(φ−1)∂φ−1‖Lp(η) + ‖∂̄ u(φ−1)∂φ−1‖Lp(η).
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Dado que ω ∈ Ap tenemos que B : Lp(ω) → Lp(ω) es acotado con norma C1 =

C1(ω, p). Para el primer sumando se tiene,ˆ
C
|∂u(φ−1)(ξ) ∂φ−1(ξ)|pω◦φ−1(ξ)J(ξ, φ−1)1− p

2 dξ

≤ 1

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|∂u(φ−1)(ξ)|pω ◦ φ−1(ξ)J(ξ, φ−1)dξ

=
1

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|∂u(z)|pω(z)dz

≤ Cp
1

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|∂̄ u(z)|pω(z)dz,

donde en el último paso hemos usado que ‖B‖Lp(ω)→Lp(ω) ≤ C1. En de�nitiva,

‖∂u(φ−1)∂φ−1‖Lp(η) ≤
C1√

1− k2
‖∂̄ u‖Lp(ω). (3.5.7)

Para el segundo sumando observemos queˆ
C
|∂̄ u(φ−1)(ξ) ∂φ−1(ξ)|pη(ξ)dξ =

ˆ
C
|∂̄ u(φ−1)(ξ)|p|∂̄ φ−1(ξ)|pη(ξ)dξ

≤ kp

(1− k2)
p
2

ˆ
C
|∂̄ u(z)|pω(z)dz.

Por tanto

‖∂̄ u(φ−1)∂φ−1‖Lp(η) ≤
k√

1− k2
‖∂̄ u‖Lp(ω). (3.5.8)

Deducimos de (3.5.7) y (3.5.8) que

‖∂F‖Lp(η) ≤ C‖∂̄ u‖Lp(ω)

como habíamos a�rmado. Esto termina la prueba.

Es claro que la desigualdad (3.5.1) implica la inyectividad del operador I − µB.
Por otra parte, del Teorema 3.1 y de las equivalencias de la Proposición 3.5.1, tenemos

que si µ ∈ VMO(C) con soporte compacto y f es el homeomor�smo quasiconforme

asociado a µ, entonces

ω ∈ A2 =⇒ ω ◦ f−1 ∈ A2.

Esto nos remite al problema de determinar qué homeomor�smos preservan la clase

Ap por composición. Es decir, dado un homeomor�smo f : C → C, dar condiciones
necesarias y su�cientes sobre f que garanticen la siguiente implicación:

ω ∈ Ap =⇒ ω ◦ f−1 ∈ Ap.
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En este sentido, es útil recordar que Reimann demostró en [42] que BMO es invariante

por composición con aplicaciones quasiconformes. Más aún, la quasiconformidad es

necesaria. Sin embargo, a nivel de pesos de Muckenhoupt, la cuestión es diferente.

Como ejemplo, basta considerar el peso

ω(z) =
1

|z|α
, −2(p− 1) < α < 2

y su composición con un estiramiento radial f(z) = z|z|K−1. Este problema ya fue

planteado por Johnson y Neugebauer en [25]. En su artículo, se caracterizan aquellos

homeomor�smos que preservan la clase Ap. No es difícil ver que si f preserva Ap,

entonces también debe preservar BMO por lo que f es quasiconforme [42]. A contin-

uación, enunciamos una versión simpli�cada del resultado de Johnson y Neugebauer.

Teorema 3.5. Sea f : C → C una aplicación K-quasiconforme donde K ≥ 1. Son

equivalentes:

1. Dado 1 < p0 <∞, si ω ∈ Ap0 entonces ω◦f−1 ∈ Ap0 , y [ω◦f−1]Ap0 sólo depende

de [ω]Ap0 y K.

2. J(f−1) ∈
⋂
p>1 Ap.

Combinando el Teorema 3.5 y la Proposición 3.5.1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.6. Si µ ∈ VMOc(C) y f : C→ C es la aplicación quasiconforme asociada

a µ, entonces

J(f−1) ∈
⋂
p>1

Ap. (3.5.9)

Cabe mencionar que, en general, si f es K-quasiconforme entonces del artículo de

Astala et al. [4] sólo se tiene

J(f−1) ∈
⋂
p>K

Ap.

Es decir, la regularidad del coe�ciente de Beltrami µ es un factor decisivo. La condición

(3.5.9) está estrechamente vinculada a un resultado clásico de Garnett y Jones en [20]

que caracteriza la adherencia en BMO de L∞ (véase también [19, pág. 474]) y que

enunciamos a continuación.
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Teorema 3.7. Son equivalentes para h ∈ BMO(C):

1. dis∗(h, L
∞(C)) := ı́nf

g∈L∞(C)
‖h− g‖∗ = 0. En otras palabras, h ∈ L∞BMO

.

2. eh, e−h ∈
⋂
p>1

Ap.

Como consecuencia, si dado µ ∈ VMOc(C) pudiéramos ver que la quasiconforme

asociada f satisface

J(f) ∈
⋂
p>1

Ap, (3.5.10)

entonces combinando el Corolario 3.6 con el Teorema 3.5, se obtendría que

1

J(f−1)
= J(f) ◦ f−1 ∈ Ap para todo 1 < p <∞.

Esto, junto con el Corolario 3.6 y el Teorema 3.7, probaría la implicación

µ ∈ VMOc(C) =⇒ dis∗(log J(f), L∞) = dis∗(log J(f−1), L∞) = 0,

tal y como habíamos conjeturado en la introducción de este capítulo. Nótese que, en

general, si f es K-quasiconforme, sólo se tiene

‖ log Jf‖∗ ≤ C

donde C es una constante que depende de K (véase Reimann [42, Teorema 2]). Otra

vez, pues, la regularidad de µ es fundamental.
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CAPÍTULO 4

Aplicaciones quasiconformes con coe�cientes soportados en
dominios regulares

En el capítulo 2 estudiamos la regularidad de la solución principal de la ecuación

de Beltrami en el plano dependiendo de la clase a la que pertenece el coe�ciente µ.

Relacionado con el estudio de la regularidad, en los capítulos 2 y 3 se muestra que el

operador de Beltrami tiene un inverso acotado.

Nos concentramos ahora en la regularidad de las soluciones cuando nos restringi-

mos a un dominio Ω. En el trabajo de Mateu et al. [36] se considera el caso en que el

coe�ciente de Beltrami es una función de C0,ε(Ω) restringida a un dominio Ω de clase

C1,ε con 0 < ε < 1. En este caso la aplicación quasiconforme asociada al coe�ciente de

Beltrami es bilipschitz. La importancia de las aplicaciones bilipschitz radica en que

preservan propiedades métricas de los subconjuntos como, por ejemplo, la dimensión

de Hausdor�.

El resultado principal del capítulo corresponde a la regularidad de la solución

principal cuando el coe�ciente de Beltrami está soportado en un dominio Ω.

Teorema 4.1. Sean 0 < α < ε < 1 y 1 < p < ∞ tal que αp > 2. Consideremos un

dominio acotado Ω con frontera de clase C1,ε y µ una función medible soportada en

Ω tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1.

1. Si µ ∈ Wα,p(Ω), entonces la solución principal de la ecuación de Beltrami es

f(z) = z + Ch(z), donde h ∈ Wα,p(Ω).

2. Si µ ∈ Bα
p,p(Ω), entonces la solución principal de la ecuación de Beltrami es

f(z) = z + Ch(z), donde h ∈ Bα
p,p(Ω).
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El Teorema 4.1 nos dice en particular que la solución principal y, por el Teorema

de Stoilow, todas las demás soluciones tienen un grado de diferenciabilidad más que

el dato inicial µ.

La novedad del teorema radica en la expresión de la solución principal ya que el

hecho que sea bilipschitz ya estaba garantizado por el resultado de Mateu et al. en

[36]. El esquema de la demostración del Teorema 4.1 es el mismo que en los capítulos

anteriores. Dedicamos la sección 4.2 a dicha prueba. El primer problema al que nos

enfrentamos en la demostración es saber si la transformada de Beurling restringida

a un dominio Ω es un operador continuo en los espacios Wα,p(Ω) y Bα
p,p(Ω). En la

página 19 hemos observado que los operadores de Calderón-Zygmund de convolución

están acotados en los espacios de Sobolev y Besov. Al restringirlos a un dominio Ω

dejan de ser operadores de convolución.

Un operador de Calderón-Zygmund homogéneo es de tipo par si es el valor prin-

cipal del operador de convolución

Tf(x) = V P

ˆ
f(x− y)K(y)dy

donde K(x) = ω(x)
|x|n para x 6= 0 y tal que ω(x)es una función homogénea de grado cero,

continuamente diferenciable en Rn \ {0} y con integral cero sobre la esfera unitaria.

En general, para un operador de la clase de Calderón-Zygmund de tipo par se

tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Sea T un operador de Calderón-Zygmund de tipo par restringido a

un dominio Ω ⊂ Rn

1. Si TχΩ ∈ Bα
p,p(Ω) con αp > n, entonces T : Bα

p,p(Ω)→ Bα
p,p(Ω).

2. Si TχΩ ∈ Wα,p(Ω) con αp > n, entonces T : Wα,p(Ω)→ Wα,p(Ω).

3. Si TχΩ ∈ W 1,p(Ω) con p > n, entonces T : W 1,p(Ω)→ W 1,p(Ω).

En principio, no se requiere que el dominio Ω sea acotado.

Del hecho que T es de Calderón-Zygmund, se tiene que T : Lp(Ω) → Lp(Ω) es

continuo. Además, utilizando la parte 3 del Teorema 4.2 y los métodos de interpolación

real y compleja se tiene que T : Aαp,q(Ω)→ Aαp,q(Ω) siempre que se cumpla la hipótesis

TχΩ ∈ W 1,p(Ω). En particular se obtienen los casos 1 y 2. Sin embargo la condición

TχΩ ∈ W 1,p(Ω) es más restrictiva que las impuestas (W 1,p(Ω) $ Aαp (Ω)).

La condición que TχΩ pertenezca al espacio pertinente es claramente necesaria y

en nuestro caso obtenemos que es también su�ciente. La regularidad de la frontera
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del dominio Ω juega un papel esencial en ésta cuestión. En el caso W 1,p(Ω), Tolsa en

[54] da condiciones sobre la parametrización de la frontera del dominio Ω para que

BχΩ ∈ W 1,p(Ω).

En la siguiente sección introducimos los resultados necesarios para el resto de este

capítulo.

4.1. Resultados preliminares

Recordemos que un dominio Ω ⊂ Rn es un conjunto abierto y conexo. Decimos

que un dominio acotado Ω ⊂ Rn es de clase C si en cada punto ∂Ω se tiene una

vecindad U tal que el conjunto U ∩ Ω puede representarse por la desigualdad

xn < f(x1, . . . , xn−1) (4.1.1)

en algún sistema de coordenadas cartesianas y donde f ∈ C(G) para G es un dominio

de Rn−1. La clase de dominios C0,1 (Ck y Ck,γ) se obtiene al pedir que la función f de

4.1.1 pertenezca a C0,1(G) ( Ck(G) y Ck,γ(G) respectivamente).

Consideremos Ω ⊂ Rn un dominio acotado y sean α > 0, p, q ∈ (0,∞]. De�nimos

Aαp,q(Ω) como el conjunto de funciones f tales que existe una función g ∈ Aαp,q(Rn) tal

que g|Ω = f y donde A = F en el caso de la clase de Triebel-Lizorkin o A = B en el

caso de espacios de Besov. La norma en Aαp,q(Ω) está dada por

‖f‖Aαp,q(Ω) := ı́nf ‖g‖Aαp,q(Rn)

donde el ín�mo se toma sobre todas las g ∈ Aαp,q(Rn) tales que g|Ω = f .

En el caso particular del espacio de Besov Bα
p,p(Ω) para 0 < α < 1, tenemos la

siguiente caracterización cuando el dominio Ω tiene frontera de clase C0,1.

Proposición 4.1.1 (Caracterización del espacio de Besov Bα
p,q(Ω)). Supongamos que

Ω es un dominio acotado de clase C0,1. Entonces para 0 < α < 1 y 1 < p < ∞ son

equivalentes

1. f ∈ Bα
p,p(Ω)

2. f ∈ Lp(Ω) y ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|p

|x− y|n+αp
dxdy <∞.
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La clase Bα
p,p(Ω) también es conocida como el espacio de Sobolev-Slobodeckij (e.

g. [30, 53, 56]).

Por otra parte, recordemos que los espacios de Sobolev pertenecen a la familia de

los espacios de Triebel-Lizorkin, más concretamente Fα
p,2(Ω) = Wα,p(Ω). Un caso par-

ticular cuya caracterización nos interesa, es la de los espacios de Sobolev fraccionarios

que aparece en el artículo de Strichartz [52] y que presentamos a continuación.

Proposición 4.1.2 (Caracterización del espacio de Sobolev fraccionario Wα,p(Ω)).

Supongamos que Ω es un dominio acotado de clase C0,1. Entonces para 0 < α < 1 y

1 < p <∞ son equivalentes

1. f ∈ Wα,p(Ω)

2. f ∈ Lp(Ω) y ˆ
Ω

(ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|2

|x− y|n+2α
dx

) p
2

dy <∞.

En particular, para p = 2 se puede observar que Wα,2(Ω) = Bα
2,2(Ω). Por último,

en el casoW 1,p(Ω), Brezis en el artículo [7, Corolario 4] caracterizaW 1,p(Ω) utilizando

primeras diferencias.

Proposición 4.1.3 (Caracterización del espacio de Sobolev W 1,p(Ω)). Supongamos

que Ω es un dominio acotado de clase C0,1. Entonces para 1 < p <∞ son equivalentes

1. f ∈ W 1,p(Ω)

2. f ∈ Lp(Ω) y

ĺım
α→0

α

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|p

|x− y|n+p−α dxdy <∞.

En la clase de dominios C0,1, se tienen los siguiente resultados sobre inclusiones y

encajes compactos entre espacios de Sobolev y Besov (véase [57, Proposición 7])

Teorema 4.3. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado de clase C0,1. Denotemos por a+ =

máx{a, 0}.

1. Sean α0, α1 ∈ R y p0, p1, q0, q1 ∈ (0,∞]. Entonces la inclusión

Bα0
p0,q0

(Ω) ↪→ Bα1
p1,q1

(Ω)

es compacta si y sólo si

α0 − α1 > n

(
1

p0

− 1

p1

)
+

.
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2. Sean α0, α1 ∈ R y p0, p1 ∈ (0,∞]. Entonces la inclusión

Wα0,p0(Ω) ↪→ Wα1,p1(Ω)

es compacta si y sólo si

α0 − α1 > n

(
1

p0

− 1

p1

)
+

.

3. Sean α ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞. Entonces

Bα
p,q(Ω) ↪→ C(Ω)

si y sólo si 
α > n

p

ó

α = n
p

cuando 0 < q ≤ 1

.

Además, en estos casos Bα
p,q(Ω) son un álgebra de funciones.

4. Sean α > 0 y 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces

Wα,p(Ω) ↪→ C(Ω)

si y sólo si α > n
p
. Además en este caso los espacios de Sobolev son álgebras de

funciones.

5. Si αp > 2 con 0 < α < 1

Bα
p,2(Ω) ↪→ Wα,p(Ω) ↪→ Bα

p,p(Ω).

Por otra parte, de forma análoga a las clases de funciones de�nidas en Rn, los
espacios de Sobolev y Besov de�nidos en dominios pueden identi�carse con parejas

de interpolación compleja y real respectivamente. Más concretamente,

Bα
p,q(Ω) = (Lp(Ω),W 1,p(Ω))α,q,

Wα,p(Ω) = [Lp(Ω),W 1,p(Ω)]α.
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4.2. Demostración del Teorema 4.1

Como ya observamos en el capítulo anterior, la solución principal f de la ecuación

de Beltrami se escribe explícitamente como

f(z) = z + Ch(z).

Mediante la relación entre las transformadas de Cauchy y de Beurling, la función

h(z) = ∂̄ f(z) está determinada por la ecuación

(I − µB)h(z) = µ(z).

Si podemos invertir este operador en el espacio de funciones adecuado obtendremos

h(z) = (I − µB)−1µ(z). Observemos que tanto el coe�ciente de Beltrami µ como

la función h(z) = µ(z)∂f(z) se anulan en C \ Ω. Introducimos la transformada de

Beurling restringida en el dominio Ω como

BΩg(z) = − 1

π

ˆ
Ω

g(w)

(z − w)2
dw.

Procedemos a demostrar la invertibilidad del operador I−µBΩ en los espacios Bα
p,p(Ω)

y Wα,p(Ω), los cuales denotaremos genéricamente como X = X(Ω) cuando no sea

necesario distinguirlos.

De�nimos

Pm = I + µBΩ + · · ·+ (µBΩ)m

para µ ∈ X y observemos que

(I − µBΩ)Pn−1 = Pn−1(I − µBΩ) = I − µnBn
Ω +R (4.2.1)

donde R = µnBn
Ω− (µBΩ)n puede escribirse como una suma �nita de operadores que

contienen como factor al conmutador [µ,BΩ]. En la subsección 4.2.1 demostraremos

que el conmutador [µ,BΩ] : X → X es compacto.

Por otra parte, el operador I − µnBn
Ω lo escribimos de la siguiente manera

(I − µnBn
Ω)f(z) = (I − µnBn)(fχΩ)(z) + µn(z)(Bn(fχΩ)(z)−Bn

Ωf(z))

donde Bn es la iterada n-ésima de la transformada de Beurling en todo el plano.

A�rmamos que el operador I − µnBn es invertible pues

‖µnBn‖X ≤ C n3‖µ‖X‖µ‖n−1
∞

y dicha norma es pequeña cuando la n es su�cientemente grande.
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Consideremos

Knf(z) := Bn
Ωf(z)−Bn(fχΩ)(z), z ∈ Ω. (4.2.2)

En cada clase de funciones consideradas, por la subsección 4.2.2, el operador Kn

es un operador compacto. Por tanto, de la relación (4.2.1) y del Corolario 1.21, el

operador I − µBΩ es de Fredholm. Además, tiene índice cero pues I − tµBΩ es una

deformación continua del operador I − µBΩ en el operador identidad. Por otra parte

ker{I − µBΩ : X → X} ⊂ ker{I − µBΩ : Lp(Ω) → Lp(Ω) que es trivial por [24, pág.

42�43]. Así, I−µBΩ es inyectivo, y por la De�nición 1.11.1 del índice de un operador

es exhaustivo. Esto concluye que el operador I − µBΩ es invertible.

La demostración de compacidad de los operadores conmutador [µ,B] y Kn se debe

a que estos operadores tienen un núcleo regularizante.

Sean 0 < ε ≤ 1 y Ω un dominio acotado. Consideremos la clase de operadores P

tales que

Pf(x) =

ˆ
Ω

K(x, y)f(y)dy

donde el núcleo K satisface

|K(x, y)| .
1

|x− y|n−ε
para todo x, y ∈ Ω, (4.2.3)

|K(x′, y)−K(x, y)| .
|x− x′|ε

|x− y|n
si |x− y| > 2|x− x′|. (4.2.4)

Diremos que un núcleo es regularizante si satisface las propiedades (4.2.3) y (4.2.4).

Para operadores con núcleo regularizante tenemos el resultado siguiente.

Teorema 4.4. Sea Ω un dominio acotado de Rn y consideremos αp > n.

1. Si α < β < ε y PχΩ ∈ W β,p(Ω), entonces el operador P : Wα,p(Ω)→ W β,p(Ω).

Además P : Wα,p(Ω)→ Wα,p(Ω) es compacto.

2. Si α < β < ε y PχΩ ∈ Bβ
p,p(Ω), entonces el operador P : Bα

p,p(Ω) → Bβ
p,p(Ω).

Además P : Bα
p,p(Ω)→ Bα

p,p(Ω) es compacto

La demostración es similar a la del Teorema 4.2 y la posponemos a la subsección

4.3.2.
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4.2.1. Compacidad del conmutador en Bα
p,p(Ω) y W α,p(Ω)

Las condiciones que hemos impuesto en el Teorema 4.1 garantizan que la restric-

ción de la transformada de Beurling BΩ : X → X es un operador acotado. Debido a

las propiedades de álgebra de funciones tenemos que el conmutador y dado que

[µ,BΩ]f(z) = µ(z)BΩf(z)−BΩ(µf)(z)

también está acotado en X pues

‖[µ,BΩ]f‖X ≤ C‖µ‖X‖f‖X .

Por otro parte, ya que el dominio Ω es de clase C0,1 las funciones C∞(Ω) son densas en

X. Entonces, existe una sucesión de funciones µj ∈ C∞(Ω) que converge al coe�ciente

de Beltrami µ en la norma del espacio X y por tanto [µj, BΩ] converge a [µ,BΩ], más

precisamente,

‖[µj, BΩ]f − [µ,BΩ]f‖X = ‖[µj − µ,BΩ]f‖X ≤ C‖B‖X→X‖µj − µ‖X‖f‖X
j→∞−−−→ 0.

Debido a que el límite de operadores compactos es compacto (parte 4 del Teorema

1.15) podemos reducirnos a demostrar la compacidad del conmutador en el caso donde

µ ∈ C∞(Ω). Observemos que el núcleo del operador [µ,BΩ] satisface

K(z, w) = − 1

π

µ(z)− µ(w)

(z − w)2
(4.2.5)

y bajo la suposición de que µ ∈ C∞(Ω), dicho núcleo satisface las siguientes propie-

dades:

|K(z, w)| .
1

|z − w|
para cualesquiera z, w ∈ Ω, (4.2.6)

|K(z1, w)−K(z2, w)| .
|z1 − z2|
|w − z1|2

si |z1 − w| ≥ 2|z1 − z2|. (4.2.7)

Esto implica que el núcleo (4.2.5) es regularizante.

Elijamos β ∈ (α, ε) y denotemos por X = Wα,p(Ω) ó Bα
p,p(Ω) y por Y = W β,p(Ω)

ó Bβ
p,p(Ω) respectivamente. Entonces BΩ : Y → Y es continuo. Dado que µ ∈ C∞(Ω),

se tiene que µBΩ(χΩ) ∈ Y y µχΩ ∈ Y . Además, BΩ(µχΩ) ∈ Y . Dado que

[µ,BΩ]χΩ = µBΩχΩ −BΩ(µχΩ)

cada sumando pertenece a Y y [µ,BΩ]χΩ ∈ Y . Por el Teorema 4.4, el conmutador

[µ,BΩ] : X → Y es acotado. La compacidad del conmutador se sigue por (1) y (2) del

Teorema 4.3 en el caso de Sobolev y Besov respectivamente.
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4.2.2. Compacidad del operador Kn

Recordemos que para z ∈ Ω,

Knf(z) = Bn
Ωf(z)−Bn(fχΩ)(z).

Mostraremos que Kn : X → X es compacto donde X = Bα
p,p(Ω) ó X = Wα,p(Ω). Para

n ≥ 2, obtenemos procediendo por inducción

Bn
Ωf = B(Bn−1

Ω f)χΩ

= B(Bn−1f · χΩ +Kn−1f)χΩ

= B(Bn−1f −Bn−1f · χΩc +Kn−1f)χΩ

= Bn(f)χΩ −B(Bn−1f · χΩc)χΩ +B(Kn−1f)χΩ

Entonces es su�ciente probar que para n ≥ 1 el operador

B(Bnf · χΩc)χΩ

es compacto en X. Observemos que fχΩ ∈ X(Ω) y por tanto B(fχΩ)χΩ ∈ X(Ω).

Además, BΩ(f)χΩ ∈ X(Ω). Entonces

BΩ : X(Ωc)→ X(Ω) (4.2.8)

pues para fχΩc ∈ X(Ωc),

B(fχΩc)χΩ = B(f − fχΩ)χΩ

= B(f)χΩ −B(fχΩ)χΩ

donde cada sumando pertenece a X(Ω).

Por otra parte, para z ∈ Ω,

B(Bnf · χΩc)χΩ = − 1

π

ˆ
Ωc

Bnf(w)

(z − w)2
dw

= cn

ˆ
Ω

K(z, ξ)f(ξ)dξ,

donde

K(z, ξ) = Kn(z, ξ) :=

ˆ
Ωc

1

(z − w)2

n(w − ξ)n

(w − ξ)n+1
dw

y cn = (−1)n+1

π2 . Si Ω es un disco, entonces K(z, ξ) = 0 para todo z, ξ ∈ Ω (véase [36,

pág. 418]). A�rmamos que si Ω no es el disco, por el Teorema 4.4, el operador

Pf(z) =

ˆ
Ω

K(z, ξ)f(ξ)dξ, z ∈ Ω,
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es compacto. La condición C1,ε sobre la frontera del dominio implica que BχΩ ∈ Y
y por tanto BnχΩ ∈ Y . Debido a (4.2.8) se tiene que B(BnχΩ · χΩc)χΩ ∈ Y . Por

tanto PχΩ ∈ Y . La propiedad de que el núcleo del operador P sea regularizante es

consecuencia del Lema 6 en [36] que enunciamos a continuación

Lema 4.2.1 (Lema 6 en [36]). Sea Ω un dominio acotado de clase C1,ε con 0 < ε < 1.

El núcleo K(z, ξ) satisface las siguientes condiciones:

|K(z, ξ)| ≤ C

|z − ξ|2−ε
, z, ξ ∈ Ω;

|K(z1, ξ)−K(z2, ξ)| ≤ C
|z1 − z2|ε

|ξ − z1|2
z1, z2 ∈ Ω, |ξ − z1| ≥ 2|z1 − z2|.

Por tanto estamos en condiciones de aplicar el Teorema 4.2. Esto termina la de-

mostración.

4.3. Operadores de Calderón-Zygmund restringidos

a un dominio Ω

Consideremos T un operador de Calderón-Zygmund de tipo par con núcleo K.

De�nimos el operador de Calderón-Zygmund restringido a Ω mediante la relación

TΩf(x) = T (fχΩ)(x) =

ˆ
Ω

f(y)K(x, y)dy.

La constante de Calderón-Zygmund del núcleo de T se de�ne como

‖T‖CZ = ‖K(x)|x|n‖∞ + ‖∇K(x)|x|n+1‖∞.

Es de nuestro interés estudiar la continuidad de los operadores de Calderón-

Zygmund restringidos a un dominio Ω. Comenzamos esta sección con lemas técnicos

utilizados en la prueba de la continuidad de operadores de Calderón-Zygmund.

Consideremos la función campana ϕ(x) de�nida en Rn con soporte en la bola

|x| ≤ 1 que veri�ca ‖ϕ‖X ≤ 1, donde X = Wα,p(Ω), X = W 1,p(Ω) ó X = Bα
p,p(Ω) de-

pendiendo del espacio donde queramos considerar la continuidad del operador. Cons-

truimos la función ϕQ mediante la función ϕ como ϕQ(x) = ϕ
(
x−x0
d

)
donde Q es la

bola de centro en x0 y radio d. Es claro que ϕQ tiene soporte en Q.

Lema 4.3.1. Sea TΩ un operador de Calderón-Zygmund restringido a Ω de tipo par

y consideremos la función antes de�nida ϕQ tal que ‖ϕQ‖∞ . 1 y ‖∇ϕQ‖∞ . 1
d
.

Entonces, existe una constante C tal que ‖TΩϕQ‖∞ ≤ C.
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xn = ϕ(x′)

H−

Ω

r

H
0

Figura 4.3.1:

Demostración. La prueba se basa en ideas contenidas en la demostración del lema

principal de [36, pág. 408-410]. Consideremos

TΩϕQ(x) =

ˆ
Ω

K(x, y)ϕQ(y)dy

=

ˆ
Ω∩Q

K(x, y)(ϕQ(y)− ϕQ(x))dy + ϕQ(x)

ˆ
Ω∩Q

K(x, y)dy

= p(x) + ϕQ(x)q(x)

Para p(x) tenemos

|p(x)| .
ˆ

Ω

|ϕQ(x)− ϕQ(y)|
|x− y|n

dy . ‖∇ϕQ‖∞
ˆ

Ω

dy

|x− y|n−1
≤ C.

Ahora para q(x), consideremos el operador truncado

qδ(x) =

ˆ
δ<|y−x|<r0

χΩ(y)K(x, y)dy.

Supongamos primeramente que x = 0 ∈ ∂Ω y que el hiperplano tangente a ∂Ω en

0 es {xn = 0}. Denotemos H− = {xn < 0} (véase la �gura 4.3.1). Consideremos

coordenadas esféricas y = rξ con 0 ≤ r y |ξ| = 1. Entonces tenemos que

qδ(x) =

ˆ r0

δ

(ˆ
A(r)

ω(ξ)dσ(ξ)

)
dr

r

donde A(r) = {ξ : |ξ| = 1, rξ ∈ Ω} y σ es la medida de super�cie sobre la esfera

unitaria U . Como el TΩ es de tipo par,
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0 =

ˆ
U

ω(ξ)dσ(ξ) = 2

ˆ
U∩H−

ω(ξ)dσ(ξ).

Entonces
ˆ
A(r)

ω(ξ)dσ(ξ) =

ˆ
A(r)\(U∩H−)

ω(ξ)dσ(ξ)−
ˆ

(U∩H−)\A(r)

ω(ξ)dσ(ξ)

y de esta manera∣∣∣∣ˆ
A(r)

ω(ξ)dσ(ξ)

∣∣∣∣ ≤ C‖T‖CZ(σ(A(r) \ (U ∩H−)) + σ((U ∩H−) \ A(r))).

Si la frontera es de clase C1,ε,

σ(A(r) \ (U ∩H−)) + σ((U ∩H−) \ A(r)) ≤ Crε.

Así,

|qδ| ≤
ˆ r0

δ

∣∣∣∣ˆ
A(r)

ω(ξ)dσ(ξ)

∣∣∣∣ dr

r
. ‖T‖CZ .

Ahora consideremos x ∈ Rn \ ∂Ω. Sea δ0 la distancia de x a ∂Ω y x0 tal punto en ∂Ω.

Sean

A = {y ∈ Ω ∩Q : δ0 < |y − x| < r0},

A0 = {y ∈ Ω ∩Q : δ0 < |y − x0| < r0}.

Para δ < δ0 se tiene por las propiedades de cancelación

ˆ
δ<|y−x|<r0

χΩ(y)K(x, y)dy =

ˆ
δ0<|y−x|<r0

χΩ(y)K(x, y)dy

entonces ∣∣∣∣ˆ
δ<|y−x|<r0

χΩ(y)K(x, y)dy −
ˆ
δ0<|y−x|<r0

χΩ(y)K(x, y)dy

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ˆ
A

K(x, y)dy −
ˆ
A0

K(x, y)dy

∣∣∣∣
≤
ˆ
A∩A0

|K(x, y)−K(x0, y)|dy +

∣∣∣∣ˆ
A\A0

χΩ(y)K(x, y)dy

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ˆ
A0\A

χΩ(y)K(x, y)dy

∣∣∣∣
= J1 + J2 + J3.
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Si y ∈ A ∩ A0, se tiene

|K(x− y)−K(x0 − y)| ≤ C‖T‖CZ
|x− x0|
|y − x|n+1

y por tanto:

J1 ≤ C‖T‖CZ |x− x0|
ˆ
|x−x0|>δ0

dy

|y − x|n+1
≤ C‖T‖CZ .

Para estimar J2 consideremos

A \ A0 = (A ∩B(x0, δ0)) ∪ (A ∩ (Rn \B(x0, r0))).

Supongamos que δ0 ≤ r0
2
. Si |x0 − y| ≥ r0 entonces |y − x| ≥ r0

2
. Por tanto

J2 ≤ ‖T‖CZ
(ˆ
|y−x0|<δ0

dy

δn0
+

ˆ
Ω

2n

rn0
dy

)
≤ C‖T‖CZ .

De forma análoga se obtiene para J3. Ahora si δ0 ≥ r0
2
las acotaciones se obtienen

de forma sencilla. Por la propiedad de cancelación del núcleo, podemos suponer que

δ ≥ δ0 y por tanto

|qδ| ≤ C.

Esto termina la demostración.

Como ya mencionamos, al restringir a un dominio Ω un operador de Calderón-

Zygmund de tipo convolución, éste deja de ser de convolución y por tanto no sabemos

si el operador actúa sobre los espacios de funciones estudiados. Meyer en [37] estudió

la continuidad de operadores de Calderón-Zygmund que no son de convolución y que

están de�nidos en espacios de Hölder y Sobolev de Rn cuando se satisface la condición
T1 = 0. Utilizando las mismas técnicas, Lemarie en [33] demuestra la continuidad de

operadores de Calderón-Zygmund en espacios de Besov. También Komori en [27]

demuestra la continuidad de estos operadores relajando la condición T1 = 0 al pedir

que T1 pertenezca a cierto espacio de Hölder.

En nuestro caso, los espacios que consideramos tienen una caracterización en di-

ferencias lo cual nos motiva a utilizar la técnica de Meyer. Por tal motivo escribimos

las diferencias del operador obteniendo los sumandos necesarios escritos en términos

de primeras diferencias. El siguiente lema nos proporciona dicha descomposición.
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Lema 4.3.2. Sean ξ ∈ D una función radial tal que ξ(u) = 1 para |u| ≤ 2 y

η(u) = 1− ξ(u). Entonces:

Tf(y)− Tf(x) :=
4∑
i=1

gi(x, y) + f(x)(TχΩ(y)− TχΩ(x)), (4.3.1)

donde

g1(x, y) =

ˆ
Ω

(K(y, u)−K(x, u))(f(u)− f(x)) η

(
u− x
|y − x|

)
du,

g2(x, y) = −
ˆ

Ω

K(x, u)(f(u)− f(x)) ξ

(
u− x
|y − x|

)
du,

g3(x, y) =

ˆ
Ω

K(y, u)(f(u)− f(y)) ξ

(
u− x
|y − x|

)
du,

g4(x, y) = (f(x)− f(y))

ˆ
Ω

K(y, u) ξ

(
u− x
|y − x|

)
du.

La demostración se basa en la descomposición del operador utilizando las funciones

ξ y η. Observemos que

Tf(x) = f(x)Tξ(x) +

ˆ
x6=w

K(x,w)(f(w)− f(x)) ξ(w)dw

+

ˆ
K(x,w)f(w)η(w)dw.

Entonces

Tf(x)− Tf(y) = f(x)Tξ(x)− f(y)Tξ(y) (4.3.2)

+

ˆ
x6=w

K(x,w)(f(w)− f(x)) ξ(w)dw

−
ˆ
y 6=w

K(y, w)(f(w)− f(y)) ξ(w)dw

+

ˆ
(K(x,w)−K(y, w))f(w) η(w)dw. (4.3.3)

Combinando los sumandos (4.3.2) y (4.3.3) se obtiene la descomposición deseada.

Observemos que la descomposición (4.3.1) puede aplicarse a cualquier operador

integral.

La idea de la demostración del Teorema 4.2 es utilizar la relación (4.3.1) y, utilizan-

do la caracterización en cada espacio, acotar cada término. La prueba del Teorema 4.4

la presentamos en la subsección 4.3.1 y utiliza las mismas técnicas de la demostración

del Teorema 4.2.

Como aplicación directa del Teorema 4.2 consideremos la transformada de Beur-

ling restringida al dominio Ω.

92



Capítulo 4. Aplicaciones quasiconformes con coe�cientes soportados en
dominios regulares 93

Corolario 4.5. Consideremos la restricción al dominio acotado Ω del operador de

Beurling

BΩf(z) = − 1

π
V.P.

ˆ
Ω

f(w)

(z − w)2
dw

1. Si BΩχΩ ∈ Bα
p,p(Ω) con αp > 2, entonces BΩ : Bα

p,p(Ω)→ Bα
p,p(Ω).

2. Si BΩχΩ ∈ Wα,p(Ω) con αp > 2, entonces BΩ : Wα,p(Ω)→ Wα,p(Ω).

3. Si BΩχΩ ∈ W 1,p(Ω) con p > 2, entonces BΩ : W 1,p(Ω)→ W 1,p(Ω).

Ya hemos observado con anterioridad que, como una aplicación del Teorema 4.4,

dada µ ∈ C∞(Ω) , el conmutador [µ,B] es compacto en los espacios Wα,p(Ω) y

Bα
p,p(Ω).

El problema de encontrar dominios para los cuales se cumple la condición de que

BχΩ pertenece al espacio correspondiente se estudiará en la sección 4.4.

4.3.1. Demostración del Teorema 4.2

1. Por la caracterización para espacios de Besov de la Proposición 4.1.1, es su�-

ciente demostrar que Tf ∈ Lp(Ω) y

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|Tf(x)− Tf(y)|p

|x− y|n+αp
dxdy <∞. (4.3.4)

Es claro por la teoría de operadores de Calderón-Zygmund que Tf ∈ Lp(Ω).

Para demostrar (4.3.4), utilizamos que

Tf(y)− Tf(x) =
4∑
i=1

gi(x, y) + f(x)(TχΩ(y)− TχΩ(x)).

según el Lema 4.3.2. Procedemos a acotar cada sumando. Para el término

g1(x, y) y β arbitrario tal que α < β < 1 y utilizando la condición sobre el
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núcleo K y la desigualdad de Hölder en espacios de Lebesgue tenemos,

|g1(x, y)| .
ˆ

Ω∩{|u−x|>2|x−y|}
|K(x, u)−K(y, u)||f(u)− f(x)|du

.
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|x− y|
|x− u|n+1

|f(u)− f(x)|du

= |x− y|
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|n+1

du

= |x− y|
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|

n
p

+β

1

|x− u|
n
q
−β+1

du

. |x− y|
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du

) 1
p

·
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

du

|x− u|n−βq+q

) 1
q

. |x− y|β+1

(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du

) 1
p

. |x− y|β
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du

) 1
p

Entonces

|g1(x, y)|p

|x− y|n+αp
.

1

|x− y|n+αp−βp

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du,

y por tanto, mediante el Teorema de Fubini,
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g1(x, y)|p

|x− y|n+αp
dxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

1

|x− y|n+αp−βp

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
dudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+p−αp
1

|x− y|n+αp−βpdudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp

1

|x− u|αp−βp
dudx

=

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+αp
dudx <∞.

De esta forma tenemos que
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g1(x, y)|p

|x− y|n+αp
dudx <∞ (4.3.5)
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Para g2(x, y), eligiendo β > 0 arbitrario tenemos, al utilizar la condición del

núcleo K y la desigualdad de Hölder

|g2(x, y)| .
ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|n

du

=

ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|

n
p

+β

1

|x− u|
n
q
−β du

.

(ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|p+βp
du

) 1
p

·

·
(ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

du

|x− u|n−βq

) 1
q

. |x− y|β
(ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du

) 1
p

.

Entonces

|g2(x, y)|p . |x− y|βp
ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du.

y así

|g2(x, y)|p

|x− y|n+αp
.

1

|x− y|n+αp−βp

ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du

De esta forma se tiene mediante el Teorema de Fubiniˆ
Ω

ˆ
Ω

|g2(x, y)|p

|x− y|n+αp
dxdy .

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− y|n+αp−βp|x− u|n+βp
dudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+αp
dudx.

Por tanto,
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g2(x, y)|p

|x− y|n+αp
dudx .

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− y|n+αp
dudx ≤ C. (4.3.6)

Análogamente a g2(x, y), para g3(x, y) se tiene
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g3(x, y)|p

|x− y|n+αp
dudx .

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− y|n+αp
dudx ≤ C. (4.3.7)

Por el lema 4.3.1 se tiene que ‖Tξ‖∞ ≤ C y de esta forma,

|g4(x, y)| ≤ C(|f(x)− f(y)|).
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Así se tieneˆ
Ω

ˆ
Ω

|g4(x, y)|p

|x− y|n+αp
dudx .

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|p

|x− y|n+αp
dxdy ≤ C. (4.3.8)

Por último, tenemos el término f(x)(TχΩ(y)− TχΩ(x)). Debido a que αp > n,

el espacio de Besov Bα
p,p(Ω) es un álgebra de funciones, basta con demostrar que
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|TχΩ(y)− TχΩ(x)|p

|x− y|n+αp
dxdy ≤ C.

La condición anterior es equivalente a que TχΩ ∈ Bα
p,p(Ω) que se tiene por

hipótesis.

2. Dado que T es la restricción de un operador de Calderón-Zygmund, se tiene

que T : Lp(Ω) → Lp(Ω). Por otra parte, utilizando la caracterización del Lema

4.1.2, nos falta probar que
ˆ

Ω

|Tf(x)− Tf(y)|2

|x− y|n+2α
dx ∈ Lp(Ω).

Utilizamos la descomposición en primeras diferencias del operador del Lema

4.3.2 y procedemos a acotar cada sumando gi(x, y). Comenzamos con g1(x, y).

Consideremos θ arbitrario, tal que α < θ < 1, entonces

|g1(x, y)| .
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|x− y|
|x− u|n+1

|f(u)− f(x)|du

. |x− y|
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|n2 +θ

1

|x− u|n2−θ+1
du

. |x− y|
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|2

|x− u|n+2θ
du

) 1
2

·

·
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

1

|x− u|n−2θ+2
du

) 1
2

. |x− y|θ
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|2

|x− u|n+2θ
du

) 1
2

.

Por tanto,
ˆ

Ω

|g1(x, y)|2

|x− y|n+2α
dy .

ˆ
Ω

1

|x− y|n+2(α−θ)

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|2

|x− u|n+2θ
dudy

.
ˆ

Ω

|f(u)− f(x)|2

|x− u|n+2θ

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

1

|x− y|n+2(α−θ) dydu

.
ˆ

Ω

|f(u)− f(x)|2

|x− u|n+2α
du.
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Así, concluimos que ˆ
Ω

|g1(x, y)|2

|x− y|n+2α
dy ∈ Lp(Ω).

Para la función g2(x, y), consideremos γ arbitrario tal que 0 < γ < α, entonces,

|g2(x, y)| .
ˆ
{|u−x|<2|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− y|n

du

.
ˆ
{|u−x|<2|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− y|n2 +γ

1

|x− u|n2−γ
du

.

(ˆ
{|u−x|<2|x−y|}

|f(u)− f(x)|2

|x− y|n+2γ
du

) 1
2

·

·
(ˆ
{|u−x|<2|x−y|}

1

|x− y|n−2γ
du

) 1
2

. |x− y|γ
(ˆ
{|u−x|<2|x−y|}

|f(u)− f(x)|2

|x− y|n+2γ
du

) 1
2

.

De esta manera, para 0 < γ < α arbitrario,ˆ
Ω

|g2(x, y)|2

|x− y|n+2α
dy .

ˆ
Ω

1

|x− y|n+2(α−γ)

ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n+2γ
dudy

.
ˆ

Ω

|f(u)− f(x)|2

|x− u|n+2α
du.

Esto implica que ˆ
Ω

|g2(x, y)|2

|x− y|n+2α
dy ∈ Lp(Ω).

El cálculo para g3(x, y) es análogo y se obtiene que
ˆ

Ω

|g3(x, y)|2

|x− y|n+2α
dy ∈ Lp(Ω).

Por el Lema 4.3.1 se tiene que |g4(x, y)| . |f(x)− f(y)|. Entonces,
ˆ

Ω

|g4(x, y)|2

|x− y|n+2α
dy ∈ Lp(Ω).

Para el término f(x)(TχΩ(y) − TχΩ(x)), utilizamos el hecho que αp > n. En-

tonces

|f(x)||TχΩ(y)− TχΩ(x)| ≤ ‖f‖∞|TχΩ(y)− TχΩ(x)|,

y por tanto nos basta saber que(ˆ
Ω

|TχΩ(y)− TχΩ(x)|2

|x− y|n+2α
dx

) p
2

∈ Lp(Ω).

que es precisamente la hipótesis de que TχΩ ∈ Wα,p(Ω).
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3. Por la caracterización para espacios de Sobolev de la Proposición 4.1.3 , es

su�ciente demostrar que Tf ∈ Lp(Ω) y

ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|Tf(x)− Tf(y)|p

|x− y|n+p−ε dxdy < +∞. (4.3.9)

Es claro por la teoría de operadores de Calderón-Zygmund que Tf ∈ Lp(Ω).

Para demostrar 4.3.9, utilizamos la relación (4.3.1) para las primeras diferen-

cias del operador T según el Lema 4.3.2. Procedemos a acotar cada sumando.

Mediante las propiedades del núcleo K del operador y la desigualdad de Hölder,

para g1(x, y) tenemos

|g1(x, y)| .
ˆ

Ω∩{|u−x|>2|x−y|}
|K(x, u)−K(y, u)||f(u)− f(x)du

.
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|x− y|
|x− u|n+1

|f(u)− f(x)|du

= |x− y|
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|n+1

du

= |x− y|
ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|

n
p

+1−α
1

|x− u|
n
q

+α
du

. |x− y|
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n−p−pα
du

) 1
p

·
(ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

du

|x− u|n+qα

) 1
q

.

Entonces

|g1(x, y)|p

|x− y|n+p−ε .
1

|x− y|n+p−ε−p−αp

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+p−αp du

y por tanto, utilizando el Teorema de Fubini
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g1(x, y)|p

|x− y|n+p−εdxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

1

|x− y|n+p−ε−p−αp

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+p−αp dudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+p−αp
1

|x− y|n+p−ε−p−αpdudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+p−αp
1

|x− u|αp−ε
dudx

=

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+p−ε dudx.
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De esta forma tenemos que

ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|g1(x, y)|p

|x− y|n+p−εdudx . ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|f(u)− f(x)|p

|x− y|n+p−ε dudx ≤ C. (4.3.10)

Para g2(x, y), utilizando la propiedad del núcleo K y la desigualdad de Hölder,

se tiene

|g2(x, y)| .
ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|n

du

=

ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|
|x− u|

n
p

+β

1

|x− u|
n
q
−β du

.

(ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|p+βp
du

) 1
p
(ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

du

|x− u|n−βq

) 1
q

.

Entonces

|g2(x, y)|p . |x− y|βp
ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du.

y así

|g2(x, y)|p

|x− y|n+p−ε .
1

|x− y|n+p−ε−βp

ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp
du.

De esta forma se tiene por el Teorema de Fubini
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g2(x, y)|p

|x− y|n+p−εdxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

ˆ
{|x−u|<4|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− y|n+p−ε−βp|x− u|n+βp
dudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+p−ε dudx.

Por tanto, dado que f ∈ W 1,p(Ω)

ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|g2(x, y)|p

|x− y|n+p−εdudx . ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|f(u)− f(x)|p

|x− y|n+p−ε dudx ≤ C. (4.3.11)

Análogamente a g2(x, y), para g3(x, y) se tiene

ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|g3(x, y)|p

|x− y|n+p−εdudx . ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|f(u)− f(x)|p

|x− y|n+p−ε dudx ≤ C. (4.3.12)

Por último para g4(x, y), por el Lema 4.3.1 se tiene que ‖Tξ‖∞ ≤ C y de esta

forma.

|g4(x, y)| ≤ C(|f(x)− f(y)|).
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Esto implica que

ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|g4(x, y)|p

|x− y|n+p−εdudx . ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|f(x)− f(y)|p

|x− y|n+p−ε dxdy ≤ C. (4.3.13)

Para el término f(x)(TχΩ(y)−TχΩ(x)), utilizamos el hecho que p > n. Entonces

|f(x)||TχΩ(y)− TχΩ(x)| ≤ ‖f‖∞|TχΩ(y)− TχΩ(x)|,

y de la misma manera que en los casos anteriores,

ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|TχΩ(x)− TχΩ(y)|p

|x− y|n+p−ε dxdy ≤ C

se sigue de la hipótesis TχΩ ∈ W 1,p(Ω). En conclusión se tiene

ĺım
ε→0

ˆ
Ω

ˆ
Ω

ε|Tf(x)− Tf(y)|p

|x− y|n+p−ε dxdy ≤ C.

En la demostración puede observarse que no es necesario que el dominio Ω sea acotado.

Por tanto la demostración es valida para cualquier dominio de clase C0,1.

4.3.2. Demostración del Teorema 4.4

1. Utilizando la descomposición de las diferencias del operador T del Lema 4.3.2,

procedemos a demostrar la a�rmación. Cabe mencionar que es válida dicha

descomposición a pesar que no estamos tratando un operador de Calderón-

Zygmund. Para g1(x, y), utilizando la propiedad (4.2.6) del núcleo y la desigual-

dad de Hölder se tiene

|g1(x, y)| .
ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|n

|x− y|εdu

= |x− y|ε
ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|

n
p
−α

1

|x− u|
n
q

+α
du

. |x− y|ε
(ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|p

|x− u|n−αp
du

)1/p

·
(ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

1

|x− u|n+αq
du

)1/q

. |x− y|ε−α
(ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|p

|x− u|n−αp
du

)
(α > 0).
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Entonces, por el Teorema de Fubiniˆ
Ω

ˆ
Ω

|g1(x, y)|p

|x− y|n+βp
dxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

1

|x− y|n+(β+α−ε)p

ˆ
{|u−x|>2|x−y|}

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n−αp
dudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+βp−εp du (β + α < ε)

=

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+αp

1

|x− u|(β−ε−α)p
du

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(u)− f(x)|p

|x− u|n+αp
du <∞ (β < ε+ α)

Para g2(x, y), usando la propiedad (4.2.7) del núcleo del operador y por la

desigualdad de Hölder se tiene

|g2(x, y)| .
ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|n−ε

du

=

ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|

n
p
−ε+α

1

|x− u|
n
q
−αdu

.

(ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|n+αp−εp

p

du

)1/p

·

·
(ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

1

|x− u|n−αq
du

)1/q

. |x− y|α
(ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|n+αp−εp

p

du

)1/p

(ε+ α > 0)

Por tantoˆ
Ω

ˆ
Ω

|g2(x, y)|p

|x− y|n+βp
dxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

1

|x− y|n+βp−αp

ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|n+αp−εp

p

dudxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(u)|
|x− u|n+βp−εp

p

dudx (β > α)

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(u)|
|x− u|n+αp

p 1

|x− u|(β−α−ε)p
dudx

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(u)|
|x− u|n+αp

p

dudx <∞ (β < α + ε).

Análogamente para g3(x, y),
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g2(x, y)|p

|x− y|n+βp
dxdy .

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(u)|
|x− u|n+αp

p

dudx <∞.
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Para g4(x, y) se tiene

|g4(x, y)| . |f(x)− f(y)|
ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

du

|x− u|n−ε

. |f(x)− f(y)||x− y|ε.

De esta forma
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|g4(x, y)|p

|x− y|n+βp
dxdy .

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|p

|x− y|n+βp−εp dxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|p

|x− y|n+αp

1

|x− y|(β−ε−α)p
dxdy

.
ˆ

Ω

ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|p

|x− y|n+αp
dxdy <∞ (β < ε+ α).

La conclusión se sigue al observar que

ˆ
Ω

ˆ
Ω

|f(x)(PχΩ(y)− PχΩ(x))|p

|x− y|n+βp
dxdy .

‖f‖p∞
(ˆ

Ω

ˆ
Ω

|PχΩ(y)− PχΩ(x)|p

|x− y|n+βp
dxdy

)
≤ C

que se sigue de la hipótesis PχΩ ∈ Bβ
p,p(Ω). Esto termina la demostración de

este apartado.

2. Consideremos la descomposición del operador P como en el Lema 4.3.2, entonces

procedemos a acotar cada término. Para el término g1(x, y), por la propiedad

(4.2.6) del núcleo y la desigualdad de Hölder y eligiendo α < β < ε,

|g1(x, y)| . |x− y|ε
ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|n

du

. |x− y|ε
(ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n−2α
du

) 1
2

·

·
(ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

du

|x− u|n+2α

) 1
2

. |x− y|ε−α
(ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n−2α
du

) 1
2

.
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Entonces, por el Teorema de Fubiniˆ
Ω

|g1(x, y)|2

|x− y|n+2β
dy .

ˆ
Ω

ˆ
{|x−u|>2|x−y|}

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n−2α|x− y|n+2β+2α−2ε
dudy

.
ˆ

Ω

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n−2α|x− y|n+2β−2ε
du

.
ˆ

Ω

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n+2α|x− y|2β−2ε−2α
du

.
ˆ

Ω

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n+2α
du

y por tanto ˆ
Ω

|g1(x, y)|2

|x− y|n+2β
dy ∈ Lp(Ω). (4.3.14)

Consideremos ahora g2(x, y). Entonces, con la condición α < β < ε + α, la

propiedad (4.2.7) del núcleo y por la desigualdad de Hölder,

|g2(x, y)| .
ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|
|x− u|n−ε

du

.

(ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n−2ε+2α
du

) 1
2

·

·
(ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

1

|x− u|n−2α
du

) 1
2

. |x− y|α
(ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n−2ε+2α
du

) 1
2

.

Entonces,ˆ
Ω

|g2(x, y)|2

|x− y|n+2β
dy .

ˆ
Ω

1

|x− y|n+2β−2α

ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n−2ε+2α
dudy

.
ˆ

Ω

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n+2β−2ε
du

.
ˆ

Ω

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n+2α

1

|x− u|2β−2ε−2α
du

.
ˆ

Ω

|f(x)− f(u)|2

|x− u|n+2α
du.

De esta forma obtenemos que,ˆ
Ω

|g2(x, y)|2

|x− y|n+2β
dy ∈ Lp(Ω). (4.3.15)

Análogamente se tiene para el sumando g3(x, y),ˆ
Ω

|g3(x, y)|2

|x− y|n+2β
dy ∈ Lp(Ω). (4.3.16)
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Para el término g4(x, y), se tiene que

|g4(x, y)| . |f(x)− f(y)|
ˆ
{|x−u|<2|x−y|}

du

|x− u|n−ε
.

Por tanto, ˆ
Ω

|g4(x, y)|2

|x− y|n+2β
dy .

ˆ
Ω

|f(x)− f(y)|2|x− y|2ε

|x− y|n+2β
dy

.
ˆ

Ω

|f(x)− f(y)|2

|x− y|n+2α
dy.

De lo anterior se sigue queˆ
Ω

|g4(x, y)|2

|x− y|n+2β
dy ∈ Lp(Ω). (4.3.17)

Para el término f(x)(PχΩ(y)− PχΩ(x)), con la hipótesis de que βp > n, basta

con probar ˆ
Ω

|PχΩ(y)− PχΩ(x)|2

|x− y|n+2β
dy ∈ Lp(Ω).

Pero esto equivale a que PχΩ ∈ W β,p(Ω).

Para concluir esta subsección, diremos que, en el caso del operador P con núcleo

regularizante, es utilizado fuertemente que el dominio Ω sea acotado.

Por otra parte, debido a que no conocemos una descomposición en diferencias para

la clase de funciones W 1+ε,p(Ω) con 0 < ε < 1, no es posible utilizar este método en

el caso de la clase W 1,p(Ω) y obtener un resultado análogo.

4.4. Condición TχΩ

Consideremos T un operador de Calderón-Zygmund de tipo par. La pregunta

ahora es saber si existen dominios Ω tales que TχΩ ∈ X donde X = W 1,p(Ω),Wα,p(Ω)

ó Bα
p,p(Ω). En el caso de Ω = D, donde D es un disco, tenemos un primer ejemplo de

dominios que cumplen la condición dado que TχΩ = 0.

En [36, página 411], se demuestra que si la frontera del dominio Ω es de clase C1,ε,

entonces

|TχΩ(x)− TχΩ(y)| ≤ C|x− y|ε x, y ∈ Ω.

Si α < ε y X = Wα,p(Ω) ó X = Bα
p,p(Ω), entonces cualquier dominio de clase C1,ε sa-

tisface la condición del Teorema 4.2 y por tanto se obtiene la continuidad del operador

T . Sin embargo para W 1,p(Ω) no es su�ciente con que la frontera del dominio sea de

clase C1,ε.

Por otra parte, Tolsa en [54] demostró el siguiente resultado.
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Teorema 4.6. Para 2 ≤ p < ∞, sea Ω un dominio acotado Lipschitz cuya frontera

pertenece a W 2− 1
p
,p(R). Entonces BχΩ ∈ W 1,p(Ω).

Este resultado nos provee de más ejemplos de dominios para los cuales la teoría

desarrollada en este capítulo es aplicable.
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CAPÍTULO 5

Ecuación tipo Beltrami

En este capítulo estudiamos la ecuación tipo Beltrami que se obtiene al aumentar

el orden de las derivadas parciales. Consideremos que el orden de las derivadas es un

número natural n, es decir,

∂̄ nf(z) = µ(z) ∂nf(z) casi para todo z ∈ C (5.0.1)

donde el coe�ciente µ satisface la condición de elipticidad ‖µ‖∞ ≤ k < 1. Debido a

la similitud de los resultados, nos enfocamos únicamente en el caso n = 2. De�nimos

la ecuación tipo Beltrami de segundo orden

∂̄ 2f(z) = µ(z) ∂2f(z) casi para todo z ∈ C. (5.0.2)

Nuestro primer objetivo es demostrar la existencia de soluciones para la ecuación

(5.0.2).

Sea µ una función medible tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1. Entonces, la ecuación tipo

Beltrami (5.0.2) admite la solución

f(z) =
z2

2
+ C2h(z) (5.0.3)

tal que h ∈ L2(C) y donde C2 = C ◦C con C la transformada de Cauchy. El objetivo

es caracterizar a la función h. Observemos que, de existir, dicha solución satisface

∂2f(z) = 1 +B2h(z)

∂̄ 2f(z) = h(z).
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Como f debe satisfacer (5.0.2), de las identidades anteriores, equivale a resolver la

ecuación funcional

(I − µB2)h(z) = µ(z).

Recordemos que la transformada de Beurling es una isometría en L2(C). Por tanto

‖µB2‖L2→L2 ≤ k < 1 y de esta manera el inverso del operador I − µB2 existe y se

obtiene como serie de Neumann,

(I − µB2)−1 =
∞∑
k=0

(µB2)k.

Por tanto la función h queda expresada como

h(z) =
∞∑
k=0

(µB2)k(µ(z)).

Claramente h ∈ L2(C). De esta forma la ecuación tipo Beltrami (5.0.2) tiene solución

del tipo (5.0.3) con h ∈ L2(C). Para la invertibilidad del operador tipo Beltrami

en Lp(C) y por tanto expresar el inverso como serie de Neumann, es necesaria la

condición ‖µB2‖Lp→Lp < 1.

De forma análoga a la solución 5.0.3, la ecuación tipo Beltrami de orden n admite

la solución del tipo

f(z) =
zn

n!
+ Cnh(z)

cuando k‖Bn‖Lp→Lp < 1 y donde Cn es la n-ésima iterada de la transformada de

Cauchy y

h(z) =
∞∑
k=0

(µBn)k(µ(z)).

La condición k‖Bn‖Lp→Lp < 1 es restrictiva y depende fuertemente de conocer

la norma de las iteradas de la transformada de Beurling como operador en Lp(C) .

Un primer problema es que se desconoce la norma de la transformada de Beurling.

Iwaniec conjeturó en [23] que

‖B‖Lp→Lp =

{
p− 1, si p ≥ 2;

1
p−1

, si p ≤ 2.

En el caso de las iteradas de la trasformada de Beurling, Dragicevic et al. en [15]

conjeturaron que la norma de las iteradas de la transformada de Beurling está dada

por

‖Bn‖Lp→Lp = κn(p∗)
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donde

κn(p) =
n−1∏
k=0

k − 1
p

+ 1

k + 1
p

y p∗ = máx
{
p, p

p−1

}
.

En el caso que la conjetura sobre la norma de B2 sea cierta, la condición sobre

norma de este operador implica que, en términos de k = ‖µ‖∞, la solución f ∈
W 2,p
loc (C) con ϕ

(
1
k

)
< p < ϕ(k) donde

ϕ(t) =
1 + 3t+

√
t2 + 14t+ 1

4t
.

La aplicación f(z) = z2|z|α con α = −8k
3k+1+

√
k2+14k+1

donde k = ‖µ‖∞, satisface la

ecuación tipo Beltrami (5.0.3) y es tal que f ∈ W
2,ϕ(k)
loc (C) pero f 6∈ W 2,p

loc (C) para

p > 3k+1+
√
k2+14k+1
4k

. Por otra parte, la aplicación f(z) = |z|β
z2

con β = 24k
5k−1+

√
k2+14k+1

,

satisface la ecuación tipo Beltrami (5.0.3) tal que f ∈ W 2,q
loc (C) con q < k+3+

√
k2+14k+1
4

pero f 6∈ W 2,ϕ( 1
k)

loc (C). Esto nos permite pensar que el rango de valores para p para

los cuales la solución f ∈ W 2,p
loc (C) está dado por ϕ

(
1
k

)
< p < ϕ(k).

Por otra parte, utilizamos nuevamente las ideas de Iwaniec en [24, pág. 42�43]

para demostrar que cuando el coe�ciente µ ∈ VMO(C), el operador tipo Beltrami

I − µB2 : Lp(C)→ Lp(C) tiene inverso acotado para todo 1 < p <∞ y por tanto la

solución (5.0.2) satisface f ∈ W 2,p
loc (C).

Proposición 5.0.1. Si µ ∈ VMO(C) tal que ‖µ‖∞ ≤ k < 1, entonces el operador

I − µB2 : Lp(C)→ Lp(C).

Demostración. Consideremos los operadores

Pm = 1 + µB2 + · · ·+ (µB2)m

de donde se tiene

(I − µB2)Pn−1 = Pn−1(I − µB2) = I − µn(B2)n +Kn (5.0.4)

donde Kn = µn(B2)n − (µB2)n es suma �nita de operadores que contienen como

factor el conmutador [µ,B2]. Utilizando los métodos del análisis de Fourier se tiene

el control de la norma de las iteradas de B2, es decir,

‖(B2)n‖Lp→Lp = ‖B2n‖Lp→Lp ≤ Cn2

y entonces,
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‖µn(B2)n(f)‖p ≤ Cn2‖µ‖n∞‖f‖p.

Como consecuencia para n su�cientemente grande, la norma del operador µnB2n es

pequeña y por tanto I−µnB2n es invertible en Lp(C). Dado que B2 : Lp(C)→ Lp(C)

es un operador de Calderón-Zygmund, entonces por el Teorema 2 de Uchiyama en

[58], se sigue que [µ,B2] : Lp(C)→ Lp(C) es compacto.

Por tanto, dado que I−µnB2n tiene inverso acotado, Kn es compacto y de la relación

(5.0.4) se sigue que I−µB2 es un operador de Fredholm. Ahora, la homotopía I−tµB2

es una deformación del operador identidad en el operador I−µB2 y por tanto se tiene

index(I − µB2) = index(I) = 0. (5.0.5)

Recordemos que la transformada de Beurling es una isometría en L2(C) y en conse-

cuencia también lo es B2. Entonces I−µB2 es inyectivo en L2(C) pues si f(z) = µB2f

entonces

‖f‖2 ≤ ‖µ‖∞‖B2f‖2 ≤ ‖µ‖∞‖Bf‖2 ≤ ‖µ‖∞‖f‖2

lo cual sólo es posible si f ≡ 0. Si p > 2, el núcleo de I − µB2 como operador en

Lp(C) está encajado en L2(C). De este hecho, de la identidad 5.0.5 y de la de�nición

del índice de un operador de Fredholm 1.11.1 se sigue que I − µB2 es exhaustivo.

Para 1 < p ≤ 2, observemos que el operador adjunto a I − µB2 es el operador

invertible

I − (B2)−1µ̄ : Lp
′
(C)→ Lp

′
(C)

donde 1
p

+ 1
p′

= 1. La identidad

(I −B2µ)f = (I − (B2)−1µ̄)f̄

muestra que I −B2µ : Lp
′
(C)→ Lp(C) es invertible. Entonces también lo es

I − µB2 = (B2)−1(I −B2µ)B2 : Lp
′
(C)→ Lp

′
(C).

Esto termina la demostración.

Por otra parte, para considerar la unicidad de soluciones, consideramos la trans-

formada de Cauchy normalizada dada por

C0h(z) =
1

π

ˆ
C
h(w)

{
1

w − z
− 1

w

}
dw.

Es claro que C0h(0) = 0 y que f(z) = z2

2
+ C2

0h(z) es solución de la ecuación tipo

Beltrami (5.0.2) con la propiedad de que f(0) = 0. A esta solución le diremos nor-

malizada.
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Proposición 5.0.2. La solución normalizada f(z) = z2

2
+C2

0h(z) y tal que ∂2f −1 ∈
Lp(C) es única salvo polinomios P (z, z̄) = az + bz̄ + czz̄.

La demostración de la unicidad de la solución utiliza las ideas contenidas en Ahlfors

[1, pág. 91] y requiere de una versión generalizada del Lema de Weyl (Lema 5.1.2).

Demostración. Consideremos F (z) = f(z) − C2
0(∂̄ 2f)(z) y observemos ∂̄ 2F (z) = 0

en el sentido de las distribuciones. Entonces, por el Lema 5.1.2 la aplicación F es

bianalítica y puede escribirse como

F (z, z̄) =
z2

2
+ g1(z) + z̄g2(z) (5.0.6)

donde g1 y g2 son funciones analíticas. Sea G(z) = ∂2F (z)− 1, entonces

‖G‖p = ‖∂2f − 1 +B2(∂̄ 2f)‖p ≤ ‖∂2f − 1‖p + ‖B2(∂̄ 2f)‖p <∞,

es decir, G ∈ Lp(C). Además ∂̄ 2G(z) = ∂2∂̄ 2F (z) = 0. Por el Lema 5.1.3, G(z) ≡ 0

y por tanto ∂2F (z) ≡ 1. Integrando tenemos que

F (z, z̄) =
z2

2
+ zg3(z̄) + g4(z̄) (5.0.7)

donde g3, g4 son funciones anti-analíticas. Del desarrollo de Taylor de las funciones

g1, g2, g3 y g4 y la normalización f(0) = 0 podemos concluir que

F (z) = az + bz̄ + czz̄.

De esta manera obtenemos la expresión

f(z) =
z2

2
+ C2

0h(z) + az + bz̄ + czz̄.

Imponiendo las condiciones ∂f(0) = 0 = ∂̄ f(0) y ∂∂̄ f ∈ Lp(C), obtenemos la

solución

f(z) =
z2

2
+ C2

0h(z)

que llamaremos solución principal de la ecuación tipo Beltrami.

Recordemos que la solución principal de la ecuación de Beltrami es un homeomor-

�smo. Claramente la solución de la ecuación tipo Beltrami (5.0.2) no es dos a uno.

Sin embargo, el término z2

2
nos permite pensar que dichas soluciones son dos a uno.

Un primer ejemplo de ello es la aplicación z2

2
que es solución principal de la ecuación
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∂̄ 2f(z) = 0. Cuando µ(z) = λχDc con |λ| < 1 y donde D es el disco unitario, la

solución principal

f(z) =
z2

2
+

{
λ z̄

2

2
, z ∈ D,

λ
(
z̄
z
− 1

2z2

)
, z 6∈ D,

es dos a uno excepto en el origen. Muchos más ejemplos pueden obtenerse al cambiar

el disco unitario D por un disco centrado en el origen y de radio arbitrario. De-

safortunadamente, mediante la construcción del Ejemplo 5.0.1 se muestra que existen

aplicaciones que no son dos a uno.

Ejemplo 5.0.1. Sea

f(z) =
z2

2
− |z|

2

2

en |z| < ε. Entonces se tiene que f(z) = zi=m(z). Es claro que si =m(z) = 0, entonces

f(z) = 0 y por tanto la f aplica el conjunto {z : |z| < ε y =m(z) = 0} en el origen.

De esta forma, el valor 0 tiene una in�nidad de pre-imágenes.

El problema consiste en extender esta función a todo el plano. Para tal efecto,

consideremos una aplicación de la forma

f(z) =
z2

2
− φ(|z|2)

dondeφ ∈ C2
c (R) y φ(|z|2) = |z|2

2
en |z| < ε. Recordemos que el hecho φ ∈ C2

c (C)

implica que φ(z) = C2∂̄ 2φ(z).

Un cálculo directo muestra que

∂f(z) = z − z̄φ′(|z|2),

∂2f(z) = 1− z̄2φ′′(|z|2),

∂̄ f(z) = −zφ′(|z|2),

∂̄ 2f(z) = −z2φ′′(|z|2),

y por tanto el coe�ciente µ está dado por

µ(z) =
−z2φ′′(|z|2)

1− z̄2φ′′(|z|2)
.

La condición de elipticidad

|µ(z)| =
∣∣∣∣ z2φ′′(|z|2)

1− z̄2φ′′(|z|2)

∣∣∣∣ < 1.
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-

?

ε

11

Figura 5.0.1: Grá�ca de φ′′1(t)

Observemos que cuando A ∈ C, entonces∣∣∣∣ A

1− Ā

∣∣∣∣ < 1

es equivalente a

<e(A) <
1

2
.

De esta manera, en términos de la función φ la condición de elipticidad está dada por

|φ′′(t)| < 1

2t
.

Es su�ciente construir una función φ(t) tal que

1. |φ′′(t)| ≤ 1
3t
< 1

2t

2. φ ∈ C2
c (R)

3. suppφ ⊂ (0, 1) y tal que φ(t) =

{
t
2

si 0 ≤ t < ε,

0 si t ≥ 1,
.

Dado que φ′(0) = 1
2
y de la continuidad de φ′′(t) se tiene que

ˆ 1

0

φ′′(t)dt = −1

2
.

Como primer paso, construimos la función φ1(t) de forma tal que (véase la Figura

5.0.1)

φ′′1(t) =


0, si (0, ε);

− 1
3t
, si [ε, εe

3
2 );

0 en otro caso.

observemos que ˆ 1

0

φ′′1(t)dt = −1

2
.
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-

?

ε−β ε εe
3
2 εe

3
2 +β

1
2 1

A

E1 E2

Figura 5.0.2: Grá�ca de φ′′(t)

La idea ahora es extender la función φ′′1(t) a una función continua como lo muestra

la Figura 5.0.2.

La idea es compensar las áreas E1 y E2 que aparecen al momento de extender

mediante rectas. Veamos que es posible introducir un área A. Para tal efecto basta

con ver que existe un número β tal que E1 + E2 < A, es decir,

E1 + E2 =
β

6ε

(
1 +

1

e
3
2

)
<

1

3
log(2) =

ˆ 1

1
2

1

3t
dt. (5.0.8)

La relación 5.0.8 nos lleva a la condición

β < ε

(
2e

3
2 log(2)

1 + e
3
2

)

la cual es admisible.

Por otra parte observemos que

φ′(t) =

ˆ t

0

φ′′(u)du+ φ′(0) =

ˆ t

0

φ′′(u)du+
1

2
. (5.0.9)

y recordemos que

φ′(1) =

ˆ 1

0

φ′′(u)du+
1

2
= −1

2
+

1

2
= 0.

De la identidad (5.0.9), obtenemos la expresión para la función φ

φ(t) =

ˆ t

0

φ′(s)ds =

ˆ t

0

ˆ s

0

φ′′(u)duds+
t

2
.
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Por la condición φ(1) = 0, se tiene

0 = φ(1) =

ˆ 1

0

ˆ s

0

φ′′(u)duds+
1

2

=

ˆ 1

0

ˆ 1

u

φ′′(u)dsdu+
1

2

=

ˆ 1

0

(1− u)φ′′(u)du+
1

2

=

ˆ 1

0

φ′′(u)du−
ˆ 1

0

uφ′′(u)du+
1

2

= −
ˆ 1

0

uφ′′(u)du.

Por tanto, resumimos las propiedades de la función φ ∈ C2
c (R) en términos de φ′′(t)

1. |φ′′(t)| ≤ 1
3t
< 1

2t
,

2.
´ 1

0
φ′′(u)du = −1

2
,

3.
´ 1

0
uφ′′(u)du = 0.

Por otra parte, el hecho que para las aplicaciones quasiregulares exista el Teorema

de factorización de Stoilow, hace que las propiedades de regularidad de la solución

principal se hereden a todas las demás. En el caso de la ecuación tipo Beltrami (5.0.2)

no se tiene un resultado similar. Por tanto sólo conocemos propiedades para la solución

principal.

5.1. Lema de Weyl para funciones bianalíticas

El objetivo en esta sección es obtener un resultado similar al lema Clásico de Weyl

para funciones bianalíticas. Comenzamos enunciando este resultado.

Lema 5.1.1 (Corolario 24.10 en [18]). Supongamos que T es una distribución sobre

un conjunto Ω ⊂ C tal que ∂T
∂z̄

= 0. Entonces T es una función analítica en Ω.

Decimos que una función f : C → C es bianalítica si ∂̄ 2f = 0. Observemos que

la condición ∂̄ 2f = 0 equivale a que ∂̄ f(z) = h(z) donde h es una función analítica.

De esta manera tenemos que las funciones bianalíticas tienen la forma general f(z) =

g(z) + z̄h(z) donde g, h son analíticas y debido a esto, la representación es única.

Lema 5.1.2. Si ∂̄ 2f = 0 en el sentido de las distribuciones, entonces f es bianalítica.
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Demostración. Sea g(z) = ∂̄ f(z). Observemos que ∂̄ g = ∂̄ 2f = 0 en el sentido de

las distribuciones. Por el Corolario 5.1.1 tenemos que g es analítica. Consideremos

F (z) = f(z) − z̄g(z) entonces ∂̄ F (z) = ∂̄ f(z) − g(z) = 0 en el sentido de las

distribuciones. De esta forma y mediante la aplicación del Corolario 5.1.1 se tiene que

F es analítica. Por tanto f(z) = F (z) + z̄g(z), es decir, f es bianalítica.

Lema 5.1.3. Si f : C → C es una función bianalítica y de Lp(C), entonces f = 0

para p > 1.

Demostración. Si f es bianalítica, sabemos que f(z, z̄) = g(z) + z̄h(z) donde g y h

son funciones analíticas y que dicha representación es única. Las aplicaciones g y h

son analíticas y por tanto tienen un desarrollo en serie de potencias alrededor del

origen, es decir,

f(z, z̄) =
∞∑
n=0

anz
n + z̄

∞∑
n=0

bnz
n.

Sea z = reit para 0 < r < R. Entonces,

f(r, t) = g(r, t) + re−ith(r, t)

=
∞∑
n=0

(anr
nenit + bnr

n+1e(n−1)it)

= b0re
−it +

∞∑
n=0

(anr
n + bn+1r

n+2)eint.

Observemos que

rb0 =
1

2π

ˆ 2π

0

f(r, t)eitdt,

de donde al multiplicar por r2, integrando en r y utilizando coordenadas polares∣∣∣∣R4b0

4

∣∣∣∣ =
1

2π

∣∣∣∣ˆ
D(0,R)

f(w)wdw

∣∣∣∣ .
Mediante la desigualdad de Hölder con 1

p
+ 1

q
= 1 se tiene∣∣∣∣R4b0

4

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
‖f‖p

(ˆ R

0

ˆ 2π

0

rq+1dtdr

) 1
q

=
‖f‖p
2π

(2π)
1
q

(
Rq+2

q + 2

) 1
q

≤ ‖f‖p
(2π)

1
p

R1+ 2
q

(q + 2)
1
q

.
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Entonces

|b0| ≤
4‖f‖p
(2π)

1
p

R
2
q
−3

(q + 2)
1
q

R→∞−−−→ 0.

Por lo anterior la función f toma la forma

f(r, t) =
∞∑
n=0

(anr
n + bn+1r

n+2)eint

y en general, multiplicando por e−int e integrando en el parámetro t se tiene

anr
n + bn+1r

n+2 =
1

2π

ˆ 2π

0

f(r, t)e−intdt.

Si n = 0 se tiene que,

a0 + b1r
2 =

1

2π

ˆ 2π

0

f(r, t)dt

de donde, multiplicando por r, integrando en r y utilizando coordenadas polares,

obtenemos
a0R

2

2
+
b1R

4

4
=

1

2π

ˆ
D(0,R)

f(w)dw.

Utilizando la desigualdad de Hölder

∣∣∣∣ a0

2R2
+
b1

4

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p
2π

π
1
qR

2
q

R4

=
‖f‖p

2π
1
p

(
R1+ 1

p

)2 .

Haciendo R→∞ se tiene que b1 = 0 y de donde también a0 = 0 pues

|a0| ≤
‖f‖p
π

1
p

1

R
2
p

R→∞−−−→ 0.

Mostraremos que en general an = 0 y bn+1 = 0. Debido a que

anr
n + bn+1r

n+2 =
1

2π

ˆ 2π

0

f(r, t)e−intdt,

al multiplicar por rn+1, integrar y utilizar coordenadas polares, tenemos que,

anR
2n+2

2n+ 2
+
bn+1R

2n+4

2n+ 4
=

1

2π

ˆ
D(0,R)

f(w)w̄ndw.

Entonces, utilizando la desigualdad de Hölder∣∣∣∣anR2n+2

2n+ 2
+
bn+1R

2n+4

2n+ 4

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
‖f‖p

(ˆ 2π

0

ˆ R

0

rnq+1drdt

) 1
q

,
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o bien, al dividir entre R2n+4,∣∣∣∣ an
(2n+ 2)R2

+
bn+1

2n+ 4

∣∣∣∣ ≤ 1

(2π)
1
p

‖f‖p
R

2
q
−4−n

(nq + 2)
1
q

R→∞−−−→ 0.

Esto implica que bn+1 = 0 y entonces∣∣∣∣ an
2n+ 2

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p
(2π)

1
p

R−n−2+ 2
q

(nq + 2)
1
q

R→∞−−−→ 0.

De esta manera vemos que los coe�cientes son cero y por tanto f(z) ≡ 0.
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