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7�8�4� ��	�0�
� ����� ,�"����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :@
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� ������� � �,�� ������� ��� ����	����

����� /�
��������%� � 	����2� ��	 �� ���� ���������� ��� ����&�� � �
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����� ��� 
�

����	���� 
�
���� /����������%� �� �
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��� ��� �
 ��	������� �� &�� &��&� 
�� � ���

�������	�� 	 � ���
����� � �� ������	� � ����� ����
����� ������ ��  ������ �%������ $�

�
��#
��� ���	�� �� ��� �������� #
� ���� ���� �� &� �����	����� �� ������ � 	�	��

��� ��������� �� �� ������ � ������ � �� ��� 	��	����� � #
��� �)� ���
��� ��� 	�����

�
���������� � ��� 	�'������ "��� �� �� ����%���� � ��� ��������� ����
����� ��������� �

������
���%��

�&� ���	0� 	 M8 � �� ���	 ���/	 �	 1�� ����� �������� � �	 �	�� �� 	��	 	� ��������� ��	�� �� �����	
K(4,8)"
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K ′
(1,1) → K ′′

(1,1)

K(2,1) → K ′
(2,1)

K(3,1)

K(4,1)

54

K(4,2)

56

K(3,2) → K ′
(3,2) = K(4,3)

58

K ′
(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

59

K(4,6)

5?

K ′
(3,4)

K(4,7)

5:

K(4,8)
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�� 8�9� A�'� � 	��	��� ��  ���� �%���� � ������ �DE

������ +�������� ������� ���
����  	�� �����

L�� ����
���� � 	�'��� � �DE �
� ��������� ��� RA�������� �� ���� 6<<<T� "��� �����

���	� ��
�� ������	��	���� � �� 	��� ����� �� ���&� � ���� � ��"����� �� �DE ��	�

�� ������ � 	�	���� � ��	������ ��� �� 0(D+� "� �����	� ��	��!� �� ���� ��  ������

�������� � ������ ���� �
� ���� �� �� ������� � ���	� ��������� � ������������ 
��� �

����� ���� #
� ���
�� 
��� ����	����� �������

	�������&�����

(
��� �� #
���� ���	�� 
� ��
�� 1.-� �� D+ ������ 
�  ���� � ������ ��� �� 	��	�

������� #
� �� � �� .�� 8�6 �%�� #
� �&��� ��� 
�� � ��� ���� �� ������
�� ���
���� ��

�������%� /8�62

K(x,y) = f (g (K(x+1,2y−1)), g (K(x+1,2y))) /8�62

g ����� 
�� �
���%� 
������������ /��� �'�	��� 
�� �
���%� � ����2 � f(A,B) �� �����

�%�� � 
�� ��	������%� � � � A /���,� ��� ��� �'�	��� 
�� W1=� �
	�� ���2� K(x+1,2y−1)

����� �� ����� �� �� ��� P&�'� ��#
����Q � �� ����� K(x,y) � K(x+1,2y) �� ���������� ���

�� ��� P&�'� ����&�Q� ������� 
�� �
���%� 
������������ /g(K)2 � 
�� � ���� ������ /K2

�	����� P����� KQ� �� #
� ��� ������%� � �
���%� 
������������ �� ��	�
��������	����

���������� ������� �� ����� � K � ������ �%�� �� ������	����� � g(K)�

"� ���� ��#
�	�� ��� 	��	��� ��� ��	������ �
 ����� �����
�� /�D2 '
��� ��� ����

��� ������ ������ � ��� ���� &��	���� � ��� ��������������� � �
 ��	��� &���� �� ��,��

(�� ��� �����	���%�� � ������� #
! �
������� 
������ �� D+ ���� ����
��� �� �������%� /8�62�

��� 	��	��� ���� �
������� ���� ��������
�� �
 ��
�� � ������ ��� ��� #
� !���� ��

���
�������

���� ������� 	�'�� �� �
������	����� � 1.-� �� �������� 
� �'�	��� ��	���� �� ���
��

�� �DE� (������� �� ��
�� 	
������� ��� N = 8 	��	���� � �� .�� 8�?� "� 	��	��� M4
��� �'�	���� ��	����� �� �
 	�	���� ��� ������ K(4,4), g(K(4,3)), g(K(3,1)), g(K(2,2))�
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K(1,1) =
f(g(K(2,1)), g(K(2,2)))

K(2,1) =
f(g(K(3,1)), g(K(3,2)))

K(3,1) =
f(g(K(4,1)), g(K(4,2)))

K(4,1)

��

K(4,2)

��

K(3,2) =
f(g(K(4,3)), g(K(4,4)))

K(4,3)

��

K(4,4)

��

K(2,2) =
f(g(K(3,3)), g(K(3,4)))

K(3,3) =
f(g(K(4,5)), g(K(4,6)))

K(4,5)

��

K(4,6)

��

K(3,4) =
f(g(K(4,7)), g(K(4,8)))

K(4,7)

��

K(4,8)

�	

.��
�� 8�?� >���� �%���� � ������ ���� 1.- ��� @ 	��	����

'�@� � �������

+
�%����� #
� ��� 	��	� 	��	��� /M4) ���� �������� �� ��
��� .�� 8�:� -��� ���

������ ��� �� ��� ��� ������ M4 &���� �� ��,� ���� ��� ���
��������

"� ���	�� �
���� K(4,4) �� ���	��� ��  ����� "� 	��	��� M3 ���� � ��
��� �� ��� %I;A&

#
� �&��� �� ����� � 
� ��� &�'�� �� ����� K ′
(3,2) ���� � ��� �&��� �� ����� �����
�� �

M3� .����� ��� ����
��� ��� ���
����������� K ′
(2,1) � K ′

(1,1) #
� ���� � ��� ��������� � ����

��� 	��	���� #
� ���!� ��� ���'� � �
� ����� M1 � M2� ���
��� �� ��� ���� &�'�� �

%I;>& �%�� ��������� g(K ′
(3,2)) ���� ����
��� ���� ��� ���
����������� � �
 �
����'
���� $�

��
�� ���	�� ��� 	��	���� M5 � M8 �%�� ��������� ����� g(K ′
(2,1)) ���� ���� ����
��� K ′

(1,1)�

��,� ��� 	����'�� #
� �� ������ � ������ ������ ��� �� ����� 	
������� ��� � ��� ���
�������

{g(K ′
(3,2))}K(3,1)

{g(K ′
(2,1))}K(2,2)

K ′
(1,1)

=

f(g(K ′
(2,1)

), g(K(2,2)))

K ′
(2,1)

=

f(g(K(3,1)), g(K ′
(3,2)

))

K(3,1) =
f(g(K(4,1)), g(K(4,2)))

K(4,1)

��

K(4,2)

��

K ′
(3,2)

= K(4,3)

��

K(2,2) =
f(g(K(3,3)), g(K(3,4)))

K(3,3) =
f(g(K(4,5)), g(K(4,6)))

K(4,5)

��

K(4,6)

��

K(3,4) =
f(g(K(4,7)), g(K(4,8)))

K(4,7)

��

K(4,8)

�	
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%�
� � �������

$� ���	� ��	����� �� �&��� 
� 	��	��� MA ���� ���� � ���� �� �� ��
�� /�
�����	��

#
� ���� 	������� ��  ���� ��������� �� ���)� ���'� �� ��� %I;A& 2 ���� � ������
�����

K ′′
(3,2)� K ′′

(2,1) � K ′′
(1,1)� .�� 8�@�

"� ���	�� �
��� � M3 �� �� ��� �������� g(K ′
(4,4))� ��� ���� ����� �� �� ����� � ��������
��

��� �
 ��	��� � ������ &���� �� ��,�� $� ��
�� ���	� � M1 � M2 ��� ����� g(K ′′
(3,2)) ����

���
������ �
 �
����'
��� � ������� � � M5�M8 �� ��� ��� ������ g(K ′′
(2,1))� (�� ��� �����

��� 	����'�� ���������� ���� �� ���
�������%� �� �� ���� #
� ��� ��
�� ��� ��� ���
�������

{g(K ′
(4,4))}K(4,3)

{g(K ′′
(3,2))}K(3,1)

{g(K ′′
(2,1))}K(2,2)

3��
�@�� � �����������
��

�� ��������� � 1.- ��	��!� ��� ���
��� ��� ������ ���������	���� �� ���� ���,�
���

���� ���	�� ���� #
� �������� �� �DE ������ 
�� 	���� ��
���%� �� ���&� � ���� �

�����������%� � ����� � 	���� ������ � 	�	���� ��#
���� �� �� 0(D+� (�	� �������

������ �����
�� ��	���'�� � ����� ��	�
�������� �� �������	� � �� �
���� 	���� Y������

���� ������������� � ����� ��� �������

K ′′
(1,1)

=

f(g(K ′′
(2,1)

), g(K(2,2)))

K ′′
(2,1)

=

f(g(K(3,1)), g(K ′′
(3,2)

))

K(3,1) =
f(g(K(4,1)), g(K(4,2)))

K(4,1)

��

K(4,2)

��

K ′′
(3,2)

=

f(g(K(4,3)), g(K ′
(4,4)

))

K(4,3)

��

K ′
(4,4)

�


K(2,2) =
f(g(K(3,3)), g(K(3,4)))

K(3,3) =
f(g(K(4,5)), g(K(4,6)))

K(4,5)

��

K(4,6)

��

K(3,4) =
f(g(K(4,7)), g(K(4,8)))

K(4,7)

��

K(4,8)

�	
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�� 8�@� ���� � 	��	��� ��  ���� �%���� � ������ 1.-

������ +�������� ������� ���
���� !���� ���	�

R(������ �� ���� 4;;;�T ����
������ 
�� �������%� �� �������	� �������� ��� ��� 	��	��

��� 	����� � ��������� #
� 1.- ���� #
�� ���)� ���	����� �������� 
� 	���� ����� �

���
���� +
 ��#
�	� 
�� �
������� ���
������������ ���� ������� ��� �
���� D"D� �� ���

� ��� �
������� 
�������������� � 1.- � �%�� �� ������ �� �� ��'� � 	��	�����

�&��� ���� �� ��������� � �� �	�+���� 5

74



(��,�
�� 8� 0����%� � ������ �� ��
��� 	
�������

	�������&�����

"� �� ���� � ������������%�� 1.( ������ 
�  ���� ��	� �� � �� .��� 8�6 � ���)� ��� ������

� �DE /������ ���������� � ������������2 � 1.-�

%�
� � �������

��� ����� ��	��!� ��� ������� � ��	� �DE � ��	� 1.-� ��� ������ �� ������ ����
��

����� �� 	�'��� � ��� ����
����� �����������

'�@� � �������

�� ����� � ���� �������	� �������� ��� ����
����� ���������� ����� �� �� ���� � P��'�

� 	��	���Q� "��� ���� �� ������� � ���
������ ��� ������ #
� �����,� �� 	��	��� ��������

���� ���� ��������� 
�� ������%� ����� ��� ������ � ��� ���� ����� �� �
�������� ���� #
�

�� ��� ��� 	��	�� #
� ��� f � g 
���� �� 1.-� �������	����� �� ������%� � �� �
���%� f ��

�� ���
	���� �� �� #
� �� ����� R(������ �� ���� 4;;;�T ���� '
������� #
� �������� 
� 	����

����� � ���
��� #
� �� �������	� �������� RA�
	 �� 5������ 4;@6T�

"� 1.(� g �� �� 
�� /�� &�� ����)� ��� 	���� �����2 � f �������� �� 
�� �
���%�

���
����������� ��� ������
 � ����� ���� #
� �� ������� +� x ���������� �� ������ � ��

�
���%�� ��������� ��	� ���
���� �� ������� f(x) ���)� �� �������%� /8�82� ��� ‖ ����������

�� �����������%� � fizquierda(x) � fderecha(x) ��� ��	�
��������	���� �������������

f(x) = fizquierda(x) ‖ fderecha(x) /8�82

�	����� #
� M1 ������� �� ��
�� /.�� 8�;2� $���
!� � ������ �
 �D� �� D+ ����
�� 
�

�)	��� ��������� rand(4,2) � �� ���,� � M2 /&��	��� �� 	��	��� �������2� (�� ���� �����

M2 ��� ����
��� K ′
(3,1)� "� ��������� M2 ����
�� f (rand(4,2)) � �� ������ � �
 ��� ����

�� ����� ��#
���� � �
 ���
���� / fizq(rand(4,2))2� ���
!� � ���� �
���� � ������� f � ����

�&��� ����� �� ����� ����&� � f (rand(4,2)) � ������ �� ����� ��#
���� �� ���
���� �� ���

%A;>&8 .����	���� �
���� � ������� f ����� �� ����� ����&� � ��� ���
���� � �� ������ ��

���
���� ��#
���� �� ��� ��,� /%>;>&2
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K ′
(1,1) =

fizq(fder(fder(rand(4,2))))

K ′
(2,1) =

fizq(fder(rand(4,2)))

K ′
(3,1) =

fizq(rand(4,2))

K(4,1)

54

K(4,2)

56

K(3,2)

K(4,3)

58

K(4,4)

57

K(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

59

K(4,6)

5?

K(3,4)

K(4,7)

5:

K(4,8)

5@

.��
�� 8�;� A�'� � 	��	��� ��  ���� �%���� � ������ 1.(

��� �
 ������ �� D+ ���� �������� ��� 	��	�� ����������� � �������� � ��� ���� ������

���������� ��� ��� 	����� ���������� ���� #
� �
��� ���
������ �
� �
����'
���� � �������

"� ��������� �� 0����� � (����� ������ ��� ���
������ 	����'�� ��� �� ����� 	
��������

{rand(4,2)}K(4,2)

{fderecha(rand(4,2))}K(3,2)

{fderecha(fderecha(rand(4,2)))}K(2,2)

3��
�@�� � �����������
��

-�� ��	� �� �������� �� 8�?� 1.( �� ������ ����
�� 	�'��� �� �
���� � ��� 	����� �

��������� �������� 1.-� +�� �	������ &��� 	
�&� 	 � �����	 ���� �� ���
�� � �
 ����� �

���
���� �� #
� !��� �� �
�� ��
��� ���	��	���� �� ���
�� � �� ���
��� � f �

��#� ���� ����������

� ����� � ��� �������	�� � ������ �� �� �������
�� ��	��!� �� ���
������ ����
�����

	������ ������������ �� ��#
���� ����������� � !���� #
� 	�'���� �
 ���������� "���� ���

��� ���� ������� �� �DE 	�'���� /LKH+� $�� �5���
 � /������� $��2� 1.- 	�'����

/OFT+� '() �5���
 � �������� '()& 2 � ����� ��?�������

+A
������ � 5������ <#�����

LKH+� ����
���� ��� R(������ �� ���� 4;;;�T� � OFT+ R+�	�����&��� �� ���� 6<<6T� ����

�������� ��� �������	�� � ����� �  ������ &,����� 2 − N � (�������� �� �)	��� � &�'�� #
�

�
�� ����� ��� ��� � ��, ������
�� ��
��� �� ������ � 	�	���� ��������� �� �� 0(D+�

����%'���	����� ����� ����
����� �� �������&�� �� ������
���%� �  ������ &,����� ����

	������� ��  ���� ����������
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+A
������ � ������������ ������� ���B�����

�� ���� ����
����� ����� ��?������ R��������& �� ���� 6<<4T� �� ����� � 
�� ������	���%�

	 � 	���	 ���� � ��� ����� �� ��� ���	����� �
���
��� �������������

L� �
���
�� ���������� �� ���� ��	� P�� ��
�� � ���	����� G1 	���� ���� ��
�� G2Q�

��� G2 ⊂ G1� "� ����
��
��� ��  ���� ����� P�
���
���Q �� ����� ��� S(a, b) ��� a �
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� 	����'� � ���
�������%� � ��� ��	������� �

�
���
�� �� 	��	��� ��������F��������� +� ����	�� n ��	� �� �)	��� � �
����'
����

�� ��� #
� �� &� ����������� �� ��
�� �������� �� �)	��� 	��� � ���	����� �� 
�� � ����

�
����'
���� ��� (N
n )� #
� �� ����������� ��� �� �)	��� � 	����'�� � ������ /���� /8�4822

� ��� ����� �� ���&� � ���� �� ��	������ ���)� �� �������%� /8�472�

Num MensajesIolus−alta/baja =
N

n
/8�482
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BWIolus−alta/baja = L · N

n
/8�472

"� �DE� ��� �	������ ���� ������ ��� 	����'�� �� 
��� �%�� ��� ������ ���
��� �� ���

���� &��	���� /��	����2 � ��� �� ��	��� � ������ � ���
������� ��� ������ �� ���,�� ������

	����'�� ��	� ���� &�� �� ��� ��	���� +� ��  ���� ��� ���������� ���� ��� 	���� �����

��	� ���� �
������ �� ����
��� ��  ���� 	���� 
�� /���� /8�4922�

Num MensajesLKH−alta/baja = �log2N� /8�492

(�� 	����'�� ��	 �� �������� ������ ������ � ������
 L ��	� ������ &�� ��� ���

��� &���� �� ��,�� ��� ������ �� �)	��� ����� � ������ � ������
 L #
� �� ���,�� ���
� ��

��������� /8�4?2 � �� ���&� � ���� ����� �� �� � �� �������%� /8�4:2�

Num ClavesLKH−alta/baja =
�log2N�∑

i=1

i /8�4?2

BWLKH−alta/baja = L ·
�log2N�∑

i=1

i =
L

2
· (�log2N�2 + �log2N�) /8�4:2

��� �
 ����� 1.- � 1.( ��
��� �� ���&� � ���� � ���
�������%� ������� �����

������ ����� ��� ������ � �
�  ������� "� �)	��� � 	����'�� � ������ �� �� 	��	� #
� ��

�DE /���� /8�4922 ���� �&��� ��� 	����'� �%�� �������� 
� )���� ��� 	���� � ������


L �� #
�� ��� ��� ����� � �������� ��� ���������� ����� ��� ����� ��� 	��	���� �
��� ���

�
������ ���� ��� ������ � �
  ���� (�� ���� ����� ��������������� �� ���&� � ���� �

���
�������%� �� 1.- � 1.( �� �� � �� �������%� /8�6<2�

Num MensajesOFT/OFC−alta/baja = Num MensajesLKH−alta/baja /8�4@2

Num ClavesOFT/OFC−alta/baja = �log2N� /8�4;2

BWOFT/OFC−alta/baja = L · �log2N� /8�6<2

��� )���	�� �� ����� ��?������� �� ��� ���������� ����� �� ���� � ���� � � ��'�� "�

R��������& �� ���� 6<<4T �� ������� #
� �� ��������%� ������ �� �������	� �� ����� ���� �������

������������ &���� ��� �� ��,� �� ���� � ���� � 	��	��� �� ����� ������ �� #
� ����,�

����������� ��� �� �����	�� �� �
�� ���� ��� ��� 	����� ���,�� ��� 	��	�� #
� �� �� ���� �

������������%��

"� �������	� �� ��	��� �, #
� 	�'��� 	
�&� �� ���&� � ���� � ���
�������%� �
���

�%�� &�� ��'��� �� #
� )����	���� �� ����,�� #
� ������ 2R−1 	����'��� ����� R �� �)	���

� 	��-����� "� �� ���� #
� ��� ��
��� ��� ��� ��'�� �%�� �
��� ���� � 
�� �� 
��� 
�

)���� 	����'� ������,� ���� ���
������ �� ������
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�� ��	�����	����� ��������� �� 0D5��

�DE ��	�� �� ��������� ������ �� N � � �� ��������� �����
�� �� �)	��� � ����

�������� 0D5� �� 	
�&� 	���� �
���� 	 � ����� �� �)	��� � 	��	���� �� �� ��
���

$� �
��#
��� ���	�� ���� ��	�����	����� �����,�	��� �� N 	�'��� �)� 	 � �� �� �� ���

1.-F1.( ��� �� ������� 
�� �������� 	�����

#
	�� �%�� 	�'��� �� ��	�����	����� � 0D5� �� �
���� � �������� "� �� �� ��� ��

������� 
� ������ 4< ��� ��� �� ����� ������� � n /�)	��� � �
���
��� �� ��� #
� �� ����������

N2� "� �)	��� � ���� ��������� ���� �� ���
�������%� �
�� ��
����� ����� ��	� �� #
����

�
	������ ��� ������� $�������� � ��� ������� �� ����������%� ��� ��� �� ���� �DE �

1.-F1.( �� �� ���� 
� ����	���� �)	��� � 	��	���� 
 ����� "��� ��� � ����� �

	�� #	 �������	�� L = 128 ���
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� �%�� ��#
���� 
� 	����'�

� ���
�������%�� �
�#
�� ��	� �� &�	�� ��	������ �%�� ����� ���� ��'� � 	��	���� � �


�����	���� �� 	�	���� ��������� �� 	
�&� 	���� #
� �� ����� �������	���

��,��� .��	����

"� 6�9 �� ����% �� �������� �� �� ��"����� ��	� �� ���	�� ������
���� ��� #
� �� D+

�	����� �� ������� � ���������%� � ��	��� � +"D &���� #
� �� ��	��� �
�� &������

���������

"� �� ���� �� 0D5� �� ���������� ��� �� ���	�� #
� ���� �� 0����� � (����� �� ������

�� 	����'� � ��	��� � +"D � N 	��	����� "� #
	�� �� ���	�� �� ��
�� �� ��������� �����

�� ��	�� ���,� � ��#
��� � �� )���	�� ���� �� ���� ���� �%�� �� ���� ������ (N
n )�

"� ��� �������	�� � ���
�������� �%����� �� 	�'��� �� ���� �� �� 	��	� ���������� ��

���� ������ 	���� 	����'��� � ��� ������ �� ���	�� ������
���� ����� �� ������ � �� ���� ��

������� � ��"����� �� 	�����

1����	����� ���� ���	�� ����� � �� ������� 	��� /�� ���� ��� ���
��2 � �� ���

� �� ������
 �� 	����'�� �� ������� �� ������ � �� �������� #
� ���!� ��� ����������� ��

��
��� ���� -��� ����� �������� ���� ��� ���	������� ���� ���� �������� 
�� ��	��������

����� �������	���

+� ��������	�� �� ����� ���� /�� �� ���
��� �������2 � ��������	�� ��� ���	��� �

���������%� � �����	���%�� ���� ��� 	���� �
�� 	����� �� P�)	��� � 	����'�� � ������

��� �� D+Q� +� ���� ��� 	��	���� �
������ #
� ����������� �� 	��	� 	����'�� �� �� ��������� ��

������ ���� � �� �����	���%�� ���� �����,�� ���
����� � �������� ��� �� �
��� ����� �� 	��	�

���	�� � �� �������� ���,� 	,��	�� (
��� ��� 	����'�� � ����������� ��� ��� 	��	���� ���

�������� �� 	��	��� #
� ������ � ���������� �� ���	�� 	����'� ����� #
� ��������� � #
� ���

����� 	��	���� ������� � ����������� �
� ��������������� 	����'�� � �� �������� ������

��� ����������� �� �)	��� � 	����'�� ���������� ���� ��� �������	� �� &�� ��� ����

�
���� �� 8�?�6� "� �� .�� 8�48 �� ���������� �� ���	���� �� �
���%� �� ��	��� �� ��
���
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���

0D5� � #
	�� ������ �� 	��	� �������� #
� �� �� .�� 8�46� ��� �
 ������ ��� ��	� ��

������% �� �� �)	��� � 	����'�� � ���
�������%�� ��� �������	�� #
� 
���  ������ �%�����

� ������ �%�� ���� ������ log2N 	����'��� �#
, �DE� 1.- � 1.( ��������� �� 	��	�

��	�����	����� �� #
� �� �� ����� �� �
���� �� ������
 �� 	����'�� ����� ��?������

�
���� � ��������� 
� )���� 	����'�� � ��� ����� �� �������� #
� �������� �� �� 	,��	��

��,��� ������ 	 �	����� �	�	�����

�� ������ � 	�	���� ��������� ����� �� �� 0(D+ ��	� �� ��� 
�� � ��� 	��	����

�� ���,� ��	� �� �)	��� ����� � ���� ���������� ���� ��	������ �� 	������� � ������� +�

���� ��� 	���� �� ���	����� ��� �� ������
 � ������ �
�� 	����� �� �)	��� � ������ �

�
���� ��� ��� 
�� � ��� 	��	���� � 0(D+� �� ��
�� #
� ������ ��� ��� 	����'�� �

������������%�� ���� ����� �� 	���� �� ��� �������	�� ���������� #
� �� 0D5��

������� � ������

"� �� �����	� � ����� �� �)	��� � ������ #
� ��� 	������� �� 0(D+ �� ��
�� �� �)	���

� 	��	���� �� ��
����� N � )����	���� 
�� ����� �����
�� ��� ��� 
�� � ������

MemoriaKS−GKMP = N /8�642

"� #
	��� �� ��	���� ��� ������ � �
���
�� /0+�2 ��� ��	������ �%�� ��� ������ ����

��
���� � ��� 	��	���� � �
 �
���
�� 	 � �� ����� � ����%� �� �
���
�� ��� �� #
� ��

��������� $� �
��#
��� ���	�� �� �� �������� #
� �� ������ ������ � �
���
��� /0+(2 ���

�
���� ���� ��� ������ � ��� 	��	���� �������� �� ��
�� 	 � ��� � ��� �������� 0+�� ��

�)	��� � ������ ����� ���)� �� �������%� /8�662�

MemoriaGSC−Iolus = N +
N

n
/8�662

�
6� �� �������	 �	 ��	�� �� ����'
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"� �DE� ���� ��� 	���� ��	��!� �� 	���� �� #
� �� ��� 	������� 
�� ����� ��� ���

��� ��  ����� "� �)	��� � ���� �� 
�  ���� ��������� ��� N 	��	���� ����� ��	� ����

�
������ �� ��������� /8�682�

MemoriaKS−LKH =
�log2N�∑

i=0

2i = 2�log2N�+1 − 1 = 2N∗ − 1 /8�682

��� *] �� ���� ��	� �� 	���� �������� � 6 �� �������� � *�

1.- � 1.(� �� �����
��� ���������� ����� �
� ����� �� ��������� �
���� ���� ���

D"D� ��  ���� ���� �%�� ��� #
� ��� ���	��� ����
������� -���� 
� �����	� ��	� ���� ������

�
������� ��� ��� ������ �����
���� � ��� 	��	����� �
 �������%� ��� ��� ������ /8�672�

MemoriaKS−GKMP = N /8�672

.����	����� �� 0(D+ � ����� ��?������ ��� �
���� 
�� ����� ��� ��� 
�� � ���

�������� �
���
��� ������������ #
� �� �
��� ���	��� "��� ����� �� ���������� ��� �� ���

�����%� �� /8�692�

MemoriaKS−SubsetDiff =
�log2N�∑

i=0

(2�log2N�−i · (2i+1 − 1)) = 2 · N · log2N + 1 /8�692

.�������

(�� 
�� � ��� 	��	����� ��� �
 ������ ��,� 	������� 
�� )���� ����� �� 0D5� /�


����� �����
��2� "��� ��	��!� ��
��,� �� #
	���

"� ��� �������	�� ������ ��  ������ ���� ��� 	���� ��	��!� ������ (�� ���������� ��

��
�� ��� �
���� ���� ��� ������ #
� �� ���
������ ��� �
 &�'� &���� �� ��,�� � ���

&��	���� � ������ (�	� �� �� ��	���% ��������	����� ���� ��� 	���� �� ���������� ��� ��

����
��� ��  ����� #
� ����� ��	� ���� �
������ �� �������%� /8�6?2�

MemoriaMiembro−LKH/OFT/OFC = �log2N� + 1 /8�6?2

.����	����� �� ����� ��?������ ��� 	��	���� ���� �
���� ������ ������ ��	� �
���
�

��� ������������ �
�� ����������� "��� ����� �� �� ����
�% ���� �� ���� � ������������%� � ��

���������� ��� �� �������%� /8�6:2�

MemoriaMiembro−SubDiff =
�log2N�∑

a=1

⌈
log2

N

2(a−1)

⌉
∑
i=1

2i − 1 /8�6:2
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�� � �������
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��� ������� ��  ���� � �� .�� 8�4: {Fr1(9) ⊕
r
′
, Fr1(5)⊕r

′
, Fr1(3)⊕r

′}� �
 ����� �����
�� {Fr1(M1)⊕r
′} � �� ��� 	���� � ���
�������%�

#
� �� ���	���% ����
��� �
 ���'
��� � ������ /r
′(i−1) ⊕ r

′i2� L� ��
�� ������
���� ����� ����

	��	� �����	���%� ��� ��� 
�� � ��� ������
�������

"� 	��	��� � ��
�� � 	��	���� �������� /R2 ��	���,� �� �����	� �� ��� ��� �����	���%�

�
��� ����� � ����
��� �� ��� 	���� � ���
�������%� #
� �� ���	������ ������ � ���	�� �����

�� ��
�� � 
�� ����� �� ��
�� �
������� /A = N − R2 #
� �� ���	������ �������� ��

��� 	���� � ���
�������%��

+��)� ��� ������ �DE� ��� 	��	���� �������� �� �
��� ������
�� �� ��� 	���� � ���

�
�������%� �� #
� �� &� ������ ������ ��� 
�� ����� #
� �� ��� �����������

(�� �� �����	���%� � #
� �������� ��� ������
������ �%�� �
��� �������� ��	�����

������ W1= � �
� �������� ���� ������
�� 
�� #
� �� ��� ����������� (�	� ��� ����� �� ��

 ���� ����� 
� ,���� �������� �� �
���%� W1= ����� �� ������ �� ��
�� �� ���	���� �
���

�� ����� � Fr1(i)� ��� �%�� P������ Q �� ��� 	���� r
′i �'��� ��	� ���
���� �� �
���%� W1=

� �� �
������� Fr1(i)� �������%� /8�842� ��	 �� ��� ��������� � ��� �
������� ���
��

����������� �� ���������� � #
� ���� ���
���� �� ���������� ��� �� ���
���� � ���� ,����

����� �� 	��	� �
���%�� �
�� ��� ��� ��#
��� ��	� �� �����

Fr1(x) ⊕ r
′i ⊕ Fr1(y) ⊕ r

′i = Fr1(x) ⊕ Fr1(y) �= Fr1(n) ∀n ∈ N − R ∀x, y ∈ R /8�842

���$��������� � �������� ��
���&���

�� )���� ���	� #
� 
� 	��	��� �
������� /� ��
�� � �����2 ����� � ��	��� �� �����	�

�� �������� �
� �������� � 
� 	��	��� �� �
�������� � ���	� #
� ���� )���	� �
�� ������

�� �����	� ��� ����	���� ����� �
��������

"��� ���#
� �� ������ ��	)� � �
��#
��� �����	� � ������
��%� � ������ � ���������� /)���

��	���� ���������� � ��������2� �� �������
�� �� �������� ���� ���� ��	� 
�� �
����������

�� �����	��
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8�:� (������
��%� � �� 	�'��� �� �
���� � 	�	���� �� 0����� � (�����

�� ���� ��������� �� #
� ��	����� �
� ������ ���� ������� ���� ������� #
� �� ���

����������� +� �� �����	���%� ��	����� ��������� � 
� )���� ������ � ���
�������%� ���

��������	�� �� �� 	��	� ���� #
� �� �
��� ��������� -�� �� ���	�� ��������	���� �� ��
���

	���� � ��� �#
,� +� �� �����	���%� ��	����� ��������� � �������� ������� � ���
�������%�

�� ����� � ������
����%� � 	��	���� 
����� �
������� ��"�������

���$��������� � �������� ��
���&��� ����
� ��������� ��"������

$
����� �
������� ���
������������ 
� 	��	��� �
������� /� ���'
��� � �����2 �
�� ��

���������� �����	���%� � �
����'
���� � ������ � ��� 	����� � ���
�������%� /��� �'�	���

54 ������,� {Fr1(9)⊕ r
′i, Fr1(5)⊕ r

′i, Fr1(3)⊕ r
′i} � r

′i ⊕ r
′(i+1)2 ���� �������� ,����� J�8

"� ��� ����� � ����� � �� ��������� ���� �� ���� � 	��	���� ��������� ��� ������

������� #
� �� �
���%� W1= ����� �������� ��� 	����� � ���
�������%� �������� 	�������

�� ��� 
� 
�
���� �
������� �� ��
�� /IA) �� �� � �
��� 
� ��� 	���� � ���
�������%�

�������������� � 
� ,���� �� ������ �� #
� �� &� ��� ������� /IR2 /�������%� /8�8622

(r
′i ⊕ r

′j) �= (r
′i ⊕ r

′k)∀i, j ∈ IA, k ∈ IR /8�862

��/��� 3������� �

� �� ����� � �� ������� �� 8�:�6� �� ����
���� 1D+ �%�� 	�'��� �� ��������� �� �
���� �

������ � �
���� ��� �� D+� (�� 	��	��� �����
�� ��� �
���� ��� 	��	�� ������ #
� ��,�

�
���� �� ��� �������	�� ������ ��  ����� ��� �
 ������ �� ���&� � ���� � ���
�������%�

�� �� 	��	� #
� ����������� 1.(F1.-� ������ 	����'�� ��	� ����
��� ��  ���� 	����

4� ��� 
� )���� ��� 	���� �� ��� 	����'��

��� ����������� � �
� ��� 	����� � ��������� �
��� ����������� � ������
���%�� ��

-���� 8�; � �� .�� 8�4@ 	
����� 
�� ��	�������� ��� ��� �������	�� ��������	���� ����������

	 � ��������������

BWOKS−inic = N · (L · (1 + �log2N�)) /8�882

BWOKS−alta/baja = L · �log2N� /8�872

MemoriaGCKS−OKS = 2 /8�892

MemoriaMiembro−OKS = �log2N� + 1 /8�8?2
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�� 8� 0����%� � ������ �� ��
��� 	
�������

-���� 8�;� (�	�������� � 1D+ ��� ����� �������	���

56'7 368 4/�@4/9 ��������	
 46�

'
	��� � 596� O(N) O(2N) O(N) O(2Nlog2N) O(2)
2( �������<����� O(N) O(log2

2N) O(log2N) O(1) O(log2N)
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8�@� (������
��%� � �� 	�'��� �� �
���� � �)	��� � 	����'��

��*� &�������	�
� � �� ������ �� 	����� � �+���� �� ��������

1��� ��� 	���� � ��������� �
��������� � ��� 	�'���� �� �� �)	��� � 	����'�� �����

����� ���� �� ���
�������%� � ������� =�����	�� #
� �� 	�'��� �� ���� ����� ����� �������

	���� �� 
�� 	�'��� �� �� �������� � ��"������

E���� �� 	�	����� ��� �������	�� � �����������%� � ������ �� &�� ����� �� 	�'���� P��

���	� � ���
��� ��� 	��	����Q � �� ����� �� ���
��� �� ��������� ����� ��� ���� � ���

������� #
	��� �DE � ����� ��?������ ��� 
� �'�	��� � �� ���	���� 	������� #
� 1.-F1.(


������� �� ��������� ����� ���� � 
�� ���	� 	
� ��	�����

"� ������	� � ��"����� �� 	
������� �� �� ������ 
�� ������ 	�������%� �� ������	�

�� ���� ���	���� ������ �������� /�� ����!� �
������ ����� ��
�2� +�� �	����� ��� �����

��� �����'�� #
� ������ �� ������	� � ���
�������%� � ������ �� 	
������� ��� �� ����#
�

�� ���� �� �
������ ����� ��
��

L�� �������
��%� �� ���� ������ �� �������% �� R���
������ �� ���� 6<<8�T ��� �� ������
�


�� 	�'��� �� �
���� � �)	��� � 	����'�� #
� 
�� ����	!���� 	�
���� � ������
���%� ��

������� �����	���� ���� ����
�����

��4��� 5)������ "	��
��� ��
	������

-�� ��	� &�	�� ��	����� �� ������	� � ���
�������%� � ������ �� 	
������� �� 
��

��������%� �� ������	� �
������ ����� ��
�� "� !� �� ����� �� ������	 ���� � ���	���� �


� ��� ����������� �� ���,� � �����	���%� ��� 
� ����� �������� � 
� ���'
��� ����������

� 
�
����� �
��������� "��� �����	���%� ��� ���������� �� 
� �)	��� 	,��	� � ����� �

	����'�� R.��� �� *���� 4;;8T�

�� ��������� ��������� ����� ��� ������	�� �������� � 	
������� ����� ��
� ����� �� #
�

�� �� ������ �������� �� D+ �� ������ �� ������ � ��� 
�
����� #
� #
���� ^������^� "�

��	������ ����� ��
�� �� ��	���� �� D+ �, #
� ������ ���� ������� �� #
�� ��� ������%��

��� 
�
����� ��� ��	����� � �������� � �������

(������ 	!���� �
������ ����� ��
� �� ����� ���������	���� �� ��������� 	���	 �����

� �� ����,� � �)	����� *
����� ����
���� ����� �� �����������%� � ������ 	
������� ���

���� ����#
�� � ������
���%� �� ������� ��� ��������,������ ���!����� #
� ��� ����� 
� �����	�

� ���� ���� ���� ���
���� � �
����� ����������

��4����
�� ��
��5
����

+�� M = {M1, M2, ..., MN} 
� ��
�� � N 	��	���� #
� �� ��	
����� 	������

	
�������� (������� 
� ���'
��� � �
������� F = {f1, f2, ..., fN} �������� ��� �� D+�

(�� 	��	��� Mi �%�� ��	����� �� ������� fi() ��� �� D+� +�� A ⊂ M �� �
����'
��� �

	��	���� �
�������� � #
��� �� #
���� �������� �� ��������

+� ���� #
� ��� �
������� ������ ��� ���
������ ����������

$�� 
� �������� K� �� � ��� ������� �� ��� 	���� P ��� #
� fi(P ) = fj(P ) = k∀i, j ∈ A�

"� ������	����� � P �� ������ ��� � k � ����)� 	��	��� ������������� �� ��
�� ��

�
������� /M − A2�
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(��,�
�� 8� 0����%� � ������ �� ��
��� 	
�������

+� �� �
	���� ����� ���������� �� ���,� 	
������� � 
� )���� 	����'� P ������,� ����

�������� �� �
��� ����� � ����%� k� "� �������	� ����
���� �� ���� �� ���� ��	�����	������

��4��� '����	��� 	 ���������0 ������ ������� ��� ���� ��� "��6.178�12#

	�������&�����

(������� 
� ��
�� 	
������� �� 	��� � ��	��� N � 
� D+ #
� ��	����� 
� �������

��� ��� 
�� � ��� 	��	���� � ���� ��
��� "� D+ ������
�� 
�  ���� �%���� � ������� ���)�

��� ������ � 1D+� (�� ��� �� ��  ���� �� 
� �)	��� ��������� ������� ���)� �� �������%�

/8�6@2� (�	� �� 1D+� ��� 	��	��� �� ���)� �� 
�� &�'� ��  ���� � ������ ��� ������ #
�

&�� ��� �
 &�'� &���� �� ��,�� "� �� �'�	��� � �� .�� 8�4; 58 ������ ��� ������ ��	������

�� �,��� ��������
��

(
��� �� ��� ������ 
�� �
��� ������ �� D+ ����
�� 
� ��� 	���� �)����� ���)� ��

�������%� /8�8:2� ��� rnd(i,j) �� �� ���
���� � �� �
���%� ���
����������� � 1D+ �� ��

��� %�;7&� ���� /8�8@2�

P = r2

∏
(i,j)⊂S

(rnd(i,j)) + (r
′n ⊕ r

′(n+1)) /8�8:2

rnd(i,j) = Fr1(2i + j) ⊕ r
′n /8�8@2

r2 �� �� ���
���� � 
�� �
���%� ���
������������ �������� � Fr1()� � 
��� ���� ������

���#
�� ��� ������
����%����
∏

(i,j)⊂S(rnd(i,j)) �� �� ���
��� � ���� ��� �)	���� �������

���� �� �
����'
��� S� ����� S �� �
����'
��� � ���� &��	���� /��	����2 �� ��	��� �

������ ��	���	����� (r
′n ⊕ r

′(n+1)) �� �� ��� 	���� #
� ��������� ��� 	��	���� �� ��
��

���� ���
������ ��  ����� $���	�� #
� ���� ��� 	���� ��� ����� /	�����2 
 ��
���� ��� ��

���
������ � �� �������%� /8�8:2�

rnd(1,1)

rnd(2,1)

rnd(3,1)

rnd(M1)

��

rnd(M2)

��

rnd(3,2)

rnd(M3)

��

rnd(M4)

��

rnd(2,2)

rnd(3,3)

rnd(M5)

��

rnd(M6)

��

rnd(3,4)

rnd(M7)

��

rnd(M8)

�	

.��
�� 8�4;� >���� �%���� � ������ ���� �	��DEF1D+ ��� @ 	��	����

��.�� 	�	1��� ��� ���	 ��	��' �� ��������� ��� 	���	�� � ���	 �����'
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��%� � �� 	�'��� �� �
���� � �)	��� � 	����'��

rnd(1,1)

rnd(2,1)

rnd(3,1)

rnd(M1)

��

rnd(M2)

��

rnd(M4)

��

rnd(2,2)

rnd(3,3)

rnd(M5)

��

rnd(M6)

��

rnd(3,4)

rnd(M7)

��

rnd(M8)

�	

.��
�� 8�6<� A�'� � 	��	��� ��  ���� �%���� � ������ �	��DEF1D+

%�
����&�����

(�	� �'�	���� �������� #
� �� 	��	��� M3 � �� .��� 8�4; ������� �� ��
��� ��� ������

��	���	����� �� ���
������ 	������ 	������� #
� ��� ������ ����
��� �� S ��� � �����

� ��'�� �
����� �� �� .�� 8�6<�

"� ��� 	���� P �� ����
��� ���)� �� �������%� /8�8;2 � �� ������ ��� �� ����� 	
��������

P = r2 · rnd(2,2) · rnd(3,1) · rnd(M4) + (r ⊕ r′) /8�8;2

���� ���
����� �� ��� 	���� ������ ��� 	��	��� �������� 
�� ��
���%� 	�
��� � P

	%
�� ���
�� � ��� �)	���� ���������� #
� ������� ��������������� �� ��	��� ��� �
 &�'�

&���� �� ��,�� (�	� ���� �)	��� ��������� ����� ����
�� �� �� ���
��� � �)	���� 
����

���� ������� P � �� ��
���%� 	�
��� ���� ��	� ���
���� r ⊕ r′� 1������ �� �������%�

/8�7<2�

P = [r2 · rnd(2,2) · rnd(3,1) · rnd(M4) + (r ⊕ r′)]mod rnd(2,2) = (r ⊕ r′) /8�7<2

(�� 
�
���� �
�� ���
������ �
� ������� �� ��
�� #
� �� 1D+ ���
���� �� �������%�

/8�8<2�

3��
�@�� � �����������
��

�	��DEF1D+ �������&� ��� �����'�� � 1D+ �� �
���� � ��
���%� � 	�	���� �� ��

D+� �� ��
�� #
� !���� �� ������ � 	�	���� �� �� D+ �� ����� � N � �'� �� 8 ���
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.��
�� 7�4� "'�	��� � �����	� ��	����� � �������	�� � �����%� � ������

��������2 � ��������� ��� ��"������ �� ���� � ��� ������� 1����	���� �� ���� ���� ��	��!�

�� ���	���� ��������������� �����������

�������� � ��������������� ����������

��� ��������������� ����������� ������	�� �#
����� #
� ������������ ������������

�������� &���� ������� � &���� ��� � � #
� �� ��������� ������	������ �� �
���� � 	����'��

� ���
�������%��

"� �� �
���
�� /�2 � .�� 7�4� �� ������ � ����� ��� ������ ���	��� ��� �
������ � ��

��������� � ��	� ���� ��� ���������� �� �������� ���'
���	����� �� �	������� #
� �� �� ���

��� � ��������������� ������������� ����� �	�����	�� #
� ���
!� � �� P��'� � �����Q �� ��

���
'��� ����
�� �������
 #
� �� �������� ��� ����� "� ��� ����� �� �����������%� ����������

����� �, #
� ���,� ���������� ��� �	������ �� ��	��� �������� � +"D �� �� ���
���,� &����

������ ���	�� ���
!� � #
� �������� �� �������������� ������ � ���� �� ��� ������
������

�� ����� �� ������������ �������� &���� ��������

2	�����

"� �� 	��	� �������� �� #
� ����� 	�������� �
 ���� � �������� �� ��
�� ����,� ���

������� � ������ � �� �����	���%� ������� +� �� ��	��� ���� � +"D �� �� ���
�� �� ���

	�	����� �� 	��	��� ��� �������� � �����	���%� ���������	���� � �
 P��'�Q � �� �����

�� ������� (
�!��� ��������

��� ���� ������ �
��� 
� 	��	��� #
���� ������ �� ��
��� ������� �� ��������� ����

� ���� ��	�����	���� ����� ���� �� 	������� � ������ �� 
�� �� 	�	���� � &������ �������

&���� �� ���
����� �������� � ��"������

"� �� ���
�� ����� �� ���
��� �� �� �� ��	���	���� �� #
� ��� ������ � #
� ������ 

�%�� ��� � � ���� ���� 
� ����	���� ������� +�� �	������ ����	�� �������� �� ������

�� �������� �� 
�
����� ��� �� �!��� � ����� � �������� �
�'����� #
� ��� �
�����

+�� �� ��	���� �� ���� ���������� �� 	��	��� ��	�����	���� �� ����� �� �������

������ �������� &���� ��� �� "� �
��� 	��	��� ��� ����� � �������� ��� �� �����	���%�
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�������	���� ��� �� )���	� �������� � ��"����� &���� �� 	�	���� � �
 ���� ��� �����

�
������� ���� �����

"� � ��� �
��� #
� �
���� 	���� ��� �� ������ � ��"����� 	���� ��� �� ������ �

�����	���%� � �� #
� �� �
�� ������ � ���	� �� �,����� ��
��	����� � 	���� ���	�� �

���� 	���� ��� �� ������ � ��������������� ���������� #
� �� ���	���� � �� ��� ������ ��

�)	��� � 	����'�� � ���&� � ���� ������ ��

"� ��	���	��� �����  ���
�
 �� �����
�����2�=����
 �� ���� � ��������� ������ �

��� ���� ������
����

���� ���	��� ��� ����� 	�� �������� ���$��	��/ 0������ ����

�����

"� ���	�� �������	� � �����������%� � ������ ��� ����� �� ����������� RK��� �� ���� 6<<4T�

"� �����	� �������� �� ������� ����%���	���� 
� 	!��� 	
� ��	��� � 	����� � ��� ����

��  ����� �������� � �� �� ��� �� ��� ���
������ � ��� $���
!� � ���� �������� �� ���,��

��� 	����'�� � ���
�������%� ���������� � ��� 	��	���� #
� #
��� �� �� ��
�� ���
���� ���

������ �DE�

"� ���� �����	�� �� ��
�� #
� �� �DE� ��� 	��	���� ���	��� ��
��� 
�� ������%� ����	��

��� �� ��  ����� "� ����� �
��� �
��� � ��'�� �� �� ��	��� #
� ������ ��� �
 &�'� &���� ��

��,�� ���� �
��� �������� � �� ��	��� ����	���� �������	����� ��� ���� 	����� ���	��

#
� �� ����� � 
� �����	� ��� 	��	���� ��� ������

+��
��	����� �� ������� ���� 	!��� ��� 	 � �������

������ .��6*��� ���
� #�������

+�� J �� �)	��� � ���������� � ���� � 7
������ � L �� �)	��� � �������� �� ��
��

� 	��-����� +�� Tbatch �� ��������� � ���	�� �� #
� �� �� ��� J + L �������
��� +� ��
	�

#
� �� 
� ������ � ���� 
� 	��	� 
�
���� �� �� 
�� � ������� �� ��
�� �� ���������� ��

��������� ����� �� +������ � (������ ���
!� � ������� ���� ��� �������
��� �� ����	����

#
! D"D� ��  ���� ���� ��� ���
�������� ������ � ���	������

=�����	�� #
� �� �� ��"����� �����
��� ���� ��� ������ �� ��	��� ��� �� &�'� ��

	��	��� �	������ &���� �� ��,� ��,�� ��� ���
�������� "� �� ������� ��� ������ �� ��	����

&��� � �������� 	��	���� �	������� � ��� ������
����� ��������  ���� � ���
������� �� 
��%�

� �����  ���� ���	� 
� �
� ���� #
� �� ���	���� �
� ���� � ���
�������%� /��"�� ������2

#
� ����
�� ���� ��� ������ � ����� � ��	����� ��� ��������� �� �� �
� ���� � �����������%�

�� �� ����
��� ��� �D��

"� D+ �� ����� ������� ����� ��� 	��	���� #
� �������� �� ��
�� ���� �, �
�� �����

�� #
! ������%� ������ � ��� �
���� 	��	���� #
� �� ����� ��  ����� ��,� �� D+ ��� �������

�������� ������%� �� �%	� ������� ��� ������
��%�� � ���	� #
� ! �
��� � 
� �)	��� 	,��	�

� ������� � 	����'�� � ���
�������%��

$� ���	� &�
�,������ �
�� ���
	���� �� �������	� � ��	�0�
� ���)� ��� ���
������

����� ��#
�	������� �� �� .�� 7�6�

(��� 4� JNL /�
���
�� /�22
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4� +
����
�� 	��-���� ��� 7
������

6� *��� ��� ��� ���������� ���	������� &���� �� ��,�� L�$�-" /
2

(��� 6� J_L

4� $� ��� L 	��-���� ����������� ��� J � 	���� ����
���

6� +
����
�� ��� ���� ������������ ��� J 7
������

8� *��� ��� ���������� ���	������� &���� �� ��,�� L�$�-" /
2

7� *��� � 	��-���� ��� ���	������� $"�"-" /2

9� L� ��� �� &�'� �� $"�"-" /2 ��� ���� �
� &�'�� ��� $"�"-" /2

(��� 8� J`L � LN<

4� +���������� �� ��� &�'� � 	���� ����
��� /n2

6� "��	���� /n2 ��  ����

8� (�����
�� 
�  ���� T ��� ���� ��� 7
������ � n

7� �'
���� T � �� �����
� ������%� � n

9� -��� ��� ���� ���&�'� � T ��� ������ �
���� *"H /k2

?� *��� ��� ������%� � T &���� ��,�� L�$�-" /
2

(��� 7� J`L � L`<

4� +
����
�� ���� ��� 	��-���� ��� 7
������

6� +���������� �� ������%� �
����
�� � 	���� ����
��� /n2

6� "��	���� /n2 ��  ����

8� (�����
�� 
�  ���� T ��� ���� ��� ����� 7
������ � n

7� �'
���� T � �� �����
� ������%� � n

9� -��� ��� ���� ���&�'� � T ��� ������ �
���� *"H /k2

?� *��� ��� ������%� � T &���� ��,�� L�$�-" /
2

:� *��� ��� ������%� � 	��-���� &���� �� ��,�� L�$�-" /
2

$���
!� � ������� �� �������	� � 	������ �� D+ ���	��� ���� ��� ���� #
� ���������

�� 	���� $"�"-" � ������ �
���� ������ � ������ ���� ���� ��� ���� 	������ ��	�

L�$�-" � *"H� .����	���� ���,� � ��� 	��	���� ��� ������ ��������������� 
���� ��

	!��� �DE � ������
���%� � 	����'�� 	
��������

���� ������� 	�'�� �
 �
������	������ � ������
���%� �� �������� 
� �'�	��� ���������

.�� 7�8�

+
�����	�� #
� 
����� 
� ������ � ���� ��� 	��	���� M3� M5� M6 � M13 �����

���� � ��'� �� ��
�� � ��	 � �� ���
��� 6 �������
�� � ����� "� ���	�� �
��� ��

����������� ��� ���������� � 	��-���� � 	���� ����
��� %D;H& � %E;I& � �� �
����
��� ���

7
������� � ������
���%� �� 	����� ���� ��� ���� ��� ��� ���������� ��	������� &���� ��

��,� ��	� L�$�-"� "� �� .�� 7�8� �������� ��	������ ��� �,��� ��������
��

��� ���� %E;E&� %E;F& � %D;I& �� ���	���� �� #
� �� ����������� ��� ���� � 	��-����

� ���� ��� &�'��� "� ��� %I;A& ���� � �������� �� �����
� ��� %D;D&� "�  ���� #
�� ��	�

�� �� .�� 7�8�� -��� ��� ������ #
� ��,�� ���
�������� ��� � �&��� 	������ ��	� K ′� ���
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7�8� ������� ��� ����� ��� 	��	���� ��� ������ +����	� $���+
���

������ #
� ������ � ���� ������ ��� 	����'�� � ���
�������%� �� &�� ��	����� ��� �,���

��������
��

K(1,1)

K(2,1)

K(3,1)

K(4,1)

K(5,1)

*�

K(5,2)

*�

K(4,2)

K(5,3)

M3 → J

K(5,4)

*�

K(3,2)

K(4,3)

K(5,5)

M5 → x

K(5,6)

M6 → x

K(4,4)

*�

K(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

*�

K(4,6)

K(5,13)

*	

K(5,14)

*�


K(3,4)

K(4,7)

*��

K(4,8)

M12 → J

�	� >� �� .	� ����	 ���	�� �� �	��	�� �� ����

K′
(1,1)

K′
(2,1)

K′
(3,1)

K(4,1)

K(5,1)

*�

K(5,2)

*�

K′
(4,2)

K′
(5,3)

J

K(5,4)

*�

K′
(3,2) = K(4,4)

*�

K′
(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

*�

K(4,6)

K(5,13)

*	

K(5,14)

*�


K′
(3,4)

K(4,7)

*��

K′
(4,8)

J

� � >� �� .	� ����	 ������� ��� �	��	�� �� ����

.��
�� 7�8� "'�	��� � �������	� ��	�0�
� ��	���

��� 	����'�� #
� ���� �������� � �� � �������� � ��� 	��	���� ��������� ��� �
����

������� � ������ ��� ��� ���
�������

��� �� ����� 	
��������

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,1)|| K ′
(3,1)}K(4,1)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,1)}K ′
(3,2)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,2)}K(3,3)

��� ������� 
�������

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,1)|| K ′
(3,1)|| K ′

(4,2)}K ′
(5,3)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,1)|| K ′
(3,1)|| K ′

(4,2)}K(5,4)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,2)|| K ′
(3,4)}K(4,7)

@4
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�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,2)|| K ′
(3,4)}K ′

(4,8)

1��!����� #
� � �� &������ �������� �� ������� ��� ������ ��	� �� &�� ���
��� ? ����������

/7 ��'�� � 6 �����2 �� &
������ ���� ������ � ������ 67 	����'�� /6 · �log213�2�

3��
�@�� � �����������
��

"� ������� #
� �� ������ � 	����'�� ��������� �� 	
�&� 	���� �� �� ���� � ��"����� ��

���� #
� �� �� ������� �����
��� "��� &��&� �� ��� ��	������ �� �� �����%� � ����
���%�

/7�8�82� +�� �	������ �� �������	� � ��	�0�
� �������� 
� ������������� � ���������

���� #
� ��� �������	�� � �����������%� � ������ ������ ��  ���� �������� �
 	 ��	�

���������� ��  ���� ��� 	��������� ��������� 
����� ��� �� ��� �� ��
��� "� �������	�

���
���� ��������	���� �� ������� 	������� ��������� ��  ���� )����	���� ���
��� ���

�
���� 	��	���� �� ��� ���� 	���� ����
��� ��  ����� "��� 	������	� ����	���� ��

� ��� �
��� �� �)	��� � 	��	���� ��������� � ��������� �� 	
� ��	����� �� ���� ����������

�� ��������� ������� 
� �������	� � ���������� ���������

"� �� .�� 7�7 �� � ��� �������� ��	� ��  ���� � ������ ����� ����������� 
����� �
�������

�������

"� �� �'�	���� �� �� ���	�� ���� �� ���� �� 	��	� �)	��� � 7
������ #
� � 	��-����� �

��,� ��  ���� �, #
� �� 	������� ���������� "� �� ���
�� ���� /�
���
�� /�22 ��� 	��	����

�� ��� ���� %D;D& � %D;H& �������� �� ��
��� �� �� 	��	� ������ �� �� �������� ����)�

7
�����V ��, ��� ���� %I;A& � %I;D& ����� � ��� &�'�� ��� �D� � ��� 	��	���� #
� #
���

�� �� ��
��� "� �� ������ ������� .�� 7�7�� �� ���� 8 7
������ ��� &������ ��������� ����)�

	��-���� "��� ��� �� �
� ���� ��� ��� �
���� 	��	���� �� ���)� ��'� �� ��� %I;A&� #
� �� ��

� 	���� ����
���� .����	����� �� .�� 7�7 �� � ��� 	��	���� &�'�� %A;A& ��������

�� ��
��� $���
!� � 7 ������ �%�� #
��� ? 	��	���� � ��� �	����� ��  ���� � ������

���
������ �� � ���� 9 �� ��� � 7� ��	� ����,� ������������� ��� �� ���� � ? 	��	�����

*%���� #
� �� �� .�� 7�7� �� �� 	��	��� �� �� ��� %E;E& ��������� �� ��
��� �� �)	��� �

	����'�� � ������ ��� �� D+ ���,�� 7� ������ ��	� &��	���� ����� �� ��	��� ��� %E;E& &����

�� ��,�� "� �� ���� �  ���� ���������� �� ����
��� 	 ��	� ��  ���� �� 7 /�log2N� + 12�
��� �� �
�� �� �)	��� � 	����'�� &
������ ��� �%�� 8�

������ .��6*��� ��� �����	 	 ������	�

���� ������ �� �!��� � ��������� ����� �� �� �����%� ��������� RK��� �� ���� 6<<4T �� �


	��	� ���,�
�� ����	����� �� �����
���%� ����%��� � 
� �������	� � ����������� "� ����

�,��� �� �������% �� �����'� � R5���� �� ���� 6<<4T� +� ����� � 
� �������	� ��	�����	����

����������� �� 	������	� � �����������%� � ������ 
�������� �
�� ���������� �� �
��#
���

	�	���� #
� �� ������ #
� 
�  ���� ��� ������������ -���� 
� 	�� � �
������	�����

	
� �������� #
� �� ������ ������
���%��

@6



7�8� ������� ��� ����� ��� 	��	���� ��� ������ +����	� $���+
���

+�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

�	� ����� (���� �� 	��	� 1�� ��  	0	�

+�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

� � ���� ��� �5 � �- 	 	��	 ��
�����

+�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

��� 3 	��	� � ���	  	0	

+�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�-

+�,�- +�,�-

+�,�-

+�,�-

��� ,  	0	� � ��� �,�,� � ���	 	��	

.��
�� 7�7� "'�	��� � ���������� �� �� �������	� ��	�0�
�

���������� ��������

A ����	���� �� �������	� ������� ��� &�'�� � 	 � ����
���� ��� ���	��� � ��� ������� ��

��� ���� 	���� ����
��� ��  ����� ��� ��� ��	��� � ������%� ���� ���
�������� 6  ����

&���� �� ��,�� ��� ��������������� ��	���� ��� ��� ���������� �����
� � �
��� &���� �� ��,��

"��� �� &��� ����	���� ������� ���� ���)� #
� ������ L� ������� ���
��%��� �� �������	�

�� �� #
� �� �������� � ������
���%��

�������� 	
������������� � 
������������� � ��

�

��������������������������������������

��������������� ! " 	��

#
�$" �	����������������������%�������������&'

����������������������������������������(

���������������������������������������(

#
�$" 	�����������������������%�������������&'

)

 �*�������������������'���%�����*��

3��
�@�� � �����������
��

�� �����'� ��������� �� �����	� ��	�0�
� ��� �'
��� � �������� �� #
� �
���� ��

������������� � �
 ���������� $� ���	� ����%��� /� �� ������� ���������� �� ��  ����2

�� ������ �� �������	� #
� �'� ��  ���� ��	�����	���� ���������� �������� � ������
��

	 ��	� ����������

"��� �����	�� �� ��	���� ����� ��	� ������������� �� ����� ��	�
�������� � � ���&� �

@8



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

���� �������� #
� �
���� �� �������	�� L� ���������� ���	��� �
���� 
�� �
��� ���
���

�����%� � ������ #
� �� �� &
����� �� �� ��� 	��	���� �� 	���
������ �� �
 ������%��

��	 �� �� ����� �� ������%� ��� ���� � ��� 	��	����� (
��� �� ���
�� �����������

���
��� 	��	���� ��	���� � ��� � ��� ����� �� ��� ��� �������� �
 �
��� ������%�� ���

��� ���
����� ������ #
� ���� ��	������ +� ���� ��������� #
� !��� �� 
� �����	� &,����

��� ����F�� 	��� �� #
� �
�#
� �, #
� �� �
�� ������� �� #
! 	�	���� ��� 	��	���� ��� �

��	���� � ������%�� ���� ��	��� �� ���������� ��� ��� #
� �� �����������

������ 3������� �

��� �������	�� � ������� �� ���� ���� ��	������� 
���� ��� 	��	�� ��� 	����� �

��������� #
� ��� �������	�� �����
����� $� ���� 	���� �� ���	� � ������� ��� ��� 	�����

� ��������� ��� ������	���� ��������� "� ��� �������	�� �����
���� �%�� ��,�� ���� ����

�������� �������� �� 
� �������	�� ������%� � 7
������ ������%� � 	��-��� � ����
�� ������%��

$�� ���
�� � ��� 
�� � ��� ������ �� �
�,� #
� �� ������ � 
�� ���� ��� 	
� ��	����

�� � 
�� ��'�� � ��	 �� �%�� ����,� � �� ����
��� ��  ���� �� ��� 	�	����� ��� ��

#
�� ���������� ��  ���� ���������� ���	��� �� ��� �� 	��	� ��	�����	������ � �� )����

�������� ������� ��� �� ��	��� ��  ���� /�)	��� � ���	����� �� �� ��
��2�

"� �� ���� #
� �&��� ��� ��
��� ��� ����� � ������� ��� 	
�&�� 	 �� �� ���
���

���������� � ������� � ���� ������ �� ��	��� �� ������ � ����� ��� ����� � �����	����

��� ���	������ �� ���	� 	 � ����������� � ����
�� ����� �������	�� �� 	������ ��	
��������

#
� �����	���� �� 	����,� � ����� �������� �� �� �������

���� �� ����
���%� � ���� ��� �������	�� � ������� ��� ����� ���
����� �� ���� ���,�
���

�� &�� ������� ���� ���������� � ���������� #
� ���
�� ��� ��	�����	������ �������� �� 6�7�

�������� 0�
����� � ��$������� �����

"� �� .�� 7�9 �
��� ���������� ��� ������� � P�)	��� � 	��	����Q � ��� ���� �����������

H���-B� ��������������� � '
���� �� ��� (�	� �� �� ��	���%� ��� ���������� �����������

����� ����� ���������� �� ����� �� �� �)	��� � 	��	���� �	�������� �� ���	��	� � ���

	��	�� � �� ��	�����	����� � �����
��� "� �� ����� � �
�� ����
������ ��� 	 � ������

�� ���	� �� #
� �� &�� ������� ��� �������� 	����������

D��E-3

���� �� ��	
����%� �� ��������� ��� ��
��� )���� �� &� ������� 
� ����%� � 786<<

	
������� ���������� 
�� 	
����� ��� ���
�� /46 &����2� "� !� �� ��Y�'�� 7 ����� �

������	���%� /������� � ���� �
������2 ������
��� 
�����	�	���� 
����� �� ���	�� �

����
���%�� ���� ��� � �����
�� �� ����%��

$
����� �� �	���%� � ��� 
�� � ��� ������� /�� ��
�� #
� �� �� ���	�� ����� �������2

�� �������� 
�� ���� � ����� � ��'�� /�� ��	��2 ��� ���	�� ����� �������
�� �����������

� ����� 	��� ��
�� � 6<< 	
�������

+��)� �� ���������� ���� ���� ���� � ����������� �� �)	��� � 	��	���� ���	��� �� ��

���� � ���������

@7



7�8� ������� ��� ����� ��� 	��	���� ��� ������ +����	� $���+
���

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

x 10
4

100

150

200

250

300

350

Tiempo

m
ie

m
br

os

Web−TV

�	� 8	��' �� ��������	 �	�	 ?� @��

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

Tiempo

m
ie

m
br

os

Virtual Conference

� � 8	��' �� ��������	 �	�	 ����� ������@
��	

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

x 10
4

0

10

20

30

40

50

60

70

80

Tiempo

m
ie

m
br

os

NetGames

��� 8	��' �� ��������	 �� ��?��A�� �	���

.��
�� 7�9� �������� � ���������� 
���� �� ��� ��	
��������

3������$�������

"� ����%� � ���������������� �������� ��� �� ����� ������ �� 6�7� ��������%� � ������

"� ����%� ������� ������ � @7<< 	
������� ���������� 
� ���
�� ��� 	
����� /47<

	��
���2� �� ���� � ��������%� �� &� �'�� �� 69 	��
��� /49<< 	
�����2 � �� �� � �����

�� &� ���	���� �� �� ��	� � 	��	���� � �� �����
����%� ���� ���� ���
��� ��	� ������

�� ����	������%� �� ��
���

-��� ��� ���	��� ����� ���������� � ����� � ����%� �� &�� ��������� ��� ����,�����

������������ -�� ��	� ���������� � ���� ���� � ���������� �
 �� 	��� �� �� 	
� �������

"� �)	��� � 	��	���� ��� ���	��� �� �� ���� � ��� �������

@9



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

F����� �� ��

"� ������ ��������� ���
��� �� &� �������� 	������ �� ��������%� � 
� ����� ��� 786<<

	
������� �� ��
�� #
� �� H���-B� ���� ��� � ����� � ����� � ������� � ������� ��� ����������

� ���� � 	��	���� ��� � ��������� ����� �,� "� ���	�� ����� ������� �� ����
�� ���
���� 
��

����,����� ��		�������� #
� 	���� ��� ���������� � ����� ������ "� �)	��� � 
�
�����

����� ��� 4 &���� ������ ������� *� �� &�� ��������� ������� � &��� �������

�������� 68���� � �����@�� ���� ��"�����

-�� ��	� �� &��� ��� ��� �������	�� � �����������%� �����
��� �� ��� 	���� 	 � �	�

�������� � ���
��� �� �� ���&� � ���� ��������� ���� �� ��"������ L�� ���	� �������� �

��	�� ���� 	��� �� 	������ �� ���������%� �� �)	��� � 	����'�� ������� /���	������

�� ��	��� � �����2� .�� 7�?�

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

�	� ?� )B

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

50

100

150

200

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

� � ����� ��������	

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

200

400

600

800

1000

1200

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	���

.��
�� 7�?� *)	��� � 	����'�� 	
������� ���� �����$��

@?



7�8� ������� ��� ����� ��� 	��	���� ��� ������ +����	� $���+
���

"� ���� ��
�� �� ������� �� �)	��� � 	����'�� 	
������� ��
	
��� ���� � ��� �����

����������� � ����� ���
���� 
����� ��� �� ���	�� � ���������%�� ��� ������� �� &��

��	
��� ���� ��� ���� ���������� � ���
�� � �������� ������� � ����� "� �� .�� 7�: �� ����

����� �� 	��	� �� ��� ���� ������� �� �
���� �%�� ��� 	����'�� 
������� "� ��� �� ��
����

�� �'� J0J �� ���������� ��� �� ����
��%� ��	����� � �� �'� J�J ���������� �������� �������

� ������ � ���� ���� ���� �������� �� ��	�����	����� �� ��� 	���� �� ������%� � �



����%��

"� ���	�� ��	�����	����� �������� �� �� 	�'��� � ���&� � ���� ���� ���	��� �

���� 	������ �� ��� ���� ����������� � 	���� ����� � ����� 	���� �)	��� � 	����'��

	
������� ������� ��
	
����� "��� ��	�����	����� �� ����� ������	���� � �� ������� ���

�� ����� �� �������	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

�	� ?� )B

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

� � ����� ��������	

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

200

400

600

800

1000

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	���

.��
�� 7�:� *)	��� � 	����'�� 
������ ���� �����$��

@:



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

��� ������� � ���� �������� &�� ��� 49<� 8<<� ?<<� 46<<� 67<< � 7@<< 	
������ /���

�
���2V #
� �� ����������� ��� 6�9 � 9� 4<� 6<� 7<� @< 	��
��� ����������	������ "� ���	���

� ��� ������� �� 
� ���	�� �������� � �� 	��� �� ���	�� ����� �������� ���� 	 � �������

�� ��"����� �����
��� "� �� ���� �,	��� /���	�� � ���� ��
�� � 
�� ���� 	
�����2 ��������,�

��� �� ��"����� �����
���

(
���� 	���� �� ���� ���	��� 	 � ���������� �� ���
��� �� 
� ������ � 	���� ��

�� �������&�	����� � 	����'�� � ��"������ "� ����� � ���
���� �� ��	���� ��	��
�� �

U��� �� 
� ��� 	���� #
� �� �
�� ����� ��Y�'�� �� ��� �� ���� ���� �����!���� #
� ���� ��

	���� ������ � ����� �� �� ���� � H���-B� �� ������� � �
���������� �� �����������,�

������	��	���� ��� �� 
����%� � 
�� ���,�
��� "� ��	�����	����� ������� ��	��!� ������

�� ���� � 	����'�� 
������ .�� 7�:�

�� ��������� �
��	����� ����� �� �)	��� � 	����'�� 	
������� � 
������ �� �
 ���������

�� �� �����
��� "� ���� ��� ����������� �� �����	���� �� �
���%� �� ���	�� ���� 	����'��

	
������� �� ������ � �� ����� � �� �� ����%� � ������ �������� �����
�� � ��� "� ��	����

�� ��� �� ���� �� �)	��� � 	����'�� 
������ �� ������� ��������	���� ��� ��������� �� ���

#
� �� ���
��� ����� � �
������ /���� H���-B2 � � ��	���� ��
���� �� �� ��	������%� ��

��
�� /���� ���������������2�

"��� ������ �� ���� ��	��!� �� ������ ����� �� �������	�� L�� ���� ���
�� 	 � 	���

��'�� 
������ /� � 	���� ������
2 #
� 
�� ��'�� �� �
������ � ����� �� �� 	���� ������

� ���� ���� �� ���� � '
���� �� �� ��������� �� &��%����� � ���� 	 � ������� �� ��"�����

�����
��� ��� �����	����� ��
���� �� ��� ������� 	������ ��� ����� � ��� P������Q � �����

#
� ������� �� 	��	� �����

.����	���� �� ��� ����� �� ��������� �� �
���� � ��������%� � 	����'�� 
������F	
�������

#
� �� ���
�� ���� ���������� ��� �����
�� �������� (�	���� ��
���� �� �� ��	������%� ��

��
�� /�����
�� ����� ���� H���-B2 ���
�� 	
�&�� 	 � 	����'�� 
������ #
� 	
�������

�� #
� ���� �������� 	����'�� ���� ��������
��  ������ ������� � 	��	���� #
� �� �
���

�������&�� ����
�� �����	���%� ��  ���� ��������� (�	���� �
���� �� �� ��	������%� ��

��
�� ���
��� ������	��	���� ��� 	��	�� 	����'�� 	
������� #
� 
������ �� #
� �� ��	�

������%� ��  ���� �� 	������� ��������	���� � ��� 	��	���� �
��� �������&�� �� �����	���%�

#
� �����,�� �  ������ �����������

�������� (���������� �� 5����

"� ���
�� ������� � ����� �� �
���� �� ��� ������	�� � ������� ��� ����� �� �� ���������

� #
� ���  ������ ������� �������������

=�����	�� #
� ���� #
� �� ��������� � ��� �������	�� � ��"����� ��� 	 ��	� ��  ����

� ������ ��� ���	������ ��������� ���� ��� �������� � ���	��� "� ���� ���������� ��

������ � ����
��� �� ��� ��	�� ��  ���� ���
��� 	����'�� � �����������%� 	 � ������

/��� ��	���� &���� �� ��,� ��� � 	 � ������ � �� ���������2 � ��� ����� 	���� 
�� � ���&�

� �����

"� �� .�� 7�@ �
�� ���������� �� ����
��%� � �� ��������� ����� �� ����
��� 	 ��	�

� 	,��	� �� ��  ���� � ������� ���� ��� 	��	�� ����� ���
���� �� �� ������� ���������

�& �� �	�� �������������	� �� ��� 	� ���� ������ �� � ����	��'� � �� #	 �������	�� �� �	��� �������
�5-==�"

@@



7�8� ������� ��� ����� ��� 	��	���� ��� ������ +����	� $���+
���

-�� ��	� �� &��,� �	������ �� 7�8�4� ���  ������ ������ ������������ �� ���� ���

���������� ���
����� $� �
��#
��� ���	�� ���� ��������� �� ����� 	���� �
���� 	 � �����
��

�������� �� ����%� � ������� ��� ������������ �� �� ���������� � �� ����� � �� ��� ��

��
�� �	
������ #
� �� 	������	� � ���������� ����,����� �������� ��� ��	�0�
� ��

�� �
��������

��	 �� ��	��!� �� ������� �%	� �� P����� �����
��Q �������� ��� ��� ������ �������


� �����	����� �� ����������� �� ����� � 	���� ������ � ����&� 	���� �����
�� ��������

� � ��� ����� 	���� ���������� ��  ����� "��� ��	�����	����� �� � ��� ���� ���� ���

���������� ������� H���-B �� #
� �� �����
�� ������ �� ����%� ��	������ �� P����� �����
��Q�

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

12

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

�	� ?� @��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

� � ����� ��������	

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

1

2

3

4

5

6

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	���

.��
�� 7�@� $�������� ����� ����
��� 	 ��	� � 	,��	� ��  ���� ���� �����$��

@;



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

���� &�������	�
� �� ���	��� ��� ����� 	�� �������� ���$��	���

��� �������������� #
� ���������� �� �����	� &,���� � ��	�0�
� ���� ��� ��� 
��

����� �� ���������� #
� ��� 	��	���� �� �
����� �� 	����� ��� ���� �� ���
�� 
� �����	����

� ���&� � ���� � ����� ��	�
�������� ���� )����	���� �� �������	� � ����������� ��

#
� �� ��� 	��	���� �� 	���
������ �� �
� ���������� �� ���,� ��������� 
� ��"������

� �� � �
����� ����� �������'��� �� R���
������ �� =����*������� 6<<8�T �� ����
��

�����
��� �� 	������	� � ���������� �� �� 	��	� �������	� � ������� ��� ������ "���

����
���� ������
� 	������� ��  ���� ��������� �� ��� �������� � ���	��� �
������ ��, ��

��	�0�
� ��	���� ��� ���� ����� �� �� ���
�� 
� ����� �������� �� �
���� � ���
�����������

� ������ (�	� ������������ �� ����� #
� ��� 	��	���� ��� ���	��� �� 	���� � �� �� �
��

������ �� 	������	����� � 	��	���� ������������ �� �� 	��	� ����

������ '����	��� 	 ���������0 �����
� ���
� .17

"� �����	� ��	�0�
� �� ���� �� ��������� ��� �
���� 	��	���� � ���	� #
� �� �)	���

� ������ � ���
������ ��� 	,��	�� �� ����
���� � R���
������ �� =����*������� 6<<8�T� ��

��	���� �� �������� �� 	���	���� ��� ������ � ���������&��� �
�#
� � ������ �
�� ������� ��

	��	�� ��  ������ �������� ��� �� ����#
�� ��� ��	�����	���� ���������

(������� �� &��	��� � 
� 	��	��� �������� /M3 �� �� .�� 7�;2� �� &��&� � #
� M4
������� �� ��
�� �� �
���� � ���
������ ���� ��� ������ ��� �
 ��� &���� �� ��,� /�������

�
 ������ �D2� � ��	 �� ��� ����� �� 
�� &�'�� ��� 	����'�� � ���
�������%� �� �� ����

������ � ���	� �����
��� �� ����� �� 	����'� #
� �� �� ���,� � !� �� �� �������&���� ���

���� 	 ��

�����

�,���

�3���

�5���

��

�5�,�

�,

�3�,�

�5�3�

�3

�5�5�

C

�,�,�

�3�3�

�5�D�

�D

�5�4�

�4

�3�5�

�5�E�

�E

�5�-�

�-

.��
�� 7�;� "����� � 	��	��� �������� �� �� ��� &��	���

(�� ��� ���� �� � ��� �
��� #
� �
��#
��� &��	��� � 	��	��� �������� ����� ��� 	��	��

������� /�� �
���� � ���&� � ����� �)	��� � 	����'��� ����2 #
� 
� 	��	��� ���������

��	�0�
� �� ����� �� �
���� ���� &��&� � �
����
�� ��� 	��	���� ��������� ��� 	��	����

���������� ��� �� #
� �� ���� ������ 	����'�� �����
���� ����� �� �������� ��	� � �


&��	���� � ��	 � ���  ������ �
��� ������ �������������

"� �������	� ����
���� ����� �� �
���� ���� &��&�� �� �������&� ��� ���������� &��	����

� ��� 	��	���� ��������� � ����� � ���� ���� ��	� �� �
���� 7
������ ��� �� �
�� �� ������
��

;<



7�7� (������
��%� �� ������� ��� ����� ��� 	��	���� �� 	�����

 ������ �����������

� ������
���%� �� �������� ��� �������� #
� ���� �������� ����� �� D+ ��	� ��� 	��	����

���� ������ � ���� �� �������	��

�������� ���
�� � ������

"� �������	� � �����������%� � ������ ������ � �
���� �������� #
� �� D+ ��� ��������

�� ��� ����� 	����� � ��� ���� � ���
������ /���" ��� ��"����� �
���2� ��� ��  ����

/ ���� ��� ����2� ������
���%� �� �
���  ���� � ������ /��"� ��! ��"�� ����2 � ���,� � ���

	����'�� 	
������� /�
������� ��� ���� ��� ��	������ ��"����� ��������2�

.����� � ���� � ��
����&��

(�	� ���	�� ���� �� ���� 	����� ��� ���� � ���	����� $
����� �� ������ � ����

�������� �� �
������ ���� ��� ���������� � ���� � ��'� � �������� �� �� ���
����� �������� �

��"������ -��� ��� ���� #
� �� ���
������ �� �� ��	��� ��� �
��#
��� 	��	��� ��������

&���� �� ��,� �� ���� 	����� ���� ���������	���� ��� ���	������

*%���� #
�� ���������	���� � �� #
� ��
��,� �� ��	�0�
�� �� �� �
����
��� ��� 	��	����

��������� ��� 	��	���� ���������� "� 	����� � ����� ��	� �� &� ��	����� ��������	�����

�� #
� �� ��� 	���� �	�������� � ���� �������	� ��� ��� ���� � ���������&�� � �� ���

���� � ���
������� =��
!���� #
� ��� &��	���� � ��� 	��	���� � ������ ��	��!� ��,��

��� ���
�������� ��� ������ � ������� �� �������	�� ������ �� 	��	� ����� #
� 
� 	��	���

��������� ��� �� ������
����� � #
� �� ������� � �
 �D�

���+���+�,��-������ �

��� �*��,���-�����������*��- 	�.���

�/�

��� 	�/� 0 �� 0 �� �

���+������������ 	�.��

�/����	�12�

)

)

)

0�� �� 5����

�� ����%� � ��� �� 	
� ��	���� �������� �� ���	���� ��� ���� 	������ � 	������� ���

����
��
��� � �
� ���� #
� ���
���� � �� ����

$���
!� � ���� ����%� �� D+ ����� #
� ������ ��� ���� ����� �������� � ���	������

+
� ������� ����
��
��� ��� 	 � � 
� 	��	��� #
� 	�������� ���
�� D"D �� ��	)�

E��	���� � 	��	���� ���������� �%�� �
��� ���������&�� �
 �D� ���� ��� �	 � ������

&���� �� � �� �� �� ���� �������� � �
��� � � ���	� �����
��� � ������� �� ������ ��

��	����� ��	� 
� 	��	��� ���������

5��	���� ���������

;4



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

"� �� .�� 7�4< �
��� ����� ��� �
� ������ ���
������� � ��������� �� �������	� �	����� ����

�DE �� �'�	��� � ����� � ��'�� ���
��� �� �� .�� 7�8 ���� �� ����� �DE +�	����

�3�3�

�5�D� �5�4�

�D���� �D��,�

�5���

�D��� �D�,�

�5�5�

�D�E� �D�-�

�D�5� �5�E� 9 9

.��
�� 7�4<� "'�	��� � �
� ������ �� �	����� ���� �DE

L�� ������� �	���	������%� �� ���
���%��� �� �� #
� ���
��

��������� �

��� �*��,����+������������������ 	�.���

�� 	����	�3�.2����4���� 56 ����	�3�.2��4���� ��

���+�����������������	�.��

)

)

)

����
������� �� ����� 5����

������� � ���� �
���� �� D+ ��� ������
�� �� �
���  ���� � ���	� ��������� 
���� ���

���	����� ���
������� � �� ���� ���� ���� ���
�� �� ���
����� �������	� � ���	� ���
������

4� ���
��� ���� ��� �
� ������ � ����
��� j � �� �� ��� +� ������ � ��	� ���

�
���� �
� ������ � ����
��� j + 1

6� +� �� �)	��� � ���	����� � ����
��� j �� �	���� ���
����� ��� 
� �
� ���� �

����
��� j + 1 � �������� ��	� 
� �
� ���� � ����
��� j + 2�

"��� ������� ��� �	����� ���  ������ � ����
��� 	,��	� /���	����� ��	����2 � ���������

&���� #
� �%�� #
�� 
�  ���� ���
������� � ������
���%� �� 	
����� �� ���	� � ���
��%���

�
�#
� �� 	
�&� 	 � � ��� � ������� �� ���	����� "� �� .�� 7�44 �
��� ����� �%	� ��

���
���,�� ��� �
� ������ � �� .�� 7�4<�

���������� �

7���� ��������������������� � � �

���� �������������������

���� �������������������

-�������������������+������7������������

����� �����-

)

)

;6



7�7� (������
��%� �� ������� ��� ����� ��� 	��	���� �� 	�����

�

�

�3�3�

�5�D� �5�4�

�D���� �D��,�

�

�5���

�D��� �D�,�

�5�5�

�D�E� �D�-�

�

�

�D�5� �5�E�

�

9 9

.��
�� 7�44� =�������
���%� ��  ���� �� �	����� ���� �DE

����������  ���#� � ������ �����@�� � ��"�����

.����	����� ���� �������� ��� 	����'�� � ��"������ "���� 	����'�� ����,�� ����
�� ��

�
� ��	��� �� ���
����� �����	���%�� ��� ������������ �
��� ������%� �� ��� �����������

� 	������� � ���
�������%� � �������

%�;7&9 "� ��� ����������� �� �� ��� � ��� ����������� �� �
�� �� ������ �� 	����'��

"��� ��	�� �� 
������� ��� 	��	���� ���������� ���� ����� �� 
� 	����'� 	
������� ��

������ � ����� � ���

% ;�&� �� �
��� ������%� �� ��� ����������� �� �� ��	�� #
� �� 
�� ���� ����	����

��� ����� (�� ���� �����	���%�� ��� 
�
����� �
��� ����	������ � ����� 	��	�� � �
�

��������������� ������� ��� ������ 
���� ���� �� ������� � ���
�������%� � ��	����

�� �������� �� �� ���
����� �
������%��

"� ��	�� � 	������� � ������ ��� ��� ������� ������ ���
�������� ����
����� ���

�'�	���� ���
���� ��� ������ �DE�

�������� .������� �� ����� ���
����


A ����	����� ��� 	��	���� �� ��
�� 	
������� �%�� ���� ����� �� 
� ����	���� 	���

��'� ��� ��������� �� �� �� ����� ���������� � ���
������ ��� ��� �����	���%� ����� �
� ������

��	� ��� ����������� �����������

������� �����@�

L� 	��	��� �����
�� /���
�� �� �� ��� /m�n22 �%�� ��������� �� �������� � 
�

	����'� �� ��� ��������� �� ��	�� P��� � ������Q /i�j2 �
	���� ��� ��� ���
������

�����������

m ≥ i /7�42

(j · 2m−i) − (2m−i − 1) ≤ n ≤ j · 2m−i /7�62

;8



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

%�
����&�� ��������  ������

$���
!� � ����� �� 
� ����	���� 	����'� �� ���
	�� � ��� �� ��� /m�n2 � ��� ������

�� ����	���� � �� �
��� ������%� /	X��X2 
���� �� �����	���%� �� ��	�� P�
��� ������%�Q

/p�q2 � �� ���
�������%� � �� ������%� ���
� ��� ���
������ ������������

m′ = p + (m − i) /7�82

n′ = q · 2m−i − (j · 2m−i − n) /7�72

��� ������ ��
���� /�� ��� ����	���� &���� ��� &�'��2 � ��� �
���� /�� ��� ����	�

���� &���� �� ��,�2 ��	��!� �� ���� ����	���� � ��
��� � �� ������%� �������� ��� �� �
���

��	��� � ����

���������8�,�9������

7���� �����������

��������������������������	 �

)

��������������������������	 � �

�� ��+�,��-������-� �

����+����:�������������������������������������

�������,��������������+�,������

)

)

)

������ 3������� �

�� ��
�� #
� �� &��� ���� �� ������� ��� ����� ��	���� � ������
���%� �� 	
������ ���

���
����� � ��� ��	
�������� ���� �� ����
���� � ���� ��������� ���)� ��� ���� �������� �

����������� "� ���	�� �
��� �� ��������� ��� ���
����� �� �
���� � ����
��%� � �� ����
���

��  ���� � ����������� � ������
���%� �� ��� ��	� ������ �� 	�'��� �� �������� �� �)	���

� 	����'�� ����������

���� ���� ��	����� ��� ���
����� ��� �� ���� �� ���������� ��� ���
����� �� �	�����

���� /�� ���� � �� ����&�2 �� 	
������ �� ����� ��'���� 	������� #
� ��� ������� ���� ��

���� ��	��� /��#
����2 �� ��
'�� �� ��
��

�������� +�������� � �� ���$���� �� 5����

"� ������ ��	����� #
� �� ������ � �� �'��
��%� �� �������	� ��������� �������� ��

�� ��������� �� �� �'
��� �� ����� � �� ����
��� ��  ���� ��, ��	� �� �������� �����

����
��� 	 ��	� � 	,��	� � ��	�� �� ��  ���� /����������2�

"� �� .�� 7�46 �� ������� �� 	�'��� �� �� ��������� � �� ����
��� ��  ����� ��� ���
��

���� ���� �� ���� ��������� �� 	
������ � �� ����&�� 1��!����� #
� �� ��	�����	����� �

�� ����
��� ��  ���� ���� ���� ��� ������ � ��� �������� � ���	�� �� ������	��	����

������

"��� ��	�����	����� �� ���������� ��� �� &��%����� ��������� *%���� #
� �� ����� ��

�� �)	��� � 	��	���� � ��� �������� � ������ � H���-B � ��������������� ��� ��	�

;7



7�7� (������
��%� �� ������� ��� ����� ��� 	��	���� �� 	�����

������ ����� �� ��������� � 6 ������
����� /H���-B� 46@�946V ���������������� 86�?72�

��� ������ ��� ������� � �� ����
��� � ��&��  ������ ����,�� ������� ����� @ � ; �� ��

���� � H���-B � 	��������� ��������� ��� ����� ? ���� �� ���� � ���������������� ���

������������ �������� ����� ������� ��� � ��������� ��� �� �����������

"� ���� � '
���� �� �� 	����� 	����%� ��������� (�	� �� �)	��� ������� � 	��	����

�� 4 � �
 ����� �� ��������� ��  ���� ���� ��� ���� ��� �������� �������� +�� �	������ �� ��

���� �� ��������� !��� �� �� ���������� �� 
� ����� ��	� �� �� ���� ���������� �� #
� ���

���������� ����� � ��'�� ���
�� ��������� �����������

��� ������� � �� ����
��� ��  ���� ��� ��	������ ���� ���� ��� ������� "��� ��	�

�����	����� �� ���	�� �� �� ����� �� �
���� #
� ���� ��� 	���� �%�� ����� �� �)	��� �

	��	���� �� ��� �������� � ���	��� � ��
�� �)	��� � 	��	����� ����
��� ��	���� ��

 ���� /������
��� �����������2 ��� �
�� ��� �� ������ � ���� ����������

"��� ��	�����	����� �� � ��� ���� ���������� ��� �� �����
�� �� 	
� �
����� �� �
��

���� ��� � ����� �� ����%� ��	������� �� �����	���� � ����
��� ���� �� ����� �����
��

/���� H���-B2 � ��� �� ����� �� �� �)	��� � 	��	���� �� 	
� ��#
��� /���� ��������

��������2 �� �
�� ����� ��� ������ � ����� ��������� ��� ��� ������ �� ��� ��������������

"� �� ���� � '
���� �� ��� �� #
� ��� � ����� ����,������ �� ����%� ��� 	
� !������ ���

������ � ����� � ��� �������� ������ �������� 
� �����	���� � �� ����
��� ��  ����

���� 	������ ������� � �����������%��

"��� ��	�����	����� �� ������� ��������	���� �� ��� �� ���� � �� ��#
���� /���� ��

���������2 �� #
� ��� ������������ �� ����������� ��� ��� � �� .�� 7�48�

"� �
���� �� ���������� /.�� 7�482� �� ��	�0�
� ��	��� �� �� ��	���%� � �%�� ���

��	������� #
� ���
� 
� ��	�����	����� 	
� ��	���� � �� ����
��� ��  ����� �������


� ������ 
?��� #
� �� ���������� ��� �� ����
��� 	,��	� ��������� �� ��� �������� �

���	���

"� ���� ��������� /�� ���� � �� ����&�2 	
����� 
� ��	�����	����� #
� ��� ��	���

������ ��� ����� �� �������	� �� ���,� ������� #
� �� ���������� 	 ��	� ���	���� �
���

4� �� ��� ���
����� ��������� ��� �	������ �� ������� #
� �� ����� �� ������� �� �� �����

R<�6T�

"��� ���'
��� �� �� ���������� �� ���� � 
� ������ �� ����� �� �
���� � �� &��� �

������ �� �������	�� "� �� �	����� ���� �
��� �� ���
��� ��� �
� ������ �������&������

�
�� &���� 
� �)	��� �	��� �  ������ � 	��	� ������ "� ���� ������ �� �� �'� ��� ���
���

���)�  ���� �� ��	����� /���������� 42 � �� �����	���� �� 4 ����� �� ���������� ������ #
�

��������� ��  ���� �����

"� ������ ���,� ���	������ 	������� �� �������	� � ���	� #
� �� �����
��� ��� �
��

 ������ ��� ��������� ���)� �
 ��	������
 � ���

;9



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

12

14

16

Tiempo

Profundidad del arbol

Periodo de Batch

un
id

ad
es

�	� ?� @�� �	�� �  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

12

14

16

Tiempo

Profundidad del arbol

Periodo de Batch

un
id

ad
es

� � ?� @�� �	��  	�	��	��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

Tiempo

Profundidad del arbol

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	 �	�� �  	�	��	��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

Tiempo

Profundidad del arbol

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	 �	��  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

12

Tiempo

Profundidad del arbol

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	��� �	�� �  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300
0

2

4

6

8

10

12

Tiempo

Profundidad del arbol

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	��� �	��  	�	��	��

.��
�� 7�46� ����
��� ��  ���� ���� ��	����� �����$��

;?



7�7� (������
��%� �� ������� ��� ����� ��� 	��	���� �� 	�����

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

12

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

�	� ?� @��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2

4

6

8

10

12

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

� � ?� @�� �	��  	�	��	��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

1

2

3

4

5

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	 �	��  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

1

2

3

4

5

6

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	���

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300
0

1

2

3

4

5

6

Tiempo

Desbalanceo

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	��� �	��  	�	��	��

.��
�� 7�48� $�������� ����� ����
��� 	 ��	� � 	,��	� ��  ���� ���� ��	����� �����
$��

;:



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

�������� 68���� � �����@�� ���� ��"�����

��� �� �������� �� ��� ��������� 7�8�4 � 7�7�4� �� ����	���� �� ���������� � ����
���

��  ���� �� ����� ������	���� �� ����� �� �������	�� "��� 	�'��� �� ��	�����	������

��� �	������ � ���� ������,� �� �� �� ���
'��� �� 
�� 	�'��� �� �
���� � ���&� � �����

"� ��� .�� 7�47 � 7�49 �� 	
������ ��� ��	���������� � �)	��� � 	����'�� 	
������� �


������ ���� ��� ����� ������������ � ���������� �� ��� ���� ���������� � �����������

"� ��	�����	����� �� �)	��� � 	����'�� 	
������� �� 	
� ��	���� ���� �� ���� ����

������ � ����������� �� ��� ���� ���������� ���
����� "� ����� ��� ������ �� ����	����

�� �)	��� � 	����'�� ���
��� ��� �� �
	���� �� ������ � ���� �� 	
� ��	����� �� ��
��

#
� �� ������ �� �����
���

�� )���� ��������� ���������� ����� �� ���� ��������� � ����������� �� 
�� ������

��	��
��%� �� �)	��� ������ � 	����'�� 	
������� �������� "��� ��������� �� ���� ��

�'
��� � �� ����
��� #
� ������� 	����'�� 	������ �� ������
� $� �
��#
��� ���	��

�
�#
� ���	��� �� �������� ������� 	������ ���� �� ���� ���������� �� 	�'��� �� �� 	
�

�������������

"� �)	��� � 	����'�� 
������� �� ��	���� �� ��
�� ����	�	���� �
��� �� ������ ��

�������	� ��������� �� ��� �� ��	�0�
� ��	���� .�� 7�49� "��� ��	�����	����� �� �������

��� �� 	������ ����������

"� ���	�� �
���� ��� ����� �� �������	�� ��� 	����'�� 
������ ��������� ������ #
�

�	������ �� �� ��,�� � �
��� ���� �������&�� ������ ���������� �  ������� �� ������
 �

����� 	����'��� ��� ������ ���	��� ��� 	����� ����� �� �� ����������� ��� 	��	���� �
����

��	� � &��	���� � 	��	���� ����������

"� ���
�� �
���� ���� ��� �
���� 	��	����� �� ����
���� ��� 	����'�� 
������ �� �� ���� 4

�� 0$1�� ����� �� �� ������������ ��	� 	����'�� � �����������%� � ��� ������ �� ����	����

�� �
���� � ���&� � ���� �� 	
�&� 	�����

.����	����� ��� ������� #
� �� �)	��� � 	����'�� 
������ ��
	
���� �� �������� 
��

�
���� ��������� ��� �� ��	��� � ������ � ����� "� ����	���� �� 	
�&� 	���� ����

��� 	����'�� 	
������� #
� ���� ��� 	����'�� 
������� "��� �� ���� � #
� ��� 	����'��

	
������� ������� � ��� 	��	���� �� ��
�� �� �	������� �� 
� ��	��� � ��	������%� � ���


������ � ��� 	��	���� �, �	������� /������ ��'�� � &��	���� � ����� � ��'��2� "� ���� )���	�

����� ������� 	 � � 	���� ���	�� � �������� �� ������ �� �)	��� � 	��	���� �	�������

�� 
� ��	��� � ��	������%�� �� #
� �� �� �� �������� �� 
� ���� �� �������� �� ����� �

������
����	����� �� �)	��� � 	����'�� ��
	
��� ����� � ��� ��	�����

;@



7�7� (������
��%� �� ������� ��� ����� ��� 	��	���� �� 	�����

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

�	� ?� )B �	�� �  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

� � ?� )B �	��  	�	��	��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

50

100

150

200

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	 �	�� �  	�	��	��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

50

100

150

200

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	 �	��  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

200

400

600

800

1000

1200

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	��� �	�� �  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300
0

200

400

600

800

1000

1200

Tiempo

Numero de mensajes multicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	��� �	��  	�	��	��

.��
�� 7�47� *)	��� � 	����'�� 	
������� ���� ��	����� �����$��

;;



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

�	� ?� @�� �	�� �  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

1000

2000

3000

4000

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

� � ?� @�� �	��  	�	��	��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	 �	�� �  	�	��	��

0
1500

3000
4500

6000
7500

9000

2400

1200

600

300

150
0

50

100

150

200

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ����� ��������	 �	��  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300

150
0

200

400

600

800

1000

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� ��?��A�� �	��� �	�� �  	�	��	��

0
7500

15000
22500

30000
37500

45000

4800

2400

1200

600

300
0

200

400

600

800

1000

Tiempo

Numero de mensajes unicast

Periodo de Batch

un
id

ad
es

��� 0����� � ��� �	��  	�	��	��

.��
�� 7�49� *)	��� � 	����'�� 
������ ���� ��	����� �����$��

4<<



7�9� (������
��%� � �� ���������%� � �� �����%� ��� ����� �� �� �������	� � �����%� � ������

��#� &�������	�
� � �� �������	�
� �� �� �����
� ��� ����� �� ��

��������� �� �����
� �� 	�����

"� ��� ��������� ���������� �� &� �������� ��	�� ���������� �� ����� � ���
���� ��

�
�� ������
�� 
�� ��
���%� ����������� �� ���&� � ����� "� 	
�&�� ����������� ��

��
���%� � ���
��� �� �� ��,����� � ��� �������	�� � ������� ��� ����� ��� 
�� &����	�����

�����	��	���� )��� ���� ��
��� �� 
�� � ���
�����

-�� �� ���
��� �������� ��� �������	�� � ������� ��� ����� &� ��� ���������� #
� ��

������
���%� � 	����'�� � ��"����� �� ������� 
���� ��� ������ �� �DE� ��� ������ �� &��

��������� ���������� � ������������ ����� �,� +�� �	������ �� ������� �� ���� �� ���������

� ��� �������	�� ���
����� �� �� (��,�
�� 8 � ��� �	��� ��	����� ��� �!������ � �������

��� ����� ��� ��� ����� �������	�� � �����������%� �����
�� � �������

$� ���� ���	��� �������� � �%	� �� &��� ������ �� ��������%� � ������ � �
�

����������� ������� �!������ �� ���� �
�� ���
���� 	 � � 	���� ������� 1.- � 1.(

������
�� ��
��� �� ���&� � ���� �� ���
����������� �����
���� �����
����� �������

���� ����� ��� ����� ���� ����� 	��	�� ���������� ���
���� ����	�	���� �� ��������%�

� 	����'�� � ��"����� �
��� ��� ���������� 	 � � 
�� ���� � ��'�� $� &��&�� �� ��

�������
�� �� �� &� ��������� ����
�� ����
���� � ������� ��� ����� ���� ����� �������	���

+�� �	������ �� ����
���� � �������	� �������� �� 8�@ ������
�� ��� 	����'�� � ���
�

�������%� � ��� ���	� #
� �� ������� ��� ����� �� ����� � ���	� ������� � ������
���%� ��

�������� �� ��	������%� � �� ����
���� �	��DEF1D+ ���� ������� ��� ����� ����� 	������

	��	���� ��� ����� ��	� �� 	���� R���
������ �� ���� 6<<8�T�

��&��� '����	��� 	 ���������0 ��6.178�12 ��� "��
� 	��(����

=�����	�� #
� �� �� ���� ��"����� � ��	�0�
� ��� 	��	���� ���	����,�� �� �� 	��	�

 ��� &���� �� ��,� 
����� ��� �� ��� �� ��
��� ��� )����� ��	���� #
� �� ���	��,�� ����

��	���� � ����� �
��� ��� 	��	���� &��	���� ���������� �� ��
��� "� �
��#
��� ����� ��

���'
��� � ������ #
� 
� 	��	��� ��,� 	������� ��� ���	��� �� 	��	��

"� 
� ��������� ��	� �� �������� �	��DEF1D+ �
�� ��������� � ���	� ������ ����

������� �� ������ �� �����	���%� #
� ��#
����� ��� 	��	���� �� ��
�� ���� ���
������ ���

������ �� /r ⊕ r′2� U��� �� &��� ������ � ���� ��� 	��	���� #
� ���	������ �� �� ��
��

���
!� � 
� ������ � ���� � �� 	��	� ���	� #
� �� &��,� �� �� ���� � ������� �����
���

a����	���� ��� ����������� #
� �&���� �� �)	��� � ����
�� #
� ������� �� ���
������

������ �� �)	��� � 	��-���� #
� �� &���� ���
��� � � �
 ������%� �� ��  ����� ���

7
������ �� ������� � � �� ������
���%� �� 	����'� �� #
� � ����� �� ��� ���� �������� ��

���'
��� ������ � ������� � 
�
��	����� �� �������� � ����!� � 
� ����� 
�������

���� ������� 	�'�� �
 	�� � �
������	������ � ������
���%� �� �������� 
� �'�	���

�������� � ��"������ (������� ��  ���� ��� 44 	��	���� � �� .�� 7�4?� $
����� 
� ������

� ��"����� ��� 	��	���� � 8 � �>> �������� �� ��
�� � �� �� ���
�� ����)� 7
������

-��� ��� ������ #
� �� &�� ����� ��	���	����� ���� ��� ���
��������

4<4



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

K(1,1)

K(2,1)

K(3,1)

K(4,1)

K(5,1)

*�

K(5,2)

*�

K(4,2)

K(5,3)

M3

K(5,4)

*�

K(3,2)

K(4,3)

*�

K(4,4)

*�

K(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

*�

K(4,6)

K(5,11)

*�

K(5,12)

*	

K(3,4)

K(4,7)

*�


K(4,8)

M11

.��
�� 7�4?� "'�	��� � �������	� �	��DEF1D+ ��� ��	�0�
� ��	���

=����	�� #
� 	������ �� �����	� ��	�0�
� ��� 	����'�� #
� ��,�� �������� ����

��� ���
�������

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,1)|| K ′
(3,1)}K(4,1)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,1)|| K ′
(3,1)|| K ′

(4,2)}K(5,4)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,1)}K(3,2)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,2)}K(3,3)

{K ′
(1,1)|| K ′

(2,2)}K(4,7)

�	��DEF1D+� �� ��	��� �%�� ��#
���� �� ���
����� 	����'��

r ⊕ r′ + K(4,1) · K(5,4) · K(3,2) · K(3,3) · K(4,7)

��%� &��	��������

"� ������� ��� ����� � ��� ���������� � 7
����� � 	��-��� ��������� �� ���&� � ����

� ��"����� � �� �� 	��� �� ��
��� (�	� ������������� ���� ��
���%� ������ � �� ���

�
��� ������ �� �����	� �� #
� �� �� ��� ������������ ������������ �������� &����

������� � &���� ��� �� $� �
��#
��� ���	�� �� 	����,� � ���������� ������ �
��� ��������

���� ��	��
��%� � ���
����

"� ���	��� � ��� �������	�� � ������� ��� ����� ��������� �� �� �������
�� /�����	�

��	�0�
�2 ������
,� �
 ��'����� �� �
���� � ��
���%� � ���&� � ����� ���� �� ���,�

�� �
���� �� �������� � ���  ������ �%����� � ������� ���� #
� ��� �������	�� � �����������%�

� ������ ������ ��  ������ �%����� � ������ �������� �
 	 ��	� ��������� �� ��� 	�������

��  ���� �������� �� ��� �������� � ���	���

"� ���� ���,�
�� �� &� �	������ 	������ ��	
����%� #
� �
��� �� ���� �DE ��

������ � �������� � �� ��� ������ � �
��� �  ������ ������������� +� &� ��	������

��	� �� ���������� ������� 
�� ��	��
��%� �� ��������� �������

(�	� �������
��%� � ���� ����� �� &� ��������� 
� �������	� � ������� ��� ����� #
� �

�
��� �  ������ ���������� ���� ��� �������� � ���	��� "� �������	� �� ���� �� ��������
��

���  ������ � ������ ������� �� �
���� �%�� ��� ������ #
� �� �
��� ���������&�� � �� ���

	��	���� #
� �� �� � ���� � � ��'� �� �� ��
��� � ��������� #
� �� �� ���� �DE� �� �	�����

4<6



7�?� (����
������

���� �DE ���	��� #
� ��� 	��	���� ��	���� � ������%� � 
� ���� � ����� "��� 	������	�

���������� �� �������� ����� � �
 ���� �����	���� ������	���� �� ����� ��	�
��������� ����� ��

������� � ������ ��	� � ��� 	��	�����

.����	����� �� &� ����
���� �� ���������%� � ��� �������	�� ����
����� �� �� (��,�
�� 8

���� �
 ������� ��� ������

4<8



(��,�
�� 7� 0����%� � ������ ��� ����� �� ��
��� 	
�������

4<7



�������� 

������������ 	 
	 ���
�����	���� �

��	���

� ��
 �������

#��� �������		�
�

��� �������	�� � �����%� � ������ �������� � ����
����� �� ��� ���,�
��� ���������� ��

�����,�� � ����
�� �	���	������%� ���� #
� ���	������ �� �������%� � �
 �
������	�����

�� 
� ������� � ��
����� ��� ���
��� � ��	��������� ��������� &���� �� ���&� � ���������%�

� ���� �����'� �� ������� �� ���
����� ����,������

(�	� �� ��	���% �� �� (��,�
�� 7� �� ����
���%� � ��� �������	�� � ������� ��� �����

�������� 
� ������ ���	���� � ����� ��������� �%�� ���������� 	������ ��	
����%�� ����

���� �������� �� ���
�� �� (��,�
�� 7 �� ��#
���% �� �	���	������%� � 
� ��	
���� �

�������	�� � �����%� � ������� �� &����	����� ������ � ������� �� ���� ���,�
�� ����� ���

��������,������ � ��	
�����

� �
 ���� � ���� �������&�� �� �%��� ������	��� �� 	��	� &����	����� ������ � ��

����%� � ������ ����� ��� �
 ����� ������� � ������� #
� ������� � �� �������	���� 	����'��

� �����%� � ������ � ���	� ����� "� ��������� �� ������� ���� ���	���% ���
���� � ������

�������� �� ������ �� �
���� �� �� ������%� �� ������	� 0$1�� �� �
��� &���� �� ���&��

��	���� �����,� ����
�� �����%� #
� ��������� �������	�� � �����%� ������ ��  �������

"� ���� ���,�
�� �� ���	�� �
��� �� ������� �� ����
��
�� �� ������ ���� � �� �������� ��

���	� �� #
� ��� ���������� �� ������������ 	
��������

.����	����� � ���� � #
� �� ��� ��� � ��	
���������� ���
��� � ��
�� �� �"-. ��

������� ��� ����
����� ��������� �� ���� ������ �� ������� 
�� 	�������%� �� 0$1� ����

#
� �, �� ����
��� �� !��

#��� ���������� 1���

(�	� �������
��%� � �� �	���	������%� � ��� �������	�� � �����%� � ������ �� ��������%


�  ��"��� C��� #
� �	���	���� ��� �������	�� � ��"����� ������ ��  ������ �%������ "�

�������� �� �	���	���% �� �DE � ��� �� ����
����� � 	�'��� ��������� �� ��� (��,�
��� 8

� 7� "����  ��"��� ���	���� �� ���������%� �������� � ��� �
����������� � �����%� � ������

�� �
��#
��� ��������%� C��� 	
��������

4<9



(��,�
�� 9� (������
��%� � �� �	���	������%� � ��������� �� )�����

(�	� ��	���	���� � ����� ������,�� �� ������������ �� ������������ #
� &���� 
�� �

���� �
��� ���G���� L�� ��������%� ��	
�� �� �
������	����� ���� �� ��� ���-�� /D+2� �
��

��� �������  ������ �%����� #
� ���	���� ��������� ������ ��� ��� �������	�� � ��"����� ��

 ��"���� � 
���� 
�� �������� �� ��� #
� �������� �� ������	����� � �
 �
������	������ ��

����� ���������� � �� ��	
����%� � 
� 	��	��� �� ��
��� � ���	��� �������� ���������� �

7
����� � 	��-��� � 
� D+ #
� ���
�&� �� �� ������%� � �
���� ������������ �� ��������%�

�� �����'� � �
� ���
����� �� ����������� �� R���
������ �� =����*������� 6<<8�T�

&����� ����	���� 	� ���9��	

"� ���� ������� �� �������� � ���	� ������ �%	� �� &� �������� � ����
��
��� ��

 ��"��� ������� � ��� �������� 	 � ���������� �� ���
��� � ��� ��������� ��	��� �� �


������%��

"� ����%���� ��  ��"��� �� ������� 
�� �	���	������%� �� ����� � ��� �� 	������	�

� �����������%� � ������ ������� �� ��� ���,�
��� ����������� "��� �	���	������%� ��� ���

�������� � � �
 ��� ��
��������� ���� �
 ��������� �������%� � ��� �
���� ���
������ � �����


����� #
� �� � ����������� (�	� �� &� ��	����� ��������	����� ����� � �� ���������%�

�� �������� �����'� �� �� �����,� ����
�� �	���	������%� �� C��� � ��� �������	�� 	���

�������� ��	 �� ��  ��"��� ���������� ������ 
�� ���
��%� ���� ���� �#
����� ������������

��������� � ��
��� 	
������� ��������� �� C��� � #
� #
����� ���� � ���
��� � �
� ���

	
����������� �� )���� #
� ��#
���� �� �
��� ��������%� �� ����� 
�� ��������� � �� �����

#
� �	���	���� �� ������ � ������� � ����� ��� 	������	�� ���������� ���� ��	���� �� �����

� ������ � �����	���%� ���� ������ ���
���� ��� ��	���� �� �� ���
������ �� ��
���

�������� +�
���
�������  �����
�� � ��
����

"�  ��"��� ������ � ������&� ������� #
� �� &�� ����� �� ��&� �� ��"���� ���������

"��� �����%� �� &� �������� ��� �� �
��������� ������� � ��� 
�� � ������ ��, ����	���

������.��
����
������ -��� -��� ��� ������ ���������� ���� �� ������
���%� � 
�� '���

��#
,� �DE ����� ��  ������ �%������ (�����%����	����� �
� �� ���	�� �
����G���

����������� � ������ � ���� ������� U����� ����������� � ���	� ��������� �� #
� ���,�


� ��� ��  ����� �� ������  ���� ������� 
����� ����� � 
�� ����� #
� �� ��������,�

� �
���� �� ��� ���� &�'�� �� �����	���%� � ��� 	��	���� �� ��
�� � ��� #
� ��� �

���������

������.��
����
������
 (������� ��� �%�� 
�� )���� ������ "� �� ����� ��������� ���� #
� 
��

��������%� ������� ��� ����� � ������ �� �� ��� 	
������� �������� ���������� � �
����

���� ��� ������ ���������� ���� �� ��������� �������� � �����	���%��

������.��
����
�C� (��
����
����������
<� "� �� �
����G��� #
� �������� ��� ������ #
�

�	���	����� �� �
������	����� � ��� �������	�� � ��G����� ����
��� �� �� �����'��

(����� � �
���� ������� L�� ����� ��������� #
� �������� ��� 	!���� #
� �
��#
���

�
��� �������	� ����,� �	���	����� ���� ���
���� �� �
������	����� �� ������� �

������� � ���� ������ 	 � #
� ��� ��� �	���	���������� ��������� �� �������	� �DE�

4<?



9�6� $��������� C���

�� ���	��� 	�������%� ����
���� � ������� ��	� �� A���& �DE� � ��� )���	�� ��

���
�� ����
����� �� A������ A���& �DE�

������.��
����
�C� (��
����
�������<�� (������� 
�� )���� ������ #
� �� �� ��������

� �������� �� ������� � ��� ����������� �������� ���� ������ �� �������	�� � �����

��	!����� #
� ������ �
��� �� �� ���G���� -�� �%�� #
�� ����
�� �� �	���	������%� ��

�������	� � $�[��E���	��� #
� �� � ����� �)������ � #
� �� ������� �� �� 	�	���� �

�� �	���%� � 
� �
��� 	��	��� ����� � �� �	���	������%� �� ��������

������.��
����
�C� (��
����
������
 "� ���� �
����G��� �� ���������� ���� ��� ������

������ ����������� ��� �� ������
���%� � �����	���%� � ��#
����� ����� �� 	�� 
������

��	� 	
�������� ��� �� ����� ����	�� �� 	������ �� 	���� -(�� #
� 
����	�� ���� ��

	�� 
������� � �� 	�� L$�� ���� �� 	
�������� #
� �� ���
��� �� �� ������ ���������

������.��
����
�C� (��
����
����� �*� ��� "��� �
����G��� �������� �� ������� L���

�� �� ������������%� ��������� �� 	���� � ����� D"D 
������� ��� �� ������� � ������

�� ���� �	���	������%�� �� ���
��� �� �� ����� #
� �� �������� � ���������� �
���

��� ����������� +������ ���� �������	�� � ������%� � ������ ��	!������� �� $"+� ��

������ $"+ � $"+��� � �� A��S��&�

������.��
����
������� (������� �� ������� �	��� ��� ���������� ���� �� ������%� � 
�

0��
� D�� +������ "� �
 ������%� �� ���� ���������� ���� ��	� �� �������	� �

��G����� ��#
����� �� ������ � ����& �� !��� ������� �� �������	� � ��������%� �

������� ����

������.��
����
��
�� "��� ��� #
�� �� �� �
����G��� 	 � �������� � ����� (������� ����

������� #
� ��� ��� � ������ ���� �������� �� ��	
������%� ����� ������� "� ����� 	������

�
 
��������%� ��� ���	���� � ������ ��� 
�� ����� � ����� #
� 
� ������ ����	����

&� ��
����� ��� �'�	���� �� �������� ���������	�� 
� ������� � ������ �� �
�����

��������%�� ����	�� ������� � ������� � ������� �� �
��� ����� � ������ � �����	���%��

+"D� ��� ��� #
� ���� ��	��� �� 
������	�� ��������	���� ��� ������ � ���� �
����G����

��	 � � �� ����
��
����%� �� ���G���� �� &� ���,� ����������� ������� ���
��� � ���

��������� ��	��� �� �
 ���������%�� �
�� ��� ��������� �� ���
��� ����� ��,����� � #
�

���	���� �� �������� �
������	����� �� ����S����

�� ���	��� #
� &�� #
� �������� �� #
� ����� �� ������� ��	� �� ������� � � �
 ��� ���

�������	��� ��� �&���� /&���� � �'��
��%�2 ������������� (�� ����� '
��� ��� ��� ������ ��

)���	� �
����G��� ��	������ ������
�	�� �� ���#
��� �
��� ��� �������� �������� � ���


�� � ��� ������ �� ��	
������� ����� ������

1��� � ��� �������� � �������� �� #
� ���� ��� 	!���� � ��� ������ #
� �	���	����� �

��� �������	�� � ��G������ ��� 	!���� ������������� ��� �� #
� ���������	�� �� ����
��%�

	
�
� �� ������ (�� ���� �� ������
� ������ ����� ���
�� ������%� ��� �� �����������
�� �

���
�� � ��� �����
��� #
� �� ����� �� 	������

-�	��!� �� �	�������� ������� �� ������� � '������ ��� ����� � 
� 	��	���� ���� ����

����%���� �� &� ������� �� ���
����� 	!���� "� ���	�� �
���� �� 	��	��� ��� &���� 
��

������%� � �� ������%� � �
���� ��� �� ������� ���! ���
�&���� "� �� 	�	���� �� #
� ��

������� �� ������� ���� 
� �
��� ��� ��� �� ���������� � �� D"D ������� �� 	��	����

4<:



(��,�
�� 9� (������
��%� � �� �	���	������%� � ��������� �� )�����

������� � ���� �
���� �� ������ �� �������	� � $�[��E���	�� ���� ������
�� ��������

�� �� ����� � ��	
����������� �� ������
����� � ���� �������	� ����� �� ����� �)������ ��

#
� �� ����� �� �� �� � �����	���� ��� �� ����� �� ��� �� ������ �� �� ��� � ��	���	���� �� ��

���������� �� �� D"D �� 	��	���� �	��� ���������� ���� �� '������ �������� �� 	��	����

� �&, �
 ������%��

L�� ��� ������	�� � ���� ������ �� �
�� ������� � ������ ��� ���� ���������� ��

��	������� "� ������ �� ������ � 
�� ��� �	����� �� ������� � ��G����� ���� ���� ���

	��	���� �������� ��� ���� '�������

"� )���	� � ��� �������� � �������� �� �%	� �� ������
��� ��� ��#
���� � �����	���� �����

�� �� ������� � ��G����� ��	� �� �� ������� � '������� �� ����
��
�� 
������� ���,� ���)�

�� ���� � ��#
���V ��, ����	�� ���� ����
��
��� ���������

0 0 0 07 7 7 7
0 1 2 3

Version LKH

Tamaño KEK

Info KEK

Id miembro

�	� 8	1���� �� �	��� � �� 0���� �)�8�

0 0 0 07 7 7 7
0 1 2 3

Version LKH

Tipo de paquete

Num KEKS

Id KEKs de cifrado

Info KEK

Tamaño KEK

� � 8	1���� �� !&!� � �� ��A���� �F
8�

0 0 0 07 7 7 7
0 1 2 3

Version LKH

Tipo de paquete

Info SEK

Num SEKS

Id SEKs de cifrado

��� 8	1���� �� ���	 �&! � �� ��A���� �F
8�

.��
�� 9�4� "���
��
��� � ��#
���� �� �� ������

4<@



9�6� $��������� C���

+��
���� �� ���	��� � ��� ������ � ������ �DE �� 0$1�� �� ��	�� �����%� �DE ��

������ �� �������	� � ��G����� 
�������� �� �$ �� 	��	��� �� �� ���������� )���� �������

� !���� �� ��	��� � �� D"D �� �� ��	��� �� ����� � !��� % �� ���� � ��#
��� �� ������ �

�� ������ � !���� �� ����� �� �� 
� ��#
��� � ��G����� 
������ #
� �������� D"D�� �� ��

����� � 
� ��#
��� � ��G����� 	
������� � �� �� ����� � 
� ��#
��� #
� �������� �� �
���

+"D � 
������� ��� �� ��
���

&����� :��	����� � 	� �������� �	� ���������

���� �� 
��������%� � ���� ���G���� ��� �%�� ��	�� � ��������� 
������� ���� ������� ��

�DE������� �� �DE������� ��	 � �� �DE���������

0��
� �� �������

U��� �� �� �%��� ��������� ���� ���� ����� 
� ������� � ������ �
�������� �� �
�����

��������%��

������ �������������(���*��(;<

����� �����

�

!8=���*�� ���*�� / ��7 !8=���*��	��� !8=��-������. ��� �����"���. ���

+�,$�-������. �����- -���$������. ���

#�
����. ��� "9
�����

������8�, � 8 / ���*��(�����	�<

)

�� ����� ������ �� 
� ������ #
� ���
�&� �������� �
���� ���������� � 7
����� � 	��-����

(
��� �� ���	� �� 	!��� ������ �� ������� �� �������V ��	 �� ���� ���	�� ��
����

�� ���	��� ����� ��������� ���� ���� �	����� � ������ �� �����	���%� � �����	���� ��� ��

��������%��

��� �����
��� ���������� �� �� �����������%� ��� ��� ���
������

/*,������
<� L� ������ #
� ���������� �� �������	� � ��G����� �������V < �DE� 4 A���&

�DE� 6 A������ A���& �DE� -��� ����� ��� ���������� ������ �� �� ������

�����-��� "����� ��� �� ����� �� ���
��� �� ��������� ����� ��G������ �� �� ���� � �����


�������� 
� �������	� ��� ������ � A���&�

C� %�����
<� "� 
� ������ #
� ���������� �� �������	� � ��������%� � ������ ��	!������V

< $"+� 4 A��S��&� 6 $"+��� -��� ����� ��� ���������� ������ �� �� ������

�����%���� "� +����� ��� �� ������%� �� 	
������� #
� ���������� �� ��
�� � #
� ��


������� ���� ������ �� �� ��� � ��G������

2(0���
 "����� ��� �� ����� �� �
���� ������ � ��� ��#
���� � ��G������ ��� ������ ��

�
���� ��� ��� �������� ���� ����� ���
�&��� � �� ������ � �������%� � 	����'��

	
������� � ��G������

-�0���
 "� 
� ������ ��� �� ����� �� �
���� #
� 
������� �� ������� ���� ���
�&�� �
����

���������� ����� � '������ ��	� � ��������

4<;



(��,�
�� 9� (������
��%� � �� �	���	������%� � ��������� �� )�����

��	 �� �� ���� �	���	����� �� �������� �DE��������� �
�� �� �� ����� �������� � ���

��������� ������ ���� ��	���� �� �� ���
������ �� ��
�� � ��������%� � �
���� ������� $�

���� ���	�� ������
���	�� ���
������ �� ����� +"D ��� ��� #
� !��� ��	���� �#
, ����	��


� �'�	��� � �%	� ����,� ��� �� �%��� ������� �� �
���� ���� )���	��

������ �������������(���*��(;<

������ �������������(���(;<

����� ����� ���������� !8=!�������

�

!8=���*�� ���*�� / ��7 !8=���*��	��� !8=��-������.

��� �����"���. ��� +�,$�-������.

�����- -���$������. ��� #�
����.

��� "9
�����

���*��( ���!8=!�������	�����<

������8�, � 8 / ���*��(�����	�<

����� *��� !8= *���
��������	!8= *��� ��

�

��	�(-�� *���	� // !8= *���(> ?�� 8�

�(-��>�7� 8	�<

)

)

0��
� �� �����
�

�� ����� �� ������� �� ����,� 	
�&� 	 � �������� � ����� �� �
������	������ "��� ���,�

�� #
� ����,�	�� &�����

������ �������������(������(;<

����� �����

�

!8=������ ������ / ��7 !8=������	�����- 8�,���*��. ��� "9
�����<

��� :� / ������(������-	�<

������(���*��-	�<

)

�� ����� �DE������� ��
�� #
� �� �������� �� 
� �&���� ���� �� ���� �����%� �� 	!���

����� �� ���	� �������	���� �
��� �� 	!��� '������ &� �
������� ��������	����� (�� ����

�� ������
� ������ ����� ���
�&��� ��������
	���	���� �� �� �
���� L$� � �� ������ �

�� ��� 	
������� �� �� ������� � '������ �� ��
�� &� ��� ����
��
����

"���� ��� ��� �����
��� ���������� ���� �� �����������%��

C� ������ "� �� +����� ��� �� ������%� �� �� 0��
� D�� +������

-�0���
 "� 
� ������ ��� �� ����� �� �
���� -(� ��� �� 0��
� D�� +����� ��� ���

�
�&��� ��� �������� �
���� ���������� � '������ � ��������

(�	� �� ������� �� �� �'�	���� ���� 
����� �� ��
�� �� ��� ���	�� �� 	!��� '������/2� �

���� ���������� �� 	!��� �������/2� (�� �� ���	���� �� ������� �� �&��� � �� �	�����

44<



9�8� (������
��%� � �� ���
���%� �� 0$1�

� ���
�&�� �� �� �
���� ���������� �� ��� 	
������� � ��G������ (�� �� ���
��� �� ����

�� �&���� ��
�� ��	� �
��,� �� �� �������� ��	��!� ���	�� � �	���	����� �� ��������

�DE�������� �� ����	�� ������� ��	���� �� �� ����� � ������� +"D�

������ �������������(������(;<

������ �������������(���(;<

����� ����� ���������� !8=!�������

�

!8=������ ������ / ��7 !8=������	�����- 8�,���*��. ��� "9
�����<

������( ���!8=!�������	�����<

��� :� / ������(������-	�<

������(���*��-	�<

����� *��� !8= *���
��������	!8= *��� ��

�

��	�(-�� *���	� // !8= *���(> ?�� 8�

�(-��>�7� 8	�<

)

)

#��� &�������	�
� � �� ���	��	�
� ��� )��

-��� ��� ����
����� � �������	�� � �����������%� ���������� �� ��� (��,�
��� 8 � 7

���� ����
���� �� �� ������%� � 
� ��������� � ��	
���������� ���� �������� � ����� "�

0$1� �� �� ��������� ��� ��� �� �"-. ���� ��� ��	
���������� ���
��� � ��
��� �� ���	�

	 � �������� �� ����� 
� ��������� ���� ��� ������ �������	�� �� ����
����� �� �� ��� ���

0$1��

&����� $	��� %����� �� ����	�	�������0 *��:

"� 0$1� +�
� �
���� 
� #���� ������
� �� 
� ��������� ����� ��� �� �"-. �� ��

=.(897: RA�
�&�� �� ���� 6<<8T� ���	��� �� �����%� � ������
��%� � ������ � ������ ��

��	
���������� ���
��� �� ��
��� +� ����� � 
� ��������� �����	� � �����	� � ����� �

��������%� #
� 
������ L$� ��	� ����� � �����������

$����� �� 	���� � ���������� � �� ���
��� �� 	
�������� ������� �� 6�8�6� �� ����� ��

��������� � ��	
������%� ����� ��� 	��	���� �	������ � ���������� � �� 0����� � (������ ��

�
�� �� ������� � ����
��� ��� ������ � ������
����� � ���������� 
�� ��������%� � ���
���

/+� � �������� ���
�����
�2 #
� ����
�� � ���� ��� 	��	���� �
���������

A ����	���� �� ����� � 
�� �������%� �� ���� 	
������� �� ��������� �D" /#������� ���

/0������2 RE��G��� �� (������ 4;;@T� �� �
�� �������&� �� ���� ������� ���� ���������� 
�

����� ���
�� ����� 
� 	��	��� � �� 0(D+� ��	 � ���� 
�� �
��� ���� #
� ����� ���� ��

�����	���%� � �� ����� � ��
�� � � ��� 	����'�� 	
������� ���������� ���� ���� ������
��

���� ����� � ���� ��� 	��	�����

(�� �� ���	��� ���� �� ��������� �D" �� ��������� 
� ����� ���
�� 	������ �� �
�� ��

0(D+ � ��� 
�� � ��� 	��	���� 	�������� �� #
� �� ���	��� 
�� ��������%� � +��
���

� ���� 4 /*����
�� > �.2 
������ #
� ����� ���� �����	���� ��� ������ �� 	��	��� �� 	��

�L��� "� 	�� �L�� �� ������ ���	��� #
� �� 	��	��� �������� �����	���%� �� 0(D+ �

���	� 
�������

444



(��,�
�� 9� (������
��%� � �� �	���	������%� � ��������� �� )�����

"� ���
�� ���� � ��������%� � +��
��� /*����
�� A �.2 ����� ����
����	���� ���� ��

��������%� � ��� 	����'�� � �����%� � ������� "��� +� �� ��������� �� D+ � �� ���,� � ���

	��	���� �� 	�� �L+E� "� ���� 	�� �� ��	
������%� ����� ������ ��� �� D+ #
� ���,�


� 	����'� � ���� ��� 	��	���� �� ��
�� 	
��������

.����	���� ������ 
�� ������� �������,� � ��������%� � ���
��� /*����
�� I �.2� ��	�

��!� � ���� 	
�������� #
� ����� ���� �� ��������%� �� �� ��� � ����� -�� ���� ���� �

���������� �
��� ���������� �� �� .�� 9�6�

Initial Setup
(unicast)

Member

(Sender)

Member

(Receiver)

GCKS

Data Messages

(unicast)
Initial Setup

Category−3 SA

Category−2 SA

Category−1 SA

(Push)

(Pull)

.��
�� 9�6� ������������ � +��
��� �� 0$1�

��� ��	��������� ��� ��� ��#
������ � ���
��� �������� �� �� (��,�
�� 7� �� +� �

���� 8 �� ���������� � ����	���� ��� �� -"D � +"D� ��� ������������ � ���
��� ���� 4

/����� 0(D+ � 	��	����2 ��� ��� �D ����������� ����� ������ � ��� +� ���� 6 �� �����������

��� ��� D"D��

"� ��������� ��� ������� ��� 	
�&� 	 � ������ �� �� ����� A� $� �
��#
��� ���	�� �

������
���%� ���������	�� �����	���� ��� �� ����� � �
������	����� ���� ������� �%	�

���� �������� ��� 	����'�� � ��"����� � ��� ����
����� � ���� ������

"� ��������� ���� �� ����� ������������

4� L�� ���� +�
� ������		 #
� ���
� � �� ���� 
�� � �D" � #
� �� ��	���� � �
����

	����'�� ����� �� 	��	��� � �� 0(D+� "� ���� �� �� 	��	��� �� #
� ������ �� ���� ����

��������� �� 	������� � ������ ��������� ���� ������� �� +"D /+�82� "� �������	��� �

	����'�� �� ������� 	������ �� �D /+�42� �� ���� ����� ��	�����	����� �L�� �� �����

#
� �� �� 	��	��� �� #
� �
���� �� ������ �� �������	��� � 	����'���

6� L�� ���� +�
� �������� �� �� �
�� �� +������ � (����� ���,� �� ��
�� 
�� �
��� ������

� ���� ���#
� �� ����� �� 
�� &� ��
��� � ���� ���#
� �� &� ���
��� 
� ��	��� ��

�� ��
�� /����F��'� � 	��	���2� 1����	���� ���� 	����'� ��� �������� ������ ����

�������� �� �
��� ������ �� ���� ����� 
� ��	�����	����� ���� �L+E �� ����� #
� �� ��

D+ �� #
� �
���� �� ������ �� �������	��� � 	����'���

446



9�8� (������
��%� � �� ���
���%� �� 0$1�

"� �� .�� 9�8 �
��� ����� ��� 	����'�� � ���	� ��#
�	 ����� � ������
���%� �� ��������


�� ����� ��������%� � ��� 	����'�� #
� ��	����� ��� �� ������

HDR HASH Ni ID

HDR HASH Nr ID

HDR HASH [KE_I] POP_I[CERT]

HDR HASH [KE_R] [CERT][SEQ] KD POP_R

GCKSMiembro Iniciador

�	� G	�� �����!��@8���

HDR SEQ KD SIG[CERT]SA

GCKSMiembro Iniciador

� � G	�� �����!��@8��#

.��
�� 9�8� 5����'�� �� ��������� 0$1�

&����� '����	��� 	 ������� � 	� ��������� *��: � "��
� ��� ��	�����

��(������

A ����	����� �� ����
��%� � ��� �������	�� ��������� �%�� ������ � ��� ��#
���� #
� ��

���,�� �� �� �E�+" 6 �� 0$1�� �
��� ��� 	����'�� ���� �L+E � �L�� �� �������	�����

$� ���� ��� ��	��� ���
����� ��������� �� ��� �������� ��#
����� �� )���� #
� ������ �

�� ���	� �� #
� �� ������ �� 	����'� � ���
�������%� �� �� D$ /��� �
!�	
�� �����2� "�

���	��� � ��#
��� ���� 
� ����� � ���
�������%� �DE �� �� #
� �� �������� �� �� .�� 9�7�

0 0 0 07 7 7 7
0 1 2 3

LKH Version # of LKH Keys RESERVED

RESERVED 2LKH ID

# Key Handle

LKH Keys

.��
�� 9�7� ����� � ���
�������%� �DE

448



(��,�
�� 9� (������
��%� � �� �	���	������%� � ��������� �� )�����

+� 
�� ���� ������ � ��� 	��	���� ��� ������ #
� ���� ���
������� ��� ��	��� ��� � 	�'��

��������� �� �� ����� A ���� �������� 	����	���� �� 
� ���������� � �� �����%� �� �DE

���
�� � 
� ���'
��� � ������ �DE� � �
 ���� ��� ����� �DE ���
� 
�� ����
��
�� �

��#
��� ���)� �� ���
����� ���	���� .�� A�46�

0 0 0 07 7 7 7
0 1 2 3

Key Data

Key Handle

Key expiration date

Key creation date

Key Type RESERVEDLKH ID

.��
�� 9�9� .��	��� � ����� �DE

$��� �DE �$ �� �� ������%� � �� ����� �� ��  ����� "�� ����	� �� 
� ���������� )����

#
� ����� ���� ��������� �� ����� � ��� ���� �� �� ����� ���� � �� ������

-���� ���� �� ���� � 1D+ ��	� �	��DEF1D+ �� ������� �����
��� �� ���	��� �

��#
���� �������� �� �� � ��� ���� ���������� �
� ������ � ���
�������%�� a����	���� ����,�

������� 
� ����� ��� ��� ���� ��� 
�� � ����� � ���	� #
� �� �������� �
����� #
� ��

����� � �������� � ���
�������%� � ����� �������	���

"� �� ���� �� #
� �� ��#
���� ������� ��� ������ �� �� ������� 	������ ��	�0�
� ��	����

�� ������%� � ��� 	��	���� �� ���	��� �� 	��	�� � ��	� 	,��	� ���
� ��� ������ ������ ���

�� ��	��� �������� ��� �� �
��� �� ������%� � ��� ������ �� ��� ������� � ���	� ����,�����

+�� �� ��	���� �� ������� �������� ������� ��� ����� 	������ �������	� ��������� /�	�

����� ����2 ��� ���������� �� �
��� ������%� � ��� ���� ��,� � ��� �
� ������ �������&�

����� �� �� �
���  ���� � ������� "��� �	����� #
� �DE �$ ���� ��	���� � 
� ���� �

����� +� �� ���,� ���� �����	���%� �� ��
��� �� ��#
���� 
� ��	��� �� �� ���	��� � ��#
���

D$� ��	 �� �� ���
��� 
� �����	���� � ���&� � ���� ���� � �� �
��� �����	���%�

�����	�����

(�� �� �� � ������ ����� �� �� �	���	������%� �� 0$1� �������� �� �� 
�� �� ����� �DE

�$ ���� ���������� ��� ���� �� ��  ���� ���� )����	���� �� ��� ����	�� #
� �� 
��� ����

��������� �� ����� � ���
������ �� ��  ���� ������ � ������ /�� �� ���-��2 � �� �� ������ � ������

/�� ��� 
�� � ��� 	��	����2�

$� &��&�� �
��� �� 
�����% �� �DE �$ � ��� ��#
���� �������� ��������	���� �
 ����� ��

���
������� � ���	� ���������� �
��� &��,�� ������
���� ������� ��"������� ��,� �� ������

��% #
� ��&� ��� 	���� �� �%�� ��� ����������� ���� #
� ��������,� �� ������� � ���
�������%�

� �������

�� �	���	������%� �� 0$1� #
� &�	�� ��	����� ���
� ���� ��� ����	��������� ��

��$� � ��� ������
������ ������ ��#
���� D$ ��� �� ��	�� �DE �$ ��������������� ���� ����

�� ������� � �� &��� � ������� � ����������� �� 	����'� � ��G������

-��� ��� ����������� �� �DE ��������� �
��� �	���	������� � ���	� �������� 
����

��� �%�� �� ��� ����	� ��	� ���������� � �� ����� ���� ����������� ����� �� ������ �

������� "� ��	��� � ������%� �� ������ ����	���� � ��� 	��	���� �� #
� ����� �� ���������

����� ��� ��� � ���
��� �� ���  ������ ���� )����	���� ����� �� �����	���%� �
������� ����

447



9�8� (������
��%� � �� ���
���%� �� 0$1�

	������� �
 ������� $� &��&�� �
���� 	���� �����	���%� �� ��� ����������� � ��� 	��	����

	���� �
���������� � ���#
�� � ������
����%� ����	���

$� ��
��� � ����� ��������������� � � �� � ��	������� �� ���	��� � ��#
���� �DE� ��

������� ��	���� �� ����� � ���
�������%� �� �DE �� ���	��� ��
'�� �� �� .�� 9�?�

0 0 0 07 7 7 7
0 1 2 3

LKH Version # of LKH Keys RESERVED

LKH Keys

RESERVED 2

.��
�� 9�?� ����
���� � ����� � ���
�������%� �DE

K ������
�� ��� ����� �DE � �� ���
����� ���	�� .�� 9�:�

0 0 0 07 7 7 7
0 1 2 3

Key Data

Key expiration date

Key creation date

Key Handle

Key Type RESERVED

.��
�� 9�:� ����
���� � (���� �DE

449



(��,�
�� 9� (������
��%� � �� �	���	������%� � ��������� �� )�����

44?



�������� �

����
����� � 
���	 �����	

%��� &��	��������

"� 
�� ��	������ � ��� ��������� 	
���	��� �� �� &��� �	����������� �� �����
���%�

� �������� � ���
���� -,����	����� 
� �������� 	
���	��� �� �� �
�� ������� �� ��

����� � �
������	������ ������ � ������
��%�� 5������� #
� �� ���
��� �� �� ���� � ������

/�
���������%� � ����2 &� ��� �	����	���� ���
��� �� �� �������
��� �� ���
��� �� �� ����

� ������
��%� &� ��� ��'��� � 	���� ������%� /������ � �����%� � ������2�

L�� � ��� ��������,�� 
���� �� �� ���� � ������
��%� � ��� ��������� 	
���	��� �� ��

	
�������� U��� �� &� ��������� ��	� �� ���	� � 
��� � ���	� �������� �� ���&� � ����

� �� �� �
��� ��� ��	
���������� �	������� ��� � ��
��� ����� ���
��� � ��� ���������

	
���	��� ��#
���� �� ���
�� � ��� ��#
������ � ���
��� �� ���� ���� � ��	
�����������

+��)� �� �"-.� �� ���������%� � �� ���
��� �� ��� ��	
���������� � ��
��� � ���������

	���� �� �� ��������,� 	
�������� �����	��� �� ������������� �
���������%� � �
���� � �

��
�� � �����%� � ���,������ -���� �� ������������ ��	� �� �
���������%� � ��
�� #
���

���
����� ��� �� 
�� � 
�� ����� � ������ 
��� � ��	������ ��� ���� ��� 	��	���� ��

��
��� +�� �	������ ���� ����� �
�� ����� ��	���	���� � ���	� 	
� � ��� ���� � ��

������ �� 	��� � ��� ��
��� 	
��������

���� ���������� ������� �������� &���� ������� � &���� ��� �� �� ����� � ����%� ��� ���

�
�������� ��� ��� #
� 
� 
�
���� �� ! � ���� � � ��'� �� �� ��
��� "��� &��&� �����
��

�� �����%� � ������ � ��
�� ��	� 
�� � ��� �'�� ����������� � ���
��� ��� �� ���
���

�� 	
�������� $��� &������� 
� 	!��� ��	��� � �������� � �������� � ��������
�� ��� ������

����� �� ��
��� "��� �� �� ���	���� ������	� � ��"������

�� ���	� 	 � �������� � ��������
�� �� ����� � ����%�� �
��� !��� �� &� ����� ��	�

���	����� �� � ����!� � ���������� 
������ ��� ��� 
�� � ��� 	��	����� "������	����

���� 	!��� �� 	
� ���������� �� �
���� � ���&� � ����� �� �������&� �� ����� 	
�������

� ��	 � �� �� ��������� �� *� "���� ������ ��� ��� 	����� #
� �� 
��� ���� �� ����
���%�

� ��	������%� � ���� ���� � �������	�� ���� ���&� � ���� ��������� ���� ���
������ ��

����� � ����%�� ������ � 	�	���� � 	������� ��� �� ������� � ��� 	��	����� �)	��� �

	����'�� �	������� �� �� �����������%� � ������ � ���������

��� ����
����� 	 � �������� � �� &��� � ���������� ������ �� ��
��� �� ����� �� �� 
�� �

 ������ �%����� � ������� "���� �����	�� 
������� �� ����� � ������� ������ � ����%� � +"D�

� ������ #
� ������ ������ � D"D�� L�� ����� ����������� � �������� /0����� � (�����2

44:



(��,�
�� ?� (����
������ � �,���� �
�
���

�� �� �������� � 	�������� ���
������ � ������
�� 
�� ����
��
�� �%���� � ������ #
� �����

� ��� 
�� � ��� 	��	���� ���� ���� �������� �� ����� � ����%� �� 
���

"� 
�� � �� ����
��
�� �%���� ��  ���� ���	��� ��
��� �� ���&� � ���� ��������� � ��

�)	��� � 	����'�� � ���	� �����,�	��� �������� �� ���� �������� � ��	��� �� �����	���� ��

������ � 	�	���� � 	������� ��� �� ������� � ������ � ��� 	��	���� � ����� �� �����

��	�
���������

�� ����
���%� � ��	������%� � �������� ����
����� ���������� �� �� �������
�� �� &�

�������� �� �� (��,�
�� 8� +� &� �����
�� #
� �������� � �
 � ��� �� ��� 	���� 	 �

�	�������� � �����	���� ���� 
��������� 
� 	������	� 
 ����� -��� ����� �� ����� ��

 ������ �%����� � �������

(�	� �������
��%� � ���� �����'� � ����� �� &�� ����
���� �� �������	�� � �����%� �

������ �� ��
��� 	
������� #
� 	���	���� �� ������ � 	�	���� ��������� �� �� ������ �

������ � �� �)	��� � 	����'�� ����������	����� �� ���	��� � ��� �������
������ /1D+2 ��

���� �� �� 
�� � �
������� ���
����������� #
� ��������� �� ������� � ������ �� ��������%�

� ��� ������ �������� � 
�� ����	���� ������%�� ������� ��, #
� ��� �
���� ���� ���

������ ��  �����

$�� �� ����� � ���
��� ������� �� ������� #
� �� ����� ������� � 
� ����	����

��� ��� ��	���� �� ��� ������� � ��"������ �� ���	� �� #
� �� ���
������ ���� ���

������ ��  ���� �� ��� �����������%� �� � ����!� � �� ������
��%� � ���� ��� 	��	���� �


� ��� 	���� � ���
�������%� #
� ��� �������� 0
� ��� �� ����� ��������� (�	� �����	� �

������
��%� �� 
������ 
� 	������	� ��	���� �� �DE� ��� ���� 	����� �� �� ������
� 	�'���

�� �
���� � ���&� � ���� � �)	��� � 	����'���

�� ���
�� �������
��%� � ���� ����� �� �
���� � �������	�� � �����%� � ������ /�	�

�DE2 ������
� ��
��� �� ���&� � ���� � �� �)	��� � 	����'�� � 1D+� "� 	������	�

�� ���� �� �!������ � �
������ ����� ��
� #
� 
��� ����	!���� 	�
���� +� �
��	���� ��

�� ����
���� �������� ���� ������� �� ��� 	���� � ���
�������%� 	������ 
� �%�� 	����'�

������
�� � ���	� #
� �%�� ��� ���������� ������ ��� � ���
����� /	������ ��
���%�

	�
���2 �� 	����'� ������ � ��� �� ��
��� (�� ���� 	!��� �� ������
� ��
��� �� ���&�

� ���� � �)	��� � 	����'�� /��������2 � ��� ����
����� �����������

�
�#
� ���	��	���� ��� �!������ ��� ������� �����
�� ��� ��� )����� #
� �
��� ������

����� ������� &���� ������� � &���� ��� � � ���	� ��������� �� 	����,� � ������������ ������

�� ��#
����� � 
� ����� � ���
��� ��� ������� "� ����� ����� �� ������� ��� ����� ������
�

��
��� �� ���&� � ���� ��������� � ����� � ����	����� �� ����� � ���
��� �� �����	��

�� �����
�� 
�� ������� � �
���������� �� #
� �� ��� ������ � ��� ���� �� �����	�

��� ��� �
��������

��� �!������ � ������� ��� ������ ���� ���������� 
� ���	���� %���	�� ���� 	�������

��  ���� �%���� � ������ ��������� ���� ��� �������� � ���	��� �� )���� ����
���� ���������

�� �� �������
�� � ������� �� ���� �� ��������� �� �������� �� �� ������ � ���������� ������

��� ������� � ��'�� � 
�
����� � � ������

1��� �������
��%� � ���� ����� &� ��������� �� �� ������%�� �	���	������%� � ��	
����%�

� 
� �������	� � �����������%� � ������ ��� ����� #
� � �
��� �  ������ ����������� ��

�������
��%� �� ���� �� ���	���� #
� ��� 	��	���� ��	���� � ������%� �� ��  ����� � 	�����

#
�� �
�#
� �� ����� � ��'� � ����� � 	��	����� ��� ��������� �
��� ����������� ����

44@



?�6� �,���� �
�
���

	������� 
�  ���� ���������� +� ��	����% ��	� �� �������� �� ���
�� �� 
� ����	����

�� 
�� � ���&� � ����� ���	��	�� �� &�� ��	����� ��� ����
����� � 	���	�����%� �

	�	���� � 	����'�� ��� �� ������� ��� ����� ���� ������
�� �����	����� �� ��������� � �����

)���	���

(�	� �������
��%� ����� � ���
���� � �� �	���	������%� � ��� �������	�� � �� ����� ��

��	
����� �� ����
������ 	�'���� �� ��� ��� � ��	
���������� � ��
�� �� �"-. /0$1�2

���� #
� �
��� �������� ��� �������	�� ���������

%��� 2����� "������

"�  ��� � �����������%� � �� ���
��� �� 	
������� �� ���������� � 	
�&�� � �
� ��	���

#
��� �)� ������������ ��	 � � ��� ��	�� #
� #
��� �
��� �� ����%���� � ���� ������

�� ���
�� � ��� ��	�� ������� &� �� �
��� � Y����� �������� �
���������� � ��� �������

��� 	 � ����
����

"� ���	�� �
���� �� ������ 5���� � =��������� ���������� �� ������� �� �������

� ����������� ��� �������	�� �������� �� 	���� �������������� -��� ��� 	������	�� �

�����%� � ������ �������� �� ����� �� �� ���������� � 
�� )���� ����� ������� � ���������

(%	� ��� �������� ���� 5���� � =��������� � �������� �������������� ���
���� ��	� ���

���� ��&�� � �� 0�� �� �� ���	��� �,��� �
�
�� � �������

L� ��	� �������� ���� �	����������� ���� ������ ��� ��'������ � ���� ������ �� �� ��������%�

� �������� � ��	�����	����� ����!���� � 
�
����� 	
�������� $� ��� ���� ���������� ����

�������� H���-B � ��������������� ��� � �������� ���
���� � �������������� ��� '
����

�� ��� ��� �	������ �� �� &�� �������� ��� ������� $����� �� �����'� � �� ������ �� &�

�������� 
�� �������������%� �� ��	�����	����� � ��� 
�
����� � '
���� �� �� �����

�� 
� ���
�� ���������� $� ���� 	���� #
�� ��� �������� �� �������%� �	�,���� 	������

	
������ ������ � ��� ��������,������ ��
	��� �� ���
�� � E��������

L� ������� �
���� � �� ����
���� � �������	� � �����%� � ������ ����� �� �
������

����� ��
� �� �� �	��������� � ������ #
� 
� 
�
���� 	������������� ������ �
 ��� �

������ /���
!���� #
� �� �� �������% ���#
� � ������
����%�2� L�� ������� �,��� �
�
�� ��

�� ���
�� � ��� �!������ � 4���� ������� �������� �� �����	� � ������ � ���	� #
� �������


� ���'
��� � ������ ��
��� �� 	��	��� ��&�������

�� �����
���%� � ��������� 	���	 ����� � �� ����,� � �)	���� �� �� ��������%�

�� 	����'� � ���
�������%�� �� ��� �, ����� ���� ��� 
� ������� � �,���� �
�
���� ���

�!������ �
������ ����� ��
� ���
���� �� ���� ����� �� ��� )������ � ������� ����� 	������	��

�
���������� � ��� ��	������ ��� ��� 	!���� ������ ��  ������ �%����� � �������

L� ������� �� 	�������� �� ���� ������ ���� #
� �� &� �� ��� �
�
���� � �� &��� �

�������� �
� �������
������� �� �� ������	� � �� ������� � ��� 	����'�� 	
�������� +� &�

�
�
���� #
� ����	�� �� ������,� #
� ��� 	����'�� � ��"����� ������ � �
 ������� ���� ��

������ �� �� ����� ���
��� � ����� �� #
� ��� ������%�� 	
������� 
������ ���������� ��

������ �� �����
��� ������� �� ��� ���������� � ���������� 	
������� ������� �� ������	�

� �� �	�����%� � 	����'�� � ��������	������ �� ���	� � �
����� ��� �������������� #
�

��
��� ����� �	��������� �� 	������ 
� 	������	� ���	���� �
����� � #
� ����� � ��� ��

������� ������� �� 	
��������

44;



(��,�
�� ?� (����
������ � �,���� �
�
���

+� �� �� ���
��� �� 	
������� �� 
� ��	�� ��������	���� '����� �� ���
�� � ��� �	������

� ���
��� �� �������� �
����� �� 
� ��	�� ����,� 	 � �������� (%	� ���� �������&����

��� ��������� ����
����� �� 	
������� ���� ���������� �� ���
��� �� �
����� �� ���� �,��� �
�
��

#
� ��� ��
�������

"� �
���� � �������	�� � ������� ��� ������ �� &� ����� ��	� �� 	�'��� � ���&� �

���� �������� �� ���� �����
�� �� ��� ����� � �� �
�����%� � ��"������ ������������ ��	�

����������� ��� ���
��� ��� ��� #
� &���� ��	��
�� �� ���
��� �� �����	� 	������� #
� ��

�
�����%� )����	���� � ��� ���	���� ��,� �
��� �� ���� ���� � ��
���%� 	 ��	� � ���&�

� ���� ��� ��	���	���� �� ���
���� (�	� �� ��%� ���� �� �� ������� �� #
� �� �
��

������� �
��� ��� � ���
����� ��� ����� � ��� ��'�� �� ����%� �� 
� ��������� ����� � ���

����� �� �
�� �������� �� ������ � ���� � ����� ��������,������� �� ����
��%� � �!������

���������� �� �� ��	�����	����� �� ����%� � 
�
���� �� ���� ������� �,��� � ���
��� ��, ��

���,� ������ �� ������ � �����������%� ���� ��
��� �� ���&� � ���� ��	���	������

� ���	� 	,��	� �� ���
��� �� �����	�

+� &� �������� #
� �� ���� ��� ������� � ���� ���
��� �� 	��	� 	�'��� �� ��� 	���

��� � ���������� $��� ����	������� ���� ��� ���������� ��� ����,����� �������� �
 � ��� 

�� ������ � �����������%� %���	� #
� �� �
��� � 
��� ��� 	����� � ��������� 	�'����

�������� �� ��	��� � ������� � �
���������� ���	�����

(�	� �
��� ����� �
�#
� 	 � � ��� ���� �
���� ����� ��� ��	������� #
� �� �����'�

�
�
�� � �������� ���� �� ����
��%� � ��� �������
������ � ���� ����� �� 
� ��������� ����" #
�

����'� ���� ��� �������	�� � �����%� � ������ ������������ ��� �� �"-.�

46<



�������� �

�	�	������	���� �� ����� ��
���	�

��� �������	�� � �����������%� � ������ ��� ������ ���� � �� ��	���'�� � �
 ���
,��

����� �%�� �
��� ����
���� 	������ ��	
��������� ���� ����� �� ��� ������������ �� ��	����

��	����� � ��� 
�
����� � ���	� #
� �� �������� �������� � ���������� � ���� � � ��'� �

��
��� � ��� �������� ���������� � ���������� ���������� �� 6�7� "� ���� ����� �� ��������

�� �����'� �������� ���� �� �������%� � ��� 	����� ����,������ � �
���� �� ��� ����������

H��-B� '
���� �� �� 	
����'
���� � ��������� � ����������������

���� 3�� 45

H��-B �� 
� ��������� �� �� #
� &�� 
�� )���� �
���� #
� �����	��� �����	���%� &��

��� ������ /	
�&��2 
�
����� � ���������� �������� +
� ��������,������ �
��	������� ��� ���

���
������ R(������ �� ���� 4;;;�T�

"� �)	��� � ���������� ������� �� 	
� ������� ���	�� #
� &���� %����� � �������

� ����
�� � 	�����

�� �
���� � �����	���%� �� �
���� ��� 
� ���&� � ���� � 
��� ���
���� �
��������

���� ���������� ��� ��#
���	������ � ��� 
�
������ 	������� #
� �� ��� ����� �� �
����

#
� ��� ���
���� � ��� 
�
����� � ���������� ���� �� 	���� �� �
 	����,�� ��	������

"� ���	�� � ��� � 
� ��
�� ���	��	���� �� ������ �
�#
� �� ������ � ����� �

	��	���� �� ��� ��
�� ��� �������� ����
����� ��	 �� �� &���� �
���� �� ���
	�� �

����� � ��'�� � 
�
����� �
�������� � 
�� ����	���� �	���%� �� 	
� ����� �
�#
�

���� ��������� �� ���
�� �� �
���� #
� ��� 	��	���� ���	������ ����
���� � �
 ��
��

��� 
� ����� ������ � ���	���

"� ���
	�� � ���� �� ������ � 	������� 
�� �������� ��#
��� � ��������� �� �
���

	������

�� ��������%� � ��'� � 	��	���� ��� ���������� �� �!�	���� � ���
��� � ����
��

	��
���� ���� �� ������ ��������� #
� �� ������� �� �!�	���� � ���������� � ���
���

464



��!���� �� (������������%� � ��
��� 	
�������

+����� ��	�� �����;��

"� ��	�����	����� � ��� 
�
����� �� 
� �������� � H�� -B �� ��	���� �� � ��� ���������

������ � ��������%� ���������� ��� �, ������� �	����� ���
��� � �
 ��	�����	������ "�

	���� ���� ��� ����� � ��'�� � 
�
����� �� 
� �����	� � ������� � ������� ������	����

��
�� �� 
���� ��� �'�	���� ���� ������ ��� ���	��� �������� �� 
�� ���������� �����%����

�� 
� ����	���� ������ � ���	��� �� �� #
� � ������ �� ������ ���������%� ���
�� ����� ��

&��&� � #
� �� ���
��� 
�� ���	�� � �� &��&� � #
� �� &��� ���
��� 
�� ���	�� �� 
�

�������� �������� /�����	� ��� 	�	����2� $� ���� ���	� � �������� � ��� ��������,������ ��

������� ��������	����� �� �
�� �������� #
�� ��� � ��	� ������� R��	����& �� �		��� 4;;?T

���	�� 	����� ��� ����� � ��'� � 
�
����� �� �� �����	� ��	� 
� ������� ��� 	�	���� �

��������

"� ����� #
� �� ���	�� ����� ������� ���
� 
�� ������
��%� ����������� 	
� �������� �

	������

1������ � ��
�������� �A���������

-�� � ��	� &�	�� ����� �� �� ������� �������� �� ���	�� ����� ������� �� 
� ���������

� H��-B �� 	���� ��� 
�� �
���%� � ������
��%� ������������ !��� ����� ����� ����

f(x) =

{
0 si x < 0

λe−λx si x ≥ 0

F (x) =

{
0 si x < 0

1 − e−λx si x ≥ 0

+� �����	�� �� W ��	� �� ���	�� #
� ���� ����� �
����� � 
�� ������
��%� � ��������

�������� λ = α
T � +���� �� ���	�� 	��� ����� ������� 1

λ = T
α �

���������� � �� $������ � ��
�������� �A��������� "� ����� #
� �� ��	�
���

������	���� �������� �� ��������%� � �)	���� /���
�2 ���������� ���
���� 
�� ������
��%�


�����	� ����� �� �)	���� ���� #
� ��� ��	��������%� ��� �� �� 	����,� � ����� < � 4�

��� �� ������ �� ������	� �� �%	� ����� � 
�� ������
��%� 
�����	� � 
�� ������������

si X es U(0, 1) ⇒ Y =
−lnX

λ
es Exp(λ)

"� ����� #
� �� W ���
� 
�� �
���%� � ������
��%� 
�����	� ����� < � 4� KN/���W2 ���
�


�� ������
��%� ����������� � 	��� 4

0��5��
���

��	����& � �		�� �� R��	����& �� �		��� 4;;:T� ���
������ �� 	���� � ��	����

��	����� � 
�
����� �� �������� ���� H��-B ��� ��	������%� ��� ����,������ �������� �

������ � ������ � �� ��� ������ � �������� �������� � H��-B � ���� ^�������^ /#
� ���

���� ����� ����� 
� ��	�����	����� 	
� ��	����2� "� �������� ����������� �� ��� 	���� #
�

���� 
�,����	���� �� ������
��%� ������������ E�	�� ����� �� �� ������� �������� #
� ����

466



��4� H�� -B

	����� ���� ��	�����	����� ����	���� �� ��������� !��� ��� 	����� ��, ��	� /�� ��	
����%�2

�� �)	��� � 	
������ ��������� ���� ����� �� 
� ����� � ����� ����������

$� ��� ���������� �������� ��� ��	����& � �		�� !��� �� �� ������� ���� �
 �� ����� ��

���� �����'��

*�+� +-+�?8 �
�� ������� �� 4: � .������ � 4;;9� #
� �
�� 
�� 
����%� �


� ��� � ,�� ��� 
�� 	��� � ���	�� ����� ������� � 6�9 	��
���� �� ���� #
� ��

�
�� 	����� ��� 
�� ������
��%� � ���	�� ����� ������� ����������� ��� ��� 	����

λ = 1
2,5·60 = 1

150 �

+� ����	�� �� �
���� #
� �� �
	� � �� �������� � ������� ��� λ1 � λ2 �� ���� ������� �

������� � λ = λ1 + λ2� � �� �����	�� �� &��&� � #
� �� �� � �� ���� ��� ������ &� �

���
��� 
�� ����� ���	�� �
����� �

λ = λllegadas + λsalidas = 2 x λllegadas = 2
1

2,5 · 60 =
1
75

+����� *	�	���� � 	� ���� � ��� ������

�����	�� � #
� �� ����	�� �� 
� �!��	�� ������������� �
�� �
������� #
� �� ������

����� � ������%� � ���� ��� ��
�� #
� �� � ������%� � ��'�� �� ����� p = 1
2 � $����	�� ��

���	�� ����� �� �
����������� �� ���� � ���
���� ���� ��� ������ �� ��	
����%� � 
�������

8?<< 	
������ ��� &��� ��	
���� ��� ��� 	
����� ��	
��� �
���	�� 
� ����� #
� �
��

����

< � �� �� &� &���� �� ����� �� ��'��

4 � �� &� &���� 
�� ������%� � ����

�4 � �� &� &���� 
�� ������%� � ��'�

"� ����� #
� �� �
	� ����� � 	
������ ��� ����� � <�

���� �� �������%� � ������� ���������� ���
���� 
�� ������
��%� ����������� �� 5�����


������	�� �� �
���%� �� ��������� exprnd(λ)� #
� ��� ��
���� 
� ����� ���)� 
�� ������
��%�

����������� � 	��� 1
λ �

��	 � &�	�� ����� � ���	� ����	������ �� 	���� 
�� ����� � ����� � ����� �

��'��� #
� �� ���,�� ����������� ��� ������	�� ��� 
�� �
������ 	���� � ����

� ������
���%� /.�� ��42 �� 	
������ ���
����� � ��	
�������� ���� 
� ���,�� � 46

&����� +� 	
����� �� ����%� � �� ��� ����!���� ������� 	������ 5������ �� �� �� ��� ��

��	� ��� ������%� � ���� �� 
� �������� to ��	� 
�� δ(t − to) � ��� ������%� � ��'�

��	� 
�� −δ(t− to)� �� &������ ��	�� 
� ��������� � ���	�� 	
� ������ �� #
� �� �������

�� ���� ��
������%� �� ����� ��� ��� ����� � ����� � ��'�� #
� �� &�� �����
��� � ���	�

����	������ �� �� 	����� +� �������	�� 
� ��������� 	 � ��#
��� �� �������� �� ��	����

����� � ��'�� #
� ���
�� 
�� ������
��%� ����������� ��� λ = 1
75 � � �� #
� �� �� 	��	� ���


� ���	�� 	��� ����� ���������� � :9 ���
����

468



��!���� �� (������������%� � ��
��� 	
�������

�	� 	��	� �H�� �  	0	� �@�� �� ���	����

� � ���	��� �� ���2�� ����	��

.��
�� ��4� �������� � ���	�� ����� ������� ���� H���-B

�� .�� ��6 	
����� �� &�������	� �� ���	�� ����� ����������� ����� � ����� ��	� �

��'��� +� &� ��������� � �� &��� � ������� �� &�������	� � ��� ����� � ����� � ��'�� ���

�� ��'����� � ��Y�'�� 	 � �����	���� �� �
���%� ����� ����������� ���� �� ���	�� �����

���������� /� ����� � � ��'��2�

467



��4� H�� -B

�	� )����� ���� ����	�	�

� � #������	�	

.��
�� ��6� -��	�� ����� ������� � &�������	� ���� H���-B

"� �%��� 	����� 
��� ���� ������� ��� �������� �� �� #
� ���
�

@ ������ ����

@ 7����*

�����<

����/'����	�.AB2CC�<

���+������������/D� EFCC �AEFC 2FCCC BFCCCG<

���+�����������/DFFCC �2CCC �HFFC 2ICCC A2CCCG<

@������-�

������/�<

7���� ������ 4 AB2CC

����	�������/�<

������/������3����	������	BCC��<

���

469



��!���� �� (������������%� � ��
��� 	
�������

@����� �� ������� �� �� ������

@������� ��� ������ �� ���-��������

��� �/�0���-��	���+�������������

������/���+������������	��<

��������������/����		2CC;	����	�.����3�CC�<

����	�������/��������������<

���

@ ���*��-�

������/�<

7���� ������ 4 AB2CC

������/������3����	������	�CC��<

����	�������/��<

���

@����� �� ���*��-� �� �� ������

��� �/�0���-��	���+������������

������/���+�����������	��<

������*��-�������/����	���+������������	���;����	�.��<

����	�������/�������*��-�������<

���

���� 0����	��� �� 5����	��"����	��

+� �������� ���������� � ��������������� ��	� ���������� ��� 
� �)	��� ��
��� �


�
����� �� ��� #
� ���� �
��� �����	���� � �������� �
�#
� �%�� 
��� ����� �������� ��

	����,� �� ���&� � ���� � �����	���%�� $���	�� #
� �� ����������� � ���������� �

��������������� ����� �'��
����� � 
�� �	����� � � ���������� �� ��� #
� �� �	������ ������

^�������^�

� ������ � ��� ������������ � R(������ �� ���� 4;;;�T � R������ �
������ 4;;;T �� �
��

������� #
� ��� ��������,������ ����������� � ���� ���� � ���������� ��� ��� ���
�������

��� ��
��� �� ���	�� �������	���� ���� 
� ������ �����,��� � ��� ��� �� ����� � �����


����%�� ���	�� 	��
��� 
 &����� "� �)	��� � 	��	���� �� ��
�� �
�� ��������

���� ��� ����� �� #
�� �� ������� ��� 
�
���� �� �������� �� ��������� ���� ���������� �� ��

��������������� � ���	����� &���� #
� !��� ������ ��	 �� �� 
� 	��	��� �������

�� ��������������� �� �� �������� ��
���� ��������� �������� ���	���� /�����������%�

� ������2 � �� �� 	����,� � ����� �� �� ��������

�
�#
� ��� ��#
���	������ � ���&� � ���� � � �������� �
��� ������ �
���������

	���� �������� �� ���� � ������������ � 
��� �� �� ���������������� �� �
����

���� �� 	���� #
� �� &� � ���������� 
�� �������� ��#
��� / _6<<	� 2 #
� ���������

�� ��	
������� � ������������ ����� � ��� 
�
������

�� ����� 	 � ��
���� �� �!�	���� � ���
��� �� �� �
���������%� � ��� ���� � �

��� 
�
����� #
� ��� �������	����� +� &� � ���������� �� ������� � ��� ����� ��, ��	�

���������� �� ������ � 
� 
�
���� ��	� �������� � �	����� �� ��� � ���	� ��%��	� �

�������� �
 ������� 0������	���� ��� &���� 
� ^	�����^ #
� ��� ������ ��	�

46?



��6� +�������� � B��������������

������ � �������� �� ������� �� ���������������� �
�#
� �� 	
�&�� ����� ���� �
���%�

�� ������
�� ����� ���
��� � ��� 	��	���� �� ��
���

$���� � �� ���� �	��������� #
� �� &� �� � ���� ��������� � � �
 ��� ���� ����	���

����� �� &�� ���
��� ���������� � ���� �����'�� ��� �� ����� �� &�� ���������� ���
�� ��

�� #
� � ���� 	���� �� �������

���� 	����� �� ��	�����	����� � 
�
����� �� ���� ��������� �� ����� � 
� 	���� �����

	������ �� �� �
�� ���� ��� ����� �� ���
��� �� 
� ��������� � ���	�� �������� �� ��	�����

� �� ��������������� � ���� ��� ��'�� �� 
� ��������� � ���	�� ���������� �
���� #
� ��

�
���� #
� �� �)	��� � ����������� �� ��
�� �� ����������� �� �'� � �� ����
�� ������	���� �

�� ����%�� E�� #
� ����� �� �
���� #
� �� �� 	���� 	 � ��	)� � ���������������� 
� ��
��

� 
�
����� �'� � ��
��� #
�� � 
�� ����	���� &��� ���� �������� 
�� ����������������

� ��� �� ������ ����� ����� ������������ �� &��� ���������� � ��'� 
����� �� ������
��� �

!����

$� ���� ���	�� � �� &��� � ������� �� 	���� �� &� ���������� 
�� ���� � �����

�� �� �
�� ��� ��'�� �� ���
��� � ���	� ����������� 
�� ��� &� ���	���� �� ��������

��������� �� ����� �� �������� #
� �� &�� ��'�� 
����� �� ��������������� � #
� !���� ��

���
��� � ���	� ����������� �
��� !��� ���	���� (�	�����	����� #
� �� �
�� '
�������

��	� 	��� ������ � �������������� ����� ����������� ���������	���� �� ��
��� �� ����� �

��������������� �� �,�

+����� ��	�� �����;��

(�	� �� &� �������� �� �� ������� �������� �� ���� ��	�����	���� �� ���������������

�� �� ������ 
�� ����	������ � 
�� ��������,����� ��� ������
��%� ������������

.��� ����	������� ����
�� ��� ����� � ���� ��� 
�
����� � �� ���,�� #
� 
�� �� ��
���

� �� ���������������� +� ����� � �� &��%����� � #
� 
����� ���� ������ �� �� ����


��� ���������� � ��'��� � #
� ���� ��� ����� �� ���
��� ����� � #
� ��	����� � �


� �)	��� �'� � ����� � 
�
������

.��� ����������� � .��� � ������ 
�� ��� ������ �� ��������������� �� �
���� #
�

��� 
�
����� �� ��� ��������� � ���	� ��������� ���)� 
� ������� � �������� ��

���� ��� 
�� 	��� � ���	�� ����� �������� ������
�� � ���	� ������������

"� ������ �� )���� ���� #
� ��#
���� � 
� 	���� � ���
�� ���,� �� ���� � ������ ����
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� ���� ���,� 	�'������ �������

�� �
���� ��� �������� ������������� ����� �
���
���� �� #
� �������,� #
� �� ��������� ��

����%� ��� ��
��� � 	 � � 	���� 
�
����� �� ����������� (�	� �� &� ����� ��� �� 	����

� ������� �� ��� 	 � �	�������� ���� �� �� ����� �� �� ���	�� 	��� ����� ���������� �

��'��

0��5��
���

+� &� ������ �� �
�
���� #
� �� ��
�� ������� � 
�
����� ��� � ���� �� �� ��������

�������� �� 
� �)	��� ��������� 
�����	� � ����� 9 � 4<< 
�
������ �� 
����%� �� ��
���

46:



��!���� �� (������������%� � ��
��� 	
�������

� �� ��������������� �� 
�����	� ����� 8< � ;< 	��
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������ � ����,������ ������� �
�#
�� ��	� !��� �� �
�� ��� �� ����� �� &�	�� ����	�� ��
1
λ = X� ����� W 
�� �������� ��������� 
�����	� ����� 49 � 46< ���
����

+����� *	�	���� � 	� ���� � ��� ������

$
����%� �� ��
��� � �� ��������������� N L/8< 	��
���� ?< 	��
���2� -��	�� 	���

����� ���������� � ��'� N L/49 ���
���� 46< ���
���2�

"� �� .�� ��8 �� ������� �����	���� ��� �� ����� �� 	�����

.��� ����	������� ���� ��� ����� /��� ���� �� 
� b42 �� ���
��� �� �� �������� ��������
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#
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� &��� ��� ����� � ^	������^� � ��� ��� �� ����� � ����� 
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� �� ��������� � �����

� ��� ��
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������� �� �� ������� ��� -������ E������� �� RE������� �� A&����� 6<<4T�

"��� 	���� �
� ������� � ������ � ��� ������ �������� ��� 
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�

���	�� ���	���� 
� ��� 	���� ��
����� �� �������� /�������������2 � �� ���� � �� ������

��� �� �������� /��������2 � �� 0�		� �� 
� �
��� 
	���� xumbral�

���� ��	������� � ��� ������ � �
 ��������%� �
����	�� �� ���� �
�� ������	���� ��� ��

�
���%� I��� � ������ ��� 4 /�N42� "� ����� ����	�� 
�� �
���%� 0�		�/�� �2 < _� _xumbral

� 
�� �
���%� I���/�2 ���� xumbral ≤ x < ∞�

� ������
���%� �� ������� �� 	���� ����� � ������ ������� �� �
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��&��
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fgamma(xumbral) = fzipf(xumbral)

∫ ∞

−∞
fgamma−zipf (x)dx = 1 ⇒

∫ xumbral

0
fgamma(x)dx +

∫ ∞

xumbral

fzipf(x)dx = 1

⇒
∫ xumbral

0
fgamma(x)dx −

∫ xumbral

1
fzipf(x)dx = 0

$� ��� �'��� α � �� ���	�� ������� ������� ���� xumbral � � 	������ 5���"�

0��5��
���

-������ E������� ���� �� RE������� �� A&����� 6<<4T ���� �� ���	�� ����� �������
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�� 	������� 	������ 
��

�
���%� ��		���������

E������� ����	% #
� �� ���� �� 	�����,� ��������	���� ��� 
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K � ���	� �� ����
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�� ��9� $����� 0�		��I��� /	���� �� � ������2 ���� α = 1,15 � � ��������
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� �� �� ������� ���� � �� &��� �

������� �� ��� ����	�� �� ��	��� 
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����
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I���4 N <_� _xumbral

P (zona1) =
∫ xumbral

0
fgamma−zipf (x)dx = 0,53472165

I��� 6 xumbral_� _∞

P (zona2) =
∫ ∞

xumbral

fgamma−zipf (x)dx = 0,46527835

B�	�� � ������� �� ��� ��� 
�� ������
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