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INTRODUCCIÓ 

El teorema d'Hermite-Minkowski assegura que, per a tot 

cos de nombres, el conjunt de les extensions de grau donat i 

no ramificades fora d'un conjunt finit de primers és finit. El 

coneixement de fites fines per a aquest número d'extensions ju 

garia un paper important a l'hora de fer efectius els resultats 

de G. Faltings sobre la conjectura de Mordell. El 1.962, I.R. 

äafareviÄ proposà el problema de la determinació de si el grup 

de Galois de l'extensió maximal d'un cos de nombres no ramifi-

cada fora d'un conjunt finit de primers ês o no topolôgicament 

finit generat i, en cas afirmatiu, de calcular una fita del nú 

mero de generadors d'aquest grup. 

En la línia de comptar extensions cal fer referència 

als resultats que, d'una manera o altra, incideixen en el pre-

sent treball. 

ËS ben conegut un teorema d'Artin-Schreier que carac-

teritza els cossos que tenen exactament una extensió finita no 

trivial com els cossos totalment ordenats maximals. 

El coneixement del fet de l'existència d'una única ex 

"tensió de grau donat per a cada cos finit es remunta a l'any 

1.830, en què É. Galois escriu en [ Ga 1] la frase, que cito tex 

tualment: 

"Si maintenant on veut avoir les solutions imag^ 

naives du second degré, on cherchera le plus 

grand facteur commun à Fx = 0 et à x^^ 

et en général, les solutions de l'ordre v seront 
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données par le plus grand commun diviseur à 
V . 

Fx = 0 et â 

Aquí, Fx és un polinomi separable en x, i Fx = O és la congruên 

eia mòdul un primer p. 

La bijecció entre el conjunt de les extensions no rami-

ficadas d'un cos local i el conjunt de les extensions del seu 

cos residual dóna l'existència, per a cada cos local, d'una úni 

ca extensió no ramificada de grau donat. 

Més en general, el conjunt de totes les extensions de 

grau donat d'un cos p-àdic és també finit i el seu cardinal ha 

estat calculat 

per M. Krasner en [ Kr l] . En efecte, Krasner 

calcula el número d'extensions totalment ramificadas de grau i 

discriminant donats d'un cos local; aixd li permet, en el cas 

p-àdic, obtenir el número d'extensions totalment ramificades 

de grau donat i, a partir d'aquí, el número total d'extensions 

de grau donat. Aquests números van ésser reobtinguts per J -P. 

Serre en [Se 1] on es dóna una fórmula de massa per a les ex-

tensions totalment ramificades de grau donat d'un cos local. 

El cas de les extensions abelianes del cos dels núme-

ros racionals ha estat tractat per S. MMki en [Mä 1] , on cal-

cula el número d'extensions abelianes de Q amb grup de Galóis 

i discriminants donats. 

En aquesta memòria ens situem en el problema de comp-

tar extensions abelianes. En el capítol 1 tractem el problema 

en el cas local. Introduïm la funció generatriu de Dirichlet 

dels números d'extensions abelianes de grau donat d'un cos 

p-àdic, i ens plantegem com a principal objectiu l'estudi d'a 

questa funció. Per a això, cal calcular exactament el número 



d'extensions abelianes amb grau i índex de ramificació donats, 

cosa que s'aconsegueix a partir de la teoria de Lubin-Tate. El 

resultat principal d'aquest capítol és que, si KlQ^ és una ex 

tensió finita qualsevol de grau n^, la funció generatriu de Di 

richlet deis números d'extensions abelianes de grau fixat de K 

es prolonga a una funció meromorfa del pla complex amb pols sim 

pies únicament en els punts t = 2,3,...,nQ, i un pol doble en 

t = 1. En t = 0 la funció presenta un pol simple si, i només si, 

K conté les arrels p-èsimes de la unitat. 

Seguidament ens dediquem al cas de les extehsions abelia 

nes de Q . Fixat un conjunt finit P de primers, el conjunt de 

les extensions abelianes de Q de grau fixat i no ramificades fo 

ra de P és finit, i això ens permet introduir la funció genera-

triu de Dirichlet d'aquests números d'extensions. Abans, però, 

i imitant la línia de Krasner i Serre, calculem el número d'ex 

tensions abelianes de Q de grau donat i amb índexs de ramifica 

ció prefixats. Això és 1'objectiu del capítol II. Aquesta mane 

ra de procedir dóna una partició del conjunt de les extensions 

abelianes de Q molt apta per a treure'n conseqüències: cossos 

de gèneres, divisors del número de classes, generadors de les 

extensions, construcció efectiva d'aquestes,.... En particular, 

obtenim un refinament del teorema de Kroneck.er-Weber per al cas 

de les extensions abelianes de Q . Donada una extensió abelia-

na K| Q, aquest teorema ens assegura l'existència d'una arrel 

de la unitat, tal que K Ç Q(f) i que l'extensió Q(f)|K és 

moderadament ramificada a tots els primers de K. Nosaltres ob-

tenim l'existència d'una extensió abeliana L·| Q , que també es 

construeix de manera efectiva, tal que K Ç L i que L·lK és no 

ramificada a tots els primers de K. 



8. 

En el capítol III obtenim definitivament éls números 

d'extensions abelianes de Q de grau donat i no ramificades fo-

ra d'un conjunt finit P de primers, i estudiem la funció gene-

ra triu d'aquests números. 

Un estudi acurat dels discriminants i de la ramificació 

de les extensions abelianes de q permetria obtenir, amb certa 

dificultat, i a partir dels números calculats per MMki, els nú 

meros d'extensions abelianes de Q de grau donat i no ramifica-

des fora de P. També els podríem obtenir, sxjmant, a partir dels 

números calculats al capítol II. Per a tal fi, però, és més cò-

mode procedir directament. 

L'estudi de la funció generatriu de Dirichlet d'aquests 

números d'extensions queda facilitat utilitzant els resultats i 

les tècniques del capítol II, que permeten caräcteritzar ràpida 

ment els factors d'Euler que esdevenen trivials. El resultat fi 

nal d'aquest capítol és que aquesta funció es prolonga a una fun 

ció meromorfa de tot el pla complex amb un únic pol en t = 0 d'or 

dre igual al número de primers del conjunt P. 

Hem inclòs en un apèndix els resultats de grups que s'u 

tilitzen a la resolució dels problemes de cossos. Alguns d'a-

quests resultats són coneguts; per exemple, l'ordre del grup d'au 

tomorfismes d'un grup abelià finit i el número de subgrups de 

tipus donat d'un p-grup abelià finit. D'altres són nous; per 

exemple, els teoremes 6.3 i 6.4, que dönen els números de sub-

grups de tipus (resp. ordre) donat i subjectes a certes condi-

cions suplementàries. Per últim, hem inclòs una interpretació 

dels factors difícils que ens apareixen a les fórmules en fun-

ció dels números de Betti de les Grassmannianes sobre els cos-

sos finits. 
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CAPÍTOL I. 

EXTENSIONS ABELIANES DELS COSSOS LOCALS. 

§1Introducció 1 notacions 

En tot aquest capítol K designarà un cos local: és a 
dir, un cos complet respecte d'una valoració discreta no tri-
vial i amb cos residual finit. Fixarem una clausura algebrai-
ca separable K de K i totes les extensions de K les conside 
rarem incloses dins K. Denotarem per A = Â , l'anell dels en-
ters de K, per p = p^^ l'ideal maximal de A i per k = A/p el 
cos residual; sigui p > 0 la característica de K i sigui g el 
número dels seus elements. 

Donats enters positius n,e, definim els següents con-
junts d'extensions de K: 

2 (n;K) = {L: K Ç l Ç k i amb grau [L:K] = n} , 
2 (n,e;K) = {L: K ç l Ç k , [L:K] = n i amb índex de 

ramificació e(Ll K) = e} , 
= {L: L e 2 (n;K) i L| K és abeliana} , 

2^j^(n,e;K) = {L: L € 2 (n,e;K) i Ll K és abeliana} . 

Posarem s(n;K), s(n,e;K), a(n;K), a{n,e;K) els cardinals res-
pectius que, en algun cas, poden no ser finits. 

Quan K és de característica zero, K és una extensió 
finita del cos q^ dels números p-àdics; aleshores, el conjunt 
2(n;K) és finit (cf. [La 1: cap. II, §5, prop. 14]) i, per tant, 
també ho són els conjunts 2(n,e;K), ^̂ ĵ ín/'K) i (n,e;K) . M. 
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Krasner determinà, en [ Kr l] , el cardinal s(n;K) de 2(n;K). Per 

a aixô, Krasner calculà en primer lloc el número d'extensions to 

talment ramificades de grau i discriminant donats d'un cos local 

qualsevol, no necessàriament de característica zero. A partir d'a 

quest número, i en el cas de característica zero, calculà s(n,n;K); 

ës a dir, el número d'extensions totalment ramificades de grau do 

nat; i a partir d'aquest obtingué s(n;K). 

Posteriorment, J -P. Serre donà una fórmula de massa í)er 

a les extensions totalment ramificades de grau donat d'un cos lo 

cal. Si Ll K és una extensió totalment ramificada de grau n de 

cossos locals, podem escriure la diferent P(LlK) de l'extensió 

en la forma 

PÍLIK) = p^n-l.:c(LlK) 

(cf. [Se 2: cap. III, §6, prop. 13]). Serre, en [ Se l] , defi-

neix la massa de l'extensió per la fórmula 

M(LIK) = q - ^ ^ ' H 

ÉS a dir, /x (L| K) és la norma de la component salvatge de la di 

ferent de l'extensió L| K. Amb aquesta massa. Serre demostra la 

fórmula , 
\ ^(lIK), = n. 

L e S(n,n;K) 

Tenint en compte les condicions d'Ore, Serre calcula també el 

número d'extensions totalment ramificades de grau i diferent 

donats. Això li permet reobtenir les fórmules de Krasner. 

La fórmula de massa de Serre es pot estendre al cas de 

ramificació arbitrària. En efecte, si K és uïi cos local, e|n, 

i L e E(n,e;K), aleshores podem escriure la diferent en la for-

ma 

Í^ÍLIK) = ^.e-l-c(LlK) 
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(cf. [Se 2: loe. cit]), i podem definir la massa 

MLIK) = g-f-^WK) 

on f = n/e és el grau residual de l'extensió lIk. Aleshores es 

verifica la fórmula 

^ íi (L·l K) = e 

L € Z(n,e;K) 

(cf. ÍTr 13). 

Observem que L|K és moderadament ramificada si, i no-

més si, c(LlK) = 0 (cf. [Se 2: loc. cit]); és a dir si, i no-

més si, m(lIk) = 1. En particular es té que, si p / e, ales-

hores s(n,e;K) = e. Aquesta fórmula, que es pot demostrar in-

dependentment de masses, s'utilitzarà posteriorment. 

En aquest capítol ens ocupem del cas abeliâ. Concreta 

ment, calculem a(n;K) i a(n,e;K) per a tota parella d'enters 

positius n,e, i tot cos local K de característica zero. 

En primer lloc estudiem el cas K = q^. El teorema de 

Kronecker-Weber permet calcular a{n,e;Qp) i a(n;Qp). El grup 

de Galois de les extensions ciclotômiques de q^ és el produc-

te de dos grups cíclics, si p fí 2, i el producte de dos grups 

cíclics i un factor 2^2 2Z , si p = 2. El fet que aquests grups 

siguin molt senzills permet resoldre fàcilment el problema de 

grups a què es;redueix el càlcul dels a(n,e;Q ) i a{n;Q ). Pe-P P 

rô, a l'hora de generalitzar els resultats a una extensió fini 

ta de Qp, el problema no és tan directe. Ës per això que hem 

fet una demostració aparentment més complicada també en el cas 

K ~ Qp» però que és la gènesi de la demostració en el cas gene 

ral. De fet, fixats el grau n, i l'índex de ramificació e, i 

si p 2, es pot construir una extensió abeliana que només de-
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pên de n,e, tal que conté tots els cossos K G (rif s» G^) • Aque^ 

ta extensió tê grup de Galois molt senzill i permet obtenir 

a(n,e;Qp). Quan s'intenta el mateix en el cas p = 2, calen tres 

extensions en lloc d'una sola, i els seus grups de Galois no s6n 

gaire més complicats. 

Aquesta manera de fer les coses, i el fet de conèixer 

els valors de a(n,e;Qp) permet introduir i estudiar la funció 

generatriu dels números a(n;Qp) (veure §4). Si considerem les 

funcions a(n,l;Qp) i a(n,n;Qp), obtenim que la funció genera-

triu dels a(n;Qp) és el producte de les funcions generatrius 

dels a(n,l;Qp) i dels a(n,n;Qp). 

Seguidament, passem a considerar el cas general d'un 

cos local de característica zero. El cas moderadament ramifi-

cat no té excessius problemes i és semblant al cas moderada-

ment ramificat sobre l'única diferència important és la 

caracterització dels valors de n,e, tals que a(n,e;K) 0, i 

els resultats són també vàlids en el cas d'un cos local de ca-

racterística qualsevol. Pel cas general, però, el problema es 

complica; cal construir, a partir de la teoria de Lubin-Tate, 

una família finita d'extensions prou bones de K com per a què 

entre totes continguin tots els cossos B e 2^j^(n,e;K). A par-

tir d'aquí es pot calcular el valor de a(n,e;K) i el de a(n;K) 

en funció del ntómero de cossos d'aquesta família, número que 

també donem explícitament. 

Introduïm també la funció generatriu dels a{n;K). Com 

en el cas de o , la funció a(n;K) és la convolució de Dirich-«p 

let de les funcions a(n,l;K), del cas no ramificat, i a(n,n;K), 

del cas totalment ramificat. Això fa que puguem reduir-nos al 

cas totalment ramificat. La suma dels factors d'Euler de la 
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fundó generatriu deis a(n,n;K) ens permet estendre aquesta fun 

eiö a una funciö meroinorfa del pla complex; i l'estudi dels seus 

pols, obtenir una caracterització dels cossos K que contenen les 

arrels p-èsimes de la unitat (veure el corol·lari 7.7). 
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§2.- El cas moderadament ramificat sobre Q^. 

Sigui p un número primer. En aquest § es fa el càlcul 

de a(n,e;Qp) per a tota parella d'enters positius n,e, amb p/e. 

Començarem, però, pel cas no ramificat; és a dir, pel cas e = 1. 

De [La 1: cap. II, §4, prop. 7 i 9] i [Se 2; cap. III, 

§5, teor. 2] es dedueix que, per a tot enter n > 1, existeix 

una única extensió no ramificada K|i q^, de grau n; en efecte, 

les extensions no ramificades de q^ són els cossos Qp(fjg) on 

fjj és una arrel primitiva N-êsima de la unitat, p/N. El conjunt 

de les extensions no ramificades de q^ està en correspondència 

bijectiva amb el conjunt de les extensions del cos residual, 

TF-pi de Qp. Les extensions Qp{fii,)lQp són cícliques i el grau 

ÍQpífjj) :Qp] és el menor enter n > 1 tal que p" = 1 (mÔd N) ; de 

manera que si triem N = p'̂ -l obtenim la següent 

Proposició 2.1.- Donat un enter n > 1, sigui N = i sigui 

f = una arrel primitiva N-èsima de la uni-

tat. Aleshores 

En particular, a(n,l;Qp) = s(n,l;Qp) = 1. • 

El següent resultat és vàlid en el cas general, no ne-

cessàriament moderadament ramificat, i dóna (les) condicions 

necessàries per a què el conjunt ) sigui no buit. 

Lema 2.2.- Siguin n,e, enters positius, i posem e = p e' amb 

r > 0 i p/e' Aleshores, si 2 , {n,e;Q ) és no buit So p 

es verifica que ejn i que p = 1 (mÔd e') . 
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Demostració.- La condició ein és clara. Suposem que (n,e; Q^) 

^ 0 i sigui K e " ̂ ^ teorema de Kronecker-Weber per 

a Qp (cf. [Ne 1: cap. III, §3, cor. 3.7]) assegura que existei-

xen arrels de la unitat f^t, amb p/N, tals que K ç Qp(fjj»fpt) 

Com que l'índex de ramificació es comporta de manera multiplica 

tiva per a cadenes d'extensions, i e(Qp(f jj/fpt) I Qp) = 

resulta que elp^~^{p-l). Per tant, t > r + l i p = l (môd e'), 

com volíem demostrar. • 

Les condicions d'aquest lema són també suficients per 

a què ^ab^^/S'Qp) sigui no buit. Seguidament ho veurem en el 

cas moderadament ramificat, p/e. El cas salvatgement ramificat, 

el veurem en el § següent. 

Suposem, doncs, que tenim enters positius n,e, tals 

que ein i que p = 1 (môd e). Si p = 2, aquesta condició dóna 

e = 1; és a dir, el cas no ramificat. Per tant, també podem su 

posar que p ^ 2. 

L'extensió Qp^fp^lQp totalment ramificada de grau 

p - 1 i, per ser p / 2, és cíclica; com que elp-1, Qp(fp) con-

té una única subextensiÓ ElQp de grau e que, en conseqüència, 

és totalment ramificada i cíclica. Però Qp(fp) = Qp((-p) 

(cf. [Wa 1: cap. 14, lema 14.6]), de manera que E =Qp(ö) amb 

•e = (-p)l/e^ 

Posem N = p"̂ -! i sigui L = Qpifu»®); com que Qp(fig)lQp 

i Qp(®)'Qp són extensions abelianes, LiQp és abeliana; i com 

que aquelles són linealment disjuntes (l'una no ramificada i 

l'altra totalment ramificada) , és Gal(L|Qp)= Gal (Qp(f ĵ ) | Qp) x 

X Gal (Qp(Ö) I Qp) = / n (® /e S) ; a més a més, e(Ll Qp) = 

= e(Qp(^)lQp) = e. Observem que l'extensió LiQp només depèn de 
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p,n,e, i no del fet que sigui o no buit. Amb ague¿ 

tes notacions es verifica el següent, 

Teorema 2.3.- Siguin n,e, enters positius tais que ein i p = 1 

(môd e), i sigui L el eos que acabem de construir. 

Aleshores: 

a) Per a tot cos K G 2(n,e;Qp) ës K Ç L. 

b) = 2;(n,e;Qp). 

En particular, a(n,e;Qp) = s(n,e;Qp) = e. 

Donarem dues demostracions d'aquest teorema. La prime-

ra utilitza el fet que en el cas moderadament ramificat, i com 

ja s'ha comentat en el §1, s(n,e;Qp) = e; la segona és autocon 

tinguda i donarà peu a un resultat qüe s'utilitzarà en el cas 

general sobre Qp. 

Primera demostració del teorema 2.3.- Posem f = n/e i sigui 

Ko = Qpifpfi^ l'önic cos extensió no ramificada de grau f de 

Qp. Per a tot cos K e 2;{n,e;Qp) resulta que KolQp és la subex-

tensió no ramificada maximal de K|Qp i en conseqüència Ke2(e,e?Ko) 

A més a mês, si K¡|Qp ës abeliana també ho ês K | Kg , de manera 

que tenim la cadena d'inclusions 

- - ^o) = S(n,e;Qp). 

Si demostrem ai haurem demostrat la igualtat en (*) i, per tant, 

b). I com que p/e, és s(n,e;Qp) = e (cf. §1), de manera que 

a(n,e;Qp) = e. 

Suposem, doncs, que Ke2(n,e;Qp) = S(e,e; Ko). Corn que 

1'extensió KólQp ês no ramificada, p és també un uniformitzant 
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de Ko, i per tant existeix una unitat u de Ko tal que K = Ko(«) 

arab a® = -up (cf. [La 1: cap. II, §5, prop. 12]). Sigui v tal 

que V® = u; l'extensió Ko(v) 1 K,ês no ramificada, ja que p/e. Com 

que elp-1, q^ conté les arrels e-èsimes de la unitat i, per tant, 

l'extensió Ko(v) I Ko és de grau divisor de e (cf. [La 2: cap. 8, 

§6, teor. 10,b]). En conseqiiència, Ko (v) I q^ és una extensió no 

ramificada de grau divisor de ef = n, de manera que Ko (v) Cq (J-̂ ) 

Aleshores, K = Ko (ö) Ç Ko (v, (-p) = Ko(v,0) Ç Qp(?jj,0) = L, 

com volíem demostrar." 

Segona demostració del teorema 2.3.- Anàlogament a la primera 

demostració s'obté a) i b),'aix£ com les igualtats en (*). No-

més cal veure que a(n,e;Qp) = e. 

Sigui K Ç L un subcôs qualsevol, no necessàriament en 

\]3(n,e;Qp). Posem X = Gal(LtK), G, = Gal (L IQ^ (0 ) ) = Gal (q^ (? ĵ ) I Qp) ̂  

= Z / n Z , G2 = Gal (Li Qpir^,)) == Gal (q^ (0 ) | q^) - Z / e Z , i 

identifiquem cada G^ amb la seva imatge canònica dins G = Gi ® 62 = 

= Gal(Ll Qp). Tenim que X C G i que podem calcular 1'índex de 

ramificació e(K| q^) de la manera següent: 

Kíf^) 
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com que Qpif^^'Op no ramificada, també ho és K(?j^)lK i, per 

tant, e(K lQp) = e(K{íjj)lQp) = e(K(?^j) I q^(f ĵ ) ) . PerÔ LlQpífjj^ ^^ 

totalment ramificada de grau e, de manera que I Q^Cf jj) és 

totalment ramificada; en conseqüència, e(KlQp) = [ K(f ĵ ) zQ̂ íf̂ )̂ ] 

és l'índex de Gal (L IK (f ĵ ) ) = Gai (L I q^ ĵ ) ) nGal(LlK) = G2 n x 

en Gal(LlQp{fjj)) =62. 

Aixô ens diu que e(K,lQp) = e si, i només si, GiH X = {0}.-

Per tant, existeix una bijecciö entre i conjunt 

dels subgrups X Ç G i® G2 tals que (Gi ® G2: X) = n i X n G2 = {O}, 

o n G i = Z S / n Z i G 2 = Z l / e Z . E l resultat a(n,e;Qp) = e s'ob 

té del següent lema i acaba la demostració." 

Lema 2.4.- Siguin n,e, enters positius qualssevol tals que ein. 

Posem G i = 2 S / n S , G 2 = Z / e 2 Z i identifiquem 

G^ amb la seva imatge canònica dins G = Gi ® G2. Si-

gui B = {X ç G: (G:X) = n i X n Gj = {0}}. Alesho-

res, #B = e. 

Demostració.- Per descomposició en subgrups de Sylow, podem su 

posar que n,e, són potències d'un mateix primer fi . Sigui X e B 

i suposem que X no és cíclic; aleshores X conté tots els ele-

ments de G d'ordre 1 ; en particular els de Gj i X n G, {0} • 

Per tant, tot X e b és un grup cíclic d'ordre #Gj = e. Sigui 

(a,b) un generador qualsevol de X; aleshores a e / n Z) , 

b S Z / e Z i a ô b é s d'ordre e = #X; però si a no és d'ordre 

e, ho és b i aleshores 0 f̂  "f ^ X n Gj . Això diu que tots 

els generadors de X són de la forma {a,b) amb o. ̂  z / n Z d'or 

dre e i b e z / e z qualsevol. Recíprocament, tot element (a,b) 

d'aquesta forma genera un subgrup X G B. Com que X té <P (e) gene 



radors i en G hi ha ip{e)e elements (íi,b) com els anteriors, 
resulta que #B és el quocient, e.» 
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§3." El cas general sobre 

Siguin n,e, enters positius; posem n = p^n', e = p^e' 

amb r, s > 0, p/n' i p/e'. En el lema 2.2 hem vist que si 

S (n,e;Q ) f (¡> aleshores e.ln i e'l:p-l; és a dir, que r < s, 
ÄjD P 

e'In' i p = 1 (môd e'). En aquest § es tracta de veure que aques 

tes condicions són també suficients per a què ^^gj^in'SJOp) sigui 

no buit, i de calcular a(n,e;Qp). 

Com que totes les extensions que tractarem són abelia-

nes, la descomposició dels grups de Galois en producte directe 

dels seus subgrups de Sylow i la correspondència de Galois en-

tre subgrups i subcossos, permeten demostrar fàcilment que 

a(n,e;Qp) = a(n',e';Qp) . a{p®,p^;Qp). 

Com que p/e', e'l n' i p = 1 (mÔd e'), resulta que a{n',e';Qp) = 

= e', de manera que el càlcul de a{n,e;Qp) queda reduït al càl-

cul de a(p®,p^;Q„). Comencem pel cas p / 2. 

Suposem, doncs, que n = p ® , e = p ^ , 0 < r < s , i que 

p 2. Per a tot t > r + 1, l'extensió Qpífp^) 'Op totalment 

ramificada de grau p^"^(p-l) i, per ser p 2, és cíclica. Com 

que e = p^ divideix el grau [Qp(fpt)!Qp] / Qp^fp^) oonté una 

única subextensió de grau e sobre q^, que, en conseqüència, és 

també totalment ramificada i cíclica, i que denotarem per 

Qp(ö)|Qp. Degut a la unicitat, resulta que Qp(ö) no depèn del 

particular t > r + 1 elegit. 
s 

Considerem, per altra banda, N = pP -1 i sigui f̂ j una 

arrel primitiva N-èsima de la unitat. L'extensió Qp(?N^'Qp 

no ramificada de grau p®. Posem L = Opif^'®^'" observem que L 

només depèn de p, r, s, que és una extensió abeliana de Qp amb 



23. 

grup de Galois GaKLlo^) = Gal (Li 0^(0)) x Gal (L IQ^ {f ĵ ) ) = 

= Gal(Qp(?^)iQp) X Gal(Qp(0)Iq^) = (Z / n Z) x (Z / e Z) , i 

que e(LlQp) = e. 

Teorema 3.1.- Siguin p un primer senar, n = p®, e = p^, 

0 < r < s, i sigui L el cos que acabem de definir. 

Aleshores, per a tot cos K € \ij{n/e;Qp) és K c l. 

A més a mês a(n,e;Qp) = e. 

Demostració.- Suposem que K e virtut del teore 

ma de Kronecker-Weber, existeixen arrels de la unitat f t, 
M p ' 

tais que K Ç Qp^f^ffpt); com que [K:Q 1 és una potència de p, 
P u 

podem suposar que M Ss de la forma M = pP -1, i que u > s. L'ex 

tensió Q p í f ^ ' f p t ) I Qp(?jj) ês totalment ramificada i cíclica, i 

les subextensions K ( | q^ ( fĵ ) i Qp ( fĵ , 6) | Qp (f̂ )̂ tenen els ma-

teixos índexs de ramificació; per tant coincideixen i K ç 

Posem, ara, X = Gal (Qp (fĵ , Ö) | K) , G. = Gal (Qp ( f 0) | Qp ( 0) ) == 

^¡Z/p'^aî, Gî = Gal{Qp(fjj,0)|Qp(fj^)) Z Z / p ^ Z , i G = G,®G,= 

= Gal (Qp(fj^, 0) I Qp) ; si raonem com a la segona demostració del 

teorema 2.3, obtenim que e(K|Qp) = p^ si, i només si, X n G, = 

= {0}. Ara bé, com que s > r, és p®G = p^Gj® p^G, = p^Gj i, com 

que (G:X) = p®, resulta que p^G Ç X. Però 

p®G = Gal(Qp(fjj,0)lQp(fj^,0)) = Gal(Qp(fj^,0)|L), 

de manera que K C L . Això és dir que podem suposar que u = s; 

és a dir, que M = N. Així, obtenim una bijecció entre (P^f P^;Qp) 

i el conjunt de tots els subgrups X d'índex p® de G = Gj® Gj 

tals que X n Gj = {0}, on Gj = Z / p® ZZ i Gj = Z / p^ Z. Po-

dem, doncs, aplicar el lema 2.4, i obtenim que a(p®,p^;Qp) = p^, 

com volíem demostrar. • 
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Nomës resta calcular a(p®,p^;Qp) en el cas p = 2. Per 

a tot t > r + 2 l'extensió Q̂  (? ês totalment ramificada de 

grau perô, a diferència del cas p jií 2, aquesta extensió 

no és, en general, cíclica,- en efecte, Gal(Q (1*2̂ )1 Q ) -

= (2Z / 2 Z) X (E / Z) , i 1' extensió només és cíclica en 

el cas t = 2. Tenim, però, el següent 

Lema 3.2.- Sigui a un enter positiu. El reticle dels subgrups 

del grup G = (2Z / 2 ZS) x (2Z / Z) és el següent: 

G = (l)x(l) 

(0)x{l) 

(0)xí2) < ( 1 , 2 ) > (l)x{2M 

<(1,22)> (l)x(23) 

(0)x(2®"^) (I)x(O) 

(0) 
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Demostració.- Els subgrups {O)x(l), <(!,!)> són cíclics d'In 

dex 2 en G i contenen el subgrup (0)x(2) com a subgrup d'índex 

2. A més a més, (l)x(2) és d'índex 2 en G, isomorf a (Z / 2 22) x 

X (Z / Z) i conté els subgrups (0)x(2), <(1,2)> i (l)x(^) 

com a subgrups d'índex 2. De manera que si demostrem que (O)x(l), 

<(1,1)> i (l)x(2) són els únics siibgrups d'índex 2 en G, un ar-

gument inductiu acaba la demostració. Però això és un senzill 

exercici d'àlgebra elemental." 

D'aquest lema resulta que existeixen exactament tres 

subcossos de de grau 2^ sobre Q̂  ; els denotarem per 

Qj(öj)f j = 1/2,3. Són les tres úniques extensions totalment 

ramificades de grau 2^ de q^incloses en q̂  (fjt)? en general, 

n'hi ha d'altres no incloses en q̂  veurem més enda-

vant. Dues d'elles són cícliques i 1'altra és abeliana amb grup 

de Galois isomorf a (Z2 / 2 Z) x (2Z / . Posarem j = 3 

per a aquesta darrera i j = 1,2 per a les cícliques. Posem, 

2® 

també, N = 2" -1 i Lj = Q^ (rjj,»^!, 1 < j < 3. Amb aquestes no-

tacions tenim que 

Proposició 3.3." Si K £ (2^, 2^;q2 ) aleshores existeix 

j e {1,2,3} , únic, tal que K Ç . 

u 
Demostració.- Sigui K 6 ^ab^^^' 02 ̂  ' e^^^steixen enters M = 2 -l 

i t > > 0 tals que K Ç Q̂  ^ podem suposar que t > r + 2 

i que u > s. Es té que Gal(Q^ ^ ^̂ M̂  ̂  ^ Gal (Q̂  (f 2t)IQ2 ) = 

t-2 

= (22 / 2 Z) X (Z / 2 2Z) , de manera que només hi ha tres sub-

extensions, les Qí öj) I Qí (f j^) , totalment ramificades de 

grau 2^; això diu que K(f ĵ ) | Q2 (f̂ j) és una d'elles i, per tant, 
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existeix j tal que K Ç Qj j) . Aqueèt valor de l'índex j és 

únic, ja que si K Ç Q^ j) ^ Qj ^ ) amb j j ' , es té 

que e(KlQ2) < 2^. El raonament que permet posar M = N és idèn-

tic al del cas p 2 (cf, teorema 3.1), i això acaba la demos-

tració.» 

(j) s r 
Posem ara, (2 ,2 el conjunt dels cossos 

K e S (2®,2^;Q ) tals que K C l . , i a.(2®,2^;QJ el seu cardi 
ao 2 ~ J 3 * 

nal, 1 < j < 3. Aleshores, si r > 1, es té que a(2®,2^;Qj) = 
^ G W 

= S a.(2 ,2 ;q ), ja que els tres conjunts s6n disjunts. 

' s r Per al càlaul dels ,2 podem raonar de manera 

semblant a la del teorema 3.1: per a j = 1,2, Gj = Gal (q̂  (0 j) Iq̂ ) 

2S / 2^ ZZ i per a j = 3, Gj = Gal (q̂  (öj)! q^) = (2Z / 2 Tí) x 

X (Z5 / , mentre que Gj = Gal (Q^ (f } | Q^ ) ^ H / 2̂ TL , en 

s r 

els tres casos. Existeix una bijecció entre (2 ,2 ;QJ) i 

el conjunt dels subgrups X ç G = G^® G^ d'índex 2® i tals que 

X n Gj = {0}. En virtut del lema 2.4, resulta que per a j = 1,2 

és ajC2®,2^;QJ) = 2^. Pel cas j = 3 es té també que a3(2®,2^;Qj) 

« 2^. En efecte, es verifica el següent 

Lema 3.4.- Siguin r,s, enters, s > r > 2; siguin Ĝ  = TL /2® % , 

G2 = ÍZ / 2 %) x {TL-/ > i G = G, ® G2 . Ales 

hores, el .número de subgrups X ç g tals que (G:X) = 

= 2® i X n G2 = {0} és 2^. 

Demostració.- Si X ç G és un tal subgrup, aleshores X és cíclic. 

En efecte, si no ho fos, X contindria tres, o més, elements d'or 

dre 2 dels set que té G; d'aquests set elements, n'hi ha quatre 

amb primera component d'ordre 2 en Gi i els altres tres amb pri 
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mera component igual a zero; com que X n G2 = iO}, els tres ele 

ments de X d'ordre 2 han de tenir primera component no nul.la; 

perô aixÔ no ës possible ja que la suma de dos d'ells ës el ter 

cer i té primera component nul.la. Per tant X ës cíclic. Com que 

X ës d'ordre 2^, contë exactament generadors, i tots són 

de la forma (a,x,y) amb a e Gi d'ordre 2^. Recíprocament, tot 

element de G d'aquesta forma genera un subgrup X com els de 

l'enunciat. Com que en G hi ha exactament ( 2 . e l e m e n t s 

d'aquesta forma, resulta que el número de subgrups X en les con 

dicions de l'enunciat ës el quocient, 2^." 

Amb tot això.ja podem establir el teorema final sobre Q : 

Teorema 3.5.- Sigui p un primer i siguin n,e, enters positius. 

Aleshores : 

1 si e = 1, 

e si e = p^e', p = 1 (môd e'), 

ein, p ^ 2, 

3e si e = 2̂ 1 n, r > 1, p = 2, 

0 altrament; 

(i) a{n,e;Qp) = 

(ii) a(n;Qp) 

v_(n) 
ffi ( (n,p-l) ) »1 (p P ) si p 2, 

si p = 2; 

on ffi (m) ës la suma de tots els divisors positius 

de m. 

Demostració.- La part (i) no ës res mës que posar plegats els 

resultats següents: la proposició 2.1 en el cas e = 1; els teo 
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remes 2.3 i 3.1 en el cas p ^ 2; el teorema 2.3 i les observa-
cions anteriors a aquest teorema en el cas p = 2, r > 1; i te-
nir en compte el lema 2.2 que caracteritza quan a(n,e;Qp) / 0. 

Per a demostrar (ii) només cal sumar: a{n;Qp) = 
= a(n,e;Qp). En el cas p 2, a{n,e;Qp) O només quan 
e = p^e' amb e'l (n,p-l) i O < r < v^ín), i aleshores a(n,e;Qp) = 
= e = p^e'; per tant 

I I V (n) 
a(n;Qp) = 2 Z j e'p^ =a, ( (n,p-l) ) a, (p P ). 

e'l (n,p-l) O < r < 
Anàlogament, si p = 2, a(n,e;Qj) f O només quan e = 

i aleshores a(n,e;Qj) = 3e si e > 1 i a(n,l;Q^) = 1. Per tant 

a(n;Q, ) = 3 > 2 - 2 = 3 - 2 = 3,. 2 -5. 
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§4.- La funcig generatriu de a(n;Q^). 

Sigui p un número primer. Definim les sèries de Dirichlet 

G(Qp;t) = ^ a(n;Qp)n"^, 

n > 1 

n > 1 

= Y] a(n,n;Qp)n"^, 

n > 1 

i les anomenem les funcions generatrius de Dirichlet del número 

d'extensions abelianes de Q^, del número d'extensions (abelianes) 

no ramificades de Q^, i del número d'extensions abelianes total-

ment ramificades de Q^, respectivament. 

Fins aqui no tenim res més que una definició formal; cal 

veure on les sèries són convergents i quina funció defineixen. Co 

mençarem pel cas no ramificat; és a dir, el cas de la sèrie 

Com que, per a tot enter n > 1, és a(n,l;Qp) = l, es té 

que = ^ ^ és a dir: 

n > 1 

Proposició 4.1.- La sèrie és absolutament convergent 

en el semiplà Re(t) > 1 i coincideix amb la 

funció zeta de Riemann." 

Respecte de la convergència de les sèries G(Qp;t) i 

G^^(Qp;t) tenim el següent 

Lema 4.2.- Les sèries de Dirichlet G(Qp;t) i G^r^^p'^^ 

solutament convergents en el semiplà Re(t) > 2 , 
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Demostració." El teorema 3.5 (ii) dóna el valor de a(n;Qp). Com 

que 0 <a(n,n;Qp) <a{n;Qp), és suficient provar el resultat 

per a la sèrie GÍQ^/t) . Però, si p 2, 

1+Vp(n) 
- 1 

a{n;Qp) = (p ^ -l) (p-1) oi({n,p-l)) < 

i si p = 2, 

< 2 p P ai(p-l) < 

< 2 n ai(p-l), 

< 6 n - 5 < 

< 6 n. 

Així, existeix una constant M que només depèn de p, tal que 

0 < a(n;Qp) < Mn, i, en conseqüència, la sèrie GÍQ^jt) és al 

solutament convergent en el semiplà Re(t) > 2." 

Corol·lari 4.3.- Les sèries G(Qp;t) i defineixen fun 

cions analítiques en el semiplà Re(t) > 2. 

Demostració.- Tota sèrie de Dirichlet defineix una funció ana-

lítica en el seu semiplà de convergència (cf.[Ap, 1: cap. 11, 

§7, teor. 11.12]) . • 

Les funcions G(Qp;t) i admeten descomposició 

en producte d'Euler. En efecte. 
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Lema 4.4.- Les funcions aritmètiques a(n;Qp) i a(n,n;Qp) s6n 

funcions multiplicatives de n. 

Demostració.- Immediata a partir del fet que les extensions són 
vg (n) 

abelianes, i per tant, a(n;Q ) = 11 a{fi ;Q ) i a(n,n;Q ) = 
_ vp(n) Vp(n) P £ln P P 

fi,In P 

D'aquest lema es dedueix que les funcions GÍQ^jt) i 

G^j-ÎQpît) admeten la descomposició en producte d'Euler 

fi r > 0 

fi r > 0 

el producte estès a tots els números primers fi , i convergent 

en Re(t) > 2 (cf.[Ap 1: cap. 11, §5, teorema 11.6]). 

Per a aquestes funcions podem calcular explícitament 

els factors d'Euler. Ho farem primerament per a la funció 

El cas més senzill és el cas p = 2. En efecte, de 

1 si r = 0, 

0 si r > 1, fi 2, 

3fî  si r > 1, fi = 2, 

resulta que els factors d'Euler de ;t) són 1 si fi 2, i 

1 + 3 ^ = 1 . = 

si fi = 2. Per tant, tenim la següent: 
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Proposició 4.5." En el semiplà Re(t) > 2, = 

= (1+2^"^)(1-2^"^)"^.• 

Per a p 2 el resultat és el següent: 

Proposició 4.6.- En el semiplà Re(t) > 2, i si p ^ 2, aleshores 

on Oj.^ip-l) ês la suma de les potències 

(l-t)-èsimes dels divisors positius de p-1. 

Demostració.- Si ß = p es të que a(p^,p^;Qp) = p^, de manera 

que el factor d'Euler de que correspon al primer p 

ês I ^ = d-p^"^)"^; per altra banda, si fi / p i 
i > 0 
/ p-l, aleshores a («^»É^.-Qp) = 0, mentre que si p-1 és 

) = Per tant, el factor d'Euler que correspon 
P ^ ^ 

al primer K p val 1 si £ / p-l i ^ £r(l-t) ^ 
vj(p-1) , 0 < r < v„(p-l) 

= ), si £lp-1. « • 

Com que una funció multiplicativa, 

ri Vj(p-l) 

n "i-t^® ^ ~ ^ acaba la demostració, 

ílp-l 

El següent resultat permet obtenir fàcilment G(Qp;t) a 

partir de Gnr^Qp'^^ ^ ^tr^Qp'^^' 

Proposició 4.7.- La funció a(n;Qp) és la convolució de Dirich-

let de les funcions a(n,l;Qp) i a(n,n;Qp). 



Demostració.- Suposem que n,e, són enters positius tals que e|n. 

Aleshores, a(n,e;Qp) =a(e,e;Qp) (cf. teorema 3.5 (i)), i 

a(n/e,l;Q ) = 1. Per tant, a(n;Q ) = ^ a{n,e;Q ) = 

^ ^ ein P 

= Z ^(efSfQp)- a(n/e,l;Q ), com volíem demostrar." 

e In 

Corol·lari 4.8.- En el semiplà Re(t) > 2 es verifica que 

és a dir: 

G(Qp;t) = 

f(t) d-p^"^)-^ , si p 2, 

?(t) (1-2̂ "''')"̂  (1 + 2^"^) , si p = 2. 

Demostració.- Cf. [ Ap 1: cap. 11, §4, teor, 11.5].• 

Observació 1.- Aquest resultat es pot demostrar directament 

calculant els factors d'Euler de GÍQ^j-t), i obtenir després, 

com a conseqüència, la proposició 4.7. 

Els resultats anteriors permeten prolongar les funcions 

generatrius a funcions meromorfes de tot el pla complex. En 

efecte, les expressions de G^j,(Qp;t) donades a les proposicions 

4.5 "" i 4.6 asseguren que aquesta funció es pot prolongar a una 

funció analítica de tot el pla complex llevat potser del punt 

t = 1 on els denominadors s'anul.len. Ara bé, Oq (p-1) 0, i 

1 + 2^"^ = 3 0, i com que té un únic pol en t = 1, 

d'ordre 1, i amb residu (log obtenim el següent 



Teorema 4.9.- La funció admet prolongació meromorfa 

a tot el pla complex amb un únic pol simple en 

t = 1, i amb residu 

ào (p-l)/log p , si p 2, 

3/log 2 , si p = 2." 

Observació 2.- La funció es pot expressar també com 

, el producte de les funcions generatrius '̂̂ p'̂ ^ ^ 

dels números d'extensions abelianes totalment i moderadament 

ramificades, i dels números d'extensions abelianes totalment i 

s 

V 

salvatgement ramificades, de Q^. En efecte, si n = p n' amb 

p / n',a(n,n;Qp) = a(n',n';Qp) a(p®,p®;Qp) i això és, en aquest 

cas, la convolució de Dirichlet de les corresponents funcions. 

Amb aquesta observació es té que Gjnr(Qp''t) és una fun-

ció analítica de tot el pla complex. Notem que el pol de 

G^ÍQp/'t) prové exclusivament de la ramificació salvatge: 

GgrÍQp'-t) = (l-p^"^)"^ si p / 2, i = (1 + 22"^) ( 1-21"^) , 

si p = 2. 
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§ B E l cas moderadament ramificat sobre un cos local. 

A partir d'ara, i pel que resta de capítol, K designarà 

un cos local, A = Aĵ  el seu anell d'enters, P = Pj^ l'ideal maxi 

mal, i K = A/p el cos residual. Siguin p la característica de 

K, i g = el número d'elements de K. 

El problema que resolem en aquest § és el del càlcul de 

a(n,e;K) en el cas moderadament ramificat p/e. Anàlogament al 

cas K= Qp començarem també pel cas no ramificat. 

Proposició 5,1.- Sigui N = q'̂ "!» i sigui f = una arrel pri-

mitiva N-èsima de la unitat. Aleshores 

= S(n,l;K) = {Kíf)} . En particu-

lar, a(n,l;K)= 1. 

Demostració.- Ës completament anàloga a la del cas K = q^. Hi 

ha una bijecció entre S{n,1;K) i el conjunt de les extensions 

de grau n de K, donada per reducció. Com que, si L e S(n,l;K), 

aleshores L = KCp) amb P una arrel primitiva (q"^-!)-ësima de 

la unitat en característica p, i és la reducció de f , el le 

ma de Hensel ens diu que L = K{?).• 

Suposem ara que e > 1 i que p /T e. Com que si e / n ales 

hores 2;(n,e;K) = ^ , podem suposar, també, que e|n. El teore-

ma que es tracta de provar és el següent: 
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Teorema 5.2.- Siguin e,n, enters positius tais que e!ln i p/e. 

Aleshores les propietats següents són equivalents: 

(i) ^ <l> , 

(ii) K conté les arrels e-êsimes de la unitat, 

(iii) elq-1, 

(iv) a(n,e;K) = e. 

Si es verifiquen aquestes condicions, ^ 

= S(n,e;K) . 

Demostració." La implicació (iv) (i) és immediata. Si ? és 

una arrel primitiva M-èsima de la unitat en K amb p/M, la seva 

reducció mòdul p és una arrel primitiva M-êsima de la unitat 

en K. Però K = F^ només conté les arrels (q-l)-êsiroes de la uni 

tat; per tant, si les arrels e-êsimes de la unitat estan en K, 

ha de ser elq-rl. AixÒ és (ii) =» (iii) . Veiem, ara, que (iii) (iv) 
'V 

Suposem que elq-1. Aleshores K conté les arrels e-êsimes de la 

unitat, i pel lema de Hensel, K conté les arrels e-ësimes de la 

unitat. 

Sigui Ko l'única extensió no ramificada de K de grau 

f = n/e. Aleshores Ko conté les arrels e-èsimes de la unitat 

i, per tant, tota extensió de Ko per una arrel d'un polinomi 

de la forma X®-a, a e Ko , ês una extensió cíclica de grau di 

visor de e (cf.[La 2: cap. 8, §6, teor. 10]). Per altra banda 

(cf.[La 1: cap. II, §5, prop. 12]), tota extensió totalment i 

moderadament ramificada de grau e de Ko ve generada per una 

arrel d'un polinomi de la forma X̂ -a., amb a un uniformitzant 

de Ko ; com que Ko I K és no ramificada, si tt és un uniformité 

zant de K, podem escriure a en la forma a = uir amb u S û ^̂  , 

unitat de Ko.. 
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Sigui, ara, L S 2(n,e;K); aleshores L conté Ko com a sub 

extensió no ramificada maximal, de manera que L € 2(e,e;Ko); per 

ser P/l'e, tenim que L = Ko («) amb a® = uir , i com que Ko= Kíf^fj^), 

resulta que L = Ko {«) Ç Kíí^f^,«) C K(f^f^,uu^®,tt^^®) . Degut al 

fet que les arrels e-èsimes de la unitat estan en K, l'extensió 

1/e K(IT ' ),L K és cíclica, i per tant, abeliana. Per altra banda, 

1/e l'extensió K{?gf^,u ' ) I K és no ramificada, de manera que la 

composició K és una extensió abeliana. Per 
i ^ 
tant, l'extensió LIK és abeliana, i obtenim les igualtats 

2;{n,e;K) = 2{e,e;Ko) = 2;^j^(e,e;Ko) = 

Com que p/e, és conegut que s(n,e;K) = e (cf. §1) i, per tant, 

a(n,e;K) = e. Només resta demostrar la implicació (i) => (ii). 

Suposem que S^j^(n,e;K) / <í> i sigui L G 2^j^(n,e;K). Ales 

hores, L € 2^J^(e,e;Ko) i, anàlogament al pas anterior, L = KQ {«) . 

Com que K(a) ç L, l'extensió K(a)IK és abeliana i com que l'ex 

tensió Ko {û '̂ ®) IK és no ramificada, la composició IK 

és abeliana. Però KÍTT^^®) C de manera que KCu^'^^jlK 

és abeliana. Per ser ttG K, això diu que K conté les arrels 

e-èsimes de la unitat, com volíem veure." 
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§ 6 E l cas general sobre un cos p-âdic. 

En aquest § es fa l'estudi de per a tot cos 

local K de característica zero. Mantinguem les notacions del 

§5 i siguin Uĵ  el grup de les unitats de K, i ü^^ el subgrup 

de les unitats congruents amb 1 mòdul p"̂  , per a tot enter 
K 

m > 1. 

Si K és de característica zero, aleshores K és una ex-

tensió finita de Q^, i posarem no = [K:Qp], fo = f(K|Qp) = 

'V 

= eo = e(K|Qp) per designar el grau, el grau residual 

i l'índex de ramificació absoluts. Recordem que q = # k' = . 

Sigui TT un uniformitzant de K i sigui F un A^-môdul de 

Lubin-Tate respecte de TT (cf.[Ne 1: cap. III, §6, def. 6.5]). 

Per a tot enter m > 1, posem F[m] el grup dels punts de Ti'̂ -di 

visió, i K^ = K(F[m]). Siguin = ^ K^, i k'̂ Îk l'exten 

si6 no ramificada maximal de K. El cos K^^^ depèn de 1"elecció 

de l'uniformitzant TT en K, encara que no del môdul de Lubin-Ta 

te, F, respecte de tr ; malgrat tot, es verifica el següent 

Teorema 6.1.- (i) Per aitot m > 1, K̂ ^̂ lK és una extensió abe-

liana totalment ramificada de grau 

amb grup de Galois Gal(K^lK) = ^e 

1: cap III, §7, teor. 7.4]). 

(ii) L'extensió abeliana maximal de K és la com-

posició K®^ = K̂ K̂̂ '̂ ^ ([Ne 1: cap. III, §7, 

cor. 7,7])." 

Siguin e,n, enters positius tals que ein. Suposem que 

ab 
2gj3(n,e;K) <t> i sigui L S E (n,e;K) . Aleshores L Ç K®"̂  i, per 
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tant, existeixen m > 1, N > l, amb p/N, i una arrel primitiva 

N-êsima de la unitat, fĵ , tais que L ç K̂ ^̂ if jj) . Perô e (K̂ î? ĵ ) I K) = 

~ ~ ^(g-1), de manera que e = p^.e' amb e'Iq-l, r > 0, 

Així, s'obté el següent resultat, que generalitza el lema 2.2 

del cas K = q^: 

Proposició 6.2.- Siguin n,e, enters positius. Posem e = p^e', 

amb r > 0 i p/e' . Si S^j^(n,e;K) ^ (p aleshores 

e|,n i e'l q-l.« 

Es tracta de veure que aquestes condicions també sQn su 

ficients per a què Sgj^(n,e;K) sigui no buit. Anàlogament al cas 

K = Qp, si posem n = p®n', e = p^e', amb p/e',n', aleshores 

a{n,e;K) = a(n',e';K) a(p®,p^;K), que és e'a(p®,p^;K) si supo-

sem que e|n i que e'lq-1. De manera que el problema queda re-

duït a l'estudi de ^ ^ ^ a m b 0 < r < s. 

Suposem, doncs, que 0 < r < s i que L 6 2 , (p®,p^;K). 

Siguin N, m > 1, amb p/N, tals que L ç K̂ Ĉ̂ jj) • Com que [L:K] = 

= p®, L està inclòs a la p-subextensi6 maximal de Kĵ (fjj) IK, que 

és la composició de la p-subextensiô maximal K'|K de K |K i la 
m m 

p-subextensi6 maximal de |K. Per tant, podem suposar que 

N és de la forma qP -1, amb u > 0, i que L ç ĵ ) . El grup 

de Galois Gal{K^|K) és isomorf al p-subgrup de Sylow de 

Gal(KjjjlK) = ^ Gal(K(rjj) IK) és cíclic d'ordre 

p^; com que les extensions K̂ Îk i K(fĵ ) |K s6n linealment dis-

juntes, resulta que Gal (K̂ Ĉf ĵ ) |K) = Gal ĵ ) |K¿) @ . .. 

® iKXfj,)) = Gal{K(fj^) iK) ® Gal(K¿|K) = (S / p^ Z) ® 

® ("lí^VUjJ"^), ja que UjĴ /̂UjJ™̂  és (isomorf a) el p-subgrup 

de Sylow de U /uj"^ (cf.[Ne 1: cap. III, §1, prop. l.l]). Per 
K K 



altra banda, el conjunt (p®,p^;K) és finit, ja que K és de 

característica zero; per tant, podem elegir u, m, prou grans 

com per a què sigui L ç per a tot L ^ S^j^(p®,p^;K) ; .en 

particular, podem suposar que u > s. 

Un cop fixat m, K^ té un número finit de subcossos de 

grau p sobre K. Siguin Li, L2,...,L^, aquests subcossos. Es 

verifica el següent 

Lema 6.3.- Sigui L G (p®,p^;K) . Aleshores existeix un únic 

j e{l,2,... ,t} tal que L ç Lj (f^) . 

Demostració.- Com que les extensions K^lK i K(fĵ ) IK són lineal 

ment dis juntes, els cossos L^íf^j), 1 < j < t, són els únics sub 

cossos de de grau p^ sobre Kíf^j). Ära bé, com que K(f^) |K 

és no ramificada, també ho és iLf de manera que p^ = e(L|K) • 

= e(L(fjj) iK(fĵ )); però l'extensió iK(fjj) és totalment ra-

mificada i, per tant, L(f ĵ ) IK(fĵ ) és també totalment ramifica-

da. Així, L(fjj) és una de les subextensions de ^¡^it^) iKCfĵ ) 

de grau p^ sobre Per tant, existeix j e {1,2,...,t} i 

L(fjj) = Lj(fjj). Per a la unicitat, si fos L ç Lj(fjj) n l^, (fĵ ) 

amb j j", resultaria que e(LlK) < p^, contradicció." 

Per a 1 < j < t, posem (p®,p^;K) el subconjunt de 

(p®,p^;K) format pels cossos L tals que L Ç L^íf^^). El le-

ma anterior assegura que (p®,p^;K) és la reunió dis junta 

dels conjunts (p®,p^;K), 1 < j < t; de manera que caracte-

ritzar (p®,p^;K) equival a caracteritzar els (pS,p^;K), 

1 < j < t. 
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Considerem, doncs, un dels cossos L^. Siguin 

G, = Gal{Lj(fj^) iLj) Gal(K(f^) IK), Ga = Gal (L̂  (f ĵ ) I K (f ĵ ) ) == 

= Gal(L^lK), i identifiquem Gj i G2 amb les seves imatges ca-

nòniques respectives en G = Gi ® Gj = Gal (L̂  (f ĵ ) I K) . Farem ser 

vir la notació additiva per a tots aquests grups. Si L ç L^(f 

és un subcôs qualsevol i X = Gal (L̂  I L), podem calcular l'£n 

dex de ramificació e(L|K) de la manera següent: 

L'extensió |L és no ramificada; per tant e(LlK) = 

^ e(L(rjj) iK(fjj)); com que Lj (fjj) iK(fjj) és totalment ramificada, 

ho és L(fjj) iK(fĵ ) i aleshores e(LlK) í L(fjj) . Això és 

l'índex de GaKL^Cf^j) iL(fĵ )) = Gj n x en GalíL^cr^^) iKif̂ )̂) = G2 ; 

és a dir, e(L|K) = (G^iGiOX). Podem enunciar, doncs, la següent: 

Proposició 6.4.- Existeix una bijecció entre (p̂ jp'̂ .·K) i 
âlD 

el conjunt B^ = {X ç GI ® G2:(Gi® G2 :X) = p® i 

Gj n X = {0}}. 
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Demostració.- La bijecció de Galois entre subcossos L de Lj (f jg) 

i subgrups de G = Gi® G2, ës tal que fL:K] = (Gi® Gj:X) i que 

eíLiK) = (Gj :Gí n x) , on X = Gal (L^ (f ̂j) iD . Però e(LlK) = p^ si, 

i només si, GiH x = {0}, ja que G2 ês d'ordre p^." 

Observem, també, que si X G B^, aleshores X = GalíL^íf^^) II) 

és un grup cíclic; en efecte, l'extensiô iL és no ramifi 

5 cada de cossos locals i, per tant, cíclica, 
I 

A més a més, podem suposar que u = s. En efecte, si 

X e Bj, aleshores X és d'índex p® en G = Gi ® G2, de manera que 

p® G ç x; però, per ser G2 d'ordre p'̂ , amb r < s, és p®G2 = íO}, 

i aleshores p®G = p®Gi. Així, p®Gi Ç x, i com que p®Gi = 
s 

= Gal(Lj (f jj) iLj (f ) ) , on ? és una arrel (q^-D-èsima primitiva 

de la unitat, resulta que L Ç L^(f); això és dir que podem su-

posar que = f/ Ö, el que is el mateix, que u = s. 

Amb això es té que # B^ = p^, i no depèn de s > r, ni 

del p-grup abeliâ G2, d'ordre p^. En efecte: sigui X e B^ i 

sigui (a,b)e X un generador qualsevol de X amb a G Gi , b e G2. 

Com que X és d'ordre p^, a ô b és d'ordre p^. Si a no fos d'or 

dre p^, ho hauria de ser b i aleshores 0 f̂  (a,-b) = ( 0 S 

e X n G2. Així, tot generador de X 6 b^ és de la forma (a,b) 

amb, a e Gl d'ordre p^ i b qualsevol element de G2. Recíproca-

ment, si (a,b) és un tal element en G, (a,b) genera un subgrup 

X S Bj. Com que X té exactament v'(p̂ ) generadors i G conté exac 

tament elements com els anteriors, el cardinal de B^ és 

el quocient, p^. 

Tot això es pot resumir en el següent: 



43. 

Teorema 6.5.- El número d'extensions abelianes de K de grau p® 

i amb índex de ramificació p^, 0 < r < s, és el 

producte de p^ pel número de subgrups d'índex p^ 

del grup üĵ . En particular, no depèn de s > r. 

Demostració.- El cardinal de (p®,p^;K) és exactament p^, 

com acabem de provar, i no depèn de j G {i,2, ...,t}; de manera 

S I * r que a(p ,p ;K) = t p . Però t és el número de subcossos de K' 
I m 

de grau p^ sobre K; és a dir, el número de subcossos de K^ de 

grau p^ sobre K, Ô equivalentment, el número de subgrups d'ín 

dex p^ de Gal(K^lK) = Uk̂ k̂"*̂  • ^^ ^^ bijecció entre el 

conjunt dels subgrups d'índex p^ de Uĵ /Uĵ "*̂  i el conjunt dels 

subgrups d'índex p^ de Uĵ  que contenen V ^ K Com que Ç 

ç U^™^ per a tot h > 0, aquest número no depèn de m suficient 

ment gran, i com que Uĵ  és el límit projectiu dels Uĵ /Û ™"̂ ^̂  , 

el resultat queda provat.» 

Si ara sumem a(n,e;K) per a tots els valors possibles 

de e obtenim el següent 

Corol.lari 6.6.- Siguin n,e, enters positius. Aleshores: 

(i) a(n,e?K) == 
e tj. si e = p^e' , e in, e' lq-1, 

0 altrament. 

(ii) a(n;K). = ff,( (n,g-l) ) ^ p^t^. 

0 < r < Vp(n) 
on t^ és el número de subgrups d'índex p^ de 



Donarem tot seguit el valor de t̂ .. Per a aixÔ, donats 

enters no negatius N,M, posem 

M 

n 
. j=i 

Es verifica que 

N+M 

M 

M+-i ñ -1 

• • j=i 

N+M 
M és un enter positiu (cf. Apèndix, §5). 

"^Proposició 6.7.- Sigui M el màxim enter M > 0 tal que K conté. 

les arrels p'' -èsimes de la unitat. Posem N = 

= (Ni ,.. .,Nj.,0, ...) amb N^ = no + 1 si 1 < i « 

< M i N ^ = n o si ß < ± < r. Aleshores: 

t„ = I 

y ^ 

p̂  n 
•N. -

J. M i=l M. - Í̂H-IJ P 
r 

on = I 
i=l 

i la suma s'estén a 

totes les successions M = ( M i , . . . . . . ) tals 

que Ml ...+ M^ = r, Mi > M2 >.. 

i M^ < N^ per a tot i > 1. 

M. 0, 

Demostració.- Si X C és un subgrup d'índex p^, aleshores X 

J r 
conté el subgrup Ug de les potències p -èsimes dels elements 

de U^; de manera que hi ha bijecció entre el conjunt dels sub 
r 

grups de Uĵ  d'Índex p^ i el conjunt dels subgrups de Uj^/U^ 

d*Index p^. Ara bé, el teorema d'estructura de Uj^ícf. [Ha 1: 

cap. 15, §5]) permet dir que Uĵ /Û  és isomorf al grup abelià 

(22 /p^Z) X (Z /p^Z)"® 

, si 1 < r < M, 

, si n < r, 
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ja que Z^/p^Z^ - Z /p^Z. Però G ês un p-grup abelià finit de 

tipus N = (Ni (cf. Apèndix, §1, def.), on els N^ 

s6n no +1 per a l < i < M , ino per a i > ju. 

Com que G es abelià, el número de subgrups de G d'índex 

p^ és el mateix que el número de subgrups de G = Hom(G,C*) = G 

d'ordre p^, i en virtut del teorema 6.2 de l'apèndix, aquest 

número es pot escriure en la forma donada a l'enunciat." 
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§7.- La funció qeneratriu de a(n;K). 

Mantinguem les notacions dels §§ 5 i 6 i suposem que K 

és de característica zero. Anàlogament al cas K = q^, podem de 

finir les funcions generatrius de Dirichlet dels números d'ex-

tensions abelianes de K, 

G{K;t) = ^ a(n;K)n"^, 

n > 1 

dels números d'extensions abelianes no ramificades de K, 

G^j.(K;t) = ^ a(n,l;K)n"^, 

n > 1 

i dels números d'extensions abelianes totalment ramificades de 

K, 

;t) = ^ a(n,n|K)n~^. 

n > 1 

Igual que en el aas K = q^, el coneixement de quina és 

la funcie immediat; com que, per a tot n > 1, és 

a(n,l|K) = 1, es verifica la següent 

Proposició 7.1,- La sèrie és absolutament convergent 

en el semiplâ Re(t) > 1 1 coincideix amb la 

funció zeta de Riemann." 

El segUent pas consisteix sl afitar a(n;K) a fi d'obte-

nir un semiplà de convergència per a les sèries G(K;t) i 

Es té el següent 

Lema 7.2.- Sigui n > 1, Aleshores a(n;K) < Ci n^' on Cí = no + 5 

i Cl =(2p)"° Vtíi (q-1) són constants que només de-

fenen del cos K. 
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Demostració.- Cal afitar E p t i, per tant, cal afi 
0 < r < V {n) 

tar tj.. Per a tot tipus M < N tal ^ que M, +...+ M^ = r i per 

a tot enter j, 1 < j < M^ - M̂ ĵ̂ , es té que 

N.-M 

P . -1 
«i-^i 

P + ^ i 
p3-l 

de manera que 

r 

n 
i=l i#l r 

= 2 p 

Així, cada un dels sumands de l'expressió de t̂ , està afitat per 

Ml 
2 P 

I M.(N^-M.) 

i=l 

Ara bé, 2 M] > t M, = r, I M.N. < N, Z M = N, r, 
i=l ^ i=l ^ i=l ^ ^ i=l ^ 

i Ml < Ni< no 1+ 1, i per tant, cada siamand de t^ està afitat 

per 
no +1 no r 
2 p . 

Per altra banda, els"índexs de sumaciö s6n particions de r que 

verifiquen certes condicions suplementàries, de manera que el 

número de sumands està afitat pel número total de particions 

de r. En virtut de [ Ap 1: cap. 14, §7, teor. 14.5] , el número 

de sumands de t̂ , està afitat per exp(ír v573 Vr) < < p" 

i, en conseqüència 

no + 1 (no+4)r 
t^ < 2 p 

Amb aixd, obtenim que 
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a{n;K) = ffa.( (n,q-l) ) ^ p^t^. 
O < r < V (n) P 

O < r < V (n) 
no+1 ^ r—I {no+5)r 

<ai(q-l) 2 Z j ^ 
O < r < Vp(n) 

no+1 (no+5) (l+v_(n)) 
<ai(q-l)2 p: P < 

Cí 
< Ci n , 

V (n) 
jä que p ^ < n.* 

Aquest resultat ens assegura que les séries de Dirlch-
let i G(K;t) s6n absolutament convergents en el semi 
plâ Re(t) > no+6, on defineixen funcions analítiques. Com que 
les funcions a(n;K) i a(n,n;K) són funcions multiplicatives 
de n, les funcions G(K;t) i admeten els desenvolupa-
ments en producte d'Euler: 

= F l Zi 
i r > 0 

G(K;t) = ^ 
fi r > 0 

amb els productes estesos a tots els números primers í, i con 
vergents en el semiplà Re(t) > no+6. 

El resultat següent generalitza la proposició 4.7 i és 
bàsic a l'hora de,calcular la funció G(K;t). 

Teorema 7.3.- La funció a(n;K) ës la convoluciÓ de Dirichlet 
de les funcions a(n,l,*K) i a(n,n;K). 
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Demostració.- En virtut dels teoremes 5.2 i 6.5 i del fet que 

les funcions a(n;K) i a(n,n;K) s6n multiplicatives, resulta que 

sempre que n,e, siguin enters positius tais que e'|n, es verifi 

ca la igualtat a(n,e;K) = a(e,e;K). A mës a mës, com que, per 

a tot enter m > 1, és a(m,l;K) = 1, resulta que 

,;a{n;K) = Z a(n,e;K) = 
e In 

I a(e,e;K) a{n/e,l;K), 
e; |n 

que es la convoluciô de Dirichlet de les funcions a(n,n;K) i 

a(n,l;K)." 

Corol.lari 7.4.- En el semiplà Re(t) > no+6 es té que 

Aquest corol.lari permet reduir el càlcul de G(K;t) al 

càlcul de G^^(K;t). Per a tot primer posem Bg{K;t) el fac-

tor d'Euler de G^j.(K;t) que correspon al primer Es pot cal 

cular fàcilment el producte 

n B£(K;t) 

e .^P 

En efecte, per a tot primer £ ^ p, i per a tot enter 

0 < r < Vj (q-1), resulta que = mentre que per 

a r > Vg(g-1) és = 0; aixô diu que 

B,(K;t) = ^ 

0 < r < Vj(q-1) 

Vp(q-1) 
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En particular, si q-i, Bp{K;t) = 1, i el producte H Bp(K;t) 
M P 

ês el producte finit 

n Bj(K;t) = n ''i.ti« ) = 

2|q-l «lg-1 

ja que la funció multiplicativa. De manera que es té la 

•següent: 

Proposició 7.5.- Posem B {K;t) = Z on t_ és el 
^ r > 0 _ ^ 

número de subgrups d'índex p de Uĵ  donat a 

la-proposició 6.7. Aleshores, Bp(K;t) ës con 

vergent en el semiplà Re(t) > no+6 i es veri 

fica, en aquest semiplà, que 

G(K;t) = ?{t)a^_^(q-l) Bp(K;t), 

on í it) ês la funció zeta de Riemann." 

Observem que la funció f(t) ês el factor que mesura la 

quantitat d'extensions no ramificades. h mês a mës, el factor 

ês el que mesura la quantitat d'extensions abelianes 

totalment i moderadament ramificades; no n'hi ha moltes, ja 

que defineix una funció analítica de tot el pla com 

plex. Per ültim, el-factor Bp{K;t), que ës el difícil, ês el 

que mesura la quantitat d'extensions totalment i salvatgement 

ramificades. 

Es tracta, doncs, de calcular el factor d'Euler 

r > 0 



51, 

on t^ ês l'expressió donada a la proposició 6.7. Ara bé, ob-

servem que si M < N és tal que M i + . . . . = r, aleshores per 

a tot i > r ês 

«i - ^i.l 

"i - ̂ i.l 

1, 

ja que = 0; anàlogament, Z ~ 
i ^ r 

tant, podem pensar que r« = Z -M.) i que el produc 
ií i > 1 1+1 i 1 

te s'estén a.tots els índexs i > 1. Per altra banda, el factor 

^rd-t) Bp(K;t) pot entrar dins del sumatori de l'expressió 

de tj, en la forma ^ ^ amb això es té que el factor 

d'Euler es pot escriure en la forma 

B^(K;t) = I píí 
^ M 

n 
i > 1 

Ni-^i.l 

on 7jj(t) = Z ^i+ií^i-^i) ^ (1-t) Z M^í i la suma estesa 

i > 1 i > 1 
a tots els M = {M, ,... o,... ) tais que Mi > .. .> M̂ . > .. .> 0>, 

i que M^ < N^ per a tot i, amb N^ = no +1 si l < i < /n i N̂ ^ = no 

si i > /X. 

Teorema 7.6.- El factor d'Euler Bp{K;t) es prolonga a una fun 

ció meromorfa del pla complex amb pols simples 

en els punts t = 1,2,...,no, sifí = 0, i t = 

= 0,1,2,... ,no , si íi>l. 

Demostració.- Com que en el semiplà Re(t) > no+6 la sèrie 

Bp(K;t) és absolutament convergent, podem reordenar els ter-

mes de la suma com ens plagui. Comencem fent una partició del 

conjunt dels índex M en un número finit de classes. 



Direm que M i M' = (Mj',,.. »M',O,...) estan a la mateixa 

classe si, i nomës si, per a 1 < i<M es verifica la igualtat 

M,. 

Corn que els possibles valors de (MÎ,...,M^) s6n en nú-

mero finit, ja que M^ < N^ < no+1, això fa que la série Bp(K;t) 

descompongui en la suma d'un número finit de séries, només una 

si P = 0. 

Fixem, i fixem-nos en, una d'aquestes classes. Els ex-

ponents 

íí-1 fi-l 

Y M,..(N.-M.) = 2 M (no+l-M.), 
i=l ^^^ ^ ^ 1=1 

(1-t) I M 
i=l ^ 

i els factors 

M-1 

n 
i=l 

Ni-^i.l H-1 

n 
1=1 

na-̂ l - M^^^ 

^i - "i.l P» 

coincideixen per a tots els M de la mateixa classe, de manera 

que podem treure el factor comú 

M-1 

I (no + l-M.) -c (1-t) I M ß-l i=i ^ ̂  ^ 1=1 '· n n 
i=l ^i-^i+l P» 

factor que defineix una funció analítica de tot el pla complex 

i de la qual convë observar que no s'anul·la per a cap valor 

real de t. El que queda ës la suma 

I n 
M* ± > ß 

^i-^i+l 

^i-^i.l 
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on 7M,(t) = ü M..,(N.-M,) + (1-t) 2 M,, i la suma es-

tesa a tots els M'= (M^^^^,... 0,... ) tals que M ^ ^ > .. M^ 

i que M̂ ĵ̂  < min {no 

Dins de la classe, el valor k = M^ ês constant-~ho s6n 

tots els — 1 pren un dels valors 0,1,...,no+ 1f si 

M > 1, i 0,l,...,no, si M = 0. Es tracta, ara, de calcular (*). 

Observem en primer lloc que si k = 0 no hi ha res a calcular, 

j,a que {*) consta d'un únic sumand, que correspon aM'= (0,...), 

i aquest sumand val 1. Per tant, podem suposar que k > 1. 

Partim, de nou, els M' en un ntômero finit de classes. 

Per a aixô, escrivim M' en la forma 

h,.) h2 ) hi ) 
M'= {k,.....,k, ,2, ,2,1, ,1,0, ) 

amb els h^ > O, i hĵ  = O si k = no+1, i definim l'equivalència: 

M* M" si, i només si, per a 1 < j < k, h^(M') = 0 equival 

a h^(M") = 0. 

Aixô és dir que els salts de la successió M', ês a dir, 

els valors > O, s6n iguals, encara que vënen en llocs 

diferents. Com que la suma dels salts és k, el número de d a s 

ses en què es distribueixen els M' ës finit. 

Fixem, com abans, una d'aquestes classes, que ve carac 

teritzada pels valors de j, 1 < j < k, tals que h^ 0. Per a 

tots els M' d'aquesta classe, els factors no nuls 

n 
i >H + 1 ^i-^i.l 

n 
i >íi + l Mi-^i.l 

s6n constants, ja que els factors amb M^-M^^^ > 0 s6n iguals, 

encara que corresponguin a índexs diferents. Anàlogament, els 

factors 
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_ 
no+l-M^^j 

p P» 

M J (no+l-k) 

s6n constants dins la classe, i no nuls. Aquests factors comuns 

ho s6n de 
I M..,(no-M.) + (l-t) Z M 

^ p i > ÍI + 1 ^ ^ i>A' + l ^ 

M' 

la suma estesa a tots els M' de la mateixa classe. Calculem 

els exponents. 

Observem que 

I M. 

i que 

Per tant. 

I M. = I j h 
i > M + l j = l J 

k 

I = I j^h 
±>ß + l j=l J 

(l-t) I M. = (l-t) I j h., 
i > j=l ^ 

i també 

I M^^^ (no-M^X no I jh. - no M^^^ ^ J M^ (M.-XM.-M.^j) ) = 

i ^ M+i j=l i>iU+l 

' ' k k 
= n„ 2; jh. - no - I j^h. + I 

j=l j=l i > M+1 

Ara bê, noM , i T M.(M.-M. ,) s6n constants dins la mateixa 
i P t̂ f l 

classe: el terme noM^^^^ ês clar, i, per l'altre, només cal ob-

servar que els sumands no nuls s6n els que corresponen als salts 
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^i'M^+l ^ O,.... Així, (**) es pot escriure com el producte del 

factor comú 

que ês un número real i positiu, per la suma 

k 

X j hj(l-t+no-j) 

j=l 

E p j 

estesa a totes les famílies amb h^ > 1 per a tot 

j excepte per als valors de j que caracteritzen la classe, 

pels quals h^ = 0. 

Perô aquesta suma es pot escriure en la forma 

n I P ^ = n p (i-p 
j h. > 1 j 

el producte estès a tots els j pels quals h^ 0. 

Aquest producte, finit i no buit ja que k > 1, defineix 

una funció meromorfa de tot el pla complex amb pols simples 

únicament en els punts t = no+ 1 - j per als valors de j tals 

que hj 0. 

Per a acabar, només cal observar que el factor Bp(K;t) 

és 

una suma finita d© funcions meromorfes amb pols simples en 

alguns dels punts t = n o + l - j , l < j < k , i tots aquests 

punts s6n pol simple d'algun sumand. A més a més, 1 < k < no 

siju - 0 i l < k < n o + l si Al > 1 . Això acaba la demostració.« 

Com aue la funció f(t) té un pol simple en t = 1, obte 

nim el 
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Corol·lari 7.7.- La funció es prolonga a una funció 

raeromorfa de tot el pla complex amb pols sim-

ples en els punts t = 1,2,...,no, si K no con 

té les arrels p-êsimes de la unitat, i en 

t = 0,1,2,...,no, si K conté les arrels p-êsi 

mes de la unitat. 

El mateix passa a la funció G(K;t) exce£ 

te que el pol en t = 1 és un pol doble." 
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CAPÍTOL II. 

EXTENSIONS ABELIANES DE Q DE GRAU DONAT I RAMIFICACIÓ PREFIXADA, 

§1, Introducció 1 notacions 

En el capítol I hem vist que per a calcular el número 

d'extensions abelianes de grau donat d'un cos local és conve-

nient comptar, en primer lloc, les extensions amb grau i índex 

de ramificació donats. En el cas de les extensions abelianes 

de Q passa quelcom semblant. 

Sigui P un conjunt finit i no buit de números primers; 

posem Pi ,p2 ,... els primers senars de P , que considerarem 

ordenats en la forma pi < p2< ...< p̂ ,̂ i posem po = 2; d'aques-

ta manera, P = ípi ,P2,. • • fP» } si 2 ^ P, i P= {po ,pi , ... ,p } si 
JC K. 

p. 

Siguin n,eo ,ei ,62, ... ,e ., enters > 1 i posem ej= (ei ,... ,e ) 
JC K' 

si 2 ^ P i e = (eo,ei,... ,e ) si 2 S p. Fixem una clausura al MM Ĵ  

gebraica Q de Q. A tot el que resta dé memòria denotarem per 

el conjunt de totes les extensions abelianes KIQ, 

K Ç Q, de grau [K:Q]= n, amb índexs de ramificació e (K|Q) = e^ 

en els primers p^ S p, i no ramificades a cap primer finit p ßP. 

Designarem per á,(n,e;P) el cardinal de (n,e; P) . 

Com a conseqüència del teorema d'Hermite-Minkowski (cf. 

[Sam 1: cap. IV, §3]):, el conjunt 2^j^(n,e;P) és finit, possi-

blement buit. En aquest capítol es tracta el problema de donar 

(les) condicions necessàries per a qué el conjunt 2^j^(n,e;P) 



sigui no buit, i de calcular a(n,e;P). 

Comencem per fer una exposició dels resultats, per al-

tra banda ben coneguts, del cas quadràtic i passem tot seguit 

a estudiar el cas en quë el conjunt P està format per un únic 

primer. Igual que en el cas de Q^, el teorema de Kronecker-We 

ber (cf. tNe 1: cap. III, §3, teor. 3.8]) permet resoldre im-

mediatament aquest cas, ja que el grup de Galois de l'extensió 

abeliana maximal de Q no ramificada fora d'un primer és un grup 

molt senzill. 

El pas següent consisteix a establir les condicions 

necessàries que ha de verificar la terna (n,e;P) a fi que el 

conjunt 2^]3(n,e?P) sigui no buit. Per a això construïm unes ex 

tensions "universals" per a les parelles (e;P) (cf. les definí 

cions del §5). Aquestes extensions sön tais que, entre totes, 

contenen tots els cossos K G ^ permeten obte-

nir un refinament del teorema de Kronecker-Weber (cf. les ob-

servacions 2 i 4 del §5). Aquestes extensions, que es poden in 

terpretar en funció dels cossos de gèneres, permeten obtenir 

algunes conseqüències sobre el número de classes de les exten 

sions abelianes de Q (cf. teor. 6.1). 

Seguidament, i amb el fi de demostrar la suficiència 

de les condicions obtingudes, es fa la reducció del problema 

del càlcul de a{n,e;P) a un problema combinatori de grups abe 

lians finits. Aquesta reducció permet demostrar que les condi 

cions obtingudes en el teorema 5.16 són suficients per a què 

el conjunt S^j^(n,e;P) sigui no buit. 

Per últim, i utilitzant els resultats de grups que 

s'inclouen a l'apèndix, es formulen els resultats concrets so 

bre els cardinals a(n,e;P). 
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§2. —:El cas n = 2. 

En el cas de les extensions quadràtiques de Q, els re-
sultats dels problemes enunciats al §1 es poden establir en els 
termes següents (cf. tSam 1: cap. V, §4]): 

Proposició 2.1.- Sigui P un conjunt finit i no buit de números 
primers. Aleshores / <p si, i només 
si, per a tot p^e p gs e^ = 2. 

Proposició 2.2,- Posem d = ± pi •...-p. , el producte dels pri-K, 
mers senars de P amb el signe elegit de mane-
ra que d = 1 (môd 4), i suposem que per a tot 
p^ 6 p és ê ^ = 2. Aleshores: 
a) si 2 ^ P, = ÍQÍVa:)}, 

b) si 2 e p, = {Q(V^), Q (V2d ) , Q ( V ^ ) } 

En particular, obtenim el cardinal de ^3]3(2,e;P) : 

Corol.lari 2.3.- Amb les notacions anteriors: 

a(2,e;P)= 
1 si 2 ^ P i per a tot p^e ? és e^ = 2, 

3 si 2 e P i per a tot p^e p és êî  = 2, 
0 si per a algun p^ 6 P és e^ > 2.» 

Dels elements de es coneixen també genera-
dors: \j2á, V~2d; els seus polinomis minimals x'-d, 
X^ + d, X'- 2d, X̂  + 2d; i els anells d'enters, S tM , per w = 
= .̂ Cdf, y/2ä, \/-2d, respectivament (cf.[ Sam 1: cap. II, §5] ) . 
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§3.- El cas P = {p}, p primer senar. 

En tot aquest § suposarem que P = {p}, p un número pri 

mer senar 1, en conseqüència, el vector e introduït al §1 està 

format per un únic enter e > 1. El següent teorema caracterit-

za quan el conjunt (n,e ; {p} ) és no buit, i dóna una primera 

descripció dels seus elements. 

Teorema 3.1.- Posem e = p^ e' amb p / e'. Es verifica que: 

a) si {p}) ^ <!>, aleshores e = n i p = 1 

(mÔd e' ) , 

b) si p = 1 (môd e'), aleshores (n,e; {p} ) es 

tà format per una única extensió de Q , que 

és cíclica. 

Observació 1.- La part a) d'aquest teorema, així com la demos 

tració que es fa seguidament, també és vàlida en el cas p = 2 

sense cap canvi. La condició p = 1 (môd e') es tradueix, en el 

cas p = 2, per e' = 1, ô equivalentment, per "e és una potèn-

cia de 2". Aquest fet l'usarem al §4. 

Demostració.- a) Si K E {p}) , com que l'extensió KIQ 

és afaellana, el.teorema de Kronecker-Weber ([Ne 1: cap. III, 

§3, teor. 3.8]) ens assegura que existeix una arrel primitiva 

M-ësima de la unitat, F, tal que K Ç Q({-); a més a més, com 

que Kig només ramifica en p, podem prendre m de la forma m = 

= p^, t > > 0. L'extensió Q(HI Q és totalment ramificada en p, 

de manera que K|Q també és totalment ramificada en p; això dó 
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na la igualtat e = n. A part, com que e divideix l'índex de ra 

mificació epÍQÍ?)IQ) = resulta que t > r + 1 i que 

e' divideix p - 1. 

b) Sigui ara t > r + 1 i sigui f una arrel primitiva p^-èsima 

de la unitat; com que p 2, l'extensiö Q{f)lQ és cíclica, i 

com que e divideix el grau d'aquesta extensió, resulta que 

Q(F) conté un únic subcôs K tal que [K:Q]= e. Aleshores, l'ex 

tensió KIQ és abeliana -encara més, és cíclica-, totalment ra 

mificada en p i no ramificada fora de p, ja que ho és l'exten 

sió Q(f)lQ ; per tant K e (e,e;{p}) . Però K no depèn del 

particular t > r + 1 elegit, i com que tot cos de Ce,e; {p}) 

està inclòs en Q(f) per a algun t > > 0, es té la unicitat.» 

Per a precisar millor quina és aquesta única extensió 

abeliana de Q en donarem un element primitiu. Recordem que n = e, 

Posem t > r + 1 qualsevol i sigui J" una arrel primiti-

va p^-êsima de la unitat (cf. l'observació 4 més avall). El 

grup de Galois de l'extensió Q(5')IQ és cíclic, isomorf al grup 

multiplicatiu dels elements inversibles de 2 /p^ TL ; a més a 

més, si g és un generador de (E /p^Z)*, resulta que l'automor 

fisme o de QÍF) definit per A(F) = és un generador de 

Gal(Q(F)lQ). Com que K ç QÍF) i [K-.Q] = n, es té que Gal(Q(F)|K) 

= < ff"^ >, l'únic subgrup d'índex n de <a > = Gal (Q(f)l Q) . 
i 

Per comoditat d'escriptura, posarem = per a tot 

enter, i. Es verifiquen sense cap dificultat les propietats: 

(i) = si, i només si, i = j (mòd p^~^(p-l)). 

(ii) a^ií^) = 

per a tota parella d'enters i, j. 
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Definició.- Posem d = i sigui, per a tot i. 

0 < i < n-1. 

d-1 

S RT. = ZJ (R^) = 

3=0 

d-1 I ^i+jn-j=0 

Anomenarem a el i-êsim n-període de f relatiu 

a l'arrel primitiva g (cf. l'observació 5 més 

avall). 

En el cas t = 1, ? és una arrel primitiva p-êsima de 

la unitat; Gauss calculà generadors de cada una de les subex-

tensions de Q(F) (cf. l'observació 2 més avall). El teorema 

següent generalitza els resultats de Gauss per a totes les sub 

extensions de Q({') tais que t = r + 1, donant-ne un element 

primitiu. En efecte, amb les notacions anteriors: 

Teorema 3.2.- Per a tot enter i, 0 < i < n-1, si t = r + 1, 

aleshores (n,n; {p} ) = {Q(Í?^)}. 

Per'a-demostrar aquest teorema farem servir el següent 

resultat. 

Lema 3.3.- Siguin xo , xi , ..., elements algebraicament 

independents sobre un cos k de característica zero 

Ô bé > d; siguin Ti , T2,..., t^, els polinomis si-

itótrics elementals en xo, xi ,..., i siguin 
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k k k 
pĵ  = Xo + Xi + .. . + 1 < k < d, els polinomis de 

Newton dels xo, xi , .. ., Aleshores fe(Ti,...,T^) 

= fe( Pi , ..., p^) . 

Demostració del lema 3.3.- En efecte, es verifiquen les iden 

titats de Newton: p^ - ~ + 0, 

1 < k < d {cf.[v d W 1: cap. V, §7, exercici 5.18]). Com que 

els p^ s6n polinomis simètrics en xo , xj,..., resulta 

que klpi,...Ç fe(Ti,.... Però, per a 1 < k < d, és 

(-l)^k y 0, de manera que T̂ ^ s'expressa com una funció polinò 

mica de TI , .. ., per inducció sobre k, i tenint 

en compte que TI= PI, resulta que TĴ  e fe(pi,..., Pĵ ) ; en con-

seqüència, Ti',..., T^ £ l?(pi,..., P¿) f d'on l'altra inclusió." 

Demostració del teorema 3.2.- Sigui f (X) = Irr(J",X,K) € K[ X] 

el polinomi minimal de f sobre K. Com que K ç QÍf), resulta 

que Q{f) = K(n i, per tant, K s'obté de q per l'adjunció dels 

coeficients de f(X); per ser Gal(Q(niK) = < a " > , és f (X) = 
d-1 

= n i els coeficients de f(X) són els polinomis 

in simètrics elementals dels elements x^ = a-" (f) = íĵ j» 0 < j <d-l. 

En virtut del lema 3.3 es té que K = Q( pj,..., p,), amb p, = 
d-1 ^ ^ 

= Y. r •» 1 < k < d. Però, per ser t = r + 1, és d = p^(p-l)/n < 
j=0 

< p-1 < p, de manera que l < k < p i k é s u n element inversi 

ble mòdul p^; així, existeix i = i(k) tal que k = g^ i, ales-

hores, p^. = X ^I+JN ''i· Això demostra que K Ç Q (NO F»?! F • • •  

Per altra banda, per la definició dels rĵ , és clar que a'̂ íïĵ ) = 

= Tĵ ; és a dir, que V^'és fix per<a">= Gal(Q(n|K) i, per 

tant, Tĵ  e K. D'aquí resulta que K = QiVo i • • • • Com que, 

per a i, j,qualssevol, a^ ( t } = els són tots conjugats; 
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i per ser Qt̂ îĵ ) de Galois sobre Q , Q(N^) = QI^O ,. . • = K, 

com es volia demostrar." 

Observació 2,- En el cas nraderadament ramificat, és a dir, si 

p / n, ô equivalentment, si r = 0, la demostració d'aquest teo 

rema 3.2 és mês senzilla (cf.[v d W 1: cap. VIII, §4]): si 
n-1 

a. g Q s6n tais que X '"-î t ~ aleshores els a^, repetits 
i=0 

d cops cada un, són els coeficients d'una combinació lineal de 

totes les arrels primitives p-èsimes de la unitat; ës a dir, 

de Dividint per f , obtenim que f és arrel d'un 

polinomi a coeficients en Q i de grau < p-2; com que F és de 

grau p-1 sobre Q , resulta que tots els a^ són zero, i els 

VotVi , . . . s ó n linealment independents; en conseqüència, 

els Vo tVi , .. • t V s ó n tots diferents. Com que sÓn conjugats, 

es dedueix que [Q(ÎÎO) SQ ] > N; però [ K:Q] = n L Vo ^ K, ja que 

= Vo , de manera que, per qüestió de graus, K = qíïío)-

Observació 3.- En el cas salvatgement ramificat; és a dir, si 

pin Ô equivalentment, si r > 1, la demostració de [ v d W 1] 
n-1 

no és possible, ja que Y T;. = 0 i els i?. no són pas lineal-
i=0 ^ 1 

roent independents; malgrat això, es dedueix de la demostració 
n-1 

del teorema 3.2 que sí que són diferents. En efecte, i)̂  

és la suma de totes les arrels primitives p^^^-Ôsimes de la 

unitat; com que r + 1 > 2, afegint-hi la svima de totes les 

arrels p^-êsimes de la unitat, primitives i no primitives, s'ob 

té la suma de totes les arrels p^^^-ësimes de la unitat. Però 

per a t > 1 la suma de les arrels p^-êsimes de la unitat és 
n-1 

zero i, per tant, J] TJ. = 0. 
i=0 ^ 
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Observado 4.- Per a la validesa del teorema 3.2 cal prendre 

t = r + 1. Malgrat que per a tot t > r + 1 també és K Ç Q(f) i 

podem construir els n-períodes, no és cert que per a t > r + 1 

sigui K = Q(V^) per a cap i. En efecte, es verifica la proposi 

ci6 3.4 més avall, de manera que K = Q(?7O) si, i només si, t = 

= r + 1; és a dir si, i només si, t és la valoració p-àdica del 

conductor de 1'extensió K|Q. 

Observació 5.- Hem definit més amunt els n-períodes de f reia 

tius a l'arrel primitiva g. El conjuntivo ,»71 ,... no de-

pèn, però, ni de l'elecció de g ni de l'elecció de 1'arrel de 

la unitat f , de manera que es pot parlar dels n-períodes de 

l'extensió QCHIQ. En efecte, com que n divideix l'ordre de 

(Z /p^ Z)*, resulta que els exponents g^"^^" de ? en el n-perio 

de v^ formen una classe lateral mòdul el subgrup < g" >; com 

que (Z /p^ 2Z)* = < g > ês cíclic, el subgrup < g*̂  > no depèn 

del generador g elegit i, en conseqüència, les classes late-

rals tampoc. Per altra banda, si canviem f per una altra arrel 

t " 
primitiva p -èsima de la unitat, resulta que ?' = per 

un cert a , i aleshores, per a tot i, 0 < i < n-1, és t?! = 
d-1 d-1 ^ 

° j?0 " jÍo ^«-^i+jn ''a+i· 

Observem, a més a més, que Vo tampoc no depèn de g i 

que els iĵ  s'obtenen com els diferents no associats a les di-

ferents arrels primitives p^-èsimes de la unitat, f. 

Proposició 3 . 4 . - S i t > r + l , S és una arrel primitiva p^-èsi 

ma de la unitat, i Vo és un n-període qualse 

vol de F , aleshores TJO = 0. 
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Demostració.- Com que n divideix p^(p-l), cada n-període és la 

suma d'exactament e' p^(p-1)-períodes. Així, podem suposar que 

n = p^(p-l) i, per tant, que e' = p-1 i d = Considerem, 

doncs, n = p^(p-l), el n-període Vo = t^ fjn f^n ^ 

exponents g^, = 1, de f que apareixen en i?o . L'a-

nell 2Z /p^ a és local, de manera que 1 + /p^ Z) ês un 

subgrup del grup de les unitats, < g > ; com que l'ordre de 

/p^ Z) ês p^"'^"^ = d, que és l'ordre de < g" > , resul 

ta que < g" > = 1 + 2Z) . Aleshores, Vo és la 

suma de les potències p^^^, p^^^, de ? ô, el que 
r+1 

és el mateix, la suma de les potències 1/2,...,d, de ; 
r+1 

perô fP és una arrel primitiva d-êsima de la unitat i, per 

tant, ? ^ T2o = 0; en conseqüència, Vo =0." 

Observació 6.- La proposició 3.4 és equivalent al següent re-

sultat que s'utilitza en [ B-N 1; §2, lema 2.1] : 

Lema 3.5.- Sigui V : ( Z - * G, r > 0, una funció 

qualsevol, i sigui f una arrel primitiva p^-èsima 

de la unitat, t > r + 1. 

Aleshores, es verifica que 

z = 0.1 

u € (a /p^ z)* 

En efecte, tl'(u) és constant a cada classe lateral de 

(Z/p^Z)* mòdul p^^^, de manera que non^s cal veure que2f"=0 

quan u recorre la dita classe lateral. Això és conseqüència 

de la proposició 3.4, ja que S ?" = per a un cert Uo que 

depèn de la classe lateral. Per altra banda, la proposició 
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3.4 és el cas particular del lema 3.5 donat per la funció 

1 , si u = 1 (môd p̂ "̂ )̂ , 
«//(u) = 

0, , altrament. 
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§4.- El cas P = {2} . 

Suposem ara que P = {2} i sigui e un enter > 1 . En el 

teorema 3.1. a), hem vist que una condició necessària per a què 

{2}) ^ ^ és que e = n i que e sigui una potència de 2. 

Aquesta condició és també suficient. Per a demostrar^ho, calcu 

lem en primer lloc el reticle dels subcossos de Q(F) per a to 

ta arrel primitiva 2*^-êsima de la unitat, ? . 

Proposició 4.1.- Sigui t > 2 i sigui f una arrel primitiva 

2^-èsima de la unitat. Aleshores, el reticle 

dels subcossos de Q(f) és el següent: 

Q<n 
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Demostració.- L'extensiö Q(?)IQ ês abeliana amb grup de Galois 

t-2 

isomorf al grup (Z /2 Z) x (Z /2 Z) , i en el lema 3.2 del -̂ a 

pítol I s'ha calculat el reticle dels subgrups d'aquest grup. 

Per tant, només cal veure quins cossos ocupen els vèrtexs del re 

tide. Com que és una arrel primitiva 2^~^-êsima de la uni-

tat, només cal comprovar que els cossos Q(? + ? , Q(? - F 

i ocupen els vèrtexs corresponents, i un argument in 

ductiu acaba la demostració. Com que Q(? + f Q és la subex-

tensió real maximal de Q(f)lQ, queda clara la posició dels cos 
1 —.0 

sos Q ( F + ? ~ ) i ). Per tant, només cal veure que el 

tercer cos K tal que [Q(?):K1 = 2 és K = . Però es té 

que ? és arrel de (X-n(X+f"^) = X' i ^ue 

= E Per tant [QÍ?): = 

= ÍQCr-f"^): r'^)] = 2. Com que ^ R , és clar que 

Només cal veure que fí Q(f2). Pe 

rÔ (f-r"^) (f + r"^) = f-2 e Q(f2), de manera que f- 0 

^ ja que f + no hi pertany." 

^ Ara ja estem en condicions de demostrar la suficiència 

de les condicions dél teorema 3.1. a) en el cas P = {2} . Es té, 

efectivament, el següent 

Teorema 4.2.- Siguin e = n = 2 ^ , . t = r + 2 , i ? una arrel pri-

mitiva 2^-ësima de la unitat. Aleshores, 2^jj(e,e; {2}) = 

= { Q(r+f"^), En particular, 

si r > 1, és a(2^,2^;{2}) = 3. 
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Demostració.- En virtut del teorema de Kronecker-Weber, si 

K e {2}) , existeix t > > 0 i existeix una arrel primi 

tiva 2^-èsiina de la unitat, t, tals que K ç g(f); a més a més, 

podem prendre t = r + 2, per qüestió del grau (cf. la proposi 

ci6 anterior). Com que Q(f)lQ és totalment ramificada en 2 i 

no ramificada fora de {2} , també ho s6n totes les seves sub-

extensions. Així, {2}) està format per tots els sub-

cossos K Ç Q(f) de grau [K:q] = 2^; és a dir, pels cossos Q(f'), 

Igual que en el cas n = 2, podem donar també els poli-

nomis minimals per als elements primitius f+? 

En efecte, es verifica que 

Corol·lari 4.3.- Sigui f(X) = X^ - 2 e Q[ X] , i posem f.(X) = 
j) ^ 

= (f°...of)(X), per a tot natural j, la subs 

tituciö consecutiva de X per f(X). Aleshores, 

es té que: 

a) Irr(r\X;Q) = x"̂  +1, 

b) Irr(r+?"^,X,Q) = fj. (X), 

c) Irr(f-f'^,X,Q) = ^r-l^^'·' ^̂  ' 

on fo (X) = X. Els polinomis f^(X), i 

s6n mônics, de grau 2^, a coeficients enters 

i d'Eisenstein respecte del primer 2. 

DenrastraciÓ.- a) és clar, ja que és una arrel primitiva 

r+l 2^ 
2 -èsima de la unitat i X + 1 és el polinomi ciclotòmic 

r+l 
2 -êsim. Per altra banda, i per inducció sobre r, f^ (X) i 
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2) sön polinomis mônics i d'Eisenstein respecte del 

primer 2. Només cal veure que = f ( (f-?"^) ̂ +2) = 0. 

Però iS-S'^)^* 2 = = + 2 i, per inducció sobre 

r, = 0. Per tant, anul·la r+f'^ i + 

anul·la J"-?"^; com que tenen el grau adequat, fet·· 
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§5." Condicions necessàries per a guë / # en él cas 

general. 

En aquest § es tracta el problema d'establir les condi 

dons necessàries per a què, en el cas general, el conjunt 

^ab^"'-'''^ sigui no buit. El següent resultat en dóna les primeres. 

Proposició 5.1.- Si S (n,e;P) fi é » aleshores existeixen na-
ab - ^ 

turáis t. > 1 tais que per a m = f] p. 
p.G P ^ 

es verifiquen les condicions: 

a' ) n I «íJÍm), 

b ) si ß = m.c.m. G P}, aleshores 

Ml n, 

c ) per a tot p̂ , € p, si posera e^ = p^ e^ 

amb p^ / eĵ , aleshores Pĵ  - 1 (roôd eĵ ) . 

Demostració." Sigui K S {n,e; P) ; com que l'extensió K|Q 

és abeliana, existeix una arrel primitiva m-êsima de la uni-

tat, F , tal que K ç Q(F); A més a més, com que K|Q no rami-
t. 

fica fora de p , podem prendre m de la forma m = fl P- / 
PI^ P ^ 

apb t^ > > 0. L'extensió Q{f)l Q Ss de grau ¥?(m) i7 per tant, 

el grau n de l'extensió KlQ divideix t̂ {m) . Per altra banda, 
t.-l 

per a tot p^ e p ês e (Q(f)IQ) - P^ (p.-l), de manera que 
t^-1 ^i r. 

e^ divideix p̂ ^ tp^-l) ; en conseqüència, si e^ = p^ e^ amb 

Pi ^ ®i' ^i ^ ^i ^ i p^-1. Per ûltim, la con-

dició b) ës vàlida per a qualsevol extensió de Galois, ja que, 

per a tot primer p, l'índex de ramificació ep(K|Q) divideix 

el grau í K:Q].• 
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Aquestes condicions no s6n, però, suficients per a què 

el conjunt sigui no buit. Per exemple, en el cas 

P = {p} , un önic primer, es té que ß - e; però en virtut del 

teorema 3,1, si {p} ) és no buit, aleshores e = n; és 

a dir, ß = n. En conseqüència, cal buscar més condicions a 

fi de caracteritzar quan 2^j^(n,e;P) / <t>. 

A partir d'ara, i per simplicitat, convindrà distingir 

dos casos: 2 ̂  P i 2 ̂  P , Comencem pel cas 2 ̂  P i suposem 

que es verifiquen les condicions a', b, c, de la proposició 

5.1. 

Per a tot p^ ^ P , i com que p^ és senar, existeix una 

única extensió abeliana de Q de grau e^, totalment ramificada 

en p^ 1 no ramificada fora de {p^} (cf. teorema 3.1. b). Sigui 

un element primitiu d'aquesta extensió, i posem L = Q(öi,..., öĵ ) » 

la composició de les extensions Q(Ö^)|Q , per a p^ e p. Con-

'V 
vindrà considerar també els cossos Q(ö^) = Q (öi , ... ,6^) 

1 < i < k. 

Lema 5.2.- L'extensió LiQ és abeliana, de grau H e., no 
Pi^ P ^ 

ramificada fora de P , i amb índexs de ramificació 

e^ (L·lQ) = e^, per a tot p^ ^ P . 

Demostració.- Com que les extensions Q(Öj^)|Q , l < i < k, s6n 

abelianes i no ramificades fora de P , la composició L|Q és 

abeliana i no ramificada fora de P . Per altra banda, les ex-

tensions Q(ö^)iQ , 1 < i < k, són linealment disjuntes, ja 

que Q(Ô^) IQ és totalment ramificada en p^ i Q és no 

ramificada en p.. Per tant [L:Q] = FI e.. Calculem els in-
Pi^ P 



dexs de ramificació e (L! Q). Com que Q(0.)lQ és no ramifica 
"i 

da en p^, e(L:IQ ) = e(LlQ ) = e(Q (0̂ )1 Q) = e^, com volíem 

demostrar," 

Per a tot p^ ^ P, sigui una arrel primitiva p^ -êsi 

ma de la unitat; aleshores, el producte ? = fi-.-.-fj^ és una 

arrel primitiva m-èsima de la unitat. Posem G^ = Gal(Q(f^) I Q), 

1 < i < k, i sigui G = Gal(Q(?)l Q). Com que els p^ són senars, 

les extensions Q(?.)|Q són cícliques i podem escriure G. =<a.> 
t,-l ^ ^ 

amb a^ un automorfisme de Q(n d'ordre p^ (p^-1); a més a 

més, podem elegir els a^ de manera que G = < a i , ja 

que les extensions Q(?^)|Q són linealment disjuntes. Com que, 

per a I < i < k, és Q(e^) ç (cf. teorema 3.1) i Qíf^) ç 

Ç 0(5"), resulta que L ç Q(f), Mib aquestes notacions es veri-

fica el següent exercici; 

Lema 5.3.- Gal(Q(n I L) =<af»>®...® < a^^ >. 
K 

Demostració." Com que L = Qí^i , és Gal(Q(r) I L) = 
k ^ 

= nGal(Q(?)lllQ(ö )); però 0(0.) IQ és l'única subextensió de 
i=l ^ e. 

de grau e^, de manera que Gal(Q(f^) I 0(6^)) >, 

l'önic subgrup de Gj. d'índex e^. Per tant, Gal(Q(.f)|Q (0^)) = 

= < ai > < > ® < a^^ >® > ®. . .® < fĵ  > i, 

en conseqüència, Gal(Q(|") | L) = < af» > ®...® < a, ̂  >.• 
JC 

Aquest estudi dels grups de Galois ens permet calcular 

L en la forma següent: 
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Lema 5.4.- L = M 

i=l ^ ^ 

k 

Demostració.- La inclusió L c F~| Q{d f??^) ês clara. Per 
" i=l X" -1 

altra banda, (exercici), Gal(Q (?)! • f^i )) ? 

3 < • Gal(Q(r)IQ (0 = Gal{Q(n I D , de manera 
i=l ^ 

que s'obté 1'altra inclusió." 

La condició necessària que cal afegir a les de la pro 

posició 5.1 per a què 2^j^(n,e;P) sigui no buit la deduirem del 

següent teorema (cf. corol.lari 5.8): 

Teorema 5.5.- Suposem que 2 ̂  P i que la terna {n,e;P) verifj. 

ca les condicions a'), b), i c), de la proposi-

ció 5.1. Sigui L el cos construït més amunt. 

Aleshores, per a tot cos K € 2^j^(n,e;P) es té 

que K Ç L. 

Observació 1.- El cos L no depèn ni de n, ni de l'elecció dels 

t^ > > 0. En efecte, per a tot primer Pĵ  ̂  P existeix el cos 

'Qi(0i està univocament determinat per e^, ja que p^ = 1 

Xmôd e". ). Per tant, el cos L = Q(öi,...,0,) està unívocament 
X K 

determinat per la parella (e;P), en el cas en què 2 ̂  P i que 

els e^ verifiquin la condició I Pĵ -l, per a tot p^ € P. De 

manera que podem donar la següent 

Definició.- Anomenarem a L|Q l'extensió (e;P)-universal. 



76. 

Observació 2.- Un estudi acurat del conductor de les extensions 

KIQ per a K S (n,e;P) , juntament amb el teorema de Kronecker-

Weber, donaria les inclusions K C Q(f) per a una arrel primit¿ 
r. + l 

va m-èsima de la unitat, amb m = fi , i no per a va 
p.€P ^ 

lors més petits de m. Es té, però, que L·lQ és una subextensiÓ, 

en general estricta, de Q(?)I Q, de manera que el teorema 5.5 

és un refinament del teorema de Kronecker-Weber en el cas 2 fí ?, 

(Per al cas 2 e P , cf. el teorema 5.12 més avall). 

Demostració del teorema 5.5.- En virtut del lema 5.4, només cal 

veure que, per a 1 < i < k, és K Ç f?^^); però, com que 

K Ç és suficient provar que Kíf?"^) ç f f . De 

fet, el següent resultat dóna la igualtat i acaba la demostra-

ció." 

Proposició 5.6.- Per a 1 < i < k, i per a tot K € 2^j^(n,e;P), 

es té que = . 

Demostració.- Per a qualsevol elecció dels ^ ^^ + 1 es té 

que ç - centre que per a t^ > > 0 

e s t é q u e Q i ^ l ^ ) S K < r r ï ^ ) Ç Q í f ) f p e r Ò l ' e x t e n s i Ó Q ( f ) | Q < f f ¡ ^ ) 

és cíclica, de manera que només cal veure que i 

tenen el mateix grau relatiu sobre . Com que 

Q ( f ) I é s t o t a l m e n t r a m i f i c a d a e n p ^ , t a m b é h o s ó n l e s 

s u b e x t e n s i o n s I i i , p e r 

tant, només cal veure que els índexs de ramificació en p^ de 

les dues extensions coincideixen. Però és no ramif_i 

c a d a e n p ^ , d e m a n e r a que e ^ ( Q f T^) I Q ( f f ) = e ^ ( Q ( 0 ^ ) | Q ) 

- e., i també e^ (Kíff T^) I fiiff"^) ) = e (Kl Q) = e, .• 
1 PJ_ 1 1 PI 3-
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Corol·lari 5.7.- Per a tot cos K G l'extensió LIK 

és no ramificada a tot primer finit de K. 

Demostració.- L'extensió L|Q és no ramificada fora de P ; per 

tant, LIK és no ramificada a tot primer finit de K que dividei 

xi un número primer p ^ P. Per altra banda, per a tot P^ ^ P 

és e (LIQ) = e (KLQ) = e., de manera que LIK és no ramifica 

Pi Pi 1 
da a tot primer finit de K que divideixi un primer p^ e P." 

Corol.lari 5.8.- Si 2 , (n,e;P) <t> aleshores n divideix fi e. . 
AÖ - PI^ P 

Demostració.- Si K e H^j^{n,e;P) , aleshores K Ç L, de manera 

que el grau n = [K:Q] divideix [L:Q] = fi S-i 
p. € P ^ 

Passem ara al cas 2 £ P i suposem que es verifiquen 

les condicions a'), b), c) del teorema 5,1. Estenguem les no-

tacions del cas 2 ^ P al cas 2 e p : per a 1 < i < k, sigui 

Q{0^)1Q l'única extensió abeliana de grau e^, no ramificada 

fora de {pĵ } i totalment ramificada en p^, com abans; per al-

tra banda, siguin FEIÍQ, feslQ, feslQ, les tres extensions abe-

lianes de Q de grau eo = , no ramificades fora de {2}, i 

totalment ramificades en 2; posem L = Q(0i , ... ,0]̂ ) , i siguin 

Lj = = fejL. 1 < j < 3. 

Observació 3.- L'extensió lIQ és la mateixa que en el cas 2 ^ P. 

Per altra banda, les extensions fe^IQ , 1 < j < 3, només depe-

nen de eo = 2^°; per tant, les extensions L^IQ , 1 < j < 3 , 

només depenen de la parella {e;P), i existeixen sempre que es 
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verifiquin les condicions I p^ -1 per a tot primer P̂ ^ ̂  P 

(cf. 1'observació 1 més amunt). Anàlogament al cas 2 ̂  P po-

dem donar la següent 

Definició.- Anomenarem a les L J Q , 1 < j < 3, les extensions 

(e;P)-universals. 

Lema 5.9.- Per a 1 < j < 3 , les extensions L^IQ són abelianes, 

no ramificades fora de P , de grau F I » ^ 
p.€P i 

índexs de ramificació e (L.lQ) = e., per a tot 
Pi D ^ 

p.e p. 

Demostració.- Ës completament anàloga a la del lema 5.2." 

Sigui ara, per a 0 < i < k, una arrel primitiva 

p^ -êsima de la unitat, on prenem t^ > r^ + 1 si 1 < i < k, 
'V 

1 to > ro + 2; posem í = Íi •...•fj^, i f = ?fo • Siguin 

G^ = Gal{Q(rĵ ):l Q), 0 < i < k. Es té que: 

(i) per a I < i < k, G^ = < > f 

(ii) per a l = 0, G o = < o > ® < 0 o > , 

amb a^ un automorfisme de Q(f) d'ordre p^ i un 

automorfisme de Q(?) d'ordre 2, que podem elegir, com el cas 

2 ^ P, de tal manera que Gal{Q(?')lQ) = <a > ® < ao> ® <a,>®.. 

= GO® GL GJ,. 

Posem, també, per a 1 < j < 3, = GaKQÍfo) I fe^); 

els Hj són els tres subgrups de Go d'ordre Les de-

mostracions dels dos lemes següents són anàlogues a les dels 

lemes 5.3 i 5.4, respectivament, i no les repetirem. 
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Lema 5.10.- Per a 1 < j < 3, Gal(Q(hl L.) = 
A 

= H. ® < ar > ® < a,^ >. 
J K 

Lema 5.11.- Per a 1 < j < 3, L. = fe. (H n (fi ) 
:) J i=i ^ ^ 

Teorema 5.12.- Suposem que 2 € p i que la terna (n,e;P) veri-

fica les condicions a'), b), c) de la proposi-

ció 5.1. Aleshores, per a tot cos K 6 ^gb ("̂ »ej P) ' 

existeix un únic j, l < j < 3, tal que K Ç l^. 

Demostració.- Veiem, primer, la unicitat. Si j j', 1 < j, 

j' < 3, aleshores L^ n l^, = feL on fe = k^ n ky . En efec-

te, L^ n L^, 3 fe L és clara, i per altra banda, Gal(Q(P) I L^n ,) D 

. . . -CV/. e, 
3 <Gal(Q(niL.), GaKQCni !-.,)> = (H.+H.,)® <aa®'> <0,^ > = 

J J J J K 
= Gal(Q(?') [ feL) dóna l'altra inclusió. PerÔ e (feL·l Q) = e (fel Q) = 

Po Po 

= [fe:Ql = eo/2 < eo , ja que Li Q ês. no ramificada en po = 2; 

per tant, no pot ser K ç feL, ja que e^^ (K | Q) = eo , si K e 

Per a l'existència, i en virtut del lema 5.11, ês su-

ficient veure que, donat K e existeix j, 1 < j < 3, 

tal que K Ç i K ç per a 1 < i < k. Anàloga-

ment al cas 2 ß P , aixô ês conseqüència de la següent propo-

sició.» 

Proposició 5.13.- En les hipòtesis del teorema 5.12, existeix 

j, 1 < j < 3, tal que K(r) = k^it) i que, 

per a tot i, 1 < i < k, és Kd^fT^) = . 
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Demostració.- El cas 1 < i < k ës anàleg al cas 2 ̂  P : 
_ 'Vi 

Q(f)lQ (ff^ ) és totalment ramificada en p^, no ramificada fo 

ra de {pĵ } , i cíclica, i les extensions ) i 

) I Q(f? ) tenen el mateix índex de ramificació, e^, 

en p^; per tant, coincideixen. Pel cas que queda, l'extensió 

Q(f)lQ(?) és totalment ramificada en po i amb grup de Galois 

isomorf a Gal (Q(F O ) I Q) . Com que les extensions K{f)|Q(n i 

fej(?)lQ(f), 1 < j < 3, tenen el mateix índex de ramificació 

eö , en po , i els fe^(f) són les úniques subextensions de 

Q ( f ) I 

Q(f) de grau eo sobre Q{?)» K(?) ha de ser una de les 

tres." 
Observació 4.- Anàlogament al cas 2 ̂  P, el teorema 5.12 és 

un refinament del teorema de Kronecker-Weber per al cas 2 £ P. 

Ara, però, obtenim tres extensions de Q , en lloc d'una sola, 

que contenen entre totes tres tots els cossos K de 2^j^(n,e;P). 

Corol·lari 5.14.- Per a 1 < 1 3, si K e 2^jj(n,e;P) i K Ç L^, 

aleshores L K ës no ramificada a tot primer 

finit." 

Corol.lari 5.15.- Si ¡̂̂ ¡̂ (nfej'P) 0 , aleshores n divideix 

n 

Pel que fa referència als problemes plantejats al §1, 

els resultats d'aquest § es poden resxunir en el següent 
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Teorema 5.16.- Sigui P un conjunt finit i no buit de números 

primers, i siguin n,e, com al §1. Suposem que 

2^jj(n,e;P) és no buit. Aleshores, es verifiquen 

les condicions 

a) n divideix f~[ e^ , 

P. ^ P 

b) si M = m.c.m. íeĵ sPĵ  ̂  P}» aleshores m 

divideix n, 

c) si per a tot Pĵ  ̂  P posem e^ = p^ eĵ  

amb Pĵ  / eí̂ , aleshores p^ = 1 (môd e ^ 

Observació 5.- Les condicions a) i c) impliquen l'existència 
t 

de naturals t^ > > 0 tals que, per a m = f] P^ nl¥>(m); 

per tant, la condició a) d'aquest teorema^^ês més forta que 

la condició a') de la proposició 5.1, sempre que es verifiqui 

la condició c). A més a més, es llegeix directament de les da 

des n,e; P. 

En particular, aquest teorema diu que les extensions 

abelianes de Q no són ni "poc" ramificades -el producte de 

tots els índexs de ramificació és múltiple del grau de l'ex-

tensió-, ni tampoc no són "molt" ramificades -el mínim múlti 

ple comú dels índexs de ramificació divideix el grau. Això no 

és cert, en general, si 1'extensió no és abeliana, ô si el cos 

base no és el cos dels números racionals. En efecte, es té el 

següent exemple en el cas no abelià sobre Q (cf.[Sam 1: cap. 

VI, problema 2.B.dl]}. 



Exemple 5.17.- Considerem el polinomi f(X) = x' - X + l; aquest 

polinomi és irreduïble a Q [ X] i podem considerar una arrel a 

de f(X) en Qj posem K = Q(a) i sigui L la clausura normal de 

l'extensió KIQ . El discriminant de f(X) és -23, de manera que 

el discriminant de l'extensió KlQ és A(KlQ) = -23; en conse-

qüència, KlQ només ramifica en p =23, i com que 23^ no div¿ 

deixA(KlQ), resulta que, per força, 23 ramifica en la forma P̂ -Q̂  

amb P', d , primers diferents de K. Per altra banda, KlQ no 

és de Galois i, per tant, [L:Q] = 6 i LIQ no és abeliana; a 

més a més, L = KíV -23) és la composició de les extensions 

KlQ i QíV -23)1 Q ; en particular, L·lQ no ramifica fora de 

{23}. Veiem que 623(Li Q) = 2; amb aixÔ tindrem que n = 6 no 

divideix n e. = 2. Com que e„,(Q(\í' -23)1 Q) = 2, resulta 
• p € P ^ 23 

que e23{LlQ ) és parell; però com que en K hi ha més d'un pri 

mer que divideix 23, en L també; de la fórmula n = efg, com 

que e23(LlQ) és parell i g23(L·lQ) > 1, resulta que f23(LlQ) = 1, 

g23(LLQ) = 3 i 623(LIQ) = 2, com volíem veure. 
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§6.- Conseqüències 

En aquest § obtenim una conseqüència sobre el número 

de classes de les extensions abelianes de Q : concretament, 

n'obtenim un divisor. Per a això, suposem gue la terna (n,e;P) 

verifica les condicions del teorema 5.16. 

Posem e = f] i sigui LlQ una extensió (e;P)-uni 

PI E P 

versal. Per a tota extensió finita KlQ , posem h(K) el número 

de classes del cos K. Amb aquestes notacions-es verifica el se 

güent 

Teorema 6.I.- Si K e i K C l, aleshores el quocient 

e/n divideix 2h(K). A més a mës, si K és complex, 

ô bé si L és real, e/n divideix h(K). 

Demostració.- L'extensió L·|K és abeliana i no ramificada a tot 

primer finit de K (cf. corol·laris 5.7 i 5.14), de manera que 

si L|K no ramifica en els primers de l'infinit de K, el grau 

e/n = [L:K] divideix el grau, h(K), del cos de classes de K. 

Ara bé, en el caa en què L (i per tant, K) és real, i en el cas 

en què K (i per tant, L) és complex, LiK també és no ramifica-

da en els primers de l'infinit de K. Per altra banda, en el cas 

en què L és complex i K és real, posem L"*" C L la màxima subex-

tensió real de L; aleshores K ç l'*' i l"*" |K és abeliana i no ra-

mificada a tot primer (finit o no) de K. En aquest cas, només 

cal veure que [L''':K] = e/2n, ô equivalentment, que [L:L''']= 2. 

Perô aixô es verifica per a tota extensió de Galois complexa 

LlQ , ja que L"*" és el cos fix pel grup d'inèrcia en els primers 



84. 

de l'infinit de L, i aquest grup és d'ordre 2." 

La següent proposició döna una caracterització de quan 

el cos L és un cos real. Aquesta caracterització és una propie » 

tat que, si 2 ^ P, només depèn de la parella (e;P). Mantinguem 

les notacions del §5. 

Proposició 6.2.- a) Si 2 ß P, L és real si, i només si, per a 

1 < i < k, es verifica que P^ = 1 (môd 2e|). 

b) Si 2 e P, L és real si, i només si, per a 

1 < i < k, es verifica que P^ = 1 (môd 

i a més a més l'extensió (eo;{2})-universal 

inclosa en L és real. 

Demostració.- El cos L és real si, i només si, totes les sub-

extensions (e^; {pj^})-universals de LiQ són reals, ja que L és 

la composició d'aquestes. Ara bé, si p^ ^̂  2, l'extensió (ej,;{p^}) 

universal Q(ö ) | Q és real si, i només si, Q{0.) CQ{f.+f7^), 
r.+l ^ " ^ ^ 

on r. és una arrel primitiva p. -èsima de la unitat. Però 

- 1 

[QCr^+f^ ):Q] = p^ (p^-l)/2, i l'éxtensió Q (f I Qés cíclica, 

de manera que 0(6,) ç Qíf.+fT^) si, i només si, e. = [Q(0,):Q] A A i X I 

divideix equivalentment, si, i només si, e'̂  divi 

deix (pj^-l)/2." 

En el cas de les extensions quadràtiques de Q , el teo 

rema 6.1 admet el següent enunciat, per altra banda ben cone-

gut (cf.[B-S: cap. 3, §8, teor. 8]): 
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Corol·lari 6.3.- Sigui KlQ una extensió quadràtica, i sigui k 

el número de primers finits que ramifiquen a 

K. Aleshores, divideix h(K) i, si K és 

imaginari, divideix h(K)." 

Notem que si posem k' el número total de primers que ra 

k'-2 

mifiquen a K, finits o no, aleshores 2 divideix h(K) tant 

en el cas real com en el cas imaginari. 

El cas de les extensions cícliques KIQ de grau primer 

senar n = p, és també remarcable: com que L és real, si k és k-1 

el niómero de primers de Q que ramifiquen a K, aleshores p 

divideix h{K). 

Observació 1.- En aquest cas n = p, primer senar, k-1 és una 

fita inferior del p-rang del grup de classes d'ideals de K. 

En efecte. Gal (LlQ) = {2Z/p Z)^ de manera que Gal(LlK) = (Z/p 

però Gal (L|K) és un quocient de la p-component del grup de 

classes de K., Anàlogament pel cas quadrâtic, k-2 és una fita 

inferior pel 2-rang del grup de classes, i k-1 quan K és ima-

ginari. 

El teorema 6.1 es pot interpretar en funció dels cos-

aos de gèneres (genus fields) de les extensions abelianes de 

Q . En efecte, si KlQ és una extensió abeliana, el cos de gè-

neres de K|.Q és el cos Lo, maximal entre els que verifiquen 

lea condicions 

(i) LÍil Qésuna extensió abeliana, 

(iií LoiK és no ramificada a tot primer, fi-

nit o no finit, de K 
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(cf.[Ja 1: cap. VI, §3, definició]). 

Es té la caracterització següent: 

Teorema 6.4.- Sigui LolQ una extensió abeliana finita; sigui P ^ 

el conjunt dels primers finits de Q que ramifi-

quen a Lo , i sigui e (Lo I Q) = e., per a tot 
Pi 1 

p^ G P. Considerem les propietats següents: 

a) Lo és cos de gèneres d'alguna subextensió 

K I Q de Lo I Q . 

b) Lo é s c o s de g è n e r e s de Lo I Q . 

c) Lo és una de les extensions (e;P)-universals. 

d) [Lo:Q]= n ©i-

Pi e P 

d')[Lo :Q]= "I n 

p . e p 

Aleshores, es verifica que: 

1) Si Lo és complex, a),b),c),d) són equivalents. 

21 Si Lo és real, a),b) són equivalents, c),d) 

són equivalents, d) implica a), i a) implica 

d) Ô d') . 

Demostració Les implicacions b) ^ a) i c) d) són clares. 

A més a més, si LIQ és 1'extensió (e;P)-universal que conté 

Lo» [L:Q] = e^, de manera que d) c) . Suposem que es 

P i e P 

verifica a) i sigui LiQ l'extensió (e;P)-universal que conté 

Lo; com que LoÎ K és no iTcLini.fxcâdcL/ LÍQ és X'sxtsnsxó (©jP)—uni 

versal que conté K. Suposem que Lo és complex; aleshores K és 
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complex i L és complex. Però [L:Q] = FI e^/ I COM que LIK 

Pi ^ '' 

és no ramificada a tot primer, finit o no, de K, és L C Lo ; 

d'aquí es dedueix que L = Lo. En particular, d). Anàlogament, 

si Lo és real, K és també real i si L és real es verifica d); 

però si L és complex i L^ és la subextensiô real maximal de 

LIQ , resulta que LO = L^ i aleshores d'). 

Suposem que es verifica d) i sigui LIQ el cos de gène 

res de Lo IQ . Com que LlQ és abeliana, [L:Q] divideix flSpíLlQ)' 

_ P 
N e. = [LO:Q], i com que LO Ç L, resulta la igualtat 

L = Lo i, per tant, b) . Només resta veure que a) b) , en el 

cas Lo real, ja que pel cas Lo complex hem vist que a) =>• d) i 

que d) b) . A més a més, si LQ és real i l'extensió universal 

que conté Lo és real, també hem vist que a) d) i d ) b) . Per 

tant, podem suposar que LO és real i L és complex, on L és l'ex 

tensiS (e;P)-universal que conté LO - Però aleshores, LO = L"*" i 

el cos de gèneres de Lo iQ està inclòs en l'*̂  , ja que és real i 

està inclòs en L. Per tant L^ és el cos de gèneres de Lo IQ 

Observació 2.- En el cas en què Lo és real es té, en particu-

lar, que Lo = L*, de manera que Lo = L si, i només si, L és 

real. Hi ha casos en què L^ = L (per exemple, per a grau senar, 

sempre) i casos en què Lo = L^^L : per exemple, si K = Q (vT) , 

aleshores Lo = l"*̂  = K, mentre que L = Q(i,V5") . 

Corol.lari 6.5.- Sigui K|Q una extensió abeliana finita; si-

guin P el conjunt dels primers finits de Q 

que ramifiquen a K, e. = e (K|Q) per a tot 
1 Pi 
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p^ e p, i sigui LiQ l'extensiö (e;P)-univer 

sal que conté K. Aleshores: 

a) Si K és complex, el eos de gèneres de K 

€s L. 

b) Si K és real, el eos de gèneres de K és 

L'*', i es té que L = L"̂  si, i només si, L 

és real." 



§7.- Reducció del problema d'existència a un problema de grups. 

En aquest §, 1'objectiu és fer la reducció del càlcul 

del cardinal de 2 , (n,e;P) a un problema combinatori de grups 

abelians finits. Per a això, suposem que la terna (n,e;P) veri 

fica les condicions a), b) i c) del teorema 5.16. 

Sigui L·lQ una de les extensions (e;P)-universals; ai-

xí, LiQ és l'única extensió (e;P)-universal si 2 ^ P, i una de 

les tres extensions (e; P)-universals si 2 G P. Posem Sj^(n,e;P) 

el subconjunt de S^j^(n,e;P) format pels cossos K tals que K C 

Ç L. En virtut del teorema 5.5 resulta que, si 2 ^ P, alesho-

res 2^(n,e;P) = S , (n,e;P), i en virtut del teorema 5.12 que, 
L ciO 

si 2 e P, aleshores S^j^(n,e;P) és la reunió dis junta dels con 

junts 2j^{n,e;P) per a les tres extensions (e; P)-universals, 

LIQ . Per tant, caracteritzar 2^]3(n,e;P) equival a caracterit 

zar cada un dels Sj^(n,e;P) . 

Si 2 ^ P, L és la composició de la família d'extensions 

linealment dis juntes {Q(0.) IQ} p. p, on Q(0 . ) IQ és 1'única ex 
X Pj^ r i 

tensió (e^; {pj^})-universal. Si 2 S P, cal afegir a la família 

anterior una de les extensions (eo;{2})-universals, extensió 

que denotarem per Q(0o)IQ. Per a unificar les notacions, posa-

rem Q(0o) = Q si 2 ̂  P i així, en tots els casos, serà L = 

= Q(0o f öl » .. • »öjj) / la composició de les extensions IQ , 

0 < i < k. 

Sigui G = GaKLiQ) i sigui G^ = Gal (Q IQ) , 0 < i < k; 
k 

aleshores G = Q G., on identifiquem Gal(Q(ö.)IQ) amb la seva 
i=0 -v 

imatge G^ dins G. Aleshores G^ = Gal(Q(ö^) IQ) == Gal(LlQ(0^)) 

on = 0 < i < k. Dels teore-

mes 3.1. b) i 4.2, es dedueix immediatament el següent 
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Corol·lari 7.1.- a) Per a 1 < i < k, G^ = ®/e^^ 25. 

b) Si 2 ^ P és Go = Í0}. 

c) Si 2 e p Go ês isomorf a un dels tres sub 

grups d'índex 2 de (Z /2 TL) -x. /&oZ) ; v 

és a dir. Go és isomorf a un dels tres sub 

grups (0) X (1),< {1,1)> , (1) x (2).« 

Amb aquestes notacions, la següent proposició caracte 

ritza el conjunt 2 (n,e;P)> i transforma el problema del càl-

cul del seu cardinal, i del de (n,e; P) , en un problema com 

binatori de grups abelians finits. 

Proposició 7.2.- Existeix una bijecció entre i el 

conjunt dels subgrups X ç g tais que 

a) (G:X) = n, 

b) per a 0 < i < k, X H G^ = {0}. 

Demostració.- Podem considerar la restricció a S^(n,e;P) de 

l'aplicació bijectiva de la teoria de Galois entre el conjunt 

dels subcossos K ç L i el conjunt dels subgrups X = Gal(L·lK) Ç G; 

com que (G:X) = [K:Q], resulta que la propietat a) caracterit 

za el grau n de les subextensions K|Q de LiQ , i només cal 

veure que b) caracteritza els índexs de ramificació. Però, do 

nat un subcÔs qualsevol, K ç L, i donat un primer p^ e p, po 

dem calcular efectivament l'índex de ramificació e (K|Q). En 
Pi 

efecte, considerem, per a tot i, 0 < i < k, el diagrama de sub 

cossos de L 
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Com que l'extensió L·lQ{0^) ês totalment ramificada en p^ i 

l'extensiö és no ramificada en p^, e^ {K|Q)= [ K ] , 

és a dir, l'índex de Gal(LlK(^^)) en G a l ( L I Q ) . Si X = Gal(LlK), 

és GalCLlK(^^)) = X n G^, ja que G^ = G a l ( L I Q ) . 

Per tant, i com que G^ és d'ordre e^, resulta que 

e (KlQ) = e. si, i només si, X O g . = {0}, com volíem demos-p^ 1 1 

trar." 

Convé transformar el problema de grups en un altre pro 

blema equivalent. Per a això, siguin GÓ,Gi,...,G, , grups abe-
k k'̂  

lians finits qualssevol, i sigui G = 0 ~ FI ̂ i* Po®®"* 

i=0 i=0 

G G^ les projeccions canòniques, i identifiquem G^ amb la 

seva imatge per la inclusió canònica G^ ->• G. Per a tot divisor 

n de l'ordre de G, considerarem els següents conjunts de sub-

grups de G: 

S(Go,...,Gj^;n) = {X C G: (G:X) = n i per a 0 < i < k, X n Ĝ ^ = {0}} 

P{Go, ...,Gj^;n) = {X C G: #X = n i per a 0 < i < k, n̂ ^ (X) = G^ } 

A més a més, posarem 



S(Go , . . . = [_) S (Go , . . .,Gĵ ;n) , 

n l# G 

P(Go , . . = • P(Go,...,Gj^;n) . 

n I # G 

Amb aquestes notacions es verifica la següent 

Proposició 7.3.- Existeix una bijecció que inverteix l'ordre 

entre els conjunts S (Go ,. .. i P (Go , ... 

i que, per a tot divisor n de l'ordre de G = 

= Go Gĵ , transforma S (Go , ... ,Gĵ ;n) en 

P (Go , .. . f Gĵ  ( n) . 

Abans de procedir a la demostració d'aquest resultat 

convé recordar algunes notacions i resultats ben coneguts. Per 

a tot grup abelià finit, G, posarem G = Hom(G,C*) el grup dels 

caràcters complexos de G. Si X C g és un subgrup qualsevol, po 

sarem X^ = {p e G: p(x) = 1 per a tot x e x}, l'ortogonal de 

X. Es verifica el resultat següent (cf.[Se 3: cap. VI, §1.1]). 

Lema 7.4.- a) 6 és un grup abelià isomorf, no canònicament, 

a G; G és canònicament isomorf a G. 

b) Si X Ç G és un subgrup, aleshores X"̂  és un sub 

grup de G, isomorf al grup (G/X)" . 

c) L'assignació X X"*" defineix una bijecció que 

Inverteix l'ordre entre el conjunt dels sub-

grups de G i el conjunt dels siabgrups de G." 
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k 

Demostració de la proposició 7.3.- Com que G = ® G^, resulta 

k ^ i=0 
que G = n ^i* Aquest isomorfisme dóna una bijecció que conser 

i=D 

va l'ordre entre S (Go , .. . i S (Go , ... ; en particular, 

respecta els índexs dels subgrups. Per altra banda, podem re^ 

tringir al conjunt P(Go , ... l'aplicació X x'" del lema 

7.4. c) i, com que #X = (GrX-*- ), la proposició quedarà provada 

si veiem que la imatge de P (Go , ... és exactament S (Go , .. . 

Així, és suficient provar que per a tot i, 0 < i < k, és nĵ (X) = 

= G^ si, i només si, X"*" n g^ = {i}. 

Sigui, doncs, i G {0,1,...,k}, fix. Es té que ( 0 0̂ )""" = 
1 - 1 1 

= G^, de manera que X n G^ = X n( ® G^) = (X+ ® G j ) . AixÔ 

1 - ^ 
diu que X n g^ = {i} isi, i només si, X + © G^ = G. Però ai-

XÔ últim equival a dir que n^(X + ® G^) = G^ (exercici) i, 

com que ïï^ (X + 0 G . ) = n^(X), resulta que X n g^ = {1} si, 

i només si, n^(X) = G^, com volíem demostrar." 

Per a simplificar la resolució del problema de grups 

convé, encara, fer una nova reducció. Donats un grup abelià 

finit G qualsevol i un número primer p arbitrari, posem S^ÍG) 

l'únic p-subgrup de Sylow de G. Es immediat que, si G = 
k k 

= riGi' aleshores 3^(0) = n^píGi)-
i=0 1=0 

Proposició 7.5.- Siguin Go,...,G, , grups abelians finits d'or 

dre eo ,ei , . .. i sigui e = H®!* Alesho-

res, les aplicacions 
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P(Go,...,Gj^) n PíSp (Go Sp(Gj^)), 

p le 

P(Go,...,Gĵ ;n)-»- f] P (Sp (Go ),..., S^ (Gĵ ) ;p P ), 

pie 

definides per ^ ^ {SpCX)}^!^ , s6n bijectives 

per a tot nie. 

Demostració.- Posem G = Go x Gi x .,. x G, i sigui X ion sub-
J> 

grup de G. Aleshores X = ® S^(X), i, per a tot ple, S (X) c 
k , P P -
^ ple 

Ç Sp{G) = ©Sp(Gj^). A més a més, si X és d'ordre n, S (X) és 

i=0 ^ 
: • :: ; V (n) 
d'ordre p P . Per tant, l'assignació X -> {S (X)} , defineix 

p ple 

una aplicació del conjunt dels subgrups de G en el producte 

cartesià dels conjunts dels subgrups de S (G), i envia subgrups 
V (n) P 

d'ordre n a subgrups d'ordre p ^ a cada component. Com que 

X es recupera de ÍSp(X)}pjg, ja que X = ©S^ÍX), aquesta apli 

ple 
cació és injectiva (i exhaustiva). 

Posem, ara, per a 0 < i < k, i per a ple. 

V i ' 

la projecció canònica. Només cal veure que, per a 0 < i < k, 

les dues condicions següents són equivalents: 

(i) n^(X) = G^. 

(ii) Per a tot primer ple, n .(S (X)) = S (G.). 
p,x p p i 

En efecte, (ii) tradueix el fet que S^(X) e P(Sp(Go ) ,.. . (Gĵ ) ) 

per a tot ple. 

Però, per a ple i per a 0 < i < k, es té el diagrama 

commutatiu de morfismes de grups abelians: 
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Go X Gl X... X G, Sp(Go) X Sp(Gi)x...x Sp(Gĵ ) 

Sp(Gi) 

on ll'p ̂  és la projecció corresponent a la descomposició de G^ 

en suma directa dels seus p-subgrups de Sylow, i ^^ = ^^p^ q ' " " ' "̂ Pfk̂  

ve donada per les . component a component. Com que, si X C 

Ç G, aleshores = ^^ (X) , l'equivalència de (i) i (ii) és 

conseqüència de 1'exhaustivitat de tots els morfismes del dia-

grama comrautatiu. En efecte, (i) =» (ii) és clar. Recíprocament, 

per a 0 < i < k, n̂ í̂X) és un subgrup de G^ tal que ^p^ i (X) ) = 

~ Sp(G^) per a tot p; per tant, l'ordre de 11̂  (X) és múltiple 

de l'ordre de S^ÍG^) per a tot p; i, en conseqüència, IÎ (X) = G^.» 

Finalment, el corol.lari 7.1 i les proposicions 7.3 i 

7.5 ens permeten escriure la proposició 7.2 en la forma equi-

valent següent, de manera que el càlcul de a(n,e;P) queda re-

duït al càlcul, per a tot primer pln, del cardinal 

#P(S^(G, ),...,S^(G,) ; p 
p » P ^ 

v„(n) 
P ). 

Teorema 7.6.- Existeix una bijecció entre 2^(n,e;P) i el con-

junt V (n) 

n P(Sp(Go),...,Sp(G^);p P ), 

pln 

on 
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G^ = Z /e^ 22 , si 1 < i < k. 

Go = {0} , si 2 ̂  P, 

Go = 2Z/eoZ , en dos deis tres casos en qué 2SP, 

Go = (2Z/2 Z) X (2Z/(eo/2) 2Z) , en el tercer cas en qué 2 e P.m 

Definició.- Direm que estem en el cas I quan Go sigui un grup 

cíclic; el cas II serà el cas en què Go no és cíclic, 

En conseqüència, si 2 ̂  P, ô si 2 € pi eo = 2 , sempre 

estarem en el cas I, mentre que si 2e P i eo = 2, estarem 

en el cas I per a dues extensions (e;P)-universals, LiQ , i en 

el cas II per a la tercera. 
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§8.- Demostració de l'existència. 

En el §5 hem donat les condicions necessàries per a 

quë el conjunt S^j^(n,e;P) sigui no buit, i en el §7 hem reduït 

el càlcul del seu cardinal a un problema combinatori de grups 

abelians finits. En aquest § es tracta de demostrar que, si la 

terna (n,e;P) verifica les condicions del teorema 5.16, alesho 

res el conjunt 2^j^(n,e;P) és, efectivament, no buit. Per a ai 

XÔ, convé resoldre primer el cas particular n = m . c . m . P } 

Abans, però, donarem la solució dels casos particulars n = p, 

primer, i n = e^. 

P i ^ P ' 

Comencem pel cas n = p, primer. En aquest cas, les con 

dicions del teorema 5.16 es poden escriure en la forma: e^ = p, 

per a tot P̂ ^ ̂  Pi» per a tot p^ ^ P, si p^ p, aleshores 

Pĵ  = 1 (môd p) . En particular, si p és senar, 2 ß P. En aques-

tes condicions es té que: 

Teorema 8.1.- Suposem que p és primer i que la terna (p,e;P) 

verifica les condicions del teorema 5.16. 

a) Si 2 ̂  P, aleshores a(p,e;P) = (p-l)'^"^. 

b) Si 2 6 P, aleshores p = 2 i a(2,e;P) = 3. 

Demostració.- En el cas p = 2, el resultat ha estat provat en 

el §2; en particular, s'obté b), i també a) en el cas p = 2. 

Suposem, doncs, que p és senar; en virtut de la proposició 7.2, 

a{p,e;P) = #S(Z /p a , /p TL ;p) . Però G = (E /p TL^ és 

un ]^-espai vectorial de dimensió k, i volem calcular el núme-

ro de subespais de dimensió k - 1 que només tallen els eixos 
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coordenats a l'origen. Aquests hiperplans vénen donats per les 

equacions a, xi +...+ â X̂ĵ  = 0, amb a^ e , a^ 0, i dues 

equacions defineixen el mateix hiperplà si, i només si, s6n pro 

porcionals. AixÔ döna els (p-l)V(p-l) = subgrups bus -

cats." 

Anem a resoldre, ara, els casos extrems de l'existèn-

cia. El teorema 5.16 ens assegura que, si posem M = m.c.m.{e^ip^eP}, 

® ~ n i ^ ^ ' aleshores Min, i niei de ma 
p. e P 

nera que els valors extrems possibles per a n s6n els valors 

n = ß i n = e. Els teorenœs 5.5 i 5.12 donen el resultat per 

a n = e: 

Corol·lari 8.2.- Suposem que la parella (e;P) verifica les con 

dicions p^ = 1 (mòd e|) , per a tot Pĵ  e p . 

Aleshores : 

a(e,e;P) = 
1 si 2 ^ P, 

3 si 2 e P.» 

El cas n « íi mereix atenció especial, ja que d'aquest 

cas es deduirà que 2^j3(n,e;P) <t> . Suposem, doncs, que per a 

tot Pĵ  € p es verifiquen les condicions P^ = 1 (mòd e|) . 

Proposició 8.3.- En les condicions anteriors, i si 2 ^ P, ales 

hores 

a(/í,e;P) = <̂ {e, )... v(ej^)/ f iß) , 

on fp és l'indicador d'Euler. 
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Demostració.- En el §7 hem reduït el càlcul de a.{fi,e;P) al càl 

cul de #P(Gi, ... / amb G^ = Z / e^ ZZ , 1 < i < k. Suposem, 

doncs, que X e P(Gi , ... i sigui x^ un element de G^ d'or 

dre e^; com que n^(X) = G^, X conté un element que es projecta 

en x^ per 11̂ , i que, per tant, té ordre múltiple de ê .̂ Així, 

per a 1 < i < k, X conté un element d'ordre e^ i, en conseqüèn 

eia, X conté un element d'ordre íí . Per tant, X és cíclic. Ara 

bé, si X és un generador qualsevol de X, i escrivim x = (xj , . .., Xĵ ) e 

S Gl x,,.x Gĵ , resulta que x^ genera n^ (X) = G^. Recíprocament, 

si per a 1 < i < k, x^ és un generador qualsevol de G^, el sub-

grup X de Gl X.. .X Gĵ  generat per x = (xi,...,xj^) pertany a 

P (Gl ,... . Això diu que el cardinal de P (Gi , ... ) és 

el quocient entre el número d'elements x = (xi G Gi x.. .x Gĵ  

tals que x^ genera G^, per a 1 < i < k, i el número d'elements 

X € X tals que x genera X. El resultat és, doncs, conseqüèn-

cia del fet que (m) és el número d'elements que generen un 

grup cíclic d'ordre m, per a tot natural m." 

El cas n = M / 2 G P és més complicat. Sigui L·lQ una 

de les extensions (e;P)-universals amb grup de Galois isomorf 

al grup 

(2Z/eoE) X (a/eiE) x.. .x (Z/e^Z), 

Això passa en el cas I; és a dir: 

(i) si eo = 2, per a les tres extensions (e;P)-universals, 

(ii) si eo = 2^°>2, per a dues de les tres extensions (e;P)-

universals. 

En aquest cas es té, amb la mateixa demostració anterior, i 

afegint-hi el subíndex zero, el resultat següent: 
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Proposició 8.4.- El cardinal de és , 

El cas que queda és el cas II, en el qual Gal(L·lQ) = 

= Go X...X Gĵ  amb Go = (S / 2 Z) x (2Z/(eo/2)Z) , eo > 2, i 

= l < i < k . Posem a el número d'índexs, i, tals 

que 1 < i < k, 4|e^, i ß el número dels índexs, i, 1 < i < k 

tals que 2le^, 4 / e^. Aleshores: 

Proposició 8.5.- El cardinal de 2 (M,e;P) és no nul si, i no-
Xi — 

més si, eo no divideix cap e^, 1 < i < k, i 

val 2® 3^¥5(eo) . 

Demostració.- Cal calcular, en aquest cas, el cardinal de 

P{Go , ... . Posem /í' = m.c.m. {2, eo/2, ei , .. . ; ales-

hores n' = n d hê fi' = /i/2. Si X e P{Go , . .. i si raonem 

de la mateixa manera que a la demostració de la proposició 8.3, 

resulta que X conté un element d'ordre m'• Però X no pot ser 

cíclic, ja que IIo (X) = Go no ho és. Això implica que fi' f̂  ß, 

de manera que M' = |i/2 i X és un grup abelià de tipus (2Z /2 Z) x 

X (Z/m'ZZ) ; això passa si, i només si, eo/ ei,...,eo/ ê ,. Ales 

hores, podem elegir elements x,y G x tals que x és d'ordre 

y és d'ordre 2, i x = < x > ® < y > , Ô equivalentment, y ^ < x >. 

Posem X = (x_^,xo ,xi ,... , y = {y_j,yo ,yi ,... GoxG, x.. .xGĵ , 

una parella qualsevol d'elements x,y £ X en aquestes condicions. 

Es tracta de veure que: 

cas eo > 4 , G conté (t 

(x,y) en aquestes condicions, mentre que X en conté 

- en el cas eo > 4, G conté 4¥'{eo/2) 2"3̂ V(ei ) .. .î  (eĵ ) parelles 
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- en el cas eo = 4 , G conté 6<fi(eo/2) v {et ) .. {e^) parelles 

(x,y) en aquestes condicions, mentre que X en conté 6 <p(n'). 

Amb aixô, el cardinal buscat és el quocient i, com que 2ip{eo/2) = 

= V(eo) i 2 <p{ß') = «^(/ í) , haurem acabat. El que queda de demos 

tracié és fer aquest exercici. 

Fixem-nos en un índex i, 1 < i < k. Com que 11 (X) = G^, 

resulta que G^ està generat per la parella x̂ ,̂ y^; i com que 

y és d'ordre 2, es té que 

(i) si 2 / e^, ha de ser y^ = 0 i aleshores x^ ha de ser 

d'ordre e^, 

(ii) si 4|e^, ha de ser ŷ ^ = 0 ô y^ = e^/2, i ha de ser 

d'ordre e^, 

(iii) si 2leĵ , 4 / ê ,̂ ha de ser x^ d'ordre e^ i y^ = 0 ô 

e^/2; Ô bé x^ d'ordre e^/2 i Vĵ  = e^/2. 

Nota: encara que y^ = 0 per a tot 1 < i < k, veurem que y és 

d'ordre 2, ja que Yo) serà sempre d'ordre 2. 

Això dóna, respectivament, î) (ê )̂ , 2v (e^) , ô (6^^)+(e^/2) : 

= parelles x^/Y^/ i» en conseqüència, (e^) .. .ip (eĵ ) 

parelles (xi , ...,Xj,) , (yi ,... , en G. Veiem, ara, quantes 

possibilitats hi ha per a les parelles (x_^,Xo ) , (y_ĵ ,yo ) • Per 

a aixô, distingirem els casos eo > 4 , i eo = 4 . Comencem pel 

cas eo > 4. Els elements de Go d'ordre < 2 són els elements 

( 0 , 0 ) , { 0 , e o / 4 ) , ( 1 , 0 ) , (l , e o / 4 ) , de manera que (y_j,yo) ha de 

ser un dels quatre. Per altra banda, (x_^,Xo) ha de ser d'or-

dre eo/2 i, per tant, Xo ha de ser d'ordre eo/2 i = 0 ò 1. 

Això dóna 2v5{eo/2) possibilitats per a (x_^,Xo). Però el sub-

grup generat per (x_j^,Xo) en Go conté els elements (0,0), 

( 0 , e o / 4 ) , de manera que per a (y_j^,yo) només queden les dues 
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possibilitats (1,0), (l,eo/4;) . Observem que (y_j,yo) és d'or 

dre 2. En conseqüència, hi ha 4ip(eo/2) parelles ) , {y_ĵ ,yo ) 

Per tant, G conté 4«̂  (eo/2) 2®3^v'(e^) .. ..p (e,̂ ) parelles x,y, tals 

que X és d'ordre ix', y d'ordre 2, i y ^ < x >. . A més a més 

(Z/2 Z) X (Z/M' 22) en conté A<p(n'), anàlogament, ô particu 

laritzant eo = M', ei =. . .= eĵ  = 1. 

En el cas eo = 4 és Go = (2Z /2 Z) x (2Z /2 Z) i hi ha 

6 = 6v(eo/2) parelles (x_ĵ ,Xo ), Xy_j,yo ) adequades, i 6v>(/i') 

maneres, en X, d'elegir la parella x,y: la parella (x_^,xo) es 

pot elegir de 3<p(n') maneres i de 2 maneres la parella (y_j^,yo)." 

Resumim els resultats anteriors en el següent: 

Teorema 8.6.- Suposem que per a tot p^ ^ P es verifica que 

Pĵ  ̂  1 (môd e]̂ ) . Aleshores, el cardinal de 

2^53(^,6;?) és 

a{iU,e;P) = A . <p {et ) .. (e^.)/,p {ß) , 

amb 

1 si 2 ̂  P, 

3ip(eo) si 2 e p, eo = 2, 

2<̂ (eo) si 2 e P, eö > 2, i eol e^ per 

a algun 1 < i < k, 

{2+2"3^)¥>(eo)si 2 e p, eo > -2, i eo/e^ per 

a tot 1 < i < k, 

ona, ß, s6n, respectivament, el número d'fndexs 

i, 1 < i < k, tals que 4Ie^ (per a á),i 2|e^, 

4 / e^ (per a j3> 

A = 

Podem demostrar ara que les condicions necessàries del 

teorema 5.16 s6n també suficients. En efecte, es té el resultat 

següent: 
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Teorema 8.7.- Suposem que la terna (n,e;P) verifica les condi-

cions 

a) nie, 

b) M I n , 

c) p^ = 1 (mod e|), per a tot p^ e p, 

on e = n = m.c.m. {ê , p}, i e^ = 

PI E P 

= p^ e^, p^ / Aleshores, el conjunt 

és no buit. 

Demostració.- N'hi ha prou amb demostrar que, per a alguna ex 

tensió (e; P)-universal, LiQ , el conjunt 2j^(n,e;P) és no buit. 

Prenguem lIQ de manera que estiguem en el cas I; això és dir 

que Gal(LlQ) = Go X...x G, , amb G. - Z / e. 22 , 0 < i < k, i 
K X X 

eo = 1 si 2 ̂  P. Cal veure que P (Gq , ... ,G]̂ ;n) és no buit. Si-

gui H el subgrup de G = GO x...x GĴ  generat per (1,...,1) € G . 

Aleshores, H € P(GO , . . . , ) , i si X G G és un subgrup qual-

sevol de G d'ordre n i tal que H C X, aleshores (X) D Il^(H)=G^, 

per a tot p̂ ^ € p, de manera que X G P {GO ,...,GJ^;n) . Però hi ha 

bijecciÖ entre el conjunt dels subgrups de G d'ordre n i que 

contenen H i el conjunt dels subgrups de G/H d'ordre n/ß. Com 

que A(ln i G/H és un grup abelià, G/H conté com a mínim un sub-

grup d'ordre n/fi i, en conseqüència, 2;̂ jj(n,e;P) és no buit." 
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§9.- El càlcul de a(n,fi.;P). 

El problema de caracteritzar en quines condicions el 

conjunt S^j3(n,e;P) és no buit ha estat resolt en el §8. En can 

vi, el problema de calcular el cardinal a{n,e;P) de 2^]3(n,e;P) 

ha estat reduït, en el §7, a un problema combinatori de grups 

abelians finits. Recordem que, per a tot primer p i per a tota 

parella d'enters no negatius M,N, hem definit en el capítol I, 

§6, el símbol 

N + M 

M 

M . M 

Sigui ara N = ( N i , . . . . . . ) el tipus d'un p-grup 

abelià finit (cf. apèndix,§1, definició), i sigui v un en-

ter no negatiu. Posem 

s D, 
v ^ „ k. n /3 (M) 

fp(N;v) = z n 2 (k^ p ' -
M = V i=l k.=0 ^ Pr 

on n^ = N^ - ß ^ W = , i la suma estesa a 

tots els tipus M < N tals que Mi+...+ M = v. 

El teorema 6.4 de l'apèndix assegura que, si G és un 

p-grup abelià finit de tipus N, aleshores f (N;v) és el cardi 

nal del conjunt (cf.§7), 

) „ 

P(Z /p Z, . /p Z , . . /p®2Z /p®E . 

A la vista d'aquest resultat, anem a establir el resultat fi-

nal sobre a(n,e;P). 
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Suposem que la terna (n,e;P) verifica les condicions 

del teorema 5.16. Aleshores, per a tot primer p es tê que les 

condicions ple, plj", i pln són equivalents. Com que a(n,e;P) 

és la suma dels cardinals de S^(n,e;P) per a les extensions 

(e;P)-universals L|Q (cf. teorema 5.12), el problema és calcu 

lar aquests últims cardinals. Sigui G = Gal{LlQ); aleshores 

G = Go X.. .X Gĵ  amb G^ = 2Z /e^Z , 1 < i < k, i G« = Z /eo 2 

(cas I) Ô Go = (Z/2 2Z) x {Z/(eo/2)Z5) (cas II). En virtut del 

teorema 7.6, el cardinal de 2j^(n,e;P) ës el producte, quan p 

varia en el conjunt dels divisors primers de n, dels cardinals 

dels conjunts 
v^{n) 

P(S^(Go) , .. .,S^(G, ) ;p P ). 
P P ^ 

De manera que el primer que cal fer és calcular els grups 

Sp(G.). 

Per a tot enter j > 1, els grups G/p^G són -es-

pais vectorials de dimensió finita; sigui N^ = N^(p) = 

= dim (p^~^G/p^G), i posem n. = N. - N . Aleshores n. > 0 
p J J J J 

per a tot j > 1 i existeix s = s(p) > 1 tal que n > 1 i que 

n^ = 0 per a tot t > s; en efecte, s ve determinat per l'expo 

nent p® del p-grup abelià 8^(0), pln. Amb aquestes notacions 

es té que 

s "s 
Lema 9.1.- 8^(0) =• (Z2/p 22) x...x (Z/p®Zä) 

Demostració.- En el cas I per a tot primer p i en el cas II 
k 

per a tot primer senar, p, resulta que 3^(0) = f] Sp /ê ẑ;) = 

^ V (ei) i=0 
= n (Z /p P Z) , de manera que només cal veure que n^ = 

i=0 
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= : Vp(ej^) = j}. Però, per a j > 1, = r 

= p^~^Sp(G)/p^Sp(G) , i el número N^ de factors TL TL d'aquest 

quocient és exactament el número de factors cíclics no nuls de 

-i-l ^ -i-1 
pj Sp(G) = Y] pj -^(22/? P Z) ; ës a dir, el cardinal de 

i=0 

' ^ j-lJ; per tant, n^ = N^ - N^^^ és el cardinal 

de {ê ^ : v^Ce^) = j}, com es volia veure. En el cas II, per a 

p = 2, és 2 = p e p, eo > 2 i Go = (Z /2 ZZ) x (Z /(eo/2) ZZ) ; po 

dem posar = 2, e© = eo/2, e^ = ê ,̂ 1 < i < k, i repetir 
'V 

l'argument anterior pels e., -1 < i < k en lloc dels e., ja que 
k ^ k V, ^ 

S2 (G) = n S2 (Z /e^ 2Z) = Y ] c z / 2 ^ S) 

i=-l i=-l 

En el cas I tots els grups S^ÍG^) s6n cíclics i podríem 

aplicar ja el teorema 6.4 de l'apèndix; en canvi, en el cas II, 

Sj (G) no és cíclic. Es té, però, que si posem Go = (ZS /2 Z) x 

X (Z /e¿ S) , = Z /2 Z , Go' = Z /ei Z , G^ = Z ' 

l < i < k , ieé = eo/2, aleshores; 

Lema 9.2.- El conjunt G¿ ,Gi , ... és la reunió disjun 

ta de P{Go , ... i de P(Ho ,Gi , ... , on Ho és 

el subgrup de Go generat per l'element (1,1). 

Demostració." Siguin 11^! G ->• G^, 0 < i < k , les projeccions 

usuals, i sigui nö : Ho x Gj X...X Gĵ  Ho la restricció de ïïo . 

ËS clar que P (Go ,... i P (Ho ,Gi , . .. estan inclosos en 

P(G_ĵ ,GÔ ,Gi , ... ; a més a més, els dos conjunts són disjunts, 

ja que s i X e P{Ho ,G, ,... , aleshores Ho (X) Ç H® Go , de 

manera que X ^ P (Go , ... . Per altra banda, si X e p(G^^,G¿ , G i . • 

i X ^ P(Go , . . , aleshores IIo (X) Gq i de manera que Ho (X) 
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està inclòs en algun dels tres subgrups de Go d'Index 2: Ho, 

GÄ, X 2 Gá . Les dues darreres possibilitats s'exclouen con 

sidérant les projeccions sobre Ĝ ^̂  i sobre Gó , respectivament. 

Per tant, IIo (X) C Ho . Considerant de nou les projeccions so-

bre i sobre G¿ s'obté la igualtat ÜQ(X) = Ho, i aleshores 

X e P(Ho ,Gi , ... . D'on resulta la descomposició de P(G_̂ ,Gá ,Gi,... 

coma reunió dels conjunts P (Go , ... i P (HQ , Gi , .. ., Gĵ ) .• 

Corol·lari 9.3.- En les hipòtesis del lema 9.2 es té que 

#P(Go,...,Gj^;n) = #P (G_J,G¿ ,Gi , .. . ,G]̂ ;n) -

- #P{Ho ,Gi , ... ,Gĵ ;n) , per a tot enter positiu 

n." 

Amb tot això podem establir, ja, el resultat final. Su 

posem que la terna (n,e;P) verifica les condicions del teorema 

5.16. Per a tot primer pin i per a tot enter j > 1, posem 

Nj{p) = #{e^ : Vp(ej_) > j}, i sigui N(p) el tipus N{p) = 

= (Ni (p),...,N (p),...), En el cas p = 2 e P, eo = > 2, 

considerem també els tipus 

N'(2) = (NI(2)+1,N2 (2),...,N ( 2 ) - 1 , . . . ( 2 ) , . . . ) i 
— ro s 

N"(2) = (NI (2) , . . . , N^ (2)-l,...,N^(2),...) . ^ X 0 

Amb aquestes notacions es verifica el següent 

Teorema 9.4.- Si es verifiquen les condicions n I f] e^ , M l n , 

Pi ^ P 
i p^ s 1 (mòd e!̂ ) per a tot p^ e p, aleshores: 
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a{n,e;P) 

n fp(N(p) ?Vp(n) ) , si 2 ^ P, 

pin 

3 n fp(N(p);Vp(n)) , si 2 e p,eo ,= 2, 

p In 

g(2) f] fp(N(p) ;Vpín)) , si 2 e p,eo = 2̂ ''>2, 

p In 

on g(2) = 2-fí {N{2);v2 (n))+f2 (N-(2);v2 (n)) -

- fí (N" (2) ; V2 (n) ) . 

Demostració.- Sigui L una extensió (e;P)-universal, i sigui 

G = Gal{L|Q). Aleshores, per a tot primer pI #G es té que S^ÍG) 

és un p-grup abelià de tipus N(p), excepte en el cas II en què 

Sj (G) és un 2-grup abelià de tipus N'(2). Apliquem el teorema 

7.6. En el cas 2 jé P és a(n,e;P) = aj^{n,e;P), ja que l'exten-

sió (e;P)-universal és única. En el cas 2 e P, e^ = 2 , les tres 

extensions (e;P)-universals tenen grups de Galois isomorfs i e^ 

tan en el cas I, de manera que a(n,e;P) = 3 aj^(n,e;P) per a 

qualsevol de les tres extensions (e;P)-universals L·|Q . Per ûl 

tim, en el cas 2 e P, e^ > 2, dues de les tres extensions 

{e;Pj-universals estan en el cas I i la tercera en el cas II. 

Però, aleshores, el corol.lari 9.3 permet dir que, per a aque¿ 

ta extensió, és aj^(n,e;P) = g'(2) f] fp(N(p) ;v^ (n) ), on g' (2) = 

Pio 

p#2 

= fj (N'(2) ;Vj (n)) - Com que, en el cas I, 

aj^(n,e;P) = f j (N (2);Vj(n)) fi fp (N (p) jv^ (n) ), el resultat queda 

provat.. 
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CAPÍTOL III. 

EXTENSIONS ABELIANES DE Q AMB CONJUNT CRÍTIC AFITAT. 

§1.- Introducció i notacions. 

El teorema d'Hermite-Minkowski permet assegurar que, 

si fixem un conjunt finit i no buit de números primers P, i si 

fixem el grau n, aleshores el conjunt de les extensions de Q 

de grau n i no ramificades fora del conjunt P és finit. En 

aquest capítol estudiem aquest número en el cas abelià. 

Sigui P un conjunt finit i no buit de números primers 

1 sigui Q una clausura algebraica de Q. Donat un enter n > 1, 

posarem 

2 , (n;P) = {K:Q ç K Ç Q, KIQ'és àbeliana i no ramificada a tot 

primer finit p ^ P, i [K:Q] = n}, 

i indicarem per a{n;P) el cardinal de S^j^(n;P). 

El cardinal a(n;P) es podria obtenir dels resultats 

del capítol II a partir de sumar els cardinals a(n,e';P') per 

a tots els vectors e" possibles i tots els subconjunts P' Ç p; 

és més còmode, però, procedir directament. En efecte, per a 

tot grup abelià finit A, i si n = # A, posarem 

S(A;P) = {K: K e amb Gal(KlQ) == A}, 

i denotarem per a(A;P) el seu cardinal. 

Clarament, el conjunt reunió dis junta 

dels conjunts S(A;P) quan A recorre un sistema de represen-

tants de les classes d'isomorfia de grups abelians finits d'or 
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dre n. Això fa que a(n;P) sigui la suma dels a(Ä;P) i que, per 

tant, l'estudi de redueixi a 1*estudi dels conjunts 

2(A;P) . 

Introduïm la funció generatriu de Dirichlet dels nûme 

ros a(n;P); per a estudiar aquesta funció és còmode conèixer 

exactament quins són els valors de n pels quals a(n;P) ^ 0. Si 

bé això es pot conèixer directament a partir de la fórmula que 

els calcula, és més suggerent utilitzar els resultats del capi 

tol II relatius a les extensions (e;P)-universals. Via aquests 

resultats s'obté una caracterització fàcil dels valors de n 

tals que a(n;P) 0, i una extensió L·lQ on hi ha inclosos tots 

els cossos K 6 ^^j^tn/P) • 

Per a acabar, la stuna dels factors d'Euler de la fun-

ció generatriu dels a(n;P) permet estendre aquesta funció a 

una funció meromorfa de tot el pla coiiç>lex amb un únic pol d'or 

dre #P en t = 0. 
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§2.- El càlcul de a(A;P). 

Slgui P un conjunt finit i no buit de números primers, 

i sigui A un grup abellà qualsevol. En aquest § es fa el càlcul 

de a(A;P) . 

Per a tot primer £ , posem Sj(A) l'únic £-subgrup de 

Sylow de A; el fet que A = ® Sp(A) fa que puguem establir una 
S. ^ 

bijecciö entre els conjunts 2(A;P) i Fl S(Sp(A);P), prenent 
£ 

com a imatge de tot cos K S S(A;iP) la familia {Kg }g on Kj és la 

£-subextensi6 maximal de K|Q . En conseqüència, caracteritzar 

2(A;P) equival a caracteritzar 2(Sg(A);P) per a tot primer £. 

Això redueix el problema al cas deis £-grups abelians finits. 
P 

Sigui Qg]̂ !® l'extensiö abeliana maximal de Q no rami-

ficada a tot primer finit p ^ P. En virtut del teorema de Kro-P 
necker-Weber (cf.[Ne 1: cap. III,§3, teor. 3.8]) es té que Q^^ 

s'obté de Q per l'adjunció de totes les arrels m-êsimes de la 
P 

unitat amb m només divisible pels primers p e p. Així, Q̂ ĵ  és 

el cos composició de la família d'extensions linealment disjun 
{p} {p} 

tes Q̂ jj |Q per a tots els primers p 6 p. Com que Q̂ ĵ  és la reu 

ni6 dels cossos Q(f) amb f una arrel primitiva p^-èsima de la 

unitat, r > 1, i com que 

G a l ( Q ( f ) I Q ) = 

Z 5 s i p 2, 

(ZS /2 a) X (Z E) si p = 2, 

{p} 

resulta que Gal(Q^J^ IQ) és isomorf al grup abelià profinit 

Zp X (Z/{p-l)EÍ si p 2, i a 22 X (Z/2 a) si p = 2. En 

conseqüència, es té que 
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n Zp X ri (s/(p-i)s) si 2 ^ P, 

P e P p e P 

n z X n (z/ip-Ds) X (a/2 z) si 2 e p. 
p e p p € p 

Si £ ês un primer qualsevol, la ß-extensió abeliana 

maximal de Q no ramificada fora de P és la í-subextensi6 maxi-
P 

mal de Q̂ ĵ̂  i, per tant, el seu grup de Galois, que denotarem 

per Gp(P), és isomorf al fi-subgrup de Sylow del grup profinit 
p 

I Q) . Es verifica immediatament el següent 

Lema 2.1.- Sigui fi un número primer. Aleshores; 

Vp (prD 
ZP X N 2Z /fi * Z! 

Gj(P) = 

si fi e P,fi 

P e p 

h X n s X Z /2 2Z si fi = 2 € P, 

p e P 

r-T vp(p-l) n a /fi " Z5 
p e p 

si fi ̂  P." 

Siguin, doncs, fi un primer i A un fi-grup abéliâ finit. 

Es tracta de caracteritzar el conjunt 2(A;P). Denotem per 

X(G£(P);A)jel conjunt de tots els subgrups (oberts) H Ç Gj(P) 

tals que Gg{P)/H « A. La teoria de Galois pel cas infinit (cf, 

[Ne 1; cap. 1, §l]) permet deduir de seguida la següent 

Proposició 2.2.- Existeix una bijecciô entre S(A;P) i X(Gg(P);A) 
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Observació 1.- Aquest resultat es pot establir, de manera equí 

valent, en els següents ternes: 

Denotem per Hom^^j^ (Gg (P) ;A) el conjunt dels homomorfi^ 

mes continus i exhaustius del grup profinit Gg(P) en el 

grup finit A. Aleshores, Hom^^ (Gg (P) ;A) = a (A; P) # Aut (A) 

Perö.comptar els morfismes es redueix al mateix problema de grups 

finits a què es redueix el càlcul de X(G£(P)";A) (veure més avall). 

De manera que el problema es redueix a caracteritzar 

el conjunt X(Gg{P);A). Com que A és un £-grup abelià finit, exis 

teix r > 1 tal que fi^A = 0. Aleshores, si H G X(Gg(P);A), és 

Gg(P)/H = A, de manera que ß^Gg(P) ç H. Per tant, la bijec-

ci6 entre el conjunt dels subgrups de Gg (P) que contenen !2̂ Gg (P) 

i el conjunt dels subgrups de Gg(P)/fi^Gg(P) dóna una bijecció 

entre 2(A;P) i el conjunt dels subgrups de Gg(P)/fi^Gg(P) que do 

nen quocient isomorf a A, per a tot r ^ 1 tal que = 0. Com 

que P és finit, podem elegir r com el mínim enter r > 1 tal que 

ß^A = 0 i que r > Vg(p-1) per a tot p € P; per a aquest valor 

de r, posem 

HG(P;A) = GG(P)/ß^GG(P). 

Lema 2,3.- Amb les notacions anteriors es verifica que 

Vg(p-l) 
® /fi^Z x fi 2Z /fi Z 

D e p 

HG(P;A)« 

si fiep, «5̂ 2 

X N ^ X Z /2 Z2 si £ = 2e P 
p e p 

Vg(p-1) n Z5 /£ 
p e p 

si £ ^ P. 
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Demostració.- Només cal aplicar el lema 2.1 i tenir en compte 

que ZZj /Í^ZZj = z i que, per ser r > Vp (p-1) , és 
Vp(p-l) 

«""(E /£ a) = 0, per a tot p e p .• 

Així, el problema de calcular a(A;P) ha quedat reduït 

al problema de calcular el número de subgrups del grup finit 

Hj(P;A) que donen quocient isomorf a A. Sigui, doncs, G un fi-grup 

abelià finit qualsevol. Aleshores, podem escriure G en la forma 

G = (Z /£ X X . . . X (5Z 

amb els m,...,n„ > 0. Posem N. = n. +..•+ n^ si 1 < i < s, 

S X X s 

N^ = o si i > s, i sigui N = (N,,...,Ng,0,...); direm que G ês 

un £-grup abelià finit de tipus N. Si M és el tipus d'un altre 

fi-grup abeliâ finit, denotarem per H{G;M) el conjunt dels sub 

grups de G de tipus M i per h(G;M) el cardinal de H(G;M)(cf. 

apèndix, §1). Si considerem el dual de G, G = Hom (G,C*), resul 

ta que G és isomorf (no canònicament) a G; aleshores, l'isomor-

fisme de H£(P;A) amb el seu dual permet demostrar fàcilment que 

hi ha una bijecciö entre el conjunt dels subgrups de Hg(P;A) que 

donen quocient isomorf a A i el conjunt H(Hg(P;A);M), on M és 

el tipus del E-grup abelià finit A (cf. cap II, §7, lema 7.4). 

De manera que a partir de la proposició 2.2 s'obté que a(A;P) = 

- H(HJ(P;A);M). 

Si M, N, són tipus de £-grups abelians finits, posa-

rem M < N si, i només si, M^ < N^ per a tot i > 1. El teorema 

6.1 de l'apèndix dóna el valor exacte de h(G;M) per a tot £-grup 

abelià finit G de tipus N i tot tipus M < N. Com a conseqüència, 

es té que: 
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Teorema 2.4.- Sigui A un 2-grup abelià finit de tipus M, i sigui 
P un conjunt finit i no buit de números primers. 
Sigui N = (Ni,...,Ng,0...) el tipus del ß-grup abe 
lià finit Hg(P;A). Aleshores, si M ^ N és a(A;P) = 
= 0, i si M < N és 

r 

n 
i=l 

r 
on T(M) M^^^ (N.-M^).' 

1=1 

a(A;P) = ^i - «i.l 
M. M i+l 
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§3.- El calcul de a(n;P). 

En aquest § calculem a(n;P) per a tot enter n > 1 i 

tot conjunt finit i no buit P de números primers. El primer pro ' 

blema consisteix a caracteritzar quan el conjunt ^gjjínjP) és no 

buit. Es té el resultat següent: 

Proposició 3.1 El conjunt S , (n;P) és no buit si, i només si, 

per a tot primer £|n es verifiquen les condi-

cions 

(i) £ e p Ô bé existeix pG p tal que p = 1 

(mod S), 

(ii) si í ^ P i per a tot p e p posem s^ = Vj(p-1), 

aleshores Vj (n) < ^ ^ Sp. 

p € p ^ 

Demostració.- Suposem que ^gj^í^/P) és no buit i sigui K S ; 

sigui fi In un primer. Per a tot primer p ^ P posem e = e (K|Q) i 
r ^ ^ . 

escrivim e^ = p ^e^ amb p / e^; siguin n = m.c.m. {ep:p€ P}, 

e = n Sp- Aleshores, en virtut del teorema 5.16 del capítol 

p e p 

II, resulta que Min, que nie i que e^lp-1 per a tot p ^ P. De 

fiïn, nie, resulta que file i, per tant, ® ISp peî  a algun p^ P; 

així, Ô bé fi e P Ö bé fi lp-1 per a algun p e p; per altra'banda, 

"P 
si fi ̂  P resulta que Vj (n) < Vg (e) = J] Vj (e^) < J] Vj (p-l) = 

P ^ P 

= Z ® » com volíem veure, 

p 6 P ^ 

Recíprocament, com que les extensions són abelianes, Vj (n) 

és suficient veure que és no buit per a tot pri-

mer fi In. Ara bé, per a tot fi i per a tot r > 0 resulta que 
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£ , ës no buit, de manera que si £ ^ P, el conjunt 
Vg(n) 

;P) és no buit. Suposem, doncs, que í ^ P. Per a tot 

p G p posem e = min {vp(n), s = Vn(p-l)}, i'sigui e el vec-
P £ * P * — 

tor de components p De la condició Vj (n) < 2 s ' ̂ ^esulta 

Vj (n) p G P 
que 2 , (£ , e;P) ës no buit (cf. cap II, §8, teor. 8.7), de 

Vg (n) 
manera que ;P) > com volíem veure." 

Podem reduir el problema del càlcul de a(n;P) al cas 
Vp (n) 

de les fi-extensions, ja que a{n;P) = fi íP)- A partir 

d'ara, doncs, suposarem que n = ß®. ® 

Per a tot enter j > 1 posem T j = { p e p : p = £ ô p = l(môd K^)} 

Nj = # Tj, i n^ = Nj - Nĵ ĵ . Aleshores, es të que els T^ formen 

una successió decreixent. 

P 9 T, 3 TJ 3 ... 3 T^ D ... , 
O 

que n. = #{T.-T.^-), i que n. = 0 per a'j > > 0. Numerem els 
mJ J J J 

primers p e P de manera que per a tot j > 1 sigui T. = {p,,...,p }. 
D N. 

En particular, si £ e P serà T^ = {fi}per a j > > 0 i, en conse 

qüència, tindrem que pi = ß. Amb aquestes notacions es verifica 

que 

Proposició. 3. 2.- = T, ) . 

Demostració.- Immediata, ja que si K € i P ^ P» 

p ^ Ti , aleshores p í, £ / p-1, de manera que e^íKlO) = 1 

(cf. cap. II, §5, teor. 5.16)." 
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La proposició 3.1 dóna, en aquest cas, que és 

no buit si, i només si, s < Ni +...+ N^ +.., . Awb tot aixô, po-

dem demostrar, ja, el següent 

Teorema 3.3.- a) Si £ ô si fi = 2 ̂  P, hi ha una bijecció 

entre el conjunt (fi®;P) i el conjunt de tots 

els subgrups d'ôrdre del fi-grup abelià finit 

n N 

G = ( Z / f i z f X . . . X ( ¡2 / f i ® " ^ Z ) ( Z / f i ® ® ) 

b) Si fi = 2 e p, hi ha una bijecció entre 

i el conjunt de tots els sxibgrups d'ordre 2® del 

2-grup abelià finit 

n, +1 
G = (Z/2 X (ZÎ/4 ZZ)"̂  x...x (Z5 

N 
X (Z /2® S) 

Demostració.- a) Podem suposar, en virtut de la proposició 3.2, 

que P = T, . Per a tot Pĵ  S P sigui j = j{i) l'únic enter tal que 

Pi S Tj - Tj^j^, si p / fi ivvjj (p-l)< s, i sigui j = s si p = fi 

Ô si Vg(p-1) > s. Sigui Q(e^)IQ l'única extensió abeliana de 

grau fi^ i no ramificada fora de {p^}. Ës a dir, per a tot p^ 6 P 

considerem l'extensió (fî ; {p¿})-universal pel màxim j < s pos-

sible (cf. cap II, §5). Com que fi/2, ô f i = 2 ^ P , aquesta ex-

tensió és única per a tot p, e P . Posem també L = Q(0IÍ...,0„ ). 
J- NJ 

Sigui K e ) ; si posem e = (... . .. ) on e^ = e^ (K|Q), 

resulta que 0X0^) conté l'extensió (e^;{p^})-universal, de mane-

ra que L conté l'extensió (e;T,)-universal.i, per tant, K C L . 

Així, hi ha bijecció entre ) i el conjunt dels subcos-

sos de grau fi® de L. Però L|Q és abeliana i Gal(L|Q) G. Només 

cal tenir en compte, ara, que el número de subgrups de G d'índex 
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és el mateix que el número de subgrups de G d'ordre ß®. 

b) En el cas 2 = 2 e P tot va de la mateixa manera excepte que 

cal canviar l'extensió Q(ö,) l'Q, que correspon al primer fi = 2, 

per la composició de les tres extensions (2®;{2})-universals, 

que és Q{0i)lû amb 0i una arrel primitiva 2®*^-êsima de la uni 

tat." 

Aquest teorema permet escriure ja el valor de a(fi^;P) = 

= a(Ä^;.Ti) . En efecte, si apliquem el teorema 6.2 de l'apèndix 

als grups G del teorema 3.3 obtenim que 

Teorema 3.4.- Posem, per a l < j < s , N j = # T j , excepte en el 

cas fi = 2 e p , j = i, en què posem N, = 1+ # Ti . 

Aleshores : 

a(fi^P) = I fi 

M i=l 

Ni - ^i.l 

^i - ^i.l 

on 7(MJ = ¿ M^^^ (N^-M^) i la suma s'estén a 

i=l 
tots els tipus M = (Ml, ,Mg,0,...) tals que 

Ml +...+ M = s, i que M. < N. per a 1 < i < s.• 
S X X 
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§4.- La fune16 generatriu de a(n;P). 

Podem, ara, definir la funció generatriu de Dirlchlet 

dels números d'extensions abellanes de Q de grau n 1 no raml-

ficades fora de P: 

G(P;t) = ^ a(n;P) n"^. 

n > 1 

El primer problema consisteix a determinar algun semi-

plâ on la sèrie sigui convergent. Es té la següent 

Proposició 4.1.- Sigui P un conjunt finit i no buit de números 

primers, i sigui ß un primer qualsevol. Ales-

hores, 

DeiwDstraciö.- Observem la fórmula del teorema 3.4. Els factors 

de «i-^i.l 

^i-^i.l 

admeten la següent afitació: 

N -M 
2 -1 

j . 
£ -1 

de manera que 

i, per tant. 

s 

n 
i=l 

«i-Mi.l 

2 (N^-M.) 

< 
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Així, cada sumand de a(®®;P) admet la fita 

I M.(N.-M.) 

s s s 
Com que J M^ M^ = s , i j; M^N^ < NjS , resulta que 

i=l i=l i=l 

s 

X M^(N^-M^) < {Ni-l)s < s #P 

i=l 

en tots els casos, ja que Ni < 1 + #P. Per tant, cada suitiand 

de a(£®;P) és menor ô igual que 

2M, J S # P ^ 2 S gs# P ̂  J (1+#P)S 

Ara bé, la suma s'estén a una família de particions 

restringides de s, de manera que el número de sumands està afi 

tat per 

G < FI'^® 

(cf.lAp 1: cap. 14, §7, teor. 14.5]). Per tant, 

com volíem veure." 

Corol·lari 4.2.- Sigui P un conjunt finit i no buit de números 

primers, i sigui n > 1, un enter. Aleshores 

a{n;P) < n̂ "" 

Demostració.- Immediata, ja que a(n;P) és una funció multiplj^ 

cativa." 

Aquest resultat implica que G(P;t) defineix una funció 

analítica 

en el semiplâ Re{t) > 6 + ^P, i admet la descomposi-

ció en producte d'Euler 
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G(Pft) = n X I 

« r > o 

(cf. cap. I, §7). 

El pas següent consisteix a calcular els factors d'Eu-

ler. Per a començar, observem que si £ ^ P i si ß/f p-1 per a cap 

primer p e p, aleshores = 0 per a tot r > 1 (cf. prop. 

3.1), de manera que el factor d'Euler de G(P;t) que correspon 

al primer fi és 

Cg(P;t) = 1 . 

Amb això, es té que G{P;t) és un producte finit de factors d'Eu 

1er. 

Per altra banda, si fi ^ P però fi lp-1 per a algun 

p e p , posem N^ = #{pe P: p = l (mòd fi^)}, per a tot i > 1. 

Aleshores, existeix un s màxim tal que N^ / 0 i, en virtut dels 

resultats del §3, per a r > s és a(fiP) = 0. De manera que el 

factor d'Euler que correspon al primer fi és la suma finita 
s 

Cj(P;t) - I a(fi^;P) fi" 

r=0 

Aquesta suma defineix una funció analítica de tot el pla com-

plex. Com que a(fi^;P) > 0 i a(l;P) = 1, resulta que Cj(P;0) > 1; 

en particular, Cg(P;t) no s'anul.la en t = 0. 

Estudiem ara el cas fiep. Posem N^ = 1+ #{pe P:p s l (mòd fi^)} 

per a tot i ?» 1, excepte en el cas fi = 2 e p, i = i, en què po-

sarem Ni = l+# P = 2 + # {p e p: p s 1 (mòd 2)}. Com abans, 

existeix un mínim valor de s tal que N^^^ = 1 per a tot h > 0. 

Si apliquem el teorema 3.4 obtenim que, per a tot r > 1, és 

- r l - r ^ 
fi ̂ ^ a(fi^iP) = z fi - n 

M i=l 

Ni-^i.l 
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r r 

on = 2 M^^j^(N^-M^) - t X M^» i el sumatori estés a 

i=l 1=1 
tots els tipus M = (Ml , . . . O , . . . ) < N = (Ni,.../N^,1,...,1,. 

tais que Mi +...+ M^ = r. 

Observem que el número de sumands creix quan creix r. 

Però, si i > s, aleshores N^ = 1; això fa que M^ < 1, de mane-

ra que si M̂ ĵ̂  = 1, aleshores M̂ ^ = 1 i M̂ ^̂ ^ (N̂ -̂M̂ ) = 0. A més 

a més, per a i > s, és 

Ni-^i.l 
1 , 

ja que, si M^ = és un producte buit, i si M̂ +ĵ  = 0, M^ = 

= 1, és N^ = En qualsevol cas, doncs, el límit superior 

del producte, r, es pot substituir per s - 1, i Tjuiít) es pot 

substituir per l'expressió 

s-I 

^M^t) = i - t I M.. 

i=l i > 1 

Per tant, el factor d'Euler de G(P;t) que correspon al primer 

í e p és 

I 
r > 0 

-rt . 

M i=l 

^i-^i.l 

£ 
s-1 

on Tĵ (t) = Y. ^i+i " t i la suma estesa a to 

~ i=l i > 1 

tes les successions decreixents Mi > Mz >...> M^ >. .., nul-

les d'un lloc endavant, i tals que M^ < N^ per a tot i > 1. 

Degut a la convergència absoluta en Re(t) > 6 + # P, 

podem reordenar els termes de la sèrie com. ens plagui (de fet, 

ja ho hem fet). Així, podem partir les successions M en dues 

classes: per una banda, aquelles que tenen M = 0, i per l'al 

tra, les que tenen M = 1. De successions M amb M = 0, n'hi 
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ha un nûnfâro finit, i podem considerar la suma 

Aß(P;t) = ^ « 

M" 

s-1 

n 
i=l 

^i-^i.l 

Mi-^i.l 

s-1 s-1 
on 7j^„(t) = M^+^ÍN^-M^) - t y M^, i la suma estesa a tots 

i=l i=l 
els M" = (Ml,...,Mg) amb Mi > ... > M^ = 0, i M^ < N^ per a tot 

i. Aleshores, Aj{P;t) defineix una funció analítica de tot el 

pla complex. 

Per altra banda, les successions M tais que M = 1 es 
S 

poden partir, encara, en un número finit de classes: dues. M, 

M'., estan a la mateixa classe si, i nomSs si, M^ = Mĵ  per a 

1 < i < s. Aleshores, cada classe està formada per les succès 

sions M' = (M, quan h > 

> 0, i els Ml , . . . s 6 n constants a cada classe. Aixl, 

a cada classe, els factors 

s-1 

n 
i=l 

Ni-^i.l 

s-1 s 

I Mi.l(Ni-Mi) - t I M^ , 

i=l i=l 

àôn constants, i la suma dels termes de la classe és el produc 

te d"aquests dos factors per la sèrie 

z 
h > o 

de manera que, si posem 

-t -1 
fi = (1-fi ^ 

T-l 7m, (t) s-1 
Bg(P;t) = ¿ 7 ^ n 

M' i=l 

^i-^i.l 

^i-^i.l 
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s-1 s 

amb (t) = ^ ~ ^ Y '̂ i' ̂  ^^ estesa a to 

i=l i=l 
tes les famílies finites M' = (Mi,...,M ) amb Mi > Mj > ...> M =1, 

S s 

M^ < N^ per a 1 < i < s, el factor d'Euler de G(P;t) que corre^ 

pon al primer í€.p és el producte del factor ^ pel fac 

tor 

Cj(P;t) =Bj(P;t) + Ag(P;t) 

Observem que Bg(P;t) ës una suma finita i que defineix una fun 

ci6 analítica de tot el pla complex que no s'anul·la en t = 0. 

En conseqüència, com que (1-fi ) defineix una funció meromor 

fa del pla complex amb un únic pol simple en t = 0, obtenim els 

següents 

Teorema 4.3.- La funció generatriu de Dirichlet dels números 

a(n;Pl es pot escriure, en el semiplà Re(t) > 6+ #P, 

en la forma 

G(P;t) = n d-fi"^)"^ n Cj(P;t). 

c e p fi 

Les funcions Cj(P;tl s6n funcions analítiques de 

tot el pla complex, i Cg(p;t) = I quan i ^ P i 

fi / p-1 per a cap primer p s p.m 

Teorema 4.4.- La funció G(P;t) es pot estendre a una funció me 

romorfa de tot el pla complex amb un únic pol en 

t = 0, d'ordre #p. • 





APÈNDIX. 

SUBGRUPS D'un p-GRUP ABELIÀ FINIT, 

§1.- Introducció i notacions. 

L'objectiu d'aquest apèndix ës, essencialment, el càlL 

cul del número de subgrups d'un grup abeliä finit que satisfan 

certes condicions. 

Sigui p un número primer i sigui G un p-grup abelià 

finit. Aleshores, existeix s ^ 0 i existeixen enters no nega-

tius ni ,n2 ,.. ,ng, tals que, tret d'isomorfisme, podem escriu 

re G en la forma 

G = (2Z /p x X...X (Z:/p®!Z)"®. 

Els successius quocients i > 1, s6n els p-quocients 

elementals de G; són r^-espais vectorials de dimensió finita, 

Nĵ . No és gens difícil comprovar que N^ = n^ +...+ n^, 1 < i < s, 

i que Nĵ  = 0 per a tot i > s (cf. cap II, §9, lema 9.1) ; de ma 

ñera que el coneixement dels N^ equival al dels n̂ ^ i, per tant, 

al coneixement de G. 

Clâssicament (cf.[Bu 1: cap. VII, §81]) es definia el 
n ) "•s-l̂  ^ 

tipus de G corn el vector (s,...,s,s-1,....,s-1,...,2,...,2,1,....,1) 

La possibilitat que algun n^ sigui zero fa que treballar amb 

aquesta definició sigui bastant enutjós, sobre tot a l'hora de 

comparar diferents p-grups abelians finits. 

Sigui s el màxim natural s > 0 tal que n^ > 0; alesho 

res, podríem definir el tipus de G en la forma ( n i , . . . ò 
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en la forma equivalent {N|,...,N ) {cf.[Dy l]); aixô té la ma 

teixa dificultat que la definició clàssica: el valor de s que 

correspon a dos p-grups abelians finits pot ésser diferent, de 

manera que els vectors s6n de longituds diferents. Si, per a 

poder-los comparar, igualem les longituds tot afegint zeros a 

un en la forma (m,...,n^,0,...0), resulta que el vector no 

queda unívocament determinat. PerÔ aquesta dificultat desapa-

reix si posem n^ = N^ = 0 per a tot i > s, amb la següent 

Definició.- Posarem N = (Ni , . . . , . . . ) i direm que G és —— S s+ i 

un p-grup abelià de tipus N. 

D'aquesta manera, el tipus d'un p-grup abelià finit és 

una successió decreixent de números naturals, nul·la d'un lloc 

endavant, i que el determina a menys d'isomorfismes. Observem 

que el valor de s queda determinat per l'exponent, p®, de G, 

que ^ N^ = Ni +...+ Ng = ni + 2ní +...+ sn^, i que G és 

i > 1 
' : r Ni+...+ N 

d'ordre p 

Sigui Xo un p-grup abelià finit de tipus M. Veurem a 

la proposició 2.1 que G conté un subgrup de tipus M si, i no-

més si, per a tot natural i > 1 es verifica M^ < N^, fet que 

indicarem per M < N. Si poserai M + N el vector de components 

Mĵ , i > 1, és immediat comprovar que G x Xo és de tipus 

N + M . 

Sigui H(G;M) el conjunt format per tots els subgrups 

X Ç G de tipus M, i posem h(G;M) el seu cardinal. En aquest 

apèndix es tracta de resoldre els problemes següents: 
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Problema 1.- Calcular h(G;M). 

Problema 2.- Donat O < v < Nj +...+ N^, calcular el número de 
S 

subgrups de G d'ordre p^. 

El grup G és el producte de n^ factors 7L /p^Z, 1 < r < s; 

indicarem per 11̂  , : G Z /p^2Z , l < u < n ^ , l < r < s , la pro jT f U J. "" 

jecciÓ usual de G en el u-èsim dels factors Z /p^Z , i per n 

el conjunt de les parelles (r,u), 1 < u < n^, 1 < r < s. 

Problema 3.- Calcular el número de subgrups X ç g de tipus M 

tais que per a tot (r,u)e n es verifica que 

"r,u = Z /p^ 2Z . 

Problema 4.- Calcular el número de subgrups X ç G d'ordre do-

nat p^, amb O < V < Ni +...+ N^, i tais que per 

a tot (r,u) e n es verifica que n (X) = S /p^ 7L — r,u 

Amb les notacions del capítol II, això és calcular el 

cardinal del conjunt 

ni ) n ) 
P(Z /p 22, . .., Z /p Z, . . . , TL /p®Z, , TL /p®Z; p^) . 

Els dos problemes següents s'inclouen per a completar, 

ja que la seva solució s'obté de manera senzilla a partir de 

la solució dels problemes anteriors. 

Problema 5.- Calcular el número de subgrups X de G tais que 

per a tot {r,u) e n és II (X) = Z /p^ IZ , sen-
— r,u 

se restriccions ni a l'ordre ni al tipus de X. 

Problema 6.- Calcular el número total de subgrups de G, sense 

restriccions. 
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Tots aquests problemes es poden enunciar en el cas d'un 

grup abelià finit qualsevol, G, no necessàriament p-grup. Però 

la descomposició de G en producte dels seus subgrups de Sylow, 

G = n Sp(G)=' ^Sp(G), permet reduir els problemes al cas de 

p-grups. Això és clar en el cas dels problemes 1,2,6, en els 

quals no intervenen les propietats relatives a les projeccions. 

Per als altres problemes, si G = ZZ/ei Z x...x Z/B j^Z i n^ : 

G ->• Z /e^ E és una projecció qualsevol, és fàcil veure que per 

a tot subgrup X Ç g és n^(X) = Z /e^Z si, i només si, per a 

tot primer p, és n^(Sp(X)) = S^(Z /e^Z) (cf. cap. II, §7, prop. 

7.5); de manera que els problemes 3,4 i 5, també es redueixen 

al cas de p-grups abelians finits. 

La solució del problema 1 està enunciada en [Dy 1: teor. 

A] . De tota manera, i per fer aquesta memòria més autocontingu 

da, en donarem una demostració. Això, a més a més, ens servirà 

per a establir les notacions i alguns resultats necessaris per 

als altres problemes. 
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§2.- Inici de la resolució del problema 1. 

Sigui p un número primer i sigui G un p-grup abelià fi 

nit de tipus N = (Ni,...,N , 0,.. • ) . Mantindrem les notacions —" S 

del §1, de manera que = - N^+jf per a tot i > 1. Tot ele 

ment de G és una família x = (r,u) e n, d'ele-r,u — 

ments x^ , e Z , pels quals sovint prendrem representants ^ r u 

enters amb 0 < x^ „ < P^-r, u 

Sigui Xo un p-grup abeliâ finit de tipus M. El proble 

ma 1 consisteix a calcular h(G;M). Comencem per caracteritzar 

quan h(G;M) > 1. 

Proposició 2.1.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N. 

Aleshores G conté algun subgrup de tipus M 

si, i només si, M < N. 

Demostració.- Per pas al dual G = Hom(G;C*) G conté un subgrup 

de tipus M si, i només si, 6 té un quocient de tipus M. Però 
n ~ 

si G Xo és un morfisme de grups exhaustiu, resulta que, per 

a tot natural i > 1 es verifica que n(p^G) = p^Xo, de manera 

que obtenim, per pas al quocient, morfismes exhaustius n^: 

p^"^G/p^G -»• p^~^Xo/p^Xo , que ho són de ]^-espais vectorials. 

Per tant, M^ = dim̂ ,̂ (p^"^Xo/p^Xo ) < dim^p (p^"Vp^G) = N̂ ,, per 
P P 

a tot i > 1. En conseqüència, M < N, 

Recíprocament, suposem que M < N; podem passar de M a 

N per una successió finita de vectors tais que només diferei-

xin en una component, i d'una unitat en aquesta component. Ai 

xí, podem suposar que N^ = M^ + 1 en el lloc j-èsim i que M̂ ^ = 

N^ per a i j. Això significa que els grups G i Xo són, respec 
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tivament, 

ni . n. n 
G = (2Z/P ZZ) X . . . X (2¡ /p^Z) 3 X . . . X (Z/p®ZZ) 

ni . ̂  n. - + l . n.-l 
Xe = (Z/p Z) X . . . X (2Z/pJ ^Z) J"-" X (Z/p^Z) 3 x...x(Z/p®^) 

Perô el factor diferent, Z , de Xo ês isomorf al sub-

grup p(Z /p^Z) del corresponent factor Z /p^z de G; de mane-

ra que podem incloure Xo en G component a component." 

Aquesta proposició fa que, a partir d'ara, puguem su-

posar que M < N. Per a fixar les notacions, posem p® l'expo-

nent de G, de manera que N = (Ni,...,N„,0,...) amb N > 0; es 
— S s — 

criurein també M = (Mi ,.. . 0,. .. ) amb M^ > 0, i posarem m^ = 

= M^ - P®^ ® i > 1. Denotarem, anàlogament a com hem 

fet amb n, per m el conjunt de les parelles (i,j) tais que 

l < i < s , l < j < m ^ . 

Considerem el conjunt B(G;M) format per totes les fa-

mílies {e. .},. ..p (abreujarem {e. .}„) d'elements e. .€ G 

tais que per a tota família d'enters {X. .} es verifica l'e-
ifD £! 

quivalència 

^ij e^j = 0 en G per a tot (i,j) e m és 

(i, j)e m 

X^^j H 0 (môd p^). 

Definició.- Anomenarem M-base en G tota famíll. lê  .} com 
— i,3 m 

l'anterior. Així, B(G;M) és el conjunt de totes 

les M-bases en G. 

El significat d'aquesta definició queda aclarit pel 

següent resultat: 
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Lema 2.2.- a) Sigui {e^ ^ u n a M-base en G. Aleshores, el sub 

grup de G generat pels e. . és de tipus M i no 
1,3 — 

admet un sistema de generadors amb menys elements. 

b) Sigui X Ç G un subgrup de G de tipus M. Aleshores, 

existeix una M-base en G, {e. •}„ , tal que X ës — 1, j m 

el subgrup de G generat pels e. .. 
1 » D 

Demostració.- Sigui {e^ una M-base en G, i sigui X el sub 

grup de G generat pels e. .. L'equivalència (1) permet demos-
if 3 

trar, si triem famílies X. . adequades, que cada e. . és un 
3 1/3 

element de G d'ordre p . Considerem, en XQ, la M-base canôni-
'V 

ca en Xo; E. . = (0,..., 0,1,0,. .., 0) amb 1 a la component (i,j). 

Aleshores Xo = 
® < E . .> i, efectivament, .} és una M-ba 
: m - ~ ~ se en Xo. Com que E. ., e. són d'ordre p^, podem definir un 1/3 1/3 únic raorfisme de grups i/ẑ: Xo X tal que (E. .) = e. .. Com Ä A l , ] 1/3 

que els e. . generen X, és exhaustiu. Per altra banda, un 
1/3 

petit càlcul tenint en compte la condició (1) demostra que 

és injectlu. Per tant, és un isomorfisme. Ës clar, a més a 

més, que Xo no admet un sistema de menys generadors que el si£ 

tema {E. per tant, el mateix passa a X amb el sistema 
1/3 2! 

m 

Recíprocament, si X és un subgrup de G de tipus M, i 

si ^ : Xo -»• X és un isomorfisme qualsevol, la família {e. .} , 
1/3 £! 

definida per e, . = yl/Çè, 
.), és una M-base en G, ja que la con 

1/3 1/3 ~ ~ 
dició (11 es.manté per isomorfisme." 

Aquest lema ens permet fer una primera reducció del 

problema 1. En efecte, per a tot X e H(G;M) podem triar un iso 
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morfisme fix Xo X. Donada, ara, una M-base en G, {e. .} 
A — X, j m 

denotem per X el subgrup de G generat pels e. ., i sigui 
1,3 X 

'V 
Xo X l'isomorfisme definit per '/'„(E. .) = e. . a la demostra 

Ä 1,] X,J — 

ci6 del lema anterior. Aleshores, o ̂ ^ S Aut(Xo) i podem 

definir una aplicació 

f: B(G;M) • H(G;M) x Aut(Xo) 

í®i,j>m ' ^ ^x' ° ^x) • 

Es verifica el següent: 

Corol.lari 2.3.- L'aplicació fês bijectiva. En particular, 

h(G;M) #Aut(Xo) = #B(G;M). 

Demostració.- Com que els no depenen de {e. .} , disposar 
A XI j m 

d'un automorfisme <p de Xo equival a disposar de l'isomorfisme 

o <f> de Xo en X, per a un X S H(G|M), Ô per a tot X € H(G?M). 

Així, una parella qualsevol IX,e H(G;M) x Aut(Xo) es pot es 

criure en la forma (X, on ^^ = ip^ o <fi, i per a tota 

parella (i, j) e m podem definir e. . = .) . Com que ^^ — X , J A l , 3 A 

és isomorfisme, els e^ ^ formen una M-base en G i és clar que 

jJjjj ) = (X,^) . Per tant, f és exhaustiva; però com que 

®® recupera de f He^^^Jj^^) per e^ ^ = í̂ ^̂ î j^' ^ 

bé és injectiva." 

Amb aquest corol.lari, el càlcul de h{G;M) queda re-

duït al càlcul de #Aut(Xo) i al càlcul de #B(G;M). Comencem a 

fer el càlcul d'aquest últim. 

Per a tot r > 0 posem U^(G) el conjunt dels elements 

de G d'ordre exactament p^. Aleshores G és la reunió disjunta 
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dels Ü^(G) per a 0 < r < s. Com que 1'exponent de G és p®, es 

té que UgíG) ^ <¡> x que U^(G) = <t> per a tot r > s. 

A la demostració del lema 2.2. hem vist que si {e. .} 
ifD S 

ês-iuna M-base en G, i si M^ > l, aleshores existeix e i és 
s,mg 

un element d'ordre p®. Per tant, si M > 0 , podem definir una 
S 

aplicació g : B(G;M) U^ (G) per = e^ 
"'s 

Proposició 2.4.- L'aplicació g'ési exhaustiva i totes les fibres 

tenen el mateix cardinal. 

Per a denostrar aquesta proposició serà útil el següent 

resultat, que farem servir també al §4. 

Lema 2.5.- L'acció de Aut(G) en U^ (G) donada per (¥>,x) ̂  v(x) 
S 

és una acció transitiva. 

Demostració del lema 2.5.- Sigui E = E = (0,...,0,1) E G. 

Aleshores E e u^(G) i és suficient provar que donat a ^ (G) 

existeix un automorfisme de G que transforma E en a . Consi 

derem la N-base canònica en G,{E^ , i sigui G' el grup G 

excepte l'últim factor ZZ/'p®2; és a dir, 

G' = e . 

{r,u)5í{s,ng) 

Aleshores G = G'® < E >, i com que < E > = <a>, és suficient 

veure que G = G' ® <a > . Podem suposar, ja que permutar les 

darreres n^ components de G és un automorfisme, que la darrera 

component, a^ ^ , de Ä és un generador de 25 , i via un au 
S 

tomorfisme de G que només mogui l'última component, que o. = i, s,ng 



136. 

Però, aleshores, a- E e g', i d'aquí s'obté fàcilment que 

G = G' ® < a > 

Demostració de la proposició 2.4.- Siguin a, a' € u (G). En 
S 

virtut del lema 2.5, existeix un automorfisme de G tal que 

fia.) = a* . Com que la condició i U ) es manté per isomorfismes, 

V transforma bijectivament g~^(a) en i, per tant, tots 

els conjunts g"^(a), a e U^ÍG), tenen el mateix cardinal. A 

més a més, com que M < N i M^ > 1, B(G;M) fi ^ . Això implica 

que g és exhaustiva, ja que algun g"^(a) és no buit." 

Aquesta proposició permet reduir el càlcul de #B(G;M) 

al càlcul de #U (G) i de g"^(E), amb E = E = (0,...,0,1) E G. 

Per a això, continuarem suposant que M < N i que M > 1 . Sigui 

"" S 

G' com abans i sigui Xá = ^ ' Aleshores, si 

(i,j)/(s,mg) 

M', N", són els tipus respectius de Xé i de G', resulta que 

1, = l < i < s , i podem considerar el con 

junt B(G' ;MM. Es verifica la següent 

Proposició 2.6.- g~^(E) és equipotent al producte cartesià 

B(G«;M'} X Xá . 

Demostració.- Sigui {e. .} ë g"^(E). Aleshores {e. .} és 
j JS i » j m 

una M-base en G tal que = E; posem e^ ^ = (..., ' ' ' " ̂  ̂  

e G, i definim, per a tot (i,j) / (s,m^), e! .= e/ . - E; és s i,3 

a dir, eĵ ĵ és e^^^ excepte la darrera component, que és zero. 

Com que e. . és d'ordre p^, resulta que = 0 (mòd p^ 

i podem escriure = . amb b, . únic tal que 
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O < b. . < p^. Sigui b = {...,b, .,...) e x¿ . Aleshores {e! .} 
J 1/ D 1 , 3 m , 

és una M'-base en G'. En efecte, si tenim enters X. ., (i,j) 6 m'. 
If D ~ 

resulta que 

2" X. . eî . = 0 en G' «> S' X. . e'. . = 0 en G 
1/3 i/D 

o 2' X e, . - (2'X. . af^'^i^E = 
1,3 i»3 1/3 s,ng 

= 0 en G 

X. . = 0 (mÔd p^) i 2'X, . ai^'^^s 
1/3 1/3=/"a 

= 0 (mod p®), 

on 2' és la suma estesa a les parelles (i,j) S m' . Però, com 

que = 0 (môd p® aixô últim equival a dir que X. . s 
s/"g ' 1,3 

= 0 (môd p^) per a tot (i,j) £ m'. De manera que {e! .} , ve-
— 1,3 m 

rifica la condició (1') i és una M'-base en G'. Per tant, po-

dem definir una aplicació h: g~^(E) ^ B(G';M') x X¿ per la fór 

mula 

Es suficient veure que h és bijectiva. Com que podem recupe-
rar els = p® ^ b. , a partir de b, podem recuperar 

° / 1 / 3 

e. . = e' . + af^'^^E, (i,j)e m' „ = E, i h és injectiva. 
i/J i/3 ' s ~ S 

Per altra banda, si definim e. . com ara mateix, només cal veu 
1/3 ~ 

re que ^ g~^(E). Però això és jugar amb la condició (1) 

anàlogament a com ho hem fet per a definir h." 

Podem resvunir les proposicions 2.4 i 2.6 en el següent 

Corol·lari 2.7.- Si M^ > l, aleshores #B(G;M) = #U (G)#X¿#B(G';M' 
« • S ~ s 
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§3.- El pas inductiu. 

El corol·lari 2.7 permet establir un pas inductiu per 

al càlcul de #B(G;M). Comencem per calcular #U (G). 
S 

Proposició 3.1.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 

= (Ni,...,N ,0,... ) . Aleshores s 
Nj + . . . + N N 

#üg(G) = p ®-l) . 

Demostració." Un element x S G és d'ordre p® si, i només si, 

alguna de les seves darreres n^ components és d'ordre p®. Pe-

rò això és dir que U^(G) és el complementari en G del subgrup 

(2Z/p Z} 'x...x ( 2 X (p a / p^Z)"®, 

Ni + ...+ N Ni+...+ N 
de manera que #üg(G) = p - P = 

N1+...+ N 

= p (p -1}. Observem que la fórmula és vàlida enca 

ra que N = 0.» S 

Corol·lari 3.2.- Amb les notacions del corol.lari 2.7 , si G 

és de tipus N = (N,,...,N„,0,...), i M = 
— S _ 

= (Ml ,...,Mg,0,...) amb M^ > 1, aleshores 

N^ N, +...+ N^ ,+ Mi+...+ M +M -s 
#B(G;M) =#B(G';M').(p ®-l).p ® 

Si M > 1, podem aplicar M^ vegades consecutives el co 
S s --

rol.lari 3.2, cada una a un grup diferent i a un tipus dife-

rent. En efecte, els tipus N, M, es redueixen, a cada pas, a 

N', M', amb = N^^-l, = M^-1. De manera que, després dels 

M passos, els tipus s'hauran reduït a (Ni-M ,...,N -M ,0,...), 
S s s s 
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( M l - M ^ , . . . . ) i tindrem M' = 0. Sigui G un p-grup 9 s*̂  X S s 

abelià finit de tipus {Ni-M^,...,N -M ,0,...) i posem M'= 
S S S 

= (Mi-M ,...,M Amb aquestes notacions es tê que: 
S s X s 

Lema 3.3.- Suposem que N > 0 i que M > 0. Aleshores: 
S s 

^ ß '̂ S N -M +j 
#B(G;M) =#B(G;M') p ® fl (P^ ® 

on ß^ = Mg{N,+...+ + { M i - M g ) + . . ) + 

"s 
Demostració.- El factor p -1 del corol·lari 3.2 s'ha de mul-Ng-j 

tiplicar consecutivament per p -1, O < j^^g ~ posem 

jg = Mg ~ j/ obtenim el producte de 1'enunciat. Per altra ban 

da, cal sumar els exponents de p: 
(N,-j) (M,-j) +...+ (Mg-j)- s , 

per a 0 < j < M -1. Això dóna 1'exponent 

j=0 

=M„(Ni+...+N +(Mi-M^) +...+(M„ -M^))+sMt -SM„ -
S »""J. s »""X s S S 

M -1 

s 

- (2s-i) Y j. 

j=0 

Perô: ^ 
s 

SM^ - sM - (2s-l) j = sM^ - sM - (2s-l) (M -1)M /2 = 
S S s s s s 

j=0 
= M (sM - s - s{M -1) + (M -l)/2 =. 

s s s s 

= Mg(Mg-l)/2, 



140. 

com volíem demostrar, observem que, si M = 0 , aleshores G = G 

i M'= M ; i com que 0 = 0 i el producte és buit, la fórmula S 

és trivial." 

(s-1) 

Sigui G' el grup que s'obté de G canviant les com 

ponents Z/p®Z per components Z Z . Això fa que 

sigui de tipus ( N i - M ^ , . . . P e r Ô tota M'-base en 
S S X 5 

G està inclosa en G^®"^^, ja que no conté elements d'ordre p®. 

Per tant, podem canviar B(G;M') per ;M'). Això ens per 

met establir el següent pas inductiu. 

Per a 0 < i < s, sigui G^^' un p-grup abelià finit de 

tipus N^^' = ( N i - M ^ ^ j , . . . . . ) , i sigui M^^^ = 

= . Aleshores, G = M = M^®^ , 

i el lema 3.3 i aquesta observació demostren que, per a 1 < i < s 

es verifica que 

Si ara substituïm successivament els ) ob 

tenim que: 

Proposició 3.4.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 

= (N, ,...,N ,0,...) i sigui M = (Ml 
A S 

< N un tipus. Aleshores: 

s M^-M^,^ N.-M.+j. . 

#B(G..M) = p̂  n n (p 
i=l 
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on 
s i-l s 

I (M.-M.^^) I I (M^-M.(M^-Mi^j-1) , 

i=l £=1 ^ i=l 

Demostració.- El producte de la fórmula ês clar, i ß = ^ ^i' 

A més a més, ) = 1, ja que = (O,...) corres-

pon al grup trivial. Només cal observar que si N^ = 0, alesho 

res M = 0 i N^®^ = M^®^ = i ß = 0 i el pro 

ducte n (p -1) =1." 

Per a poder escriure una fórmula per a h{G;M), i en 

virtut del corol·lari 2.3, només cal conèixer #Aut(Xo). 
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§4.- Automorflsmes d'un grup abeliâ finit. 

L'ordre del grup d'automorfismes d'un grup abeliâ fi-

nit ës ben conegut (cf.[Sp 1: cap. 9, §43, teor. 114]). En 

aquest § en donem una demostració utilitzant el llenguatge d'ac 

cions d'un grup en un conjunt i que, essencialment, depèn del 

lema 2.5. Aprofitem per a enunciar el teorema en forma directa 

ment aplicable al càlcul de h{G;M). 

. èi G és un grup abelià finit qualsevol, Aut(G)= flAutíS (G)), 
P ^ 

de manera que podem reduir-nos al cas dels p-grups abelians fi 

nits. 

Suposem, doncs, que G és un p-grup abelià finit de ti 
pus N = (Ni ,...,N^,0,...) amb N > 0. En el lema 2.5 s'ha de-S s 

mostrat que Aut(GÍ opera transitivament en üg(G) i a la propo 

siciö 3.1 s"ha calculat explícitament el cardinal de U (G). 

Per tant, el càlcul de #Aut(G) es redueix al càlcul de l'ordre 

del grup d'isotropia d'un element qualsevol de U^(G); per exem 

ple, de E = (0,... ,0,1} G. Posem H = e Àut{G) : v»(E) = e) 

aquest grup d"esotropia. Sigui S(G;E) el conjunt de tots els 

suplementaris de <E-> en G; amb les notacions dels §§2 i 3, 

G' e SCGjEl. Es verifica que: 

Lema 4.1.- H opera transitivament en S(G;E). 

Demostració.- Immediata, ja que dos suplementaris de <E) en G 

s6n sempre isomorfs i podem estendre un isomorfisme a G via la 

identitat en <E> .• 



Lema 4.2.- El grup d'isotropia de G' és isomorf a Aut(G'). 

Demostració.- Els automorfismes de G que deixen fix E i que 

deixen fix G' s6n automorfismes de G' (per restricció), i ca-

da automorfisme de G' s'estén de manera única a un automorfi^ 

me de G que deixi fix E.« 

En conseqüència, #Aut(G) = #üg(G) #S(G;E) #Aut(G') per 

met fer el càlcul de #Aut(G) per un procés inductiu. Només cal 

calcular #S(G;E). Es té, però, que: 

Lema 4.3.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = . . . , J 

= ( N i , . . , . . . ) amb N^ > 0, i sigui E = 
S s 

= (Q,...,Q,1) e G. Aleshores 

(NI-1) + . ..+ (N^-1) 
#S(G;E) = p ® . 

Demostració.- Donar un suplementari de <E> en G, posem A, equi 

val a donar la projecció de G en < E > relativa al suplementari 

A; és a dir, a donar un morfisme-de grups II: G <E> tal que 

11(E) = E. Però, com que G = G' ® <E> , això equival a donar 

un morfisme qualsevol ip: G" <E) . Per tant, #S(G;E) = 

= #Eom(G", <E> ) . 

Com que G' = ^ {Z/p^Z) e (Z /p^Z) " , resulta 

que 
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n n-1 
Hoin(G';<E>i = f] (Hom(Z/p^Z; < E >) > ^ x (Hoin(Z/p®ZZ ;< E >) ) ® = 

r=l 

s-1 

n n-1 
n (a /P^Z5) ' X (Z /p®Z) ® = 

r=l 

« G', 

ja que HomíZ /p^Z ,<E>) « Hoin(Z /p^Z , Z /p®Z) = Hom(Z /p^Z ,Z/ /p'^Z , per qué E ës d'ordre p® > p^. 
(N,-l) + ... + (N -1) 

Per tant, #S(G;E) = #G' = p , com vo-

llem veure." 

Corol.lari 4.4.- Sigui G un p-grup abellâ finit de tipus N = 

= {Ni,...,Ng,0,...), Ng > 0, i sigui G' un 

p-grup abelià finit de tipus (Ni-1,...,Ng-l,0,...) 

Aleshores: 

N« "s 
#Aut{G) = #Aut(G') (p ®-l)p 

amb « + ,) + (N,-1) +...+(N -1) 
S S~ JL ® 

Sigui, ara. Go = G i, per a 0 < j < N^, sigui G^ un 

p-grup abeliâ finit de tipus N ̂ ^̂  = (N, -j,...j,0,...). Po 

sem G » Gjj . L'aplicació reiterada del corol.lari 4.4 dôna el 
S 

següent 

Lema 4.5.- Sigui G un p-grup abeliâ finit de tipus N = 

= (N,,...,N , 0,... ) amb};N > 0. Aleshores, 
S S 

7 "'s 
#Aut(G) = #Aut(G)p ® n <P 

N (Ng+1) 
òn 7„ = 2 N„(N,+...+N ) - sHi • O S S ö 2 
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Demostració.- Si = O, aleshores la fórmula ês una identi-
S 

tat. Si N > 0 podem aplicar el corol·lari 4.4 successivament 
s 

als grups G., 0 < j < N^-1. Com que a . = (Ni-j)+...+(N -j) 

+ (Ni-j-l)+.. . + (N -j-1) , si sumem ot +...+«1 , obtenim que s iNg 

N^-1 

= I [(NI-j)+... + (N̂  -j) + (NI-j-l)+... + (N -j-l) 1 = 
5 S~ J. o 

j=0 
N^-l 

= 2 N ^ ( N , - ) + N' - sN - (2s-l) X j 
S s i. s ö 

j=0 

= 2N^(N,+...+N^) - N^ - sN^ - (2s-l)(N -1) N /2 
S s s 9 . o o 

N .(N +1) 
= 2Ng(N, + ...+Ng) - sN| - , 

N (N +1) 
ja que N^ + sN + sN (N -1) - N (N -l)/2 = sN^ + — .• 

Per a acabar el calcul, i per a O < i < s, posem G^ 

un p-grup abelià finit de tipus (Ni-N^^ j, . .. ^̂, O, .. . ) . 

Aleshores, G = G, G ^ = G, i Go = {0}. El lema 4.5, aplicat 
s s—1 

a G. dôna 

#Aut(G^) = #Aut(Gj. ĵ) . p n (P 

per a 1 < i < s. 

Substituint successivament, i tenint en compte que 

#Aut(Go) = 1, s'obté el teorema final: 

Teorema 4.6.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 

= (Ni,...,N„,0,...), amb N^ > 0. Aleshores: 
S O 



146. 

s N.-N i 
n n 
1=1 ji=i 

1-1 

on 7 = Z (N^-N^+j) Z + 

i=l 1=1 
s 

+ i I ÍN.-N^^J)(N.-N.. 

1=1 

s 

Demostració.- Només cal comprovar que 7 = X Cada és 

1=1 
el producte de (N̂ -N̂ ^̂ ^̂ ) per la suma 

2 I - i - i (N.-N.̂ ^̂ I) = 
£=1 2 

i i 

1=1 ¿=1 

1-1 1-1 

-e=i ¿=1 

1-1 

£=1 2 

El resultat és, doncs, clar. 



§5.- El símbol 
N+M 

M P -

Per a tota parella d'enters no negatius, N,M, conside 

rem la funció racional de Q(X) definida pel símbol 

N+M 

M 

M . M . , = n n (x -̂i)". 
j=i j=i 

Les propietats elementals d'aquest símbol es resumeixen en el 

següent 

Lema 5 . 1 . - a) 
N+M 

= 

N+M 

n (X^-l) ^ i -1 n (x̂ -i) 
M . , 
n (x̂ -i)"̂  

. M X j=i j=i j=i 
b) 

N+M' 

M X 

• N+M 

N X 

c) 
X 

= 1 . 
X 

N+M' 
= X^^ 

N+M 
d) Equació funcional: = X^^ 

. M . X M -1 • 

N+M 
= X^ 

N+M-i N-l+M 
Si M > 1, aleshores = X^ + 

M X . M-1 . X M 

f) 
N+M 

M 

N+M 
= n <t>¿w 

X d=l 

N+M N M 
. d . d d 

on és el d-êsim polinomi ciclotòmic i 

N la part entera de . 

és 

Demostració.- a), b),'i c), són'immediats a partir de la défi 

nició, d) Calculem X 

es té que 

NM N+M 

M 
Com que X -3-1 = - (X^-l), 

T . „ T{T+1) T 

j=l j=l 
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si fem T = M, N, N+M , i multipliquem, el resultat és conseqüèn 

eia de la igualtat: 

(N+M) (N+M+l) _ N(N+1) _ M(M-t-l) 
NM. 

e). De l'expresàió de 
N+M 

M 
.N+I·l separem el factor X -l del nu-

merador i el factor X -1 del denominador; el que queda és l'ex 

pressió de N+M-1 

M-1 . 
. Però = xN+{xN-i)(x"-l) - 1 

i el producte del factor (X^-1)(X^-l)pel símbol 

és exactament el símbol N-l+M 

. M 

N+M-1 
M-1 . 

f) Del fet que X^-l = ^¿ÍX), resulta que 

dij 

fi (x:i-i) = fi , 

j=l d=l 

on e(T,d) = és el número d'enters j, 1 < j < T, tals que 

dij. El resultat és, doncs, conseqüència del fet que, per a 

f T 1 

d > T és ^ = 0 , quan particularitzem T = N,M,N+M, i multi-

pliquem.' 

Corol.lari 5,2.- Siguin N,M, enters no negatius. Aleshores, 

N+M' 

M 

és un polinomi de grau NM amb coefi-

X 

dents enters estrictament positius. 

Oemo s trac i6.-

dor, de grau 

N+M 

M „ ês nomis; el numera— 
M 

g (N+j) i, el denominador, de grau j j; de 
j=l j=l 

manera que la qüestió del grau serà immediata un cop vist que 

el símbol és un polinomi. Però, per inducció sobre N+M, la pro 
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pietat e) del lema 5.1 permet demostrar que 
N+M 

M X és un poli 

nomi i que els coeficients s6n enters no negatius. Però, si els 
rN+M-ii 

i els de coeficients de M-1 X 

N-l+M 

M X són positius, com 

que el grau del segon és (N-l)M > N-1, els coeficients de 

X N 
N+M-1 N-l+M N+M 

— 

. M-1 X M X M 
s6n positius, si M > 1. El 

cas M = 0 és clar, així com el cas N+M = 1, que ens permeten 

començar la inducció." 

N+M 

M 

Seguidament donarem una caracterització del polinomi 

en funció de les varietats Grassmannianes sobre els 

cossos finits. 

Sigui p un primer i sigui Gp{N,M) la varietat Grassman 

niana formada per tots els subespais vectorials de dimensió M 

d'un espai vectorial de dimensió N+M sobre una clausura alge-

braica ff de . Sigui gpr(N,M) el número de punts l^r-defi 

nits de Gp(N,M). Un exercici senzill d'àlgebra lineal elemen-

tal permet demostrar que g^ríNjM) = 
N+M 

M 

Ës un fet ben conegut que la funció zeta de G = Gp(N,M), 

definida per 

Z(G;t) = exp g r (N,M) -|r 

- 1 
és una funció racional de la forma Z{G;t) = f] 

i=0 

d = NM és la dimensió de G i els polinomis amb coe-

ficients enters de la forma 
"21 

P^.ít) = n 
j=i 

amb els a. . enters algébrales de valor absolut p^. El grau, 
D 

és el (2i)-êsim número de Betti de G. 
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Utilitzarem el següent 

Lema 5.3.- Sigui fe un cos de característica zero; siguin 

,... ,... G fe*i suposem que per a tot 
n "" r 

natural r > l é s Y. ~ - Aleshores n = m 

i=l j=l 

i existeix una permutació a del conjunt {l,2,...,n} 

tal que per a tot Index 1 < i < n és b^ = a^ . 

Demostració.- Si n < m, conçletem els a^ amb zeros a fi de te 

nir n = m; la hipòtesi sobre les sumes de potències es manté 

i assegura que els polinomis de Newton dels a^ i dels b^ coin 

cideixen per a tot r > 1. Per tant, també coincideixen les se 

ves funcions sinêtriques elementals (cf. cap. II, §3, lema 3.3) 
m m 

En conseqüència, els polinomis ]~] (X-a^) i ["] (X-b.) coinci 

i=l j=l 
deixen i, per tant, les seves arrels també.» 

Amb aquest resultat podem ja establir el següent 

Teorema 5.4.- Es verifica la identitat: 

NM . 
= I ' 

^ i=0 

N+MI 

M 

on ß^ és el i-ësim número de Betti de G (N,M) 

Demostració.- És ben conegut que el coneixement dels a. . per-
i/ D 

met calcular els coeficients g^ríNjM) en la forma g^ríNjM) = 

= T a per altra banda, com ja hem comentat, g r{N,M) = X, j p 

N+M 
^ . Per tant, obtenim que, per a tot r > 1, si 

N+M 

M . M X 
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NM 
= Y. íiĵ X̂ , aleshores 

1=0 

NM i3 J, NM NM 
I = I ^iP"^ = I I P^^ 
1=0 j=l ' 1=0 1=0 j=l 

ja que els a^ són enters positius. De les relacions I «ĵ  j I = P^f 
1 aplicant el lema anterior, obtenim que a^ ^ = p^ 1 que â ^ ~ ^21 
per a O < 1 < NM." 

Per a acabar, una observació sobre els ß2i- conegut 
que ß ës el niómero de particions de 1 en < M parts, cada part 
< N (cf.[Eh 1]). Per tant, obtenim el següent resultat: 

Corol.larl 5.5.-
N+M 

M 
és la funció (pollnômlca) generatrlu 

del número de particions en < M parts, cada 
part < N." 
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§6.- La solucig dels problemes. 

En aquest § establirem les fórmules que donen les so-

lucions dels problemes plantejats al §1. Per a obtenir la solu 

ci6 del problema 1 només cal dividir #B(G;M) per #Aut(Xo). De 

manera que obtenim el resultat (cf.ÍDy 1: teor. A]): 

Teorema 6.1.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 

(Ni,...0,...). Aleshores, per a tot tipus 

M < N : 

"i-^i.l 

.^i-Wi.l 

h(G;M) = p 2 j-j 

i=l 
s 

on = I M^^j(N^-M^) 

i=l 

Demostració- Sigui Xo un p-grup abelià finit de tipus M < N. 

Si apliquem la proposició 3.4 al grup G i al tipus M, i el teo 

rema 4.6 al p-grup Xo , només cal dividir. El producte 

s 

n 
i=l 

s'obté de manera directa de la divisió dels corresponents pro-

ductes en #B(G;M ) i en #Aut{Xo); per altra banda, la potència 

de p, és la diferència de les expressions jí de 3.4 i 7 de 

4.6 per al tipus M: 



153. 

s i-1 

i=l fi=l 

s i-1 

2 (M^-M^ + i) Z (Nj-M^) = 

i=l 8=1 

1 < £ < i < s 

s-1 s 

I Z (MJ^-MI + I) (NJ-MG) = 

8=1 i=£+l 

s-1 

I Mj^^ (Ng-Mj), 

« = 1 

corn volíem demostrar." 

Aquest teorema ens permet obtenir la solució dels al-

tres problemes en la forma següent: 

Teorema 6.2.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 

= (Ni , ...,N ,0,... ) . El número de subgrups de G 

d'ordre p^, O < v < Ni+...+N , ve donat per l'ex 

S 

pressió ^ ^ h(G;M), el sumatori estès a tots els 

M 

tipus M < N tals que Mi +...+ M = v. 

Demostració.- A la proposició 2.1 hem vist que G té algun sub 

grup de tipus M si, i només si, M < N. A més a més, l'ordre 
ML + ...+ M 

d'un p-grup abelià de tipus M < N és p ®. De manera 

que l'enunciat és clar." 
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Teorema 6.3.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 

= (NI,...,NG,0,...). El número de subgrups X Ç G 

de tipus M < N i tais que per a tota parella 

(r,u) e n és n^^y(X) = Z /p^Z ve donat per l'ex 

pressió 

s "v 

n r 
i=l k̂=0 ^ 

nA 
^i-^i-^i.l 

on escrivim n^ «• 

Demostració.- Siguin conjunts finits; sigui A = 
N 

= (_J AJ, i sigui B un conjunt finit que conté A. Aleshores, 

3=1 0 
si entenem, com és habitual, que | ¡A. = B, es té que: 

«' = 1 

N 

#(B-A) = #B - X (-1) 
k + 1 E 

k=l 1 < ji <. . .< j^ < N 

#(A. N.. .N A.. ) =  
Dl Jk 

N 

= I ( - 1 ) ' 

k=0 • z 
1 < ji <. ..< jjç < N 

#(A. n...n A. ). 
Jt Dk 

Reordenem el conjunt n de les parelles (r,u), 1 < r < s, 

1 < u < n^, de la manera següent: per a 1 < j < N, , existeix 

un únic r, 1 < r < s, tal que n, + ,. < j < n, + .. po 

sarem G^ = Z /p^a , de manera que G = Gj x...x G^ i, per a tot 

j, podem escriure 11̂  = ^^^ ^j: G -»• G^ la projecció canònica. 

Volem comptar quants subgrups X de G són de tipus M i tals que 

nj(X) = Gj, per a tot j. Amb aquesta ordenació, sigui A^ el 

conjunt dels subgrups X ç G de tipus M i tals que 11̂  (X) ç pG^; 



155. 

és a dir, els que els falla la projecció j-êsinia. Posem A = 

Al U...U A^^ i B = H(G;M). Es tracta, doncs, de calcular #(B-A), 

i en virtut de la fórmula anterior, cal calcular #(A. A. ) 
3i Dk 

per a tota successió 1 < ji <. ..< jĵ  < Nj . Però aquesta inter 

secció ês el conjunt dels subgrups de tipus M del grup 

G' =Gi x...xpG. x...xpG. x...xpG. x...xG„ 
Dl 3k Ni 

Sigui, per a 1 < r < s, k^ el número d'índexs j^ , 1 < »í < k, 

tals que G. = Z /p^K . Aleshores, k = ki +...+ k i G' és un 

p-grup abelià finit de tipus 

(NI-k,,..., Ng-kg,0,...), 

de manera que #(A. n...n A. ) = h(G';M) ve donat per la fór-

mula (cf. teor. 6.1): 

H(G";M) = p , i=l n 
i=i 

^i-^i.l 

De totes les possibles famílies 1 < ji <. ..< j, < Ni amb 

ki,...,kg, fixats, n'·hi ha exactament [~¡ L I, de manera que 

^^ 
podem escriure #(B-Aí = 

"s ki+...+k 

= z . . . I (-1) 

k, -0 kg=0 

n 
i=l 

W ^ i . i 

p 

s n. 

=n I (-1) /n.X 

i=l k^=0 i/ X 1+1 P 

com volíem demostrar.' 
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Si ara sumem igual que en el teorema 6.2 obtenim el se 
güent 

Teorema 6.4.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 
= (Ni,.. ...), i sigui 0 < v < N , + 
El número de subgrups X ç G d'ordre p^ i tals 
que (X) = 2Z/p^Z , per a tot (r,u) e n , 
ve donat per 

I n I f-
M i=l k^=0 

, n.v M i . l ^ V W 

la suma estesa a tots els tipus M < N tals que 
Ml . . + M = v.i 

S 

A partir del teorema 6.3 i si sumem per a tots els ti-
pus M < N, obtenim que : 

Teorema 6.5.- Sigui G un p-grup abelià finit de tipus N = 
= (N,,...,Ng,0,...). El número de subgrups 
X ç G tals que per a tota parella (r,u) € n és 
n^ „ (X) = Z /p̂ íZ ve donat per r » u 

® "i k ! . M (N.-k.-M.) 

M < N i=l k^=0 

W ^ i . i 

Anàlogament, a partir del teorema 6.1 s'obté que 
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Teorema 6.6.- El número total de subgrups d'un p-grup abèlià 

finit de tipus N és 

n 
M < N i=l 
I Ni-^i.l 
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