7N

+\

=

UNIVERSITAT os
BARCELONA

Estudi sobre la dinamica dels sistemes estel:-lars
amb simetria cilindrica

Ferran Sala Mirabet

©0Ce

Aquesta tesi doctoral esta subjecta a la llicencia Reconeixement- NoComercial —
Compartirlgual 4.0. Espanya de Creative Commons.

Esta tesis doctoral esta sujeta a la licencia _Reconocimiento - NoComercial — Compartirlgual
4.0. Esparia de Creative Commons.

This doctoral thesis is licensed under the Creative Commons Attribution-NonCommercial-
ShareAlike 4.0. Spain License.




ESTUDI SOBRE LA DINAMICA DELS SISTEMES ESTEL.LARS
AMB SIMETRIA CILfNDRICA

gﬁ
z
3
\
T{?SIS‘ i
SAL

Memdria presentada
per Ferran Sala per
optar al grau de
Doctor en Cidncies
Seccidé de Matematiques.
Juny de 1986.

“BIBLIOTECA DE LA UNIVERSITAT DE BARCELONA

AELERTNN

0700261618




fNDEX.

INTRODUCCIG.

CONCEPTES BASICS EN LA DINAMICA DELS SISTEMES

ESTEL.LARS.

1.1. Equacié6 fonamental i integrals primeres.

1.2. Hip6tesis de Chandrasekhar per a 1l'estudi
dels sistemes estel.lars.

1.3. Moments centrats de la distribucid6 de

velocitats.

1-4. Aproximaci6é lineal del camp de velocitats.

MODEL GALACTIC NO ESTACIONARI AMB SIMETRIA
CILfNDRICA.

2.1. Obtencié de A i de A.

2.2. Obtenci6 de U i de y-

2.3. Obtenci6 de Vs i de o-

2.4. Propietats dels parametres cinematics del

model .

MODEL GALACTIC NO ESTACIONARI, AMB SIMETRIA
CILINDRICA I POTENCIAL SEPARABLE.

3.1. Caracteritzaci6é del model.

3.2. Trajectéries de les estrelles.

3.3. Trajectéries dels centroides locals.

3.4. Velocitat del centroide i altres parametres

cinematics del model en el pla galactic.

11

14
21

25
26
30
51

53

58

59

68

74

76



DETERMINACIS DELS PARAMETRES DEL MODEL GALACTIC NO

ESTACIONARI, AMB SIMETRIA CILINDRICA I POTENCIAL

SEPARABLE A L'ENTORN SOLAR.

4.1. Moments centrats d'una mostra d'estrelles
representativa de 1'entorn solar.

4.2. Camp de velocitats d'una mostra d'estrelles
representativa de 1'entorn solar.

4.3. Determinaci6 d'altres parametres del model
a l'entorn solar.

4.4. Conclusions.

BIBLIOGRAFIA.

80

81

84

@2
102

105



INTRODUCCIGS.

El propésit de 1'astronomia estel.lar és l'estudi de
l'estructura, els moviments i l'evoluci6 dels sistemes
estel.lars. La cinemdtica estel.lar i la dindmica estel.lar
s6n les encarregades d'estudiar el moviment global dels
sistemes estel.lars i de les forces que hi actuen,
considerant-los formats per un gran nombre d'objectes, les
estrelles, que pel que fa referéncia al comportament de
tipus estadistic considerarem amb propietats uniformes. El
Sol forma part d'un d'aquests sistemes estel.lars, la
galaxia anomenada Via Lactia, on ocupa una posicidé en el

pla galactic i considerablement allunyada del centre.

L'astronomia estel.lar depén de les dades
observacionals, sovint fragmentaries i de precisié
insuficient, que esperem que en un préxim futur es vegin
augmentades i millorades. Un paper important en aquesta
millora el tindra el cataleg obtingut com a resultat de la
missi6 Hipparcos que s'estd portant a terme per part de
1'Agéncia Espacial Europea. Un altre pas fonamental el
constitueix la formulaci6 de models tedrics que expliquin
les dades observacionals de qué es disposa, establerts a
partir d'hipétesis adoptades com a conseqiéncia de quines
hagin estat les dades obtingudes. De fet, Binney (1982) ha
plantejat recentment la urgéncia de la construccié de

models teérics provists de simetria axial.

L'objecte d'aquest treball ha estat 1'establiment de
dos d'aquests models, el segon d'abast més local i obtingut
com a conseqgiéncia del primer, que donen compte de la

distribuci6 de les velocitats de les estrelles dintre de la



nostra galaxia d'acord amb les dades observacionals de qué
es diposa i que poden ésser igualment d'aplicacidé a altres

galaxies.

El capitol 1 esta dedicat a descriure els conceptes
basics utilitzats en l'estudi de la dinamica dels sistemes
estel.lars, com ho s6n la funci6é de distribuci6 de les
velocitats, 1'equacidé fonamental i les integrals primeres
que pot presentar el sistema. En segon lloc es descriuen
les hip6tesis de Chandrasekhar per a 1'estudi dels sistemes
estel.lars i s'introdueixen el tensor A, el vector A, el
potencial U i la funcibé y, que caracteritzen el problema.
En tercer lloc s'estudien algunes propietats dels moments
centrats de les funcions del tipus Schwarzschild
generalitzat i es descriuen les bases en qué s'expressen
les distintes dades observacicnals que figuren als catalegs
estel.lars. Finalment, s'aborda 1'aproximacié lineal del
camp de velocitats estel.lars segons el métode

d'Ogorodnikov-Milne.

El capitol 2 esta dedicat a 1'estudi d'un model
galactic de Chandrasekhar, no estacionari i amb simetria
cilindrica en qud les funcions del temps ks i ks s6n
idénticament nul.les. Primerament es troben les formes
del tensor A i del Qector A. La determinaci6 del potencial
U i de la funci6 X s'ha efectuat separant els casos
corresponents a les funcions del temps ki i k= iguals
(A) o distintes (B), tot distingint segons siguin
proporcionals (B1) o no (B2). Es especialment interessant
la forma del potencial U trobada en el cas B2 i també el
fet que 1l'existéncia d'una condicié de compatibilitat ha
permés l'obtencié de solucions per a les funcions k, i
k=. S'han determinat igualment les integrals primeres
del model, la velocitat del centroide Vo i el

diferencial del camp local de velocitats D(Vn) i s'han



interpretat les relacions existents entre les seves
components segons les equacions hidrodinamiques de la

dinamica estel.lar.

El capitol 3 estd dedicat a 1'estudi d'un model
galactic de Chandrasekhar no estacionari, amb simetria
cilindrica i potencial separable, havent estat adoptada
aquesta Gltima hipétesi com a conseqiiencia de la forma
obtinguda per al potencial en el cas B2 del capitol
anterior, seguint la pauta marcada en el qual ha estat
estudiat. S'han determinat igualment les equacions horaries
del moviment de les estrelles, aixi com les projeccions de
les seves trajectéries sobre el pla galactic i sobre un pla
meridid que gira amb la velocitat angular de la galaxia. El
moviment dels centroides locals també ha estat estudiat,
pel cas en qué les funcions k,; i k= s6n proporcionals.
Finalment s'ha particularitzat el model per a una posicié

situada, com la del Sol, en el pla galactic.

El capitol 4 ha estat dedicat a contrastar el model
estudiat en el capitol anterior amb dades observacionals
considerades representatives de l'entorn solar, obtingudes
a partir d'una mostra d'estrelles de tipus espectrals Fé -
F7, classe de lluminositat V i velocitat residual respecte
el centroide de Delhaye inferior a 65 kms™*. Els moments
centrats fins a quart ordre obtinguts corroboren la
validesa del model aixi com la situacié6 del Sol en el pla
galactic. La determinaci6 del diferencial del camp local de
velocitats ha permés la descripcié del comportament
cinematic de la galaxia a l'entorn solar. Els resultats
obtinguts presenten un notable acord amb els trobats per
altres autors. Aixi mateix han estat determinats, per a la
posici6 del Sol, altres parametres cinemdtics i dinamics

del model estudiat en el tercer capitol. Finalment han



estat detallades les principals conclusions del present
treball, essent possible destacar-ne la contribuci6 a
complertar 1'estudi dels models de Chandrasekhar no
estacionaris i amb simetria cilindrica, comencada per
Catala (1972), i la validesa d'un d'aquests models per a
descriure el comportament cinematic i dinamic de la galaxia

a l'entorn solar.

No voldria acabar aquesta introduccié sense agrair al
Doctor Juan José de OraGs la direccidé d'aquest treball, aixi
com els seus valuosos consells i orientacions. També
voldria agrair els comentaris dels amics Gerard Gé6mez i
Carles Simé sobre el seu contingut, aixi com l'acollida amb
que 1'ha rebut el Departament d'Equacions Funcionals.
Agrasixo finalment als membres del Departament de Fisica de
la Terra i del Cosmos, del qual soc membre, la seva ajuda,
i molt especialment la dels amics Pere Cortés, Cesca

Figueras, Jorge NGfez, Gaspar Rossellé i Jordi Torra.



1. CONCEPTES BASICS EN LA DINAMICA DELS SISTEMES
ESTEL.LARS.

Aquest capitol esta dedicat a descriure els conceptes
basics utilitzats en l'estudi de la dinamica dels sistemes
estel.lars. En primer lloc s'estudia 1l'anomenada equacib
fonamental de la dinamica estel.lar (1.4) que ens diu que,
en abséncia de passos i col.lisions, la funcid de
distribucidé de velocitats del sistema estel.lar compleix el
teorema de Liouville. A continuacié s'aborda la importancia
del concepte d'integral primera en la determinacid del
moviment del sistema estel.lar, aixi com les hip6tesis que
cal efectuar sobre la forma del potencial que el governa
per tal d'obtenir les integrals primeres classiques de
l'energia (1.9), de les arees (1.10) i la descrita per

(1.12).

El segon apartat esta dedicat a les hip6tesis de
Chandrasekhar per a l'estudi dels sistemes estel.lars,
introduint el tensor A, el vector 4, el potencial U i la
funcié X que caracteritzen el problema, i plantejant

finalment les vint equacions (1.23) + (1.26) que caldra

resoldre per a descriure el sistema estel.lar.

En el tercer apartat s'estudien algunes de les
propietats dels moments centrats de les funcions del tipus
Schwarzschild generalitzat a les quals pertany la funcié de
distribucié de velocitats residuals del sistema estel.lar
establerta a partir de les hip6tesis de Chandrasekhar,
segons les quals, coneixent el tensor A i el vector 4 es
poden determinar la densitat estel.lar (1.27) i els moments

de segon ordre (1.28) i de quart ordre (1.29). Seguidament



es descriuen les bases en qud s'expressen les dades
observacionals que figuren als catadlegs estel.lars i les

distintes formes que adopten les seves expressions.

Finalment, en el quart apartat s'aborda 1l'aproximaciéd
lineal del camp de velocitats estel.lars segons el métode
d'Ogorodnikov-Milne, arribant-se a la formulacié de les
equacions la resolucié de les quals permetra la seva

determinacid.

1.1. Egquaci6é fonamental i integrals primeres.

Considerat un conjunt d'estrelles de la nostra
galaxia, designarem per r i per V la posicié i la
velocitat galactocéntriques d'una estrella qualsevol.
L'estat de moviment d'agquest conjunt d'estrelles el
descriurem per mitja d'una funcib6 de distribucié
f(t,r,V) de manera que el nombre d'estrelles dv
que en un instant t tenen la seva posicid entre r i r+dr

i la seva velocitat entre V i V+dV sera

dv = £(t,r,V) dr dV

Aleshores, el nombre d'estrelles per unitat de volum

sera
f
N(t,r) = J f(t,r,V) av
B v

havent~se realitzat la integraci6é6 sobre tot 1'espai de
velocitats V, é&s a dir, R¥, i la velocitat del

centroide, o centre de distancies mitges del conjunt,

(t,r) = ——=——- jvg f(t,r,V) dv



Definim moments centrats d'ordre n de la distribucié6

de velocitats com els tensors d'ordre n

n(tx) = -----—J (V-v,(t, r)" £(t,r,V) av
N(t, r) (1.1)

Si aquest conjunt d'estrelles constitueix un sistema
conservatiu, sense passos ni col.lisions, tindrem que,
aplicant el teorema fonamental de la mecanica estadistica,
la funcié de distribucié6 f(t,r,V) verificara
l'equaci6é de continuitat en 1l'espai de les fases r,V

w2 + 9, . () =

- L (1.2)

Aquesta hipétesi queda justificada pel fet que la
distancia per sota de la qual no serien negligibles els
passos d'estrelles és, excepte per als punts situats en el
nucli de la galaxia, de l'ordre d'una seixantena part de la
distancia mitja entre les estrelles (Ogorodnikov, 1945).

Com que les forces que governen el moviment de les
estrelles sé6n de caracter gravitatori, degudes, per tant, a
un potencial per unitat de massa U(t,r) funcidé del temps

t i de la posicié r, tindrem

v=-vV S (1.3)

i donat que r i V s6n independents, tindrem igualment

qu
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Aleshores, podem escriure (1.2) com



Df _ of

Dt at

f=0

+ !_vrf + E.Vv €1.4)

expressié coneguda com equacidé fonamental de la dinamica
estel.lar. Aquesta equacid6 fonamental constitueix
l1'anomenat teorema de Liouville: la funci6 de distribucié
es conserva al llarg de les trajectéries de les estrelles
en l'espai de les fases.

En un sistema de coordenades cilindriques que gira amb

velocitat © al voltant de l'eix de simetria z, tenint en

compte (1.3), tindrem

3U @2
- e—— o -
o i w W
€]
w 36 o

z Z au

3z

i aleshores, 1'equacié fonamental (1.4) s'escriura

2
f af e of of aU ] af
L anB 2B szl 2=y 2w
at. i w 56 3z amr w an
1 30 ne, af aU af (1.5)
- (= =24 =2) == = — == =0
™ a6 w a8 3z 3Z

diferencial ordinari associat

gp o @7 _de _ dz dn _ de _az
= em— = = = = = 2 = =
¢ & g JJMM,E 3w I8 M (1.6)
w kg w ™ 36 o 3z

L'equacié fonamental

parcials en les set variables t,w

Ll e ’

Z, 1

(1.5) és una equacid en derivades

, 8, 2. La

seva solucibé general es pot escriure en termes de sis



integrals primereas independents del seu sistema associat
(1.6), constituit precisament per les equacions del

moviment. Aixi doncs, si tenim

H
]

1 constant

6 constant
(1.7)

corresponents a la solucid més general de (1.6), la soluciéb

general de (1.5) sera
£(t,r,V) = f(Il,...,IG) (1.8)

en qué la f del segon membre és una funcidé arbitraria dels
arguments especificats. El sistema, per6, no és globalment
integrable, no existint sis integrals primeres analitiques
de tipus general, encara que localment poguem determinar-ne

solucions.

Per tant, el problema és lluny d'haver estat resolt: en
realitat (1.8) representa només una solucié formal, ja que
podriem denar la forma explicita de la solucié general
només en el cas en qud coneguéssim les sis integrals
Primeres (i-?).

Si adoptem restriccions per al potencial U(t,r)
podrem trobar la forma explicita d'alguna d'aquestes
integrals primeres, sempre a canvi d'una pérdua de
generalitat. Examinem, no obstant, alguns casos d'aquestes
integrals primeres que es poden trobar explicitament i les
restriccions sobre el potencial U(t,r) que cal fer per a
poder-les determinar.

Si suposem que el potencial U(t,r) es

@stacionari, és a dir, que

o .
at

0



aleshores, obtenim

I, =V + 2U = constant (1.9)

que, excepte un factor 2, és l'anomenada integral de
1'energia-
Quan suposem que el potencial U(t,r) presenta

simetria cilindrica, és a dir, que

Ly
a6
aleshores, tenim
I_ = wd = constant (1.10)

que és 1'anomenada integral de les arees.
Si suposem ara que el potencial U(t,r) és

separable de la forma
U(t,E) = Ulctaw!a) + Uz(Z} (1.11)

hipétesi que resulta apropiada quan es consideren posicions
a poca distancia del pla galactic, que, com després es
veurda, és la situaci6 del Sol dins de la nostra galaxia,

aleshores, es compleix

I 22 + 2U2(z) = constant (1.12)

3

que és, igualment excepte un factor 2, la integral
corresponent a l'energia del moviment perpendicular al pla
galactic, que, donada la separabilitat del potencial
U(t,r) formulada a (1.11), és un dels dos en qué es

desdobla el sistema.

10



1.2. Hipétesis de Chandrasekhar per a 1'estudi dels

sistemes astal.lars.

L'equacié fonamental (1.5) pot ésser considerada com
una equacié en derivades parcials, lineal i homogénia per a
determinar la funci6 de distribucié f a partir del
potencial U: problema directe de Jeans, o bé com una
equaci6 en derivades parcials, lineal i no homogénia per a
determinar el potencial U a partir de la funcié de
distribuci6 f: problema invers de Jeans. Aquest problema
invers de Jeans ha jugat un paper important en el
desenvolupament histéric de la dinamica estel.lar, havent
estat objecte de nombrosos treballs per part d'Eddington
(1921), Oort (1928) i, posteriorment, per part de
Chandrasekhar (1942) i von der Pahlen (1947), que
desenvoluparen d'una forma gairebé paral.lela dues teories

basades en practicament les mateixes hipétesis.

En el cas de Chandrasekhar aquestes hipbétesis sén:

1) Per cada punt es pot definir de manera Gnica un
centroide local la velocitat Vo del qual és una
funcié continua del temps t i de la posicié r.
Posteriorment, veurem que aquesta funcié no solament sera
cont inua éinb que haura d'ésser, també, diferenciable.

2) La funcib6 de distribucié f(t,r, V) és

del tipus Schwarzschild generalitzat, és a dir,

f(t,r,V) = £(Q+0) (1.13)

on

Q=yv.Ay (1.14)

assent
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_\:::!... (1.15)

Y
la velocitat residual d‘una estrella,

un tensor simétric de segon ordre, funcidé del temps t i de

la posici6 r, i

o

a(t,r) (1.17)

un escalar, funcié igualment del temps t i de la posicié6 r.
3) Els moviments de les estrelles estan governats per
un potencial per unitat de massa U(t,r), la qual cosa
equival a dir que es verifica l'equacié fonamental (1.4).
Segons aquestes hipétesis la pregunta &s: en quines
condicions 1'equaci6é fonamental (1.4) admet una solucid de
la forma (1.13).

Doncs bé, a partir de (1.4) i (1.13) tindrem, segons
Oras (1977),

Df _ _ df D(Q+a) _
Dt d(Q+g) Dt
i, per tant,
D(Q+a) _ 3(Q+9) | V.7 (Qeo) = ¥, U.7,(Q+0) = O T
Dt at a = =

mentre que, a partir de (1.14) + (1.17),

Q+ 0= (VY ) ALYYg) + 0 (1.19)



Si definim ara

5.—.A.Eo (1.20)
- = frA V. +a0=A4A.V_+0
X = Z0t%0 =%=g (1.21)
aleshores, (1.19) pren la forma '
T
Q+0=V.AV-20.V-xX €1.22)

Introduim ara, segons Ordas (1952), el tensor simeétric

de tercer ordre def A, deformacié de A,

def A = = [VA + (VA)T + (?A)TT]

W I~

les components del qual sén

(def A).., = - ( - +
ijk 3 ax, X . ax
1 J

i el tensor simdtric de segon ordre def A, deformacid6 de 4,

def & = = [VA + (VQJT]

ST N

de components

g = —=)
2 ax, ax
1

(def é)i

essent el vector def X deformaci6 de X, coincident amb Vy ,

gradient de X,

]
—_
<]
>
—

I

|

I

I

(def X)i
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Doncs bé&, si substituim (1.22) a (1.18) obtindrem una

forma de tercer grau en V que haurd d'ésser idénticament

nul.la. Aleshores, obtindrem

def A =0 (1.23)

equacidé tensorial que equival a deu equacions escalars,

1 24 _
def 4 = = — (1.24)

2 at

equacié tensorial que equival a sis equacions escalars,

! 34 1
3t 2 (1.25)

equacidé vectorial que equival a tres equacions escalars, i

-ﬁ-ovu = = -
(1.26)

solucionat quan s'hagin

El problema quedara, doncs,
T+ (1.26).

resolt les vint equacions escalars (1.23)

1.3. Moments centrats de la distribucié de

velocitats.

Si, segons OraGs (1977), efectuem un canvi de base de
manera que la forma quadratica (1.14) es transformi en una

esfera

i anomenem



rnn
¢ (o) = 2 J sn+2f(52+aJ ds
a 0

aleshores tindrem que

5 ...__gE___Z o (a)

u
O N(det A)

d'on, donat que po = 1, tindrem que el nombre d'estrelles

per unitat de volum s'expressara

N = __._EI-— % (o)

(det m’é (1.27)

i els moments de segon ordre i de quart prendran la forma

10,(0)
i e
le 3 QO(U) 1] (1.28)
1 ¢ (o)
4 o T, | ., | - |
Mo = = = (A ghiy % Aghy * Ay (1.29)
15 ¢O(c)

que, segons (1.28), podem expressar

3 ¢,(0) ®,(0)
- ; -E; ----- 5= (“ij”kl *Higkg t pilujk) (1.30)

p =0 per n=2+1 (1.31)

Les bases en qud® s'expressen les components U, V, W de
les velocitats heliocéntriques W de les estrelles,
aixi com els seus moviments propis p. i ps i les seves
velocitats radials V, que figuren als catalegs estel.lars i

4 partir dels quals les obtindrem sén (Oras, 1977):

15
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Base B, = (p,&,8), lligada a cada estrella E, de
vectors unitaris E en la direccié Sol - estrella, i @ i &
tangents a les linies coordenades esfériques equatorials
heliocéntriques, en les direccions creixents de 1l'ascensiod
recta « i de la declinaci6 &, respectivament. Es la
utilitzada per a expressar els moviments propis i les
velocitats radials de les estrelles.

Base Bz = (8,,8=,8<), ortonormal equatorial
heliocéntrica, directa, amb 8, en la direccié6 d'Aries
i 8> en la direccié6 del pol nord equatorial. En agquesta
base s'expressen la velocitat residual del Sol i les
correccions a les constants de la precessié6.

Base Bx = (&:,£=,8=), ortonormal galactica
heliocédntrica, directa, de vectors g. paral.lel al pla
galactic i dirigit cap a l'eix de gir de la galaxia i gﬁ
dirigit cap al pol nord galactic. Es la utilitzada per a
expressar, a més de la velocitat heliocéntrica del
centroide, els moments de la distribucidé de velocitats,

aixi com el diferencial del camp d'aquestes velocitats.

Base Bas = (f,g,i), retrégrada, on
ii::_gl
8= 22
z-= 23

en la qual § té el sentit de rotacié6 de la galaxia. Es
1'adequada per a expressar el moviments globals de 1la
galaxia.

A la figura 1.1 es poden veure les bases B, i Bz
mentre que a la figura 1.2 estan representades les bases Bx

i Ba-



Figura 1.1. Sistemes de referéncia Bl

i B2'

| o0
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a2y
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®
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6= =
]
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/

Figura 1.2. Sistemes de referéncia B3 i B4.
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La velocitat heliocéntrica W d'una estrella sera

P
W = K
w Pu, cos §

K
Dl-lé.

onp és la distadncia heliocéntrica medida en kpc, mentre

que px i ps ho estan en '/secle, V, en km/s, i

"secle_lkpc

és @l factor de conversié d'unitats.

Anomenant 1 la longitud galactica, b la latitud
galactica i ¢ l'angle paral.lactic d'una estrella,
considerem el sistema de referéncia de Blaauw (Allen, 1974)

en qua el pol nord galactic P té coordenades equatorials

O
S

12 h 49 m
27 © 24 !

i el pol nord equatorial Q té longitud galactica

la = 123 ©

Aleshores (Oras, 1977),

cos b sin (1 - lQ) = - cos 6 sin (a - ﬁp)
cos b cos (1 - 10) = - cos 6 sin GP cos (o - np) + cos GP sin §
sin b = cos 6 cos GP cos (a - aP) + sin Gp sin &
cos b sin ¢ = cos GP sin (a - uP)
cos b cos ¢ = - Ccos 6P sin § cos (a - uP) + sin GP cos 6

18



Si anomenem

es demostra (Nanez,

W en la base Bx és

U = Vp cos 1 cos b
V = Vp sin 1 cos b
W =

Vp sin b - kou,

+

+

cos §

1981; Torra,

Kpu COS § (cos
K s
PH (co

(sin

1

1

KpH COS 8§ (sin 1
KoM i
]

cos b sin

(1.32)

1984) que 1'expressid de

sin b
sin b
sin b
sin b

+ Kpu

()

sin
cos
sin

cos

cos b cos ¢

¢
¢
¢
¢

+

-+

sin
sin
cos

cos

1
1
1
1

cos
sin
cos

sin

Si considerem la velocitat heliocéntrica W. del

centroide d'un cert conjunt de k estrelles

tindrem que,

i, per tant,

com

i, segons (1.32) i (1.34),

Yo

L)

com

a b
(Ui - Uo) (Vi - Vo) (wi - W

podrem expressar (1.1),

tal com posa de manifest la figura 1.3,

¢ ) -

¢ )

¢ ) -

¢ )
(1-33)

(1.34)

(1.35)

de manera discreta,

0

)C

(1.386)

(1.37)

19



Figura 1.3. Diagrama de velocitats: G, centre galadctic; E, estrella;

C, centroide; ©, Sol.

Els moments (1.37) s6n els moments de la mostra de k
estrelles objecte d'estudi i s6n estimadors esbiaixats dels
moments de la poblacié (Kendall & Stuart, 1977). Donat que
la mostra contindra només alguns centenars d'estrelles els
errors que s'introdueixen al considerar-los directament com
est imadors dels moments de la poblacié sén inferiors a
aquells que provenen de la grandaria finita de la mostra.
Per tant (NGfiez, 1981; Torra, 1984), s'adopten els moments
(1.37) com estimadors dels moments de la poblacié.

Es considera que els moments (1.37) estan afectats
Gnicament d'errors de tipus estadistic, donada la
influéncia inferior al 10 % de l'error total que tenen els
errors observacionals de les magnituds que intervenen en el

seu calcul (Nanez, 1981; Torra, 1984).
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1.4. Aproximacié lineal del camp de velocitats.

L'estudi del camp de velocitats a través d'un model
tridimensional, que generalitzava el model pla d'QOort -
Lindblad va ésser desenvolupat per Ogorodnikov (1932) i per
Milne (1935). '

Expressem la velocitat heliocéntrica W d'una estrella

respecte un sistema inercial com

F
W=W +u.p (1.38)
on W™ és la velocitat de 1l'estrella respecte un sistema
fonamental heliocéntric, expressant-se els termes

precessionals del sistema fonamental respecte 1'inercial
(Nafiez, 1976) com

F ' (1.39)

i essent p el vector posici6 heliocéntrica de 1l'estrella,

és a dir, -
p=r-rg

Aleshores, a partir de la figura 1.3, tindrem, segons
(1.38),

V=V +¥W +uw.p (1.40)
a més de
s v
Y= Volog #2) + ¥
Ea’ &ﬁga)a'g@ (1.41)

21



Efectuem ara una aproximacié lineal del camp de
velocitats mitjangant D(Va(rg)), diferencial del camp de
velocitats en la posicié del Sol, que podrem descomposar
en les seves parts simétrica S(ge) i anti-simétrica H(ge),
estant aquesta Gltima associada a una rotacié6 definida
per Q.

Si introduim

1€
]

|
I

§=

(1.42)
aleshores, de (1.40) + (1.42), s'obté (Rius, 1974) que
W=y -y + 8. p+ Slgghke (1.43)

—-@®

Donat que 1l'expressi6 de D(Vn) és (Oras, 1977)

i ]
8H0 1 BHO . ?9 _ 329
dwr w 39 w oz
aeo 1 300 HO aeo
D(EO) = | = == - ——— = woiia
' dwr w 86 w 9z
3z
320 1 iEQ --9
| awr w 36 3z
— - B

aleshores, les components del tensor S i del vector Q sén

all 1 1 3n 30 e 1 3n 9z

0 0]
311 = oL 512 ===~ (- i + s -9) 513 = = = (=== + —=)
owr 2 1w 236 aw o 2 a3z dw
s --% T 1% 1% o %
2e w 36 w 23 2 2z w a8 33 3z (1480
1 390 T 320 1 BHO BZO 1 1 BHO 300 60
91 = = (— - = —=0) 92 = = = (=== = —=2) 93 = = = (= = = ——= ¢ -=)
2 3z w 20 2 9z aw 2 w 36 3w w
(1.45)

on, quan es compleix la hipétesi de simetria cilindrica,
Siz, Q= i S»= s6n les classiques constants d'Oort A, B i C,

respectivament.
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Tenim, per tant, que l'equacidé (1.43) constitueix una
equaci6 vectorial de condicibé per a cada una de les k
estrelles de la mostra, havent estat considerada la seva
velocitat residual v com 1'error efectuat en la
determinacié de la velocitat heliocéntrica de l'estrella

respecte un sistema fonamental

\')
p
- ]
W= Kppacos

KPH g

a partir de la velocitat residual del Sol

x u
12 | (1.46)

Y9 =1 Yo 0

z w

0 L ve

del vector (1.42)

de la posici6 heliocéntrica de 1l'estrella

p cos § cos o p cos b cos 1

p =|p cos 6 sin a p cos b sin 1

p sin § p sin b
- B B

i de les components (1.44) del tensor S(rg)-

Aleshores (Nafiez, 1981; Torra, 1984), obtindrem
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: V, = X (- cos @ cos § x, — sin a cos § Yo ~ sin § Z@) +
p

[+]

@

2 2 2 .
+ cos b cos 1 (Sll - S 3) + cos” b sin 21 812 e
) +

. . 2
+ sin 2b cos 1 Sl + cos” b sin 1 (522 -

3 33

+ s8in 2b sin 1 523 + 333

1 .
M, COS § == (sin a x
p

- cos a y@) - cos a sin § w, -

€] 1

- sin a sin § w2 + cos 6 ma +
+ 2 {c052 1l sin 2b sin ¢ - sin 21 cos b cos ¢ ) (S - 8.) %
2 11 33

(cos 21 cos b cos ¢ + 3 sin 21 sin 2b sin ¢) 512 -
2

+

— (cos 1 cos 2b sin ¢ + sin 1 sin b cos ¢) 513 +

+ L (sin 21 cos b cos ¢ + sin2 1 sin 2b sin ¢) (S -8..) +
" 22 33

+ (cos 1 sin b cos ¢ — sin 1 cos 2b sin ¢) 823

gy = : (cos a sin 6§ x
P

i i = (1.47)
g + Sin @ sin 8 Yo = cos $ z@) +

+ sinaoc w, - cos o w, -
1 2

w S (sin 21 cos b sin ¢ + 0052 1 sin 2b cos ¢) (Sll — 5..) *

> 33

L sin 21 sin 2b cos ¢) S +
- 12

+ (cos 21 cos b sin ¢

+ (cos 1 cos 2b cos ¢ — sin 1 sin b sin ¢) 513 -

+ : (sin 21 cos b sin ¢ - sin2 1 sin 2b cos ¢) (S., - S..) +
> 22 33

+ (sin 1 cos 2b cos ¢ + cos 1 sin b sin ¢) 523

i, per mitja de la seva resoluci6 simultania podrem

determinar la totalitat de les inc6égnites que hi apareixen.
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2. MODEL GALACTIC NO ESTACIONARI AMB SIMETRIA
CILfNDRICA.

Aquest capitol esta dedicat a l'estudi d'un model ds
Chandrasekhar, no estacionari i amb simetria cilindrica en
qué les funcions del temps ks i ke s6n idénticament
nul.les. Les expressions per al tensor A i el vector A
figuren a (2.5) i (2.6) després d'haver estat resoltes les
setze egquacions (1.23) i (1.24). Es determina igualment
que les funcions del temps k, i kx i les constants k= i ka

han d'ésser positives.

El segon apartat esta dedicat a la resolucié de les
quatre equacions (1.25) i (1.26) que permetran la
determinaci6 del potencial U i de la funci6é X . En el cas en
qud les funcions k; i kx s6bn iguals s'arriba a les
solucions (2.30) i (2.34). Quan k; i k= s6n distintes,
després de transformar el sistema (1.25) a la seva forma
canfnica s'obtenen les solucions (2.44) i (2.45). El fet
que el model sigui no estacionari planteja la condicid
d'integrabilitat (2.4%9). Suposant ara la funcié F, que
apareix en la determinaci6 tant de U com de x ,
desenvolupable en sdrie de poténcies, s'arriba al sistema
d'equacions en derivades parcials i d'equacions en
diferéncies (2.53) + (2.57). Les solucions (2.60) i (2.61)
obtingudes en el cas B1, en qué& k: i kx s6n proporcionals,
s6n del tipus descrit per Perek (1962). En el cas B2, en
queé k, i kx no sén proporcionals, s'obtenen per a aquestes
funcions les solucions (2.71), (2.73) i (2.75), havent-se
de complir, respectivament, les condicions (2.72), (2.74) i
(2.76), i

solucions (2.81) i (2.82), respectivament, per al potencial

sumant les sdries de poténcies obtingudes, les

»
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U i la funcidé X . Les integrals primeres del sistema han
astat igualment determinades, i s6n (2.83) <+ (2.86) cas de

qué el potencial U sigui estacionari.

El tercer apartat estd dedicat, en els diferents
casos, a l'obtenci6é de la velocitat del centroide Va
i de la funci6é o, mentre que en @l quart s'obtenen el
nombre d'estrelles N per unitat de volum, els moments de
segon ordre (2.94) i les components de la part simétrica i
de la part anti-simétrica del diferencial del camp local de
velocitats D(Vn), posant-se de manifest les relacions
existents entre ells, interpretades segons les equacions
hidrodinamiques de la dinamica estel.lar. S'obté igualment
el caracter no solenoidal del camp de velocitats dels
centroides locals, aixi com 1l'expressi6é del terme K (2.109)

que dbéna compte de l'expansié galactica.

2.1. Obtenci6 de A i de A .

Concretem ara el nostre estudi a un model de
Chandrasekhar no estacionari i amb simetria cilindrica que
constitueix una generalitzacié del model estacionari i
igualment amb simetria cilindrica desenvolupat per Oras

{19772

Siguin
e o r -
wor Awﬂ sz ﬁw
A = N = :
Aao Roe Aoy 4 = ﬁei
A A A A |
wz 0z zz z

les expressions de (1.16) i de (1.20), respectivament, en
coordenades cilindriques. Tenint en compte que segons la

hip6tesi adoptada



tindrem que (1.5), d'acord amb (1.18)

at our 3z dwr w oll

me a(Q+o) AU 3(Q+o) _

o 90 3z 3z

mentre que (1.22) s'escriura

2 2 2 _
Q +0 = Ammﬂ + 2AweH9 + 2&wzHZ + Aeae + 2ABZGZ + Azzz

% = - 20 Z -
2ﬁwﬂ 2&69 2 . X

Substituint (2.2) a (2.1), al resoldre les dsu

equacions de (1.23) s'obté (Oras, 1977)

Amw = kl + 2k52 + k422

Awe = 0

Amz = ksw - kdwz

Aee = kl + 2k52 + kzwg + k422
Aez = ksw

Azz = k3 + k4w

@ssent k,, .

temps t.

27

, bprendra la forma

(2.1)

(2.2)

(2.3)

.., ks, en principi, funcions arbitraries del

Tenint en compte (2.3), les sis equacions (1.24) tenen

per solucié (Catala, 1972)

A a}-lz:‘ur+l.(m‘2
o 1 5
2
Ae = - Bw + ksmz
1 2
az =6 + = R3z - st

2

(2.4)



28

havent-se obtingut que k= i ka s6n constants.
Donat que per 3§ = z = 0, es compleix

Yo = 0

tindrem, segons (1.20) i (2.4),

D'altra banda, el model en qué les funcions del temps
ke i ks no s6n nul.les ha estat desenvolupat per Catala
(1972) donant lloc a un potencial molt restrictiu excepte
en el cas en qué ke sigui una funcid6 lineal del temps. Aixli
doncs, adoptarem com hip6tesi que les funcions del temps km

i ke s6n idédnticament nul.les.

Aleshores, (2.3) i (2.4) s'escriuran

2
Aww = kl + k4z
Aurﬁ =0
A ==
wz K (2.5)
AGB = kl - kéw + k 22
ASz:=O
2
Azz = k3 + k4m-
i
1
A = kw
w 5 1
AB = = Bwr (2.6)

=
I
AV
=
N
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La forma quadratica (1.14) ha d'ésser definida
De (2.5) tenim que, per tal que (1.14)

(Ogorodnikov, 1965).
19280) ,

sigui definida positiva (Ledermann & Vajda,

2
kl + kaz >0

2 2 2
(k1+k4z)(kl+k2w + k,z%) > 0

2 2
(kl + kyw + k,z) (klk3 + klk4w2 + kSkdzz) >0
mentre que a fi que (1.14) sigui definida negativa,

2
kl + k4z <0

2 2 2
(k1 + kaz ) (kl + kzm ¥ k4z ) >0
2 2
(k. + k.w k & 2
1 2%+ k,z ) (k1k3 + klkdw + kakaz ) <0
les funcions

per a qué (1.14) sigui definida,

o sigui que,
les constants k= i kg han de tenir

del temps ki i k= i
totes el mateix signe.

Ara bé, per w = z = 0

I
=
~

2
det A 1K3

i per tal que el nombre d'estrelles N per unitat de volum

sigui real per w = z = 0, tindrem (Catala, 1972)

h3> 0

Per tant, les funcions del temps ky i k= i les

constants kz i ks han d'ésser positives.
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2.2. Obtencibé de U i deX.

Les tres equacions de (1.25) i la de (1.26) es

convertiran en

(kl + k422] 29 - kdwz EE + }— klw = - }. El (2.7)
duwr 9z 2 2 Jw
- fw =0 (2.8)
- k4~mz ?'E + (kS + k4-w-2} Eg + }. ksz = - E E.x_
w 3z 2 2 3z (2.9)
1 aU 1 aU 1 ax
= ko — = kiz —< - ek (2.10)
2 w2

9z 2 3t

obtenint-se de (2.8), immediatament, que B és una constant.

Si introduim, seguint Chandrasekhar (1942),

1 2
T =-w
2 (2.11)
1 .2
g ==-2z
2
les equacions (2.7), (2.9) i (2.10) es poden escriure
3 au 1 123
{kl + 2k4c) L 2k 0 == + = kj =-- X (2.12)
3T X4 2 2 3t
=" 139
- 2k41 o + (k3 + 2k4t} -l + L k3 i i 2 A (2.13)
9T aC 2 2 3¢
y . 13
kl‘[ 29 + ksc .a_g = - —K

Donat que ks = O comportaria la independéncia de (2.5)
respecte z, podem suposar ka # O. Aixi doncs, si derivem
(2.12) respecte ¢, li restem la derivada de (2.13) respecte

T i dividim per 2ka, obtindrem

32U k, - k 32U 32U au aU

T === = (Tt =172 = ) —f == + 2 == =2 == =0
aT 2k 9T 9L 9T T (2.15)




31

Distingirem dos casos, segons k, i k= siguin iguals o

distints entre si.

A) Cas k; = k=-

Derivant (2.12) respecte t i sumant-1li la derivada de

(2.14) respecte 7T, obtindrem

82U 32U 1

2k1 EH + (kl + 2k4c) — - 2k4c —_— - kl +
3T atart atazg 2
5 a2U = a2U (2.16)
+ klt -3 + klc —= =0
9T 913dZg

i derivant (2.13) respecte t i sumant-li-la derivada de

(2.14) respecter,

2 2 i
. U 1
ok, & o2k, 1 (g, + 2k,T) == & = kg +
Lo atat atar 2
* 3%y 3% C2A7)
$ R TS+ kg 2z=0
1 1% 773
aTag T

Restant ara (2.16) menys (2.17), s'obté

2 2 2
- a U aU au
k, [t E-g - (t - ¢t) I . E =5 + 2 == - 2 —] +
3 AT 3TacC 3L AT ar
2 2
3 U (2.18)
+ (kl + 2k41 + 2k4C) (3—9 ------ ) =0
atat atag

Tenint en compte (2.15), i que

k) + 2k, + 2k,8 #0

de (2.18) obtenim que

L
I T

at ot g (2.1%9)



Segons (2.19),

]
at

]

ac

- [klU + k

[kU+k

i tindrem,

klU + kl

aU %

% ot

au ’

L at

per tant,

y au

1 9T

:14)
— + kT —— +
at

-+ k T

-— + k.7

k

1

podem

escriure (2.16) i

aU

9z

C——-rl k

2

L 3

L 2 t

Eg + = k

az 2

1 (t + z)

(t + ¢)]

(v + T))

= H(t)

(2.17) com

(2.20)

on H(t) es pot prendre nul.la sense pérdua de generalitat.

Si denominem

i multipliquem (2.20) per k.,

que &6s una equacib

lineal en F,

Dels tres primers membres de (2.22) tindrem

k

F=ku

oF
-— + k.7

1 1

at

B

kl klr

aF
at

dt dz

1

k.t

1

kc——+—l-ck

1

aF
ag

obtindrem

1

> 1

dr

=
5 k

kl (v + )

(r +¢) =

el sistema associat de la qual és

diferencial en derivades parcials,

(2.21)

(2.22)

(2.23)

32
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amb dues integrals primeres independents

; —
_— = Al -— = A2 (2.24)

Per tant, de (2.22) + (2.24) tindrem

dt _ dF
- — - l s B 2
kl 2 klkl (Al + Azj
és a dir,
dF 1 2
— = - Z (A, + A) k.k (2.25)
dt 5 1 2" "1

Ara bé, seguint Chandrasekhar (1942),

d -
k.k, = == (klk -

"2
k
i Eg 4 at 1 1

)

n oI

i, de (2.25), obtenim la integral primera

e l .2
Fe (A +Ay) (kky - - k]) = Ag (2.26)
2

Si tenim ara en compte que

2 - -
a 2
E'E ki/z : k13/2 (klkl -1 kl}
dt 2 2
anomenant
2
k) = ¢ (2.27)

podem escriure (2.24) i (2.26) com
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= A

= A 5

1

< |
= Ml

< |A
= il

F + ¢1¢1 (t + ¢) = A3

Per tant, la solucié de F sera

- & £t 2
F = ¢1¢l (T + CJ + Ul(;z,;é)
171
i, segons (2.21),
U @l 1 T T (2.28)
= - ;— (t +z) + ;2 Ul(gi.;é)
1 1 11

havent-se de complir la condici6 d'integrabilitat (2.15).

Si introduim

o= I 6 = &

2 T2
%1 %
aleshores, (2.15) es pot escriure

22y, 32U1 azul au, 3,
& g - (B = B) emtiB weZ 3 8 et e B immm = O

aa 9 dB a8 aa 3B

formalment analoga a l'obtinguda en el cas estacionari. La

seva integral general sera, segons OrGs (1977),

U, = V. (a + B) 4 ===—o v, (=) (2.29)

Per tant, de (2.28) i (2.29), tindrem

; 1 T+ 1 C
Us==t (1 #8)+ =5 V, (==—5-) + vV (=) (2.30)
¢1 ¢1 ¢1 T+ L T
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Per tal d'obtenir X, observem que

U 1
E‘i..i_z_-é vy (2.31)

9T 9C T

Tenint en compte (2.31), podem escriure (2.12) i
(2.13) com

au 'BV2 1 (. 1 oy
k, -+ 2k, -——= + = Kk, = = = —
1 9T 4 at 2 E 2 9T
au B\-’z 2 L 1 a3y
k, =-+2k, ——= 4+ -k, = =~ = —
1 aL 4 g 2 3 2 3t
que té per solucibd
1 1
kU+2k,V, + =k, (t +¢) + H(t) = - = x (2.32)
1 4 2 > 1 >

on H(t) &s una funcié arbitraria del temps.

Segons (2.27) i (2.30) podem re-escriure (2.32) com

T+ ¢ -

(t +2) + V., (———5- ) + (———=- +2k,) V. (=) + H(t) (2:33)
4’ "2
2 ¢ T+ T

Derivant (2.30) i (2.33) i substituint a (2.14)
obtenim que H és una constant amb la qual cosa (2.33) pren
la forma
. T+ C ¢ 4

ks ¢§ (t+2)+ v, ( ) % K + 2k,) V,(-) + constant (2.34)
¢ T+ G T

I
|-

B) Cas k; # k=x-
Considerem el sistema format per (2.12) i (2.13). La
Seva equacid caracteristica serd, com en el cas estacionari

(OrGs, 1977),
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2 =
A = (kl + k3 + 2k41 + 2k4;) A+ klk3 + 2k1k41 + 2k3k4C =0
Prenguem com noves variables les seves arrels
T ky + kg k, + kg .
U = ==———=x + k.1 + k,z + [(-====== + k1+ k) -
4 4 4
2 2
%
A= = (kjky + 2k kT + 2k k,0)]
k., + k k., + k (2.35)
w = B S + k1 + k= [(==ae— 2 + kt+k C)2 -
4 4 4 4
2 2
%
- (kjky + 2k k,T + 2kk,z) ]
mentre que, aleshores,
i K2 -k, ( ) i
. - 3 - 3 u + w) + uw
kl - kl (u + w) + uw (2.36)
L = =
| 2k4 {kl - k3) !

Si anomenem J la matriu jacobiana de la transformacié

(2.35), es complira

s A
Siguin
. k) + 2k, ¢ - 2k, g
A =
- 2k4 1 k3 + 2k41
Aleshores,

escriure

el sistema format per (2.12) i

(2.37)

(2.13) es pot
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(2.38)

?s(klr + kac)

o sigui que (2.38) s'escriurad

- 1 =t = 1
A.?SU + = Vs{klt + ksc) = - = vsx
il 2_ 2_
que, tenint en compte (2.38) i (2.37), es converteix en
2
i = 1 o k3 - k3 (u + w) + uw
J AU+ -9 (kl -
= 2 - 2k4 (kl - k3]
k2 - k. (u+ w) + uw 1
1 1
- kg ) == = W%
2k4 (kl - k3] 2 =
Per tant, anomenant
- kk. + kK k., -k
b, = 13 __31 b, = 1.3 (2.39)
1
& ak . (k, - k,)
4k4_(kl k3) ( 1 3
obtenim el sistema canénic

w§9+b1+b2|ﬂ=—'lg§

Ju 2 3u
(2.40)

u a + b1 + b2u - 2N

aw 2 ow

Eliminant ¥ de (2.40),

obtenim 1'equacié6 diferencial

de segon ordre de tipus hiperbélic

2

a3 U aU

(U = W) =——— = = ¢

Judw au

AV _o, (2.41)

aw



andloga a 1l'obtinguda en el cas estacionari (Oras, 1977).

Mitjangant

U=z ———

u-w

podem escriure (2.41) com

que té per solucid
V = F(t,u) + G(t,w)
d'on

, aleshores,

" _ F(t,u) + G(t,w) (2.42)

u-w

Ara bé, segons (2.3g) a cada punt del pla 7,7 1li
corresponen dos punts del pla u,w simétrics respecte la

bisectriu del primer quadrant. Per tant, tindrem igualment

uy = F(t,w) + G(t,u) (2.43)

W -=1u

Comparant (2.42) i (2.43), obtindrem

F(t,u) + G(t,u) = - F(t,w) - G(t,w)

O sigui que, forgosament,

G=-~-F

38
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i, aleshores, tant (2.42) com (2.43) es converteixen en

u = Flt,u) - F(t,w) (2.44)

u-w

que és un tipus de potencial anomenat d'Eddington (1915) i
que ha estat trobat pel cas estacionari per altres autors,
entre els quals, Oort (1928), Camm (1941), Fricke (1251) i
Lindblad (1959).

Per tal de trobar X, integrant (2.40) obtindrem

wlU + blu + b2uw + Hl(t,w)

ul + hlw + bzuw + Hz(t,u) = -

Segons (2.44), tindrem que

F(t,u) + Hz(t,u} - blu = F(t,w) + Hl(t,w) - blw = Dl[t}

i, per tant,

1 wF(t,u) - uF(t,w) % bl(u + W) o+ bzuw + Dl(t] (2.45)

u-w

X =

\S}

Ara bé, l'equacié6 (2.14) proporciona una condici6é6 per
a la integrabilitat del sistema. Per tal d'expressar-la en
les variables independents t,u,w, en les quals hem
obtingut les expressions (2.44) i (2.45) de U i de x,

respectivament, tindrem

3y
T du 3T aw 3T

o 9 . 8U 2w

au aU a3u aU aw

B o BSOS (2.46)
Az Ju ag dw 8L

2%y _ (3X) , 3x 3y 3x 3w
(X = (2N, + .

at ot du a3t aw 9t



De (2.35), (2.36) i (2.46) obtindrem

au 21(4 au U
== = === [(u - k) == = (w - ky) =]
at u-w au aw
al 2k4 al 18]
— = m——— [(u - k) — = (w = k,) =]
3z u-w 3 Ju 3 ow
' (2.47)
(EE) : (ii) . =ky (U - kg) (w - k) + ky (u=k)) (w=ky) EE .
2t S ettt . (k; = k) (4 = w) du
. kl (u - kl) (w = k3 - kg (u - ks) (w - kl) iz
(kl - k) (u - w) ow

mentre que, tenint en compte (2.36), (2.44), (2.45) i

(2.47), si introduim

- 2 . 2 - - .. . -
(klkB + kakl) (kl + ka) - 2klk3 (klk3 + kakl) =
D2(t) = 5 + Dl(t)
ak, (k1 - k3)
(2.48)
la condicié d'integrabilitat (2.14) es pot escriure
aF(t,u) w F(t,w) u
—— ————— ————  — ————— ————— +
at Uu-w at u-w
oF e = = o5 i _ i
(t,u) [(u kl)(w k3)( klk3+klu+k3w] + (u ka)(w kl)(k3kl kyu klw)J .
2 :
9 - 162
u (kl ka) (u-w)
aF e - o ol - i o
(t,w) [(u kl){w k3](k3k1 klu k3w) + (u k3)(w kl}( klk3+k3u+k1w)] .

dw (1 ~ky) (u-w)>

Flt,u) = F(t,w)  (kpkgkgky) [ (unky ) (wkeg) + (uskey) (uke))]

[

uw (ky—ky) (u-w)®

] +

k, - k kK +k K
mma T I uw + 28 8t (u + w) + D2(t] =0

4 i .
k4 (kl k3) 4k4 (kl k3] (2.49)
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Efectuem ara la segiient hipétesi: la funcié6 F és
analitica en el segon argument i els seus coeficients s6n
funcions diferenciables del primer argument.

Aleshores, tindrem que

F(t,u) = 9_ ai(t)ui
i>0 (2.50)

F(t,w) = ):_ ai(thi
i>0

i, com a conseqiéncia,

aF - -
._.i.i_:i.l'.‘l = Z ai(t)ul

at i>0
aF : i
A0TSR B |

at i>o *

(2.51)

IF(t, i
8 o F ey et

2y izO i+l
3F(t,w)

=== =2 (i+1)a _(t)hw
u 50 i+l

mentre qua, segons (2.50), podrem escriure (2.44) com

L a(t) (u-w) . s
i20 = Z:. ai(t) (1.11_1 + ul-zw  one AW ¥ wl—l)

u-w i>1

U=

(2.52)

Si substituim (2.48), (2.51) i (2.52) a (2.49)

obtindrem una série formal en u i en w que haura d'ésser
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idénticament nul.la, raé per la qual s'hauran de complir

les relacions

X —k1k3k3 + k3k1k1 (- klk3 + kskl) (- klk3 + kskl)
let} + + 5 +
4k, (kl = kg) 4k, (kl ~ ky)
(- k1k3 + kskl) klk3 (-_kll-_t3 + k3k1) (kl + k3) . (2.53)
+ a - a -a. =0
3 k, -k € k, -k =
1 3 1 3
=k kg = kjky + kjk; =k + k3 (2.54)
~ 9y # 28y S - By % O
ak, (k; - k) ky, - kg ky o~ kg
- k. k. + k.k -k, +k i
- (i + 1) a. 2 31 + i a, T e a, =0 ,1>3 (2.55)
i+l TR i e = i -
1 3 1 3
e s Tk RTRE SO RO |
o 15 + kgky [a4 klk3 - &y (kl + kS) + a2] = 0 (2.56)
4
- k = " |
( 11{3 + kakl) [ai+2 k1k3 a1 (kl + k3) + ai] =0 , i>3 (2.57

Cal remarcar que el coeficient a, no apareix en cap de
les relacions (2.53) + (2.57) mentre que, segons (2.52), el
coeficient ao no és necessari per a la determinacié del
potencial U. Aixi doncs, aquest potencial U estara
determinat a menys d'una funcié arbitraria a, del temps t.

En l'estudi de les relacions (2.53) % (2.57)

distingirem dos casos:

B1) Cas - kik= + k=ki = O.

La solucié de
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és

Aleshores, (2.53) + (2.55) s'escriuran

. Ck, k .
ak 0
4
k3 k3 - (2.58)
=== -2-"a,-a,=0
4
k4k3 k3
k3 i
=1--a,-a, =0 , i>3
k . =
3

mentre que (2.56) i (2.57) sén idénticament nul.les. Les

solucions de (2.58) seran

Ckg
ao = Dl(t) + ;l:— + CD
4
2
% Kk ky
fo ¥ 3 ¥ et
ky 8k kg 4k kg
¢4
al=l:I ’ 123
'3

Per tant, segons (2.50), i donat que ac és una funcié

arbitraria del temps,

k. - 2k_.k c. .

33 2 i i

F(t,u) = aO(t) + al(t) U + =———— -2-——— u + —1- u
8k k i>2 k3

. e - (2.59)

k- - 2k .k c F

33 2 T -

F(t,w) = ao(t} + al(t) W 4 ——m—— ik -1 W
8k k i>2 k
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Les solucions formals (2.5%9) obtingudes constitueixen

solucions efectives (Ledermann & Vajda, 1982) per

u] < C lim sup {cifl}
ky 122

Jw] < £ lim sup {c%xl}
kg 132

Aixi doncs, tenint en compte (2.39), (2.44), (2.45) i
(2.59), obtenim

-

2 =
ko - 2 ko k (=75 : ; i .
- -2 i-2 i-1
U=a (t)+ W (u + w) + 2:: - (u' L R T - s
x 8k k- i>2 k&
43 = 3
(2.60)
i
1 ky k2
==X ==ay(t) - === (u+ W)+ -5 uw +
2 4k
4 8k4k3
(2.61)

c, . . : :
+ uw :Z: . (u1_2+ul-3w+...+uwl_3+wl_2)
y i
1>2 &

Es interessant posar de manifest que el potencial
(2.60) és semblant a algun dels descrits per Perek (1%262),
obtinguts per aquest autor a partir d'hipétesis sobre la

funcié de densitat de massa.

B2) Cas - ﬁ1k:}; + .k.:r,.kg ¥ 0.

En aquest cas, (2.56) i (2.57) es poden escriure

_ - klka + k3k1 - B 3 . (2.62)
~ + a 3~ a3 (kg +kj) +a, =

; 2 & .
8k, (-
o (= kjkg + kgk))

a. - = i
jo2 KKy -8, (k) +k) +a, =0 , i2>3 (2.63)
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Les relacions (2.62) i (2.63) constitueixen una
successidé recurrent de funcions reals de variable real.
Segons Ledermann & Vajda (1980), tindrem que la solucié
general de (2.63) és

1.3 . (2.64)

essent t, i ts funcions del temps t. Substituint a (2.55),

s'obté

tl 2k kl - 3k.k, + k k. t

» 1 13 31 1 "
i-2 i-1
kl kl = k3 kl (2.65)
t3 - k1k3 + 3k3k1 - 2k3k3 t3 .
+ - + - - =0 , 1i2>3
k1—2 kK -k kl—l -
3 1 3 3

Ara bé, les solucions per a t, i t= han d'ésser
indepandents de i, contrariament el sistema (2.65) sera

incompatible. Amb aquest fi s'haura de complir

%1 ) 21::lkl - 3§1k3 + ﬁakl -

Ko k, - kg K

'%3 o fclks . 31;3](1 - 21231(3 ty Y (2.66)
k;"e k, - kg il

Les solucions de (2.668) s6n

k., - k



que al substitulr a (2.64) fan que

1~ K3 o M

B e O Dl o § 53
kJ.+1 3 ki+1 =
1 3

De (2.62) i (2.67) obtenim

havent anomenat

_l___E3 . k, = kg \ H(t)
3 73 3
k
1 kg 8k,
- k.k. + ﬂ.k
H(t) = .1 3 '3 1
kyk3 = k3ky

Si substituim a (2.54),

compatibilitat

Ara bé, quan

: -k k, + kok
Ht) + 2 megrs——31 _o
klkS - k3k1
es compleix
k k.
H(t)?-'—Tl:—?g:C
kl k3

essent C una

solucions de

obtenim la condicié de

46

(2.67)

(2.68)

(2.6%9)

(2.70)

constant, es verifica la condicié (2.69). Les

(2.70) s6n

%
= Qa e(_C} t +

1

1
a e“c)ét+
3

amb les condicions, a fi

positives,

que k, i k= siguin sempre

(2.71)



a7

Tf & 43131 (2.72)
Tg < 4u383
quan C < O,
k =ot® s Btey, (2.73)
k3 = u3t2 + Bst + Y3

complint-se les condicions

. >
@, 0 G 0
Y. >0 Y§>0 (2.74)
B < 4oy, B3 < dasy,
quan C = 0, i
2 %
kl = o, sin {C*E & Bl) + Y, (2.75)
k3 = o, sin (C”t + 83) + Y5
complint-se que
Y. > 0 >
é . 3> 0 (2.76)
. 2
5 M a3 < "g

quan C > 0.
Aixi doncs, segons (2.50), (2.67) i (2.68), tindrem

C 5
F(t,u) = ao(t)a-a (t) u + ——u_ +
1 8k
4
c k.) 1o (k. - k) ar
1“‘1"32:“ 3 1“3"2:."
d mem————————— e ——— T
y ¥ K i>2 *3
c (2.77)
F(t,w) = ao(t) + al(t) W+ ——— W+
8k
a
€ Ik = X) wes W Ca (s =Ks) wt
g A%y 3 L 3 % 3
' k o2 kb ““-1:“““ i>2 ;I
1 26 %y 3 = oy
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sempre que es compleixi la condicié de compatibilitat
(2.69), que en el cas (2.70), té per solucions (2.71),
(2.73) i (2.75) quan es satisfan les condicions (2.72),
(2.74) i (2.76), respectivament.

Aquestes solucions formals (2.77) obtingudes

constitueixen solucions efectives sempre que

lul < min {k;,kj;}
|w] < min {kl,k31
de manera que quedi assegurada la convergéncia de les

séries de poténcies que figuren a (2.77) (Ledermann &

Vajda, 1982). Si les sumem, podrem escriure (2.77) com

2
C C, (k. = k,) u
F(t,u) = aO(t) +a (t) u+ — u2 " 1 1 3 <o
1 8k k2 k
4 1 1~ ¢
C, (k, - k) u2
3 Ky m Ky
2
k3 k3 - u (2.78)
C s ©C (kl - k3) o
F(t,w) = a.(t) + a, (t) w + = w~ + -
© 4 8k K°
4 1 kl - W
C, (k, ~k,) wo
_ Vg A% = kg
2
k3 k3-w

Aleshores, tenint en compte (2.11), (2.35), (2.39),
(2.44), (2.45) i (2.78), anomenant

c3 Cl
B = = e B = = em—
L k 2 K
4 4
c1 c3 C |
= s i - wew (K k
G(t) = al(t) + ( 5+ kz) (kl k3) + = ( 1 * Kg

ki k3 4
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i essent K(t) una funcié arbitraria del temps, obtenim

_ (2.79)
By B C 5
U= -+ =+ = (w + 27) + G(t)
2 2 .
o z 8
i
2 2
1 _ B1 (kl + kdz ) B2 (k3 + k@” )
-—-X = 5 + 2 *
2 w =
) ) (2.80)
Ck, k Ck, k
: + (---1 + —l) e 4 (--2 + -§) 22 + k(%)
’ 8 4 8 4

La dependéncia del potencial (2.7?) respecte el temps
queda reduida al sumand G(t), que és una funcidé arbitraria
del temps i que pot ésser considerat nul sense pérdua de

generalitat. Aleshores, podrem escriure

B
= 3+ 5+ = (v +2)
o z 8 ’

Aixi doncs, hem obtingut que el potencial (2.81)
corresponent al cas B2 és estacionari i separable de la
forma (1-11).

D'altra banda, tenint en compte (2.80) i (2.81), i
substituint a (2.10), obtenim que la funcié K és una

constant, amb la qual cosa podem re-escriure (2.80) com
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2 2
1 Bl (kl + k,z") B2 (k3 + k,w )
--X = 5 + +
2 w 22 (2.82)
Ck k Ck ﬁ
+ (=== + ==) m? + (__§ + _§) 22 + constant
8 4 8 4

L'Gnica integral primera que presenta el model en els
casos A i B1 és la que es dedueix de la hip6tesis adoptada
de simetria cilindrica, és a dir, la integral de les arees
(1.10).

En el cas B2, a més de la integral de les arees (1.10)
i donat que el potencial U és estacionari i separable de la
forma (1.11), el model presenta la integral de 1l'energia
(1.2) i la integral (1.12). Una altra integral primera del
model en aquest cas B2 és 1'anomenada integral de Kuzmin
(1953), encara que anteriorment utilitzada per Camm (1941),
Chandrasekhar (1942), Fricke (1251) i van Albada (1952).

Les expressions d'aquestes integrals primeres (1.9),
que ha estat substituida, mitjangant (1.12), per la
integral de l'energia corresponent al moviment en el pla
galactic, (1.10) i (1.12) i de la integral de Kuzmin sén

»

respectivament,

2B
I, = l'I2 + 92 + . + - -ur2 = constant (2.83)
1 2
o 4
12 = w® = constant (2.84)
2B C
I = 22 + =i + - 22 = constant (2.85)
3 2
z 4
5 @ 2B122 2132m-2
I4 = (2N - wZ) + 2 0 + —g=  m—pew constant (2.86)

or z
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2.3. Obtencié de Vo i de o.

Segons (1.20) i (1.21), tindrem
~1

V. =4 ".4A
=0 = (2.87)
o m = AN, =X (2.88)
En els casos A i B1, de (2.5), (2.6) i (2.87),
obtindrem
1k,
HO = - —= 1w
2k
0, = - B; 5 (2.89)
kl + k2w + k4z
1k
z, "
2 k,

complint-se, donat que en aquests casos

que 1'expansié o compressi6 és central, és a dir,

En el cas A, de (2.6), (2.34), (2.88) i (2.89) i

tenint en compte que k; = k= i també (2.11) i (2.27),
tindrem
that‘i'2 wg + 22 kl 22
0 = = - ST, T S . (NG ([ S
k., + k mg + k z2 ' 2V1( 2k e (mﬁ + 22 ' k4) szmg) *
1 2 4 1

+ constant
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mentre que en el cas B1, de (2.88) i (2.89) tindrem

- 2 2 2
1 k1 > B w 1 k3 >
gET oY 5 - Satwiieul
4 k1 kl + kém ¥ kaz 4 ks

havent-se de substituir X per 1'expressié6 que es dedueix de
(2.61).
En el cas B2, de (2.5), (2.6) i (2.87) obtindrem

- - 2 - 2
1 k1k3 + klkdw + k3k4z
n = - o

2 2
2 k1k3 + klkdw + kSkdz

B (2.90)

2 3
kl + k2w + k4z
; ; oli™

. _ikkl + ko kW + kok,z
o~ P 32

2 k1k3 + klk4w + k3k4z

2

i aleshores, segons (2.6), (2.82), (2.88) i (2.90), tindrem

que
y y 2 2 2 92
1 klk3 + k1k4w + k3k42 ) B
¢=-- 5 5 Ko - 3 3~
4 klk3 + klkdw + kakaz kl + kéw + kdz
1 i k, + ; k mg + é k 22 2B, (k, + k 22)
371 174 34 ‘2 1 4
- ) 5 Kgz  + 3 *
4.k1k3 + klkdw + k3k4z o
> ” W
2B, (k. + k w) Ck k Ck k
+ 2 32 g + (__l + _5) m? + (——é + ~§) z2 + constant
z 4 2 4 2

Per finalitzar posarem de manifest que, en qualsevol

dels casos estudiats,

3o
- 4

V..Vo = 0
=0 (2.921)
at

és a dir, que ¢ és manté constant al llarg de les

trajectéries dels centroides locals (Oras, 1952).
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2.4. Propietats dels pardmetres cinemdtics del model.

Tenint en compte les propietats, estudiades en el
capitol anterior, de les funcions de distribuci6é del tipus
Schwarzschild generalitzat, classe a la qual pertanyen les
dels models construits segons les hip6tesis de
Chandrasekhar i en particular el que és objecte del present
estudi, tindrem que el nombre d'estrelles per unitat de

volum, segons (1.27) i (2.5), s'expressara

2n ¢0(U)

N =
2 2,4
(k1 + ko + kdz ) {klk

2 2.4
3 + k ko + kk,z )

3

mentre que pel que fa referéncia al tensor de segon ordre

M=, tindrem que, segons (1.28) i.(2.5),

Moo = HPgp = 0 (2.92)
i introduint
k k k :
a -2 b= 2 & e (2.93)
ky Ky k3

tots ells positius,

H H

ot _ wzZ _
- 2
(1 + cwg) (1 + awg + sz) cwz (1+ am-2 + bz") (2.94)
_ Hoe _ M2z
B = 2
1+ u::*.'n'2 + bz E (1 + bzz) (1 + aw2 + bz")
Si anomenem
B
& === (2.95)
k1

que representa la velocitat angular del centroide

corresponent a l'origen i sera, per tant, positiu sempre
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que la velocitat de rotacié es consideri positiva en el
sentit de la rotaci6 galactica, tindrem que les components
(2.89) de la velocitat del centroide en els casos A i B1 es

podran escriure

n0=_£*_’w (2.96)
2b .
oy = “‘2"
1l + awr + bz2 (2.97)
lec
2o = = S o C (2.98)
c
essent en el cas A
b=c¢

mentre que en el cas B1, encara que b # c, es complira

també que

(2.929)

O 10 -

De (1.44), (1.45) i (2.96) + (2.98) obtindrem que les

constants d'Oort adquiriran les expressions

1 3@ e aw2
0] 0
Aars: = lomm 5 25) % 8 3 373
2 aw o (1 + aw + bz")
1 890 90 1 + bz2
B=--(=—-24+-9)-_0¢ 5 5= (2.100)
2 aw w (1 + a¢~ + bz")
1 36 bwz
R .

2 3z (1 + awz + bzzJ2
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havent d'ésser A > 0 i B < 0. De (2.100) obtindrem que

B 1 & bio
= 5 5>0
B -A l + avw + bz (2.101)
v i buwz
B - A 1+ méa+ bz2
i, de (2.94) i (2.101),
H H H
ee
.y R, . W,
HZZ uZZ lJZZ
) (2.102)
—2B-C=0
uzz

que, segons (2.100), podem re-escriure

e
8, 9 28, 5
B (=4 =)+ - =24y —==0
T w 9z o
0
aeo 90 ] 0
Wy o== =) b By, === = O
dw o az

i que no sé6n altres que les equacions hidrodinamiques de
segon ordre 110 i 011 (Sala et al., 1985) particularitzades
pel model objecte d'estudi.

La resta de components del tensor S i del vector Q
compleixen, tenint en compte (1.44), (1.45) i
(2.96) ¢+ (2.99),




En el cas B2,

56

les components (2.90) de la velocitat

del centroide s'escriuran, segons (2.93) i (2.95), com

1 + —Cw + =bz
. === b
0 2 li-d@ +bz2
Qur
8. =
0 1+-m£‘+bz2
1 Ei-Em§E+ sz
AR - b c
9 2 14+ cw° + bz

o (2.103)

(2.104)

A més de les relacions (2.102), ara es complifé que

i també que

200,

ptuw

- (92 - 513) - (92 + 513) =0

pZZ

uurz

—== (2, = S13) = (57 = 555)

lIIZ.Z

Moo

uZZ

=0

(2.105)

(2.106)

< =0
- (92 - 513) (B - A) + 2C (sl1 2822 + 533)

Segons (1.44), (1.45), (2.105) i (2.106) es poden

re-escriure les equacions hidrodinamiques de segon ordre

101,

020 i 002 (Sala et al.,

1985) com
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Buww aumw aumw Ho
—_—— HO —_— ZO -— 2uwm - =0
ot atr 3z o
auwz 3uwz aum “0 ; ZO
——— HO —— Zo - + uwz (——+-=) =0
at Jur az w z
(2.107)
Mag IMgg Mgg I
—— HO — ZO — 2“89 — =0
at Jwr 9z o
apzz auzz a“zz z0
—— HO — Zo —— 21 T 0
at 3 3z e 5

i, a partir de (2.107), obtindrem que

W (1 -+ cm'z) (1 4+ aur2 + sz)
;;; ) 1+ cmg + b22

Hoolloe (1 + cwz) (1 + bzz)

"iz ) bcwzz2
Hoghy, (1 + bzz) (1 + cw® + bzz)
"iz ) bew>z (1 + aw” + sz)

85 conserven al llarg de les trajectéries dels centroides

locals.

El camp de velocitats dels centroides locals no és

solenoidal, donat que, segons (2.105),

My My 3Z, Ty 29 (2.108)

6és distint de zero. Podem, aleshores, introduir el terme

- L L

5 2
1 1 (22 +2) 4 3Ecw2 + 35bz
K& o ViV @ = 5 5 (2.109)
2 =0 4 1 + cw + bz

obtingut a partir de (2.103), (2.104) i (2.108).
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3. MODEL GALACTIC NO ESTACIONARI, AMB SIMETRIA
CILfNDRICA I POTENCIAL SEPARABLE.

Aquest capitol planteja l'estudi d'un model igualment
no estacionari i amb simetria cilindrica en el qual donada
la separabilitat del potencial (2.81) trobat en el model
descrit en el capitol anterior, s'inclou aquesta propietat
com una hipétesi més en la seva formulacié. El primer
apartat estd dedicat a caracteritzar el model, obtenint-se
el potencial U i la funcidé y , donats finalment per (3.27) i
(3.28). La seva forma coincideix amb la trobada en el cas
B2 del capitol anterior, independentment de quines siguin
les relacions existents entre les funcions k; i k=, per
a les quals s'han determinat les seves expressions, que
coincideixen amb les trobades en el capitol segon. Han
estat igualment determinades les integrals primeres, la
velocitat del centroide Vo, la funcié o i les relacions

descrites en 1l‘'apartat quart del passat capitol, que sén

igualment aplicables a aquest model.

En el segon apartat s'aborda la determinaci6 de les
trajectéries de les estrelles, integrant les equacions del
moviment per mitja de les integrals primeres que presenta
el sistema. Les corbes que constitueixen les seves
projeccions sobre el pla equatorial es mantenen dintre de
la corona determinada per dues circumferéncies
concéntriques, tal com indica la figura 3.1, mentre que en
un pla meridid que gira amb la velocitat angular de la

galaxia es mouen segons la quartica (3.56).
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El tercer apartat esta destinat a descriure, en un cas
particular, donada la dificultat de fer-ho en el cas
general, el moviment dels centroides locals, que projectats
sobre el pla equatorial, es mouen igualment dintre de la

corona determinada per dues circumferéncies concéntriques.

Finalment, en el quart apartat es particularitzen,
d'acord amb la situacidé del Sol en el pla de la galaxia,
les relacions descrites en el primer apartat,

possibilitant-ne la seva utilitzaci6é en el segiient capitol.

3.1. Caracteritzacidé del model.

Considerem ara, donat que en el cas B2 del capitol
anterior hem obtingut un potencial (2.81) separable, és a
dir, que compleix

2
3V __o (3.1)

dwdz
un model no estacionari, amb simetria cilindrica, en qué les
funcions del temps ks, ke i § s6n igualment idénticament
nul.les i en qual, per hip6tesi, suposem que el potencial U
compleix 1la propietat (3.1).

El tensor A i el vector A vindran determinats, com en
el capitol segon, per (2.5) i (2.6), respectivament.
Igualment es complira que les funcions del temps ki: 1 kx i
les constants k= i ks hauran d'ésser positives, aixi com
@ls parametres (2.93), i també (2.95) sempre que prenguem
la component 6, de la velocitat del centroide positiva en
el sentit de rotacié6 de la galaxia. Per tal de determinar
el potencial U i la funcié x caldra plantejar el sistema
(2.7) + (2.10), del qual se'n deduira igualment el caracter
constant de B. Introduint (2.11) obtindrem també el sistema
(2.12) + (2.14) i podrem expressar (3.1) com

— U (t,t
U= Ur(t,r) + C( ) £5 55

——

e



Si derivem (2.12) respecte

(2.13) respecte T i tenim en compte (3.2), obtindrem

d'on, un cop més segons (3.2), s'haurd de complir

3°U au H(t)
T T
T e 4 2 o E mmm—
at et 2
azuc auc H(t)
T ——z= + 2 == = m——m
9L 14 2

essent H(t) una funcié6 arbitraria del temps.
Si introduim
al

v, = —
aT

i dividim (3.3) per 7, obtindrem

SVT 2 H(t)
—— e VT = ———
aT T 21

que, a l'integrar, dbéna

B.(t) H(t)
1

VT = - ___2- b ————
21 4

60

, 11 restem la derivada de

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Aleshores, a l'integrar (3.5) i excepte una funcié

arbitraria del temps, tindrem que

B,(t) H(t)
U = e + m——T
21 4

(3.6)
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i, andlogament, a partir de (3.4),

" Bz(t) H(t) (3.7)
t © * ¥
2t 4

de manera que, segons (3.2), i excepte una funcibd
arbitraria del temps que podrem éuposar nul.la sense cap
pérdua de generalitat,

B,(t) B,(t) H(t)

U= + + (t +t)
21 2C 4

(3.8)

Derivant (2.12) respecte t i sumant-li la derivada de

(2.14) respecte T, tot tenint en compte (3.8), obtindrem

k.B k B.Z k B k.H le 1.

B S 3 Y 30 S S S

212 = z 4 2 2 1

que per tal d'ésser certa per qualsevol punt 7,7, haurd de

complir
kJ.}_31 -8 (3.9)
k,B, =0 (3.10)
“a%2 = ° (3.11)
1k1é+5,1'<1ﬁ+3i<i=0 (3.12)
4 2 2

De (3.9) + (3.11) es dedueix que B, i Bz s6n

constants, mentre que, integrant (3.12), obtenim

H(t) k k § (3.13)



essent &, una constant.
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Derivant ara (2.13) respecte t i sumant-1i la derivada

de (2.14) respecte ;, tenint també en compte (3.8),

obtindrem

kgB, kuBy KByt kgH  kH
- + - TRRN. SR SRS Y

2
2t T 4 4 2

i, per tal que sigui certa igualment per qualsevol punt

T,L, s'haura de complir

k3B2 =0
k4B1 =0
k4B2 =0

De (3.14) + (3.16) obtenim també que B,

i B= s6n

(3.14)
(3.15)

(3.16)
(3.17)

constants, mentre que, integrant (3.17) arribem en aquest

cas a
H(t k %
) kg kg
T YT ep
4 2k
3. My Ky

@ssent &= una constant.-

Si introduim

tindrem que (3.13) i (3.18) es podran expressar

H(t) ¢1 51 ¢2
o 2, 2 S W= =S 4
4 ¢l @1 ¢2

O

o
M Blw

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Aleshores podaem escriure (3.g8) com

B B H(t)
1 2
Us=-=4-24 o (v40) (3.21)
21 2z 4

havent de complir H(t) la condici6 (3.20).
Per tal d'obtenir x , de (3.2) i (3.21) tindrem

aU au d B.C BET

I (T - SR E
9T 3L T 2t 2z
aU au 9 B.t B. T
1
T G- .3 S M)
3T L iz 2T 2t

de manera que, aleshores, podrem escriure (2.12) i (2.13)

com
a Bl; B.T L = 1 3y
— [k U+ kU +k, (== 4+ -5-) + = (kt+ky0)]===—
37 L+ T 3T 4, z 2 1 & 2 3t
2 Bjz Byt 1 . . 1 3y
— [k U+ kU +k, (===4+==)+=(kT+ k)] =m—=—
3¢ 1T 3¢ T AT 2 o i 3 = BE
d'on
1 B.t B.t 1 . “
ooyl &kl 4k loie g o) ¢ = o1+ k8) 4 Holg) (S-22)
> 1t 3¢ 4" L g > 1 3 3

essent H=(t) una funcié arbitraria del temps.

Segons (3.21) i (3.22), substituint a (2.14) i tenint
en compte (3.6), (3.7), (3.12) i (3.17) obtindrem que la
funcié H=(t) és una constant, amb la qual cosa, un cop més

segons (3.6) i (3.7), podrem escriure (3.22) com
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1 Blkl BZk3 Bl; th H(t)
B e T R G R (S I
2 21 2z T z 4 3
1 .. . (3.23)
+ - (k,T + k,Z) + constant
> 1 3

Tenint en compte (2.11) i adoptant

82 =0

a fi d'evitar que tant el potencial U com la funcié y
prenguin un valor infinit pels punts situats en el pla

galactic, podrem escriure (3.21) i (3.23) com

B H(t
U = _E e _.(.._1 (v + z ) (3.24)
T %) H(t)
B k., + k,z H(t
- i X = P ( 1 5 4 + (klm? + kszz) +
2 w 8
Lo @ @ B (3.25)
+ - (kim + kaz ) + constant
4

havent de complir la funcié H(t) les relacions (3.13) i
(3.18).

A partir de (2.5), (2.6) i (2.87) el model presentara
un centroide les components de la velocitat del qual seran
(2.90), que presentaran la forma (2.89) cas de qué k, i ks
siguin iguals o proporcionals, mentre que, segons (2.5),

(2.6), (2.88) i (3.25), la funcié o podra ésser escrita com

* ¥ 2 ! 2 2 2
1 klkS + klkdw + k3k4z + 5 Bt
7=-- 5 By e 5 5"
4 k1k3 + klkdw + kskaz kl + kéw + kaz
L - 2 - 2 2
1 kBkl + klkdw + kBkdz - 5 2B1 (kl 4+ k4z )
=2 5 5 kg% % > ¥
4 kiley # Ik & kgkys w
H(t) 5 1 w5 = o
+ om—— (klw +k32 ) + - (klm- + kaz ) + constant

4 2
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que, cas d'ésser kK, i kx iguals o proporcionals, prendra la

forma
2 P 2 2 ‘2 2 2
. 1 klw Bt ' 1 kaz . 2B1 (kl + kdz ) \

=" - 2 2~ 7 2
4 k1 kl + kaur + kdz 4 k3 o
H(t) 2, 1 & o = 3

+ ——— (k.o + k.z ) + = (k.o + k_z ) + constant

4 1 3 5,k 3

i es complira en qualsevol cas (2.91), és a dir, que o es
manté constant al llarg de les trajectéries dels centroides
locals.

Les propietats dels parametres cinematics descrites a
1'apartat quart del capitol segon seran igualment valides,
corresponent les del model A al cas en qud k; i k= siguin
iguals, les del model B1 al cas en qué siguin proporcionals

i les del model B2 al cas en qué no ho siguin.
Per a poder continuar el treball de forma adequada i
donades les dades aportades per Oort (1965), farem la

segiient hipétesi addicional

H(t) = 4k% > O (3.26)

essent k una constant. Aleshores (3.24) i (3.25) prendran

la -forma
2
B k
U=ty oo (02 4+ 29) (3.27)
2
or 2
2 2
1 %l (k1 + kdz ) k 5 > .
-—-Y == 5 + - (klw + k3z ) +
2 : w 2
1 .. -
2 2
+ - (k.w + k.2 ) + constant

2 1 3 (3.28)
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mentre que la condici6 (3.20) s'expressara

K° » _f£+ L% & (3.29)
6 ¢z.__;_+_z
1 % 2 %

amb solucions, tenint en compte (3.19),
kl=¢

k3==¢

]

o, sin (2kt + Bl) * Y : (3.30)

= a_ sin (2kt «+ Ba) + Y

3 3

havent-se de complir

>
61 0 63>O

> (3.31)
Y, 0 73:>0

8 8
2 2 1l 2 3
Y, =0 + == Y., = G + —=
1
1 k2 3 3 k2

a fi que (3.30) siguin sempre positius i constitueixin
solucions de (3.29).

Basta comparar les solucions (3.30) i les condicions
(3.31) amb les determinades per C > O en el cas B2 del
capitol anterior, (2.75) i (2.76), respectivament, per tal
de comprovar que les solucions obtingudes per aquest model
coincideixen amb les trobades en el cas B2 del model
estudiat en el segon capitol, amb independéncia ara de qua

ki i kx siguin iguals, proporcionals o no proporcionals.

El sumand

!

2

&
del potencial (3.27) correspon (Jeans, 1923) al potencial
nNecessari per tal que els bragos de les galdxies espirals,
considerats com linies de corrent, és a dir com
trajectéries d'estrelles, segueixin una espiral logaritmica

i es transformin amb el temps en una altra espiral
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logaritmica, mantenint-se, per tant, la seva forma (Oras,
1954). D'aquesta manera s'explicaria la freqiidncia de
l'estructura espiral en les observacions de galaxies
externes realitzades, aixi com el fet que, molt
probablement, també és present en la nostra galaxia. Aquest
sumand és igualment considerat per Ollongren (1962, 1965)
en els seus estudis sobre 6rbite§ estel.lars i és
interpretat per ell com degut a una forga centrifuga
addicional introduida per la utilitzaci6 d'un sistema de
coordenades mébil.

D'altra banda, el sumand

2

k
—-(m?-rzz)-

2

correspon al potencial creat en un punt interior a una
esfera homogénia (Ogorodnikov, 1965). Recentment, Richstone
(1979, 1980, 1982) ha estat utilitzant potencials d'aquest
tipus com hip6tesis de treball en la construccié de models
de galaxies. Aquest sumand correspon a la contribucié

efectuada per 1'halo galactic dintre del qual ens trobem

immersos.
Les fntegrals primeres (2.83) + (2.846) prendran ara la
forma
2B ' ' (3.32)
I = n2 + 92 + --% + kzmg = constant
1 o
(3.33)
I_ = w0 = constant
2 ) 5 (3.34)
13 = 22 + kz© = constant
5 a5 28 22
14 z (zI - wZ)" + 270% + g = constant (3.35)

designant-se aquestes constants amb la mateixa notacié que

les integrals primeres.
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3.2. Trajectéries de les estrelles.

Per mitja de (3.33), podem escriure (3.32) com

13 + 2B (3.36)

Aleshores, a partir de les definicions

o =1

- (3.37)
wn

Zz = &

i segons (3.33) i (3.37), tindrem

dwr . 12 dur
W = == P = e =
de mg ds
Si introduim
u = -1—§
w (3.38)

podrem escriure (3.36) com

2 2

Iy = 2 (EE}Z + (15 + 2B)) u+ ol (3.39)
4u ds &
d'on obtenim
Py 4 (Ig + 28)) 21, (3. 405
;géf Ig b =_ 'I'g'

Si anomenem
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1
(12 + 2B )%
2 1
L = 2 —Semmg-=m-
t
(3.41)
M, = Il
1 2
2 (I, +28))
aleshores, tenint en compte (3.38),
e M, + M cos L(& - 8_)
m? 1 0 (3.42)

s una soluci6 de (3.40), havent-se de complir la condici6

2 2 4k2 (3.43)
M~ =M = ——3
1 .22
2

per tal gue també ho sigui de (3.3%9).
L'equaci6é (3.42), amb la condicié6 (3.43), representa

la projeccibé sobre el pla z = 0 de la trajectéria d'una
estrella. L'apocentre HA d'aquesta projeccid6 vindra donat,
suposat M > O, per

1

=M -M (3.44)

o

A
i el pericentre v, per

1

— =M

- T (3.45)

P

Es tracta d'una corba beriplegmética que es manté dintre de
la corona determinada per dues circumferéncies de radis w,
i @y que ha estat representada a la figura 3.1 per ¥, =
10.5 kpc, ¥, = 6 kpc 1 per L = 6.2, corresponents a un cas
particular que s'estudiara al segient capitol.

Es interessant veure que, segons (3.-41) i (3.43) +
(3.45),

11 K
e ey
w, ¥y 12 + 2B1



1 kpec
b

Figura 3.1. Projeccié sobre el pla galactic de la trajectdria
d'una estrella d'apocentre mh = 10.5 kpc, pericen-

tre mP =6 kpec il =6.2.

i, per tant,

;
(Ig + 2B )4

1
wr o e s e e e i e

AP "

és independent de la integral de 1l'energia (3.32).
Segons (3.33) i (3.37),

L

2

w

0 =

i introduint ara

70

(3.46)
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(3.47)

a partir de (3.42) i tenint en compte (3.46), es compleix

que

dv

’
[(M° - Mf) ve 4 M v - 1]4

LIzdt =

que, mitjangant (3.41) i (3.43), podem escriure com

dvl
2kdt = - —=====5y
(1 —\&)2

on

Integrant (3.48) i d'acord amb (3.47) i (3.4%9),

escriure

L 5 5 =~ =g 5 COS (2kt + 1)

D'altra banda, de (3.34) i (3.37), tenim

z2 + k222 & 13

z-+kaz= 0
que, després d'haver estat integrada, dbéna

z =D cos (kt + m)

(3.48)

(3.49)

podem

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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havent-se de complir la condicié

1
I3
D = —<

k

(3.53)

per tal que sigui una solucié6 de (3.51).

Tenim, doncs, que (3.50), amb la condicié (3.43), i
(3.52), amb la condicié6 (3.53), d'acord amb les definicions
donades a (3.41), constitueixen les equacions horaries del
moviment de les estrelles.

Cal fer notar quse aquest moviment és periédic, valent

aquest periods

(3.54)

La causa d'aquest fet resideix en la hip6tesi (3.26) que
ens ha permés integrar les equacions del moviment. Els
resultats obtinguts constitueixen una bona aproximacié6 del
moviment de les estrelles dintre de la galaxia, encara que
no es diposi d'observacions que corroborin aquesta

pericdicitat.

Considerem ara, de (3.32) + (3.34),

2
I° + 2B
- 2 2 2 y
I = (Il - kw - S
w
1
Z = (I, - k2°)%

Aleshores, substituint a (3.35), obtindrem

4 2 22 2 2.2 2 4
- - I% - AK°I° - 8K°B.) z~ -
Igw 2 (1,1, - 2k°I,) w2 + (I} > L)
2 2. 2 2
S 2L Iw® -2 (1T, - 2150, - 4B)T;) 2 + T =

que, anomenant
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X = ke
v u B2
Ié
3
2
s I
22 = a® 18 _ 4’12 _oe®B, - ax? 2
1 3 2 1 2
3 3
. (3.55)
2“4
A, =TI, -2k =
3
I
A =K 2
= I
3
podem re-escriure
2 2 2 2 2 B e
(x~ - Ay" - A3} = Ay (1 - y5%) (3.56)

que 6s l'equacidé que descriu el moviment de les estrelles
en un pla meridid que gira amb la galaxia.

L'equacidé (3.5&8) correspon a una quartica simatrica
respecte els eixos x i y, que intersecta l'eix x en els

punts

1
%
- +
X --Aa
i els punts de la qual compleixen

“RE¥rE

Aixi doncs, les estrelles es mouran, segons les
equacions horaries (3.50) i (3.52), gque hauran de complir,
respactivament, les condicions (3.43) i (3.53), sobre torus
centrats conjuntament amb la galaxia i la seccibd recta dels

quals es deduira de (3.56), tot tenint en compte (3.55).



3.3.

74

Trajectéries dels centroides locals.

Les equacions del moviment dels

vindran donades per

dt = X2 .98 _dz
o % %
o

centroides locals

(3.57)

Per a poder continuar de forma adequada considerarem

el cas en qué k,
expressions (3.30) seran,
1 = %%

3 ay sin (2kt + 83) +. Y,

K .
sin (2kt + 83) + CY3

k

complint-se,

cC >0
s >

30

>
Y3 >0 .
2 oa2, 3
37787 2

i correspondran al cas en qué k,
D'altra banda,

centroide prendran la forma (2.89),

complira que

i k= s6n proporcionals.

Aleshores, les

en aquest cas,

(3.58)

tenint en compte (3.31),

i k= estan en fase.

les components de la velocitat del

considerant que es

Aleshores, podrem escriure (3.57) com
dt = é? & de L ?z
1k B 1k
-l - el (3.59)
2 2 > Kk
2 kl kl + kém + k4z 3



Integrant les igualtats formades pels dos primers
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membres de (3.59), i pel primer i 1'Gltim, tindrem, segons

(3.58),
ug =m, [a, sin (2kt + B,) + v,]
® My 18g 3 q (3.60)
2 2
z” =m, [u3 sin (2kt + B5) + Ys]

complint-se, com a conseqiidncia,

2
o ml

i e constant
z rn2

que correspon a l'equaci6é de dues rectes que passen per

l'origen del pla meridia T,z i segons les quals es

produira l'oscil.laci6 del centroide.

Si prenem la igualtat formada pel primer i el tercer

membre de (3.5%), tindrem, segons (3.58) i (3.60),

dt 1
=== (C + kzm1 + k4m2) de

@, sin (2kt + 83) + Y5 B

a partir d'on, integrant,

B

Y, tan (kt.+ -2) + a k (72 - uz)z (C+km +km) (6 -8)
3 2 3 3 3 21 4 2 0
5 573 = - tan [
(73 - o B
Anomenant
Ba
q = tan (kt + -=) =
2
2. % 2 2% -
(v3 - a3)”* k (15 = ag)® (C 4 dymy + k,m)) (8 - 95) oy
B e e T3 ||
B Y3

13
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tindrem, segons (3.60),

és a 'dir, que si suposem s > 0, la projeccid de la
trajectéria del centroide local sobre el pla z = 0 tindra,

per g = 1, el seu apocentre wy , donat per

2
mé._ml(73-+93) (3.61)

= g (3.62)

tendint, quan g augmenta en valor absolut, al valor

w2—m
= M3
Es tracta, doncs, igualment, d'una corba periplegmatica
que es manté dintre de la corona determinada per dues

circumferédncies de radis w, iw, 6 , que compleixen, d'acord

a p
amb (3.61) i (3.62),

3.4. Velocitat del centroide i altres parametres

cinematics del model en el pla galactic.

Quant a la posici6é del Sol, adoptarem que estd situat
a una distancia del centre de la galaxia (Kerr &

Lynden-Bell, 1985),
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e (3.63)

de l'ordre d'una desena de kpc, i donat que se li suposa
una distancia al pla galactic en qualsevol cas inferior en

valor absolut a 0.1 kpc, prendrem que
z, =0 (3.64)

Per arribar a resultats concrets, suposarem igualment
que k, = k= i, per tant, segons (2.93), que b = c.
Aleshores, les components de la velocitat del centroide

(2.96) + (2.98) s'escriuran

H0=—1-—‘m' (3.65)
2b
0y = ___E__ﬁ ;
1+ aw (3.66)
ZO =0

i, per tant, tindrem que

n 1b (3.67)

0 (3.68)

Els gradients de les components de la velocitat del

centroide V. prendran la forma
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g 2
aﬂo 320 1b 390 l - aw
—_—— = em,—— = = - - —_— = 0 --————-—-2--5
dwr az 2b A (1 + aw )
ol a0 YA e
0 0
e v i
9z . 9z ow

La component radial N, és, doncs, lineal en® .

La corba 90(w) passa per l'origen, té com asimptota

horitzontal l'eix ¥ i presenta un maxim per

% (3.70)

La component perpendicular 2o és nul.la, peré no ho és

la seva derivada respecte z.
De (3.67) i (3.6%) tindrem, aleshores,

(3.71)

I
|
I
]
|
I
|
I
I
o | O«

Les expressions de les constants d'Qort (2.100) seran

ara

awZ
A= Q ———— -2—‘-5 > 0
(1 + aw’)
(1 + a=")

T

PZZ

Bz = 0 (3.72)
Hog 1 + mﬁ

T
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entre els moments de segon ordre, essent, per tant, valida
la relacié ja coneguda (Qort, 1965)

By D —A 2 (3.73)
B sy s 3 i

Hap B

que és precisament l'equacié hidrodinamica de segon ordre
110 (Sala et al., 1985) particularitzada pel cas objecte
d'estudi i que ja havia estat establerta per Lindblad
(1927a, 1927b) i pel mateix Oort (1928).

L'expressi6 del terme K sera ara, segons (3.71),

(3.74)

<

=

I

|
AW
o ID .
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4. DETERMINACIS DELS PARAMETRES DEL MODEL GALACTIC NO
AMB SIMETRIA CILfNDRICA I POTENCIAL

ESTACIONARI,

SEPARABLE A L'ENTORN SOLAR.

Aquest capitol estd dedicat a contrastar el model
estudiat en el capitol anterior, i que en el seu darrer
apartat ha estat particularitzat per a la posicidé del Sol
en el pla galactic, amb dades observacionals, considerades
representatives de 1'entorn solar. Aquestes han estat
obtingudes a partir d'una mostra d'estrelles de tipus
espectrals Fé6 - F7, classe de lluminositat V i velocitat
residual respecte el centroide de Delhaye inferior a 65
kms—*. En el primer apartat s'han calculat les components
de la velocitat heliocéntrica del centroide aixi com els
moments centrats fins a . quart ordre. Els resultats
obtinguts, que es troben a la taula 4.1, confirmen, d'una
banda, la validesa de les hipétesis formulades en adoptar
la funcidé de distribucié que descriu les velocitats de les
estrelles a l'entorn solar, i de 1'altra, la validesa de la

hip6tesi de situar el Sol en el pla galactic.

En el segon apartat s'ha calculat, en el marc del
model objecte d'estudi, el diferencial del camp local de
velocitats. Els resultats obtinguts, que figuren a les
taules 4.2 i 4.3, descriuen el comportament cinematic de la
galaxia a 1l'entorn solar i presenten un bon acord amb els
determinats per altres autors, per molt diversos métodes,
amb els quals han estat contrastats. Es de remarcar la
preséncia, a l'entorn solar, d'una expansi6 en la direccié

radial.
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En el tercer apartat han estat determinats altres
parametres cinemdtics i dinamics del model. Alguns d'ells,
que en general només és possible afitar, figuren a la taula
4.4, havent estat estimats després de suposar que les
estrelles es mouen segons trajectéries les projeccions de
les quals sobre el pla galactic han estat dibuixades, en el

capitol anterior, a la figura 3.1.

Finalment, el quart apartat resum les aportacions
fonamentals del present treball, aixi com les conclusions

que d'ell se'n poden extreure.

4.1. Moments centrats d'una mostra d'estrelles

rapresentativa de 1'entorn solar.

S'han calculat, en la base Bx (vegeu la figura 1.2),
les components de la velocitat heliocéntrica del centroide
W, i dels moments centrats de segon, tercer i quart
ordre p=, pu= i ps segons el métode i els programes descrits
a Nafnez & Torra (1982). En esséncia, a partir de les dades
contingudes en el cataleg s'han obtingut les components de
les velocitats heliocéntriques (1.33) de les estrelles. Les
components de la velocitat heliocéntrica del centroide
(1.34) han estat trobades mitjangant
k
Ly

W, =
=9 i=1

i

o

i, a partir de (1.37), s'han determinat les (n2+3n+2)/2

components dels moments centrats (1.36) per a n = 2, n = 3

in=4. S'han calculat, aixi mateix, les desviacions
estandard de les components de la velocitat heliocéntrica
del centroide (1.34) i de les components dels moments
centrats (1.36), segons les expressions que figuren

detallades a NGrnez & Torra (1982).
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Per tal d'avaluar les condicions (1.31) i (2.92) i
donada la hip6tesi efectuada sobre el caracter estadistic
dels errors amb qué s'han determinat els moments, s'ha
adoptat el criteri de considerar que un dels moments (1.37)
s'anul.la sempre que el seu valor absolut sigui inferior o
igual a dues vegades la seva desviaci6 estandard, reduint,
per tant, la probabilitat que ai valor del moment estigui
fora de 1'interval considerat, que conté el valor nul, a
0.0455 (Trumpler & Weaver, 1953).

Aixi mateix, han estat avaluades les condicions

=0 (4.1)

wwdz - "weoe - Mwozz - "eeez - Mezzz

obtingudes a partir de (1.2%9) i (2.5), aixi com el valor

5 3 00(0) °4(U) _ pmmmw _ ummmz T “mmee _ WWZZ _
= - = = -
2 [¢2(°}] 3me Spwwumz umwuBB pmm-pzz ¥ &R
(4.2)
lJ-:::rsez pmzzz "eeea I'leE!zz uzzzz
= = =2= =2
”wz“ea 3szuzz 3“66 “ee“zz szz_

deduit a partir de (1.30), igual a un ter¢ de la curtosi,
que ha estat estimat segons el métode dels quadrats minims
(Kendall & Stuart, 1979), havent-se utilitzat un sistema de
pesos dependents dels errors amb qué s'hagin determinat els

valors de cada un dels moments que intervenen a (1.30).

Aquests calculs s'han efectuat sobre una mostra de
323 estrelles de tipus espectrals Fé - F7, classe de
lluminositat V i velocitat residual respecte el centroide
de Delhaye (1965) inferior a 65 kms™!, obtingudes a partir
d'un cataleg compilat per Figueras (1986). Aquest cataleg
conté 12824 estrelles amb tots els parametres necessaris
per al calcul de la velocitat espacial de cada estrella,
extretes del cataleg S.A.0. amb dades astrofisiques
(Ochsenbein, 1980) i havent estat complertat quant a les

paral.laxis que no hi figuraven.
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La ra6 d'ésser tan restrictius quant a la mostra
d'estrelles seleccionada esta motivada pel diferent
comportament cinemdtic de les estrelles amb
caracteristiques astrofisiques diferents (Mihalas & Binney,
1981) tal i com expliquem a continuaci6é. Al prendre la
velocitat residual repecte el centroide de Delhaye inferior
a 65 kms™*, excloem les estrelles d'alta velocitat que es
mouen seguint 6rbites molt excéntriques i tenen, per tant,
caracteristiques cinematiques prépies. Al seleccionar
estrelles de classe de lluminositat V, nanes de la
seqiéncia principal, excloem les estrelles gegantes i
supergegantes, menys nombroses i més allunyades, que cas
d'haver estat incloses haurien donat lloc a una mostra de
distribucié espacial molt desigual.

Havent exclés estrelles dels primers tipus espectrals,
eliminem estrelles més joves, prépies dels bracos espirals
i que reflecteixen en gran mesura el moviment del gas a
partir del qual han estat formades. Les estrelles anteriors
a l'anomenada discontinuitat de Parenago, situada en el
tipus espectral F5, presenten moments bastant més baixos
que les de tipus espectrals més avangats- La ra6 d'excloure
estrelles dels Gltims tipus espectrals ve donada per
tractar-se d'estrelles molt poc lluminoses, detectades en
un nombre molt inferior a aquell que els correspondria
segons la funci6é6 de lluminositat i situades molt a prop del
Sol, amb la qual cosa donen compte sobre tot de les
irregularitats locals del moviment de les estrelles de
l'entorn solar.

Per tant, les estrelles escollides, que formen part de
1'anomenada poblacié jove del disc, amb potser alguna
inclusi6é d'estrelles pertanyents a les components

esferoidals de la galaxia, poden considerar-se estrelles
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representatives de 1l'entorn solar, tot i tenir en compte
les limitacions dels catdlegs amb qué es treballa i la
necessitat de tenir una mostra amb un nombre suficient
d'estrelles com per a qud els resultats obtinguts tinguin
significacié. A la taula 4.1 es troben les components de la
velocitat heliocéntrica del centroide Wn i dels moments
centrats d'ordre dos i d'ordre quatre distints de zero de
la citada mostra.

El fet d'haver obtingut per a la resta de moments
centrats que compleixen les condicions (1.31), (2.92) i
(4.1), aixi com haver estat determinat el parametre (4.2),

el valor del qual

p = 0.92 * 0,03

és molt préxim a 1, que seria el corresponent a una funciéb
de distribuci6 de Schwarzschild, corroboren la validesa de
la funci6é de distribucié adoptada per a descriure la mostra
d'estrelles, representativa de l'entorn solar, objecte
d'estudi. D'altra banda, segons la taula 4.1, el fet

d'haver obtingut

sosté la hipétesi efectuada en situar el Sol en el pla

galactic.

4.2. Camp de velocitats d'una mostra d'estrelles

representativa de 1'entorn solar.

D'acord amb el model estudiat en el capitol anterior i
gue en el seu darrer apartat hem particularitzat per a una
posicié situada en el pla galactic i pel cas en qué les
funcions del temps k; i k= s6n iguals, tindrem que, per a

la posici6 del Sol Ly
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Taula 4.1. Components de la velocitat heliocéntrica
del centroide i dels moments centrats

d'ordre dos i d'ordre quatre.
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11 = Spp = S33 Sjp=A#0 S13 =83 =0
=%, =0 893 =B #£0 (4.3)

i, segons (3.73), es complird la relacié6

Moo (4.4)

. Sy |

uw = “ee

que s'ha utilitzat per a rebaixar el nombre d'incégnites en
el sistema d'equacions a resoldre en lloc de constituir una
condici6é suplementaria de tancament.

Com a conseqiéncia, tenint en compte (1.3%2), (1.42),

(4.3) i (4.4), les equacions (1.47) adoptaran ara la forma

l Vp = 1 (- cos o cos ¢ Xg = sin @ cos § Yo ~ sin ¢ zG) +
P p >
+ cos b sin 21 A + Sll
M, cos 6 = E (sin a Xg — COS a y@) + sin a sin 6 An + cos & Ak +
(o]
Moo d
+ [(cos 21 + =———====-=) cos b cos ¢ + — sin 21 sin 2b sin ¢] A
Hog = Mo 2 (4.5)
1 5 .
= = i % A
M (cos a sin § Xy + sin a sin § Yo = cos 8 ZB) + cos a An +
P
Yoo 4
+ [(cos 21 4+ ———mmmm— ) cos b sin ¢ - - sin 21 sin 2b cos ¢] A
HBB = l-lw 2

La resolucié del sistema de 3k egquacions de les formes
(4.5) per tal de determinar les components de la velcocitat
residual del Sol (1.46), les correccions a les constants de
la precessi6 (1.3?9), totes dues en la base Bz, i les
components, en la base Bx, de les parts simétrica i
anti-simétrica del diferencial del camp de velocitats (4.3),
tot tenint en compte la condicié (4.4), s'ha efectuat pel
métode dels quadrats minims (Kendall & Stuart, 1979) seguint
el procediment utilitzat per Rius (1974), Nanez (1981) i
Torra (1984).
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En esséncia, si expressem el sistema a resoldre de

forma matricial

la solucibé obtinguda pel métede dels quadrats minims és

X = T 1Atpy
assaent

¢ T = APA

i on P és una matriu diagonal de pesos. L'error probable de

l'estimacié6 de la component i-ésima és

on

N és el nombre d'equacions i n el d'incégnites.

El sistema d'equacions de les formes (4.5) ha estat
resolt per al conjunt d'estrelles de la mostra considerada
representativa de 1'entorn solar utilitzada en 1'apartat
anterior. Els resultats obtinguts es troben a la taula 4.2.
A partir d'ells, s'han determinat en la base Bx, les
components de la velocitat residual del Sol Yo i de
les parts simdtrica i anti-simétrica del diferencial del
camp de velocitats, que figuren a la taula 4.3.

Com es pot veure, la relaci6 (1.35) entre la velocitat

heliocéntrica del centroide i la velocitat residual del
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Taula

11

Taula

+

- 0.02 * 0.01 "/secle
- 0.30 £ 0.01

0.17 %+ 0.01

I+

0.37 % 0.25

I+

- 0.54 £ 0.26

0.34 * 0.22

I+

0.13 * 0.20

4.2. Components de la velocitat residual
del Sol (base Bz), correccions a les
constants de la precessidé (base BZ),

constant d'Oort A i coeficient S11

(base BS)'

8.4 £ 0.5 kms

11.8 * 0.5
7.3 * 0.5
16.1 * 10.4 kms ‘kpe *

- 9.2% 5.6

=9 =8.- = 6:2 % 8.5

4.3. Components de la velocitat residual
del Sol, constants d'Oort A i B i

coeficients S S 3 (base 53)'

11722 i S3

88
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Sol, que es troben, respectivament, a les taules 4.1 i 4.3,
es compleix amb exactitud, i esta en perfecta concordancia

amb els seus valors estandard

ug = 9 kms ™t
Vo = 12
we = 7

determinats per Delhaye (1965).

Pel que fa a les correccions a les constants de la
precessi6, determinades amb uns errors considerables, en el
cas de An, és molt coincident amb 1'admés internacionalment

(Pricke, 1977),

An = 0.44 * 0.04 "/secle

mentre que, en el cas de Ak, encara que gairebé compatible,

en el limit del seu error, amb el de Fricke (1977),

Ak = - 0.19 % 0.06 "/secle

65 més gran en valor absolut, com també passa, entre

d'altres, amb les determinacions de Morgan & Oort (1951),

Ak = - 0.40 * 0.10 "/secle

Vasilevskis & Klemola (19271),

Ak = - 0.78 * 0.09 "/secle

Asteriadis (1977),

Ak = - 0.36 * 0.02 "/secle

i Kharchenko et al. (1985),
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Ak = - 0.46 * 0.16 "/secle

Les constants d'Oort A i B, encara que determinades
amb un considerable error, s6n molt semblants a les

acceptades internacionalment

A= 15.0 * 0.8 kms ‘kpc™!

B

- 10.0 £ 0.8

El valor obtingut per als coeficients S;i, Sz= i S==
és, de molt, el més mal determinat. Si adoptem en lloc del
valor classic ressenyat per Allen (1976),

vy = 10.0 * 0.8 kpc

el més recent (3.63), de Kerr & Lynden-Bell (1985), tindrem

a partir dels valors de la taula 4.3,

M, = 50 * 80 ki~ (4.6)

del mateix ordre del valors donats per Clube (1978),

. -1
HO = 40" kms

i Nanez (1981),

ny = 50 * 30 kms_1

que indiquen la preséncia a l'entorn solar d'una expansié
radial de la galaxia. Aquesta expansidé haurd de créixer amb

la distancia al centre de la galaxia segons

oll
= =]
-2 _ 6.2 * 9.5 kms ‘kpc (4.7)

uwr
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A partir de les constants d'Oort tindrem

60=(A—B)m-

i sempre suposant la distancia al centre de la galaxia
(3.63) donada per Kerr & Lynden-Bell (1985), obtindrem

6, = 215 * 105 ms

(4.8)

totalment coincident amb la donada per aquests autors

o oilf
6, = 222 £ 20 km s

.

Igualment a partir de les constants d'Oort, tindrem

-2 -_(A+B)

que, a l'entorn del Sol, pren el valor

360

ouwr

i, d'acord amb Kerr & Lynden-Bell

)
g = 9. 26.1 * 2.4 kms_lkpc_
0

d'on es dedueix que l'any césmic,

_—— = - 6.9 * 12.0 kms-lkpc—l

(1985),

1

per la distancia del Sol

al centre de la galaxia, té un valor aproximat de

P=2.4x 108 anys

(4.9)

D'acord amb la hipétesi (3.64) tenim

Z. =0

(4.10)



92

tal com la majoria d'autors accepten (Nafnez, 1981), mentre
que aquesta velocitat creix amb la distancia al pla

galactic segons

wi B2 & 88 tons Liepe™

9z

resultant-ne una velocitat perpendicular positiva per sobre
del pla galactic i negativa per sota.

Finalment, el terme K (3.74) pren el valor
K = 9.3 % 14.3 kms ‘kpc ™

menys elevat que el determinat per Torra (1984),

| K = 12.3 * 2.5 kms Tkpe >

peré més que els donats per Ogorodnikov (1965),

K

6 £2 kms-lkpc_l
i per Tsioumis & Fricke (1979),

K=4.4%*0.9 l(rns-_l]'q.':uc"l

4.3. Determinacié d'altres parametres del modsel a

l'entorn solar.

Al llarg d'aquest apartat i donat el caracter
d'aproximaci6é que tenen els valors utilitzats, prescindirem

de donar els errors de qué aquells estan afectats. Si
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adoptem per a la posici6é del Sol els valors (3.63) i
(3.64),

Ub==8.5kpc

Zo=0

aleshores, donada 1l'expressié6 (3.73),

i a partir dels valors de umw ip que figuren a la

GLE)
taula 4.1 tindrem que

a = 0.024 l:{pc_2 (4.11)

d'on, per mitja de (3.66),

i adoptant per a 9, el valor calculat (4.8), tindrem que

0]
la velocitat angular a l'origen sera

- -1
Q = 70 kms lkpc

Segons (3.70) la corba ©,(¥) presenta un maxim per

1,
wy = a_é = 6.5 kpc

i com que, d'acord amb (1.44), (3.65) i (3.69),

(4.12)
11 ~

(72}

I

|
N =
oo -

tindrem que, a partir de (3.66), (3.70) i del valor de S,,

que figura a la taula 4.3,



- - -1
HM = Sllmﬂ = 40 kms
M M= 225 kms
2
i, segons (3.68) i (3.70),

1 1 -
we == 8 = 35 kms ‘kpc >
5 Wi
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d'on es dedueix un periode de rotacié

P.=1.8 x]ﬂa

M anys

Tenint en compte (3.72),

i a partir dels valors de B

4.1, tindrem

b = 0.043 kpc“2

A partir del

valor de Sia

i pexr expressats a la taula

(4.13)

de la taula 4.3 i tenint en

compte (2.93), (3.6?) i (4.12), tindrem
k
1 - -
- == === -12.4 kms tkpc?
b k
) (4.14)
= -0.4x101% 471
- - -1
= =1.26 x 10 ~ any

d'on, segons (4.13),
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- -2 -1
-1.72 x 10 i kpc s

e -2 -1
- 5.43 x 10 10 kpc any

o
n

Una vegada estudiats aquests parametres cinematics,
passem a descriure'n altres, relacionats aquests amb el

potencial U. A partir de (3.27) tindrem

=20 ks

9z

i donat que, segons Mihalas & Routly (1968), tot recollint
un treball d'Oort (1965), un valor de k2 pot venir donat

per

12 < 0,8 x 10720 &7° (4.15)

obtindrem, d'una banda, que el periode (3.54) de les

equacions horaries del moviment de les estrelles sera

P= 2 = 0.6 x 108 anys
k

mentre que, de (3.460), el periode de les equacions horaries

del moviment del centroide local sera

P. = i = 0.3 x 108 anys

° 2k
aproximadament iguals, respectivament, a una quarta part i
a una vuitena part de l'any césmic (4.9) per la distancia

del Sol al centre de la galaxia.
A més, tindrem que, segons (3.13), (3.26) i (3.31),

- . 2 - 2
K
L 2 ky & o K
2k
: s K ax?

d'on, segons els valors (4.14) i (4.15),
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K
1. _1.8x10%s

Ky

<2 (4.16)

Considerem ara la equaci6é hidrodinamica 100 (Sala et
al., 1985), primera de les anomenades del moviment, que

particularitzada pel model objecte d'estudi sera

2 i
— —— - —— + } o+ = - -
at 0 ouwr o o ouwr duw 3z ar our

L'avaluacié de cada un dels termes que hi figuren permetra
obtenir un valor aproximat de la forga radial - 3 U/3@W.

De (2.89), (3.63), (4.14) i (4.16), tindrem

2

an 1 k k . 3 (4.18)
9o l- 2y e > - 73400 knPs PkpeTL
at 2 kl kl
mentre que, de (4.6) i (4.7),
all
-2 -1 (4.19)
1. -2 - 300 kms “kpc
0]
our

i, de (3.63) i (4.8),
% 3 B ol
- — = = 5400 km s kpc

w

(4.20)

Segons StodSlkiewicz (1973),

3 In N 1

Seites = = 0.1 kpe
otr

Per tant, a partir del corresponent valor de la taula 4.1,

g el .8 kmes2kpe (4.21)

o fs
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Un valor per a la variacié dels moments de segon ordre
amb la distancia 1'hem obtingut de suposar constant la
relacié (2.94), tal com passaria si la funci6é6 de
distribucié fos de tipus Schwarzschild. Aleshores, segons

aquesta relaci6 (2.94), i tenint en compte (3.64),

aumw
e e 2 (@ Moo * b Pzz) w0
ow
au
_—‘EE=b}.1 w
zz
9z

i, a partir de (3.63), (4.11), (4.13) i dels valors de la
taula 4.1,

ay
2 o 100 JiE kpc_l
duwr
(4.22)
ap
22 _ 50 kmzs_zkpc-l
Az

mentre que, igualment a partir de (3.63) i dels valors de

la taula 4.1,

B -
wr 66 = =
. QWO | — kl‘l‘l23 kac 1 (4.23)

w

Aleshores, substituint (4.18) + (4.23) a (4.17),

segons (3.27) obtindrem

28
- — = == = k@ > - 78000 kn’s Zkpc ™l . (4-24)

duwr o

on, segons (3.63) i (4.15),
2 2. -2, -1
- ko=~ 73000 km s kpc (4.25)

Aixi doncs, de (4.24) i (4.25), tindrem
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2B (4.26)
1 2 =2 -1
-5= > - 5000 km s kpc
ior
i, segons (3.63),
B, > - 1.6 x 10-27 kpc4s_2 (4.27)

1

Si introduim ara, segons Mihalas & Routly (1968), la

velocitat circular q: com

2
W % (4.28)

aleshores, d'acord amb (3.63), (4.24) i (4.28),

8, < 810 kms"l

Ara bé, si tenim en compte (3.13), (3.26), (3.63),
(4.18) i (4.25), obtindrem

.. .2
am. 1 k, k
.. . -é)'w > — 73400 kmZs 2kpc T
ot 2 kK
.. .2
k K 5
- O w (- - _li + -%) w = — 73000 kmzs"zkpc'l
2k, Ak kS :

mentre que, segons (4.20) i (4.28),

92 1
-2 =
_ 9 _ _ 5400 km°s “kpc
g
2B
. |
_§£ > - 5000 km>s “kpc
or

per tant, donat 1'ordre de magnitud dels altres termes

(4.19) i (4.21) + (4.23) que apareixen a (4.17), tindrem

que, en primera aproximacié
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BHO ano 9 In N aumw Bpwz uww - Hgo
-_— Ho —_ uww + + -+ =
ot dur tr owr 3z o
kK
= - (= =2 255 w
Zkl 4k1
2
eO i 2Bl 61 .
o2 37 T 2
o kl

0 sigui que, depenent sempre de qud el terme &= /k}
sigui petit, la forga centrifuga -egnr esta compensada pel
terme QB,/WS, corroborant la interpretacié que en dbéna
Ollongren (1962), mentre que sé6n la resta de termes de
(4.17) qui compensen el terme -k?wy degut a 1'halo. Quan
aixé fos cert, la velocitat circular 6, definida a (4.28)

C
tindria un valor semblant a la component 6. de la

0
velocitat del centreoide.

Per tal d'obtenir el potencial U, a partir de (3.63),
(3.64), (4.18) i (4.27), tindrem

B

-% > — 20000 kmis~2
g
2
k —_
LA 309000 km2s 2
2
i, segons (3.27),
B, K2 5 ) (4.29)
Us=-5+ --—w" > 289000 km g2
ar 2

A fi d'avaluar els parametres que fins ara només ha
estat possible afitar, vegem quins valors prendran les

integrals de l'energia (3.32) i de les arees (3.33) per una
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estrella la velocitat de la qual sigui, a l'entorn solar,
la del centroide local, que té components (4.6), (4.8) i
(4.10). Aleshores, a partir de (3.32), (3.33), (3.63),
(4.6), (4.8) i (4.29), tindrem que

j 2, 52 2 -2

I. = 0° 4+ 65 + 2U > 621000 km“s_

1870 kms-lkpc (4-3507

&

1

-14 2 -
6.1 x 10 4 kpc s

-

d'on, segons (3.41), (4.27) i (4.30), tindrem

i, per tant, el pas angular de la projeccié de 1la
trajectéria de les estrelles sobre el pla galactic complira

P, = 2r < 7 rad

Loy

Ara bé, segons Oort (19465), donats els valors (4.6) i
(4.8) de les components radial i tangencial de la velocitat
de l'estrella considerada, uns valors aproximats de
l1'apocentre ¥, i del pericentre ®#, de la projeccié de la
seva trajectéria sobre el pla galactic, donats per (3.44) i

(3.45), respectivament, sén

u% = 6 kpc

Aleshores, de manera gairebé analoga al procés
realitzat al llarg d'aquest apartat, podem obtenir els
parametres encara no determinats, una estimacié dels quals

donem a la taula 4.4.
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L - - 0.2 x1020 572
| kl
. & a1
! _—9 = =-1.9 x 10*29 l-cpr:s_2
at
= - 18000 kn’s Zkpe™t
- Eg = = 23000 krnas_zkpc_1
ot
2B
_53 = 50000 km>s kpc~L
e d
B, = 1.6 x 10720 kpc?s7!
) = 440 kms™ 1
c
B
_% = 210900 kmZs~2
o
U = 515900 km2s 2
I, = 1082700 knm’s >
L = 6.2
PL = 1 rad

Taula 4.4, Para3metres del model pel cas en qué les
projeccions de les trajectéries de les
estrelles sobre el pla galdctic tenen
apocentre mA = 10.5 kpc i pericentre

mb = 6 kpe.
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Cal posar de manifest el fet que B,>» 0, la qual cosa
comporta la presancia en la for¢a radial -3U/%w d'un
important terme repulsiu 23;133, tal com formula Ollongren
(1962, 1965), que contraresta part de l'atraccié - kiu
deguda a 1'halo. Aquest fet &és també la causa que la
velocitat circular ©; s'allunyi del valor de ® -

Quant al valor obtingut paf potencial, on la
contribucié del terme B;/w2 és de 1'ordre de dues terceres
parts de la deguda a 1'halo k2e2/2, resulta
considerablement més gran que els obtinguts per altres
autors a partir de models basats en la funcié6 de densitat
de massa i de caracteristiques diferents, com s6n

U = 185000 km2s 2

segons Caldwell & Ostriker (1981),

2

U = 97000 km2s 2

segons Rohlfs & Kreitschmann (1981), o el més antic
U = 41000 kn°s 2

degut a Schmidt (1956).

4.4. Conclugjoﬁs.

Les aportacions originals del present treball abasten
un doble vessant. D'una banda el model no estacionari i amb
simetria cilindrica estudiat en el capitol 2 descriu el cas
Ki, k=, k=, ka, B # 0, ks = ke = § = 0 dintre de la
familia de models de Chandrasekhar no estacionaris i amb
simetria cilindrica. Per aquest model s'han determinat el

tensor A, el vector A, el potencial U i la funcié X que el
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determinen totalment. Han estat igualment determinades les
seves integrals primeres, la funci6 o, la velocitat del
centroide Vo aixi com altres caracteristiques d'interés.
Aquest model, conjuntament amb els resultats obtinguts en
el treball de Catala (1972), aixi com els d'altres que
s'estan portant a terme actualment, constitueix 1'estudi
general dels models de Chandrasekhar no estacionaris i amb
simetria cilindrica en qué ke = 0, é65 a dir, aquells pels
quals el sistema de coordenades cilindriques w, 0,z

constitueix un sistema inercial (Catala, 1972).

D'altra banda, pel model no estacionari, amb simetria
cilindrica i potencial separable desenvolupat en el
capitol 3, adequat per a l'estudi de 1l'entorn solar, i pel
qual han estat igualment determinades les funcions que el
caracteritzen, aixi com altres també igualment d'intereés,
han estat establertes les equacions horaries del moviment
de les estrelles, aixi com la projecci6é de la seva
trajectéria sobre el pla galactic i sobre un pla meridia
que gira amb la galaxia. Aquestes equacions del moviment i
la projeccié de la trajectéria han estat igualment

formulades per al centroide local en el cas en qué k, i

k= s6n proporcionals.

Finalment, s'han calculat, primerament, els moments
centrats fins a quart ordre d'una mostra d'estrelles
representativa de 1'entorn solar, que han confirmat, per
una banda, la validesa de les hip6tesis exigides per al
desenvolupament del model, i per l'altra, la validesa de la
hipétesi formulada en situar el Sol en el pla galactic.
Després, i en el marc del model, ha estat, per aquesta
mateixa mostra d'estrelles, determinat el diferencial del
camp local de velocitats. Els resultats obtinguts han
permés obtenir valors per a parametres fonamentals del

model que caracteritzen el comportament cinematic i dinamic
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de la galaxia a l'entorn solar, i que mostren un notable
acord amb els determinats per altres autors per molt

diversos procediments.

Segons tot el que s'ha exposat, remarquem el fet
d'haver complertat l'estudi d'una familia de models de
Chandrasekhar i la validesa d'un d'ells per a donar compte

de la distribucié de velocitats estel.lars a l'entorn solar.
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