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Capítulo 5.- MODELIZACIÓN TEÓRICA DE LOS COMPONENTES 
BÁSICOS 

5.1. Análisis del mecanismo base 

5.1.1. Descripción del mecanismo base 

 De acuerdo con lo comentado en el capítulo anterior, el mecanismo más 

simple posible, sobre el cual fundamentar nuestro estudio, está constituido por el 

denominado mecanismo de péndulo doble, es decir, el conjunto formado por dos 

barras articuladas, una a continuación de la otra, formando un mecanismo abierto de 

dos grados de libertad, en el cual la primera barra actúa de brazo de elevación y la 

segunda barra representa el elemento terminal. 
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Figura 5.1 Esquema cinemática del mecanismo base 
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 De acuerdo con el mecanismo base esquematizado en la figura 5.1, en donde 

los actuadores se han articulado en puntos genéricos O2, A, B y D, en previsión a su 

posterior construcción, las ecuaciones básicas vectoriales de posición son: 

 Para calcular los ángulos ?2 y ?4  se utiliza la ecuación vectorial siguiente (ver 

figura 5.2): 
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Figura 5.2 – Esquema del bucle I del mecanismo base 

AOAOOO 4224 =+  (bucle I) 

4i
4

2
224 eAOeAOeOO ii o θ=+ θθ  

[ ] [ ] [ ]4442220024 senicosAOsenicosAOsenicosOO θ+θ=θ+θ+θ+θ  

 Separando los números reales de los imaginarios resulta: 

4422024 cosAOcosAOcosOO θ=θ+θ  ecuación de valores reales 

4422024 senAOsenAOsenOO θ=θ+θ   ecuación de valores imaginarios 

 Utilizando la ecuación de los números reales y despejando 2?cos  nos queda: 

0244422 cosOOcosAOcosAO θ−θ=θ  

AO
cosOOcosAO

cos
2

02444
2

θ−θ
=θ  

2
2

2 cos1sen θ−=θ  

Introduciendo el valor 2cosθ : 
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2

2

02444
2 AO

cosOOcosAO
1sen 







 θ−θ
−=θ  

Introduciendo el valor de 2senθ  en la componente imaginaria: 

44

2

2

02444
2024 senAO

AO
cosOOcosAO

1AOsenOO θ=






 θ−θ
−+θ  

( ) [ ]2
02444

2

024442
2 senOOsenAO

AO
cosOOcosAO

1AO θ−θ=


















 θ−θ

−  

( ) [ ] [ ]2
02444024442

2
2 senOOsenAOcosOOcosAOAOAO θ−θ=θ−θ−  

Y con esta ecuación determinamos por tanteo el valor de 4θ  ya que es una ecuación 

implícita 

Para calcular 2θ  usamos la expresión de valores imaginarios: 

4422024 AsenOAsenOsenOO θ=θ+θ  

Despejando 2senθ : 








 θ−θ
=θ

AO
senOOsenAO

sen
2

02444
2  








 θ−θ
=θ −

AO
senOOsenAO

sen
2

024441
2  

Para el cálculo de 5θ  y 7θ  utilizamos la ecuación vectorial siguiente (figura 5.3) 

O4C + CD = O4B + BD (bucle II) 

Es decir 

54
4

74
4

iiii BDeBeOCDeCeO θαθβ +=+  

Separando los componentes real e imaginarios resulta: 

544744 cosBDcosBOcosCDcosCO θ+α=θ+β             componente real 

544744 BDsenBsenOCDsenCsenO θ+α=θ+β     componente imaginario 

Para encontrar el valor de 5θ , despejamos de las expresiones los valores de 5senθ  

y 5cosθ : 

[ ]447445 senBOsenCDsenCO
BD
1

sen α−θ+β=θ  

[ ]447445 cosBOcosCDcosCO
BD
1

cos α−θ+β=θ  
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Elevando al cuadrado y sumando ambos términos: 

[ ] [ ] ( )22
44744

2
44744 BDcosBOcosCDcosCOsenBOsenCDsenCO =α−θ+β+α−θ+β

Y esta es la expresión que nos permitirá determinar el valor de 7θ  por sucesivos 

tanteos 

Para determinar el valor de 5θ  utilizamos la expresión: 

[ ]








α−θ+β=θ −
44744

1
5 senBOsenCDsenCO

BD
1

sen  

 En la tabla 5.1 se resumen las expresiones de los ángulos de posición θ2, θ4, 

θ5 y θ7. 
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Figura 5.3 – Esquema del bucle II del mecanismo base 

Ecuaciones para determinar los ángulos de posición 








 θ−θ
=θ −

AO
senOOsenAO

sen
2

024441
2  

( ) [ ] [ ]2
02444024442

2
2 senOOsenAOcosOOcosAOAOAO θ−θ=θ−θ−  

[ ]








α−θ+β=θ −
44744

1
5 senBOsenCDsenCO

BD
1

sen  

[ ] [ ] ( )22
44744

2
44744 BDcosBOcosCDcosCOsenBOsenCDsenCO =α−θ+β+α−θ+β  

Tabla 5.1 – Ecuaciones para determinar los ángulos de posición θ2, θ4, θ5 y θ7 
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5.1.2. Simulación del mecanismo 

 Para estudiar con detenimiento el comportamiento cinemático y dinámico del 

mecanismo base, se puede optar por un desarrollo puramente analítico, lo cual 

llevaría a unas expresiones implícitas e incomodas de manejar, o bien, recurrir a 

paquetes informáticos comerciales que existen en el mercado.  

 En este caso, se considera adecuado evaluar la cinemática y la dinámica 

mediante la experimentación numérica sistemática con la ayuda de un programa de 

simualción. En las figuras 5.4 y 5.5 se muestran algunos de los resultados obtenidos. 

 

Figura 5.4 – Simulación mecanismo base con doble brazos.  

 De los resultados obtenidos del análisis de este mecanismo, nos damos 

cuenta que: 

1. Cuando se mantiene una relación constante del cociente entre la velocidad 

del actuador de inclinación / volteo y la velocidad del actuador de elevación, 

Rv, se produce un giro absoluto del elemento terminal no deseable. La causa 

de este defecto hay que buscarla en la no linealidad que introduce la 

geometría del mecanismo base cuando esta no obedece a una relación 

homotética, tal y como se demostrará en el apartado 5.1.4. 
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Figura 5.5 – Simulación del mecanismo base 

2. Para cada geometría concreta, hay que conocer la relación fundamental 

entre Rv y la posición del brazo de elevación, definido por la variable θ4, para 

conseguir un giro absoluto del elemento terminal nulo. 

 No cabe duda que el programa de simulación utilizado nos permite valorar 

con todo detalle todas las variables cinemáticas y dinámicas en ciclos completos sin 

ningún problema. Sin embargo, no permite simular sistemas oleohidráulicos ni 

trabajar de forma interactiva con paquetes de simulación de sistemas 

oleohidráulicos. 

 Tal y como se mencionó en el capítulo anterior, se ha de optar por paquetes 

que permitan la simulación de sistemas complejos multi-disciplinares (mecánico, 

oleohidráulico, eléctrico, etc.). De todos ellos, se ha optado por el programa 20-Sim 

que está basado en el método de Bond Graph. Este programa tiene la ventaja de 

que proporciona un método de trabajo común para los diferentes dominios mediante 

una representación gráfica de sus componentes y sus interrelaciones, y además 

permite trabajar con un nivel de complejidad mínimo necesario mediante la 

incorporación de nuevos elementos o subsistemas, sin penalización en el tiempo de 

cómputo 
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5.1.3. Simulación mediante Bond Graph 

 La línea de modelización más actual de sistemas multi-dominios, es el 

modelado físico, cuya idea central es subdividir el modelo global en una jerarquía de 

subsistemas y considerar el comportamiento en los nodos de conexión. Estos 

subsistemas pueden tener numerosos niveles. En el nivel más bajo se representa  

los elementos básicos que se agrupan para formar un subsistema de nivel superior. 

Estos subsistemas pueden agruparse para formar otros y así sucesivamente hasta 

completar el modelo. 

 Según J. F. Broenink (1999), se han de cumplir dos condiciones para 

garantizar que los submodelos son encapsulables: 

1. Los puertos de conexión entre submodelos están definidos como pares 

de variables. La utilización de pares de variables conjugadas en potencia 

hace que las conexiones sean físicas, ejemplos fuerza y velocidad, par y 

velocidad, presión y caudal. 

2. Los submodelos han de estar escritos en estilo declarativo, es decir, 

estableciendo relaciones y no procedimientos para computar. Esta 

descripción se llama no “causal”. 

 En el caso de la modelización de nuestro mecanismo base, estas dos 

condiciones exigen conocer a priori las relaciones explícitas que definen las 

velocidades angulares en función de las velocidades lineales de los actuadores y de 

la geometría. 

 En la figura 5.6 se muestra la estructura básica del Bond Graph 

correspondiente al mecanismo base en la que los elementos MTF representan la 

transformación cinemática de velocidad modulada debido a la geometría del 

mecanismo, y que se deducen a continuación. 

 De las ecuaciones vectoriales básicas de posición definidas en el apartado 

5.1.1, se pueden obtener las velocidades angulares de todas las barras, 

simplemente expresándolas en forma compleja y derivando respecto al tiempo. 

AOAOOO 4224 =+       Bucle I 

BDBOCDCO 44 +=+      Bucle II 

42
224

i
eAOeAOeOO 4

ioi θ
+ =θθ

   Bucle I 
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4
4

4
2

22
2

2 ieAOeAOieAO iii θ=+θ θθθ •
&&  

[ ] [ ] [ ]44442222222 isencosiAOisencosAOisencosiAO θ+θθ=θ+θ+θ+θθ
•

&&  

Separando componentes: 

44422222 senAOcosAOsenAO θθ−=θ+θθ−
•

&&     (1) 

44422222 cosAOsenAOcosAO θθ=θ+θθ
•

&&      (2) 

•
AO2   es dato 

De las ecuaciones (1) y (2) 

0sensenAO

sencosAOcoscosAOcossenAO

422

42224224222

=θθ+

+θθθ+θθ+θθθ−
•

•
&&

 

[ ] [ ]42422424222 coscossensenAOsencoscossenAO θθ+θθ=θθ−θθθ
•

&  

( ) ( )4224222 cosAOsenAO θ−θ=θ−θθ
•

&  

( )
( )42

42

2

2
2 sen

cos
AO
AO

θ−θ
θ−θ

⋅=θ

•

&  

Volviendo a las ecuaciones (1) y (2) eliminaremos 2θ&  para hallar 4θ&  

244424442
2

22
2

2 sencosAOcossenAOsenAOcosAO θθθ+θθθ−=θ+θ
••

&&  

[ ]2424442 cossensencosAOAO θθ−θθθ⋅=
•

&  

( )42442 senAOAO θ−θθ⋅=
•

&  

( )424

2
4 sen

1
AO
AO

θ−θ
⋅=θ

•

&  

Del bucle II 

54i
4

74
4

iii eBDeBOeCDeCO θαθβ ⋅+⋅=⋅+⋅  

Derivando respecto al tiempo 

5
5

5
4

4
47

7
4

4
4

iiiii eBDieBDieBOieCDieCO θθαθβ ⋅+θ⋅⋅+α⋅⋅=θ⋅⋅+β⋅⋅
•

&&&&  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]55555

44447774444

isencosBDisencosiBD

isencosiBOisencosiCDisencosiCO

θ+θ+θ+θθ⋅

+α+αθ⋅=θ+θθ⋅+β+βθ⋅
•&

&&&
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Separando componentes: 

55544477444 cosBDsenBDsenBOsenCDsenCO θ+θθ⋅−αθ⋅−=θθ−βθ−
•

&&&&  

55544477444 senBDcosBDcosBOcosCDcosCO θ+θθ+αθ=θθ+βθ
•&&&&  

0senBDsencosBOsencosCDsencosCO

cosBDcossenBOcossenCDcossenCO

5
2

54445775444

5
2

54445775444

=θ−θαθ−θθθ+θβθ+

+θ−θαθ+θθθ−θβθ−
•

•

&&&

&&&
 

[ ] [ ]

[ ] [ ] 0cossenBDsencoscossenCO

sencos7cossenCDsencoscossenBO

5
2

5
2

454544

7557545444

=θ+θ−βθ−βθθ+

+θθ−θθθ+θα−θαθ
•&

&&
 

( ) ( ) ( ) 0BDsenCOsenCDsenBO 45447575444 =−β−θθ+θ−θθ+θ−αθ
•&&&  

( ) ( ) ( ) 0BDsenCOsenCDsenBO 45447574544 =−β−θθ⋅+θ−θθ⋅+α−θθ⋅−
•&&&  

( ) ( )
( )75

45444544
7 senCD

senCOsenBOBD
θ−θ

β−θθ−α−θθ+
=θ

•
&&

&  

Hacemos lo mismo para despejar 5θ& . Para ello volvemos a las ecuaciones 

anteriores y eliminamos 7θ& . 

0sensenBDsencosBD

sencosBOsencosCOcoscosBD

cossenBDcossenBOcossenCO

75755

7444744475

75574447444

=θθ−θθθ−

+θαθ−θβθ++θθ−

+θθθ+θαθ+θβθ−

•

•

&

&&

&&&

 

Simplificando: 

( ) ( )

( ) ( ) 0coscossensenBDsencoscossenBD

sencoscossenBOsencoscossenCO

757575755

474744474744

=θθ+θθ−θθ−θθθ+

+αθ−αθθ−βθ−βθθ
•&

&&
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0cosBDsenBDsenBOsenCO 7575547444744 =θ−θ−θ−θθ⋅+α−θθ⋅−β−θθ⋅
•&&&  

( ) ( ) ( )
( )75

4744474475
5 senBD

senCOsenBOcosBD
θ−θ

β−θθ−α−θθ+θ−θ
=θ

•
&&

&  

 En la tabla 5.2 se resumen las expresiones para determinar las velocidades 

angulares 2θ& , 4θ& , 5θ&  y 7θ&  
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Ecuaciones para determinar las velocidades angulares 

( )
( )42

42

2

2
2 sen

cos
AO
AO

θ−θ
θ−θ

⋅=θ

•

&  

( )424

2
4 sen

1
AO
AO

θ−θ
⋅=θ

•

&  

( ) ( ) ( )
( )75

4744474475
5 senBD

senCOsenBOcosBD
θ−θ

β−θθ−α−θθ+θ−θ
=θ

•
&&

&  

( ) ( )
( )75

45444544
7 senCD

senCOsenBOBD
θ−θ

β−θθ−α−θθ+
=θ

•
&&

&  

Tabla 5.2. – Ecuaciones para determinar las velocidades angulares en el mecanismo base 

 Una vez deducidas las ecuaciones cinemáticas, definidos los módulos y 

arreglados de forma conveniente, queda completado el Bond Graph. En la figura 5.7 

se muestra el diagrama de Bond Graph correspondiente al mecanismo base, en 

donde: 

1. Los elementos SF, representan las velocidades de los actuadores de elevación 

y de inclinación / volteo. 

2. Los elementos MTF, representan las relaciones cinemáticas descritas en la tabla 

5.3. 

3. Los elementos SE, representan los pesos propios o las fuerzas externas. 

4. Los elementos R, representan los términos pasivos 

5. Los elementos I, representan los términos inerciales 

6. Los elementos C representan los términos capacitivos 

 En las figuras 5.8 y 5.9, se muestran las evoluciones de las velocidades 

angulares y ángulos de posición de las barras articuladas que configuran el 

mecanismo base obtenida mediante un programa de simulación mecánica y el 

modelo desarrollado en Bond Graph 

 En la tabla 5.4 se resumen las dimensiones básicas del mecanismo base. 

 Para esta geometría concreta y con los valores iniciales dado en la tabla 5.5, 

se ha procedido a explotar numéricamente el modelo desarrollado. 
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Relaciones cinemáticas (MTF) 

Módulos Ecuaciones 

81 
( )

( )422

42
22 senAO

cos
AO

θ−θ
θ−θ

=θ
•&  

71 ( )






θ−θ

=θ
•

422
24 senAO

1
AO&  

91 [ ])(senFOV 444Fx β−θ= &  

101 [ ])cos(FOV 444Fy βθ= &  

41 
( )
( )

( )
( )






θ−θ
β−θθ

−
θ−θ
α−θ

θ=θ′
75

454

75

454
47 sen

sen
CD

C
sen
sen

CD
BO&&  

31 
( )
( )

( )
( )






θ−θ
β−θ

−
θ−θ
α−θ

θ=θ′
75

474

75

474
45 sen

sen
BD

CO
sen
sen

BD
BO&&  

121 ( )[ ]444Cx senCOV β−θ= &  

111 ( )[ ]444Cy cosCOV βθ= &  

51 
( )

( )






θ−θ

θ−θ
=θ ′′

•

75

75
5 senBD

cos
BD&  

61 ( )






θ−θ

=θ
•

75
7 senCD

1
BD&  

11 ( )[ ]777x7 senCHV γ−θ−θ= &  

21 ( )[ ]777y7 cosCHv γ−θθ= &  

Tabla 5.3. – Relaciones cinemáticas 

 Suponiendo que el mecanismo base tiene su brazo de elevación en su 

posición horizontal. 

Los datos conocidos son: 

º3604 =β   s/cm0.1VV 5/62/3 ==   mm57.985AO2 =  

mm1135AO4 =  mm1510BO4 =    mm1162BD =  

mm2550CO4 =  mm515CD =  
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º44,20º0º44,20
º77,15º67,4º44,20

º40,84º0º40,84
º73,79º67,4º40,84

º04,296º96,63º40,84º44,20

45

45

47

47

75

=−=β−θ
=−=α−θ

=−=β−θ
=−=α−θ

=−=−=θ−θ

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) s
º21,2s

r038566,0
74,14tg57,985

10
60,35434,9tg

1
3,998

10
tg

1
AO
AO

sen
cos

AO
AO

2

422

2

42

42

2

2
2

===θ

=
θθ

=
θθ
θθ

=θ

••

&

&
---

-

 

( ) ( ) s
º984,1s

r034628,0
74,14sen

1
1135

10
sen

1
AO
AO

424

2
4 ==⋅=

θ−θ
⋅=θ

•

&  

( ) ( ) ( )
( )75

4744474475
5 senBD

senCOsenBOcosBD
θ−θ

β−θθ⋅−α−θθ⋅+θ−θ
=θ

•
&&

&  

( )

s
º758,1s

r03069,0

04,296sen1162
034628,040,84sen255073,79sen151004,296cos10

5

5

==θ

+
=θ

&

& -

 

( ) ( )
( )

( )

s
º821,0s

r014321,0

04,296sen515
034628,044,20sen255077,15sen151010

enCD
senCOsenBOBD

7

7

75

45444544
7

==θ

⋅
⋅⋅−⋅+

=θ

θ−θ⋅
β−θθ−α−θθ⋅+

=θ

•

&

&

&&
&

 

s
º210,2s

r038566,02 ==θ&  s
º984,1s

r034628,04 ==θ&  

s
º758,1s

r03069,05 ==θ&  s
º821,0s

r014321,07 ==θ&  

 Ambos modelos se han contrastado con los resultados obtenidos de forma 

analítica para una posición determinada como se muestra a continuación. 

Parámetros Analítico Programa de 
simulación 

Bond Graph 

4θ&  0.0346 rad/s 0.035 rad/s 0.0345 rad/s 

7θ&  0.0143 rad/s 0.014 rad/s 0.01401 rad /s 

θ4 6.192 rad 6.190 rad 6.190 rad 
θ7 1.591 rad 1.595 rad 1.593 rad 
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 A la vista de los resultados obtenidos en este estudio comparativo, tenemos la 

garantía de que el modelo desarrollado en Bond Graph no presenta errores y puede 

utilizarse como submodelo para posteriormente introducirlo en el modelo global de 

nuestro sistema mecánico / oleohidráulico. 
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Figura 5.6 – Estructura básica de Bond Graph del mecanismo básico 
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Figura 5.7 –Diagrama de Bond Graph correspondiente al mecanismo base 
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Figuras 5.8 - Comparación gráfica de las velocidades angulares obtenidas en el programa (SM) y en Bond 
Graph (BG) para una velocidad constante de los actuadores de 1 cm/s 
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Figura 5.9 – Comparación gráfica de los ángulos de posición obtenidas en el programa (SM) y en bond Graph 
(BG) para una velocidad constante de los actuadores de 1 cm/s 
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Distancias (mm) Ángulos (radianes) 

CO4  2550 α 0,094 

AO4  1135 β 0,081 

'AO4  1130 δ 0,117 

BO4  1510 θO 5,245 

24OO  310   

OO4  267   

OO2  157.5   

'AA  107   

'BB  123   

BC  1052   

C'B  1045   

'CC  100   

'DD  50   

DC  515   

'B'A  375   

Tabla 5.4 – Distancias y ángulos en el mecanismo base 

Distancias (mm) Ángulos (radianes) 

Con el brazo en posición horizontal 

AO2  985.6 θ2 0.163 

BD  1162 θ4 6.189 

θ5 0.357 
 

θ7 1.473 

Con el brazo en posición baja 

AO2  915.17 θ2 6.141 

BD  1035.73 θ4 5.926 

θ5 0.119 
 

θ7 1.474 

Tabla 5.5 – Distancia y ángulos iniciales establecidos para dos posiciones en particular 
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5.1.4. Estudio de no-linealidad impuesta por la geometría del 
mecanismo base 

 Tal como se mencionó en el apartado 5.1.2, una de las soluciones para 

mantener que el giro absoluto del elemento terminal sea nulo (condición de 

sincronización correcta), consiste en disponer de una geometría del mecanismo 

base caracterizada por una relación homotética constante. 

 Esta característica se pone en evidencia en las figuras 5.10 y 5.11 con 

relaciones homotéticas 1:1 y 1:1.25 respectivamente. 

 En muchos casos, disponer de una relación homotética constante no es 

posible desde varios puntos de vistas (constructivo, funcional, etc.). Es por todo ello 

que, a continuación, y para una geometría determinada que no cumple con una 

relación homotética, se expone un método para evaluar las relaciones de 

velocidades Rv = VI/VE en función del ángulo de elevación θ4. El método propuesto 

se realiza a través de los siguientes pasos: 

1. Se dibuja la geometría predeterminada del mecanismo (figura 5.12) 

2. Se impone condición de giro absoluto del elemento terminal nulo, esta 

condición se puede conseguir mediante la incorporación de una barra 

articulada paralela y de igual longitud que la del brazo de elevación ta l como 

se muestra en la figura 5.13 

3. Se impone al cilindro de inclinación / volteo una condición de fuerza nula 

4.  Se determina la velocidad en función del tiempo para una velocidad del 

cilindro de elevación constante. 

 Aplicando el método expuesto en las figuras 5.14 y 5.15, se muestran los 

resultados obtenidos para distintas velocidades del cilindro de elevación. En la figura 

5.16, se muestra como varía la relación de velocidades Rv en función del ángulo θ4. 

Se puede observar que la relación de velocidades Rv es función única de la 

geometría del mecanismo y es independiente de la cinemática impuesta por el 

actuador de elevación. 

 Para la geometría concreta al mecanismo base, la correlación entre Rv y θ4 es 

la siguiente función de ajuste: 

5654.1306.13666.11973.2928.16774.0Rv 4
2
4

3
4

4
4

5
4 +θ−θ+θ−θ+θ−=  

Donde: 

Rv – es la relación de velocidades V I/VE 
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θ4 – Rotación del brazo de elevación en radianes 

 

Figura 5.10 – Esquema del mecanismo base con relación homotética constante 1:1 

 

Figura 5.11 – Esquema del mecanismo base con relación homotética constante 1:1.25 
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Figura 5.12 – Geometría del mecanismo base simulado 

 

Figura 5.13 – Geometría del mecanismo base con doble brazo para imponer la condición de giro absoluto del 
elemento terminal nulo 
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Figura 5.14 – Representación gráfica de la velocidad del actuador de inclinación / volteo en función del tiempo 
a distintas velocidades del actuador de elevación 
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