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Figura 5.13: Gráficas de iteraciones vs. pasos de tiempo para los filtros B (arriba) y
C (abajo), mallas finas: (a) y (c) Mlow−up; (b) y (d) SSPAI.

Ahora comparamos las inversas aproximadas Mlow−up y SSPAI con las FIC sin

llenado y de umbral. Para está última hemos elegido el parámetro τ = 0.005 que

produce el mejor resultado (en cuanto a coste computacional) para los problemas

de convección-difusión transitorios que estamos analizando, ver capítulo 4. Las ta-

blas 5.5, 5.6 y 5.7 resumen los resultados de los filtros A, B y C, respectivamente.

Para cada una de las mallas se probaron diferentes formas de llenado variando los

parámetros ε, nk, s, t. En general encontramos que es adecuado seleccionar s = 10

índices candidatos óptimos cada que se realiza una búsqueda de entradas candidatas.

Al contrastar Mlow−up con SSPAI nos damos cuenta que el número de iteracio-

nes aumenta si se paraleliza la estrategia 3, y que el número de no nulos de SSPAI

es igual o ligeramente mayor que los de Mlow−up (esto también se aprecia en la

figura 5.12). Si ahora comparamos los resultados de la SSPAI y las FIC sin llena-

do y de umbral, nos percatamos que los requerimientos de memoria siempre son
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Gruesa Mlow−up SSPAI FIC(∞) FIC(0.005)
‖A • −I‖F 33.6 31.5 40.3 37.9

ε 0.3 0.3 0.3 0.3
nk 30 30 30 30
t 10 15 10 15

nnz(•)
nnz(A) 1.18 1.47 1.19 1.48 1.00 1.95

P-time 906.1 972.1 895.2 953.2 0.1 0.2
Its-time 6385.4 6460.8 8287.4 8016.6 4784.7 1617.6
T-time 7291.5 7432.9 9182.6 8969.8 4784.8 1617.8

Its
pasos 99.9 91.3 125.3 109.0 60.1 13.3

T−time
nb/2 1311.8 1281.4

Fina Mlow−up SSPAI FIC(∞) FIC(0.005)
‖A • −I‖F 47.0 40.1 47.8 41.4

ε 0.3 0.3 0.3 0.3
nk 30 30 30 30
t 10 15 10 15

nnz(•)
nnz(A) 0.85 1.17 0.85 1.17 1.00 1.55

P-time 22645.0 27603.1 24549.1 29425.2 0.7 1.4
Its-time 27305.1 27444.6 31755.8 34602.4 31477.8 13807.0
T-time 49950.1 55047.7 56304.9 64027.6 31478.5 13808.4

Its
pasos 47.0 41.1 54.2 52.4 32.3 10.0

T−time
nb/2 8043.6 9146.8

Tabla 5.5: Filtro A, mallas gruesa y fina.

menores para el precondicionador explícito. De hecho, con nnz(SSPAI) ≤ nnz(A)

se consiguen resultados ventajosos. Además, es evidente que bajo un procesamien-

to secuencial las FIC(0.005) superan a las inversas aproximadas, debido a que es

costosa la fase de construcción de las últimas. Sin embargo, si paralelizáramos los

cálculos (el tiempo total de CPU de la SSPAI entre nB/2) obtendríamos lo contrario,

excepto para el filtro C malla gruesa. Recordemos que ni la FIC ni su aplicación en

cada etapa de precondicionamiento se pueden paralelizar en forma eficiente.

De los experimentos presentados a lo largo de este apartado podemos destacar

los siguientes aspectos:

La fase de aplicación del precondicionador parte-simétrica a menudo es ca-

ra, sobre todo cuando se requiere aumentar el llenado. Además no se cuenta

con una relación eficiente para evaluar qué tan cercano está AMsym−p de la

identidad I.
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Gruesa Mlow−up SSPAI FIC(∞) FIC(0.005)
‖A • −I‖F 37.0 33.3 37.1 33.2

ε 0.30 0.18 0.30 0.18
nk 30 50 30 50
t 10 10 10 10

nnz(•)
nnz(A) 0.86 1.15 0.86 1.18 1.00 1.56

P-time 6147.8 9687.0 5563.2 9841.2 0.3 0.7
Its-time 11784.0 13530.4 11453.5 11175.0 12457.6 5823.5
T-time 17931.8 23217.4 17016.7 21016.2 12457.9 5824.2

Its
pasos 58.2 60.2 58.3 50.0 40.6 12.0

T−time
nb/2 2127.1 2627.0

Fina Mlow−up SSPAI FIC(∞) FIC(0.005)
‖A • −I‖F 49.9 49.5 49.8 49.5

ε 0.3 0.3 0.3 0.3
nk 30 50 30 50
t 10 10 10 10

nnz(•)
nnz(A) 0.83 0.85 0.83 0.85 1.00 1.57

P-time 20989.7 21329.4 19538.9 20953.6 0.6 1.6
Its-time 21307.7 20491.0 21344.6 21457.6 23859.9 10514.3
T-time 42297.4 41820.4 40883.5 42411.2 23860.5 10515.9

Its
pasos 55.2 52.3 54.4 52.3 33.6 10.4

T−time
nb/2 5110.4 5301.4

Tabla 5.6: Filtro B, mallas gruesa y fina.

Construir una inversa aproximada sparse simétrica atendiendo únicamente a

la información de la triangular inferior, produce un precondicionador de baja

calidad.

Al incorporar las entradas significativas de la triangular superior a través del

parámetro t, el precondicionador Mlow−up gana en calidad, pero pierde pre-

cisión.

Se necesita paralelizar el algoritmo de la inversa aproximada sparse simétrica

para competir con las factorizaciones incompletas de Cholesky.

La fase de construcción de la SSPAI es mucho más costosa que generar una

FIC, pero requiere un menor nivel de llenado que la mejor FIC.

El promedio de iteraciones de la IA es mayor que el de la FIC. Sin embargo,



110 Capítulo 5. Inversa aproximada simétrica

Gruesa Mlow−up SSPAI FIC(∞) FIC(0.005)
‖A • −I‖F 60.5 93.3 67.6 62.1

ε 0.3 0.3 0.3 0.3
nk 30 40 30 40
t 10 15 10 15

nnz(•)
nnz(A) 1.03 1.39 1.04 1.42 1.00 1.60

P-time 3511.5 4365.2 3358.7 4290.9 0.2 0.4
Its-time 33543.8 37434.2 50032.9 48189.3 4745.4 2240.3
T-time 37055.3 41799.4 53391.6 52480.2 4745.6 2240.7

Its
pasos 443.0 434.9 657.9 554.5 45.2 14.5

T−time
nb/2 3813.7 3748.6

Fina Mlow−up SSPAI FIC(∞) FIC(0.005)
‖A • −I‖F 55.3 51.3 63.0 58.9

ε 0.3 0.3 0.3 0.3
nk 30 30 30 30
t 10 15 10 15

nnz(•)
nnz(A) 0.91 1.22 0.92 1.22 1.00 1.58

P-time 15361.9 15217.9 12607.8 14169.4 0.5 1.1
Its-time 29536.0 30341.5 72746.5 74755.0 12814.5 7260.4
T-time 44897.9 45559.4 85354.3 88924.4 12815.0 7261.9

Its
pasos 157.6 146.8 384.1 358.7 42.6 15.6

T−time
nb/2 6096.8 6351.7

Tabla 5.7: Filtro C, mallas gruesa y fina.

existen algunos casos en donde el tiempo de CPU de la aplicación iterativa de

la SSPAI es menor que para la FIC(∞) en un procesamiento secuencial (ver

tabla 5.6).

La paralelización de la fase de construcción de la SSPAI está limitada al nú-

mero de bloques. No obstante, su etapa de aplicación se puede paralelizar

masivamente.

En los problemas de convección-difusión transitorios se obtiene, comparando

los costes computacionales, que la SSPAI sería más eficiente que la mejor

FIC en paralelo.
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5.5. Conclusiones

Hemos desarrollado una inversa aproximada sparse simétrica (SSPAI) basada en

la SPAI de Montero et al. El precondicionador está diseñado para resolver sistemas

SDP, tridiagonales por bloques con múltiples lados derechos mediante el método de

gradientes conjugados precondicionado. También se establecieron fórmulas explíci-

tas para calcular en forma eficientes y acumulativas tanto mL
k como ‖AmL

k −vk‖2F .

De nuestros experimentos numéricos concluimos que para generar una inversa

aproximada simétrica de calidad, no solamente se requiere considerar la informa-

ción de la parte triangular inferior, sino también las entradas significativas de la

triangular superior. También observamos que es importante paralelizar el precon-

dicionador explícito para poder competir con las factorizaciones incompletas de

Cholesky (FIC); aún así, la fase de construcción del primero sería más costosa.

De los diferentes problemas de validación inferimos que es necesario estabilizar la

SSPAI. Para los problemas de convección-difusión transitorios con campo de velo-

cidad constante y en donde la etapa de precondicionamiento es un factor relevante,

se obtiene que la SSPAI sería más eficiente que la mejor FIC en cuanto a los re-

querimientos de memoria y tiempo de CPU. Finalmente concluimos que, aunque la

paralelización tiene sus limitaciones según el número de bloques, para el número

de bloques de los casos presentados y para un número de procesadores limitado, la

SSPAI se presenta como una estrategia interesante.

En el siguiente capítulo se plantea otra técnica iterativa para resolver los pro-

blemas de convección-difusión transitorios usando un solo procesador. Para ello se

empleará el método de descomposición de dominios solapados.





Capítulo 6

Descomposición de dominios
solapados

6.1. Introducción

En este capítulo presentamos un algoritmo eficiente para encontrar la solución

de los problemas de convección-difusión transitorios con convección dominante

basado en el método de descomposición de dominios con solapamiento.

Estamos interesados en un algoritmo que sea eficiente para resolver problemas

con mallas finas (de más de 100 000 nodos) usando un solo procesador. Hemos

optado por el método multiplicativo de Schwarz (MSM), puesto que converge más

rápidamente que el método aditivo (ver Cai y Sarkis 1998). Recordemos que la velo-

cidad de convergencia del MSM depende del tamaño del solapamiento y del número

de subdominios (Bramble et al. (1991) y Widlund (1988)). Además coincide con el

método iterativo de Gauss-Seidel por bloques, ver Tang (1992).

Dado que es importante ordenar los dominios (y nodos) en dirección del flujo

(Cai y Sarkis (1998) y Cai y Saad (1996)) se propone renumerar los nodos de la ma-

lla mediante el habitual ordenamiento bloque-interfase descrito en el apartado 4.5.

De esa manera se obtiene una matriz global tridiagonal por bloques. Además, re-

cordemos que se ha empleado el algoritmo de Cuthill-Mckee inverso (Saad (2003))

para reducir el ancho de banda de la matriz. Puesto que teníamos en mente emplear

el método multiplicativo de Schwarz, la inversa aproximada sparse simétrica ex-

puesta en el capítulo anterior se ha desarrollado para matrices SDP, tridiagonales

113
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por bloques.

El método que se propone en este capítulo se apoya en dos hechos. El primero

proviene de observar que los problemas con convección dominante presentan un

frente brusco en la solución que se mueve de posición conforme avanza el tiempo,

es decir la solución global sólo varía en una región del dominio completo en cada

paso de tiempo. Una aplicación tecnológica donde se presenta este fenómeno son

los filtros de carbón activo en un proceso de carga, ya que el perfil formado por la

concentración de hidrocarburo es abrupto y se mueve a medida que se saturan las

partículas de carbón (ver apartado 2.2.1). El segundo hecho es utilizar la idea básica

de los métodos de descomposición de dominio: "divide y vencerás". Nuestro objeti-

vo es mostrar numéricamente que en cada paso de tiempo es preferible resolver uno

o dos subproblemas en donde la solución cambia que el problema global. Por ello,

proponemos activar y desactivar dominios según vaya variando la solución.

Existen dos maneras de usar los métodos de Schwarz. La primera y la más co-

mún es utilizarlos como precondicionadores para acelerar algún métodos de Krylov.

La segunda es manejarlos como una técnica iterativa, ya sea de Gauss-Seidel o Jaco-

bi por bloques. En particular, empleamos el MSM directamente como una iteración

de Gauss-Seidel por bloques solapados, en donde la solución de subdominios se rea-

liza mediante el método directo de Cholesky o la iteración de gradientes conjugados

precondicionado. La aceleración de este último se efectúa con las factorizaciones

incompletas de Cholesky de umbral por ser eficientes para los problemas de estudio,

ver Rodríguez-Ferran y Sandoval (2005) y capítulo 4.

Nuestro algoritmo difiere de otros trabajos donde se ha estudiado los problemas

de convección-difusión transitorios utilizando algún método descomposición de do-

minios: Lasser y Toselli (2003), Quarteroni et al. (2002), Rapin y Lube (2002), To-

selli (2001), Espedal et al. (1998), Cai y Sarkis (1998) y Brakkee y Wilders (1997).

A lo largo de este capítulo se presenta el algoritmo propuesto: el método multi-

plicativo de Schwarz en dominios activos. Previamente, se describe el MSM en los

problemas de convección-difusión transitorios y se detallan los criterios de activa-

ción y desactivación de dominios. Finalmente, se muestra la eficiencia del algoritmo

propuesto a través de ejemplos numéricos 3D.
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Ω1

Ω2

B1 B2
B3 Ω = Ω1 ∪ Ω2

Carbón Aire Carbón

Figura 6.1: Dos subdominios solapados para un filtro con 3 cámaras.

6.2. Método multiplicativo de Schwarz en convección
-difusión transitorio

En este apartado se deriva el método multiplicativo de Schwarz en forma ma-

tricial para el problema de convección-difusión en cada paso de tiempo. Para ello

se considera el sistema lineal de ecuaciones (2.17) a resolver en el paso de tiempo

n + 1

Acn+1 = [2B−A] cn = b (6.1)

donde las matrices A y B se definen en las relaciones (2.15) y (2.16). Se supone

también que la región de estudio Ω(⊂ R
3) se descompone en M subdominios Ωi

de tal manera que se solapen entre sí (Ω̄ =
⋃M

i=1 Ω̄i, con Ωi ∩ Ωi+1 6= ∅).
Con el objeto de presentar el algoritmo del MSM a nivel matricial de una manera

más clara, nos restringimos a nuestra aplicación tecnológica: los filtros de carbón

activo. Por ello consideramos que la región de estudio Ω ⊂ R
3 es un filtro que se

descompone en M subdominios Ωi solapados entre sí, ver figura 6.1.

Asignamos el nombre de "bloque", en el contexto de descomposición de domi-

nios, a los subconjuntos formados por Ωi∩Ωi+1 (cámaras de aire) o por Ωi\(Ωi−1∪
Ωi+1) (cámaras de carbón). Notemos que cada bloque Bj está asociado a una cáma-

ra. Dado que los subconjuntos Ωi son abiertos, los bloques que están en el solape

Ωi∩Ωi+1 no incluyen las fronteras Γ2i−1 y Γ2i (interfases entre cámaras). En cambio

los bloques Ωi\(Ωi−1∪Ωi+1) son subconjuntos cerrados debido a que contienen las

fronteras Γ2(i−1) y Γ2i−1, ver figura 6.2.

Cada subdominio está formado por 2 o 3 bloques (o cámaras) según sea el caso.

Los subdominios de la entrada y la salida (extremos del filtro) están constituidos
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Ω1\Ω2
Ω1 ∩ Ω2 Ω2\(Ω1 ∩ Ω3) Ω2 ∩ Ω3 Ω3\Ω2

Γ1 Γ2 Γ3 Γ4

Figura 6.2: Tres subdominios solapados para un filtro con 5 bloques.

por dos cámaras: una de carbón activo y otra de aire. En cambio, los dominios

“interiores” están conformados por dos de aire y un bloque central, ver la figura 6.2.

Observemos que el solapamiento siempre se produce en las cámaras de aire, ver

figura 6.1. Además, se verifica que Ω̄ =
⋃2M−1

j=1 B̄j.

Se conoce que el método multiplicativo de Schwarz está relacionado con la

técnica iterativa de Gauss-Seidel por bloques (ver Tang 1992). Por tanto, la forma

matricial del subproblema de convección-difusión en la iteración k + 1 y paso de

tiempo n + 1 restringido al subdominio Ω1 se escribe como


 A1,1 A1,2

A2,1 A2,2




 c

k+1,n+1
Ω1\Ω2

c
k+1,n+1
Ω1∩Ω2


 =


 bΩ1\Ω2

bΩ1∩Ω2
−A2,3c

k,n+1
Ω2\(Ω1∪Ω3)


 .

Observemos que el término A2,3c
k,n+1
Ω2\(Ω1∪Ω3) está asociado a la condición de frontera

Dirichlet sobre Γ2. Análogamente, la forma matricial del subproblema de convección-

difusión restringido al subdominio Ω2 es




A2,2 A2,3 0

A3,2 A3,3 A3,4

0 A4,3 A4,4







c
k+1,n+1
Ω1∩Ω2

c
k+1,n+1
Ω2\(Ω1∪Ω3)

c
k+1,n+1
Ω2∩Ω3


 =




bΩ1∩Ω2
−A2,1c

k+1,n+1
Ω1\Ω2

bΩ2\(Ω1∪Ω3)

bΩ2∩Ω3
−A4,5c

k,n+1
Ω3\(Ω2∪Ω4)




donde los términos A2,1c
k+1,n+1
Ω1\Ω2

y A4,5c
k,n+1
Ω3\(Ω2∪Ω4) representan las condiciones de

frontera Dirichlet sobre Γ1 y Γ4, respectivamente. Por consiguiente, el método mul-

tiplicativo de Schwarz con M subdominios para el problema de convección-difusión

en el paso de tiempo n + 1 se presenta en la figura 6.3. El algoritmo inicia con

c0,n+1 = cn, además notemos que en nuestro caso el MSM es similar al método de

Gauss-Seidel por bloques para matrices tridiagonales por bloques.
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c0,n+1 : aproximación inicial con la solución del paso anterior
Mientras (No convergencia & k < kmax)

resolver(
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)(
c

k+1,n+1
Ω1\Ω2

c
k+1,n+1
Ω1∩Ω2

)
=

(
bΩ1\Ω2

bΩ1∩Ω2
−A2,3c

k,n+1
Ω2\(Ω1∪Ω3)

)

Para i = 2,M − 1
resolver




A2i−2,2i−2 A2i−2,2i−1 0
A2i−1,2i−2 A2i−1,2i−1 A2i−1,2i

0 A2i,2i−1 A2i,2i







c
k+1,n+1
Ωi−1∩Ωi

c
k+1,n+1
Ωi\(Ωi−1∪Ωi+1)

c
k+1,n+1
Ωi∩Ωi+1


 =




bΩi−1∩Ωi
−A2i−2,2i−3c

k+1,n+1
Ωi−1\(Ωi−2∪Ωi)

bΩi\(Ωi−1∪Ωi+1)

bΩi∩Ωi+1
−A2i,2i+1c

k,n+1
Ωi+1\(Ωi∪Ωi+2)




Terminar i
resolver

(
A2M−2,2M−2 A2M−2,2M−1

A2M−1,2M−2 A2M−1,2M−1

)(
c

k+1,n+1
ΩM−1∩ΩM

c
k+1,n+1
ΩM\ΩM−1

)
=

(
bΩM−1∩ΩM

−A2M−2,2M−3c
k+1
ΩM−1\(ΩM−2∪ΩM )

bΩM\ΩM−1

)

Terminar k

Figura 6.3: Método multiplicativo de Schwarz.

Finalmente, observemos que las matrices asociadas a los subsistemas del algo-

ritmo 6.3 son simétricas definidas positivas, dado que son submatrices principales

de la matriz global A que es simétrica definida positiva (ver Hackbusch 1994).

6.3. Criterios de activación y desactivación de
dominios

Nuestro objetivo es mostrar que es más barato calcular la solución en uno o dos

subdominios donde la solución varía, que en el dominio completo a lo largo del

tiempo. Para ello proponemos activar los dominios en donde la solución cambia, y

desactivar aquellos en los cuales la solución de los subdominios ya no se modifica.

La activación y desactivación se realiza en cada paso de tiempo.
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La principal dificultad de la propuesta radica en definir adecuadamente los cri-

terios de activación y desactivación de dominios. Como los criterios están relacio-

nados con las características físicas del problema nos restringimos a los filtros de

carbón activo con el fin de exponer claramente los criterios propuestos. Sin embar-

go, estos funcionan para otro tipo de aplicaciones.

Consideremos que el dominio de estudio Ω̄ =
⋃M

i=1 Ω̄i es un filtro dividido en M

subdominios solapados. Además, supongamos que el “frente” ha avanzado varios

subdominios. Se tienen dos situaciones en donde el valor de la concentración no

cambia. La primera es en los subdominios que anteceden al “frente” porque quedan

saturados de hidrocarburo. Tales subdominios forman el conjunto Ωinac_s. La segun-

da se encuentra en los subdominios posteriores al “frente”; como el hidrocarburo

aún no ha llegado a ellos, la concentración es cero. Este conjunto de subdominios

es denotado por Ωinac_∅. De esa manera el conjunto de subdominios inactivos Ωinac

está formado por Ωinac_s ∪ Ωinac_∅. Por su parte, denotamos por Ωact al conjunto de

subdominios activos en donde la solución varía. Observemos que la concentración

de hidrocarburo sólo se modifica en un o dos subdominios en cada paso de tiempo,

ver figura 6.4.

La activación y desactivación se realiza primero sobre los bloques Bj y después

sobre los subdominios Ωi. Dos condiciones se deben de satisfacer para inactivar

un bloque: (1) que la solución cumpla los requisitos de precisión (criterio del resi-

duo) y (2) que el bloque esté saturado (criterio de la concentración). La forma en

cómo se llevan acabo estas ideas (al inicio de cada paso de tiempo) se describe a

continuación:

1. Se efectúa la activación y desactivación de bloques:

a) Para todo Bj ∈ Ωact ∪ Ωinac_∅ se calcula rn+1
j = bj − Ac0,n+1

j .

b) Se activa o inactiva los bloques mediante el criterio del residuo:

Si
∥∥rn+1

j

∥∥
2

< tolr ‖b‖2, entonces Bj ∈ Ωinac

en otro caso, Bj ∈ Ωact.

c) Se verifica que los recientes bloques activados y desactivados satisfagan

el criterio de la concentración:
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Ω2
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saturadas

6
cámaras no saturadas

Figura 6.4: Frente de hidrocarburo en un proceso de carga.

Si Bj es un bloque recientemente inactivo y cumple∥∥c0,n+1
j − cextj

∥∥
0

> tolc ‖cext‖0, entonces Bj ∈ Ωact.

Si el primer bloque activo Bj satisface∥∥c0,n+1
j − cextj

∥∥
0
≤ tolc ‖cext‖0, entonces Bj ∈ Ωinac.

2. Se efectúa la activación y desactivación de dominios:

a) Si Ωi contiene al menos un bloque activo, entonces Ωi se activa.

Si Bj es activo y está en Ωi ∩ Ωi+1, entonces Ωi y Ωi+1 se activan.

b) En el primer paso de tiempo se activan todos los dominios.

En este caso cext es la concentración exterior, tolc es la tolerancia asociada al criterio

de la concentración y la norma ‖ · ‖0 está definida en el apartado 2.3.

Es importante enfatizar que un dominio activo significa resolver el subsistema

asociado a él. También notemos que Ωinac_s permanece igual o crece en cada paso

de tiempo. Análogamente, el conjunto Ωinac_∅ se mantiene igual o decrece conforme

se avanza en el tiempo.



120 Capítulo 6. Descomposición de dominios solapados

6.4. Método multiplicativo de Schwarz en dominios
activos

Tomando en cuenta lo señalado en el apartado anterior se propone el método

multiplicativo de Schwarz en dominios activos. Para ello simplificamos la notación

de algoritmo de la figura 6.3 redefiniendo: (1) las incógnitas c
k,n+1
Ωi∩Ωi+1

por ck
2i con

i = 1, .., M ; (2) las variables c
k,n+1
Ωi\(Ωi−1∪Ωi+1) como ck

2i−1 para i = 1, .., M y (3) la

aproximación inicial c0,n+1 por c0.

El algoritmo multiplicativo de Schwarz en dominios activos se presenta en la

figura 6.5. Notemos que la única diferencia que existe con el de la figura 6.3 es exigir

que Ωi ⊂ Ωact para resolver el subproblema asociado a Ωi. También observemos

que al ser Ω = Ωinac_s ∪ Ωact ∪ Ωinac_∅ induce un desglose en la concentración:

c = (cext, cact, 0)T .

c0 : aproximación inicial con la solución del paso anterior
Mientras (No convergencia & k < kmax)

Si Ω1 ⊂ Ωact , resolver(
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)(
ck+1
1

ck+1
2

)
=

(
b1

b2 −A2,3c
k
3

)

Para cada i = 2,M − 1 y Ωi ⊂ Ωact

resolver


A2i−2,2i−2 A2i−2,2i−1 0
A2i−1,2i−2 A2i−1,2i−1 A2i−1,2i

0 A2i,2i−1 A2i,2i






ck+1
2i−2

ck+1
2i−1

ck+1
2i


 =




b2i−2 −A2i−2,2i−3c
k+1
2i−3

b2i−1

b2i −A2i,2i+1c
k
2i+1




Terminar i
Si ΩM ⊂ Ωact , resolver(

A2M−2,2M−2 A2M−2,2M−1

A2M−1,2M−2 A2M−1,2M−1

)(
ck+1
2M−2

ck+1
2M−1

)
=

(
b2M−2 −A2M−2,2M−3c

k+1
2M−3

b2M−1

)

Terminar k

Figura 6.5: Método multiplicativo de Schwarz en dominios activos.
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6.4.1. Solución de subdominios: métodos directos e iterativos

Los subsistemas que aparecen en el método multiplicativo de Schwarz se pueden

resolver mediante métodos directos o métodos iterativos. Existen varios trabajos

donde se obtiene que los métodos iterativos son más eficientes, ver por ejemplo

Cai, Gropp y Keyes (1994), Cai y Saad (1996), Brakkee et al. (1998), Brakkee

et al. (1995) y Garbey y Tromeur-Dervout (2002). Sin embargo, empleamos ambas

formas para encontrar la solución de los subdominios. Como método directo se

utiliza la factorización de Cholesky (ver Duff et al. 1992) y como iterativo se elige

a gradientes conjugados precondicionado por ser las submatrices diagonales SDP

(ver Saad 2003). Además, las FIC de umbral descritas en el apartado 4.2 se em-

plean como precondicionadores. Esta elección está de acuerdo con los resultados

numéricos obtenidos por Rodríguez-Ferran y Sandoval (2005).

6.5. Experimentos numéricos

El propósito de este apartado es mostrar la eficiencia computacional del método

multiplicativo de Schwarz en dominios activos cuando se utiliza en los problemas

de convección-difusión transitorios con velocidad constante. Los resultados numé-

ricos del algoritmo propuesto se comparan con la solución del problema global

empleando una FIC con umbral τ = 5 · 10−3, ver capítulo 4. También se utiliza

como referencia el método directo de Cholesky (sin iteraciones) y el método de

Cholesky con refinamiento iterativo. La eficiencia computacional se mide a través

de los requerimientos de memoria y tiempo de CPU.

La notación y parámetros que se van a emplear a lo largo de este apartado se

condensan a continuación:

DD-Chol, método multiplicativo de Schwarz en dominios activos con Cho-

lesky,

DD-FIC(τ), método multiplicativo de Schwarz en dominios activos con fac-

torizaciones incompletas de Cholesky de umbral,

Chol, método de Cholesky,



122 Capítulo 6. Descomposición de dominios solapados

RI, método de refinamiento iterativo,

FIC(τ), factorización incompleta de Cholesky con umbral τ (ver Munksgaard

1980, Salvini y Shaw 1995),

FIC(∞), factorización incompleta de Cholesky sin llenado (ver Saad 2003),

A, matriz global,

AD, matriz diagonal por bloques formada por las submatrices de los subsis-

temas del algoritmo 6.5

tolr = 0.5 · 10−9, tolerancia para el criterio del residuo,

tolc = 0.5 · 10−7, tolerancia para el criterio de la concentración.

Se trabaja básicamente con dos filtros, denominados D y E. Para el filtro D se

han utilizado tres mallas no estructuradas, denotadas por: “gruesa”, “fina” y “extra

fina”. También se ha considerado el filtro D con el tamaño de las cámaras de aire

duplicado, en este caso se usa una malla “gruesa”. Para el filtro E se emplean dos

mallas: “gruesa” y “fina”. La figura 6.6 muestra la geometría de estos filtros.

Filtro D Filtro E
Gruesa Fina Extra fina C.A. doble Gruesa Fina

# nodos 87 703 141 706 591 857 86 624 87 970 171 802
# elem. 453 174 747 641 3 274 220 447 228 472 277 940 695

N 87 527 141 465 591 261 86 448 87 274 170 850
nnz(A) 648 577 1 059 448 4 532 527 640 569 659 253 1 301 816

nnz(AD) 751 912 1 235 555 5 324 074 852 365 729 294 1 435 060
# pasos 81 513 96 272 155 912 64 288 28 961 32 493

∆t 2.00 1.69 1.04 2.00 3.12 2.8
M 9 9 9 9 4 4

Tabla 6.1: Principales parámetros numéricos para la simulación de los filtros D y E.
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Filtro D, malla gruesa

Filtro D con cámaras de aire de espesor doble, malla gruesa

Filtro E, malla gruesa

Figura 6.6: Filtros de carbón activo
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La tabla 6.1 sintetiza los principales parámetros numéricos. Para cada filtro y

malla se presenta: (1) el número de nodos, (2) el número de elementos finitos, (3)

N corresponde al tamaño de la matriz A, (4) nnz(A) representa el número de ele-

mentos no nulos de la parte triangular superior de la matriz A, (5) nnz(AD) es

el número de no nulos asociados a la triangular superior de la matriz diagonal por

bloques AD, (6) el incremento de tiempo ∆t, (7) el número de pasos de tiempo y

(8) el número M de subdominios.

Observemos que el número de nodos es ligeramente mayor que N , dado que

las matrices no incluyen las condiciones de contorno tipo Dirichlet. Además para

todas las pruebas se cumple nnz(A) < nnz(AD). Esto se debe a que los bloques

de solapamiento aparecen duplicados y los bloques no diagonales de A (asociados

a las interfases) son muy vacíos. Por su parte, el incremento de tiempo ∆t se elige

de acuerdo al tamaño del elemento h con el fin de que el número de Courant (C)

sea cercano a 1, ver apartado 2.5.

Los criterios de parada para ambos métodos iterativos son

∣∣xk
i − xk+1

i

∣∣ ≤ tolx
( ∣∣xk+1

i

∣∣ + 1
)
, ∀i = 1, 2, ..., N ; (6.2)

∥∥b−Axk+1
∥∥

2
≤ tolr ‖b‖2 , (6.3)

donde tolx = 0.5 · 10−10. Además, se utiliza como aproximación inicial x0, la

solución final del paso de tiempo previo.

Todos los códigos están programados en Fortran 90 con aritmética en doble

precisión y han sido compilados con la opción -xP -O2 -ipo -fixed -tpp7. Los expe-

rimentos numéricos se han realizado sobre un procesador Pentium Xeon EM64T, a

3.3 GHz con 8 Mb de cache L3.

6.5.1. Verificación de criterios de activación y desactivación

Con el objeto de verificar los criterios de activación y desactivación de dominios

se utilizan los resultados numéricos de los filtros D y E, mallas gruesas. Las gráficas

6.7.a, 6.7.b y 6.8.a muestran el comportamiento del criterio de la concentración en

cada bloque Bj a lo largo del tiempo. De igual forma, las figuras 6.7.c y 6.8.b

presentan la activación y desactivación de los subdominios Ωi en el transcurso del
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Figura 6.7: Filtro D, malla gruesa. (a) y (b) Criterio de la concentración vs. pasos de
tiempo y (c) activación y desactivación de dominios vs. pasos de tiempo.
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tiempo. La manera de interpretar dichas gráficas es la siguiente: los bloques 2, 3

y 4 de 6.8.a forman el dominio 2; en n = 8 025 la concentración del bloque 2 es

diferente de cero y se activa el dominio; para n = 19 530 los tres bloques satisfacen

el criterio de la concentración y por tanto se inactiva el dominio 2.

Notemos de las figuras 6.7.c y 6.8.b que la activación y desactivación de los

subdominios se realiza correctamente. Además, observemos que en un porcentaje

importante de pasos de tiempo se resuelven dos subdominios. En el apartado 6.5.3

se mostrará que a pesar de ello se obtienen buenos resultados numéricos.

RI DD-Chol DD-Chol−RI
RI

Tiempo (s) % Tiempo (s) % %

Cálculo de A y AD 2.83 0.01 2.93 0.02 3.53
Factorización 3.98 0.02 4.44 0.03 11.56
Cálculo de b 1620.29 6.43 1637.03 11.76 1.03
‖b−Ack‖2 782.50 3.11 1138.66 8.18 45.52
Cálculo de bj − − 151.95 1.09 −∥∥∥bj −Ac0

j

∥∥∥
2

− − 11.47 0.08 −
Índices de activación − − 5.44 0.04 −∥∥∥c0

j − cextj

∥∥∥
0

− − 742.07 5.33 −
Cálculos adicionales 358.74 1.42 934.88 6.72 160.60

Solución 22107.05 87.77 8973.54 64.49 −59.41
TOTAL 25188.51 100 13914.76 100 −44.76

Memoria factorización 23 074 479 100 26 014 881 99.66 12.74
Mem. vectores aux. − − 87 703 0.34 −

TOTAL 23 074 478 100 26 102 584 100 13.12

# pasos 81 513 81 513 0
# iteraciones 81 513 172 905 112.11

iter/pasos 1 2.12 112

Tabla 6.2: Filtro D, malla gruesa. Tiempos de CPU usando un refinamiento iterativo
y el método multiplicativo de Schwarz en dominios activos.

Con el fin de verificar el desempeño del método propuesto y exigir al método

directo la misma precisión que al método iterativo se emplea un refinamiento ite-

rativo (RI), ver método en Meurant (1999). Esta técnica sirve como referencia para

contrastar el coste en cuanto a memoria, cálculo de normas, de índices y de nuevos
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vectores independientes, así como el número de iteraciones que genera el MSM en

dominios activos.

La tabla 6.2 resume los resultados numéricos al utilizar el refinamiento iterativo

y el MSM con activación de dominios para el filtro D. En ella apreciamos la rele-

vancia del algoritmo propuesto, ya que únicamente requiere aumentar la memoria

un 13 % para obtener un ahorro en tiempo de CPU total del 45 %.

Cabe señalar que el coste adicional que genera aplicar los criterios de activación

y desactivación son compensados por la solución de uno o dos subdominios en cada

paso de tiempo.

También observemos que el número de iteraciones para DD-Chol se duplica, sin

embargo no ocurre lo mismo para el tiempo del cálculo del residuo. Esto se debe a

que el residuo únicamente se calcula sobre los dominios activos: ‖bact −Ack
act‖2.

Finalmente, la tabla 6.2 indica que el refinamiento iterativo no se activa: la solu-

ción con el método directo ya satisface la precisión exigida en el método iterativo.

6.5.2. Efecto del tamaño del solapamiento versus tamaño de
elemento

En este apartado se verifica numéricamente que el MSM en dominios activos

conserva algunas características del método multiplicativo de Schwarz.

La figura 6.9 presenta las gráficas del número de iteraciones contra pasos de

tiempo para el filtro D usando el algoritmo propuesto para diferentes mallas y dis-

tintos tamaños de solapamiento. Las gráficas (a) y (d) muestran que al aumentar

el tamaño del solapamiento se acelera la convergencia; el promedio de iteraciones

(número acumulado de iteraciones entre el número de pasos de tiempo) disminuye

de 2.12 a 1.06. De esta forma, el MSM en dominios activos respeta la propiedad de

la estima para la velocidad de convergencia (3.18) del MSM propuesta por Bramble

et al. (1991).

La malla extra fina septuplica el número de elementos de la malla gruesa, aún así

la iteración promedio es mayor que cuando se duplica el solapamiento, ver gráficas

(c) y (d). Sin embargo el ahorro en el tiempo de CPU con respecto al RI es del 70 %

para la malla extra fina y de un 64 % para el filtro con cámaras de aire de espesor

doble. El MSM en dominios activos se presenta como una técnica interesante para
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Figura 6.9: Gráficas de iteraciones vs. pasos de tiempo usando DD-Chol para la: (a)
malla gruesa, (b) malla fina, (c) malla extra fina y (d) las cámaras de aire dobles.

mallas finas con pequeños solapamientos.

6.5.3. Eficiencia computacional del MSM en dominios activos

Después de verificar el buen funcionamiento del MSM en dominios activos, nos

centramos en estudiar su eficiencia computacional comparándolo con otros métodos

directos e iterativos.

Eficiencia computacional en la resolución de subproblemas

En este apartado se comparan dos estrategias para resolver los subproblemas,

el método directo de Cholesky y la iteración de gradientes conjugados precondi-

cionado (PCG). Para acelerar la convergencia de PCG se emplea las FIC usando
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diferentes umbrales y la FIC sin llenado.
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Figura 6.10: Coste computacional del MSM en dominios activos con Cholesky y
PCG para la simulación del: (a) filtro D, malla gruesa, (b) filtro D, malla fina, (c)

filtro E, malla gruesa, (d) filtro E, malla fina.

Las gráficas de la figura 6.10 muestran el coste computacional de las pruebas an-

tes mencionadas para los filtros D y E con ambas mallas, gruesa y fina. Así mismo

la tabla 6.3 resume los resultados para el filtro E. En ella se presenta: (1) el número

de pasos de tiempo, (2) el número acumulado de iteraciones para el MSM en do-

minios activos, (3) el promedio de iteraciones para el MSM en dominios activos,

(4) el número acumulado de iteraciones para resolver los subproblemas con PCG,

(5) el promedio de iteraciones para PCG, (6) el promedio de entradas no nulas del

factor L y la parte triangular superior de la matriz diagonal por bloques AD; y los
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tiempos de CPU requeridos: (7) para calcular L, (8) resolver los sistemas lineales

(completos) en todos los pasos de tiempo, y (9) en total.

DD-Chol DD-FIC(∞) DD-FIC(10−1)

Gruesa Fina Gruesa Fina Gruesa Fina

# pasos 28 961 32 493 28 961 32 493 28 961 32 493
# iter MSM 46 978 50 286 42 983 46 916 42 983 46 916

iter MSM/pasos 1.62 1.55 1.48 1.44 1.48 1.44

# iter PCG − − 1 348 348 1 235 090 1 141 702 1 121 674
iter PCG/pasos − − 46.56 38.01 39.42 34.52

nnz(L)/nnz(AD) 87.47 136.77 1.00 1.00 1.00 1.00
Factorización (s) 59.1 455.8 0.50 1.22 0.52 1.29

Solución (s) 8 658.9 43 762.2 4 873.3 12 062.5 4 213.1 11 004.0
TOTAL (s) 19 867.4 49 057.1 6 913.3 16 805.3 6 242.0 15 755.7

DD-FIC(10−2) DD-FIC(10−3) DD-FIC(10−4)

Gruesa Fina Gruesa Fina Gruesa Fina

# pasos 28 961 32 493 28 961 32 493 28 961 32 493
# iter MSM 42 983 46 916 42 983 46 916 42 983 46 916

iter MSM/pasos 1.48 1.44 1.48 1.44 1.48 1.44

# iter PCG 608 552 689 475 385 252 433 599 264 385 303 310
iter PCG/pasos 21.01 21.22 13.30 13.34 9.13 9.33

nnz(L)/nnz(AD) 1.23 1.25 2.41 2.49 4.59 4.8
Factorización (s) 0.72 1.73 1.95 4.79 5.46 13.66

Solución (s) 2 648.2 8 004.6 2 841.1 8 559.9 3 848.1 11 110.6
TOTAL (s) 4 685.9 12 776.2 4 881.8 13 315.7 5 903.6 15 888.6

Tabla 6.3: Coste computacional del MSM en dominios activos con Cholesky y PCG
para la simulación del filtro E.

Del análisis de las gráficas 6.10 y la tabla 6.3 se resalta los siguientes aspectos:

El MSM en dominios activos requiere, en promedio, menos de dos iteraciones

para converger.

Se necesitan decenas de iteraciones en cada paso de tiempo para obtener la

solución en todos los subdominios activos usando PCG.

La convergencia de DD-FIC(τ) es ligeramente más rápida que la de DD-

Chol: el error cometido en la resolución de los subproblemas es ligeramente
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superior para Cholesky que la tolerancia exigida para los métodos iterativos.

Sin ningún incremento en el número de no-nulos, las FIC sin llenado reducen

considerablemente el tiempo de CPU.

Permitiendo un llenado apropiado en la FIC (τ = 10−2) la reducción en el

tiempo total de CPU es significativa (por un factor de 2 o 3 según sea el caso).

El tiempo necesario para construir la factorización completa o incompleta de

AD es irrelevante comparado con el tiempo requerido para calcular la solu-

ción en los subdominios activos de todos los pasos de tiempo. Este resultado

está de acuerdo al obtenido por Rodríguez-Ferran y Sandoval (2005).

Eficiencia numérica de técnicas directas versus iterativas

Ahora comparamos el mejor resultado que se obtuvo en el apartado anterior,

DD-FIC(10−2), con el resultado óptimo (τ = 5 · 10−3) obtenido por Rodríguez-

Ferran y Sandoval (2005) cuando se utiliza PCG+FIC para resolver el problema

global, ver también capítulo 4. Además, empleamos el método de Cholesky y el

refinamiento iterativo para poner en contexto nuestros resultados.

Las gráficas de la figura 6.11 presentan los resultado de las técnicas antes men-

cionadas para todos los experimentos descritos en la tabla 6.1. De ellas podemos

destacar lo siguiente:

Se puede compensar el hecho de tener solapamientos pequeños al obtener la

solución mediante DD-FIC(10−2). En las gráficas (a) y (d) prácticamente el

coste computacional es el mismo cuando τ = 10−2.

Conforme se refina la malla el ahorro en tiempo de CPU es altamente signifi-

cativo: para el filtro D malla extra fina mientras Cholesky invierte 10.8 días y

la FIC(5 · 10−3) 3.7 días, DD-FIC(10−2) requiere únicamente 1.3 días.

En todos los casos el MSM en dominios activos+PCG+FIC es más eficien-

te que resolver el problema global con una FIC de umbral. Se recomienda

utilizar τ ∈ [10−3, 10−1].
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Figura 6.11: Coste computacional de Cholesky, PCG y MSM en dominios activos
para la simulación del: (a) filtro D, malla gruesa, (b) filtro D, malla fina, (c) filtro
D, malla extra fina, (d) filtro D, c.a. dobles, (e) filtro E, malla gruesa, (f) filtro E,

malla fina.
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6.6. Conclusiones

Se ha desarrollado el método multiplicativo de Schwarz en dominios activos

diseñado para problemas transitorios de convección dominante que presentan un

frente brusco en la solución, y donde ésta sólo cambia en una región del dominio

completo en cada paso de tiempo.

Nuestros experimentos numéricos muestran que usar el MSM en dominios ac-

tivos resolviendo los subproblemas con CG acelerado por una FIC de umbral o

una FIC sin llenado es más eficiente que resolver el problema global empleando la

iteración de CG precondicionado con la misma FIC de umbral.

Conforme a nuestros resultados se puede utilizar τ en [10−3, 10−1], aunque se

recomienda emplear un umbral igual a 10−2. También los resultados señalan que

el coste computacional necesario para construir las FIC asociadas a los subdomi-

nios no es un factor relevante, puesto que se puede amortizar en muchos pasos de

tiempo. Ambas conclusiones están de acuerdo a lo obtenido por Rodríguez-Ferran

y Sandoval (2005).

Debido a que la eficiencia numérica está completamente controlada por la fase

de aplicación de cada subproblema en cada paso de tiempo, utilizar PCG+FIC(τ)

compensa el hecho de realizar más iteraciones en solapamientos pequeños. Por

ello, el método propuesto resulta ser muy atractivo para resolver los problemas de

convección-difusión transitorios con mallas finas, en donde se tengan diferentes

tamaños de solapamientos y el cálculo se realice con un solo procesador.

Finalmente, a pesar de que los criterios de activación y desactivación propuestos

están relacionados con las características físicas del problema de estudio, se pueden

adecuar a nuestra otra aplicación tecnológica, el problema de dispersión de conta-

minantes.





Capítulo 7

Conclusiones y futuras líneas de
investigación

7.1. Conclusiones

En esta tesis hemos investigado diversas técnicas numéricas para resolver gran-

des sistemas de ecuaciones lineales, tipo sparse, simétricos definidos positivos.

Nuestro estudio ha incluido el aprendizaje, análisis y desarrollo de diferentes al-

goritmos en el campo de precondicionadores, ya sean explícitos o implícitos, así

como en el tema descomposición de dominios.

La clase de sistemas que hemos estudiado en general se obtienen al discretizar

los problemas evolutivos. Como estamos interesados en modelizar numéricamente

los fenómenos de convección-difusión-reacción, hemos limitado nuestros ejemplos

a este tipo de problemas.

Se ha empleado una formulación estabilizada de mínimos cuadrados junto con el

método de Crank-Nicolson para discretizar los problemas de convección-difusión

transitorios. Además hemos utilizado dos aplicaciones tecnológicas para ilustrar

nuestro estudio. Así, podemos asegurar que usando los resultados de nuestra in-

vestigación se pueden realizar simulaciones numéricas de problemas reales 3D en

forma más eficiente.

En el capítulo 4 se ha estudiado exhaustivamente las familias de factorizaciones

incompletas de Cholesky. Hemos encontrado para los sistemas estudiados que PCG

con un FIC de umbral es más eficiente, en requerimientos de memoria y tiempo de

135
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CPU, que el método directo de Cholesky a partir de 30 000 incógnitas. De hecho,

con las FIC de umbral se han obtenido mejores resultados en tiempos de CPU que

con las FIC de memoria prescrita. Sin embargo, para los problemas de dispersión de

contaminantes en la atmósfera ha sido necesario emplear una FIC de memoria pres-

crita con el fin de controlar los requerimientos de memoria conforme se aumenta el

número de especies a estudiar. Otro resultado relevante del análisis ha sido observar

que la eficiencia numérica de un precondicionador implícito está completamente

determinada por su fase de aplicación en cada paso de tiempo, y no por el tiempo

de CPU invertido en su fase de construcción.

Se ha planteado en el capítulo 5, la construcción de la inversa aproximada spar-

se simétrica (SSPAI) basada en la generalización de la SPAI de Montero et al.

(2002). Se han propuesto cuatro diferentes estrategias para construir una inversa

aproximada simétrica hasta obtener el algoritmo de la SSPAI. Además se han es-

tablecido fórmulas explícitas para calcular en forma eficiente y acumulativa mL
k

y ‖AmL
k − vk‖2F para una base arbitraria de Sk. Este precondicionador explícito

ha sido diseñado para matrices tridiagonales por bloques, SDP con múltiples lados

derechos. Aunque la paralelización de la SSPAI está limitada por el número de

bloques se ha encontrado que numéricamente podría superar a las FIC de umbral.

No obstante sería interesante probar tal afirmación, ya que es costosa su fase de

construcción a diferencia de las FIC. Por último, se ha observado que la inversa

aproximada propuesta es inestable para matrices mal condicionadas.

Se ha combinado el método de descomposición de dominios solapados con la

idea de activar y desactivar los subdominios, dando lugar al método multiplicativo

de Schwarz (MSM) en dominios activos. El método desarrollado ha sido diseñado

para los problemas transitorios de convección dominante que presentan un frente

brusco en la solución, y donde esta sólo cambia en una región del dominio completo

en cada paso de tiempo. Los criterios utilizados y el algoritmo generado están deta-

llados en el capítulo 6. Al probar la estrategia iterativa propuesta se ha encontrado

que la eficiencia numérica está completamente controlada por la fase de aplicación

de cada subproblema en cada paso de tiempo, y por tanto, utilizar PCG+FIC(τ)

compensa el hecho de realizar más iteraciones en solapamientos pequeños. Por ello,

el MSM en dominios activos resolviendo los subproblemas con CG acelerado por
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una FIC de umbral es la forma más eficiente de resolver los sistemas asociados a

los problemas de convección-difusión transitorios para mallas finas con diferentes

tamaños de solapamientos.

Por último, a manera de resumen y conclusión final se recomienda, para los

grandes sistemas de ecuaciones lineales, tipo sparse, SDP asociados a los proble-

mas de convección-difusión transitorios 3D, utilizar el método directo de Cholesky

para sistemas con menos de 30 000 variables. Para sistemas mayores y hasta 80 000

incógnitas se sugiere emplear una FIC de umbral donde τ se debe seleccionar en

el rango [0.005, 0.01]. Para sistemas aún más grandes, el MSM en dominios activos

+ PCG+FIC(τ) es el más eficiente en cuanto a los requerimientos de memoria y

tiempo de CPU. El umbral τ se debe seleccionar en el intervalo [10−3, 10−1]. Todos

los resultados numéricos se han obtenido considerando un solo procesador.

7.2. Futuras líneas de investigación

La experiencia adquirida en esta tesis ha motivado a plantearnos las siguientes

líneas de investigación:

1. Utilizar diferentes precondicionadores, ya sean explícitos o implícitos, al avan-

zar en el tiempo, puesto que hemos observado que la calidad del precondicio-

nador se va deteriorando conforme transcurre el tiempo.

2. Estabilizar la SSPAI.

3. Investigar cómo afectan las técnicas de ordenamiento a la SSPAI, ya que cree-

mos que éstas van a beneficiar la eficiencia del precondicionador propuesto,

debido a que algunos métodos de reordenación incrementaron la calidad de

la inversa aproximada sparse de Montero et al. (ver Flórez, García, González

y Montero 2002).

4. Implementar y adecuar el MSM en dominios activos para los problemas de

dispersión de contaminantes en la atmósfera, considerando primero la emi-

sión constante y después, variable.
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5. Imponer diferentes condiciones de contorno para aumentar la eficiencia del

MSM en dominios activos (ver Houzeaux 2001).

A lo largo de esta tesis hemos entrado en contacto con dos técnicas que son al-

tamente paralelizables: las inversas aproximadas y los métodos de descomposición

de dominios. Por ello, es natural plantearnos trabajar en paralelo. Las futuras líneas

de investigación en este tema serían las siguientes:

1. Paralelizar la SSPAI estabilizada y analizar otros precondicionadores simétri-

cos como: la FSAI de Kolotilina y Yeremin (1993) y la SAINV de Benzi et al.

(2000).

2. Analizar el comportamiento de los precondicionadores construidos mediante

las técnicas de DD (ver Quarteroni y Valli 1999), y a partir de eso proponer

uno nuevo para los problemas de convección-difusión-reacción transitorios.

3. Estudiar los métodos de descomposición de dominios utilizando una inversa

aproximada para resolver los subdominios. Por ejemplo, podríamos combinar

nuestras dos propuestas: el MSM en dominios activos resolviendo en paralelo

los subproblemas con la SSPAI estabilizada.

7.3. Publicaciones

Las publicaciones ya realizadas o previstas asociadas a esta tesis son las siguien-

tes:

A. Rodríguez-Ferran y M. Luisa Sandoval. Incomplete Cholesky factoriza-

tions for transient convection-diffusion problems. The Fourth International

Conference on Engineering Computational Technology. Lisboa, september

2004.

A. Rodríguez-Ferran and M.L. Sandoval (2005), ‘Numerical performance of

incomplete factorizations for 3D transient convection-diffusion problems’.

Advances in Engineering Software. En prensa.
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M. L. Sandoval, A. Rodríguez-Ferran, A. Suárez and G. Montero, ‘A symme-

tric sparse approximate inverse for block tridiagonal systems with multiple

right hand side’. En preparación para la revista Numerical Linear Algebra

with Applications.

M. L. Sandoval and A. Rodríguez-Ferran, ‘Multiplicative Schwarz method in

active domains for 3D transient convection-diffusion problems’. En prepara-
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