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Estrategias de umbral versus de memoria prescrita

Para concluir nuestro estudio numérico de los filtros de carbdn activo, contras-
tamos las dos factorizaciones incompletas de Cholesky. De acuerdo a la figura 4.14,
la estrategia de umbral es mas eficiente que la de memoria prescrita, ya que requiere
menos tiempo de CPU para una cantidad de memoria (nimero de no nulos) dada.
Dicho resultado contrasta lo reportado por Liny Moré (1999). Sin embargo, se debe
enfatizar que los requerimientos de memoria de las estrategias de umbral no pueden
predecirse. Asi, si la memoria es una restriccion critica pueden ser preferibles las
estrategias de memoria prescrita, mas predecibles aungque menos eficientes.

También hemos realizado un estudio de convergencia de ambas FIC para dife-
rentes parametros y distintos pasos de tiempo como lo muestra las gréaficas de la
figura 4.15. Estos resultados estan asociados al filtro B con la malla gruesa.

Al comparar en el niamero de iteraciones producidas por p = 0y la FIC sin
llenado (ver figura 4.15), vemos que no coinciden. Esto es debido a que la FIC de
memoria prescrita respeta el nimero de elementos distintos de cero de la matriz
original A, pero no la posicion de los mismos. En general, p = 0 es un mejor
precondicionador que una FIC sin llenado, ver figura 4.14.

La figura 4.16 presenta las graficas del nimero de iteraciones contra pasos de
tiempo. Se emplea el filtro B para ambas mallas utilizando la FIC sin llenado. Ob-
servemos las gréficas 4.16.a 'y 4.16.b, el nimero méaximo de iteraciones se alcanza
en los pasos de tiempo 11 985y 13 315, respectivamente. De la grafica 4.16.c vemos
que el flujo atraviesa las camaras de aire del paso de tiempo 13050 al 13 725. En
consecuencia, el nimero de iteraciones es afectado por el material y la geometria de
las cdmaras. Por la gran variacion de las iteraciones a lo largo del tiempo se define,
como medida de anélisis, el promedio de iteraciones igual al nimero acumulado de
iteraciones entre el nimero de pasos de tiempo.

Un punto de vista mas cuantitativo se ofrece en la tabla 4.6. Para el filtro A y una
seleccion de FIC descritas en la figura 4.14, se muestra: (1) el namero acumulado
de iteraciones, (2) el nimero de pasos de tiempo, (3) el promedio de iteraciones, (4)
el nimero de entradas no nulas en el factor L; y los tiempos de CPU requeridos: (5)
para calcular L, (6) resolver los sistemas lineales en todos los pasos de tiempo, y
(7) en total.
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Figura 4.14: Coste computacional de las FIC de umbral y memoria prescrita para
los tres filtros: (a) filtro A, malla gruesa, (b) filtro A, malla fina, (c) filtro B, malla
gruesa, (d) filtro B, malla fina, (e) filtro C, malla gruesa, y (f) filtro C, malla fina.
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Figura 4.15: Gréaficas de convergencia para el filtro B (malla gruesa). Se usan
diferentes precondicionadores: (a) p = 0, (b) p = 1, (c) p = 3, (d) sin llenado, (e)

T=10"2y (f)7 =1073.
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Los siguientes aspectos se pueden resaltar de la tabla 4.6:

= Para una estrategia de precondicionamiento dada, el nimero de iteraciones
depende de la calidad del precondicionador, es decir, de su densidad: mayor
numero de entradas no nulas en L significan menor nimero de iteraciones.
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Figura 4.16: Gréficas iteraciones versus pasos de tiempo para la FIC sin llenado.
Filtro B con las mallas: (a) gruesa y (b) fina. (c) Simulacion en el paso de tiempo
13050, malla fina.

= El tiempo de CPU, sin embargo, puede decrecer o incrementarse. Un pre-
condicionador denso requiere menos iteraciones, pero cada iteracion es mas
costosa (contrastar las dos FIC de umbral).
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FIC sin llenado FIC deumbral
T=5-10"3 =101

Gruesa Fina Gruesa Fina Gruesa Fina

# iteraciones | 1079406 | 1060 343 | 238244 | 327 287 | 103675 | 176583
# pasos 17 961 32 867 17 961 32 867 17 961 32 867

iter/pasos 60.10 32.26 13.26 9.96 5.77 5.37
nnz(L) 117 181 653435 | 228041 | 1013875 | 598 245 | 2 937 167

Precond. (5) 0.2 1.8 0.5 4.0 2.4 18.0
Solucion (s) | 6918.7 865239 | 2871.1 | 37679.6 | 3639.0 | 47558.9
TOTAL (s) 6918.9 86525.7 | 2871.6 | 37683.6 | 3641.4 | 47576.9

FIC memoria prescrita
p=20 p=3 p=7T
Gruesa Fina Gruesa Fina Gruesa Fina
# iteraciones | 1024 771 | 1025930 | 662 734 | 605856 | 404 001 | 377 358
# pasos 17 961 32 867 17961 | 32867 | 17961 32 867
iter/pasos 57.05 31.21 36.90 18.43 22.49 11.48
nnz(L) 117 181 653435 | 170364 | 915092 | 241 621 | 1264 893
Precond. (s) 0.1 0.4 0.1 0.6 0.1 0.7
Solucion (s) | 6779.3 845615 | 6587.6 | 571675 | 5173.8 | 45746.4
TOTAL (s) 6779.4 845619 | 6587.7 | 57168.1 | 51739 | 45747.1

Tabla 4.6: Coste computacional de las FIC para el filtro A.

= Para los problemas de conveccion-difusion transitorios, el tiempo necesario
para calcular el factor incompleto L es despreciable comparado con el tiem-
po requerido para resolver los sistemas lineales en todos los pasos de tiem-
po. Cuanto tiempo se invierte en calcular el precondicionador es un hecho
irrelevante, debido a que se amortiza en muchos pasos de tiempo. Las dos
cuestiones claves son: (1) el nimero de iteraciones y (2) el tiempo necesario
para aplicar el precondicionador en cada iteracion.

= En el caso del método directo de Cholesky ocurre lo mismo. Para el rango
de problemas estudiados, es mas importante el tiempo necesario para realizar
las sustituciones en cada paso de tiempo que el requerido para efectuar la
descomposicion de la matriz A.
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4.8. Aplicacion: dispersion de contaminantes

En todas las simulaciones de carbdn activo discutidas anteriormente, la factori-
zacion completa de Cholesky es factible. Esto nos ha permitido realizar una compa-
racion detallada, la cual muestra claramente que el método de CG precondicionado
con una buena FIC gana al método directo en términos de tiempo de CPU vy re-
querimientos de memoria. Sin embargo, se puede argumentar que esos ejemplos no
ilustran la necesidad real de los métodos iterativos, puesto que en todo caso se logré
calcular la descomposicién completa, aunque sea costosa.

Considerando lo anterior, se presenta un ejemplo mas grande relacionado con la
modelizacion del transporte de contaminantes en la atmésfera descrito en el aparta-
do 2.2.2.
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Figura 4.17: Malla de elementos finitos para el problema de dispersion de
contaminantes: (a) malla de la superficie y (b) detalle mostrando la orografia
complejay la chimenea.

El dominio 3D de estudio esta formado por una de region rectangular 15600
m x22803 m en la zona sur de la Isla de La Palma (Islas Canarias), y un plano
horizontal como frontera superior situado a 9 000 m de altura. Montenegro, Mon-
tero, Escobar y Rodriguez (2002) han desarrollado la discretizacion adaptativa del
dominio, ver figura 4.17. Ademas, se han aplicado técnicas de suavizado y desen-
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Figura 4.18: Coste computacional de las FIC de memoria prescrita para el problema
de dispersion de contaminantes.

redo para construir la malla formada por 153 085 tetraedros y 28 387 nodos (ver
Escobar, Rodriguez, Montenegro, Montero y Gonzélez-Yuste 2003). Cabe recordar
que el campo de viento ha sido simulado por Montero et al. (2005). Tanto la malla
como el campo de viento han sido facilitados por sus autores para emplearlos en
este estudio.

La simulacion realiza 4 000 pasos de tiempo con At = 0.13 (seleccionado segln
el criterio de Courant). La figura 4.18 muestra la eficiencia de gradientes conjugados
precondicionado. Claramente, las FIC de memoria prescrita superan al precondicio-
nador diagonal en términos del tiempo de CPU mientras la memoria se mantiene
controlada. Notemos que se precisan valores de p grandes para incrementar tanto
los requerimientos de memoria como el tiempo de CPU.

El tamafio del problemaes N = 107 548 (cuatro variables por nodo no Dirichlet)
y la matriz del sistema tiene nnz(A) = 3094 002 entradas no nulas. Cabe sefalar
que se utiliza un Cuthill-McKee inverso y una ordenacién por nodo de las especies
con la finalidad de reducir el llenado del método directo. Aun asi, este requiere
4.25 Gb de memoria, es decir, mas de la mitad de la RAM total del servidor multi-
usuarios. Esto provoca, en la practica, que Cholesky no sea viable por lo que es
necesario un método iterativo.

Como es imprescindible controlar la memoria, hemos elegido la FIC de memo-
ria prescrita como precondicionador. La memoria necesaria para p = 0 es de 510
Mb. Ademas, por cada unidad de p se precisa reservar 1.64 Mb. Esto significa que
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se puede alcanzar hasta un valor de p = 100 con 674 Mb de memoria total.

4.9. Conclusiones

En este capitulo se ha analizado la eficiencia numérica de dos familias de facto-
rizaciones incompletas de Cholesky (FIC) para el método de gradientes conjugados
precondicionado (PCG): de umbral y memoria prescrita. Con un valor apropiado de
sus correspondientes parametros numeéricos (el umbral 7y la densidad de llenado p,
respectivamente) las FIC son competitivas ante CG precondicionado diagonalmente
y el método directo de Cholesky.

De acuerdo con nuestros experimentos numericos sobre los filtros, el umbral
T se debe seleccionar en el rango [0.005,0.01] para los sistemas lineales de orden
mayor que 30 000. Resultados similares estan reportados en Dickinson y Forsyth
(1994) para problemas de elasticidad. Por lo que concierne al parametro de densidad
p, Nuestros ensayos numeéricos sugieren tomar p = 4 o p = 5. El dltimo valor
también es recomendado en Lin y Moré (1999).

Nuestros resultados numéricos también muestran que, para problemas de con-
veccion-difusion con un campo de velocidad constante (la misma matriz en todas
las etapas de tiempo), la eficiencia numérica de un precondicionador esta comple-
tamente controlada por su aplicacién en cada paso de tiempo. Puesto que el coste
computacional por la construccion del precondicionador se puede amortizar en mu-
chos pasos de tiempo (que en la aplicacion de los filtros son de decenas de miles),
cuanto cuesta obtener la factorizacion se vuelve un factor irrelevante.

Esta conclusion motiva a estudiar otros tipos de precondicionadores mas efi-
cientes, aungue sea mas costoso obtenerlos, como se vera en el préximo capitulo.



Capitulo 5

Inversa aproximada simétrica

En este capitulo desarrollamos una inversa aproximada sparse simétrica
(SSPAI) para resolver sistemas SDP, tridiagonales por blogues con multiples lados
derechos basada en la SPAI de Montero et al. (2002). Recordemos que de nuestro
problema de interés (conveccion-difusion) se obtienen sistemas SDP debido a la
estabilizacion con minimos cuadrados, estructura tridiagonal causada por la reorde-
nacién bloque-interface y multiples lados derechos debido al caracter transitorio del
problema. El capitulo se divide esencialmente en tres partes, la primera introduce
los conceptos necesarios, asi como las relaciones fundamentales para construir la
inversa aproximada (IA). En la segunda parte, apartado 5.3, se proponen diversas
estrategias para generar una inversa aproximada simétrica hasta conseguir el algo-
ritmo de la SSPAI. Finalmente, en la tercera parte se ilustra la eficiencia de estos
precondicionadores mediante experimentos numéricos en 2D y 3D, incluyendo los
filtros de carbon activo (ver apartado 5.4).

5.1. Introduccion

En las Gltimas décadas, gracias el crecimiento de los ordenadores en paralelo, ha
habido un gran interés en desarrollar algoritmos para construir inversas aproxima-
das tipo sparse. La idea comun de esta clase de técnicas es calcular explicitamente
una matriz sparse M que aproxime a A~! y usarla como precondicionador en al-
gun método iterativo de Krylov como se indica en el apartado 3.3. Existen varias
ventajas en utilizar inversas aproximadas, la mas importante es poder paralelizar

75
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masivamente la operacion de precondicionamiento en cada etapa del método itera-
tivo. Recordemos que dicha operacion consiste en realizar un producto de matriz
por vector: z = Mr, ver figura 3.2. Otra virtud de las aproximadas principalmente
para matrices fuertemente no simétricas y/o no definidas es su robustez ante las
factorizaciones incompletas; se sabe que estas Ultimas fallan cuando los pivotes
son cero o hay inestabilidades numéricas (ver apartado 4.4). En cambio la mayo-
ria de las técnicas de inversas aproximadas no son vulnerables a estos problemas
(Montero et al. 2002, Grote y Huckle 1997, Gould y Scott 1998, Huckle 1998, Cos-
grove et al. 1992, Diaz y Macedo 1989, Benzi, Cullum y Tlima 2000, Kolotilina
y Yeremin 1993). También se ha reportado que si se resuelven sistemas no simé-
tricos con muchos lados derechos, las 1A pueden competir con las factorizaciones
incompletas alin en un ambiente secuencial, ver Benzi y Tlima (1999).

Las técnicas de inversas aproximadas pueden clasificarse en dos grandes grupos
segun si el precondicionador M se obtiene por medio de una sola matriz 0 como
el producto de dos 0 mas matrices. A su vez este Ultimo grupo se subdivide en
las inversas aproximadas factorizadas y los métodos de precondicionamiento que
consisten en realizar una factorizacion incompleta de A seguida de la aproximacion
de las inversas de sus factores (Benzi y Tlma 1998, Kolotilina y Yeremin 1993).
Dentro del primer grupo se encuentran gran parte de los métodos de minimizacion
en la norma de Frobenius (ver Montero et al. 2002, Grote y Huckle 1997, Gould y
Scott 1998, Huckle 1998, Cosgrove et al. 1992, Diaz y Macedo 1989). Observemos
que la FSAI de Kolotilina y Yeremin (1993) también se obtiene minimizando la
norma de Frobenius.

Estamos interesados en construir un precondicionador M que sea sparse Y Si-
métrico tal que el coste de aplicarlo en una iteracion de CG sea el mismo que el de
realizar un producto de la matriz A por un vector. Es decir el numero de entradas
no nulas de M debe ser muy cercano al nimero de no nulos de la matriz A.

Por lo regular la inversa de una matriz sparse es densa. Sin embargo, es frecuente
que las entradas de dicha inversa sean pequefias en valor absoluto. Por lo que es
posible encontrar una matriz sparse M que sea una buena aproximacién a A ! si
se eligen adecuadamente las “entradas grandes o relevantes”. Se han desarrollado
varias técnicas que estan encaminadas a obtener en forma dinamica las posiciones
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de las “entradas mas relevantes” de A~!, ver por ejemplo Chow y Saad (1998),
Benzi y Tima (1999), Grote y Huckle (1997) y Montero et al. (2002). En particular,
hemos considerado las propuestas de estas dos ultimas referencias.

Especialmente para las matrices simétricas definidas positivas, no solamente se
deben buscar las “entradas relevantes” de A ~1, sino también aquellas que hagan que
el precondicionador M sea SDP. Puesto que es frecuente encontrarse que al generar
una inversa aproximada de una matriz simétrica definida positiva, ésta no sea simé-
trica y por tanto no se puede usar como precondicionador en gradientes conjugados.
Se han propuesto diferentes precondicionadores para matrices SDP, por ejemplo: la
inversa aproximada sparse factorizada (FSAI) desarrollada por Kolotilina 'y Yere-
min (1993), la inversa aproximada sparse factorizada (AINV) de Benzi, Meyer y
Tlma (1996) y su version estabilizada (SAINV) de Benzi et al. (2000). Todas ellas
pertenecen al grupo de 1A obtenidas mediante dos 0 mas matrices. Por su parte,
para los precondiconadores explicitos construidos con una sola matriz, como las
SPAIs de Grote y Huckle (1997) y de Montero et al. (2002) en donde el patron de
sparsidad es dinamico, no se ha desarrollado una version para matrices SDP. Para
el caso en donde el patrén de sparsidad esta prescrito ver Carpentieri, Duff, Giraud
y Magolu (2004).

Finalmente, se conoce que la fase de construccién de las SPAIs se caracteriza
por ser relativamente costosa, pero se gana en robustez y sobre todo, el coste en la
fase de aplicacion puede ser menor que el de otros precondicionadores implicitos
por la propiedad de paralelismo masivo. Esto resulta ser muy atractivo para los
problemas transitorios como se verifica en nuestros experimentos numéricos.

En este capitulo se plantea un algoritmo para construir una inversa aproxima-
da sparse simétrica (SSPAI) basada en la SPAI de Montero et al. (2002). Estamos
interesados en resolver los sistemas (2.17) con multiples vectores independientes,
donde «(A) sea relativamente grande. En el apartado 5.3 proponemos diversas es-
trategias para generar un precondicionador simétrico hasta conseguir el algoritmo
de la SSPALI. La efectividad o calidad de las inversa aproximadas la ilustramos me-
diante diferentes sistemas SDP asociados a problemas 2D y 3D, incluyendo la de-
formacion de una laja elastica, un problema de calor libre en un dominio cuadrado,
la simulacion del campo de viento en la isla de Gran Canaria y los filtros de carbon
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activo, ver apartado 5.4. Ademas, para complementar nuestro analisis comparamos
los resultados numéricos (de los problemas de conveccion-difusion transitorios) con
la familia de factorizaciones incompletas de Cholesky de umbral descritas en el ca-
pitulo anterior.

A continuacion exponemos las ideas de los métodos de minimizacion en la nor-
ma de Frobenius y se obtienen las férmulas necesarias para construir las IA pro-
puestas.

5.2. Técnicas de minimizacion en la norma de Frobe-
nius y expresion explicita para la SPAI simétrica

Existen varias técnicas para crear un precondicionador explicito que se ba-
san en la minimizacién en la norma de Frobenius (Cosgrove et al. 1992, Grote y
Huckle 1997, Gould y Scott 1998, Montero et al. 2002). El propdsito de éstas es
construir una matriz M, en este caso por la derecha, tal que satisfaga el problema
de minimizacidn restringido al subespacio de matrices sparse .7 (C .#x(R)):

min [|[AM — I||g, (5.1)
Mes

donde I es la matriz identidad, A es una matriz no simétricay || - | » denota la norma
de Frobenius definida por ||A]|% = (A, A)r con (A, B)r = tr(AB”). Esta norma
tiene la virtud de satisfacer la propiedad

N
IAM =T = ) [[Amy, — ex3, (5.2)
k=1
con my Yy e, las k-ésimas columnas de M vy I, respectivamente. Asi, basta con
resolver en forma independiente /V problemas de minimos cuadrados para encontrar
la solucidn de (5.1). De esa manera, las columnas de la inversa aproximada sparse
M pueden calcularse y aplicarse en paralelo.

Notemos que el subespacio de restricciones . determina la sparsidad de M fil-
trando las entradas de A ~! que contribuyen poco a la calidad del precondicionador.
En general es dificil conocer las posiciones de la inversa donde las entradas tienen
valores relevantes. Si por ejemplo, se utiliza el mismo patrén de sparsidad que el
de la matriz A no siempre se produce un buen precondicionador (ver Benzi 2002).
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Existen otros casos en donde una IA con un patrén de sparsidad estatico funciona
adecuadamente. Sin embargo la sparsidad de M depende las caracteristicas del pro-
blema al cual esté asociado la matriz A (ver Carpentieri, Duff y Giraud 2000). Por
ello, preferimos buscar el patron de sparsidad adaptativamente (dindAmicamente)
como lo realizan los algoritmos de Montero et al. (2002) y Grote y Huckle (1997).
El inconveniente de estas técnicas es no producir una inversa aproximada simétri-
ca, aunque la matriz A lo sea. Esto obstaculiza el uso de los métodos iterativos
disefiados para resolver sistemas simetricos, como PCG.

Nuestro objetivo es construir una inversa aproximada sparse simétrica basada
en los métodos de minimizacién en la norma de Frobenius buscando un patron de
sparsidad dinamicamente. Para ello, nos apoyamos en la inversa aproximada sparse
de Montero et al. (2002) y la SPAI de Grote y Huckle (1997) como se muestra en el
apartado 5.3. Por la importancia de ambos algoritmos, los describimos brevemente.

5.2.1. Precondicionadores tipo SPAI

En general una inversa aproximada sparse (SPAI) se construyen columna a co-
lumna en forma iterativa. El proceso iterativo en cada columna k esta formado por
las siguientes etapas:

Primera etapa. Definir el conjunto de indices de entradas candidatas a
entrar en el patron de sparsidad de M.
Segunda etapa. Elegir el o los indices 6ptimos.

Tercera etapa. Actualizar my, y evaluar ||Am;, — e;]|3.

Estas etapas se repiten hasta conseguir la convergencia || Am; —ey|| < € o alcanzar
el nimero maximo de llenado 7.

En la primera etapa de la SPAI, tanto de Montero et al. (2002) como de Grote
y Huckle (1997), se define el conjunto de entradas candidatas .7 de la columna my,
mediante el siguiente criterio: seanr = Am, —e;, el residuo de la k-ésima columna
eZ ={ie{1,2,..., N}ry # 0} el conjunto de indices de las entradas no nulas en
r.SiL={le{1,2,..., N}|lmy # 0}, entonces la nueva entrada candidata se busca
en J = {j € La;; # 0,Vi € T}, donde L es el complemento del conjunto L.
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Observemos que las unicas entradas consideradas en m;, son aquellas que afectan
las entradas no nulas de r.

En la segunda etapa del algoritmo de Montero et al. (2002) se utiliza una formula
acumulativa para ver qué entrada candidata es la 6ptima. Esto es, para cada entrada
candidata j € J se asume que j = i, es la entrada no nula actual de m;,. Entonces
se admite que la sparsidad de my, es LU{j} = {i1,42, ..., 7, } y Se evalla la siguiente
relacion:

p
[det(Dy)]
2 l
HAmk_ekHZ Zdet Gl 1 det(G) (53)

donde det(Gy) = 1y G es la matriz de Gram de las columnas i1, s, ..., 4, de la
matriz A con respecto al producto interior euclidiano, D; se calcula sustituyendo la

ultima fila de la matriz G; por a;, , @iy, ..., axi,, CON' 1 < 1 < p, ver teorema 3.1 de
Montero et al. (2002).

Se inicia con el precondicionador diagonal éptimo
Parak=1: N
Mientras ||Amy, — eg|l2 > €y p < ny hacer
Calcularr = Amy, — e,
DefinirZ,Ly J
Vj € J calcular ||[Amy, — ey ||% usando (5.3)
Para j;, 6ptima actualizar my, y ||Amy, — e||3 usando (5.4) y (5.3)
Terminar
Terminar

Figura 5.1: Algoritmo de la SPAI de Montero, Gonzéalez, Florez, Garcia y Suarez

Posteriormente, se selecciona el indice dptimo 5, que minimiza ||Am;, — e ||2.
En la tercera etapa se actualiza my, para j, = 4, con la expresion

p
det Dl ~
5.4
Z det(G)_1 det(G )ml (5.4)

donde m; es un vector que se obtiene evaluando el determinante correspondiente
que resulta de reemplazar la ultima fila de det(G;) por e;, con 1 < h < p, ver
teorema 3.1 de Montero et al. (2002). Los aspectos tedricos y computacionales se
analizan en Montero et al. (2002) y Vazquez (2003). Dicho algoritmo se presenta
en lafigura 5.1.
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Por su parte, en la segunda etapa del algoritmo de Grote y Huckle (1997) se
propone una forma barata de seleccionar la entrada que minimiza || Amy, — ey ||>. Se
resuelve para cada j € 7 el problema de minimizacion unidimensional

min v+ 115 Ae|l2,
J

-, T . .
cuya solucion es 1, = —ﬁ. O sea, para cada j se calcula la norma de p; del
12

nuevo residuo r + y;Ae;:

(I'TAAEJ')2

. (5.5)
|Ae; |3

2 2
o= Il -
Después, se seleccionan los s indices de las entradas con las p; mas pequefias.
Para los nuevos indices Optimos (tercera etapa) se establece un nuevo problema de
minimos cuadrados que se resuelve mediante una descomposicion QR, ver detalles
en Grote y Huckle (1997). Tal algoritmo se presenta en la figura 5.2.

Parak=1: N
Elegir una sparsidad inicial 7y definir Zy £
Calcular la descomposicion QR de A = A(Z, 7)
yr = Amy — 6, con iy = R1Q7é},
Mientras ||r||2 > €y p < ny hacer
DefinirZ, Ly J
Vj € J calcular p; con (5.5), y elegir s indices con las p; mas pequefas
Determinar los nuevos Zy J
Actualizar la descomposicién QR de A(ZUZ,J UJ)y
calcular my, y ||r|| = [|[Amy, —ey|oparaZ =ZUZ,J =JUJT
Terminar
Terminar

Figura 5.2: Algoritmo de la SPAI de Grote y Huckle

Cabe sefalar que la estrategia iterativa en la SPAI puede iniciar con alguna es-
tructura predeterminada del precondicionador o con el diagonal 6ptimo:

. an a2 aNN
dia, ( , - ) 5.6
S\ [Ae TAelE " TAex ] (8)
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5.2.2. Expresion explicita para la inversa aproximada sparse
simétrica

Estamos interesados en encontrar expresiones similares a las identidades (5.3)
y (5.4) para construir una inversa aproximada simétrica. Esto es, relaciones para
actualizar los valores de ||Am; — e;||3 y my, si Unicamente se eligen las entradas
de la triangular inferior porque las entradas de la triangular superior se fijan por
simetria. Con este fin, en este apartado y en el siguiente emplearemos las ideas y
notacion que a continuacion se detallan.

De la propiedad (5.2) se verifica que la norma de Frobenius satisface la relacion

N
IAM — 1|7 = > [|AM; — E;7, (5.7)

j=1
donde las M ; son matrices cuyos unicos no nulos estan en la j-ésima columnay E; ;
es la matriz de dimension N x N cuya Unica entrada no nula es e;; = 1. Escribimos
a M; como M¥ + MY donde los no nulos de las matrices M y MY estan en la
triangular inferior (incluyendo la diagonal) y la triangular superior, respectivamente.

Definimos por . a un subespacio de . (R) formado por matrices simétricas
y a.; un subespacio de .# constituido por matrices cuyas Unicas entradas no nulas
estan en la j-ésima columna. A suvez .; = ./} @ ", donde los no nulos de las
matrices en los subespacios YJL y ,Yg-U estan en la triangular inferior (incluyendo la
diagonal) y la triangular superior, respectivamente.

La idea es encontrar la matriz simétrica que sea solucion del problema (5.1). Si
utilizamos la propiedad (5.7) y la notacion de los dos parrafos anteriores podemos
reescribir el problema de minimizacion (5.1) como

N
i |[AM — I3 = { AMY + AMY — E, ;I3 5.8
min | = win, ; IAM} + AM} — B[, (58)
donde las variables de disefio independientes son ML ML ... MKk y las depen-
dientes debido al acoplamiento por simetria son MY MY, ... M. Notemos que

MY depende solamente de las matrices M|, M7, ..., M} .
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El acoplamiento entre las variables MJL y Mgf rompe la idea de separar el pro-
blema (5.8) en N problemas independientes. Debido a que el objetivo principal es
encontrar una aproximacion a la inversa de la matriz original A y no la inversa exac-
ta A~!, proponemos construir una inversa aproximada simétrica M iterativamente
columna a columna, aunque se pierda la independencia del calculo entre columnas
y no se encuentre el éptimo que satisface (5.8). Esto es, vamos a resolver los N
problemas que estan del lado derecho de la relacion

N
n |[AM — I||7 ~ i ||[AMY + AM?Y — E, |2 _
Ty, I 2\, IAM] + AM}Y —Ejjl7,  (59)
donde cada M esta predeterminada por simetria (depende de MY'”*, ..., M%)

Nuestro objetivo es encontrar una formula explicita mediante la teoria de aproxima-
cién en espacios prehilbertianos para

M%E — are min ||AME + AM®Y —E. || ».
7 gMJLGJ(’jL H J J .77.]HF

De esa manera la inversa aproximada M que construimos satisface que

N
M=) "M,
j=1

donde M9 = M* + M.

Para fijar la dimension de los subespacios de estudio, suponemos que la matriz
M? tiene p entradas no nulas, de las cuales ¢ estan en la triangular inferior. O sea,
las dimensiones de los subespacios .; y ij son p y ¢, respectivamente. Asi, el
problema de minimizacion del lado derecho de la relacién (5.9) se escribe como

min |AM] — Vi, jl[7 = [[AM}* = V7, (5.10)
Mje7;
donde Vj,j = Ej, j — AM}".

Finalmente, las expresiones eficientes y acumulativas para actualizar M?’L y
evaluar HAM?’L — V3, j]|% se presentan a través de los siguientes dos teoremas. Se
utiliza la misma teoria que en los resultados de Montero et al. (2002). El primero de
ellos muestra una férmula explicita para la solucion del problema (5.10) expresada
en una base ortogonal de A%L. El segundo generaliza dicha expresion para una
base arbitraria de ./".
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Teorema 5.1. Sean A una matriz SDP y .#; un subespacio de .# de dimension p
formado por matrices cuyas Unicas entradas no nulas estan en la j-ésima columna.
Se considera que ./; = ./} @ ./, donde los no nulos de las matrices en los
subespacios ij y ,Y;.U estan en la triangular inferior (incluyendo la diagonal) y la
triangular superior, respectivamente. Si {S;, ..., S,} con ¢ < p es unabase de ny
tal que {AS;,..., AS,} es una base ortogonal de A.#}. Entonces la soluci6n al
problema (5.10) es:

’, tr(AS)) — (AM}Y AS)p
M} = J S 5.11
f Z IAS/ ! (5.11)
. [tr(AS;) — (AM?Y AS)) p]?
IAMG = VilE = Vil =3 TASTE (512)

=1

Demostracion. La proyeccion ortogonal de V ; ; sobre AVJL es AM?’L . Entonces
la representacion de AM?’L por medio de la suma de Fourier de V ; relacionada a
la base ortonormal {AS,/||AS;||r}i_, es

q
Vi, AS)r
Aot = 5 Vo ASOr o 5.13
=2 Tas A8 613
Tomando en cuenta que la Unica columna no nula de la matriz AS; es la j-ésima
se deduce que (E; ;, AS;)p = tr(AS;). De esa forma (V, ;, AS))r = tr(AS;) —
<AM?’U, AS)) r. Al sustituir la ultima igualdad en la relacion (5.13) se concluye la

7.]7

ecuacion (5.11).
Por otro lado, dado que (AM}" — V,;, AS;)r = 0 paratoda S; € 7"y
Vj,j =Ej,j — AM}" se obtiene

[AME" = VlE = (V5 Vig)e — (AMG" By ) p + (AMGY, AMG) g,

Al sustituir larelacién (5.11) en la igualdad anterior se deriva la ecuacion (5.12).
O

Este teorema, ademés de establecer una formula acumulativa para calcular
|AM)* — V%, también propone una forma de actualizar la matriz M}"*. Por
esta razdn, resulta atractivo generalizar el teorema anterior a una base arbitraria del
subespacio ij COmo se muestra a continuacion.
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Teorema 5.2. Sean A una matriz SDP y .; un subespacio de .# de dimension p
formado por matrices cuyas Unicas entradas no nulas estan en la j-ésima columna.
Se considera que ./; = ./} @ ./, donde los no nulos de las matrices en los
subespacios .7 y ./ estan en la triangular inferior (incluyendo la diagonal) y
la triangular superior, respectivamente. Si {S;,...,S,} con ¢ < p es una base de
ij, entonces la solucién al problema (5.10) es:

< det(Dy) — det(H)) 5
=1 det(G;_1)det(Gy) Si (5.14)

<. [det(Dy) — det(H))]?
AMYE V2 = IViE - : l >13
H Y ],]”F H JJHF lzl det(Gl_l)det(GZ) ( )

L
M?’

donde, det(Gy) = 1y G, es la matriz de Gram del sistema {AS;, ..., AS;} con
respecto al producto interior de Frobenius, D; es la matriz que resulta de reem-
plazar la ultima fila de la matriz G, por tr(AS;), tr(AS,),...,tr(AS;), H; es la
matriz que resulta de reemplazar la Gltima fila de la matriz G; por v1,7v2 ..., ¥,
donde v, = (AM?’U, AS)r;y §l es la matriz obtenida al evaluar el determinante
simbdlico que resulta de reemplazar la dltima fila de det(G,) por S, S, ..., S;, con
1 <1 <q.

Demostracion. Al aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt a la base {AS,};, de
A} se obtiene la base ortogonal {Agl}?zl. En efecto, si denotamos por

(0551 5P te Qaqg
S = . . . ; apg = (ASh, ASp) F,
aa-1)1 Qg-1)2 0 Qa-1)
S, S, - S,
entonces
Q11 12 ce Q1
Vh <k, (ASh, AS,)p= ' ' ' =0
Ag—1)1 Hk-1)2 - OE-1k

ap1 Qp2 st Opi
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debido a que existen dos filas iguales. De esa forma, (Agh, A§k>F = (0 para toda
h < k.
Para normalizar la base ortogonal de A,V]-L tenemos que

IAS||% = (det(G1_1)AS,, AS)) p = det(G_)det(Gy), VI=1,2,....q.

(5.16)
Por su parte,
a1 12 T aqg
tr (Aél) - ' C | =det(D), Vi=1,..,q.
d(-1)1 Qa-12 0 Qu-1)
tr(AS;) tr(AS;) --- tr(AS))
(5.17)
También observemos que
an a2 T aqy
(AM)Y,AS))r = ' ' C | =det(H), Vi=1,..q.
aa-1)1 Qg-1)2 0 Qa-1)
M1 Y2 e n
(5.18)

donde v, = (AM}Y, AS)) .

Si aplicamos el teorema 5.1 a la base ortogonal {Agl}?zl de A} y consi-
deramos las relaciones (5.16), (5.17) y (5.18) se deducen las ecuaciones (5.14) y
(5.15). O

Notemos que las matrices GGy, D;, H; y §l dependen de la base del espacio ,VjL.
Si elegimos la base canonica se pueden simplificar los calculos como se expone a
continuacion.

Denotemos por K, KjL y KJU a los patrones de sparsidad de M?, M?’L y
M?U respectivamente. Notemos que K; = KjL U K]U. Supongamos que K]-L =
{(i1,7), (i2,4), -, (iq; J)} Y que el subespacio .7} esta generado por las base ca-
nonica {E; ;,...,E; ;},conj < i3 < iy < --- < iy < N. En este caso, la
j-ésima columna no nula de la matriz AE, ; coincide con la i-ésima de A, por lo
que V(i,5), (7, j) € K : (AE;;, AEy;)r = (Ae;, Aey),. Ademas se satisface
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que tr(AE; ;)

= a;. Al considerar lo anterior en el teorema 5.2 se obtiene que

las formulas (5.14) y (5.15) son validas y se cumple paratodo ! = 1,2,...,¢q que
v = <AM?’U7 AEil,j>F: Apr = <Ael-h, Aeik>2,
aq1 Qa2 ayy
a1 aqy
det(G;) = , det(Dy) = ;
aa-11 O@-1)2 Q(1-1)1
ap Qay
@iy @iy Ajiy
11 ang a1 012 gy
det(H,) = .S =
d-1)1 (-1 Q-1 Q@U-1)2 Q(1-1)1
T M E; j E;, ; 11,5
(5.19)

Observemos que el calculo del det(H,) es costoso porque se necesita realizar
una multiplicacion matriz-vector para cada ;. Debido a esto, hemos optado por no
incluir el det(H;) en las relaciones (5.14) y (5.15). Por tanto las férmulas que se
utilizan en nuestros experimentos NnuMéricos son

q
det D ~
M2~ ) S, 5.20
J Z det Gl 1 det(Gl) ( )
q
det Dl
AMYY — V. 12 ~ ||V, 5.21
” J .]7,7”F ” JHF Zdet Gl 1 det(Gl> ( )

De hecho, hemos verificado numéricamente que si la inversa aproximada simétrica
M_ satisface columna a columna las relaciones (5.20) y (5.21) y cumple que

— Vi le<e< 2

Vi

entonces para ¢, suficientemente pequenias, M tiende a A~

0,L
|AM;

Cabe indicar que la inversa aproximada mas simple que podemos obtener es
el precondicionador diagonal optimo (ecuacion (5.6)). Estas inversas son definidas
positivas para las matrices que estudiamos. Por otro lado, si ¢, — 0 entonces M
sera definida positiva (DP). Sin embargo para cualquier valor de ¢, dado, no po-
demos asegurar que la inversa aproximada obtenida sea DP. A pesar de ello, en
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todos nuestros resultados numéricos no hemos tenido problema al aplicar la inversa
aproximada M°.

5.3. Inversa aproximada sparse simétrica

En este apartado mostraremos cémo se construye la inversa aproximada spar-
se simétrica (SSPAI) para una matriz A SDP, tridiagonal por blogues. Debido a
que esto no es una tarea facil presentaremos diversas estrategias hasta obtener el
algoritmo de la SSPAI. Ademas indicaremos las ventajas e inconvenientes de cada
una de ellas. También, veremos que cada version de la inversa aproximada es una
modificacion necesaria para aumentar la calidad del precondicionador.

Como ya ha sido indicado, hemos considerado que la generacion de una SPAI
estd formada, para cada columna &, por tres etapas fundamentales. En la primera se
definen el conjunto de indices de entradas candidatas .7, y los conjuntos de indices
Zy L. Laeleccion de la o las entradas candidatas Optima se realiza en la segunda
etapa, ya sea mediante un problema de minimizacion unidimensional (5.5) o una
férmula acumulativa (5.3). Por ultimo, se actualiza el precondicionador m;, y se
calcula || Am;y, — e||3 empleando las formulas (5.4) y (5.3) 0 mediante la descom-
posicion QR.

Las inversas aproximadas sparse simétricas expuestas en este trabajo estan ba-
sada en la SPAI de Montero et al. (2002). Sin embargo, la forma en que se realiza la
busqueda del candidato Optimo es costosa con respecto a como se selecciona en el
algoritmo de Grote y Huckle (1997). Por ello, en todas las estrategias calculamos la
relacion (5.5) para cada entrada candidata j € 7 y seleccionamos los s indices con
las p; mas pequefias. Ademas, al igual que las SPAI, nuestros algoritmos pueden
iniciar con cualquier estructura del precondicionador, no obstante hemos preferido
iniciar en todos ellos con el precondicionador diagonal 6ptimo definido en (5.6).
Denotamos por M a la inversa aproximada de una matriz no simétrica construida
con las caracteristicas detalladas en este parrafo. A continuacion describimos cada
una de las estrategias.
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5.3.1. Estrategia 1: precondicionador parte-simétrica

Una primera idea intuitiva para construir un precondicionador simétrico es uti-
lizar la parte simétrica de la inversa aproximada M,
M + M7T

5

De esta forma conseguimos un precondicionador completamente paralelizable por

Msym—p = (522)

columnas. Desafortunadamente, con la estrategia 1 se pierde informacién de M y
por tanto se reduce la calidad del precondicionador M,,,_,. Esto es, se satisface
|AM —I||p < [|[AM,y,—, — I|| 7 debido a que M = argminpes ||[AM — 1| py
cualquier otra matriz proporciona una norma mayor.

Notemos que el valor de || AM,,,,,—, —I|| » no se puede calcular eficientemente.

5.3.2. Estrategia 2: precondicionador inferior

Buscamos entonces la construccion directa de la parte triangular inferior refor-
mulando el algoritmo de la estrategia 1. Es decir, se buscan las posiciones candidatas
Optimas por debajo de la diagonal en cada columna. La parte triangular superior se
genera por simetria. Notemos que es fundamental adecuar el calculo de m,, y de la
norma del residuo (5.3) de tal manera que Unicamente se consideren las entradas
de la triangular inferior. De ahi la importancia de obtener los resultados de los
teoremas 5.1y 5.2, asi como las formulas (5.20) y (5.21).

Supongamos que estamos calculando m%, sea r = Am{ — v, el residuo en la
k-ésima columna, donde v, = e, — AmY. Para la primera etapa de construccion
de la inversa aproximada definimos los siguientes conjuntos de indices:

Tofic{kk+1,.. NYru£0}, L£={¢€{kk+1, . N}my 0},
J = {] < ,Cc|(lij 7& O,VZ € I},
(5.23)

donde £¢ = {l € {k,k+ 1,...,N}|lmy = 0} es el complemento de L. Obser-
vemos que el conjunto 7 de indices de entradas candidatas es un subconjunto de
{k,k + 1,..., N}, es decir, son posiciones que estan debajo de la entrada m;. En
la segunda etapa, se calcula la relacion (5.5) para cada entrada candidata j € J y
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se seleccionan los s indices con las p; més pequefias. Por Gltimo, se actualiza m} y
|AmE —v, ||, para las s entradas candidatas 6ptimas: asumimos que el subconjunto
L = {iy,1s,...,7,} €S N0 vacio, con ¢ el numero actual de entradas no nulas de la
parte triangular inferior de my. Luego, de (5.20) y (5.21) se calcula para cada uno
de los s indices 6ptimos

q
[det(Dy)]
L l ~
= 5.24
my, Z det Gl 1 det(Gl)m ( )
q
det D

donde det(Gy) = 1, det(G,) y det(D;) estan definidos en (5.19). Ademas, cada
vector my, Se obtiene al evaluar el determinante simbolico que resulta de reemplazar
la Gltima fila de det(G;) por e;,,e;,,...,e;,, 1 < [ < q¢. La figura 5.3 muestra el
algoritmo para la IA de la estrategia 2, denotada por M,,,, .

Se inicia con el precondicionador diagonal 6ptimo
Parak=1: N
Mientras [|AmE — vi|l2 > ey p < ny hacer
Calcular r = Am! — v,
Definir Z, £ y J usando (5.23)
Vj € J calcular p; con (5.5), y elegir s indices con las p; mas pequefias
V;j 6ptima actualizar mf y || Amf — v,||3 usando (5.24) y (5.25)
Terminar
Calcular [mf]7
Terminar

Figura 5.3: Algoritmo para construir M,,,,,, estrategia 2

Esta inversa aproximada simétrica gana ligeramente en calidad con respecto a
la generada con la estrategia 1. Sin embargo, es méas costosa la fase de creacion
de M., Y Se pierde la propiedad de paralelismo masivo. Al comparar la entradas
significativas de ambos precondicionadores se observa que M,,,, no incluye algu-
nas entradas significativas que aparecen en la triangular superior de M,,,,_,. Esta
pérdida de entradas significativas en la triangular superior de M,,,, provoca que la
calidad de la inversa no sea tan buena. Una alternativa para mejorar esta deficiencia
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es realizar un doble proceso: hacia adelante por la triangular inferior y hacia atras
por la triangular superior, lo que ocasiona doble coste computacional.

5.3.3. Estrategia 3: precondicionador inferior-superior

Nuestra propuesta para mejorar la calidad de M,,,,, de tal forma que el coste
computacional no se dispare, consiste en realizar un barrido inicial comenzando con
el precondicionador diagonal 6ptimo y detectar las posiciones mas significativas de
cada columna situadas por encima de la diagonal. Esto es, para cada columna &:

(i) Secalcular = Amy — e.

(if) Se definen los conjuntosZ = {i € {1,..., N}ry #0}, L={l € {1,...,N}|
myk 7& O} yj = {] € £c|az~j 7& O,VZ S I}

(iii) Se seleccionan los ¢ indices con las p; mas pequefias, es decir {ji, jo, ..., ji} C
J.

(iv) Del conjunto {7, j2,...,J:} de indices optimos se eligen las posiciones que
estan por encima de la diagonal.

(v) Se fija (por simetria) cada una de las posiciones (k,j;) donde j, < kyl €
{1,2,...,t} , 0 sea se actualiza el patron de sparsidad de la j;-ésima columna
Kj = K; U {(k7]l)}

Determinado el nuevo patron de sparsidad & comenzamos a construir la inversa
aproximada simétrica. El proceso del calculo de valores de la IA se realiza por co-
lumnas, llenando previamente la diagonal y las posiciones que se han fijado. Luego
se afiaden las entradas que sean necesarias hasta satisfacer || Am’ — v4||» < e o el
nimero maximo de llenado n;. Por Gltimo se transpone la columna mZ. El algorit-
mo de la estrategia 3 se presenta en la figura 5.4 y la A es denotada por M,y

La estrategia 3 mejora relativamente la calidad del precondicionador. Sin em-
bargo, sigue siendo no paralelizable.
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Se inicia con el precondicionador diagonal 6ptimo
Parak=1: N
Calcular r = Amy, — ey,
Definir Z, £ y J usando (ii)
Vj € J calcular p; con (5.5), y elegir ¢ indices con las p; mas pequefas
Fijar las posiciones {(k,7;) |1 < k,l € {1,2,...,t}}
Terminar
Parak=1: N
Para cada posicion fijada calcular mf y || AmE — v ||2 usando (5.24) y (5.25)
Mientras [[Am{ — vi|l2 > ey p < ny hacer
Calcular r = Am! — vy,
Definir Z, L y 7 usando (5.23)
Vj € J calcular p; con 5.5, y elegir s indices con las p; mas pequefias
v optima actualizar m? y [|AmZ — v ||3 usando (5.24) y (5.25)
Terminar
Calcular [m5]7
Terminar

Figura 5.4: Algoritmo para construir M;,,,_,,, estrategia 3

5.3.4. Estrategia 4: precondicionador SSPAI

Para subsanar la no paralelizacion de M,,,,_.,, N0os basamos en las propiedades
de las matrices tridiagonales por bloques y el decaimiento de las entradas de su
inversa a medida que nos alejamos del bloque diagonal (Axelsson 1996). La idea
consiste en restringir el espacio de bldsqueda de cada columna para cada bloque.
Considerando lo anterior, se propone que el espacio de blsqueda para cada bloque
sea la “caja” formada por un bloque anterior y un bloque posterior al bloque en
estudio, ver figura 5.5. De esta forma se podrian paralelizar “cajas” cuyo solapes no
afecten el calculo de la IA. De hecho, esta técnica se puede generalizar para otro
tipo de “cajas”.

El algoritmo de la estrategia 4 comienza definiendo las “cajas” asociadas a cada
blogue. Diremos que una “caja” w inicia en A} y termina en hY, con hY la pri-
mera columna del bloque A, ,—1Y hy la dltima columna del bloque A, +1.4+1,
es decir, esta formada por el subconjunto {AnY, by, ..., h}} x {h¥, hy, ..., h}} C
{1,2,...,N} x {1,2,..., N}, ver figura 5.5. Si n;, es el namero de bloques, tendre-
mos el mismo ndmero de “cajas”.
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“Caja”w
w
hl
Aw—l,w—2 Aw—l,w—l Aw—l,w
Aw,wfl Aw,w Aw,w+1
Aw+1,w Aw+1,w+1 Aw+1,w+2
w
h
w w
Figura 5.5: La “caja” w asociada al bloque A, ,,
A1 Aip2 Ai1 Ao
Az Azo Aoy Az Ay i A3
Aszo | Az3 | A3z A3 A3z Azg
Aysz Aga  Ags Aysz TAs 4 Ayl
Asa[ Asss | Ase Asa Ass _Asns
Ags  Age A7 Ag5 | Age i Ae,7
A7re A7 A7e Atz
(@) (b)

Figura 5.6: “Cajas” asociadas a bloques: (a) pares y (b) impares.

La figura 5.6 muestra que las “cajas” de los bloques pares se solapan en un
bloque impar, al igual que las “cajas” impares en uno par. También es importan-
te enfatizar que el precondicionador se puede construir en paralelo gracias a que
los bloques de solape no intervienen en la generacion de M,,,, ., por bloques. Por
esta razon podemos construir un precondicionador en paralelo empleando n, /2 pro-
cesadores, ver algoritmo en la figura 5.8. La inversa aproximada sparse simétrica
generada con la estrategia 4 es denotada por SSPAI. Las figuras 5.7.ay 5.7.b esque-
matizan la construccion de la SSPAI para “cajas” impares y pares, respectivamente.
La figura 5.7.c muestra que la SSPAI mantiene la misma estructura tridiagonal por
bloques de A.

Observemos que la parelizacion de la SSPAI no es masiva. Sin embargo las
4 estrategias conservan la propiedad de paralelismo masivo en la aplicacion del
precondicionador.
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Mi;1 Mip
Mo 4 M2 Maj3
M3 3 Msy M32
My,3 Myys Myps
M5 5 M5 4
@ (b)
Mii1 Mg

M2 Mz2 My
Mso Mss Msy
Mys Mys Mys
M54 Msps
(©

Figura 5.7: SSPAI asociada a “cajas”: (a) impares, (b) pares y (c) totales.

5.3.5. Aspectos computacionales y tipos de almacenamiento

Al igual que en la referencia (Montero et al. 2002), empleamos el método de
Cholesky para obtener el det(G,;) y aprovechamos la descomposicion previa de
det(G;_1). Por lo que sélo realizamos la factorizacion de la ltima fila y colum-
na. También, utilizamos el hecho de que la Gltima incognita del sistema G,;d; =
(Ahiy s Ahigs -, agi,)* se@ igual al det(D;)/det(G;), de esa manera efectuamos Uni-
camente una sustitucion hacia adelante. Finalmente, para determinar el valor de m,
resolvemos el sistema G,v; = ¢;, donde m;,; = vy, (1 < h <1).

Por otro lado, se ha empleado para las 4 propuestas una modificacion del for-
mato Ellpack-Itpack para almacenar la IA por columna (MCEI), ver Saad (2003).
En dicho almacenamiento se emplea la matriz Q_mat (n, — 1, N) que guarda las
entradas no nulas de la IA para las N columnas. La matriz Q¥ i | _mat (n, — 1, N)
contiene el nimero de fila de las entradas no nulas de la IA, Qcol _vec(N) alma-
cena el nimero de entradas no nulas en cada columna sin los elementos diagonales
yendi ag_QV) estan los elementos diagonales.

5.4. EXperimentos numéricos

Nuestro interés en este apartado es mostrar la eficiencia de las cuatro inversas
aproximadas sparse simétricas descritas en el apartado anterior. Para ello, ilustra-
mos numéricamente las ventajas e inconvenientes de cada una de las estrategias. El
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Definicion de n, “cajas” : {h 1, hY, ..., h}”} x {hY,hY, ..., h}”} Yw=1,2,...,np
Se inicia con el precondicionador diagonal 6ptimo
Para w “cajas” impares, después pares
Para cada columna k£ de A, .
Calcularr = Amy, — e,
Definir T = {i € {M, hY, ..., b }|ri # 0}, L = {l € {h¥, hy, ... W} }]
mig 75 O}yj = {j S Ec/al-j #0,Vi GI}
Vj € J calcular p; con (5.5), y elegir ¢ indices con las p; mas pequefias
Fijar las posiciones {(k, j;)|71 < k,l € {1,2,...,t}}
Terminar
Termina
Para w “cajas” impares, después pares
Para cada columna k de A, .
Para cada posicion fijada calcular m¥ y || AmE — v |3 usando (5.24) y
(5.25)
Mientras [|AmE — vy |2 > ey p < ny hacer
Calcular r = Am! — v,
Definir 7 = {i € {k,k +1,..., K }rir, # 0},
L= {l € {k‘,k‘ + 1,...,h}”}|mlk 75 0} yJ = {j € EC/CLZ‘J‘ 75 0,Vi € I}
Vj € J calcular p; con (5.5), y elegir s indices con las p; mas pequefas
Vj 6ptima actualizar m’ y || AmZ — v |3 usando (5.24) y (5.25)
Terminar
Calcular [m£]T
Terminar
Terminar

Figura 5.8: Algoritmo de la SSPAI, estrategia 4.

apartado se divide en dos partes, en la primera presentamos ejemplos 2D y 3D para
verificar la efectividad esencialmente de las tres primeras estrategias. En la segunda
parte se utilizan los filtros de carbon activo descritos en la figura 4.8 y tabla 4.1
con el fin de revisar nuevamente la calidad de los precondicionadores simétricos
propuestos, pero ahora poniendo énfasis en la SSPAI, es decir la estrategia 4. Para
colocarlos en contexto, los resultados se comparan con los precondicionadores: dia-
gonal, diagonal 6ptimo y las FIC de umbral. Analogamente al capitulo anterior, en
las confrontaciones del coste computacional se toman en cuenta los requerimientos
de memoriay el tiempo de CPU.

Resumiendo, en el transcurso de este apartado analizamos los siguientes pre-
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condicionadores y parametros:
= M, inversa aproximada sparse para matriz no simétrica,
» M,,..—,, inversa aproximada simétrica calculada con la estrategia 1,
= M,,., inversa aproximada simétrica calculada con la estrategia 2,
» M,,,—up, INVersa aproximada simétrica calculada con la estrategia 3,
= SSPAI, inversa aproximada simétrica calculada con la estrategia 4,

= FIC(7), factorizacion incompleta de Cholesky de umbral descrita en el apar-
tado 4.2,

= FIC(c0), factorizacion incompleta de Cholesky sin llenado, detallada en el
apartado 4.3,

= ¢, tolerancia para la columna &,
= 1y, NUmero maximo de no nulos en la columna &,
= s, numero de indices candidatos 6ptimos,

= ¢, maximo numero de entradas significativas en la triangular superior,

7, umbral para las FIC.

Cabe sefialar que todos los experimentos numéricos se han realizado sobre un
procesador Itanium 2 (1.3GHz) de una HP rx5670. Los cédigos estan programados
en Fortran 90 con aritmética en doble precision y han sido compilados con la opcion

-tpp2.

5.4.1. Ejemplos generales de validacion

Como ya ha sido mencionado, en este subapartado se comparan las estrategias
1, 2 y 3. Para estos experimentos numéricos el criterio de parada del método PCG
es:  ||b— Ax*|| ) < tol, ||b]l,, con tol, = 1075,
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Ejemplo 1: deformacién de una laja elastica. En este problema se estudia la
deformacion de una laja elastica delgada sometida a dos cargas, una constante y otra
que varia linealmente, ver modelo completo en Suarez (1995). La discretizacion del
problema conduce a un sistema simétrico de 8 434 ecuaciones con nnz(A) = 33671
entradas no nulas.

Estrategial: M,y,,—p
€ | np| s t ITITZZ((A)) Its. P-time | Its-time | T-time | jaM -1z | |Ae-1|F
05| 5|5 0.39 | 468 | 23.209 | 0.371 | 23.580 445 44.2
04| 8 | 4 0.68 | 316 | 47.352 | 0.292 | 47.644 33.7 34.3
03|15 15 1.78 | 242 | 100.572 | 0.320 | 100.892 25.5 29.4
0.1 |50 |25 7.50 | 153 | 992.880 | 0.523 | 993.403 16.5 17.7
Estrategia2: M,
05| 5| 5 0.41 | 438 | 28.451 | 0.350 | 28.801 42.7
04| 8 | 4 0.71 | 323 | 50.307 | 0.304 | 50.611 34.1
03|15 15 1.88 | 274 | 99.528 | 0.374 | 99.902 31.8
0.1 |50 |25 6.38 | 269 | 542.042 | 0.809 | 542.851 24.3
Estrategia 3: M;oy—up
05| 5|5 | 3| 073 |321| 43.173 | 0.303 | 43.476 42,5
04| 8 | 4| 4| 1.07 |293 | 70436 | 0.315 | 70.751 41.9
03|15 |15 | 6 | 1.99 | 251 | 122,945 | 0.354 | 123.299 42.8
0.1|50|25|20| 6.38 | 165 | 531.866 | 0.494 | 532.360 64.9

Tabla 5.1: Resultados numéricos de las tres primeras estrategias para el problema
de elasticidad.

El nimero de condicion de la matriz es x(A) =~ 9.03 x 10*, por lo que es ne-
cesario acelerar la convergencia de CG. En la tabla 5.1 se presentan los resultados
numéricos al utilizar las estrategias 1, 2 y 3. En ésta y en las tablas restantes de
este capitulo se emplea Its. como abreviacion del nimero de iteraciones; P-time y
Its-time indican el tiempo de CPU (en segundos) al construir y aplicar el precondi-
cionador, respectivamente. Ademas, T-time es la suma de los dos tiempos anteriores.

Notemos de la tabla 5.1 que efectivamente || AM—I|| » < [|[AM,y,—,—1I||#; por
ejemplo para e = 0.3: ||[AM —I||p = 25.5y ||[AM,y,—p, — I||p = 29.4. También
se observa que, conforme crece el llenado en M,,,,_, el coste de su aplicacion
aumenta drasticamente con respecto a las inversas aproximadas de las estrategias 2

y 3.
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Por su parte, la estrategia 2 construye directamente una 1A simétricay el calculo
de ||AM,,,, —I||r es barato debido al empleo de la relacion (5.25). Sin embargo, al

comparar los resultados para e = 0.1 de M,,,,—, Y M., NOtamos que el precon-

dicionador construido por la segunda estrategia perdio calidad, aumento el nimero

de iteraciones (aunque el tiempo de construccidn, y por tanto, el tiempo total sean

menores). Para subsanar esta deficiencia incorporamos la informacion de la trian-

gular superior de A mediante el parametro ¢. La tabla 5.1 muestra como la calidad

del precondicionador aumenta cuando se utiliza el parametro ¢. Por ejemplo para
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Figura 5.9: Problema de elasticidad. Patrones de sparsidad de las matrices: (a) A 'y
(b) Myoy—up parae = 0.5, n;, = 5, s = 5y t = 3. Gréaficas de: (a) convergencia y
(b) iteraciones vs. its-time de M, vy

e = 0.1yt = 20 se obtiene el mismo orden de iteraciones que M,,,,_,, requiriendo

menor llenado y tiempo de CPU para aplicarlo. Sin embargo || AMsy—up — I|| 7 €S
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mucho mayor que ||AM,,,,—, — I||r, este problema se explica con detalle en el
ejemplo 2.

La figura 5.9 presenta los patrones de sparsidad, a la izquierda de la matriz A,y
a la derecha de la inversa aproximada utilizando la estrategia 3. Observemos que las
posiciones de las entradas no nulas de M,,,,_,, no coinciden con las de A, aunque
el primero tiene un menor nimero de entradas no nulas (73 %).

La figura 5.9.c muestra la suavidad de las graficas de convergencia de M.,
para diferentes valores de e. Con los pardmetros e = 0.5, n, = 1,s =1yt =1se
obtiene el precondicionador diagonal 6ptimo definido en (5.6). Es claro de la figura
5.9.d que Mp,—up CON € = 0.5 0 € = 0.4 supera al precondicionador diagonal.
Esto significa que si este problema (para e = 0.5) se resolviera mas de 314 veces en
un procesamiento secuencial seria mas eficiente que los otros precondicionadores,
puesto que n(0.303) + 43.173 < n(0.350) + 28.451.

Ejemplo 2: calor libre en un dominio cuadrado. Este es un problema de tras-
mision de calor sobre un dominio cuadrado 1, definido por la ecuacion —A(% +

‘327;‘) = f, con condiciones de contorno Dirichlet: © = u; eny = 0y = = 0,

u = up en z = 1; y condicion mixtaen y = 1: —A\%% = H(u — u.), donde A

es la conductividad térmica dada en [2%L], f representa las fuentes volumétricas

externas en [£<4!] y H es el coeficiente de conveccion en [25eL].

En nuestro experimento numérico se han considerado los siguientes valores:
A =107° f = 1, H = 20, y como condiciones de temperatura v; = 0.1, uy =
100 y us = 1000. En particular, se trabaja con un sistema simétrico de 16412
ecuaciones con nnz(A) = 48 783 entradas no nulas.

La tabla 5.2 muestra los resultados numeéricos utilizando las primeras tres estra-
tegias. Notemos que los valores de las normas |AM — I||r y [|[AMym—p — I||»
son practicamente iguales. De hecho, hemos analizado el precondicionador M y
hemos observado que es casi simétrico, esto por supuesto, rara vez ocurre. Por otro
lado, se verifica nuevamente que el parametro ¢ aumenta la calidad de M,,,, ., con
respecto a M,,,,. Sin embargo, un inconveniente de dicho parametro es que puede
fijar entradas en la triangular superior que al principio del proceso eran significativas
pero después, conforme se va construyendo la inversa, dejan de serlo. Eso provoca
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Estrategial: Myym—p
€ | ng | s t ITITZZ((A)) Its. P-time Its-time | T-time IAM—1|p | |Ae—I|p
05| 1 1 0.33 | 240 9.488 0.271 9.759 56.9 56.9
04| 6 3 0.83 | 182 | 78.350 0.277 78.627 49.8 47.8
03|10 | 5 1.00 | 150 | 111.911 0.250 112.161 36.5 36.5
02]20 | 5 3.55 97 | 737.799 0.307 738.106 24.6 24.7
0.1] 40| 15 7.30 69 | 2058.165 | 0.365 | 2058.530 17.2 18.1
Estrategia 2: My,
05| 1 1 0.33 | 240 | 39.723 0.272 39.995 56.9
04| 6 3 0.75 | 184 | 91.152 0.277 91.429 50.0
03|10 | 5 1.02 | 158 | 113.945 0.268 114.213 48.4
02]20 | 5 3.31 | 100 | 428.360 0.304 428.664 26.5
0.1 ] 40| 15 6.74 89 | 1114592 | 0.441 | 1115.033 26.5
Estrategia 3: Mjow—up
05| 1 111 0.33 | 240 | 34.446 0.273 34.719 56.9
04| 6 3|4 1.09 | 137 | 117.753 0.237 117.990 49.7
03|10 5| 6 1.83 | 111 | 188.572 0.239 188.811 54.8
02]|20| 5 |10 | 353 97 | 407.968 0.305 408.273 68.1
0.1]40 | 15|13 | 6.85 84 | 1091.307 | 0.419 | 1091.726 85.2

Tabla 5.2: Resultados numéricos de las tres primeras estrategias para el problema
de calor libre.

que ||[AM,,,—up — I||F crezca al disminuir ¢, y por tanto cause inestabilidad en el
precondicionador como se aprecia en las tablas 5.1 y 5.2. Observemos que conforme
e disminuye, los valores de las normas ||AM,,,,—, —I|| 7 ¥ ||AM,,, —I|| r también
decrecen.

Los patrones de sparsidad de las matrices A y M;,,,_,, S€ presentan en las
figuras 5.10.a 'y 5.10.b, respectivamente. En este caso el nimero de condicion x(A)
es 1.89 x 107, lo que provoca que el error residual disminuya lentamente, ver figura
5.10.c. Por ultimo, se necesitaria resolver 3177 veces el problema de calor libre
para que M;,,,—., con € = 0.4 fuera mas eficiente que los otros precondicionadores
usando un solo procesador, ver figura 5.10.d. Con este sistema pequefio se percibe
la necesidad de paralelizar el precondicionador.

Ejemplo 3: simulacion del campo de viento en la isla de Gran Canaria. En
este problema se realiza la simulacién numérica del campo de viento en la isla de
Gran Canaria (Islas Canarias), desarrollado por el grupo formado por las divisiones
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Figura 5.10: Problema de calor libre. Patrones de sparsidad de las matrices: (a) A 'y
(b) Mypy—up parae = 0.3, n, = 10, s = 5y t = 6. Gréaficas de: (c) convergencia y
(d) iteraciones vs. its-time de M,y

GANA y DDA del Instituto Universitario de Sistemas Inteligentes y Aplicaciones
Numeéricas en Ingenieria de la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.

El problema se plantea sobre un dominio de 16.5 km x9.5 km x7 km situado
en la zona noroeste de la isla de Gran Canaria. Se dispone de una digitalizacién
del terreno con una resolucién de 25 m x25 m y un error maximo de 5 m en la
cota. El fendmeno estd determinado por las leyes fisicas definidas para un fluido
incompresible (V - u = 0). Se impone la condicion de no permeabilidad (n - u =
0) sobre el terreno y la frontera superior del dominio; ademéas se asume que la
densidad del aire es constante en todo el dominio. De esta forma, se emplea un
modelo de masa consistente para diagnosticar los campos de velocidades de viento
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Figura 5.11: Problema de viento. Patrones de sparsidad de las matrices: (a) A y (b)
Mow—up parae = 0.5, n, = 8, s = 8y t = 1. Graficas de: (a) convergencia y (b)
iteraciones vs. its-time de M,y

a partir de un numero determinado de datos experimentales obtenidos de los mapas
de prevision que el Instituto Nacional de Meteorologia proporciona (ver Rodriguez
2004, Rodriguez, Montero, Montenegro, Escobar y Gonzalez-Yuste 2002, Montero
et al. 2005).

Después de realizar varios suavizados de una malla 3D (ver Escobar et al. 2003)
se obtiene un sistema simétrico de 63 746 ecuaciones con nnz(A) = 467 658 entra-
das no nulas. Los valores propios minimo y maximo de A son \,,;, = 2.04 x 1073
Y Mnae = 3.07 x 10%, respectivamente. Asi, el nimero de condicion ~(A) es
1.51 x 10°. La figura 5.11 muestra los patrones de sparsidad de las matrices A
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Y Mjow—up- La grafica 5.11.b muestra las posiciones de las entradas no nulas que
dan el mejor tiempo de CPU, ver figura 5.11.b.

De los problemas que hasta el momento se han presentado, el ejemplo del campo
de viento es el mas dificil de estudiar. Esto se debe a la sensibilidad de los parame-
tros €, ng, s y t. Basta con analizar la tabla 5.3 que resume los resultados de las
tres primeras estrategias y la grafica de convergencia de M;,,,_,,, figura 5.11.c. El
menor numero de iteraciones que se ha conseguido utilizando la estrategia 3 es de
348; si aumentamos el llenado se incrementa considerablemente el nimero de ite-
raciones. Por ello se requiere estabilizar el precondicionador inferior-superior. Para

Estrategial: Mgym—p
€ ng | s |t ITITZZ((A)) Its. P-time Its-time | T-time IAM—1|p | |Ae—I|p
05| 2 | 2 0.20 | 476 | 3306.897 | 4.043 | 3310.940 118 127
05| 8 | 8 0.23 | 448 | 3184.443 | 3.874 | 3188.317 113 126
044 | 14 | 14 0.33 | 411 | 6753.555 | 3.856 | 6757.411 100 112
039 | 16 | 16 0.43 | 380 | 8072.822 | 3.805 | 8076.627 935 105
Estrategia 2: My,

05| 2 | 2 0.18 | 485 | 2195.795 | 4.015 | 2199.810 120
05| 8 | 8 0.23 | 426 | 3303.595 | 3.682 | 3307.277 111
044 | 14 | 14 0.35 | 463 | 5517.662 | 4.368 | 5522.030 100
039 | 16 | 16 0.46 | 592 | 7152.059 | 5.997 | 7158.056 94

Estrategia 3: Mjow—up
05| 2 | 2 |1] 020 | 475 | 6894.014 | 4.006 | 6894.020 124
05| 8 | 8 |1]| 029 | 409 |9927.658 | 3.694 | 9931.352 111
044 | 14 | 14| 2| 065 | 373 | 15115.63 | 4.136 | 15119.77 116
039 |16 |16 | 2| 0.82 | 348 | 1676297 | 4.175 | 16767.15 114

Tabla 5.3: Problema de viento. Resultados de las tres primeras estrategias.

este ejemplo funciona mejor la estrategia 1, debido a que es mas barato construir y
aplicar My, .

5.4.2. Ejemplos de conveccion-difusion transitorios

En este subapartado se evalUa la eficiencia numérica de las 4 estrategias propues-
tas, poniendo énfasis en la SSPAI, a través de los problemas de conveccidn-difusion
transitorios.



