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INTHOTIUCCION

En 1894, lledeki.nd en su obra "Ube'r die Theorie der ganz.en

algebraischen Zuhlen", demuestra que el anillo A de los errtc-,

ros de un cuerpo K de númer-os es un Z�módulo libro. Por otra

parte Be sabe, que si: K es galo1.siana sobre Q, K posee una ba-

se normal sobre Q, es decir, es Q [G]-libre. Se presenta enton-

ces la cuestión de si en este caso también A es ZlG]-lib:re de

rango uno, es decir, de la existencia. de Ull8, base normal de

A sobre Z.

En 1897, Hilber"t c1emues·tra que si le es 'tilla extensión ga-

loisiana y abeliana de Q, y el grado de K sobre Q es primo con

el discriminante de K sobre Q, entonces A posee una Z-base

normal.

En 1916, Speiser considera tUl cuerpo de números K, exten-

sión galoisiana finita de un cuerpo de números }!', y demuestra

que si el anillo de los enteros B· de K posee una base normal

sobre el anillo de los enteros A de F, entonces K es modera-

damente r-amí.f'Lcada sobre F •.

}�zy N�ether, en 1931, [141 observa que esta propiedad es

válida en el caso local, y da para este caso una condición su-

ficiente, es decir, demuestra el Siguiente teorema: "Para cada



primo p' tal que p 110 divide al grado de K sohre 1�, exü:;te

una base no.rma'L 10ca111, y Ei.dmnás, It Si K es moderadamente rami-

ficacla SobI'8 Ji' � existe una base nor-na.L local para toclo primo

de Ji''',

El teorema de N6éther se generali2�a para un anillo A ele De­

dekin.d semi:....locé'� cualquiera, de la me,aner'a s:iJguiente: [121,
"Si� A es un arrí.Ll,o (le Dedekind semi-local, K su cuerpo de f'r-ae-.

ciones, L una extensi6n galoisiana finita de K, moderadamente

ramificada, B la clausura entera de A en L; si la caracterís­

tica de K no divide al orden del grupo de Galois G(L/K), B es

un A [Gl-módulo libre.
Si el anillo A no es semi-local - que es precisamente el

caso de Z, y por trultO de un cuerpo de números - la cuestión

se presenta mucho más dificil, y en general no está resuelta.

En el caso de ser el grupo de Galois G abeliano, y K un cuer­

po de números, se puede utilizar el teorema de Kronecker-Weber,

seg1ill el cual,((2] 0.8 y 2 5.':.6) cada extensión abeljjana finita

del cuerpo Q de los racionales es un cuerpo ciclot6mico, es de­

cir es un subcuer-po de un; cuerpo Q( �), donde 6 es una raiz

primitiva de la unidad, ya que la estructura,del anillo de los

enteros de estos cuerpos es completamente conocida.

Sin embargo,'Le9poldt en 1959, (53] hace notar que este né­

todo conduce a cálculos muy complicados 7/ a una extensa casuls-



tiJca, y haciendo uso de lOf:� car-actor-e s del grv_po de Galois de

la extonsión, da un teorOEl2u genoral de estructura del arrí.L'Lo A

de los enteros de UJl cuerpo de números K c orno Z [G] -módulo, cuan....

do K es ga.Lo í.eá ana y abeliana sobre Q y su grupo ele Galois Oi:3 G.

Demuestra que A posee una base normal aobr.....e Z si y s610 si K

es moder-adamerrte r-amí.f'Lcada sobre Q.

En 1962, Fro11li_ch [7] estudia el caso de las extensiones

de Kummer; sobre dominios de Dedeldnd y da oondiciones necesa­

rias y sufioientes para la existencia de base normal oomparan­

do el método que él utiliza con el de Leopoldt)haciendo notar

que la ventaja de que él goza es la de que el ouerpo base posee

tantas raices de la unidad como le sean necesarias, pero sin

embargo tiene el inconveniente de partir de un anillo que no

es.principal. Además resalta también el hecho de no poseer en

su caso un teorema de Lnmer-s í.ón análogo al de Kronecker-Weber.

St�endo en la línea de las extensiones K de Q finitas

galoisianas y abelianas, Ullom en 1969 [181, considera los

ideales de K que son G-módulos, siendo G el grupo de Galois

de K sobre Q, a los que denomina ideales ambiguos, estudia la

existencia de bases normales para 108 mismos dando una condi­

ción suficiente cuando la extensión es moderadamente ramifica-

da.

Pasando ahora a extensiones galoisianas no abelianas, se
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encuentra en 1968 un trabaj o de Iv1s,rtinet-Payan [11] q_ue estu-

día las bases del anillo de los enteros de las extensiones ga-

loisianas y no abelianas de los racionales,basado en otro tra-

bajo anterior de los mismos autores, 1967, [10) sobre las ex-

tensiones cúbicas no galoisiRuas de los racionales y su clausu-

ra galoisiana.

En 1969, l;Iartinet [12) generaliza este estudio al caso de

extensiones galoisianas de grupo de Galols diedral de orden 2p

p primo impar, y demuestra los siguientes teoremas:

1) " Sea A un anillo principal, X su cuerpo de' fracciones;

se supone que la característica de � no di�de 2p y que A/pA

es un cuerpo que posee p elementos. Si N es una extensión de

de grado 2p, galoisiana, no abeliana , de grupo de Galois �: ,

K un subcuerpo de grado p de N, k el subcuerpo cuadrático de N,

Ak , � ,� las clausu_ras enteras de A en k, K, N respecti_va-

mente. Entonces, si � y � poseen A-bases normales, � es

A [G J -libre�

2), u Sea N una extensi6n galoisiana, no abeliana, de grado

2p del cuerpo Q de los racionales, G su grupo de Galois, Z el

anillo de los enteros racionales, S una parte multiplicativa

-1
de Z que no contiene el cero, A el subanillo S Z de Q, B la

clausura entera de A en N. Se supone que N es moderadamente'

ramificada sobre Q. Entonces B es un A[G]-módulo libre".
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Es decir, en particuJ..ar de:nuGctra que a.í, N es una exten-

si6n de Q, galoL:üana de e1'uoo do Galois diodral de orden 2p
- -

(p primo impar) moderadamente ramificada, entonces el anillo

de los enteros de N posee una Z-base normal e

Todo lo dicho. hasta aquí, parece que induce a pensar, que

siempre que N fuera moderadamente ramificada sobre Q, podria

probarse la existencia de una base normal sobre Z del anillo

de los entevos de N, sin embargo, Martinet en 1971
) [1.3] I da un,

contraejemplo en el caso de las extensiones cuaternionianas.

En esta memoria, nos proponemos dar a.lguna contribución

al estudio de la aritmética de las ex.tensiones de cuerpos,de

números, galoisianas, no abelianas, cuyo grupo de Galois G

n
sea de uno de los tipos siguientes: diedral de orden 2p (p pri-

mo impar), diedral de orden 2pq (p,q primos impares).

En el primer capitulo se considera un tipo especial de

ideales llamados invariantes, y que coinciden con los que Ullom

llama ambiguos, en el caso de extensiones de Q diedrales de or-

den 2p, y se da una condición suficiente de existencia de ba-

ses normales para dichos ideales. El capítulo segundo está des-

tinado al estudio de ramificaciones y cálculo de discriminantes

en el caso 2pn. En los capítulos tercero y cuarto se estudia

el anillo de los enteros AN de la extensión N, considerado co­

mo A [G1-mÓdul o , siendo A el anillo de Dedekind sobre cuyo cuer-



po de frD.cciones X se c onrrt ruye la extensrí ón N de grupo de

G Lo
í G' 1 " 2pn,. d ]

-. �-[i OlS
'

e e or-oen y se 8.Il a .gl.L'Ylas c onu.í.c í.once sutí.c í.cn-.

tes para que An sea A[GJ -módulo libre .. En el capitulo quinto

se estudia la r2Juiftcación y se ca l.cu.Lan discriminantes en. el

caso de lila extensión diedral de orden 2pq, y se dan cilllilicio-

nes suficientes para que AH sea A[G]-proyactivo ..

l!'inalmente, quiero manifestar mi grati tud a todos cuarrtos

me han ayudado en la confección de esta memoria. A D. EnriqUe

Linés en primer lugar, por ser quien me introdujo en el estu-

dio de la Teoría de NUmeros y haber aceptado el dirigirmela;

a D. Rafael Mallol, Jefe del Departamento de Algebra de esta

Eacu'L tad, y a D. Tomás Montull , Director del Insti tuto Mara-

gall, por haberme brihdado la posibilidad de trabajo; y de una

manera muy especial a Dª. Pilar Bayer, por el ánimo que me ha

dado y las acertadas observaciones que me ha hecho durante la

redacción de la misma.
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BASES NOI:nD\.I.JJ�S J)ARA IDEALES Di[Vj\EIAWt'l�S

IN�:HOJjUCCION 0'- En este capftu.l,o se consideran en primer lu-

gar cuerpos K de númer-oe , extensiones galoisianas de Q de gru-

po de Galois G diedral de orden 2p ( P primo impar) , y se da

una condición de existencia de bases normales para los idea-

les invariantes de K, que son los que son G-mÓdulos.Puesto que

se impone la condición de que K ha de ser moderadamente rami-

ficada sobre Q, se estudian a continuación algunos casos en

los que dicha condición se cumple. Finalmente se considera la

existencia de bases normales para los ideales invariantes cuan-

do el cuerpo base es un cuerpo Qp completo respecto a una valo­

ración discreta y la extensión es también,galoisiana de grupo

de qalois diedral de orden 2p (p primo impar).

Para facilitar la lectura, se dan aJl principio sin demostra-

ción, las propiedades y definiciones más importantes que se uti-

lizarán a lo largo del capi.tulo, ya conocidas.

;h. PROPI:1'DADES GENERALES

Definición, .(1.1) • Un anillo de Dedekind es un anillo A con-

mutativo, noe thez-Lano , con elemento uná
ó

ad , errteramerrte C8rra- .

do y en el que todo ideal primo no nulo es maximal.



B d..fLA en cualcaücr exten::d6n fí.rrí ta 11 de su cuerpo de fre,ccio·-
--..., ..... -�...... J_ ""'_. ..- � _

Demostraci6n: [5] c.7 � 2, Cor.3 a Prop. 5.

Con la hipótesis de separable, se puede aplicar [17] C.I

gJ 4, Prop , 8.

DefinicJ-6n (1.4-,2: • Para cada ideal primo no nulo p de A, el

ideal

El entero

r .B_ se escribe de maner-a única en la forma:

p B, =TI '?' ej1I .�\p
e
l'

se denomina in.dice de ramificaci6n de
.

'tí
L \ x, •

1) primo

en la

extensión

El cuerpo B/11 es una extensión de grado finito de A/p •

El grado de esta extensión se denomina grado residual de q:J
en la extensión L I ()C. ,y se indica por 1'11 = LB/� :A/p J ·

TIefinición (1.52 • (6] • a») Se dice que L 1"" es totalmente

ramificada en un primo f de A si hay un sólo primo 1? de B

que divide a p , y fi) es igual a l.

b)Se dice que L \')C. es no ramificada en qJ de B, si e:p = l,y

B/'\1 es separable sobre A/p • Si L I')C. es no ramificada para

todos los primos tJ que dividen a p , se dice que es no rami-

ficada en p .



c ) Se dice que 11 I?(., G¡;l 1ilodorQd.�.lnC;l1te rarl:i.í'icada en 11 ' si

J3/� es nepctrable sobre A/p y la car8.ctori�:::;tica ele A/p no

divide a e

tf
· La extensi 611. IJ I -x:

te ramificada, si 10 es en todo idea1 prlmo no nulo de B.

se dice que es nloé.l.f:rndo.men·-

J?r:opoS�9;i 6n (1 e ,§l. � L I JG. �e .f¿l_oi si8�n�, p � 23E j.�

�� � A X (\J !:..� ��l .:e.?:"� � B .9...1)�� dj:y�.dn�.§: p ,1..2.§

enteros eti ' fiJ
, se tiene:

n =

donde n � � grado de L �obre X-,:L e P
el número .Q..g pri­

� de B .� divideE!!:. P o

Demostración: [17] C.l J '7 Cor a Prop.l9.

g. NOTACIONES Y DEFINICIONES.

Sea K una extensión galoi:siana de Q de grupo de Galois G(KIQ)
diedral de orden 2p,(p primo impar. Sea � el anillo de los en­

teros de K, es decir, la clausura entera de Z en K, q un primo

de Z. y q un ideal primo de � que divide a q�. Sean e y f

el indice de ramificación y el grado residual respectivamente

correspondientes a U1 . Se tiene 2p = efg, siendo g el número

de ideales primos de � que dividen a q�. Se indican por �
y Fq los cuerpos residuales de K y Q correspondientes a �
y q respectivamente. Puesto que Fq es finito, se sabe que �
es separable sobre F •

q



�.n:tci611 (2�!.1:-) • Un ideal fraccionario 01./ de K se denomt-.

na G-invariE�.nte, ° simplem,ente Lnvar-í ante -cuando no hay lugar

a ccnruaí.on- si es un G-mód"luo, es decir si es estable frente

a la acci6n de G.

DAf'
. � é ('2 2" TI''';¡' 1 J. i t

lYl .

d K di� _.;1;.nJ.c. ..!.._ )r:._�..:.!'-L" 11 auea anvar a11. e vv e se ce que

posee una base normaJ. sobre Z, si considerado como Z:(G]-m6du-

lo, 65 isomorfo a Z[G) .. Es decir, si existe un o:.E Q'Lttal que

es R =¿ a o( 0<») donde &6" E Z.., únicos.
,- Q€q crpara cada � E. O'v

Def.:h.n.ici�.( 2,. :2) .. Se dice' que ot considerado como Z [Gl-mó­

dulo es Z(Gl-debilmente proyectivo, si existe un Z-endomorfis­

mo f: Ol--� 01 tal que s: 6"""f ( <5""-J o<. ») ::: O<. para todo d. E: �
tS'"t;G

al. TEOREMA. DE EXISTENCIA.

E:-.:2posic!2.n (3.1)�. � K es moderadamente ramificada �obr.�

Q,� ideal invariante � �K � Z[Gl-debilmente proye��

tivo.

En efecto: Por ser K moderadamente ramificada sobre Q se

tiene TrK/Q (�r :::

TrK/Q( �»)= l. Sea f�
'51

Z por tanto, existe un 06 Ax tal que

el Z-endomorfismo de O\_., que consiste

en multiplicar por cada elemento de Qt. • Entonces

es TrK/Q( f� ) = Id. Este endomorfismo cum-

pIe la condición requerida- para que ot sea Z [aJ-debilmente pro-



yectivo�

El1 efecto: OG es Z-libre ya que por ser un ideal fracciona-

río de K es de generq.ci6n finita y por estar contenido en un

cuerpo e s libre de -l.iors:L6n .. Por ser Ot", Z-libre y Z [G1-debil­

mente proyectivo, es Z [G]-proyectivo. (rJ;S} (2,!J)).

PrOP<?,f3.:tqi6A, (b,ll:. � �E.. hip6t�� � (3�1), � es isomorfo

� Z [G1-�du1..2 � Z [GJ.

En efecto: En l121 se ha demostrado que es un Z[Gl-m6dulo li-

bre, y por ser K una extensión de Q es de rango uno ya que

Observaci6n (3 ...q) • Puesto que Z LG ]-proyectivo ea equivalen­

te a cohomologicamente trivial (15), la. proposición (3.2 r pue-.

de enunciarse también diciendo que si K es moderadamente rami-

ficada sobre Q,cada ideal invariante � de K es cohomologica-

mente trivial.

Sea �z la clase de todos los Z�1-m6dulos proyectivos de

generaci6n finita y Cf
Z

la clase de todos los Z (GJ-m6dulos

libres de generación finita. Es -r, e P
z

• Se sabe que se

define en q
Z

la siguiente relación de equivalencia:

El conjunt.o de las clases de Z lG1-m6dulos proyectivos respecto



a esta r-eLac.í.ón de equivalencia, C011 la oper-ac í.ón (lJ1,P2»)",,'_PIE.!:.;.P2
forman un grupo que se Lnd í oar-á por p( G) �

ideales del eubcucr-po real maxí.maf. del cuerpo de las raíces
-�- --- _......_-,-,-_ ......� .... - ......- -----_........�.- ....-_-- �- - __,..__...._

P-��� ,de .� �_�,?:�" Pi E..�r�enece !!: l-� c�a� O .�i s. .�q !rt:,

� z LG1-!:.Í:.1?r.�,,,
La demostraci6n,ha sido dada por Lee en [8J •

E2 � Galois G: diedral � .2rd.o� 2p (p primo impar r Elode.�§amen-

� del puer:P.2 ES � raices p-ésim_§Q de l-ª'�� � �,_e_n_t_o_n-

ces cada ideal invarian't.e ()L, � K p_o_s.ee � Z [G1-baa9 normal ..

En efecto: En virtud de (3.2) cada ideal invariante de av es

un m6dulo de generación finita z[G]-proyectivo, por tanto, si

el número de clases del subcuerpo real maximal del cuerpo de

las raiees p-ásimas de la unidad 6S uno, en virtud del isomon-

fiBmo establecido en (3.5)., p(G) consta. de un s610 elemento for-

mado por las clases de los Z(G]-módulos libres de generaci6n

fini ta, por tanto, cada ideal invariante de K es Z LG1-1ibre.
0, •

Por ser ()l¡ un ideal fraccionario de K, es dimz.� � 2p, ya que

existe un o<. é K ta.l que o{otc� y dimzAK::: 2p. Por tanto

(}t¡ es Z [GJ-libre de rango uno es decir OU es isomorfo co­

mo Z LG]-mÓdulo a. Z �].



l'l,o.t=_J..l�71 .. El número de clase;:;; del aubcue.rp o real maxf.ma'I.

de U11 cuerpo c í.cLo tómí.co no siempre es uno. Ea ta cuorrt í.ón ha

sido e�:¡tudiada por Ankeny-Chowla� Hanae en [1] ' donde se de-

muestra que si p = (2qn)
2

.J. 1 con q primo y n.?;-l en+ersa, es

primo, y H( p) er:l el número de claeas del cuerpo K == Q (Y> -+ .t;
-1

)'i� P -p

donde � es una raiz p-ésima de la unidad,entonc��s H(p) es roa-

yor que uno. En particular se sabe que esto ocurre para los si..-

guientea valores de p : 257, 401, 5:77, 1297, 1601, 2917, 3137,

4351, 7051, 8101 •

_1. CONDICIONES PARA QUE K SEA lVIODERADA1:í'ENTE RAl,IT:D'ICAJJA SOBRE Q.

Pro;poª-.�ci6n (4.1):. � q .E! primo de A_K .9.u� divide � q�.
§.f q -1 p y q I 2 � extensi6n K � moderadamente ramificada

flobre Q, � q .

Es consecuencia inmediata de la iguaJ.dad 2p = efg ..

Proposici6n i4.2) • � D � discriminante de K sobre Q. Si

D � impar Z D 1- O (mod p) 1& extensión K- es moderadamente ra-

mificada sobre Q.

En efecto: Un primo q de Q ramifica en K si y s610 si q di-

vide a D; puesto que los únicos primoa que pueden ramificar :..'

fuertemente en K son 2 o p, sólo en el caso en que 2 o p o aro-

boa dividan a. TI la extensi6n podrá ser no moderadamente rami-

ficada.

Proposipi6n (4,.Jl. Si K � moderadamente ra..mificad� sob� Q



es

En efecto: Seg k el subcuez-po de K extensi6n cuadrática de.) Q

y eea d el discrIminante de k sobre Q. K moder'adamen te ramifi-

cada sobre Q implica, K modor-adamerrte ramificada sobre k , y k

moderadamente ramif:Lcada Bobre Q .. Por ser k una extensi6n cua-

drática de Q, k X'ftrnifica moderadamente sobre Q si y 8.610 si

d. :::1 (mod 4). Por otra parte, se sabe que
P 2(p-l)':D = d f o • donde

f es un entero no nulo ( [12J Prop , 13, y 7, Cap .. IV) y por

tan.!-, o d
-

]. t' d 4)
.

11 D == f2(p-l}) ( d 4)• lo> = mo .. �mp ca. -_o mo.

5:. CASO EN QUE EL CTlli"'RPO BASE S:F� Q
- p •

Previo al estudio de los ideales invariantes, se presenta

la cuesti6n de la existencia de extensiones galoisianas de Q
p

de grupo de Galois diedral de orden 2p (p primo impar). Esta

se resuélve_�ediante el siguiente

Teorema (5.1) • � K � extensión �:1_oisiana -ª..� Q, � g.�-'

.E.2 de Galois diedral � orden 2p (p primo impar); sea. D � §l1!-
,

crimina�te � K sobre Q,d � �criminant� � la subextensipn

k �e K cuadrática sobre Q; par� 1E� Querp�� Qq tales sue q �

ple � � l.a§. dos condicionef2_ s:Lguientes:

existe una extensi6n e¿alois,iana � Qq de e;_rupo S!.� galois diedral

� orden 2p (p primo �npar) •



En efecto: S(:�a.n K. los completados de K por las va'Lor-ac í.ono a
J.

w. que prolongan a K 18, va.Lor-ac í.ón v de fí.rrí.da en Q por q. Si
a

e. y f. son, los incLices de r-anu f'Lc ac.í.ón y los grados refJidu;:�les
� �

corrcspondientes se tiene:

1) x. es una exten.si6n de Qq de grado lIi = e.f ...
J. J. l.

2) K es separable 13obre Qqi

3) Si D. es el grupo de descomposición de w. en G. la ex-ten-
J. J.

aión K. sobre Q es galois:i.ana de grupo de Galois D .•
:1. q 1

Por tanto, condición su..ficiente pa.re. que K. sea una exten-
3-

aión de Q galoisiana de grupo de Galois diedral de orden 2p,
p

p primo impar, es que el grupo de descomposición Di de wi coin­

cida con el grupo de Galois G. Puesto que el indice de D. en
l.

G es igual al número gq de ideales primos de � que dividen a

q, Di = G si y s6lo si existe un sólo primo � que divide a

q. Esta condición S6 cumple en los siguientes casos: [121

1) q = p, q divide a d, y entonces q� � � 2p

2) q 1= p, q no divide a d, q divide a D, q no descompnne

en � y entonces q� = qP
con lo cual queda demostrado el teorema.

Proposición (5.2). Si K � una extensión galoisiana fini�

� � cuerpo F complet2 respecto � � valoración discreta l

� � el anillo � � enteros � F, d:-_?' extensión K � mode_Ea­

-ª-amente ramificada.. sobre F §.i Y.. s61q_ & .91!;.� ideal invarj_an��

posee � � base normal.



del t(::)OI'Gr.18,

1.llla Z .� bn.se norDaJ. e

q o �

En efecto: Puesto que la. car8,cteristica del cuerpo resid.ual

8S q /: p, y el indice de rrunificéw'ión es e = p ,q no divi-

de a e � y por té':mto la extensión es moderadamerrte ramificada"

En virtud de la proposición (5 .. 2) en estas condiciones,cada. ideal

invariante posee una Z -base normal.
p
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CAP 1 TUL O 11

INTROlJUCCION.- En este capftu.lo se constdera. un anillo A de

Dedekind ele cuer-po ele fracciones X � y una extensión N de X,

ga.Lo í.s'í.ana , no abeliana de grupo de Galois G diedra.l de orden

2pn, p primo impar y n> 1. Se ea tudf.an 1&[1 ramificacion.es ele

N sobre el cuerpo cuadráti�o correspondiente k, y de N sobre

n
-

una subextensión K de grado p sobre � , c�lculando los dis-

criminantes respectivos. Como resultados previos s610 se inclui-

rán los que no figuran e� el Capitulo l.

l. NOTACIONES E HIPOTESIS PREVIAS.
-

Notaciones (;1.1»). A es un anillo de Dedekind, oc su cuerpo

de fracciones, p un número primo impar, N-una extensi6n galO�­

aiana de � , no abeliana, diedral de orden 2pn (n entero mayor

que uno) y G su grupo de Galois. La presentaci6n de G es:

n

G =(0,(;; o-P = 1
2

l.t =1 -1>"Lo?;, =6'"
•

y tiene loa siguientes subgrupos:

n. subgrupos cíclicos Hi �=o,1, ••• ,n-l, divisores normales de

G, generados por

n
p subgrupos de orden dos no divisores normales de G conjugados

del subgrupo g de G generado por �;



} r.
1"

d
.

1 l' b ·di d 1 �

ordn� 2pipara ca. a 1.= , ••• 1n- f J su gru.pol3 . (} ra os ae vJ,..t. con

j·�i::::Jl, no divisores norme.Les de. G, c on jugados del aubgr-upo d:L€:­
i.

dral h. [renerado TI o.r <"L 6" p >
:Lb s: , ,

Se indicará por ll: el suboucr'po de N fi j o por Ha, y por L. 108
l.

i . n-l
subcuer-pos de N fijos por H 1.=:1, .... ,n-2 .. H se indicará sir.J-

plel1wnte por H y el subcuer-po de N fijo correspondiente jPor Lo

El cuerpo L es una extensión galoisial1@' de J:.- , de grupo de Ga­

n-l
10ie diedral de orden 2p ; los cuerpos Li son extensiones ga-

Lofaí.anas de �.
, de grupo de GalbirJ diedral de orden 2p1 l.�:t� n�

, "

k es una subextensión de N cuadrática sobre ce
•

El subgrupo g se puede considerar como correspondiente a una.

.

n
euoextienaí.ón K de N de grado p sobre -;:c;. K no es galoisiana

sobra � , y los cuerpos conjugados de K corresponden a los

8ubgrupos de G conjugados de g por los automorfismos internos

de Q.• N es una extensión galoisiana de K de grado 2.,

Cada subgrupo h. se puede considerar como correspondiente a
lo

una subextensión Ki de :ti de grado pj ,. j-!-i=n, sobre x... Ki

no es galoisiana sobre � , y los cuerpoa conjugados de K� se

corresponden con los subgrupos conjugados de hi en G) por los

automorfismos internos de G. N es una extensi6n de K."galoisia-
lo

i
na de grupo de Galois diedral de orden 2p • Ki es pues un sub-

cuerpo de K y de todos 108 conjugados de K por los elementos

pi.del subgrupo de G generado por O •

Se indicará por � la clausura entera de A en N, y por �,



�, l\i' .AK ' �(i ' las

K. respectivamente.
lo

clausuras onter&s de A en k, L, J,. t K,
a

las siguientes hlpótesis:

a) la caracter1stica de � es distinta de p

b) los cuerpos residuales de A son perfectos;

H) p es inversible en A o pA es el producto de ideales maxi-

males. distintos.

2. PROPIEDADES GENERALES.
- .

Def1-E�ici611 (2.1 r' . Sea A un anillo de Dedekind de cuerpo de

fracciones X, y L una extensión galoisiana de � de grupo de

Galois G. Sea B la clausura entera de A en L, y 'ti un idea.l pri­

mo de B. El subgrupo de G definido por:

-

se denomíína el grupo de descomposici6n del primo V en la ex-

tensión L/o: •

Definición (2.22. El subgrupo Gi (�) ��-l definido por

Gi (�) = {I) E: G ; V x E:.� 6" (x);:: x (mod l' iH) }
se denomina el i-Eisimo grupo de 1'amificación. de G referido a iJ .

)?roposici6� (2.3). j;,oa Gjj('\) forman una sucesión decrecicn-

� 22.. subgrupos invariantes � Dq1 • � i suficientemente

grande � tiene Gi = Id, G
-1

= D't' J Go � el subgruJ2..Q.. de ?�ner-



" ¡',
;.,,'

c í.a de G.
-- --

Demostración: (17] Cap .. IV y 1, Prop s L •

H� :::: G.n Ho
l. :t

Demoe t r-ac í.ón r [17] CapoIV � 1. Prop .. 2 ..

pr�:h9.�.��j2(j51. El_ g_!JZ:D..Q. G,j G1 � Q1cli_QP....

Demostración: [171 Cap. IV S; 1. Cor.l a Prop ..7.

?r0'posicióp (2 .. 61. g_ SEG,o' rE.Gi ;r. r�Gi.J.l' jj�l, m-
-1 -1 i

toncas ar-s
"

r €. Gi.J.l _�j..JI�� �i. s € GI•
Demostración: [17] Cap.IV �1 Cor�l a Frop. 9.

Pro'posición (2.7)... Sea L � �tensi6n cic1ic?-_ <i�. x de gra-

12- p, p � ideal :primo ll2.. nul..2_ <?-.!L A totalmente ramificado m

L y � _El j..deal primo -ª-e � tal qu� .p = qJ () A .. � �...§... q_ue

p divide � pA s: CJJ}e e � ��onente de p ....!ill.. pA. EntQ:g.cel2...;

1 � t � [_E�__]p-l
t � 1!!!.. entero tal q:g.§L Gt (11 ),:-:1 Id. y Gt.J.l (tJ) = Id •

donde
- [x]

Demostraci6n: [10] Lema 111.1.

Prol?osici6n (2.8). Sea M.:>L?X-, M separable sobre L y de

grado finito n, :t.� e la clausura enter� de B en 111, si.!i! �

�C/B los discriminantes de B sobre A y
--- ,------------.._._

e sobre B �pectiv8Jo.ente, se tiene:

�C/A = (.�B/A):n�NL/tX, (�4 0/13) •



Demostración: [171 Cap III.<yt1, Prop.{)

]2ZS!J) (>'.f!.=l-�1Q�l_(3.� e Se a p :y';ll. lªs::� P�:�l:9;2 � A. I/X-

�.f2:!�� .�n. r �i s: .�lq f:'dj_ P !2.�, d:�,:{J§_� 8!: /�- ]3/11."
Demoa ur-ac í.ón r [171 CapoII! � 5 Cor.1 a Teoro 1 ..

es no ra-

f3F.Uª_2 �:i.c3:t:q;� E!! � EI};/�.2 P � A � 1J7 � .2.�onent�.s� r
en ...s. E/A. .§l� .=!:.�u�. E!;. (e-1) f sj_ s. sólo g� l� �teEs.i211 l/x.

es rnoderadmne.nte r-andfí.cada •
.,.._ -.._ ..�---- -- ---lI'Q-

Es consecuencia de L17] Cap III r 6 Pr-op , 13 y de ser
.

�B/A = NL/� (�B/A) Y Ni,/'X- (�) := p
f

donde � B/A
ea la diferente de la extensión L sobre Z

G

pe.fJp;i..ci��.J 2 .. 111. Sea V un espacio vectorial de dimensión

fini ta sobre 'X • Un sub-A-módul0 X que genera V y es de ti-

po finito sobre A 59 denomina una red de V sobre A.

Si A es un anillo principal, se puede d�finir la red X di-

ciendo que es un A-módulo libre de rango igual a la dimensión

de V sobre X •

Con la hipótesis de ser A principal� (lo que se puede conse­

. guir siempre localizando), se puede definir el discriminante

de la red de la sigluente manera:

Def:tnici6n �2 ...!?�. Sea. X una red de base {elP.,.,en} se

denomína discriminail.te de X respecto a. la forma. bilineal traza.

y se indica por �
X, T al idea.l principal generado por



22.

det. ( Tr (e.e.».
J.. J

.& O�2
X,T

ot, un ideal de A.
-...._.. ----

Domos traci6n: [17] Cap o 111 r 3.. eor a Prop. 5 ..

la subextensi6� 2}ta���-t� corre.s;p.0ndiente .. � p � _!deal .:e.r.l:.-

E!2 !!2 � � A ramific� � k, s. �
..:..2

= p . �tonces
-

p � � � .Eue.d.�, ;perm2�e:ceE �::lc..§: .E!imo. S!_ §demás P no

divide pá , p descompone � � � el J2_roducto de p ideales .-eri­

� distintos.

Demostración: [12] Prop.III.3.

Proposición (2.15). Si L/-x.. cumple las condici.2.:� de la pro-

posición (2,14), si además � �� :A � valoración discreta

1. gue cumpl.� J& hipótesis H, � �.E.!:

a) & p E:.2. divide a pA � � L/k= P
p-1

b) & � supone que. p divide §:. pA s. gue p
no ramifica

� k §.Q _:tiene � L;k
= ?2(P-1)

c)j & � �uEone g,ue p divide a pA, p rarr4J1ca. � k, ;¡_

5
(\ p-1 S'� P mayor Q ip;ual que ., � rv
L/R

==

P .!.1:_ p �



Dewostrr.:;,c:ión: [12] CeGor .. IIL.:L.

que A verifica 1,3. lüDóte�üs H�
_.....__.... -�- - --�.----

es la potoncia p-l de
- -- --�-� .--

un .!, (-)' ...... ....,] ('lE, A
- .-:: <:' ":-.;;:.. I' .:::::. •

Demostraci6n: 1).2] Teor .. 111 l.

ideales priEl_C?E. � �{ que dividen � -r o Entonces

('(1
•

1"':1.
�t.
11) N/K

los

� divisible ,p.0r � � 1.2!! li' � l. s610 E..?: F divide a.,
� khc. • 1. 2B 9.8_ii.!!. �� p610 � 1.2!! tí i divide 59- N/K·
Demostraci6n: [l2] Frop.IrI 5 •

.l. RAMIFICACION EN N. DE LOS IDEALES PRIMOS DE A

;Proposición (3 .11). � P � i_deal EF.Üno .!!2 � de A .9,'!.t?.

as divide � pA, ramificado .§:.!1.: k, s: � p � E-"ilE,2 � � t!:l
-2

.

n
9.}l� r � = p .. Entone.es, f � � �.' Q nroducto � p

:iJdealeel primo,!3, distintos.

Demostraci6n: Por inducción sobre �.

n=l, ea el caso estudiado en (2.14)

En virtud de la hipótesis de inducción es 'P � ::::tJ1 ....VpU-1•
Puesto que N/L es ciclica de orden p, para. cada primo \) de �



que diví.de a p s610 pueó en presentarse en 1...N, los caaos sj;gl;d.ontefJ:

1) r�'�i[,:-':: r�) (q_uccla primo)

2), � AN,:C:: 1)
P

3)" f1 AN � �l""G � P
•

Se ha. de probar La �.m:po8ib:iJlid,,;.d de 1) Y 2).

Imposibil:i.d¡::¡,d de 1). Obs6rvese en primer lugar que por ser

N galoisi::tlna sobre Xi t "todos los primos rri. de A_ que divi:-
y:L -lJ

den a un mismo primo p de � se c ompcr-bar-án a.L pasar lit �i de

la misma. manera en cuanto a la r-anrí.f'LcacLón ..

Sea D-
1J

el gru.po de descomposición de 11 en N. sobre

Puesto que en la descomposición de
n-1

p AN aparecen p
.

facto-

res primos dis"tintos, el orden de D')3 es 2p, y por tanto .DiJ
es un subgrupo de G diedral de orden 2p. Por permanecer �
primo en N, sobre L es R_l (� ): = H Y Ro ('\) = Id. Pero 11
ha ram:Lficado en N sobre -x, , y por tanto G

o (¡J ), I Id. Por

otra parte se tiene: Id = Ho(r� ) = Go(r-p ),nH , lo que implica

que G
o (11)j ha de ser un subgrupo de D - de orden 2. Puesto

11
que . Gó (�») es un divisor normal, de

contradicci6n.

D - f se ha llegado a una

-11

Obsérvese Que para probar esta imposibilidad no se ha utili-

zado en rrí.ngün momento la hipótesis de que "P", n.o divide a pA,

lo que significa que el razonamiento es también válido si.! p
divide a pA.

Imposibilidad de 2).
-2

P\:=IJ,
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implica, A - \'"\ 2p i\i 2p
F 'N

-

¡ 1
... "

r' n�l
p

• Para cada V i que divi-

de a P D�� es un 8ubg::C'I}.p o de ro cliedral de orden 2:p .. PorJ IJ

ser 01 orden de Go (r}1 i) Lgua.L a 2p en D- = G ('V i) . Puesto
'f.l¿ o

que � no divide a :pA la carp.cteristica de A/p �l por tanto

la de ft�/� jJ
es

ele- en tJ:iJ Elobre

distinta de p , y N es moder-adamerrte ramiflca.-

L, pues el índice de ramif'icactón de I1j ..

t 1.

en N sobre JJ es p. Se tiene pues, El ( ¡J i) :::: Id , Y por Der

-

Hl (1) i) = G1 (11 :L){1 H ha de ser G1C)J:iJ) �- Id 9 G1 (Pi) ha

de ser un subgrupo de D�� de orden dos, y esto último no es

posible ya que G1 (� i) es un divisor_normal de D
'f1¿

• Errtonce s ,

G1(lIi) == Id :Lmpl:iJca Go (11 i)/ G1 ("p i)
.�

Gl) ('\1 i_) .

y por tanto, por (2.5), Go( �i_) ha de ser un grupo o101ico,

10 que conxradice el hecho de ser diedral de orden 2p.

Proposici.ón (3. 2).. � P E:!!' ideal primo � nul o de A .9J;l-e
11;

divide E: pA, tota.lmente ramificado � U, � decir, p �� == 1f 2p •

-

� Gi la auce aí.ón. � �ru;pos � ramj,ficaci6n de G s. H:t_ la suce-

-

� de gruEos de ramilicación � H, correspond.i.§ntes � ¡J , i¡

el entero 'p'ara el cuai G,t � Id t GUl = Id , y_ t' el entero

;para el cual Ht,1 Id , Ht.'+l = Id. Entonces t'= "t'�l ,'if_ t

� � número impar.

En efecto: Puesto que N sobre x.. rarn.i:fica tota.lmente en ¡J
es Gi..l <1l ) == G Y Go('\1) = G. La característica de A/p es

p, ya que p divide a pA, y por ser 2pn, el indice de r8�fica­

c
í ón de 11, N no es moderada.mente ramificada sobre 'IG en, � ,



por tanto G (�¡ ) 1= Id y t � 18 Por ser F == G.n II y G. divi-
1 \. ... ,

lo lo J.

sor norma.l do G� ha de ser H. -- G.n H == H f.: Id si G .. 1- Id �
). J_ 1.

pues G. ha de ser 1..111 subgrupo c:[c:U.co de orden una potencia do p ,

J..

Por tanto H. ::: Id
J.;

si y 13610 Di G ..
== Id. Es decir

J..
t'= t.

Para probar que t es un númer-o impar, basrta aplicar (2�6) C011.

i
r = 6" P

, i ::: t • Las condiciones de"la pr-opo­

j
e í.c.í ón (266) se cump'Len; ya q_ue por ser G.. f. Id, existe un 6 p

a,

que pertenece a G. y no pertenece a Gi-l-10 Se tiene además
J.¡

1: ópj t. « -pj -2pj f Id tanto "pj -pj=0 , por '"tQ r, s: 1 G±-!.l
lo que impli_ca. 't,t 4 Gl es decir t es impar ..

El discriminan.te
-- ......._-

Demostración: Se procede por inducci6n sobre el exponente

n de p. Para n.= 1 es la proposici6n (2.16).

Puesto que N/L es galoisiana de grado p, y L/k es galoi';"

siana de grado
n-l

p ,en virtud de (2.8) se tiene:

�N/k
= ( �L/k)PN�/k( �N/L) •

En virtud de la hip6tesis de inducci6n es �L/k
= :J i-J. , por­

t'l-llto,
C'L

_
11 (p-l)p c. ( 1 ).'17"N/k

- J 1 NL/k( ,vN/L) •

Se trata pues de calcular NI/1\:( �N/L) • Para ello se estudia-
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- I

r�. el comportamiento en Ar- de lor:) primos p de A,y se pued.e- �

�JUpoller que A e� U.11 2Jlil10 de valoración diDcreta do tdeal 111a-

ximal p t distinguiendo los divor-aos casos SG''é�Úll la ramj..f·ica-

alón de P EHl H. Puesto que €lB galoisiana, 9j
/

es
N x_

un ideal de �T G-invariante, por tanto, si p-\:::� PIP 2

e a v- ( �";f/l )p.1
v h <;:

�.a�2....�)). Se supone que p no divide a pA. Si

en virtud de (3 .. 1) P no divide a 1"9-N/L .. Si

.:!., • �. Cl
P nava.ce a.' IV

1 /C/t;C

p no ', div'ide

8e�,:puéd� presentar dos casos según que p d.
. � 'í

ava.ca J.i

o que p no divida Ji o

ca8o�) plPA, P{ �k¡'X,.
Sea p un �deal de � tal que

, PJJI
P ,p�o Si P

no r8.ltli:fica en H,

p y '&-N/L son primos entre si:. Supóngase pues que p ra-

mifica en N, en virtud de las hip6tesis hechas sobre p'

p I �N/L· Sea �. un primo de � tal que IJ JPl\· Es rp�i= VI'·
Puesto que prpA,

es distinta de 1', Y N es moderadamente ramificada en tf
y por tanto la caracteristica de

sobre L. Se tiene pues: v

1 (�N/I) = l' - 1 • Puesto que

p1 � es v

'P (NLtk( �N/L)�p_i)fp gp
== (p_l)pn-l, y

v

P (NL/k( 9-N/L)) = (p-l)pn-l •

En virtud de (2.8) se tiene pues:

C'I ) ( )
n-l

v

p
(1\) N/k

::: P - 1 p •



Puesto quo

P)í pA,

-P\J1f fA�L

'1 \ ,·f14 J 1
•(' . ..., ,�o '1 ?)�C"��_, e» � l_ •

�,�---�-

y por trUl"to será

de la forma

i+jf n·�l (i, j f'L J os)

Si '? iAn no ramifica en AH' � i Y )d-N/L son primos entre

si e S:L ramifica lo hace total Y' moderadamente, por 'tarrto e

V1�� ( ��N/L) ::: p-1

(p_l)pn-( j.l-l)
y

,
.

.P n-u, J
ya que �F gp

::: p :p

Por tanto, en virtv.cl de (1) Be tiene:

por ser e
p

==
j

p •

v

p ('�N/k� ::: C _1)�11-(j�J�).1. (j) ( _"1)':::p r
. .vp 1 p P _lo

-

::: (-1 ) ,[ 11- ( j"¡"2) J. r (N)' -J,P P .i » . vp .../1'

o que p
divida a

Si P divide a pA puede ocurrir que p divida ,,8- k/�
no divida a . � k/-x. y en cada uno de ellos, que p
:J 1 o que p no divida a JI. Se tiene pues:

caso b.

caso b,l.l • p} pA,

SiL p � no ramifica en AN, no divide a .s-
N/L. Si;,.;ramifi,ca

. puede hacerlo no moderadamente. Sea 1P un primo de � tal que

111 p � y I'?� ::: pp. Pue
..st�\ :u�: 11 ha ramificado totalmente

en N/L ea v

l' (.\l-N/L) = (p'�n(��l)'siendo t el entero para el

cual HtC '\1) � Id y Ht+lCli) ::: Id. Teniendo en cuenta que A

verifica la hipótesis H, y que L es galoisiana sobre � , se

puede aplicar C2e7) con e=l y puesto que p�3 se tiene t:::l.



,)
¿_

EI2J pues (
(', .

)
2 ( p�l )

Vr� vN/L ::::

. e (11.-1Y por tanto v (¡- ) 2 1)--1 )1')
.

•

P
Il. N/k

==

��o"<.Ed:2" pi pA, r�1 '�/?L.' P /.)'1
}!a mismo r-az onamí.en.t o que en el caso fUlterior conduce a

v

�
( ,gÍ�/L)

¡J\ p�.

( p-]. ) ( t+1 ) r1.iendo II"J un primo de A-_ tRl cuc1� .L. ,t

Puee to que p 1 JI' 1" ha ramificado 0n � con

v

11
( P Jl-) =- p:L 1 « i � n��l, i fijo para todos los primos

de AL que dividen a F �, siendo p un primo de l1c que divi­

de a p�. Se puede pUGS aplicar �2,,7) con e=p:L y se tiene

para t la sigu,tente acotación: 1 � t « {pi+l/{P_l)] es de­

cir 1 � t��¿: pj .. Por tanto:

j�o .

v-p (NL/k� �N/L)) = (t4-1)(p-l)pJ j�i = n+-l

y como consecuencia:

de donde resulta:

caso b.2.1.

es un primo de

p \ pA,

Puesto que p I �k/-x_.
es

-\ tal que 111 P AL' que ramifica en AN ' se tendrá

.v 1i(�N;I) = (t·!·l)(p.-l) • Puesto que por hipótesis p no ha

ramificado en L/1<. se puede aplicar (2.7) con e==2 y se tiene



1 �{: t :f (2P/P-l] ,y puesto que t Of3 impar, será t::::l, o:L p /3,

y t:-..:l �.3 si p=3. En ambos cc,soo
r. •

t·e s U.U numero par y
.

eru. cn-

do en cuünta (3�1) resulta:

(\ n··,l
v- (N1!k(J"tl"N!'''» �= ('t.f..l)(p�].)p

P J. lJ

y por tanto:

Vp (NL/k( ,9-N/L», ::: 2(p_l)pn-l

'-r.- (1\1 ( � » - 2i( ).)-1 ).pn..-1.

P
..

L/k v

N/L
- i=1,2 8i p=3

resuJ_tanclo finalElellte:

v

p ('&-N/k)
v

P (�N/k) =:

)
n-l

::: (p-l p ejj »> 3

jj==o, 1 si p=3

pIPA, pl:J1 ·

Hazonand o :!igual que en el caeo anteriJor e s v

'fI
( s-N/L)= ( t-l-l ) (p-l ).:

donde \J es un primo de � tal que 'V I P A� Puesto que 11
ha ramificado en � con eP =pi la acotación de y vendrá da-

-

i..J.l]
(..

.

da por 1 6 t { [2P' / (p-l ) o sea. 1 f ·t � 2.z P
J

J=o
con la

condición además de ser t un número impar. Por tanto:

j+:iL :;: n-l

de donde re eul, ta:

j-!-:il. ::n-l t. impár

se tiene pues:



1:

,

¡, ,

l!: t � 2 L pJ'
J-: o

t == 1 (mod.2)

pi_l - 2Pj
-

-�=b
-

� L

En efecto: Si! p I;¡k/� y p}PA en virtud de (3ul) P{:;
y por tanto se tiene p . �r =�:••• V':n_.1 (puesto que 11
no puede permanecer primo)) que es la expr-ee

í ón dada con: i=Th'

entonC8B:

i-l-j = n

?I::; entonces por (3.1») pIPA
±-t--j == n l/...· -: (." � "

j )._ J -.... n �,J -e J. os •

que corresponden al caso b�2,,1 de (3 .. 4)., si j==l,Y al caso b.2.2
.

2
n

de (3.4) si j >1. En particular, si j=n ea f AH = �
p

-

y, la extensión N/'Z" es totalmente ramificada en r lO

,C o,r018.ri o (3. tU o �¡, =

Nx,

n

� P
rt 2(p-l)

N/k v-

En efecto: AplLcando (2.8) es:

y por tanto en virtud de (3.3»)



R.E2,1��Q Si e 2. 6E_J.!:l-_. 1. � � §c <:?:: p }22:.� .?:5l2!:'�1 :!2:�i.r�� �<? !]�1.2.1.2. de A , J: 1)'
l:g:f ��.;!: .E!;i.l�. !l2 ��;I. o 2· e � t�];, SE� 11 \ Ti " El.!.t_s>E...C�� , �.i qr
§.ivid� ,{)-jJ!K, , F ��i§:!2 �

k/X
•

En efecto: I)or ser K y k aubex'tene.í.onee de N linealmente di.8-

juntas sobre �:", si (w1,W2) es una A-base de �c' UJ1 y UJ2
son linealmente independientes sobre .AX4> IJocalizando en. 11 se

puede suponer l1c principal y si X es La red de N sobre K gene-

es ,&-
X, T

(W1, w2)
= �

R/ce �

su discl"imiIlc'1nte , en virtud de (15.1);rada por

donde ot es un ideal de

• Por (16.1) se verifica �X,T=
tanto �k/X � = �Ñ/K�. Por

-9-
k/X

�N/K

CJt.;2
N/tC

01:-
Es decir �N/K

P J '? ' �} <}N/K

o

di�vide • En consecuencia:

, •

I?_rimo, existe � ideal l?,rimo 11:L de � s: � sólo _q;l��, �"!'y.ic1e

! F Y.. �a1 s..�� 1> i divide � �N/K·

En efecto: En virtud de (3.5) si r\ S es
k/x,

con i-l-j = n . L08 grupos de descomposici6n .

Dv 8
en, N/x.. de

dividen a p son pues subgrupos de G de orden
I i .

11i == (C, 6"P >

los primos que

2pi :1.;
y por tanto diedrales de orden 2p • Sea

el correspondiente a tJo (esto es siempre posible mediante



un cambio d.e Dubíndices f2d. es pr-eoí.eo ) y Eisa K. el aubcuez-po
�

de N fijo por h ... K. ea un subcuerp o del cuer-po K q'ue en el
J. J.

subcucz-po de N fjljO por g .. Los (f.'1) :::l
1 ..:: C' ..(.I)j 1� ....)�, - son conjugn-

1'''(0dos de 'i) por Loe automor-f'Lsmoa internos de G que transforAU

1l1aTI t es decir,

Se tiene:

j
P ·-1 .

_ 1.

lIs - p
== Ul\'/I-'( O ('ií ))

� t 8=0 �o

donde i ( P �'i) representa el homomorfismo de Lnyoco í.ón • Si se

pone es:

y se tiene p � descompuesto en el producto de pj ideales pri�­

mos de �, que se verá que no son todos distintos. Puesto que

N ea ga.loisiana sobre K de grado dos, el número máximo de pri.-

mos de � que pueden tener la misma norma en � es dos, y uno

será la imagen del otro por '(. <S g. Por tanto:

Pero:

y

por tanto



·-

y puesto quo lf o - (, Vo t

SI
Q -8

2

1í'.,Cf de cá I', Loe pz'Lmoe 11'i
,"":

son dos a do -> 1 S t'.L:'J "... tJ".;.c>.1
_

c:, S _,-gua e�:J. e 1.ene

pues:

(2 ),

donde los pr-í.mos � que aparecen son todo:5 distintos entre aí.,

Por tanto :p'o y s610 :P o
ha ra.mif'icado en N sobre K.

1?roJ2os:i.c�.9.!1. (4.3). •

En efecto: En virtud de (4.1) y (4 .. 2)

Y
('1 I'¡'{f.o.! 'y'f 1',.. donde para cada ±,.v-N/K

=

1"1
••• �) r

S:il_ P !PA, puesto que k/::t:- y N/K son de grado dos, serán aID-

has moder-adamerrbe rn.mificadas y por 'tanto

y .s-N/K =� 1
• • • � r • Se tjf; na,

r

NK/;:c (&-N/K) = 1�I .:NK/ IX- (V i)
r f

= TI. p. 'f1�
1.=1

1.

donde f
Vt

ea el grado rasi.dual de 11 jj_
en la ex'tenaí.on K/IX- •

Teniendo en cuenta 18. expresi6n de ? AJe dada en (2) de (4.2)

n i
p = p



lo qUG impl:Lca =: 1 • f1. ::: 1 para cada
1 l.

,. con lode t. 'lFF) o� "iV';l"¡_r; a rrn \:'j' j_-l( ',.l:•.A_ • .L. .1.... \",...ll.
_

_

do A que divide a

cual queda dOiJlcwtrada J_E1. proposición. para este caso"

so; 0.Vii'. P A, Y I ()� el S •

....

,)¡¡
Í'.. P J

:J k/�I.:,
<;;'" •

- 2

F� == p
.

_ A -- �l 'yi 2 10 2 _-

2
_-

2F K
-

ro 1" le"., n_l' , 1:1 A_J = 1 e e� " �p. --l� O 11
1p -

En ,este caao , las extensiones N/1( y k/0é:. pueden 110 ser lTLO-

dcr-adamerrte ramificadas y el razonamiento anterior no es v8.1i-

do. Considerando la.s cadenas de extensiones

N.:> K::J X. ,se tien.e 70\ p \ p
vamen-'Ge. Si se completa A por

reapacti-

valoración discreta y cuerpo

A-

P , se tiene el a111110 A
p

de

l'
de fracciones X, • En N/x. es

e- ::: 2 y
, ��
definido en

f
11L

::: 1 , por tanto en

[171 cap.II�3 T"J{iii),

virtud del isomorfismo

A
N ® a; se identifica

X;

al produc to de
n

p cuerpos cuadráticos que son completados de

N por los primos "p 1.
• Es decir:

n
p -1

= Tr "
N.-

1=0 '��

"...

N.@ oc
ce y

Por la misma razón:

A l'

k ® ce = k-
� P

y [kp : xl = 2 •

A "

ser N-- - k_ •

'Po p
-

y puesto � ha rarnifica-que
o

Puesto que

do en N/K es



:.: 1,
... .1'-,;

Teniendo en cuenta [1'7] Ca:p .. IIl Y'4. Coro a })l"'Op. 10, y que

VoL. A}(
en AH es

es el ün
í

cc pr-í.mo que d.i'\ric1e a

idet:ü de

donde

peA y

B-�N/K

que rn.nr:Lfica

repre[:j811ta el

a..
- t¡)-

k/x. dond.�

S"'T!l{ •

l. .t:�

.9·
1rfx

Por snii10ga razón es

representa el ideal de

generado por �
/k, (C.

•

Puesto qu.e resulta .9-
1'T/Ir

::::::

�\J :...
1Cf
k/x

..

'S- IK-x:.
n

.,9 1/2(p -1) p-l
= -k/� :J

En virtud de (4.3) es:

2

J-K/i S-k/X
n

_ Si- p 2(p-l)
-

k/� J .

lo que implica el enunciado del teorema.

Teorema (4. 5). Sea
p � -orimo E2. nulo de A. p ramifica

� K/ oc. si;¡_ sólo si P divide §b � K/('1" ; si P divide a

t· i.. '....__

_g, es r A__- 1)1 p
1\ 2pl- J\2p.

.

k/<e - -1(- ro 'rl .. ·-pl/2(pJ-l) con iJ j f_ij08 .EY:-

diendo tomar 108 valores
---------

o �i{n-l, i-!-j = n. no divide

a ':V-k/(lC. es p Px = � �i'P( ... ')J �� donde i Y.. j s0'1 fijos

l pueden tomar 108 valores 1 � i � n--l:; j-l-i = n.



J/
"")

En efecto: Es evidente la pri.mer-a pr-op orri cLón del. teorema.

Si P divide u �
k/-x..

la eXI)J:'t=)[3i6n de p AK es la obtenida

en (4.2. (2». Si p no divide a y ramifica en K/x.

en virtud de (4. ¿l·) P divide a j y por tanto :rami.fica en N/k.

Puesto que p no r-anri f íoa en k/ a.:� se pueden presentar los

casOs siguientes:

con 1.� i( n--1,
i�·j == n

y puesto que
- -

P 2== t P ]_
es

_ i _ i i' i
A �'( p y "\,1 p 'li p . '\'1 p .

F N= 1) 1 1..- y, 1
•••

1" p
J t. f! p

J

A_ N (. p )1/2 '1\piP -1(= .

N/K
l ::-:

1'1
••• donde

'Vr = NN/K(� r) ==

p�=? p� con 1f: it... n-1 i��j = nb)

Sjj 11 es un primo no nulo de � que divide a p , en vir-­

tud de (4·.1) � no ramifica en N/K por tanto:

p '\� NN/K(i P )1/2 � NN/Kqr( •• � �� )�/2 � 'P ( •• � ��
donde T'TIT/K( r1J;) -_11�. t 1 d

.

d 1 f 2H
� r _,_ r _,_

pues o que e gra o re sa ua

f�
es •
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e A P 1 TUL o Ir!
_ ....._�Wll', ....s.:.il$-"'"- ....�.,..,.... ..._.......,__

IwrHOJ:mCCION e-O Se supone en es"te capítulo que A es un anillo

de Dedekind de oueepo de f'r-accüone s X , y N una ext;��nHi6n. de

.:c g8�oi8:i_a.na., de g:l."'UpO de Galo:tfJ G, finito; _
K e s una eubox-

tensión de N, no galoisiar:�a, sobr-o -:f.., cuya cLauaur-a galoiElia.na

es N. SEr general1.za la conocida definición de base normal en

cuerpos que son ex:tensiones ga'Lod s.í.anaa finitas, al caso de

extensiones no ge,loisianas filli tasv Se da una definición de

A-base normal del anillo �"t de los enteros de N, Y una defj.ni-
_

Al .

ci611 de base normal y base casi normal para las clausuras en�

teras de A de subextensiones no galoisianas de N. Se parti.cula-

n
riza finalmente al caso en que G sea diedral de orden 2p , Y

se da para este caso una definición de H-base para el anillo

de los enteros � de K. En la. hipótesis de existencia de H-ba­

ses para � e imponiendo al anillo A y n-la extensión N/�

algunas condiciones complementarias, se demuestra que el anillo

de los enteros �'J' de N es A lG1-libre, siendo G el grupos de Ga-

101s de la extensión N/:JC • De la existencia de E-bases se

tratará en el capitulo IV.



·3

1. J)}_;}"nnCIONES y RESlJJ�TA.DOS }lImVIOS
I:.�«O¡

tD. de QG ,N la c l.aucur-a ,º:al():i,[�:l.8.na de K sobre x ,G el ,n;:ru-
_'70''''''' ...._ ..._ _..,. ..... __�_-"-_...,.<:o"'::"_ ¡I.�__.....v_..�_.. """;'_' .,..___ ..�.. tn1l'..-.n .....

N:= 'X. (GJ-O un n:i'::3teli18. de rGPJ:"eserltantes de
........... _�'-........._ .. ', _ --".;."�'-n ....«"_-=--_",,_ �'"'_ ..._..... ..__....... "'"""""

e :::

i

forma U1)[l,
--.�-

x: -base de K, (es decir. una "baf)f:)
.__.�_ ..__ .. _� .. __ . ...a._ t

� _,_ ...

sobr8 x )"

En efecto: Sea eXE K. Es <X =t ). j fj( e )
j=l

donde

(\.EX.
J

, puesto qV_G KC N � Agrupando los sumandos

por clases por la derecha móduJ_o g de G, se tiene:

n:m

(
m

)O{ == 2, L í' ':' L 4' Gj (e )
"

1 j 1 J.:.J ..1.1.
:1;= :=-

y por ser K fijo por g resulta:

o( == 1:. ho( = 2:_ (L �
i

. L
h
L ';'j (e»)i=l \ j=l J 1

e e s una nr' -base normal de N­para todo ChE. g. Puesto que ...v '

las í\ij que corresponden a un mismo valor de j son iguales

entre si. Se tiene pues para cada

•



l¡'{
.)j

n rm

Jwidontemente, los eLernerrt oe L').\..1 •

J
- L C.CG.0)

� J
son

i=l

linelan18n:te j.nclependtentes nobr'e ..:e. •

Defi:nici(m (1 e 2) � Ila.:c ·-base de K f'or-mada por los elemento�3
��"""_,,,,'M_"; _�,�",_...scA">'U>�_'__"""'__""'"¡{'"

e . E' K defj;nidos en la, pr-opoal.cñón C 1 & l) SE� denomina una
�

base norm.al de K ..

que TrN/K( (Ji e) = e
i

es una X -base de K, pero sin que

e sea una base normal ele n sobre X. e Entonces se dice que

los e. forman una base pseudo-normal de K sobre X •

�

Defini.cJ-ón {1.:_1l. Sea A. un anillo de liedekind de cuerpo de

f'raccí.onea x.. , y N una extensión ga.Lod s í.ana finita de gru-

po de Galois G. Sea AN la clausU2�a entera de A en N.Si existe

un e E AN tal que � = A[GJ- e , entonces se dice que e

es una A-base normal de AN• Es decir, AN posee una A-base nor­

mal si como A(Gl-m6dulo es isomorfo a A[GJ.

pefinici.ó.n (l. 5 Lo Sea A un anillo de IJedel\:ind de cuerpo de

fracciones JC , K una extensión separable finita de ;C
, �

la clausura entera de A en K y N una clausu.ra galoisj_ana de
.

K. Si existe un e f N tal que N == X(G]- e , ry un sistema de

representantes (�i) de clases de restos por la derecha del

grupo G(N/x. ) de Galois de N sobre :x.. , m6dulo el grupo

G(N/K) de Galois de N sobre K, tales que TrN/K( es-
i
G ? ':'{j i

forman una A-base. de � , se dice que las e
i

forman una



A-base norma'L éle 1'1c'

se cump'l.cn t,od!?f) lEs condiciones de la

defin.:LciÓn (1.5) 1 SG,]_vo la de ser H:::: x[G] � G
1 se dice enton--

ces que 10.1:.1 e
i

fozman una baso

te un 8 E: N "tal que N::::'>:[G]-G 'Jrunsistema (6�.)
�

de repre-

sorrtarrte s de clases -por le. derecha de G(N/x...) módulo G(N/K)

A base casi normal de 11<:.

En efecto: Si el' e 2' • • ., e
s

es una A-base normañ, de "\:' en­

tonces 1, e
2'
••• , e

B
es una A base casi normal de Ale Pues:

1 E -'1r
s

1 = I:
i=l

a , E. A,
1

y por ser 1 fijo por los automorlismos de G(N!(C) los ai han

de ser todos iguales entre si, es decir aEA.

Además
e

�e
.

1
i

1=

Puesto que

s

L Gj.E A._,..
i=l

. -lC
y es

á
,�

8L . E A._,-n X-=A.
i=l J. 1>...

Por tanto
s

)_ :e,.EA::¡ a es un elemento inversible ae A
J Y

i==ll. .



(1? O2, •• �)
e �) e 1:5 IIDa 1I.--b2.8e de f.K•

Observuc:1.ón: El recip:t"OCO de (1.[5). en t�;encrrl.l no 8:3 cl e r-t o ,

Un contY'2.ejEntlplo �::e encuerrtz-a en [lOJ Cap.III .P 8 no tn ,

una A-obE�flO normal, las t:r'8Z,D_S sobre :x: cte 10B elementos ele 08-
-"_ __.'l. �.�.'" __.-..,-... �"'._, __ . ....."'-" .- _ ,>-,..,..- � •..a............. _.__ -......_..._� � ,!J,j. •• "'" _:... •• _""'_

En efecto:

TrK/ (e ,.)� == TrK/ (Tr.l\T/K 0'" ( e ). :::: Trm / (o:. (3 );,
x. J; X J.� � H¡X a,

y en la demostraoión de (1�8») se ha visto que TrN/x (Oie) ::::

y que 2_ e, es un elemento inversible de A.
.i,

es moderacl8.-
--

mente rrunificada.

En efecto: Si �{ Y � poseen A-bases nor;males, en virtud de

(1.9) es TrK/x. (A1{)) ::: A y Tr1c/x (\:») ;:: A, por tanto existen

Cf E � Y VJ E� tales que Trk/x (w ); ;:: 1 Y TrK/x (<f) ;:: 1 e

Entonces TrN/x., ( Cfw)¡ ;:: 1, Y puesto que LfWE�, TrN/'X, (�)::::A
y N es moderadamente ramificada sobre � •



BU.8 conj"u[::adof:] por G existo una relación de In. :f:'orma:

n-l

-:>
....._

j::::o

r, ro,' r: -Y'
C�

j
, "O

j
;:-.;.._)../ no todos

nulos�

Haciendo operar sobre esta relación ( 1 I ° ) __ i
- Te.\) O/

.. /" 1-c: J1o' n- .,

se tienen n relaciones de la forma (con 6ubind.ices calcu.lados mcd J:'

que pueden escribirse en la forma:

L (a .. -4- a �+' ) e o == o

j mod n
J-� J 1 J

a .. + a� .. EX
J-J_ J·r1

Puesto que e.
1

son linealmente independientes sobre ce ,es

aj .+ a�J.i = O pa.ra i,j= 0,1, o., ,n-l. De estas igualdades re-
-J.. J.

sul ta: -a� a. =EL para O .: . .¿ 1 Por tanto:= -1� n- •

:1.. J.. o

a f; O
o

n-l

ao (1- G).L s j e = O

j=O

n-1

(1- L »)2:. o j e == o ..

j=O
y

Sea ·A<=.Ak no nulo tal que Trk/�(?t)J:::: O y 9'=9+.:A • Po-

i i ( /1' GO" G'4-t,,() G ,es °1= i y,niendo G� ==

:1..

n-1

L
j=o



<..

tinta de do;,:; y de los divü:wroD pr'Lmcs de 11, 22, n /\ /: O yo

n. �5, se dice que un par ((f' \...P) de elomentos de ljr e s una

1. -iH-base de AK_' si los n elementos: 1, Lf' t, () (_f"1- () (f'
� \f .J. ()-i yJ ) l:f, :L{: (n-3 )/2 dS:-nde e CEJ un &?rarador de H,

forman UD.8, A-base de �.

Nota: El caso n=3 ha sido estudiado en 11 •

C!._e, .§1 orde� .s1§:. G, �onces B es A �J-�_ibr�.
Demoe-tz-ac í, 6n: 12 Cap � 11 6 Coro

de fracci.o..�. N � �ensi6n � X ¡3'aloisia�� .�� g�p'o de Ga-

1028 diedra1 � .2.!'.d:e.I1: 2p (p primo impar:). K � ,subcuerp�o, de gr_a-

� (C E2 d�vide 2p, si A/pA � �l!.�Q'§; Z/pZ .s. \: y. �
l?0f?e� A-ba� E..�a1e8, �to.:�� An � A[G]-;h.��.
Demostraci6n: Q-2J-Teor. VI.5;.



2. BAm�s
.-

};"n dC! (II.1.J.) Y el n.ni ...-�

110 A se supone �m_'8.1g1Ín-_G8.so q_ue bG .í.nd í.ca , o principal o A/pE!...
finito

'prol!(?.:�2.:.�:�.ón ..LC_c·J-_La ::1i. A7 J2..�p��::: �-C]2� H-1?��S:, (1.12), cntonc o s e
j,_ _ ...•..•. _ �_•.•.�

que�-_.
Tr ( c.r )) = TI' ( LU ). ::: i.K/x K/�c T

ser O
I
o
i

p donde lf. i� n ,

a). Sea' «(f ' ,+,1);, - 'UllB H-hase de � , con TrK/x. ( Cf') == T Y

TrK/x.. (\f') ::: U , donde T, U f. A. Puesto que p es inversible en

A, T/pnE A y u/pnE. A. Se c oneLde r'an los elementos � :::((-T/pn-t-.7rI1..
y; ;; y;'_ u/p111.q_ue evidentemente forznan una }J;...base de -'X ' y

se tiene, TrK/a: (�) ::: TrK/:x:, <f) == 1.

h) Si pA es maxima1 en A, pA es PllJimo en A, y teniendo en cuen-

ta las expresiones obtenidas en la demostración de (11,4,2),



se pueden presentar sólo los dos casos siguientes:

1) K es modr:�raclE:.2�'10nte Y'8.l1Li..fic;-:da en crlÓ.a prí.no rYj de! A". (PIéJ .�\.

divide 8,. pP'K 7 sobre X. •

2) K no eE, Ifloderade.memte ra:llificada sobre :;:. en irí.ngün lH'i.mo 1':1
de �{ que divicle pA)_{

1) En este CHSO es Tryl (Ay) ;::: A • Sea TrK1 ( tf 1) ;::: T Y
\.::c. ,. .c

Tryl' (Y' ') U. Se tiene TI' (1)
n

_. ;::: p ,
lo.. X K/:t,

por tanto, u , T, p!L son generadores. del ideal Tr1r/ (A.r»= A,
lo..:x.. 1\..

I I

Y por consiguiente o U. o T no perte:n0�ce:n a pA. Sea T por ejem-

plo el que no pertenece a pá , Entonces, existen a, b E A tales

que aT -!- hpn ;::: l. Poniendo '-VII = y;'- aU Cf' - bU .;. 1 se tiene:

TrKIx (\j)"); ;::: pn , y puesto que

6i(lVI).'. -lo E)-i'(�') = oi('fJ/J) .;. 6'-i(l(I») -+ aU( Oic.rl+ ()-itpl) ·l-2bU - 2,

(lf' , '-P 11) forma una E-hase de �. Poniendo ahora:

l' 11

acp 4- b tfcr -­

lf ;::: ( 11.), 1
.L (b J.. T) u/'a-p·Cf· .

I

se obtiene una H;._base tal que

En efecto:

i -i
o- Cf+o Cf
i -i

o lf-l- 6" lf;:::

. ,

;::: a(o icpl J.. o-iep'), -1- b «(5"iy;"J.. o-itp")
( n)(r-i I J..

-i 1) J.. (b .l,r.r)( ;:;-i(jJ'I-I- ..--ilV'I).a - p 'O Cf • b Lf u
I

IJ 1



Pero Ct b
- 1

11
b+rr8r})

.

(
i I -i.1 :i." -i 11

por tanto 1 se l)uedcm ej�pr';c;�:¡cn" s cf �!� e �), (El �/ + Q-
'

LIJ )

como o ontrínac
í

ón 1ine,�1 de (6' ic� .. !. 0'--:L Cf.) ')
(G

j_
lV.{- CJ-j_ l¡J) 8.

ooefLc
í

ente s en t; y p01' 10 011a1,

es una H-bu2:e, con :::: l "

2. En este caso es TrK/:c- (.�r) .¡ A • (Ver nota al final de la

proposición). Se tiene:

i
Y puesto que pA es maximal y' por tanto pr.í.rao TrIr; (1l1·�)'; := p'A, l. X. {.¡

donde i es un númer-o fijo comprendi.do entre 1 y n. Si ±=n

, n

Cf :::: c_p - T/p \1 t
I
n

'1) :::: "1) -u p evidentemente (Cf' '-V) es

una H-base de Al\. tal que TrK/X ( (� r ::

si i c. n, puesto que
n

p "T, U generan

TrI,,/ (Y-') == o.
- � x..

Tr
K/x.. (�{) ocurre

que 6 T
i
o U pertenecer�n a

i
p A y no pertenecer<�m a i+JAp .

n i
Sea por ejemplo T. Entonces T -::l p generan p A Y por tanto

a, b E. A tales aT .J. bp
n i

Poniendo iT, Texisten que :: p • p =

a.T' 4- hp
n-1:

l. Sea U U'p
i

Se define:es :::: :::: .

\.}'I\:: '-V '- au'Cf' + bU'-t- 1

. I\-. n
y se tiene TrK/:x.. (lf) :::: P •



Poniendo

(í) --

I

LV :=

I

i iI
a lf + b�)

n-d. i
(a.- p" -)cr + (h+T')�lil}

se c onpr-ucba que (lp, Lt)) constituye una H--bai::ie de � ya que

a b
== 1

n-i
b+T'�;,-p

y se tiene:

( ()) == Tr
/ (lU)) ==

i

TrK/ 'X L, K x, T P •

Nota: En el caso 2b de la proposlción anterior se puede asegu-

rar q_ue TrK/X(AK) 1- A en virtud del hecho siguiente:

La traza de K/x de � eB exhaustiva si y sólo si para todo

ideal primo p de A, existe un tdeal primo '� de � que divide

tal que la ex+enat.ón K/X. es moderadamente ramifica-B. f �,
da en 11 ·

Para su demoa+r-ac í.ón ver: [3J 1 Prop l ..

Proposición (2.21. Si � .E..�� � If--bas e � TrK/x. (lf) ==

TrK/x ( y; ) entonces�. 120see nna b2,se �-normal, ;¡_ �­

procamente.

Para la demostración de esta proposición se req_uieren los

siguientes lemas previos:



•

nen }a misma traza sobre y.�, entonces exIste un elemento
..._ ........... __ ..... ...... .- ....._ ..__ "'_io_" _ .... _,,_. .. ,.__

Demo s t.r-ac i ón s

M es A[G:]-proyectivo ::::=-1 M c chomo.l.og í.camente trivial.

Se considera primero el caso U) :.:: O. Errt.onc ea TI'
TI. ' ((JJ )) ::::

I :K �- I

Tr
TI (lÍ))):::: O • Puesto que M e e cohomolog:Lcamente trivial yI...::t.- 1

�C J)'1 es el conjunto de los elementos de M fijos por g, si

"'o
designa el ideal de aumentación de Z[G] y H y

"
H
o

los

grupos de cohomologia mod í.f
í

cad os en el sentido de �Cate de ín-

dice O, [17J Cap VII SJ 1, Be tieno:

AO .A / :::: O
H (g, 111) == X TrN!K(M)

Puesto que L\'E � existe un u e. M tal que lf::: TrN/K(u)
y tal que

::: O

•

Por tanto, existe un vE. Ak tC11 que Tr'N/k(u)::: v - "C.v.



1,' I
4_,.

U) E: lVI tal que Tr'T j, (c{r) ::::: y • l)or ta"Cl_to �Pl\T j' (u-. ( (.1) -- L (__<) );) ,_ O.
�/K �,K

Pues:t.o que H es (;:1'.c1ico, IHIVI e s de la forma «() - 1.) M don-

��
es un genc-n:-ador de H, y puesto que 2 no divide a p) (j""'

(
..J

es también un generador de H, por tanto InM::::: C) - G'
-

)Mo Exls-

te pues un elemento
I

G f. M que vorj,fica u. - (W- Ti.{) ) --

( �) _ () -1) r: I f) r.
j

• e'
1..) ., 'V • Poniendo \7 == t' - (_ v , evidentemente es

Tr
N/K ( G ):; :::: O y Tr «() e )i _ �'N/K ) -

/
•

¡�
1'0

Si' 'f O , puesto quo H (g,M) -- O

elemento

y Cf E.�, existe un

úl (
-v I

) l lJ
I (-"\; )O E M tal que TrN/K Cj :::: ti" o Sea T:::: TrN/K uf:? •

Es TrK/oc. (lY: lf') :::: o. :t'n virtud del caso anterior, se puede

(") ti ( 11) (.:J. 1/
encontrar un u �!VI tal que TrN/K e :::: o y TrN/K( o \.7 ) . __

dJ _ úJ'. ('\
:::: G

I
, ,.:J 11

I 1
Poniendo o T� es inmediato que

Lema (Zdl.. E� elementQ e determinado � (2.3») � único sal-

yo la � de � elemento de � -ª.e .t.ra�� nula sobrE;, x...

e c. ¡ 'i /1
_ (;�

,

En efecto: Sean y (j dos posibles soluciones, y 11 == 1:7

TrN/K(G"el) =�, se tiene: /.-!-. zí\:::: O y O"�+ t.6�= 0,

y como consecuencia í\ = G"
2 í1 y por tanto ;.'\ (; Ak.



e:
"

) ,

,
'

Obsérvese que en Lan demos t.r-ao í.ons s de (2.3) y (2.4) no :in-.

torviene en n.ingún momento cuá.l ri8,{ 81 entero n q-ue de"t;erminu

el grado 2n de la exterH:üón, y por tan.to aon Las mi ema.s dadas

el1 f'12'] �0ra ('1 COQOl�' - ,t}c...;", (..-.¡". e ...�¡.,.) n :;, p • �)in embargo 1 dada la Lrup or-LancLa

de 10,e; mí.emoa , se ha cr-e í.d.o necesario el repetirls.f:; aquí.

Corolarios a los lemas (2.3) y (2.4) son los sigu_iontes:

es moderadamonte ramificada y- -------_...-_.__•••_- ------_... _..!.. .....

existe un

po_� elem�l.-toE. e ,e' E �¡ .92.l.� .cD�1?J_an ���, condls_iones, _ d�­

fier��.E; �� � �t� /) de j:� ;nula �� A.

Coro!�l�io (2�. §i <f 'Y' �!2 §.2..� �entos ,de K gua yieE�

la mis� �raz§: �ob.E� X- , �ist� � elemento e E:N .i?-l 9.��

, 1. dos eleccione� disti�-

tas de 8 difieren en un elemento de k de traza nula sobre .J::.. •

Demostración de la proposición (2.2).

En virtud de (2.6), existe un GE,N tal q_ue e + te == f
() G + 'ter G ::: 'f . Poniendo e

i
== s i e + t o- ie se

e e == lf' 6"
i

+
-i g " + etieme

o
== <f o q ==

1 Cf J.¡ -i

6'"
i
't'

-i 8
i.!-l

e .

1
1 � i �

n
+ 6 lf = + con (p -3)/2

-J.+

por tanto, los elementos de la H-base se expresan por medio de

1 Y de 6. linealmente. Estas mismas fórmulas permiten cal­
J.



cu'Lar las G
i

linealmente en f'uncl ón de Lo s elementos de In

H--base.

(2.1.1
,

( I ")En efecto: Sea �,� una H.,..base de _'Y. Si K/:z.. es modern"-

damente r-amí.f
í

cada en p� en virtud de (2�1.)'·'.:� se puede erLCO:C!-

� posee una baso casi normal; y sea e E-� N el eLemerrt o que de-

termina dicha base. Se observa que en esta base casi normal apa-

n--l
recen todos los slJ..bindices comprendidos entre O y p salvo

el que corresponde a :li ==(pl1+1)/2 • Pero,

e n == (1 + t. );( () (p
n
-1-1 ) /2 El )-(p -1)/2

G (pn-l-l)/2
1 ::= Tr «(f))-K/x I

==

y

TrK/� ( G -1- 't. e )

e (pn-l-I)/2

n
p -1

-- ( I -1- e) L G� ie
i=o

.

, permiten expre--

sar como combinación lineal de 1 y e i con

OLi'¿_ nI1-- p - y

Si además N/X es moderadamente ramificada, en virtud de (2.5)

e se puede tomar en �.

GE.N tal Que los
_.........__

forman � A-base normal de � ,il.. u, v E A [G J.



Si
i e i _.

(u O)i =: (J- (u )..¡. '"'C.a- (u v ) y

-(' Oi""IT1" n A l,,� es c> r.' "n o rmo "1""' '"' dn A (u t) ) (G'\ )..'�:-..,._,.�:. ..�:'�"::::_ .li.--'.::�':::::2.�":. ,::,_:.._�. .:....�_;;�-.:,._ ... �,�: ..� J.){'
.1

2-
= V •

:l"
�_.".

11 -- V :oc 8, (1 - z.) 2. ()
j

o .

-----

n con a (:: A.
J mod p o

En efecto: (uO). == (vO)
1. i

si y sólo si

n
p �·1

es u·- v == ¿
-

(ai 1: a1 c. ) C5
i

G Por tanto:
i<=o

(u 0). - (ve) h�
1. i ,7

y esto tiene lugar si y sólo si a. == -a� == a
1. 1. o

O L. '" L n]_ 1L-- P -.,con

y por tanto u-v he, de ser de la forma u - v == a (1 - r. ) L- ,¿;-,
o . 11.

J mod p
con a E A.

o

Se trata pues ahora de estudiar el comportamiento en el ani-

110 ( )
�

\.)-- j"de los elementos de la forma ao 1- r, "'�
n

.

n
j mod p

p -1 .

(l-C.)/oJ
j=o

•

Se comprueba por cálculo directo �ue y

n,
1P - .

A(l- t )2 _

E)Lson elementos del oentro de A[G] Y que
i==o

es un ideal bilátero de A [G].. Se considera el álgebra OL defi­
n

nida por 01 == A la1 /A(l- c,) 2' �l « i con lo cual lay 1. =0

proposición (2.8) se puede expresar en la forma:

(u 8)i == (ve)i �=, u,v E: A[G] representan el mismo elemento

de Ot.



Nota: Para. un estudio más detal�L.:.d.O del filgebra OL ver [l��]

Cap. VI �} 3 •
../

O
.

, n
1.� 1 <:..,. p -� forman una A-h¡'j_f3e normal de ..» u un elemento

versib1e de O� •

En efecto:

a) Para probar que os suficiente, basta ver Que si ü es Lnve r--

sible en OL, las (). se pueden expr-e aar' como combinación li-
1

nea1 de las (u G ) , a coef i.cferrte s en A. Y esto ocurre ya Que:
1

si u es inversible en C'fL;
, existe un v perteneciente a Ale]

n

tal que Vil == 1 + a(l- 'c)P_::,l (J i.e.: con a EA, y por tanto
1:::0

(vuG), :::G.
1 1

• Puesto que v == (a,
j mod pn J
L C011.

a, , a � E:- A e s ::
J J

== (l-l-t..)6iv(uG) = (1+ r. ) Gi F (a. -1- a:c)G"j(uG)=
j mod pn J J

L (a,. -1- a�L.)(uG),
j mod pn J-1 J',l J

con a. , + a:
1

. E A.
J-1 J ,,1

b) Para probar que �s necesaria" se,; considera el conjunto U

formado por los elementos u � 01 que son invorsibles, y el con­

junto í1:3 formado por las A-bases normales de �. Se define una

aplicación TI de U en 1� de la siguiente manera: Sea e E: N



un elemento fijo tal que los (.l
�.

i
c or-r-eep ond.i en-te s formen una

es -n° (ü) ;:::. (u 8 ) '. qu e en
J�

virtud de lo demostrado en a) es un e l.emeu t o de �G?) • Que Tr--

e s una. aplicación es evidente en ví.r-t.ud de (2.8). Se prueba:

1) -j1" es exhaua t.i.va

S(_�a B" E.. t\ ,:l G
l

e N una _"(, [G1-bane de N tal que los

el;
2

(
forman la base B'. Puesto q.ue G y G 1::1On X [GJ-bases

otro tales que e'=: '0_ (j

u � u' f_ x.[GJ inversos uno del

y 0= u'G' . Se tiene:

de N, existen dos elementos

e'
i

i
-- (1+ z ) b

'

(u e ) (B J.P' ) e.J". •• _'-' •

..l' •

J'-'l J ,2 2
a J..a' E:..,:2::
j-··i' j+i

Puesto que los el
i

. pertenecen a -')c y
{;y, --

�v ,(::
2 '

forman una

A-base de �, L' f.' AEl, ,",a .•.
J-2 J..¡-l

para todo i comprendido entre O

y pn_l, por tanto para todos estos valores de i es
i

(1+ <:. ) (:] (u)

un elemento de A [G] e Analogamente (1+ e ) (5
i
(u') E. A[G]. En

virtud de [12] �3 Pr-op , VI 5, existen elementos V,V'E. A[G]
tales que

para todo i comprendido entre O y pn_l. Se tiene pues un ele-

mento v f. A [G J tal que O L r : ¿ n
1-=l--p- y basta-

rá con probar que v es inversible en 00 . Pue st o que uu "» 1

es �T'- uu';:::. vv'- 1 E A[GJ. Ya que u - v y u'- v' son ele-

mentos de X[_G] se comprueba facilmente que son de la forma

pn_l •

í\ (1- r )L ()
L

con /\éX y' se tiene:
jj=:o



n
1p -

.---

", s

uu'"" VY'4· )J.. (1- r.)?- 6"""
j_

, l=O

, eD decir:

uu' - vv
'

é AJG] n ')'.:.(1-....

n
p -1
,---_.

),
(.) ,�----­

:1=0
(-)i

n
Jp -
..

�- I�

1_'!· 3.(1-- e) ¿_ 6'

1==0
)

es decir v , en Lnve r-.

s:Lble en : Oú e La base B'G D "tiene por tanto como arrt l í.magen

por '11 en U por 10 menos v.

2 o TI es i;nyectiva.

Sean u, v dos eLemerrt o s de U con la misma imagen por TT

en J3 y sean u v re�pectivos representates de ellos eTh

A [G] . Para todo j_ comprendido entre O y Pn_l ha de ser

(1 +-. t ) (}_:i.(u G ), = (1 + 1: ) 6-
j.
(v 8 ) , (1

jj
v)G=-'7 +c»)() (u .- O.-

y puesto que G es una x- [CJ-base de N ha de ser:

�

(1
i

v) O .� n_l-1- c.)rs (u- :=: O, jj_� p lo que implica._

u - v E:

n
p -1

A (1 _ z ))/ () i

i=o
es decir U = v •

La aplicación TI de U en 13 definida "es por tanto una aplica-

ción biyectiva, con lo cual queda probada. la proposición.

,

/ n

Proposic�_j2.10) e � r un entero tal que O 6- r .� p -1 •

r
'.

1 -1- (1- t)L «:
l

E ()L,
i=l

Si 2r-l-l es primo con p, el elemento

es j_nversibl.§. �_� ot, s. � inverso es:



I
c:
},

11

1 .}. (l - z.):� ,_ s: (2r+l) j_
E: 01..,

1,:c::J.
dondo 11 es un entero tnl qPC
...' .........I...--.� ...... "'" - OF"'-""'_'''�_':' -"'_'_

n
r ..� (2r-!-1)h :::::0 (raed p ).

En efecto ¡; operando r'e sul. ta:

r .

'j- l

(1 + (1 - e ). �i
e: ) (1

h

'/- (2r·!-1)i
-1- (1 - L.) i=l

() )\ -

/ -

r

L_
i=-1"

Si son 21"'-!-1 y 'P- primos entre si, existen h �r a tale!] que

r -l. (2r+1)h == pna. Se tiene pues la Lden't í.dad s

n
p a

'7 e ,

= L_ 6""""
J:,

=

i=r+1

n
p

a 2--- e: 1
1:::1

r

-2=. G- i
1::=1'

•

Por tanto:

r h

2- i )' 0- (2r+1)1
(1 + (1 - L) rci () ) (1'¡' (1 -"t ») i=1 ); =

n
p
"') i

1 + (1 - t )a f;-l e:

es decir:

.:.1'"

(1 + (1 -t:.);L. o 1») (1
1=1

.

h (2r4-1)1
+ (l - -c. ») � G"" )

1=1
1

n
p
� i

mod ( A (1 - z ) ta G ).



-

( ) ()ji[i,ni el c: g:!� 2 o 9 �>f!:. !!!.§:y_<.?.:r' .� .�i'2.;�.?-l a (f p').
Ee consecuencia inmediata de las pr-opos í.c Lone s (2.9) y (2.10»)•

.3. EST{)])IO DE A.'T COMO A [-G-jl-MODULO.-- 1''1

Es consecuencia in.media.ta de (2.3) y (2.6).

Sea Sjj el A-m6dulo CO:tl-

tie� � y"�, ento�. A [G].,� 9 = AN :

En efecto: A[GJ�e como ALG1-módulo es libre, por tanto es

A[G}-proyectivo y en virtud de (3.1) es igual a AN•

Esta proposición se p.tilbmrá como criterio para deducir la

existencia de bases normales.

Teo,rema (3.3 ).• Si p � inversibl� .§E; A Y.. � Y.. � poseen A-ba­

� normales, �ntonces AN � A[GJ-l�Dre.
En efecto: En virtud de (1710) si � y � poseen A-bases non­

males, N es moderadamente ramificada sobre x.. , y por (2.7).

� posee una base normal obtenida a partir de un elemento

e € � que se puede suponer de traza uno sobre 'X, y � una

base normal obtenida a partir de un elemento W t � de traza

uno sobre -71:.. • Se tiene entonces,
y



81enwn1; o d e Ale do la forma a (u.) _, U,)) e 011 "J l' '\ P
- 11']' 0'" d o- - eh ,;:. 1. _ (_L . :.J_'

G
¡
:= G - (a/1)n.) «(.U - "U{;I)' es Tr ([_} 1) _ m·,.. ( (1) Y.

s t:

:N/K \7 _. J..L

N/k V
,

TrN/p,:( d) ::::: Lv. Entonce s !?\LG]�. e' es un A�m6cluJ.o que c ont
í

one

� y .Ak Y por t::.-mto

no dívíde

.

f Z/ n;
es 180mor.O a ,p z.
_..._ 0--'.'-">-__._- �_

-

liana y de g!UP.� ,de Ga� G .0-i�_ª-ra�. i.� .2E?-_�� 2pn" K ¿;��? subcl).,?'�-

P<2, d�� N de. gradC2 pn sobre X_. , k .�l �E.����E]?2 de N .2..�.d!,át_t(�o

...... trespec L':l_:��.

En efecto:

Puesto que � y � poseen A-bases normales, en virtud de (1.10)

N es moderadamente ramificada sobre -x.. ,y puesto que por (2.2)

� posee una H-base, por (2.7) J.�C posee bases normales formadas

a partir de un elemento G��. En virtud de (1.9) se puede es-

coger de manera que la base normal de �,
n i i8'\} .

= es G -l- (6'
J.

o � i � pn-1 sea tal que TrK/ (G .. ) = l. Analogamente se pue-
'X. �I

de escoger una w) base normal de .AK) tal que Trk/�::= co *' ·ClJ.) == l.



Sea TrN/k( O ) ==)l. Se tiene TrJ..
.¡ I (j�r�"/k- ( e )) --

>':/�C l�

TTV/'- ( G.,) - 10
. \. J.'.- JJ

Otra basse no rma.L de Al{ deduc:1_da de (.� podrá obtoncrse multi­

p.lLcarido G por un elemento 1./ inversible en OL" (2.9) de 10D

que se sabe que hay por lo menos �(pn) (2.11). Si se indicQ

serán bases normales do AKo
Sea �

r
::: TT'N/k( er)). Teniendo en cuenta la expresión de ur

dada en (2.10) res�Lta:

n
p -1

- TrN/k( e r) :::: 2�
j=O

::::(r+l)TrN/k G - r l.:TrN/k o :::: (1 -!- r(l- t)) /¡

y Trk/'X.- ( (\r) == l. Si es posible determinar un valor de r

tal que j\ == W, en virtud de (3.2.) estafa demostrado el
r

teorema.

.� .J. z:.1 == 1 == W";' t: LV, si se consigue deterrrd¡�
r r

nar un valor de � para el cua.l A - e í\ == w - t: ¿J pues-
r r r

'

Supóngase que

,

n

�r - ( ';1 r=w--r. LV (mod p �)) y sea

será /1 == u',
r

erG AN

to que la caracteristica de X. es distinta de dos,

el elemento que correaponde a ';\ ; sumando a er
r

tal que Trk/�� ( r ) == O , puesto que

un fé�
r

TrN/k( 8 +f)::::
se puede conseguir un valor de A tal que

r



Bae t.a pues ver (:1 e a poo í.b l.e enc ont.r-ar- un .'\ tal que/\r
n

(mod P Ak).
Por la forma como se ha escogido i.U"

, es (A) 4· r: uJ -= 1 (mocl pnA,
K

y por ser ( lA) !
t: é)j )) lUla A-base de llc es ¡,J -- t: (.{) _J. O pue sr:

de lo contrario (,J E: A. Además W - t U):f- O (mod p�c) � pues

si lo fuera, exí.e t í.r-Lan a, b t:...A tales que (l.,.pa)¿I·H-l-·pb)¿U.1=O

10 que implicarla que p fuese invers:i.ble en A, c orrtr-a la }15 .. pó-

tesis. El númer-o de valores disi tintos que podrá tomar W (Lloc1 pnAk
será por tanto igual al númer-o de elementos ,. E; Ak' distint�s

n
p Ale) Y tales

n
módulo p � que verifiQuen }l +.- zr: l(mod
que l' -'Cr f O (moo. pli.k). Para calcular este número, sea

t == xlW + x2 ?:.W

}A. -!- <"F- := 1 (rnod pn�c)
Xl' x2 � A, entonces:

4==� e Xf!'X2) ( w- 4- c:: w )�::; 1 (rnod pTIAk)
Por tanto en virtud de las hip6tesis hechas, f' podrá tomar

pn valores distintos que cumplan esta condici6n. ya que por

ser W � .z; ().) = 1 esto ocurre si y s610 si

Se trata de ver ahora cuantos de entre ellos verifican

- O (mod p�),. Puesto que w - T..W10emod p-\:) y

= (xl-x2)( io _'z;U), P _"c:,LA'o= O (mod p�) si y s610
. /

si xl-x2 == O (mod pA). Por tanto el número de valores distin-

tos que puede t.omar �-x2
n

es <f (p ) y para cada uno de

ellos, puesto que la car-ac ter-Lst.íca de :::JC es distinta de dos

se tendría el correspondiente valor de

¡-.



(,; ..

Para estudiar el número do p os í.b.Les valores de ). que ve­
r

r51'i can e st.a.s e ondí.c:i one s , ¡:¡e demostro.r8. en primer 11.),sar q_UG

(1-- t:)?t 1� O (mod PAk). Par-a ello so procede de la siguiente

manera:

Puesto que A/pA :'"_':':: Z/pZ, pA es un ideal primo de A; locali-

zando en pA, se tiene un anillo A local cuyo cuerpo de fr'ac-.
p

x y se indicará Tor (A )xi
P I�

A en N. Puesto q_ue A el] de Dedekind, A es también de lJede-
p p

cí. ones eE3 1a clausura entera de

k í.nd y por ser N/:r�� moderadamente ramificada y la caracterí;3-

A [G].-1ibre. Sea
p

I 1'\ I

TrN/k( G) = ,1

tica distinta de 2 y de p, en virtud ele (1.13), (Ap)� es

e' una Ap Le] -base de (Ap)N. Entonces

es una Ap[G/HJ-base de (Ap)k' (donde H es el

n ¡l·
subgrupo de G de orden p) y ?: - <..;..:[ O (mod P(Ap)k)' pues

si lo fuera p sería inversible en A lo que es absurdo. Sea
p

.

(Ap)K la clausura entera de Ap en K ; puesto que � C(Ap)K'
la A-base normal 8i ') O�i�pn_l dada.para�, será tam-

bién una A -base normal de CA)K y por tanto, existirá un

p p

elemento ti E. OL invejisible en Ot} siendo en este caso

:Q__::_l
OL = A [GJ lA (1- z )L Q i

P P i=O .,

tal que
(,

Se tiene:
n

p -1
\ � i I

TrN/k((1 ) =�ó (e )
1.=0



-

(7 a.·.J..
.--' n

J
J mod p

a' )n j
p /

TI' q
N/k \, con a .,

J
a' s: A
j

�

p'
�i mod

Se tione por tanto:

t i >í1 = l? -c- n aj-l­\ J mod p

c�· 2.. aJ: ) �
.

1
n

;] mor p
y

(1- z ) 11' = (1- ¡:) I
_ n (a.-a:)�

j mod p
J J

es (1- 'C) /l ,�: O (mod PAk) ..

De aqu.í se deduce <sin. más que �r - cílr,i=- O (rood p�)

y por tanto ,

ya que )¡
r

- e í1 == (2r�·1) (1- '(_ ) ílr y 21"+1 no es múltiplo

de p. Por tanto el número de valores de r para los que se cmn-

ple esta condición es
n

lf (P. ) e Finalmente, puesto que

== (r -r ) (1- t ) í\1 2
si Y sÓlo

si se tienen valores de 'í\
r

distintos ,

y estos coinciden con los valores posibles de W con lo cua.L

está demostrado el teorema.

Observación _(3.5). En el teorema (3.4) se hacen hipótesis

complementarias sobre el anillo A que se sabe que se cumplen

en el anillo Z de los enteros racionales.Cabria entonces pre-

guntarse sobre la existencia de extensiones N sobre .� del ti-

po de las consideradas; sin embargo esta cuestión queda re­

suel ta mediante el siguiente teorema debido a Safarevic [161:
"Sea k un cuerpo de números y G un grupo resoluble finito;

existe siempre una extensión K de k galoisiana, tal que



-

el grupo de Ga.Lo í.a de K sobre k es Gil.

do fracciones de IDl anillo de Dedekind A que verifica las hi-

p6tesis de {3.4) es sl cuerpo Q.

En efecto � Sea n el grado de X sobre Q,

pJ:1 __ N 'Je/Q(PA) ::: car- (A/pA) := p ::;:==�. n = 1 .



-

e A :r 1 '1' u 1J o IV
•• -_ ....� ... r ,.. ... .,._" __�_.... .. ....... • .., ...

IN'l'HODUCCION.·- En el teorema (3.4·) elel CEtpitu10 1111 el ser

AN libre como A [G]-módulo, está condicionado a la existencia

de A-bases normales para los anillos 1)( y Al;: de las subextonsio­

n
nes de N de grados p y 2 sobre .:;:: respectivamente. IJa existen-

cia de estas bases en el caso de Ak 11.0 presenta :ningún proble-

ma , En el caso de �c.' le. proposición (11',2,7) asegtlra su exis-

tencla cuando AK posee una H-base y K es moderadamente ramifi­

cada en p sobre X • En este capitulo se da una condición su·-

ficiente de existencia de H-bases para algún tipo de ext8nsio-

n
nes galoisianas diedrales de orden 2p (n_ mayor que uno y p pri-

mo impar. Para ello se construyen unas extensiones del cuerpo

:c considerado, adjuntándole raices pn-ésimas de la unidad.

Haciendo uso de las resolventes de Lagrange, se construye el

'V

cuerpo k , y se define un homomorfismo de la subextensión K

n
de N de grado p sobre r , en k

,
considerados como espacios

vectoriales sobre X, • Este homomorfismo es el que permitirá

establecer las condiciones suficientes para la exa r.t.encla de

H-bases del anillo �.
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En todo este c8<p:[Lu10, a Lao Irí.p
ó

te a'ls .he ohas sobre A en (II�lQ2)

�Je añadí.r-á la

n-1 n-1

Hipót(:;sJn H': El polinomi.o c í.cLot ónri c o (xp )p-l.!-- � o • +XP -!. 1.

es irreducible sobre X/ o

Obsérvese que si X es un cuerpo de números, la hi.pótesis H'

es consecuencia de la hipótesis H. Par'a su demostracJón ver

[201 Cap III �.12 Teor. 111 12 n.

Sea Xl el cuerpo extel1�üón de;X, por ad ju..nción de las rai,_.

ces pn_ésimas de la unidad. En virtud de la hipótesis BoJ es

["'V" : A" J =-. co ( pIl ) 1 d G l' d .
I

b-..\...- ..,._ I Y e grupo e .B._ OlG e 'JL so re .:c. es

isomorfo a (Z/pnZ)"F' y por tanto es un grupo cíclico de orden

n

cy (p ).

Sea N la extensión de .x.. galoisiana de grupo de Galois G

diedral de orden 2pn. Puesto que N. y -xi son ambas extensiones

de -x:
, se considerarán las extensi.ones M de (C que son a la

1
vez subextensiones de 'X y de N. Cada M será pues un subcuer-

po de N fijo por algún subgrupo de G y un subcuerpo de Xl fi-

jo por algún subgrupo del grupo G( .;;.:1/ X )
I

de Galois de ;x:.

sobre X. • Puesto que G( y..' / .-x,) es cíclico de orden 'f (pn):,

M es galoisiana sobre � , y G(M/ <x:.) será cíclico de orden

hpj con h divisor de (p-l) y j menor o igual que (n-l)). Ade-



máe , G(N/NI) tendrá que ser un divisor' normal de G y por tcOl.nto

c fo.lí.c o de or-ocn I?, lo que imp1ica que G(l.J/ �..:,) [\Nl. disdral

r
IJ. ...-L

dl3 orden 2p • Po:¡:- tanto se pueden presentar' sólo 10�1 dos ca·-

sos siguionte�¡:

Caso A: G(M/ cC, \ Id .. ::::=). NI!
i

X-) .- :;: --

Caso B: G (M/ ::C, ) .. �. cíclico de orden doo :=;,-,
i

NI) X :-: k: •

Sean N'· Y k' las respectivas extensiones de N y k por Bd-

.

'6 d ]
' TI.

"" .

1 'djunc a 11 e .as r'aac e s p -\:�SlmIJ's de __a muda .• So tiene:

G(N'/N) :v G(k'/k) � G( x.( / a.:. ),� (Z/pnZ,-fr

('G(N'/ o.::..l ).� G(n/ :y":") :::: G.

El grupo de Galois G(N'/x,) es el producto directo del grl.l-

po G por G( 'X:/-:x:. ) y este último es el centro de G(N'/ x )\

G(N'/'.::é) está generado por los generadores () y t:. de G y

por el generador de G( Xl /� ) • Tiene la siguiente presenta-

ci6n:

<6"",-c., s
2

n

tf( n) . .-1'
.t. :;;: 1, � :::: 1, s

p
:::: 1, s 'C :::: 1: s , 8 (J:::: () s, 6 r, ::::V) )'

Estudio del caso B. (1.3�. Con las mismas notaciones que en

el caso A, puesto que k e x,
I
es k':::: oc

'
Y por tanto

.

G (N'/ ce") :::: G (N""/ k') � G (N/k) •

Por ser
, IV1 l" 1 XN' .) X. � X Y . ..\.. ga. oa.aa.ana soore .. , , GeN/k) , que

es isomorfo a G(N!<K,') es un divisor normal de G (N'/ oc: ).
1



Puesto que le es 81 aubcuer-p o dH k' fi;j o por el {mi e o subgrupo

de Lndic e 2 de G( x.i / 0\:" ), C( T,i/l;:) p:=¡t:i formado por los 810-.

mentas de C( J':':' /,;x:..-) que son cuadr-ad os , Por ser N'::) N::.) J':""

y N galoisia:na Do'bre �¡;_
, G ( :x,' / .:,t:, )

2
==G ( �L,.{ /k) �_ G (H'/N)

un divisor nor'ma.L de G (N f /'X�) o

2 2Puesto que G (N/k) n G ( :x,,' /,,:y_:.,,) -- re, y G (N/k) Y G C�:·I / ,:x:.)

son d.ivisores normales de G(N'¡'.:x�L para cada y

cada h EG(N/k) es C' •.u:.:L
,1 2

s 1= G( x/ ce) ,se puede

c ons í.de r-ar como un automorf'Lemo de N �
sobre X, , que no de ja.

fijo N Y por tanto, restringido a N se puede mirar como un au·-

tomorfislI1o de N sobre X. que no de ja fi j o k, que será. por tan-

to de la forma 6- <: • Para cada h E G(N/k) es pues:

-1 -1
c..hc.. ::::h •

De aquí resulta que G(N' /:J::") es el producto semidirecto de

G(N/k) por Ge :x./ /.x..�) y el centro de G(N' /:X. ) es

Se tiene pues:

G(N'/x.) =<G", s;
n

()p = 1 ,

-1 ),s6"::::G s •

Puesto que G contiene un elemento de orden 2} que no es permuw�

table con los elementos de GeN/k), G(N'/x) tiene un subgrupo

isomorfo a G si y s610 si tiene un elemento de orden dos que

no pertenece al centro. Puesto que los elementos de G(N/k) no

,

son permutables con los elementos de G(X !0S), este elemento

si existe será un elemento de orden dos que no sea cuadrado.

Si p = 1 (rnod 4) 'todos los elementos de orden dos son cuadra-



dos y por tanto todos portenecen al centro. Si

1/2 ( 1)'
n-l

�,J_ L'·:"l(·.':'I�.!�11to �,.,'
\p-- P -, � ,

v ,,'�: I,,=" _ es el.e: orU,(:;n uos

P ,'3.;0: 3 (rnod !¡.) �

y no 0:::1 cuadr-ad O;

estE:� elemento con G(N/k) generan un aubg rupo de G(N'/x) C}lJ..e

es isomorfo a G.

Estos dos casos B,distintoz)que pueden presentarse se indicarán

por B_ si p :':::-:: 1 (raod , 4,) y por B2 si p � 3 (mod 4).
J,

Para las propiedades de Los cuer-pos cLoLo t óm.l c os se ha c on-

su'L tado [4] e

es una

En efedto: Se sabe que ]3 = ( 1, b'" �, ��(pn)_l) es una

'X.. -base de Xl • Puesto que el número de elementos de _{l c o.l.r»-

cide con el de B, basta probar que los elementos de .a.. son 1:1.-

.

nealrnente independientes sobre <)C.
• Supóngase que fuera

n

lL2tf(p )
2 )lA 'b-jj=l j

= o (1)

con 'A i , /' j
� i

que las �

elementos de:)C, no todos nulos • Se observa

que figUran en el primer sumatoriojson todas ellas

elementos de B, y analogarnente , las del segundo S'l.unatorio ta-

les que /
n-1 n-DI

1 2(p-1)? � j � p ,puesto que
n

. ./ n-le 1)p -J" p p-

implica J> pn-lt • Para las restantes se tiene:



" -h
J

])-1
1__ o n-

') --¡ Lp '-h
-L__ �

:L=l
-1 �. h �

n-1
-(p ..-1).

::::

Sustituyendo 031 (1) rcmüta:

n-1 :

p -1 "-1

)�!�. L-
J:"

y 1'pn-·l_ j
---

J -:)j=l
,

i::::1

::: O (2)

donde f j_
:-= O para 1 f i � Cf (pl1) - 1 y son de tilla de las

dos formas siguientes: 1\. - .L-\.
� / J

cuenta la. expresión (2) resulta

• Teniendc} en

para 1/2(p+l)pn-l_1 » i > 1/2(p4.1)pn-.l_(pn+1_1)

y por tanto para estos valores de i ha de ser JA j = O. Esto

implica la anulación del tercer srunatorio de (2). Por tanto

+ O

implica =./ ji
:::: O para todo i , j.

Proposición CJ_.4.__?j_. � ele�.9§"d.9:E?_J-ª-.formª- �
i .J. 5

-jj

1 � i L.. 1/2 Cf (IP) .f�§.:g]lJ1� A-base del .ill}i11Q A� .de los &11-

ter� de la �ubextensi6n :c.� definida E.2E ;)t'
o

= X. (� 4- � -l):,

En efecto, puesto (rue se crunp1e la hip6tesis H' el polinomio



/ I
c í.o'l.ot onrí.c o cor:cesponcUente a la ex:t(�):']s:Ló:n�.c s obr-e 'X-. es irY'o-

duc í.bLe sobre -x.. y ( 1, 'j , o q o ,

( ": -1
t P --_")',� .' 88 UT18. A-baGo del

anillo de 10[; enteros A' de Xl • ( [20] 11'eor.1I1 12 E). Puesto

que para n > 1 la ex+cns í.ón ce
¡

no es moderadamente .. ramifj ce/la

sobr-e �.:, , A' no posee base nor-na.L sobre A. Pero 1[)_ base .Jl.

obtenida en (1.4·. J.) es una base entera de A' sobro A, ya que

los elementos dEl B que no pertenecen a _[)_. se pueden exp;:'cuar

como combinación lineal entera de elementos de Il .

_ jl2lf(pn)Sea O( E A' e Puee to que <X E. A' es o<. _ ai �
i
�

o
1=1

-i'
b.�J•.

donde a� y b �
� ).

son elementos de A, y por pertenecer � a A.'
o

ha de ser s eX. == oc o Por tanto:
-1

n

1/2T(p )
, i
2 a.j
:il=l

). �-ib.
a

lo que implica a. == b , para 1 L. i � 1/2 (f (pn») y por tanto
a 1. I

'f
i .L,-i

� . �
n

1 � jj � 1/2 <f (p ) forman una A-base de A'
o

,.....

2.CONSTRUCCION DEL CUEHPO k •

Sea K la subextensi6n de N sobre �� de grado pn fija por el

grupo g, subgrupo de orden dos de G, y H el grupo de Galois de

N sobre k. Se designará por H
*"
el grupo de los caracteres de

H, que es isomorfo al grupo de las r'a.í.c e s pn-ésirflas de la urríídad ,

T\ fo' 114 1.'6 (2, 1) Sea
/\ r": T,� y JI\' e H )1,'. Se denomina re El 01ven....

;;;.� :.1.. -'-C 1.!.._ �
__

•
.. \:;:1"'_ I�

/ e

te de Lagrange correspondiente al caracter X ' del elemento (j
,



al elemento de N' definido de la maner-a siguiente:

<. 8 , X> �. ;-1 ( r.¡-l) ( f) G ).
5-€: H

solventes de Lagrange, so tendrán en cuenta 108 tres tipos de

caracteres q_u.e puaden presentarse, según que el gene:caclor de H

lo J 1
o o

OtO
n

� °

"]se ap lCtU.8 en e _ � en una raz.z no pru.nn, 1va 11 -\;:SJ_ma (18 .8.

unidad, o en una raiz primitiva pn_ésima de la unidad; estos

caracteres se designarán por car-ac t.ar- trivial, no pr-Lnri tiVD

y primi tiva de H respectivamente , Cuando no se especifique na-�

da se entenderá que la propiedad es válida en todos los casos.

a) Si �o es el caracter trivial se tiene:

se comprueba por cálculo directo.

e)

L<.e ,X) :;: pn G •

fU: Hl*
Se comprueba por cálculo directo teniendo en cuenta que

¿ X (o) f) lId, L X (Id)
11

= O si = p •

i(;-1/1< i t: 1-1 ¡\

d) .'6 raiz
n

é
°

de la unidad, s . E. G(x.,'/X)Sea una p - ea.ma
1

i-t O (mod p) tal que s. ( � r := .5 i. Si X es un C(1-
J.

racter primitivo de H se tiene:



caso A:

Se comprueba por cá.Lcu.Lo directo -ceniendo en cuenta que

e (:_ N y que N' DE: el eubcue r-po de NI fi�jo por GeN/N).

caso B: r c. -r-. < 1). i L >Si ',tJ¡ /,./= ,V, X si t;- )
�;-)

._ 1

"

Si<ti,/X) = <0, x
"> si := -1

Puesto que en este caso N es invariante por G(N'/N)2 , s�

s. � G(N'/N)2 se
�

y 8i(1 GeN' /N)
2

tiene • Si a . <= G ( 1'l" ' /Jn
l

puesto que ,;---1.) S.
l

se tiene:

(3 E K y K es un subcuer-

p o de N' fijo por s. por tanto 8.<0 ;X)' = <e :X-L) Uti1izan.'-
� l I I '" •

do como notación los simbolos de ]�egendre se tiene pues el

resultado.

Para comprobarlo se tendrá en cuenta que eEK y K es fi-

j o por z:.

f) En el caso A, si X es un car8.cter primitivo de H, se tiene:

Es consecuencia inmediata de d) y e).

g) Si X es un caracter no primitivo de H se tiene:

Í'\.-I
P - 1 • P-I.

, A;" -1
'

<e, x > = L (j{ (�r
l¿ 6-

l- t- P (8) )
i=o í\:::O



Puesto que ,){ (e) es UI1. caracter no primi.tivo de H, es

[X ( () )] pil
...1

= 1 • Por tanto

Lx ( (r )] i :=: LX (f )j j <f._) [x (iT )] i- j = 1 es de-

(
n-l

cir, 8610 en 01 caso en que 1:::: j mod p ), y la expre·-

si ón dada re f:n.Ü ta por cálculo directo.

h)

'2 < e >
n�l

(e )
__ ,J.

I I( :;;;:: p TrN/L-
)� rv:» p,iW\. -,

,
� l,r

X�- /'0
Teniendo en cuenta g) resulta:

L <8,1\ >.::
x no p·d.t'n .

.x= XO

r-1 rl-i

Y"I - i )1 C-'
A P ('e) :.:: fY"l-

\
'Tí-. (G ) ,

= f �
o HIL

)\:=:O

L) Sea BE Kn L y /\ un caraoter primitivo de H. Enton-

ces <e, x >= O.

En efecto:

?-1.

<.e, ?( > ""L 'X (6-j) ore) =: GI>: (0"1 r)+
G"'t; H 7t ::: o

1" I f-I

+ (lei X l"Apn-';.J)t ..·+ tite) L':;< ((5
A (-1+ (P-')

A�O ��o



Pero
n-l

e E: L ===? f) P e
n-l

__ ()
/1 P o .__ {j

Por otra parte:
p-i

Z X (G"'\ [�.i-¡.+ 'L) G .-

í1�c

Por "tanto

< 8" ..-, ._.

\ .... , )'-

1/\/

f'-! " I

L X (oÁp,,-1 )t )( (,,') G'" "(e)
;\.=0 i<;"o

Puesto qua

p-i . �l

¿?«(6ÁpO-i) -: 5�f"-i� O

�=o A�o

�l'endo
y n

é
.�',

::; � una r-ai.. z primi -tiva p - e i.ma de La urri de.d , se tie.-

ne < ()IX> == O si G E K1 = K () 11.

Obsérvese que si X es un· caracter no primi tiv c , esta pro-

piedad no se cUlllple ..

Definición ( 2.3). El cuerpo obtenido adjuntado a -:.t:. las po-

tencias pn de las resolventes de Lagrange de los elementos de

,....

K se designará por k

r..roposición (2.4.1.
r-:

k �:?E: s,ubcuerpo de k:

En efecto: Puesto que k' es lila

n

bastará probar que () < G
)
X '> p

==

cia Lnmedf.a'ta de ': (2.2. b) •

subextensión de N' fija por H,
n

.(Q, X>p y esto es consecuen-

Proposi,2_ión .�. Sea G � N tal Sl.ue (08) forma yna k-ba­
ó(:- H

ss. nq,E,mal d� N. Entonces <6, X)J. ° �e� todo -x é H�.

En efecto: Si para algún �X E- H)4 fuera <G I -x >= 0, se tendrJa



.,

t .

� .¡{((;-l)F(Q) :::: o con /( (()-1) l O para todo 6"c H
0-(; H

por (2.2.b) <r;C�1 )�'>::Opara t.oc o Cf<.::. H. Por tanto:

y

,')-1 'Y,' ((l.
,-1 ) ((�:- \" (o)) _ ,",LJ. /\ .

¡IV" .

(. v - ,..'

(- ,v,);IJ' (� 1-1 � 't.' t
,-1 j \ \/ ",If-" .f a: ('".)/0 '-0y ;/--1 /\ �

6
j )\ \)j -'

(_ \vJ-
).:::]

J_4,. . ¿
n

1 .. ::- p

] /
. /' n

.:=l!::p ,tendrJa una f..iOlu·-

o í.ón distin"t8, ae la trivial, lo que LmpLí.car'La dst( 6- . 6' ,O) :::: O
1 J

L!
contra la hipótesis de ser u una base no rmaL de N sobre ;:>�.

�)ea (fG ).
.-5 (: Ji

formnn

1m8 k--base no.rmal de T{· c'j -y X e on dos car-ac t e r-e s clis-_.. ... ____;:!;,__ _,. :...:�_ ... ..:. --••. , :::..=- 1\ l' 2 :?" .. _,;. _._. ---.•----.- --

, '
-}�" rl'\.

!into� .de H <e I 'Xi)! 1. <e/Xl_Y .§.2.,E; di.§J};.�:.tosv

En efecto: Si < e, /(1 )r" :=: <o ¡ X 2..)
r" es (8/ 'Xl)=-w<8, XL>

donde w es una raíz pn_ésíma de la unidad. En virtud de

y por (2.5) X 1
( () ). = x 2

( () ) para cada GE H, es decir

'"

':p}"oposición (2.7) •.� el � A, k es una subextensión cicli-

E_�: de k' � _grado
n

LV (p ) sobre x: •

En efecto: En virtud de (2.2.d) si
n,

prüni tivc, los < G ,X )f

"i r: H')Í- es un caracter
r, o¡::;

/"V

son elementos de le conjugados de uno

de ellos, pues

Como consecuencia de (2.4) y (2.6) se tiene:

pn-l(p�l») � [k' : x1 � 2pn-l(p_l)



-
-,
,-

......1 r-../

Y puesto que por (2.2.f), k es fijo por e 8_1, k no pued e

�.

Puesto que G(k/'X-) es isomorfo por ref:¡tricción a G(k'/k),

k 08 01cli02 sobre � .

Corolario (2.8) o La fJUb8xtcm.siÓn
..__." ...,-�........._.- .. - ..._ .. �,,-._ ....- --� _'--'_- ..__,.,.. ----"'_ .. �.-

::r
I

'o

I
de '.:c

\ -1.q ....(. 2• <

'(.'.J
-- -.

Para probarlo basta tener en cuenta que es fijo

"-'

.:r..!'...<?.1)osi_9ión..._t2 ��. En �+-. � BI �e ,:tj·9}];s;' k == le' �: en e1

Para demostrarlo probaremos primero el siguiente

en la extensi6n k sobre -x: • En eJ_;: � }32' .§i 'x
1 �_§. un 2.�-

i'\.. r\,

<el 'Xj>r �: -<o, -x¡J >r ��_racter primi tiyo cualqlJá.�
1'\.

conju�ados entre si, y_ los <GI 'Xi que correspon��.E a los res-

tantes caracteres 'primitivos s<2E: ,c.o_njugados ,sada :E'...:2., de uno

de ellos.

En efecto: En virtud de (2.2.0.) se tiene:

s\.,

.

sI - i .
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En el caso Bl'
,

_1)'( -;,= - 1 y por tB.nto

e l.ement oe todos eLLo s dÜ:.�tj_:(].tos.

(' :::_.- ;1 )\En el caso B2' - - =-1

t� .�

Y s�_l <D, X > f :::: < e, ;x: > r' cualesquiera que scan G t: K Y

X E: H�. Puesto que el número de restos cuadr-á t.í c oe ruad p es

1/2 lf) (pu) se tiene derno s t.r-ado el Loma ,

Demostración de (209)�

Caso Bl : Teniendo en cuenta (2.4) y (2.10). resulta:

por tanto y puesto que le es un subcuerpo
rv

de k' es k == k'.

Caso B2 : Puesto que el número de restos cuadr
á

t í.c os mód.ulo

rv

y puesto que k

es fijo por s_1' no puede coincidir con k'. Se tiene pues

['k : X] == 1/2 i Cpn) y por ser ::x:.� fijo por s_1 y 'x.� c. k
,-v

es "l:� = k.

3. CONSTRUCCION DE H-·BASES. CASO A.

I'V

Se sabe por (2.7) y (3.8) que k es una extensión de ce. ae.'�fa-
ao )

� (pn) y una extensión cuadrática de
,

'x,o' , por tanto se

'"

puede considerar k como un espacio vectorial V sobre X de

dimensión Cf (pn) , o como "lID espacio vectorial sobre

de dimensión 2. Puesto que K es una extensión de 0C de grado



-¡
t

n

p , se puede c orurí.d er-a.r también como e apa oa o vectorial aobr-o o:

TI
de djrrlCmsión p • En estas C0J1cÜCiOne8 se tiene:

Sea

(Cl0) ,

o ¡;; E.: H
es una bDS8 norma.l de N c ob.r-o
.._._ ., ...... '_�. ...... _ .... ."_. "_,,"_.w� ..... ,._.

f:K -,_.¿.. V

f( G ) para cada () E;. K

En efecto: Para ver que f es una aplicación de K en V basta

comprobar que cualquiera que sea BE K,

es decir, que este cociente es invariante por H y por s_le)
y esto es consecuencia de (2.2.b)) y (2 .. 2.f) puesto que en vir-

tud de (2.5) <Go IX> eEl distinto de cero.

Que es homomorfismo resulta de ser

<e+6', X>� <e,X)+<e',X> e, Q' E. y,

(AG,;\ >

Proposición {3.2). El núcleo ,c!§ f � el Q.uer.J22 Kl = Kf\L,

(donde L � la ..§.ubextensió� ,9.e N de e:rado 2pn"71 so�� x.), y

En efecto:Por definición de f, f( G ) = O <€=9 < e ,X>::: o '

Teniendo en cuenta (2.2.dA) , si <8, x) :;;:0 ,'Xprimitivo,



/8
l,.. r

( ,x >�Jpara todo '"4: Ol
I (mod p) es decir ue r-án nu'Las -to-

d8.�i l[M-; r-e s o.Lverrtee c or-re apond l cul.o a 3. car2.cteres pr-i.ndt ivo s ,

Por tHnto� por (2.2.g) y (2.2.c)) 8D:

Puesto qU(.., o e:. K ('",1,;') G (::. K (') L :::: Kl
.

e s de eir leer f c: K1•

·x es primi ti"vo, es

si e(: Kl
< el 'X )-,:: o

't"d (2r)') .1en Vlr-un e oL.]., pueSGO queRe c í.pr-ocamente ,

y por tanto Kl e ker f.

Por ser K1 un su.bcuerpo de J_J fi j o por ll, 'C 1, es un aubouer--

po de N fijo por el subgrupo de G generado por cr�
p

n-l
por tanto es una extensión de grado p de.x:. Puesto que

n
dLm

1:.
K = p

'V n
, dim le = <Ji (p )

'L I
y

n-l
dim

t.Kl = P queda 1)1('o12aoo

que f es exhaustiva.

Propos=h9i6n (3 • .ll. Si X � y_na recl de K respe�to §. A, f(X)

En efecto:

X es A-módu�o de tipo finito ==7 f(X) es A-módulo de tipo

finito

Por otra parte 'X- f(X) == f( X X) == f(K) == V

Proposición (3.4-). f(X) � � red de V respecto A� si. v 86--
_ IL.._

l)E H
() -lees (JI:) +5 = X .!-

En efecto: En virtud de (104.2) bastará probar que la condi-

ción se cumple si y s610 si f(X) es estable por el producto por

� + 6 -1 ,siendo b una raiz primitiva pn_-ésima de la u.nidad,



"

es decir, si y s610 si
-1

( '-b.� � ··)r(x) e f(X). Sea G C::. K en

par-t.í.cu'Lar- ce }Yl18(le cowüclerar S 0. X. Se tiene:

Puesto que X es por hipÓtesis un car-ac ter pr-Lm.í tivo de H !

� es J:'[J.Íz prí.mt t:Lva pn�ésiTíla de la un.l.dad , existe un o G H

tal que X ( 0-) = 0 • Se puede escribir pues:

Por tanto:

Corola�io (3.5¿. f(AK) � � red d� V ��pecto A�.
En efecto: � es una red de K respecto 8, A y para todo G t¿ �

se tiene 6G +o-leE � por ser AK fijo por tl,L�.

,

Teorem.�_. (3. 6J. •.§,� q>, t f�. §i (f(�;), f( tp)) � � A;-b��

� del A; -módulq f(�) s. (TrK/Kl'f ' TrK/Is_4J )� � Hl-bas�
§.el A-cnódu'Lc l\: ,entonces si A � I?ri:n2.iI:�?-1 j (lf' �.y) es

1

una H-base del A�m6dulo �.



r I

o .�

En efecto: Si (f(,y), f(tf) es una A�-base do f(J1c) so tie-.

no • 'J�en:in1Ldo en cuenta (1./1.2)

es
por tanto:

f(llX)

� lf trlJ)
,

.

z:i: A f ( ()'
l

Lf + t)
- L.

Cf ) .-\-

i=1

Por otra parte se tiene la sucesión exacta:

Puesto que f(�) es un A-módu.Lo proyectivo, por ser de ti.po

finito, sin torsiÓn y rango mayor que cero, esta sucesión des-

compone y ex:Dst.e una sección g de f tal que g:f(AK) -':"7 � Y

X.
J.

i -i
g(f(<J y;� <) Y;)) = Yi

entonces es

f( () icp .t.
-i

f(x. ) (i -i

f(Yj_)Puesto que � Cf) = f O" qJ + (f' y.J) =

J.

G"
i

(f .� 6-
-i

<f .J.
i -i

b. .J.es = a. x. y 6- lt/.J. () lr = Y:LJ. J. J.



donde a. , b. EA . Por tan-to�
]. l

_ "Tr

A
1

, ('1) f. (1' I ¡,�).,.-4 P .
) • I J

(1) . AK Al{ ·1· LA (6
i.

(()
-1

) L� � I
G'
i: -i

)-

, + G
.

ey ·1· 11. \ lf -!- ()' <fI

'1. l:::.\ L=I

EL'Ó 1" lt l· 1/'(:_) ( ..pn-J._3-) e'· E .. :.n os la expreFU. n no 8.}X:;_X'Gcen ex)) :LCl- ['.men-¡;e
.

- _--:

los e1ementos ele la H-base de J)�. Se pr-obar-á que est o s aVu'G'-

cen en la Hl-base de Pj{l consid.erada. En efecto; puesto que

K es de grado p sobre Kl se tiene:

.l. ( 1" ·1)2.� • n-i
> ( L P

- L-.¡ 6" +
l.:::·i

tu -1)

:= 2-� ( Si, pn-I + o
-L (-1) y;.

(:::1

Si (ff l' tf 1) es una El-base de �l sus elementos serán de

la forma:

donde j toma los valores comprendidos entre ]. y 1!2(pn-l_3)
y por tanto:

. . .

o)ltf1) + C1-J (tpj) = �J �



.. , ,,-1).: (j t· t. f ' )+- 6 (;) -+
\

,"

_. (j - �, F'�
-1 )

).6 (f

-1

.
. p - ?'

1 L.,.. J
/_ ._- ,--'_

-. -

")
¿'_,--"

y ana1ogamonte para 6" j ( LV 1) �. C·_j ( tf 1) • So observa CllW dó'n.·-

dole al segundo sumat or-í o del último mí.embro de la igualdad a

i el valor 1/2(p-l) y a j todos los valores posibles, aphre-

con +od oa los elementos de la H-base (<-r ' y.l) que f'aL'caban en

la e xpr-e s i.ón (1). Expresando A en (1) por medio de la

-1(1
l\-base (lf l' lf 1) queda probado q'ue (cf' y,,) es una E-base

de �.
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CAP l TUL O V

RAMlJi'ICACION. CA�)Ü 2-00.
__... • -._ ..... �.__ :..h_· ....'�l

INTRO])UCCJ]ON'o�" Como un ápendice a los capitulos anteriores,

se estudia en este capítulo la ramificación en el caso en que

el grado de la extensión sea 2pq, p Y q primos impares. Ajes

como siempre 1.,l.U anillo de Dedekind de cuerpo de fracciones ::C

y N una extene í.én de X galoisiana de grupo ele Galois G die-

dral de orden, en este caso, 2pq con p y q primos impares.

Se estudia en primer lugar la ramificación en � (anillo de

los enteros de N); de los primos de A, calculando el discrimi--

nante de N respecto a la subextensión cuadrática correspondien�

te, y el discriminante de N sobre :e . sé considera despúes

la ramificaci6n de los primos de A en una subextensión de N

sobre :-c no ga.l.o.í.s í.ana maximal y el comportamiento al pasar

a N de los primos de esta extensión. Finalmente se da una pro­
,

piedad de � como A LG] =módu.l.o , Para las definiciones y resul ta­

dos previos que se utiliza se hará referencia a los capitulos

1 y 11 o
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1- NOTACIONES E HIPOTESIS PREVIAS.

po de f'r-ac c Lone s , p y q númer-oe primos impares distintos. Sea

N una extens:i.ón cal o:i. siELJ1a 5 no abe.l
í

ana ele :é , de erupo de

Galois G diedral de orden 2pq.

Se sabe que la. presentación de G es:

G <,...- 'G·== G, t

2
'C. == 1,

-·1 "­
'?' 6-'Y - e: /'\"..- \.,J ...�.) ,

y que tlene los siguientes subgrupos :

un subgrupo H cíclico de orden p de generador 0P
p

un subgru.po H ciclico de orden q de generador G- q
q_

U11 subgrupo H cíclico de orden pq que tiene H y H como sub--
p q

grupos; H' y H son divisores normales de G �T H n H ::: Id.
p q p '1

pq subgrupos de orden 2, no d.í.v.í s or-e s normales de G, conju.¡_ga-

dos de uno de ellos g generado por L •

q subgrupos diedrales de orden 2p, no divisores normales de

G, c on jugados de uno de ellos h generado por <" t. , t')
'1>

'1

p subgrupos diedrales de orden 2'1, no divisores normales de

G, conjugados de uno de ellos h genera.do por Zz:., v-p >
p

Se designa por k el subouerpo de N fijo por By por L y L
P '1

los subcuerpos fijos por Hp y H� respectivamente. Lp y L'1 son

ex+enaíones galoisianas de 'x. de grupos de Galois diedrales

de ordenes 2'1 y 2p respectivamente, y k es una subex"tensi6n



cuadr6tica do L n L .- k.
P q

El grv_po g s e puede con8ider2:"� como COT'l'eE3pOndiento a una

eubextens í.ón K do N de f,::rado pn H()'bJ"e.-v1 K o 1
. ,

.� '.l. - ' -"-'. \_ n 8f1 g:'::1, O:LSlana

sobre :>,:. y 108 cuerpoc conjugados de K se correspo:.rJden con 10�1

subgrupos de G c on jugados de g por 108 au"tomorfismos interno::.;

de G e N es galo:Lsiana de grado dos sobre K.

Los eubg.rupoe 11 y h se pueden considerar como correspon-,

p q

dientos a subextension8s K y K de grados sobre ':'C
p q

p respectivamente, no galoisianas y los cuerpos c on jugad o s de

K y K se corresponden con los grupos c on jugado s de h y h.
p q'

_

p q

respectivamente en G. K Y K son por tanto por la elección
p q

hecha,
.

subcuerpos de K, y N es ga.Loá s.í.ana sobre K de grupo de
p

Galois diedral de orden 2q, y sobre K de grupo de Galois die­
q

dral de orden 2p�

AN, � , AL ' �. ,A_rc , � '�. representan las clausuras

p q p q

enteras de A en N, Lp' Lq, k, K, Kp' Kq respectivamente •

..(b 2). Hipóte.;_si.s previas. Sobre el anillo A se harán además

las siguientes hipótesis suplementarias:

a) la característica de X es distinta de p y de q

b) los cuerpos residuales de A son perfectos

H); p y q son inversibles en A o son producto de j_deales ma-.

ximales distintos.



o 1

,r

no pueden tener ningún ideal primo :H.O nuf.o en c ornún ; pues e í.

la caracteristicél, de :X_" es cero 1 A contieno Z, y si la caTac�

teristioa de a� es distinta de ooro, de p y de q, p y q son

Lrrver-s LbLe a en A y por tanto pA := qA ::0 Aa

_g.RA.IHJ?ICACION EN N DE J�OS IDEiü¡E�) PRIMOS DE A.

Sea r

.id�?:.! PEim.9_ .d� �J t�. 9ui]. -lJ
p

divide a
.. __ ... _ .. �_ ...._. - p ramifica en

AN si y_ .§tó}-o si

En efecto:

p ramifica en AL
q

-, - u·p--::;; p' �
--

'1--�./
-

J

q

siendo D1 prLmo de j� •

q

o 11e ..

J.;

Se pueden presentar entonces los tres casos

o

y por tanto en cbrresponden�ia, puede ser:

-p, =01P o

P '"N\ \
o

q

pl)l= I I

01i
p

,

i::::1

siendo 9 y primos de l){,.
Por otra parte se tiene:

= NN/L (:L{ P � ))
p p

donde i es la aplicación inyección de � en AN1 y puesto que

p

el grado residual eorrespom:liente a un pr-Imo rr de lL_
.L
P

en AlT� ..

sólo puede ser uno o p, será uno en cada caso, y r-e au'l.t.a s



1) (
.- � )p1-' .ti

r IJ
P

II (-- .p)\� ",00 I __ o

N/L Vi JI-

P

e
í

end o �rj 1)I1 }yr'imo tal que

:r"amj_ f í.c a en .A�oT •
.11

2)

fr.'
es decir �J

3"JI

._--�

])0l' A.1 .....

J.J
1

r'am.í.f
í

ca en AI_.�

::::

q_

NN/IJ (l�T cr¡ iP) ::::

p ].::::1

q

-- ._\\- 11.1
.r : ]

¡ J.
J.I::: _

es decir. cada 1J i
Reciproc:amente,

"
o"

•

. ; ,'"

y por f.an t.o

-_ ....7- 'p Al) - qJ
q

p

q
0"---

(1INI·J/]. (Ó/.»)p--.

l �/ J J..
l:::: l'

que divide a p ramifica en AN•

'P un primo de � que divide a p ,

p
Se tiene ti AN = V p.

sea

primo de A , y. que ramifica en A.oT-K I'\.

Puesto que las exten sLone s son galoisianas, todos los primos

que dividen a p se comportan de la misIDc: manera y por tanto

se pueden presentar los casos siguientes:

-�r p

y los correspondientes:

q

.p ANo :::: ·re I\�j .

p

I i=l \
J..



'1'"

(i ",/

p ramifica en _AH con índice ele: r'and.f Lcac.i.ón en caúa ca.e o ],(ú1·-

tiplo de p , jio:r t.ant o t.en.i endo en ouerrtn .

.

f L:raml"lca en .

(1
COl). Lndd c e de ramificación p.

talmente en A,_ �
-_ _ ,_......_ l�_ e

En efecto: su F r

l'u.miFic8.r to-

no r8..ndf
í

ca en .�( ;I por

tanto no puedo I'amiJficar total:mente 81:). AN,- S:U
, ("1

1·\) + Ce' e. r-;
.J ,1, k!'.-c y "ovo.

P
2

::: p �( ; a í, p r pA y p l' qA,
te en �

p
en ��o Si

y en P'L
q

1] r pA

podrá ramificar en

Ti descompondrá tot2-1men-

(I],2.14) y por tanto no puede �amificar

y F / q,A o P /pA. Y 13 Ir qA ,

� o en � pero no en ambas •.

p q

Para el cálculo del discriminante de N sobre k se supondrá

que A es de valoración discreta estudiando los diversos C8.30S

que pueden presentarse según el comportamiento elel i(leRl FI[td.-

mal considerado.p
P�.�sici6n (2.]1.

-2

P
=-

p �siendo

�-N/k

Si P es un ideal de A }al gue p I � k/x.
entonces si p�5 y P ramifica en If" es:
--

(p-l)q si piPA:::

p

C\
::: U

(q-l)p
Ñ'N/k \

si

En efecto: En virtud de (2.2)/ puede ramificar en � o

p



-

en AL
q

Y P ALp
=== rq, tf

tanto 1� t s-
N/IJ

P

pero no en ambos. Por tanto, si p I qA Y es

no puede ramificar en AN p cr- (2.1) Y po:r

• Teniendo en cuenta (ICli. 2 � 8) y

resulta:

::: p
(q-l)p

El mismo razonamiento aplicado al caso p 1 pA da:

-SN/k = (
(1 )q T:f ( \). )\ (p-l)q

. v-
L /k .L

L /k
v

N/L J == r
q q q

Q!?servaci6n (2 ¿2,.. Si uno de los primos p o q fuera igual a

tres, sea p, si F I pA tiene que tenerse en cuenta que puede

presentarse algún caso en que el discriminante .s- sea.

N/k

P
2(p-l)q

• Si este caso efectivamente se presenta no se sabe.

St JI S
- P '1

.

k/X il. P
-

E_amifica � � iL
p

se tiene:

a) p r pA t
--�
--7

q pq-l
'V

N/k
::: p

�N/k
p(2q-l);..1

::: Fb) r /{ pA , p i qA --�
--7

e) piPA
q(2p-l)-1

::: r
.



(i!
J ..

En efecto: Si: p es lU1 ideal de Ak que divide a e (' .

¡:;,.

a). p r-amí.f ica total y mode r-adamorrte en AN y pOI" ta.nto

v

p ( � N/k) :::: pq.-l. Puesto que todos los primos el e Ak que

C\ pq-ldividen a r se comporta.n de igual manera. es "7
N/k

=

P •

b) p ramifica fuertemente en AL
p

y es 'p � == 11
q

, y

p

-p
11 � == \) .- En virtud

CL
__ ,

p-l
y además �N/L �

P

IY'1
'\

ramifica moderadamente en �T y es

( ))
\.\

_

- 2(q-l)de IT.(2.15 lb es /17
/

-

PL k
p

Por :tan too :

- 2p(q-l);_ p-l
f P

-

=

p
p(2q-l)-1

Puesto que todos los p
mo exponente en ·S

N/k

de \: que dividen a p tienen el mis-

.� _
p( 2q-l)-l

N/k
- Fes

c) la demostración es análoga a la del caso b).

Proposición (2�.§l • Si pf &k/X il P ramifica sólo en
----

1\ 2. sólo � � se tiene�

p q

a) ramifica � � si P t pA --7 -& (p-l)q
--

N/k
= P

q
�. _.

2(p-l)qsi
P \ pa --� N/k

- r
b ); r-anrí.f í.ca � � .§.1 F r qA --� $- / == 'p ( q�1 ) p--

N k
P

si P I qA -'-7 �N/k ==
2(q-.lh

--

r
.

Es consecuencia inmediata de ( 11. (2.15) 1 a,h) .
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Como consecuencia de las proposiciones (2.3), (2.5), (2.6)

y observando QU.8 por ser p y Q númer-os pr-Lrno s los exponentes

que aparecen afectando a f1 en las expresiones obtenidas en

ellas son todoD números pares, se pued.e enunciar el siguiente:

T�:S_c:.!!}2:.__l2 ·�U. �l �.�?-ante �N/k ��. el .5':l�dEI�ª-o d�.

� geal ..J de A cuya .exp_:r:�.�ón !!.!2 !-a sj._{j_u.ionte:

:J =1l(prt�n��r)n3(p})f1(t'1n�'�01�r�fil,nt(pl(¡����
(p t Skl� l p,r fA l � \ �L�lk) f}\¡Jn:: (p PkllO l P I fA) �

TI�: (p I � k\� l P hA) � (f{,'}k 1:>: l p r 9A ) P 1 SLfll<l p,r SLtIJ

n3;(�r,'}kl�l �rfA, �X4A, rl\lk' pl�'11k)
TI4 : ( p t\ 1"" P \ pA , F I �41 k )

ri, \ � r�kl�) p hA) P I SLplk )

n6: (p}' �klx , P hA, � I 'JLr I k ) P I �41 k )



ti

donde cada. lTi de A qU8 cumnLen
-- --�-... ..__ .""

las condiciones reseBadas.
-- ------,-- .---....._'_.�.

� N/k

En efecto: Por (II. 2.8) y (2.7) es :

S
N/k

1. RAMIli'ICACION En K DE LOS IDEAllES PRIMOS DE A

Obsérvese en primer lugar que en la demostración de la .

proposición ( 11. 4 .• l) no Lrrt e r-v.iene para nada el grado de

la extensión K sobre oc, , y por tanto aquella proposici.ón es

también válida en este caso&

IYI. de
t' 1 --

§; $-N/K·
que divide a

� s. � s610, .9.,ue divide §; ? iL tal que iJ i divide
.

Para la demostración de esta proposición se necesita el si-

guiente lema previo:

Lema (3.3). Se_§ P

P \}k/x ' P X pA, p X qA Y
- 2

p-\: = p • Entonces

p dessompone � el prod�o §e pq ideales pri.mos distintos.

Es consecuencia de (2.l4)del CapII.

Demostración de la proposició� (3.1).

Se pueden presentar los dos casos siguientes:



I
'1.
JOo

o

Sup6nésase que pIPA (si P í qA
Se tiene: p AN == :\'1 �q ••• 15 �q

se procedería de manera análoga).

�1 2q
l(j donde 11'e- son

I J

los conjugados de por los e.Lemerrt oe de Hp• Los grupos de

descomposición de los 1) i en la exte:nsión N/.x.. son los p

grupos diedrales de orden 2q ,subgrupos de G, y por tanto se

puede suponer- que uno de ellos es el h que contiene g, cuyo
p

cu.erpo fijo es el subcuerpo Kq de K. Sea rr]. el primo que

corresponde ah. Se tiene:
p

-- TI
T (NN/K tJ()o)()E. H q
JI

y Be indicará por 1� la

si � es distinto de la identidad. Por tanto

= f)"f n �'�f
r1 6"'"GHo t-'If""

p

01 Id.

Puesto que K es el subcuerpo de L fijo por g, uno y sólo
q q

uno de estos primos, y precisamente el 11 1 ramificará en �
q

�L /K • Aplicando la
q 0q

L /K resulta que de�los
q q

�
N/K

y por tanto uno y s610 uno dividirá a

proposici6n ( 11.2.17) a la extensi6n

primos de K que dividen a p , sólo pueden dividir a

los que dividen a tt 1 ' y de estos uno y sólo uno.

Nota: Obsérvese que el anillo � no verificará en general
q



,.

(j �.J:;

la hipótesis H. Sin embarho se puede aplicar la proposi.ción

( 11 2.17) a la extensión L /K pues en su dernostraciÓn no
q q

interviene dicha hipotesis.

Caso 2). y --�
--7

-- 2

p.� ==p

Teniendo en cuenta que los �() ,. son conjugados de uno de
'tlL

ellos por los elementos 6" � H, P AW..
se puede expresar de la

siguiente manera:

donde

Por otra parte:

Los grupos de descomposición de 1\- en la extensión N/ x.. son

subgrupos de G de orden 2 conjugados de uno de ellos, por tanto,

se puede suponer. que \J 1
es el primo que corresponde al gru­

po g (cambiando los subindices si fuera necesario).Poniendo:

y ')j6"' == NN/rc( tJ<r) si s- es distinto de

la identidad, se tiene:

P � = '\(
1 rr '\)0r (¡"(:oH
p Id.

Los ideales 1)1' son todos ellos ideales primos de � por tantorfl

f AK es el producto de pq ideales primos. Esi:os no son -Codos

distintos sino que los pq_-l Vó son iguales dos a dos. En efe:c-
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1i1,0, por ser N/K ga'Lo í.e.tana de grupo de Galois de or-d en 2, el

número máxf.mo de primos de N CllJ8 pueden dividir a un mismo pri-

mo de K es dos y' esto tiene lugar si y s610 si uno es conjuga-

do del otro respecto a un automorfismo del grupo de Galois, es

decir: Tí -

li
-

• Pu.esto que

resulta:

tJi ::: .¿-�
"-7 i = - j

Se tiene pues:
2 2

P � ::: 'VlV 2
••• 1) 1/2 (pq+l)

es decir, en AN uno solo de los primos ramifica y los demás des­

componen, por tanto, un primO y s610 uno ramifica en N sobre K.

La demostración es ánáloga a la de ( 11.4.3).

S .3-1/2 (pq_-l) 2

Teorema (3.5). K/-x.::: k/x. J

En efecto:

::: s- - � pq
:J

4
N/a:

-

K/�

En virtud de (3.4)

�
2 3 S pq 4

K/oc' k/ce::: k/x.:J -�=: � 1/2(pq-l) 2
:::

k/x.. ....J



f'r-ac c í.one s 'Jc., N una. exte_�i.ón de

Q.�lois G d�� 5?e orden 2pg_ ( p, q primos impares). §e supo�-

�tonces, si Jy ,� ;¿ �c ,E,0seen A-bases nQ,rID§-les, AN es

p q
un A[G]-mÓc3.uJ_o Er:oyecti�.

En efecto: Puesto que L y L son extensiones de X, galoi­
p q

sianas, diedrales de ordenes 2p y 2q respectivamente que cUJn-

plen las hipótesis de ((12J l. IV

es A[h] -libre, por tanto
p �

p

y JJ y L
P q

),AL .es A[hq1-1ibre
p

-

es A [h ] -proyeetivoq
y

� es A[hpl- proyectivo
q

das sobre X

son moderadamente rarnifica-

• De (2.1) resulta que N es moderadamente :tamifi-�

cada sobre X. y por tanto AN es A [G1- proyectivo ,
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