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INTRCDUCCTIOCH

En 1894, Dedekind en su obra "Uber die Theqrie der ganzen
algebraischen Zshlen", demuestra que el anillo A de los ente-
ros de un cuerpo K de numeros es un Z-ndédulo libre. Por otra
parte se sabe, due gi K es galoisizna sobre Q, K posee una ba-
se normal sobre Q, es decir, es Q[@]_libre. Se presenta enton-
ces la cuestién de si en este caso también A es Z[G]—lihre de
rango uno, es decir , de la existencia. de wne base normal de
A sobre Z.

En 1897, Hilbert demuestra que si K es una extensién ga—
loisiana y abeliana de Q, y el grado ce K sobre Q es primo con
el discriminante de K sobre Q, entonces A posee una Z-base
normal.

En 1916, Speiser considera un cuerpo de numeros K, exten—
8ién galoisiana finita de un cuerpo de nimeros ¥, y demuestra
que si el anillo de los enteros B de K posee una base normal
sobre el anillo de los enteros A de F, entonces K es modera-
damente ramificada sobre F..

Emmy N&ether, en 1931, [14] observa que esta propiedad es
vdlida en el caso local, y da para este caso una condicién su-

ficiente, es declir, demuestra el siguiente teorema: "Para cads



primo F , tal que F no divide al grado de K sobre I', existe
una base normal local", y sdemds, "5i X es moderadamente rani-
ficada sobre F, existe una base normel local para todo primo
de ¥",

El teorema de NUéther se generaliza para un anillo A de De-
dekind semi-local cualquiera, de le manera siguiente: [12],
"Si: A es un anillo de Dedekind semi-local, K su cuverpo de frac-
ciones, L una extensidn galoisiana finita de K, moderadamente
ramificada, B la clausura entera de A en L; si la caracteris-
tica de K no divide al orden del grupo de Galois G(L/K), B es
un A [G]-médulo libre.

Si el anillo A no es semi-local - que es precisamente el
caso de Z, y por tanto de un cuerpo de nimeros - la cuestidn
se presenta mucho mds difieil, y en general no estd resuelta,
En el caso de ser el grupo de Galois G abeliano, y K un cuer-
po de numeros, se puede utilizar el teorema de Kronecker-Weber,
segin el cuel,([2] C.8 § 2 ©.6) cada extensidén abeliana finita
del cuerpo Q de los racionales es un cuerpo ciclotémico, eg de-
cir es un subcuerpo de un cuerpo Q( ¥), donde L, es una raiz
primitiva de la unidad, ya que la estructura del anillo de los
enteros de estos cuerpos es completamente conocida.

Sin embargo, Leopoldt en 1959, [9] hace notar que este né-

todo conduce & cdlculos muy complicados y a una extensa casuls-



tica, ¥y hociendo uso de log caracteres del grupo de Galois de
la extensidén, da un teorema gencrel de estructure del anillo A
de los enteros de un cuerpo de numeros K como Z[G]—médulo, cuane—
do K es galoisiana y abeliana sobre Q y su grupo de Galois es G.
Demuegtra que A posee una base normal sobre Z si y sblo si K
es moderadaemente ramificada sobre Q.

En 1962, Frdhlich [7] estudia el caso de las extensiones
de Kummer sobre dominios de Dedekind y da condiciones neceso-
rias y suficientes para la existencia de base normal comparan—
6o el método que €1l utiliza con el de Leopoldt haciendo notar
que la ventaja de que é1 goza es la de que el cuerpo base posece
tantas raices de la unidad cdmo le sean necesarias, pero sin
embargo tiene el inconveniente de partir de un anillo que no
es principal. Ademds resalta también el hecho de no poseer en
su caso un teorema de inmersidén andlogo al de Kronecker-VWeber,

Siguiendo en la linea de las extensiones K de Q finitas
galoisianas y abelianas, Ullom en 1969 [18] , considera los
ideales de K que son G-médulog, siendo G el grupo de Galois
de X sobre Q, a los que denomina ideales aubiguos, estudia la
existencia de bases normales para log mismos dando una condi-
cién suficiente cuando la extensién es moderadamente ramifica-
da.

Pasando zhora a extensiones galoigisnas no ahelianas, se



encuentra en 1968 un trabajo de Martinet-Payan [11] que estu-
dia las bases del anillo de los enteros de las extensiones go-
loigianas y no abelianas de los racionales,basado en otro tra-
bajo anterior de los mismos autores , 1967, [10] gsobre las ex—
tensiones cubicas no galoisienzs de los racionales y su clausu-
ra galoisiana.

En 1969, kartinet [12] generaliza este estudio al caso de
extensiones galoisiznas de grupo de Galois diedral de orden 2p
P primo impar, y demuestra los siguientes teoremas:

1) " Sea A un anillo principal, & su cuerpo de fracciones;
se supone que la caracteristica de % no divide 2p y que A/pA
es un cuerpo que posee p elementos. Si N es una extensién de
de grado 2p, galoisiana, no abeliana , de grupo de Galois & ,

K un subcuerpo de grado p de N, k el subcuerpo cuadrdtico de N,
Ay , AK & ﬁN las clausuras enteras de A en k, K, N respectiva-
mente. Entonces, si AK y Ak poseen A-bases normales, AN es
AfG] —libre!

2). " Sea N una extensién galoisiana, no abeliana, de grado
2p del cuerpo Q de los racionales, G su grupo de Galois, Z el
anillo de los enteros racionales, S una partg multiplicativa
de Z que no contiene el cero, A el subanillo S—lZ de Q, B la
cleusura entera de A en N. Se supone que N es moderacdamente

ramificada sobre Q. Entonces B es un A[G]-médulo libre".



Es decir, en particular demueatra que si N es una exten—
sién de Q, galoisiana de grupo de Galois dicdral de orden 2p
(p primo impar) moderadaemente ramificada, entonces el anillo
de los enteros de N posee una Z~base normal,

Todo lo dicho hasta aqul, parece que induce a pensar, que
siempre que N fuera moderadamente ramificada sobre Q, podria
probarse la exigitencia de una base normal sobre Z del snillo
de los entevos de N, sin embargo, Martinet en 1971,[;3]fda un
contraejemplo en el caso de las extensiones cuatermionianas.

En esta memoria, nos proponemos daf alguna conivribucibdn
al estudio de la aritmética de las extensiones de cuerpos de
nimeros, galoisianas, no abelianas, cuyo grupo de Gelois G
sea de uno de los tipos siguientes: diedral de orden 2pn (p pri-
mo impar), diedral de orden 2pq (p,q primos impares).

En el primer capitulo se considera un tipo especial de
ideales llamados invariantes, ¥y que coinciden con los que Ullom
llama ambiguos, en el caso de extensiones de Q diedrales de or-
den 2p, y se da una condiciébn suficiente de existencia de ba-
ses normales para dichos ideales. El capitulo segundo estd des-
tinado al estudio de ramificaciones y cdlculo de discriminantes
en el caso 2pn. En los capitulos tercero y cuarto se estudia
el anillo de los enteros AN de la extensién N, considerado co-

mo A[G]—médulo, siendo A el anillo de Dedekind sobre cuyo cuer-—



po de fracciones ¢ se construye la extlensidén N de grupo de
Galois G de orden 2pn Y se dan algunas condiciones suficien-
tes para que A, sea A[G]-m6dulo libre. En el capitulo quinto
se estudia la ranificacidén y se calculan discriminantes en el
caso de una extensidén diedral de orden 2pd, y se dan cogdicio-
nes suficientes para que A, sea A[G] ~proyectivo.

Pinalmente, quiero manifestar mi gratitud a todos cuantos
me han ayudado en la confeccibn de esta memoria, A D. Enrique
Linés en primer lugar, por ser quien me introdujo en el estu-
dio ae la Teorla de Ndmeros y haber acéptado el dirigirmelaj;

e D, Rafael Mallol, Jefe del Departamento de Algebra de esta
Facultad, y a D. Tomds Montull , Director del Instituto Mara-
gall, por haberme brihdado la posibilidad de traﬁajo; y de una
manera muy especial a D&, Pilar Bayer, por el dnimo que me ha
dado y las acertadas obgervaciones que me ha hecho durante la

redaccién de la misma.
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CAPITULO I

BASES NORMALES PARA TDEALES INVARTANTILS

INTRODUCCICN.- En este capitulo se consideran en primer lu~
gar cuerpos K de numeros, extensiones galoisianas de Q de gru-
po de Galois G diedral de orden 2p ( p primo impar), y se dal
una conhicién de existencia de bases normales para los idca-
les invariantes de K, que son los que son G-m6édulos.Puesto gie
se impone la condicidén de que K ha de ser moderadamente rami-—
ficada sobre Q, se estudian a continuacién algunos casos en
los que dicha condicidén se cumple. Finalmente se considera la
existencia de bases normales para los idezgles invariantes cuan-
do el cuerpo base es un cuerpo Qp completo respecto a una valo-
racién discreta y la extensibén es también galoisiana de grupo
de Galois diedral de orden 2p (p primo impar).

Para facilitar la lectura, se dan &ll principio sin demostra-
cién, las propiecades y definiéiones méds importantes que se uti-

lizardn a lo largo del capitulo, ya conocidas.

1. PROPIEDADES GENERALES

Definicién (1.1) . Un anillo de Dedekind es un anillo A con-
mutativo, noetheriano, con elemento unidad, enteramente cerra- -

do y en el que todo ideal primo no nulo es maximal.



Proposicién (1.2). 8i A es de Dedekind, la clausvra cntera

S e Pt TR B i i ——— e -

negs X , es también de Dedekind,

Demogtracidn: [5] Ceol jo 2, Cor.3 a Prop. 5.

Proposicién (1.3) . Con las notaciones de (1.2) y L separeble

gobre a , B _es un A-médvlo de tipo finito.

Con la hipétesis de geparable, se puede aplicar [17] C.I

g) 4, Prop. 8.

Definicién (1.4) . Para cada ideal primo nédé nulo P de A, el
ideal FB se escribe de manera ﬁnlca en la forma:
”P\P fv Nﬁ primo
El entero e,p se denomina Indice de reamificecién de qj en la
extensién L |x.
El cuerpo B/,p es wna extensién de grado finito de A/F .
El grado de esta extensidén se denomina grado residual de ’p

en la extensién L |gc y ¥ se indica por f,*:j = [B/:p :A/P] .

Definicién (1.5) . [6] . a) Se dice que L ‘oc. es totalmente
ranificada en un primo F de A si hay un sélo primo ’p de B
que divide a F y ¥ qu es igual a 1.

b)Se dice que L | es no ramificada en CP de B, si 8y = 1,y
B/,g es separable sobre A/F . Si L |qc es no ramificada para
todos los primos ,\j que dividen a F , Se dice que es no rami-

ficada en F



¢) Se dice que I.Lx» es moderadanente ramificada on.qj, gi
Eﬁp es separable sobre A/F y la caracteristica de A/? no
divide a e,l;I . La extensién L|x se dice que es moderademen-

te ramificada, si lo es en todo ideal primo no nulo de B,

Proposicién (1.6). Si L!ac s galoigiana, F es un ideal

——ca

primo de A y es un ideal primo de B que divide a P o los -

——— E———— D i

e

enteros e’¥ y f¥} dependen g6lo de P y ¥ 81 sge designan por

eF y fF » Be tiene:
B= epfp g

— —— Rt St

donde n eg el grado de L sobre a2, ¥ gf’ el nimero de pri-

nmos de B que dividen & F .

Demostracién: [17] C.I 1 Cor a Prop.l19.

2. NOTACIONES Y DEFINICIONES.

Sea K una extensién galoisiana de Q de grupo de Galois G(X|Q)
diedral de orden 2p,.p primo impar, Sea AK el anillo de los en-
teros de K, es decir, la clausura entera de Z en X, ¢ un primo
de 2. y 0] un ideal primo de AK que divide a qAK. Sean e y £
el Indice de ramificacibén y el grado residual respectivamente
correspondientes a 0] . o9 tiene 2p = efg, siendo g el numero
de ideales primos de AK gue dividen a qAK. Se indican por kK
y Fq los cuerpos residuales de K y Q correspondientes a O]
¥y q respectivamente. Puesto que Fq eg finito, se sabe que kK

es geparable sobre Fq.



Definicidn (2.1) . Un ideal fraccionasrio Ol de K me denomie-

na G-inverisnte, 0 simplemente invorisznte —-cuando no hay lugar
a confusiétn- si es un G-médulo, es decir si es estable Trente

a la accibn de G.

Definicibn (2.2) . Un ideal invariante OU de X se dice que

posee une base normel sobre Z, si considerado como Z.[G]-médu-
lo, es isomorfo a Z[G). Es decir, si existe un K€ Ol tai que

para cada € OU es =Za 6 (=) donde a
eg ¢ ¢

Definicidn (2.3) . Se dice qus oL considerado como Z[G]—md—

€ Z, Unicos,

dulo es Z[G]—debilmente proyectivo, si existe un Z-endomorfisg-

mo (>=01-->OL tal que Z.G"S)(G‘“]o( )= pars todo ae Ol
e

3. TEOREMA DE EXISTENCIA.

Proposicién (3.1). Si K es moderadamente ramificada sobre

Q,cada ideal invariante (L de K es Z[G]-debilmente proyec-

tivo.

En efecto: Por ser K moderadamente ramificada sobre Q se
tiene TrK/Q(AK)j = Z por tanto, existe un @GA‘K tal que
Tr = 1l. Sea el Z-endomorfismo de OL que consiste

xk/Q¢ §) Co

en multiplicar por 9 cada elémento de OL . Entonces

P ) = Z 6'
I‘K/Q( FF ceG G‘eG (){5 |
y s8i '.I.‘rK/Q( gn}),. =1 es TrK/Q( j)? ) = Id. Este endomorfismo cum-

Ple la condicién requerida para que a sea Z[&]-debilmente PYo-—



yectivo.

Propogicidén (3.2). En las hipdtesis 4

———

la propogicién (3.1)

cede idesl inveriante CU de K es z{Gl-proyectivo.

En efecto: OU es z-libre ¥a que por ser un ideal fracciona~
rio de X ea de generacién finita y por estar contenido en un
cuerpo es libre de torsién., Por ser Ol , Z-libre y 7[G]-debil.-

mente proyectivo, es 2z |Gl-proyectivo. (f"ﬁﬂ (2.3)).

Proposicién (3.3). En las hip6tesis de (3.1), A o8 isomorfo

como 7 [G]-médulo a %([G].
En efecto: En (12] se ha demostrado que es un Z (G]-médulo 1li-

bre, y por ser K una extensibén de Q es de rango uno ys que
dimzAK = 2]) .

Observacién (3.4) . Puesto que Z [G]-proyectivo es equivalen-—

te a cohomologicamente trivial [15], la proposicién (3.2) pue-
de enunciarse también diciendo que si K es moderadamente rami-
ficada sobre Q,cada ideal invariante 0L de K es cohomologica~

mente trivial.

Sea @Z la clase de todos los Z [G]-—médulos proyectivos de
generacién finita y q:z la clase de todos los Z(G)-médulos
libres de generacidén finita. Es c}'z G q)z . Se sabe que se

define en @ 7 la siguiente relacibén de equivalencia:

(.—:- 1= 1)
Pl,P2€ @ 7 1"1NP2 &> 1 Fl,er § 7 tales que P@Fls“—’ Pzﬁ-ji‘z.

El conjunto de lus clases de Z[_G] -médulos proyectivos respecto

{



1

a esta relacidn de equivalencia, con la operacidn (PJ ’?2)}"}1)1&&"‘2

forman un grupo que se indicard por P(G).

Proposicién (3.5). Sea G un grupo diedral de orden 2p (p pri-

mo impar), cntonces P(G)) es isomorfo al grupo de las clases de

I . T R —

ideales del subcuerpo real maximel del cuerpo de las raices

p~ésinas de la unidad. P, pertenece z la clase O si y sélo si

s d b AT el s 5 ) J

es z[6]-libre.

La demostraciéh ha sido dada por Lee en [8] .

Teorema (3.6)) . Sea K una extensién de Q, galolsiana de gru-

po de Galois G diedrzl de orden 2p (p primo impar) moderadamen-—

te ramificads; si el ntimero de clases del subcuerpo real maxi-

mal del cuerpo de las raices p-ésimes de la unidad es uno,enton-

ces cada idezl invariante (L de K posee una 7 [G]-base normal.

En efecto: En virtud de (3.2) cada ideal invariente de Ol es
un médulo de generacién finita Z[G]—proyectivo, por tanto, si
el nimero de clases del subcuerpo real maximal del cuerpo de
las raices p—ésimas' de la unidad es uno, en virtud del isomor-
fismo establecido en (3.5), P(G) consts de un sélo elemento for-
mado por las clases de los Z[G]—médulos libres de generacidn
fgnita, por tanto, cadé ideal invariante de K es Z[G]—libre.
Por ser Ol un ideal fraccionario de K, es dmz.QL < 2p, ya que
existe un € K tal que NmCAK y dimzAK = 2p. Por tanto
ov es Z[G]-libre de rango uno es decir OU es isomorfo co=

mo 7 (G]-méaulo & z[G].
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Nota (3.7) . E1 mdmero de clases del subcuerpo real maximal

de un cuerpo ciclotémico no siempre es uno. Esta cuestidn ha
pido estudiads por Ankeny-Chowla- iHasse en [1] , donde se de-
miestra que si p = (2qn)2 4+ 1 con q primo y n>l enterw, es
primo, y H(p) es el ndmero de clases del cuerpo X = Q(glﬁgggly
donde ﬁ es una reiz p-écgima de le unidad,entonces H(p) es ma-
yor que uno. En particular se sgbe que estc ocurre para los si-
guientes valores de p : 257, 401, 577, 1297, 1601,-2917, 3137;

4357, 7057, 8101 .

4. CONDICIONES PARA QUE K SEA HODERADAKNERTE RANMITICADA SOBRE Q.

Proposicién (4.1). Sea 0\ un primo de A, gue divide @ qA,.

Si a#p ¥y a#2 la extensién K es moderadamente ramificada

sobre Qq en O] .

Es consecuencia inmediata de la igualdad 2p = efg .

Proposicién (4.2) . Sea D el discriminante de K sobre Q. Si

D es impar y D%O (mod p) la extensidn K es moderadamente ra-—

mificada sobre Q.

En efecto: Un primo q de Q ramifica en XK gi y 8610 si q di-
vide a D; puesto que los tunicos ﬁrimos que pueden ramificar
fuertemente en X son 2 o p, s6lo en el c&so en que 2 0 p O am=~
bos dividan a D la extensién podrd ser no moderadamente rami-

ficada.

Proposicién (4.3). Si K es moderadamente remificada sobre Q




A4

es Dzzf2(p_l) (mod 4) giendo f un entero no nulo.

En efecto: Sep k el subcuerpo de K extensidn cuadrdtica de Q
y sea d el discriminante de k sobre Q. K moderadenente remifi-
cada sobre Q implica, K moderadesmente ramificada gobre k, y k
moderecdamente ramificada sobre Q. Por ser k una extensidn cua—
drdtica de Q, k ramifice modéradamente sobre Q sl y sblo si
d=1 (mod 4). Por otre pdrte, se sgabe que D = dpfz(p"l):donde
f es un entero no mulo ( [12] Prop. 13, $7, Cap. IV) y por

tanto 4 =1 (mod 4) implica D5f2(P—l); (mod 4).

5. CASO EN QUE EL CUERPO BASE SEA QP .
Previo al estudio de los ideales invariantes, sge presenta

la cuestidn de la existencia de extensiones galoisianas de Q

de gfupo de Galois diedral de orden 2p (p primo impar). Esta

se resuelve.mediante el siguiente

Teorems (5.1) . Sea K una extensién galoisisna de Q, de gru-

po de Galois diedral de orden 2p (p primo impar); sea D el dis-

"eriminante de X sobre Q,d el discriminante de la subextensiodn

k de K cuadritica sobre Q3 pafa los cuerpos Qq tales que q cum-

ple unza de las dos condiciones siguientes:

1) gq=p, q divide a d

2) a#p, qnodivide a d, q divide a2 D, q no descompone

8 Ay

existe una extensidén geloisiana de Qq de grupo de Galois diedral

de orden 2p (p primo impar) .



En efecto: Sean X, los completados de K por las valoraciones
o P P
w, que prolongan & K le valoracidén v definida en Q por g. Si
e, ¥ fi goin log indices de ramificacidn y los grados residuizles
corrcapondientes se tiene:

1) Ki es una extensidén de Qq de grado n, = eifi.

2) Ki es separable pobre Qq

3) Si Di es el grupo de deécomposicién de W, en G, la exten-

sidén Ki sobre Qq es galoisinna de grupo de Galois Di'

Por tanto, condicién suficiente para que Ki sea una exten-
sién de Qp galoigiana de grupo de Galois diedral de orden 2p,
P primo impzr, es que el grupo de descomposicibén Di de Wy coin-
cida con el grupo de Galois G. Puesto que el Indice de Di en
G es igual al nunmero gq de ideales primos de AK que dividen a
q, ZDi =G 8iy s6lo si existe un sélo primo O] que divide a
g. Esta condicidén se cumple en los siguientes casos: [,12-l

1) q = p, q divide a 4, y entonces qAK = o]2p
é) qQ £ p, @ no divide a d, q divide a D, q no descompnme

en AK y entonces qAK =_qp

con lo cual queda demostrado el teorema.

Proposicién (5.2). Si K es una extensién galoisiana finita

de un cuerpo ¥ completo respecto a una valoracién discreta y

AF es el anillo de los enteros de F, la extensién K es modere-

damente remificada gsobre F gi y s6lo si cada ideal invariante

Posee una AF base normal.



Ao

Demostracions: ng] T. 1.
Teorcmz (5.3). S2a K una extensién de Qq’ galoisiana, diedral
de orden 2p (p primo impar) y ial gue cumplc lag condiciones 2)

vy

del teorema (5.1), entonces cade ideal invariante de K posee

una qu base noymal.
En efecto: Puesto que la caracteristica del cuerpo residual
es q £ p, ¥ el Indice de ramificzcién es e =p , q no divi-
de a e, y por tanto la extensiébn es moderadamen’ﬁe ramificada,
En virtud de la proposicién (5.2) en estas condiciones,cada ideal

invariante posee una Zp-base normal .



CAPITUIL O II

RAMIFICACION. CASO 2p~ .

INTRODUCCION .~ En este capitulo se considera un anillo A de
Dedekind de cuverpo de fracciones ., y una extensidén N de 2
galoisisna, no sbeliana de grupo de Galois G diedral de orden
zpn, p primo impar y n>1l,., Se estudian les ramificaciones de
N sobre el cuerpo cuadrativo éorrespondiente k, ¥y de N gobre
una subextensién K de grado pn gobre d: , calculando los dis-
criminantes respectivos. Como resulitados previos s6lo se inclui-

rén los que no figuran ew el Cabitulo I.

l. NOTACIONES E HIPOTESIS PREVIAS.

Notaciones (1.1). A es un anillo de Dedekind, 2¢ su cuerpo

de fracciones, p un nimero primo impar, N-una extensibén galoi-
siana de o , no aﬁeliana, diedral de orden 2pn (n entero mayor
que uno) y G su grupo de Galois. La presentacién de G es:

¢ ={6:7; 6"pn= 1 ¢®=1 wer=6"1),
Yy tiene los siguientes subgrupos:
n subgrupos ciclicos H% i=0,1,...,n-1, divisores normales de
G, generados por 6'pl;l
pn subgrupos de orden dos no divisores normeles de G conjugados

del subgrupo g de G generado por T ;
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pare cadsa i=l,...,nh-l, j subgrupos diedrsles de orden 2pi con
j¥i=n, no diviscres normalecs de G, conjugados del subgirupo die-
i.

dral h, generado por <o , 6P P P

Se indicard por k el subcucrpo de N fijo por Ho, y por Li loe

t o vt s s s | n-1 C o "

subcuerpos de N fijos por H™ i=l,...,n-2. H se indicard sine
plemente por H y el subcuerpo de N fijo correspondiente por L.
El cuerpo L es una extensidén galoisiesna de X , de grupo de Ga-

lois diedral de orden 2pn—1; los cuerpos L, son extensiones go-

i
loisianas de 2 , de grupo de Galois diedral de orden 2p1’1.§ i< n2

k es una subextensién de N cuadi'atica sobre X ,

El subgrupo g se¢ puvede considerar como correspondiente a una
subextensién K de N de grado pIl sobre XL . K no es galoigiana
sobre L , y los cuerpos conjugados de K corresponden a los
subgrupos de G conjugados de g por los automorfismos internos
de G. N es una extensibén galoisians de K de grado 2,

Cada subgrupo hi se puede considerar como correspondiente a

uns subextensién K, de N de grado PJ " | j+i=n, sobre X . K

i i

no es galoisiena sobre A , y los cuerpos conjugados de Kji se

corresponden con los subgrupos conjugados de hi en G) por los
automorfismos intermos de G. N es una extensidén de Ki‘ galoigia-

na de grupo de Galois diedral de orden 2pi. K, es ‘pues un sub-—

i

cuerpo de K y de todos los conjugados de K por los elementos
i.
del subgrupo de G generado por O .

Se indicard por ‘AN la clausura entera de A en N, y por Ak’



Ay ALi’ Ar s AKt , las clausures enteras de A en k, L, L, X,

Ki respectivamente,

Hipétesis previas ().2) . Sobre el anillo A se hacen ademis

" las siguvientes hipbtesis:

8) la caracteristica de %L es distinta de p ;

b) los cuerpos residuales de A son.perfectos §

H) p es inversible en A o pA es el producto de idesles maxi-

malesg. distintos.

2. PROPIEDADES GENERALES.

Definicién (2.1) . Sea A un anillo de Dedekind de cuerpo de
fracciones X, y L una extensién galoisiana de ¢ de grupo de
Galols G.Sea B la clausura entera de A en 1L, ¥y qj un ldeal pri-

mo de B. El1 subgrupo de G definido por:

D’p = {SGG-; s(’{j):'}j}

se denomina el grupo de descomposicién del primo qj en la ex-

tensién IL/oc .

Definicién (2.2). E1 subgrupo Gi(’p) i) -1 definido por

. - i41 }
6y () = {W_G i Yxea, 6(0=x (moay'th
86 denomina el i-ésimo grupo de ramificacidn de G referido a q] .

Proposicién (2.3). fios GiIXj) forman una sucesién decrecien~

te de subgrupos invariantes gg_qu . Para i suficientemente

— —

grande se tiene G

§ = I4, G—l z= Qp v Go es el subgrupo de iner-

1



cia de G.

Demostracidén: [17] Cap. IV 3)1, PPODL «

Proposicién (2.4). Si H es un subgrupo de G y K la suboxten-

gién correspondiente, los grupos de ramificaecidn de ':\j’n A, son

Demostracién: (17) Cap.IV 1. Prop. 2.

Proposicién (2.5). El grupo GO/ G, es glelico

Demostrecién : [_lﬂ Cap. IV S’) i Cor.1l a Prop.7.

Proposicién (2.6). Si seG_o, r.é:Gi T r(}s Gi-.-!-l’ iyl, en-

tonces srs T 1€G 311 8l y s6lo si s e Gl.

Demostracioén: [17] Cap.IV g:l Cor.l & Prop. 9.

Proposicién (2.7). Sea L una extensién ciclica de = de gra-

GO p, P u__l_'l__'ideal primo no nulo de A totalmente ramificado en

e

Ly ’]rs un _ideal primo _de AI tal que. ‘I:! = ',\jﬁA. Se_supone que

P divide a pA y que e es el exponente de F en pA. Entonce;
1

IN

t £ [—EE—-] donde [x] designa la parte entera de x, I
p-1

t es un entero tal que Gt(’}j)jyé Id. y G_Hl("p) = Id .

Demostracidn: [10] Lema III.1.

Proposicién (2.8). Sea M>L>xX , M separable sobre L y de

grado finito n, y sea C la clausura entera de B en_ M, si se de=-

s —— i ———]

—-—

signa por &B/A vy %'C/B los discriminantes de B sobre A ¥y

C sobre B respectivamente, se tiene:

S'C/A = 3— .N (S'O/B) .




Demostraclon: }:17] Cap III. (4 Prop.8

Pronogieién (2.9). Sea Houn idegl primo de A, L/x es no ra-

T s St bt

mificeda en o gi y s6lo gi p oo divide a ’9—}3/;1‘

Demogtracibn: [17] Cap.I1T g: 5. Cor.l a Teor. 1.

Proposicibn (2.10). Sea o el Indice de ramificacibn y f el

grado resgidual de un primo P de A en L, el exponente de P

en 9‘ B/A es igual n (e-1)f gi y s6lo si la extensién I/x

es moderadamente ramificadsa.

Es consecuencis de [17] Cap III 6 Prop. 13 y de ser

. £
“(}B/ = Np/e (%B/A) ¥ B (P) = P

donde % es 1la diferente de la extensién L sobre % ,

B/A

Definicidn (2.11). Sea V un espacio vectorial de dimensién

finita sobre % . Un sub-A-médulo X que genera V y es de tie-
po finito =mobre A se denomina una red cde V sobre A.

Si A es un anillo principal, se puede definir la red X di-
ciendo que es un A-mdédulo libre de rango igual a la dimensibn

de V sobre X .

Con la hip6iepis de ser A principal, (lo que se puede conse-
guir siempre localizando), se puede definir el discriminante

de la red de la siguiente manera:

Definicibén (2.12). Sea X una red de base {el,...,enS ; s

denomina discriminante de X respecto a la forma bilineal traza

Y se indica por '9 x.T al ideal principal generado por
’ .



det ( Tr (eigj)).

Proposicit6n (2.13). S8i X y X’ son dos redeg de V sobrc A tao-

les que X°CX, ge ticne:

19' = ‘8’ 0’L2

Xye X,T
giendo OL un ideal de A.

Demostracién: [17] Cap.III § 3. Cor a Prop.5.

Proposicién (2.14) . Sea L/z una extensién galoisiana de

grupo de Galois G diedral de orden 2p (p primo impar) y sea k

la_subextensién cuedrdtica correspondiente. Sea P un ideal pri-

mo no nulo de A ramificado en k, y sea FAk = ‘Flz . Entoneces

ﬁ en AL no puede permanecer nunca primo. Si ademds P no

divide pA, 'i'j descompone en A.L en el producto de p ideales pri-

mos distintos.

Demostracién: [12] Prop.III.3.

Proposicién (2.15). Si L/« cumple las condiciones de la pro-

posicién (2,14), sl ademds se supone A de valoracién discreta

Y que cumple la hipétesig H, se tiene:

a) &

|

p no divide & pA es "9'13/1{: FP_

b) si se supone gue p divide a pA y quse n no ramifica

an k o iene ’SL/k= 2(p-1)

c), si se gupone que F divide a pA, p ramifica en X, y

4.
es p mayor o iguval que 5, es /SL/‘K =Fp_ .51 p es

2L
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3 ge puede presenter un csgo cxcepeional.

Demostracisn: (12| Teor. ILI.L,

Propogicién (2.16). En lasg hipbtesis de (2. 14) ¥ suponiendo

gue A verifica la hinbtesisg M, S-L/k es la potencia p-l de

UI]. .t.()(‘[.’..

ée A.
F Lt

Demostracién: [12] Teor. III 1.

Proposicidn (2.17). ZXEn las hipétesis de (2.14), ses K un

cuerpo fijo por un subgrupo de G de orden 2, AK el anillo de

los enteros de K. Sea F un ideal primo no nulo de Ay N log
. ; b Q
ideales primos de AK que dividen a 'F . Entonces o N/K

es divigible por uno de 1los tgi- si y sb6lo si 'F divide a

%k/'i. y ¥ en este caso uno s0lo de los -’]Eji divide - N/K*

Demostracién: [12] Prop.III 5.

3 RAMIFICACION EN N. DE LOS IDEALES PRIMOS DE A

Proposicién (3.1). Sea F un ideal primo no nulo de A gue

no divide a pA, remificado en k, y sea T] un primo de A tal

que FAk = _‘F'J 2_. E@tdnees, 'F' es en Ay el producto de pn

ideales primos distintos.

Demostracién: Por induccibn sobre n.
n=1l, es el caso estudiado en (2.14)
En virtud de la hipétesis de induccién es "F" AI. ='\31...'D pn—-l.

Puesto que N/L es ciclica de ordem p, para cada primo ’\3 de AL
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que divide a }J g6lo pueden presentarse en ‘f"l los cagos siguiontes:

0
1) ’5{1 Ag =

:ﬁ.—
2). Pay = jj ’ B
3): quN = ’gl...’Pp.

Se ha de probar la imposibilidad de 1) y 2).

(queda primo)

Imposibilidad de 1). Obsérvese en primer lugar que por ger
N geloiziane sobre X , ‘todos los primos ’p i de AL que divie
den & un migsmo p:éimo -F- de Ak se comporitardn al pasar a A‘H de
la misma manera en cuanto a la ramificacién.

Sea. D- el grupo de descomposicidn de Tj en N sobre 2 .
Puesto qué en la descomposicién de 'ﬁAn, aparecen pn—l facto-
res primos distintos, el orden de D’]_‘:! es 2p, Yy por ‘tan'to_]),ﬁ
eg un subgrupo de G diedrai de orden 2p. Por permanecer ’Tj
primo en N. sobre L es H_l(_’ﬁ ) =H ¥y Ho(\_j) = Id. Pero ’Tj-

' ha remificado en N sobre , ¥ por tanto Go(,\_j)' # 1d, Por
~otra parte se tiene: Id = Ho(ﬁ ), = Go(ﬁ‘j_ JNAH , lo que implica
que GO('_‘p- ), ha de ser un subgrupo de D\—j de orden 2. Puesto

que _G:o("i_j ), es un divisor normal de D"-ﬁ y, 8e ha llegado a una
contradiceidn.

Obsérvese gue para probar esta imposibilidad no se ha utili-
zado en ningdn momento la hipbtesis de que 'F no divide a pA,
lo que significa que el razonamiento es 'tamb:’rén vdlido si F

divide a pA.

Imposibilidad de 2).

ph = F2 Fag=Poee P2  Paee
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. _ N 2p 79 2p — wr
implica, FAI\T =P 1 eee __Dnul . Para cada {pi oue Givie

de & _ﬁ P Dig' es un subgrupo de ¢ diedral de orden 2p. Por

"
ger ol orden de G’o((—ﬁi) igual a 2p es D_, = ('P ) . Puesto
que ‘IJ no divide a pA la carecteristica de A/P ¥y por tanto
la de AI'//}jJ es distinta de p, vy N es moderadanente ramifica-
de en ’]jl gobre L, pues el fndice de ramificacién de ']ffl
en N sobre L es p. Se tiene pues, 'Hl(ﬁi) = Id , y por ser
Hl(’pi) = Gl('pi)ﬂH ha de ser Gl(-’}‘ji) = Id ¢ Gl( ’Pi)
de ser un subgrupo de D=. de orden dos, y esto Wltimo no es

L

posible ya que Gl(Tji) es un divisor normzl de D=, . Entonces

P ?
G.(17.) = Ia :lJmpi:'Jca Go(ﬁi)/G (BN.) 22 ¢ (1))
1 Ps 1P o (Vi
y por tanto, por (2.5), Go( ,_P-i) ha de ser un grupo ciclico,

lo que contradice el hecho de ser diedral de orden 2p.

Proposicién (3.2). Sea F un ideal primo no nulo de A que

B
divide a pA, totalmente ramificado en N, es decir, FA.N = /\] 2p .

Sea G, la sucesion de grupos de ramificacién de G y H:L la suce-

8idn de grupos de remificacién de H correspondientes a ﬂ']_ y &

el entero para el cual G, # Id, G, =Id, y " el entero

= Id, Entonces t'= t2 y Y t

para el cual H,,# Id, H., .

€s un ndmero impar,

—— —

En efecto: Puesto que N sobre % ramifica totzlmente en ’]:]
es G-._'_l("“j) =G y Go(’\j) = G, La caracteristica de A/F es
P, ya que F divide a pA, y por ser 2pn' el Indice de ramifica-

cibén de ’P y N no es moderadamente ramificada sobre X en /P,



por taunto Gl(Ti) #I6 y t2z1. Por ser Hi = Gin Iy Gi divie
sor normzl de G, ha de ser Hi G, 4N H=H4# 1a si Gi A Id ,
pues Gi ha de ser un subgrupo ciclico de orden unn potencia de p.

Por tanto Hi.- = 1d @iy ablo gi G:EL = Id., Es decir +’'=

-

Para probar que t es un nﬁmelo impar, bagta aplicar (2.6) con
= € Go y = Gp y 1 = t . Las condiciones de ls propo-

J

gieién (2.6) se cumplen ya que por ser G"i £ I&, existe un G ¥

que pertenece a Gi ¥y no pertenece a G « S0 tiene sdends

it+l

tﬁ'paEO‘"P:‘:G“—sz # Id& , por tanto 16 P r,6' P¢G

i+l

1o que implica ttd; Gl es decir % es impar,

Teorema (3.3) . El digcriminante ,,9-N/k es la potencia

p-1 deun ideal JJ gde 4.

Demogtracida: Se procede por induccidén sobre el exponente
n de p. Para n =1 es la proposicién (2.16).
Puesto que N/L es galoisians de grado p, y I/k es galoi-

siana de grado pn’l , en virtud de (2.85 se tiene:
> Nk (9'L/k) N € g}H/:L .

En virtud de la hipltesis de induccidn es ’S'L/k = Ji"l y por

tanto,
(p-1)p 4
Se trata pues de calcular NL/k( %N/L . Para ello se estudia-



ré el comportamiento en A

i de los primos F de A,y se puede

suponler que A ey un anillo cde veloracidn digereta de ideal ma-
ximel [:J , Gigtinguiendo los diversos casos segin la ramifica-
cidén de ITI en N. Puesto que N/« es galoisiana, % N/x eg

vn ideal de A]“ G-invariante, por tanto, si FA]& = ﬁlP o 1
(X = Vs
es VPJ ( 1 N/}L) v FL( 9"N/l{.)°

¢ag0 2). Se supone que P no divide & pA. Si F givide a S}
£a80 &8 k/x.

en virtud de (3.1) F no divide a ,Q—N/L s 91 F no.divide

f9' ge pueden. presentar dos casos seglin que divida J
K/ F 4

0 que F no divida "71 o

cas0 azl) F/‘pr, F* %c/»x,, ' F/l/ ‘jl -

Sea, P un ideal de A_ tal que F‘jljﬁk. Si i mo ramifica en N,
F y 'S-N /1L son primos entre si. Supéngase pues que "]:T ra-

mifica en N, en virtud de las hipbtesis hechas sobre F ,

FI 'S'N/L' Sea ’P un primo de A ﬁal que /13 FAL Es /P“LN:TIP'

Puesto que Fl/ PA, (P*pA y por tanto la caracterfistica de

AI'/,F es distinta de p, y N es moderadamente ramificada en 'Ij

V/F (%N,/Il)
Fp e vy ’S'N/L)HF'UfF s i G-Ur™

- sobre L. Se tiene pues : = p -1 . Puesto que

n-1

VF (NL/k( 9N/L)) = (p-1)p .

En virtud de (2.8) se tiene pues:

vF(,SLN/k) = (p-1)p"",



bt ]
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oago 8,2) . P){pﬂﬁ, P" “l/g, ll\Jl .
Puesto que P \:}1, FAL he rompificsdo on AL ¥ poxr tanto serd
de la forma )
s - J
® I,—Fp%’ 1434 n-1 (i, 3§ fijos)
J L e
Si ’pi 0 no ramifica en A 'ﬁi A g—I\T/L son primos entre

gl. Si rawifica 1o hace total y moderadamente, por tanto:

,,P ("U H/L) = p=1 J VF (NL,/K(S‘N/L)) = (p“l)f,ﬁ g_ﬁ =
(P“I)Pn“(jri-l) ya.que £ JF = Dnﬂle por ser e, = Pj.

P

Por tanto, en virtud de (1) s=e tiene:

(p-1)p 11"(1 1)

Il

w g (I )p(p-1) =
P [o ) 4 v (T

VF("(}N/R?

Il

caso b, Si p divide a pA puede ocurrir que p divida 4(},
e k/x

0 que I’_\ no divida a .gk/% y en cada uno de ellos, que F

divida a Jl 0 que p no divida a Jl. Se tiene pues:

caso b,l.l_ o Pl DA, H« Ky F,lz Jl

Sii FAL no ramifica en AN, no divice a /S'N/L. Sicramifica

puede hacerlo ho noderadamente. Sea /p un primo de A.L tal que

le P A ¥ PPA'N =-}3 . Pueisto‘ que /]j ha ramificado totalmente

en N/L es v’F(g'N/L

cual H{;(?ﬁ) AId y H_b_!_l(”v) = Id. Teniendo en cuenta que A

(P 1 f|:+1j giendo t el entero para el

verifica la hipétesis H, y que I, es galoisians sobre XK , se

puede aplicar (2.7) con e=l y puesto que p23 se tiene t=l.



Es pues v, (¥ = n-1
P N/L Yy "ar-‘.-j 1/1{(’9' .- = 2(]3 1)“
e e we =
y por tanto VP (’%-‘1\' /]-:) = 2( y-—l)pn :
,C -
9_{35{) boj-.ae PI pA, F4 '1)1:\_'/‘3’-‘ ] F,Jl

Bl mismo razcnamiento gue en el caso anterior conduce a
( by ) & (p—l)('t‘é-.l)
ﬁ N/L .

fp‘ P A . Puesto que P]‘jl’ ’p ha ramificado en A, con

giendo ’.[‘J wi primo de A tal que

v,p(FAL) & pl 1<i4dn-l, i fijo para todos los primos
de AI. que dividen a PAL, siendo F un primo de Ak gue divi-
de a PAk Se puede pues zplicar (2.7) con e:pJJ y se tiene
. e A '
para t la siguien‘te acotacién : 1 £ ¢ £ [pi'l/(p—l)] es de-—
cir 1% - <Zp . Por tanto:
=0 ;
= (K . J 1i = Y
vs (N V) = (B1)(p-1)p jHi = nel

Y como consecuenciac

M ( ’9'1-{/}:)

('t-!-l)(P-l)Pj + Vo (Jl)p(p-l) =

p(p-1) ((t41)p7™ + v, (J )

]

de donde resulta:
_ j"'l £ j
ve () = PE-1((2)277 4 vy (J))) ijillép

easo b,2.1. s | P4 p| BLk/,,L F/}’jl )

Puesto que Pl»S—k/% es P%{:‘Pz y si qj es un primo de

" AL tal que ’\jl 'l\"jAL, que ramifica en A , se tendrd
v e — -L - . E ni’ 3
’{:!('S_N/L) ($+1)(p~1) . Puesto que por hipétesis p no ha

ramificade en L/K se puede aplicar (2.7) con e=2 y se tiene



1 £ % € [Ep/p-»-l-‘ y ¥ puesto que t es impar, serd t=1, gi p >3,
y t=1,3 si p=3. En aumbos cesos tLL  es un nimero par y tenien-

do en cucnta (3.1) resulta:

v (0 (Syp)) = (310 (p-20p"
y por tanto:
VA (NL/};( ‘9'11/1,))' = 2(p-1)p" si p>3

i (N € S“n /L)) = 2t (p-1)p™t i=l,2 8i p=3

resultando finslmentes:

v{, (S-N/k) = (p-1)p*t i p>3

Vo (3N/k) = Zi(p—l)pn"l i=0,1 sl p=3

ceso b.2,2. FlpA, FIS’k - P]Jl .
Razonando igual que en el caso anterior es v (‘SN/I
donde Yf es un primo de A, tal que ’}J‘l p A. Puesto que '}T

ha ramificado en AL con 913 =p:L la acotzacibén de t vendrd da-

L
i'!'l/(p-l)] osea 1< t<£ 2ij

J=°
condicibén ademds de ser t un numero impar. Por tanto:

da por 1<% t% [2‘9 —

v (O (S p)) = (81)(p-1)p7 JHi s n-1

de damnde resulta:

" (1 %-N/L)). - 1/2 (+41)(p-1)pd 4 =n-1 + imper ‘

88 tiene pueg:

)=(t+1) (p-1)

N



vy (&N/k) = p(p-1)((t42)/2)p" & ¢ (J)) JHi=n-1

M-
'5-1

1 £

(e 3

£2

70
1 (mo )'

lli

Corolario (3.5). Si P &3 un primo de A izl que Pl(}k/as

entonces: . px—-l . 2pj
M on 1l=|0 ’P 2 itj =n

En efecto: S1 19'1«:/ y P/I/pA en virtud de (3.1) pfJ

———

y por tanto se ticne Ij AN p ﬁpp 3 (Pues 0 que 'IJ

no puede permanecer primo} que es la expresidén dada con f=n’

y j=0. Si F},%‘k/:c ¥ F‘ J  entonces por (3.1) FJ PA

" & w2pd — 2pd

= .o s . - ( '-C: . . .. .

F N -:ijo pi—l itj = n 1<£j&n (i, fijos)

que corresponden al caso b.2.1 de (3.4) si j=1,y al caso b.2.2
..

de (3.4) si j>1. En particular, si J=n es FAN =’pzp

¥y la extensidn K/2  es totalmente ramificada en ;ﬁ .

Corolario (3.6). 2(p-1)
/SLN/K, _ 491%/1: \-7-

En efecto: Aplicendo (2.8) es:

'SL% =( ¥y P (.w L (V)

¥y por tanto en virtud de (3.3)

n
Vi = Py B g2



4 RAMITICACION EN K DE LOS IDEALES PRIMOS DE A

Prm:arm:i.cién__(/z._ﬁ) Sca p o idenl primo no mylo de A, y

wi idezl primo no nulo de ﬂK dal gue 'u \“1 . Intonces, si ‘ﬂ

[ ——

givide O

p divide ¥

/K, k/x °

En efecto: Por ser K y k subextensioneg de N linealmente dige-

juntes sobre 2 , gi (W w2} g una A-base de A]c’ wl y w

1!

son linealmente independientes sobre A.K. Loecgalizando en qj ge

2

puede suponer AK prinecipal y 8i X es la red de N sovre K gene-

) su discriminante , en virtud de (15.1),
2 'y

reda por (wl, W
—— - I T 54 : Ob
es B'X P '9'1{/ AK Por (16.1) se verifica 49-' N{K

donde Ol es un ideal de AK Por tanto '9‘3/ AK 9‘/1{ U‘L

2

divide ‘9’]{ / s . En congecuenciac:

Flﬁ\g , mg’Nm ' gN/KI 9k/x => P]%k/:c ’

Eg decir S—N/K

Proposicién (4.2) . Pera cade ideal P;O de A gue divide "(}k/
x

primo, existe un ideal primo lpi de ‘AK Yy uno s6lo gme divide

& F X‘Fal que ’Di d:.v:.deg_ %N/K'

J
p =1
En efecto: En virtud de (3.5) si P\ 91(/% es F AN:T]_

’ps

con i+j = n . Los grupos de descomposicién -Dg“ﬁs en N/ de
los primos que dividen =a F son pues subgrupos de G de orden
2p1 y por tanto diedrales de orden zpi. Sea h <’C, P >

el correspondiente a :po (esto es siempre posible mediante

o 2pl



un cardio de subindices gi es preciso) y sea Ki el subcuerpe

de N fijo por hi’ Ki es un subcuerpo del cuerpo K que eg el

T > - \ - LT 3 o5 = e "/___j ¥ 2
gubcucrpo de N fijo por g. Los qjs 1€s S p=1 S0N conjusne
dog de QJO por los automorfismos internos de G que transfore

. A 8,5
man ﬂ$0 en ‘Di& , es decir, 1js =6 (¥)o) :

Se tiene:
y pd1 .
. 1/2 —
g = (Mg p (0P L)) = My e "I.-‘;'::‘O fs(ﬂo))p
pj—l 5 Pi
Ta:o’ (N (6 (qjo))

donde i(YJAN) representa el homomorfismo de inyeccién . Si se
—— s —
pone qjo = %jo(‘AK y 135= Hﬁ/K(G‘ (1j0)) RS
g 21
- T e
P Ay o 8=l s
Y se tiene F AK descompuesto en el producto de pJ ideales pri.-
mos de %K’ que se verd que no son todos distintos. Puesto que
N es galoisiana sobre K de grado dos, el ntdmero mdximo de pri-
mos de AN que pueden tener la misma norma en 4K es dos, y uno
serd la imagen del otro por v¢eg. Por tanto:
=1j &=> =z(T )
n@sl 52 ljsl ﬂsz
Pero: '
— 1, = —_ 8, —
= G (\j) y 'ﬂ =6 (Y7,)
X]sl o s, qjo.

por tanto

e



Fg decir, los primos ’XJ son dos a dos iguales., Se ticne

8

pues:
i Pi 2pi . 21}:‘L
FAK :Pq ﬂl J{j l/2(pj-l) C(2).
donde los primos y que aparecen gon todos distintos entre gi.

Por tanto ﬂo y sélo p 8 ha ramificado en N sobre X.

Proposgicién (4.3). Nk/o(. (S-N/K) = 19'1{/% :

En efecto: En virtud de (4.1) y (4.2) es vy, =P ... P

y IQ-N/K Py ...’rﬂi_’ donde para cada i, 1l<i&r es ’pl\ Py

Sii PlpA, puesto que /2 y N/K son de grado dos, serdn am-

bas moderadamente romificadas y por tanto 9—1{/35 = Fl'" P "

y S'N/K =Ipl'"$r . Se tiene,
M/ e Dusd = TT N/ (J2) = le

- donde f es el grado residual de "’ji en la extensién K/ .

¥

Teniendo en cuenta la expresibn de FAK dada en (2) de (4.2)

es;
. i
pnzpi ( f 4’2:& +oo.+2f . )?/p .P =p

’po ’PL .pfi‘._l..



1o que implica ﬂﬁo =1 . Por tanto iﬁ} = 1 para cada xjj
L -
de A, guc divide a un 1]. de A gue divice a 4 y CON 10
K i k /e
cual gueda demostrads le proposicidén para este caso.

X i Q.
Si R?pA \'g Pli;kfﬁé

S P L

R,

En este caso, las extensiones N/X ¥ k/0¢ pueden no ser mo-
derademente ramificadas y el razonamien%o gnterior no es véli-
do., Congiderando las cadenss de extensiones NOkOX ¥y

N>Kox ,se tiene ﬂjﬂo\ﬁ\iﬂ y ﬁjﬁ )

Ve
vanente. Si se completa A por F , s tiene €l anillo Af: de

A
valoracién discreta y cuerpo de fracciones ¢ . En N/ es

O\F respecti-

- = 2 L
1313;. T

definido en [17] Cap.II%3 T.13ii} N @ L se identifica

= 1 , por tanto en virtud del isomorfismo

al producto de Pn cuerpos cuadrdticos que son completados de

N por los primos 131 . BEs decir:

pnl
~ -
N@oc =T A r._ -
© g N_:F.c y N,pi.:t, =2 .

Por ls misma razén:

N A [!\ A
k® x =k y k- '] = 2
xi B P
A A A A

Puesto que N_ 2 k-2 ha de ser N~ = k_ .

’p‘) A F A % ‘pO _!_J_'
Por otra parte N-2 K. 2>x § puesto que JWj ha remifica-

o Po -

A
doen N/K es K, = % .
Vo

L)



Teniendo en cuenta [17] Cap.IIl &-,»4- cor. a Prop. 10, ¥ que

}‘j C b, es ¢l Ynico primo gue divide a Pc_A ¥y que ramifica

N = , . reser

en A.N es 9’ /Ix '\“j , S—N/I{ donde »N/K representa el
A

jideal de (4A,) generado por 9’ . « Por andloga razbén es
o N/X

Sf\ A = 9’ donde 3' represents el ideal de

}C*F‘ /CLF k/x : /o
A
AF generado por ’9' x/e

Puesto que 9" /L]j = 9 /5:; resulta S-N/I{ = 9'1{/3:' .
)

T i

1/2(p"-1) p-1
Teorema (4.4) . 9" /9"

K/ X/ J
En efecto:
2 p" 2(p-1)
SK/:I:NK/ &/K)._ 9'1~r/:c> "’S'Ic/mj -

En virtud de (4.3) es:

p"  2(p-1)
_ &K/»- 3 - J -

k/x k/x

lo que implica el enunciado del teorema.

Teorema (4.5). Sea p un primo no nulo de A, p ramifica

—— s et

en X/ si y s6lo si F d1v1de g r9’K/ ; si P divide a
gk/mff FAK /p ’p ...1/2(10 I_1) g_gf_li__xjfi;josm—

diendo tomer los valores O €ifn-1, itj = n. Bi no divide

i 4 i -
& %k/oc es Fﬁ:ﬁg”ﬁi...vﬁj donde i y j son fijos

Jy pueden tomar los valores léién—-l; j*+i = n.




En efecto: Es evidente la primera proposicidn del teoremsa.
S F divide a S.k/o:, la expresidn de \:1 AK es la obtenida
. s 0 . s
= v . - [ - d r d d i L, f s 3 -
en (4.2. (2)). si F no divide a Vol y ramifica en K/x
en virtud de (4.4) F divide a J y por tanto ramifica en N/k.
Puesto que P no ramifica en k/a. se pueden presentar los dos

cashs siguientes:
i

a) P%=P1?2 ’FlANz'p ’Tj_ con 1&1321,

id]

¥y puesto que F2= Cpl es FAN f)qu]p ”.»pp:;cpp

y por tanto PAK_ N/K(J'F ) —’pl ’Yj j donde

,gr = NN/Kqj ) = NN/I{(t(pr)'

S i

b) FAk:dﬁ FAN "p’l p' con 14 i4n-1 i-!—;]:

Si “g es un primo no nulo de AK que divide a P , en vir-

tud de (4.1) (\g no ramifica en N/K por tanto:
i

— 1/2 _
N/K pl ’ )

1/2 _

. (‘jp

~ vy 2 :
donde NN/K( ’Pi) =Tji puesto que el grado residual f?f. es 2.



CAPITTUL O IIT

BASES MHORMATES . CASO 2p™ .

INTRODUCCION .~ Se supone en este capltulo que A es un anillo
de Dedekind de cuerpo de fracciones X , y N una extensibn de
.. L geloiplana, de grupo de Galois G, finito; K es una subox-
%énsién de N, no galoisiars sobre ¢ cuya clausursa ;aléisiana
es N. Se generaliza la conocida definicién de base normal en
cuerpos que son extensiones galoisisnas finitas, al caso de
extensiones no geloigisnas finitas., Se da una definicidn de
A-base normal del enillo Ay de los enteros de N, y una defini-
cién de base normal y base casi nﬁrmal pare lag clausuras en-
teras de A de subextensiones no galoisianas'de N. Se rerticula-
riza finalmente al caso eﬁ que G sea diedral de orden.2pn, ¥y
se da pera este caso una definicibén de H-base para el anillo
de los enteros AK de K., En la hipétesis de existencia de H-ba-
ses para A e imponiendo al anillo A y a la extensién N/ x
algunas condiciones complementarias, sé demuestra que el anillo
de los enteros Ay de N es A(G)-1libre, siendo G el grupos de Ga-
lois de la extensién N/ . De la existencia de H-bases se

tratard en el capitulo IV.



o

1. DEFIRICIOKES Y RuSULTADOS PREVIOS

Proposicién (1.1). Sea K un cuerpo cxtensidn sevarshle finie-

o, ée €, N la clousura galoislana de X gobre x , G el rru-

——— birmacn

po de CGaloio de N gobre x ,y g el gubsrupo de G gue deja i~

jdo K. Se supone [I‘T='J:]= n y [K:w]=m. Sea QcN 1zl gue

¥N= x[c]-0 3y

dim o-——-:m-

t

(G'i) un gistems de repregentantes de

las clases por la derecha de G, médulo g. Entcsncef._:_ 91— =

Mam ! el = o) o
i N/K( 5 19 ) forma wna X -base de K, (es decir, una bag

de K como espscio vectorial sobre 2 ).

=

En efecto: Sea ¢ K. Es =-'Z—. 2 P (0) donde
=1

(Jje G ¥y Pije » o , puesto que KCHN. Agrupando los sumandos

por clasges por la derecha uédulo g de G, se tiene:

mmo m
o= g (g_ A33T40; (9)) €8
- ¥y por ser K fijo por g resulta‘

X = T, Z_ Z:? thtic“(e))

=1 J=1
para todo Ch(:_-; g. Puesto que 6 es una X ~-base normal de N
lags A 13 que corresponden & un mismo valor de J son iguales

entre si. Se ftiene pues para cada «¢K ,

P

m n:m ‘m |
o = Z_(Z__'C))Aj(j(e) =Z_j ﬂjTI‘N/K(G‘jQ)} .

i=



Evidentemente, los elementos Q. = 2 Ci( 6"1. 6) son

linelanente independientes sobre L .

Definicién (1.2). Ia X ~bame de K formeda por los elementos

eie‘ K definidos en la proposicién (1.1) se denomina une

bagse normal de K,

Definicibn (1.2). Con las hipb6tesis de (1.1l), sea Qe tal

que Trl\T/K( 6"i e) = 91 es una X ~base de K, pero sin que
0 sea una base normal de N sobre X . Entonces se dice que

los Qi forman una base pseudo-normal de X sobre X .

Definicibén (1.4). Sea A un anillo de Dedekind de cuerpo de

fracciones 2 , y N una extensidn galoisiana finita de gru~

po de Galois G. Sea AN la clausura entera de A en N.Si existe

v
un ©€Ag tal que Ay = A{c]-© , entonces se dice que O
es une A-basgse normal de AN. Es decir, A‘N posee una A--bage nor-

mal si como A[G]~médulo es isomorfo a afe].

Definicién (1.5). Sea A un anillo de Dedekind de cuerpo de

fracciones ¢ , K una extensién separable finita de 2 , A’K
la .clausura entera de A en K y N una clausura galoisiana de
K. 5i existe un O€N +tal que N =x[G]-6 , ¥ un sistema de
representantes (G"i) de clases de restos por la derecha del
grupo G(N/x ) de Galois de N sobre L , médulo el gﬁpo
G(N/K) de Galois de N scbre K, tales que Ty (G, 6) =09,

Iforman una A-base de AK , se dice que las &) i forman una

i
ob Ja7 4



A-base nornsl de %

i

Definicidn (1L.€). 3i se cumplen todes las condicionss de la

definicidén (1..5), selvo la de ser I = JL[G]--"& , @e dice enton-—

ces que lag & forman vna base pseudo-normal de A, regpecto A,

i K

Definicién (1.7). Con las misnmag noteciones de (1.5), si exis~

te un G€EN tel que N = 2[G¢]-0 y un sistema ( 6,) de ropre-
sentantes de clases por le derécha de G(/x ) méaudlo G(N/K)

m s i 1 A = ity ®
tales que 1, J'rI‘I/l{( 6‘29 ) = 92 veses Tr (GSQ) = 98, S=nz:n

N/K.
forman wna A base de Ay, se dice que ( 1, 62,..., @s) es wna

A base casi normal de AK'

Proposicién (1.8). Si AK admite uns base normal sobre A, AK

admite también una base casi normal sobre A.

En efecto:Si 81, 0 65 es una A~base normal de A‘K’ en-

2'000,

tonces 1, 32, cees 93 es una A bese casi normal de A,. Pues:

s
S _ -
1€a, =» 1=3, 80, a, € A,
i=1
¥ por ser 1 fijo por los automorfismos de G(N/« ) 1los a, han

i
8
de ser todos iguales entre si, es decir 1 =a ) 93’. acaA.
i=1

a g s m
Ademés i:i ) , = 12:1TrN /K 5-;,;(6 ) = 1Z=1 %1. c 56 i_e =Tr /I(e )

s 5]
Puesto que Zaj,eAK y TI'N/Q:(@)GZIL es 5. 0 ¢ AN x=A,

i=1

8
Por tanto ZG.LQA% a es un elemento inversible de A, y
1=l '



l 0 L o es 1 2, "“'..:!?.s - 31:3 "
(1, Y,5...,0) es una A-base de A,

Observeeibn: Tl reciproco de (1.8) en general no eas cilerto.
Un contreejemplo se encuentira en rloj Cap.ITI ﬁ 8 mnota.

Proposicién (1.9). Fn las hipltesis de (1.5), si A, nosee

R

vng A-bese normal, lasg trazas sobre oo de los elementos de os-

. s

ta base son elementos inversibles de A, y por ianto TrK/Oc(Aglzﬁ.
En efecto:
I Yoo o i - 1
y en la demostracién de (1.8) se ha visto que TrN,a:(6j163) =
/

Zei vy que Zei es un elemento inversible de A,

Proposicién (1.10). En las hipétesis de (1.5), sean K y k

dos subextensiones de N linealmente disjuntas sobre o¢ ; si

AK Y Ay poseen A-bases normales, entonces N/oc es moderada~

mente ramificada,

En efecto: Si AK y Ak poseen A-beses normales, en virtud de
(1.9) es TrK/dz(AK);= Ay irk/d;(Ak)’= A, por tanto existen
Qc’eAK Yy wea, tales que Trk/m(w),:= 1l y TrK/x (o\J) = 1.
Entonces Trﬂﬁx,((?uJ);= 1, v puesto que ?LOQAN, TrN/dL(AN)=A

v N es moderadamente ramificada sobre XL .

Proposicién (1.11). Ses N/p galoisiana de grupo de Galois

G diedral de orden 2n (n inmpar), H el subgrupo cfclico de G

de orden n, g un subgruvo de orden 2, K el cuerpo fijo por g,

Ap ls clevsura entera de A en K. kntonces, si Ay posee una



A-base pseudo normal y lg cerscteristica de ¢ es distinta de
dog y de los primos que dividen a n, A, posce una A-bagse nemanl,

dx

Bn efecto: Sea O€¢N a2l que Qi = {;‘19 & “Ui“j'@ 0 <i& n=-1

Tormen wna A~boge pseudo-ncrmal de AI’" Por (1,6), entre @ y
4 :

sus conjueedos por G existe una relacidn de 1la Tormas

n~-1 - 3 j
Z ajﬁ— O rared® =0 aa.j,at’, € X no todos
j=0 J J nulos.

Haciendo operar sobre ests relacibn (1 + (,)*"1 04£i< n-1,

ge tienen n relaciones de la forms (COD gubindices calculados mecd r

Z (a, ,*+ 3‘5»}1)(1 4-‘6)'539 &

jmod n 97

que pueden escribirse en la forma:

z (a, .+ a7 .)8., =0 a. .+ a’, ,e€X

j mod n Jj=-i jbi J j=i =i

Puesto que Qi gon lineelmente independientes sobre & , es
a, .+ a’ =0 para i,j= 0,1,...,n~-1, De estas igualdades re-

sulta: -a/ = a, =a  para 0<i€ n-1., Por tanto:

i
n-1 n-1
a A0 ¥y a(l—t)Zé‘JQ =% (1-3),;26_39:0.
° J=0 Jj=0

Sea AcA, no nulo tal que rrrk/m( 2),=0 y @’'=6+)7 . Po-

: /
niendo Gj'_ = 519'4- CG—iQ' y es Gi =@i Y

n-1 N
>_ a8 (1-t)6’0 =2an}.

j=o




Puesto que :-LO# 0 ¥y ’)n,l 0, gi la caracteristica de =¢ cm dise
tinta de dos y de los divisores primecs de n, 2e,on ?\,:é 0 ¥

v
ei es uns A-base nernal deo AK'

Definieidd: (1,12) ¥n . las condicionds de (1.11) y suponienda
n25, ge dice gque un par (c? ,x.jJ) de elementos de A]’; es una
H~base de .!'-‘.K, sl los n ellementos: i, @, ht/, 6”11{; 4.6‘—1({) :
G“i(]u 4 G“Hi L]'J 5 Lcig (n=3)/2 aghde 6 es un genzrador de H,

forman une A-base de ILK
Nota: EL1l caso n=3 he sido estudiado en 11 .

Proposicién (1.13). Sea A un anillo de Dedekind semi~local

[reepd

a2 extension paloisicna de gru-

oo &)

de cuerpo de fracciones X, L

po de Galois G, B la clausura entera de A en'lL, sl L es modera~

demente ramificada sobre ¢, ¥ la caracteristica de xr no divi-

——— f————

de al orden de G, entonces B es A (G]-libre.

Demostracién: 12 Cap:II 6 Cor.

Propogicién (1.14). Sea A un anillo principal Y x Su Cuerpo

de fracciones. N una extensitn de x galoisiana de grupo de Ga-

-

un subcuerpo de gra-

"

lois diedral de orden 2p (p primo ilmpar). K

do p de N, y k el subcuerpo cuadrgtico. Si la caracteristics
de o no divide 2p, si A/pA es isomorfo a Z/pZ _y ALY A

poseen A-bages normales, entonces A, eg A(G]-libre.

[ -

Demostracidns [12].1‘@,01‘. V.50




I~
A~

n

-

g. BABES I;OI{LJ‘A-EJ-LJU D3 ; ,.q- CASO f-}}

En eate pdrrafo las notaciones gon las de (IX.1.1) v el ani-

1lo A se gupone en’'algin ¢aso que se indica, o principal o A/pHA
finito

Proposicion (2.1). &i A, posee wna H-base (1.12), entoncos:

L

ue 'l‘l"K/OC(tp)J:hK/“(LIJ) =14,

a). gi p es inversible en A, Ay posee win N-base ((‘;l;), Y) tol

b) si pA es un 2l maximel de A, A principal o A/pRA finmito

1) Si K es moderadamente remificada en cads primo ’]{j de

[~

A‘K que divide a pA, sobre . , AK bosee una H-base

AME: BN ey BEIEE

(LP,qJ) tal que TrK/m_((_?) = TI‘K/:C_(\{)) = 1.

s —

gin prino $ que divide 2 pAs Ay posee una H-base

(c?,qz).- tal que ir/ (@) = 1Ir K/ (¢) ¥y puede

i :
ser O 0 P donde 14 i4n,

et s e =

Demostracidn:
- | Y, H-ba =
a) Sea (q y ') - vmA H-bage de A, , con Tr /@_(q)) T ¥
n o - —
TrK/m(q/) = U, donde T,UcA. Puesto que p es inversible en
A, T/piecA y U/pne A. Se consideren los elementos ( =(f’-—£‘/pn+i/?n

LI) = LV'—- U/pr.l;_‘-(/[;-_que evidentemente forman una H-base de AK , ¥
gse tiene, 'l‘rK/m('\?) = TrK/o(‘, (lf/) = d.-

b) Si pA es maximal en A, pA es pwimo en A, ¥y teniendo en cuen-

ta las expresiones obtenidas en la demostracién de CIT:452)




se pueden presentar sbdlo los dos casos siguicentes:
1) ¥ es moderadamente ramificoda en cada prino ’\]j de A, Qque
A
divide & p_.fLK, gsobre oC .

2) K no es moderadamcnte ramificada sobre X en 11111{;1&11 vrimo ﬁr‘i

de AK que divide Pl

o Qe o — C.‘_L { = M -
1) En este caso es e (fs. ) A ., Sea TI‘K/;I_: (c?) Ty

TrK/m(L}") = U. Se tiene 1K/ (3] = ”Pn ’
rr e (6709 +67H Y ) = 2r an, (SHy) +eTHYY) =

: . n i
por tanto, U, T, p son generadores del ideal Tri, ks

(A )= A
<8
y por consiguiente 6 U, 0 T no pertenecen a pA. Sea T por ejen-—
plo el que no pertenece a pA, Eutonces, existen a,bcA tales
que af + bpn = 1l. Poniendo LP” \]D- aU L{J - bU 4+ 1 se tiene:
my, _ Q1
TrK/x(L{J ).. =p , ¥y puesto que
61w + 67 =t y" 167" + avU(6? g+ LF') 120U - 2,
((_?‘, ky") forma uns I-base de A‘K Poniendo ahora:
| ’ il
CP = aCfJ < b l{/
n,. 1 "
ki) .-:(a-—jp),f.{) -!-(b-l-T)qJ
se obtiene una H-base (L? ,Ll/) tal que (u")) = Tr X/ (L}u).—_ Ta
En efecto:
6 1L?-.L G ﬂl(*f
i -1
A

a(6 iup‘ + c:—"in:i Y+ b ( G'iL,U"-.L G""iq)”)

(a - P g 467 + (0 4 (g s TN,

-



<
-~

Pero a b

n ;
a~p bl

por tunto, se pueden exprassar (Gjhﬁ+ Gfitf)) (Gﬁqﬂ+ Griqﬂ)
como corbinacidn linewl de (Efiq +<Tmi(?)j (G'iqf+(T"qu) a
coeficientes en A, por 1o cual, 1 , W,tf, @jtfé-ﬁydtP,iyiqﬁ¢G"”iy
1< 1< (pn;3)/2 fTorroen vna A-base de #K’ ea decir, (cp,ky)

es ung l-base, con Triyku(te) = T#K/x,(4”) =1 .

2. En este caso es Tr (Ay) # A .(Ver nota al final de la
B/x K |
proposicién). Se ticne:

TI‘K/x (1) s pn

5 n
y puesto que pA es maximel y por tento primo TrKVblﬂAK?:= p-A

donde i es un nlinero fijo comprendido entre 1L y n . Si i=n

UepA y Tep A => U/pcA y T/p°€A . Haciendo :

<f = L?‘— T/'pn kp = q)'uU/pn , evidentemente (Lp,ky) es
mthﬁmede%{-mlqm T%{x(wl= ?%Vx(wlzo'

si i<mn, puesto que pt, T, U generan TrK/a;(AK) ocurre
que 5 5 U pertenecerdn a piA ¥y no pertenecerén a pi+1A_
Sea por ejemplo T. Entonces T y pn generan piA y por tanto
existen a,bg A +tales que al & bpn = pi . Poniendo piT'= T

es al’ 4 hpn_i =1, Sea U= U'pi. Se define:

\P“? gy aU’¢p' 4+ DU+ 1 |

y se tiene TrkyBC(Lyh = p.,



Poniendo

!

({} - H"’i L b \l’”
i

se conpruechba que ( ¢ v%’) constituye una H-base de AK va que

(a - pnﬁi)(fi+ (b + T’)Mﬂ‘

g&-p = bR’

¥y se tiene:

tre s (§) = o, (@) =00 .

Nota: En el caso 2b de la proposicidén anterior se puede asegu~-
rar que TTK/OC(AK) A A en virtud del hecho siguiente:

La traza de K/« de A, es exhaustiva si y sélo si para todo
ideal primo F de A, existe un ideal primo 1} de AK que divide
a F Aps tal que la extensién XK/qa. es moderadamente ramifica-

da en qj o

Para su demostracidn ver: [3] 1l Prop l.-

Proposicién (2.2). Si Ay posee una H-base con TrK/x_(Lf) =

T#&ﬁx (q)) entonces AK posee una base casi-normal, y reci-

procamente.

Para la demostracidén de esta proposicidn se requieren los

siguientes lemas previos:

Lema (2.3). Sea M un sub—A{?]-médulo proyectivo de A gue

contiene AK y Ak y sean y LF dos elementos de AK que tie-




nen lu misma traza sobre 2, entonces existe un elemento (el

e e Tr.. ., 1) =W 3 o 2
Demostracidn:g
M es A[G]-proyectivo =3 M cohomologicamente trivial.

Se congidere primero el caso ul; = 0. Entonces TI‘K/ ‘ ((_i} ) =
Try /%(L,l))} = 0 . Puesto que M es cohomologicamentie trivial y
AKCI-.-I es el conjunto de los elementos de M fijos por g, =i

‘ A o) o
I, designa el ideal de aumentacién de zlc) y H ¥y H  los
grupos de cohomologia modificados en el gentido de Tate de In-
dice O, [17]Cap VIIO1, se tiene:

2(g, 10) = *x / trp ). =0 FF A= Tyull

Puesto que U((:AK existe un uwe M +tal que k{) = TrN/K(u)
y tal que

TrN/m(u) = TrK7q;(TrN/K(u)) = TrK/x (\_}J) = 0.

Ak cCl == TrN/k(u) c Ak

Trk/a;(TrN/k(u)) =0 == Tx'N/kEu))e ker (Trk/x(Ak))"

ﬁo(g, a )= o Uy Ay’igak =0 =>

ker( il l(Ak));-IAK .

Por tanto, existe un v&A, tal que TrN/k(u) =V =CV.




/\0 Ak
d) = P 3 = et = Ty v =re axiate
H (H,M) / T3 N/k(M); 0 =3 by, MN/}:(I ) > exlste

ye M be e Ir ") = ¥ . Por tant (O = Z ) =
wel tal que uN/k(uu) T Por tanto T.LN/}{(U (¢ td )) 0.

A = m T s . J“ i 2 3
H (H,M) = ker(fey 5 (W) /Im T 0 & u~ (W-zW)eIM

Puesto que H es cifclico, JJ_HM es de la forma (G- 1) M don-
de 6 es un generador de H, ¥y puesto que 2 no divide a P, & .
es también un generador de H, por tanto IHH = (g -G“"J)M. Exig-
te pues un elemento G'e M que verifica u - (w-<ctw ) =
(6"-‘3'_1) ©' . poniendo 6 = 6'- ¢ @' , evidentemente es

TrN/K(Q)} =0 y Tr, (G0 )=y,

N/K

Val
Sii g # 0, puesto que Ho(g,M) =0 ¥y ‘fE'AK’ existe un

1 B 1 _ l_ ~F
elemento © € M +tal que TI'N/K(G) = . Sea Y=1Tr , (66 ),

N/K
Es TrK/oc(fq’: Lf)') = 0. En virtud del caso anterior, se puede
i if = i
encontrar un 9 € M tal que TrN/K(G} ) =0 ¥y TrN/K(o 6") =
/
¢y - k}/l . Poniendo O =0 +0" es inmediato que

TI'N/K(Q) m(.F y TrN/K( 56 ) zq-’-

Lema (2.4). El elemento € determinado en (2.3)) es tmico sal-

—— — ———— —— ——— e e et

]
En efecto: Sean O Yy @' dos posibles soluciones, y A = g -0
: I
Puesto que TrN/K(G) = TrN/K(G) =q y TrN/K(() Q) =
by _ LT = TA+ T6 A =0
TrN/K(GG)_k{),setleno. AL’ O y GA4 L

'y como consecuencia A = 6’23 y por tanto A éAk.



Obsérvese que en las demostraciones de (2.3) y (2.4) no in-~
terviene en ningtn momento cudl sed el entero n que determina
el grado Zn de la extensidn, y por tanto son las mismas dadas
en {12] para el ceso n w p . 9in embargo, dada la importancia

de los mismos, se ha creido necesario el repetirlas aqui,
Corolarios & log lemas (2.3) y (2.4) son los siguientes:

Corolario (2.5). Si N/xc es moderadamente ramificada y

[? ,qj son dos elementos de AK que tienen la misma traza sobre X

Try () =¢ ¥ Tryg(ce ) = .

: | i = .
Dog elementcs © ,0'€ AN que cumplan estas condiciones, di-

existe un {9&& tal que

fieren en un elemento A de traza nula sobre A.

Corolario (2.6). Si ¢ »{/ gon dos elementos de X gue tienen

la misma traza sobre xX , existe un elemento ©€&R 1al que

TrE/K(G ) = , TrN/K(G'G ) =¢ , y dos elecciones distin-

tas gg @ difieren en un elemento de k de traza nula sobre x .

— e —— e e Wt

Demostracién de la proposicién (2.2).
En virtud de (2.6), existe un Qe N tal que 4+ 20 =<{
60 +tF @ =y . Poniendo 91-_-619J,t6"19 se

tiene Gozq , © =¢ G‘jZf-I- O'_ic_Pszi-l-e

1 sl

i i £ (9%
& \\#J S LP = Qi.!.l L e_i+1 con 1 i (P 3)/2 ’

por tanto, los elementos de la H-base se expresan por medio de

1y de @j_ linealmente. Estas mismas férmulas permiten cal-




cular las ei linealmente en funcidn de los elementos de 1a

H~base.

Proposicidén (2-?._'_?‘)_, Si AK posee uno H-bage y se cumplen las con

——

diciones de (2.1.) ., entoncec AK nogsee A-hases normales. Si

edemds N/2c es moderadamente ramificadas, !-LK posee bases nor-

males gobre-£ Tormacoy a. paxrtir de vn elemento de A

N°

. . _
En efecto: Sea (Uf' s ) una H-base de AK Si K/  es modera-
demente ramificada en p, en virtud de (2.1.)" ' se pucde encor~

trar una- Hub_asec(c?t, LP)L tal que Try e (‘ﬂ’ ) = 1.Bn virtud de (2.2)

AK posee una base casi normal y sea 6 € XK el elemento que dew

termina dicha base. Se observa que en esta base casi normal apa-
. e n-1

recen todos los subindices comprendidos entre O y p salvo

o g T '
el que corresponde a i =(p +1)/2 . Pero, ©O (pPe1) /2

n ,
(p 4'1)/29)

6 _(ph1ye = (BTN y 1=, (@)=

p'-1

‘ i
TrK/’L( O+1® )=(147) g S , permiten expre-
sar O

mbi i i de 1 ., con
(pn-l-l)/2 como cpm‘m.nauén lineal de ¥y (—) 5

n
04 1€ p1 ¥y i (p +1)/2.
Si ademds N/o¢ es moderadamente ramificada, en virtud de (2.5)

2 se puede tomar en AN.'

i i
Proposicién (2.8).8ea O &N tal que los ei -6 04+ v te

0<£i< pn_l forman una A-base normal de A]( y ¥ W,V E A\'_G].




el (wl) + tolue) y (v8); = Hv0) 1eet(ve )

w2
e
—
<
4]
~—
il

PN - ;
0€£i4 p-1 forman A-heoey normnles de A‘K’ (u t") = (v(;‘)

iy 86lo 8l u- v = 8, (L - ) /’___M "
3 moa pn con aoc: A,

En efecto: (u € )i = (v0©O) si y s6lo si ( 14 'c)f.i'i(u._v) d =0

2
s . n
0 £i % P -1 . Puesto que u y v pertenecen a A[(G] y los ele-
pP-1
et e
mentos de A{G] son de la forma . (a, + ajc )&, a

: alc A
% i e
1=0 +

i

n
p -1 .

es me- v = Z (aiggaic)o‘l . Por tanto:
i=0

(u 9)1 == (V G)l G% Z_— (a_j“,_-!- a.g_!_il)(l & )5'3 G =0

. . : I n
y esto tiene lugar si y sé6lo si a, = -a;/ =&  con 0£ i p -1,

¥y por tanto u-v ha de ser de la forma uw-—-v=a (1 -T) f 6“
Jj mod p
con aOG A,

Se trata pues ahora de estudiar el comportamiento en el ani-

1lo A[G] de los elementos de la forma a (l— T) ,4 .

j mod p-

e
Se comprueba por cdlculo directo que (1 - C) Z’_ G y

j=0

P = P - e
f; G son elementos del centro de A[G] y que A(l-t)> 6"
a i=o

es un ideal bildtero de A(G]. Se cons:.dera el &lgebra OL defi-
nida por (| = A[Gy!&(l— 2 6' 1 con lo cual la

proposicién (2.8) se puede expresar en la forma:

(u 9)1 = (ve)i é:% u,ve A[G] representan el mismo elemento

de OL
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Nota: Para un estudio mds detallsdo del dlgebra Olver [l?]

Proposicién (2.9). Sea @eXN tal que los Gi e g-i 6 + s 1@

Tamar

. n
O0£1i 4 p~1 forman une A-bhase normal de A],_ ¥ wun elemento
: = T i, e O e

de AlG]. (u G)'i. = g (ul) + ot (ud) es una A-bsue normal

de %, y 81 y s6lo si la inmagen T de u en Ol es un elemento in—
=5 oy B4 509 3 tele W, B8 en €8 Yl e emento Ln

En efecto:
a) Para probar que es suficiente, basta ver que sl U es inver-
sible en OL, las Gi se pueden expresar como combinacidbn li-
neal de las (u@)i & coeficientes en A, Y esto ocurre ya que:
si U es inversible en OU , existe un v perteneciente a A[G]

n
tel que vu =14 a(l-T)'s~" 1 con a€A, y por tanto

(vu Q)i ZQi . Puesto que v = L n(a

+ a’oe?  con
J mod p J

J

a. a’‘eA es ¢
j o B4

0, = (1+t)6'iv(u@) = (1-.L-c,)c;i L (a, + aéc)G‘j(uQ):

j mod p
Z Ll

2 i
L ra.j_!_j_)(uG)j con a; , +al,
j mod p

Jj-1i
b) Para probar que es necesaria., se. considera el conjunto U

formado por los elementos u e Ol gue son inversibles, y el con-
junto ,a?) formado por las A-bases normales de AK Se define una

aplicacién Tl de Uen ¥ de la siguiente manera: Sea OeN



g c .
un elemento fijo tal que los & N correspondientes formen una

A-base normsl de .. Para cada weU es TT(R) = (v@), que en
4 BE
virtud de lo demostrado en a) es un elemento de IS . Que I°
es una aplicacién es evidente en virtud de (2.8). Se prueba:
1) Ti es exbhavstiva
- .‘]Q p - P’
Sea Be O , ¥y 0 ¢l una ;I;LG]—base de N tal que los

l
G;: forman la bage B’. Puesto que 0 y © gon =z [G]-bases

de N, existen dos elementos o, uw’ éx[G] inversos uno del

otro tales que 9'= U.@ v O = u'@l . Se tiene:
n
o 1,0 Pz o € .z
. = (1l+T)45 = i . ; = A :
i ( )€ () 12:5 (a;]--*l ;|-!~1) 2 a,j—»l aj-!-l

Puesto que los e; pertenecen a AI{ y € ié AK forman una
A-base de AK" aj—i+a;jéie A para todo i comprendido entre O
vy jpn-—l, por tanto para todos estog valores de i es (1litzT) tb"i(u)
un elemento de A[G]. Anzlogamente (1lic) st u)e A{G]. En

-
virtud de [12] ?3 Prop. VI 5, existen elementos v,v’e A[G}
tales que
(14T)e (W) = (HT)e (v)  (T)e(u) = (1tz)e (v’)
para todo i comprendido entre O y pn—-l. Se tiene pues un ele-
mento ve A[G) tal que in = (v@)i. 0 £14 p*1 y basta-
ré4 con probar que V es inversible en OL . Puesto que uu’= 1

es vv'— uu’'=vv'- 1€ A[G]. Ya que u - v Yy u’'-= v’ son ele-

mentos de QC[_G] se comprueba facilmente que son de la forma

n
P -1 L

A(l-T)7 G con Aex y se tienc:
i=o0

Eim



n
ey
e Vv /,,_(1... L) 2____ . /;.E,:L y €5 decirs

i=0
n Y
p -1l el ;
— .‘—.. ——— . L .
w’ - v’ e AlGT N 2 (1~ c) i:b 6" r = A1~ ) Tob s
pn-l .
R L —
Por tanto,vv’= 14 a(l- c) 6 es decir Vv , eg inver-

o )

i=0

3 () " . s @
sible en _CZ/ . Lo base B¢ f) tiene por tanto como antiimagen

por || en U por lo mencs ¥ .

2. |l es inyectiva.
Sean u , V dos elementos de U con la misme imagen por T
en :8 Yy sean u , v respectivos representates de ellos en

A[G] . Para todo i comprendido entre O y pn--l ha de ser
(L+2)6 (uB) = QL +T)6 (vE) =3 (1 +che (u- v)B= 0

Yy puesto que 0 es una :t‘,[;C-;[—-base de N ha de ser:

(L+z)e™(u-v) =0, 0£ixg pn-l , 1o que implica

p_-1

u=-v € A(l-Z))) G~ es decir u=7v .
i=o ’

La aplicacién TT de Uen B definida es por tanto una aplica-
cién biyectiva, con lo cual queda probada la proposicién.

Proposicién (2.10). Sea r un entero tal que O Lr £ p%a .
r

Si 2ril es primo con p, el elemento 14 (1-T) D o—'ie 0L
— —————— — '=l

— —

s inversible en oL y su inverso es:



h .
- (2rL1)id
i 3 W G C);EZ:. 5 (2rsl)i . Gl

i=1 I kol

r & (2r+l)h =0 (mod po).

En efecto, operando resulta:

T h
5= 1 g (2rsl)i , _
(1-s~(1-r.)..«§;-16')(1+(1_z)z§16* ) =

r 4] h ;
1461 -2) ,Z:lc“ oy 2 & i2 fr(f?r%l))i}
1= .

i=—1 =1

Sisen 2rtl y ?.primos entre si, existen h y a tales que
r 4+ (2ril)h = pna . Se tiene pues la identidad:

I1

T h P

11
_h p a _
%Gi;_ ~(ersl)i _ 2 i ) i ,.,Z
j==—1 1= 1=rtl

i=l

Por tanto:

;=

h .
(1s-2) 2 6 L+ @-Tpdy o By

Ms, M

i
14+ (1 -~-23)a ] G~ 1
es decir: |
i o . _.]EL, (2r+1)i
1 ) e yas -t § =
(14 (1-T)i5 ! i " 3=l

il
p
mod ( A(L -T) i%i" ¥s



Corolario (2.11). El nimero de elementos del conjunto B de-

finido en (2.9) es nayor o ignal a <Y(pnj.

STIPEC 151 AN o

Es consecuencia inmediata de las proposiciones (2.9) y (2.10).

3. ESTUDIO DE A, como 4{g]-mopuro.

Lema (3.1). Sii M es un sub-A[G]-médulo proyectivo de A que

contiene Ay entonces I = .
e e—— 0 i~ Ak? e —— AN

Es consecuvencia inmediata de (2.3) y (2.6).

Proposicién (3.2). Sea  QeAy. Si el A-médulo (A]G - con-
: A T -

—— p——

tiene A, y A, entonces Alc]-0 = Ay e

En efecto: A[G]me como A[G]-médulo es libre, por tento es

A[G]-proyectivo y en virtud de (3.1) es igual a AN.

Esta propogicidén se utilizard como criterio para deducir la

existencia de bases normales.

Teorema (3.3). Si p es inversible en A y A y A, poseen A-ba-

gses normales, entonces A es A[G]—libre.

N
En efecto:En virtud de (1l+10) si AK y Ak poseen A-bases nor-

males, N es moderadamente ramificada sobre X , y por (2.7)
AK posee una base normal obtenida a partir de un elemento

& e,AN que se puede suponer de trazs uno sobre A , ¥ Ak unz,
base normal obtenida a partir de un elemento UJé.&K‘ de traza

uno sobre A . Se tiene entonces, TrN/k(C)S - W e Ak ¥

bY



4

m v () - — FHm ~ 3y -
T e i N/]c( ) -wW) =0, por tanto Tx “\1/1_( €) ~w es un

elenanto de ﬁk de la forma a(uw- ) con ae A, Poniendo

6'= 6 ~(a/p™)(w -z ! iy = o
(a/p)(w J) es ﬂ‘rN/K(G ) = TJ.N/k(Q) y
- {
h/k(b ) = W. Entonces ﬁﬂﬁ]m O es un A-mbédulo que contiens

Ae ¥ A ¥ por tanto A [c]-6'= Ay

Teorems (3.4). Sea A un anlllo prineipal, ¢ su cuerpo de firac-

cioneg. Se supone gue la caracteristica de X no divide a 2p,

que A/pA es isomorfo a 2/p% _y A/pnﬂ eg dsgomorfo a Z/an.

Sea N una extensién de 3¢ de grado 2p y galoisiana, no abe-

l'r's

po de N de grado pn sobre X , k el subcuerpo de N cuadrdtico

i et Pt e e it 2 . e s

Bt g g = = A

sobre I , AN, AK’ las clesusuras enteras de A en N, X ,k

respectivamente.

es A (G]-livre.

Entoncesg, si AK Y Ak poseen A-bases normales, AN

En efecto:

Puesto que AK y Ak poseen A-bases normales, en virtud de (1.10)
N es moderadamente ramificada sobre 2¢ , y puesto que por (2.2)
AK posee una H-base, por (2.7) AIr posee bases normales formadas
g partir de un elemento GG:AN. En virtud de (1.9) se puede eg-—

.- ¢ 4510

coger (BeAN de manera que la base normal de AK’ i_.g 0 (6
0£i% pn;l gea tal que TrK/q;(()ﬁ) = 1. Analogamente se pue-

de escoger una w, base normal de Ak,tal que Trk]ﬁg=t»4+iuu = 1,
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Sea T ) =2. Se tiene A +tA =1 0 =
Ses, rN/]c( ) =A. Se tien A LT J,.C']\f/:‘(J.I’N/k(Q))

o
-

Ty s (6.) =2

ij

Otra base normal de AK deducica de O podrd obtenerse multbi-
plicando C por un elemento ur inversible en Ol ,(2.9) de los
que se gabe que hay por 1o menos (r(pn) (2.11). Si se indice
poxr 6% el elemento u O ; (G?)ilé G’i(e r) L 1Gi(ér)

o n .
0 £i4% p -1l serdn bases norumeles de A

K.
= iy Ty i 3 - ~ ~ e 3 e r
Sea. ﬁr = TlN/k( €7 ). Teniendo en cuenta la expresién de u
dade en (2.10) resulta:
p_l:l:l ) q~
— r — i j L — T i ¥ —
Ap = Tryn(e7) = jZ_O[ 691+ (1-¢) i{O & )=

-s(r-!-l)TrN/k G - C’TrN/k O =(1+ r(l-g))A

y Trk/&( ’Ar) = 1, Si es posible determinar un valor de r

tal que ’}\r =W , en virtud de (3.2) estara demostrado el

teorema.

Puesto que ;\r + cﬂr =1 =W+ W, si ge consigue determi-

nar un valor de ”\r para el cual ’Ar - c}lr =W - W ,pues-

to que la caracteristica de X es distinta de dos, serd ’)Ir =,

Supbngase que A - ‘cﬂ =w-T W (mod pnﬂk)) y sea 6%¢ a
T : N

. r
el elemento que corregponde a ﬂr; sumando a 8 un )Aéﬂk

3 ™
= = il 4 i 7
tal que Trk/m();() = 0 , puesto que TIN/R( & 4-/4) ﬁr b s

se puede conseguir un valor de ’Ar tal que }\r —Zﬁr =W -7Ww.



Basta pues ver si es poaible encontrar un .Ar tal que

%r o ?\r = W=t (1od pnﬂk) ‘
Por la forma como se ha escogido W | gs W+ZW=1 (mod va}r
-y por ser ( wW, TW); una A-base de Ak es WwW-t £ 0 pues

de lo contraric WeE A, Adends ) — wa}'-‘;o (mod pAk), pues

si lo fuera, existirfan a,b €A Bales que (l-pa)wL(-1l-pb)aw=0
lo que implicaria que p fuese inversible en A, contre la hipé-
tesis, El nimero de valores disitintos que podrd tomar w (no0d pnAk
serd por tanto igual al ndémero de elementos /"‘&Ak’ distintos
médulo pnAk que verifiquen M +e C/u'f 1(mod pni'tk) y tales |

que /u« —'c},L :T” 0 (mod pﬂk). Para calcular este ntdmero, sea

/H = }:lw + X, W s Xy X, ¢ A, entonces:

IIA.-!-‘C}A. 1 (med p A]c &= (xl-!-xz)( W tzw)=1 (mod pnﬁk)
Por tanto en virtud de las hipdtlesis hechas, f.a. podrd tomar

pn valores distintos que cumplan esta condicidén. ya que por

ser W L zZW = 1 esto ocurre si y s6lo si x 4x_ = 1(mod pnA).

12

Se trata de ver ghora cuantos de entre ellos verifican

f‘"t}*

il

0 (mod pAk).. Puesto que W - W3 O(mod pAk) y

- =~ =T A= i
z,/u )(w T ) }J z./ 0 (mod pAk) si y sé6lo
si = 0 (Jnod pA). Por tanto el nimero de valores distin-

i e s

n
tos que puede tomar X, -x, es ¢ (p) y para cada uno de
ellos, puesto que la caracteristica de o¢ es distinta de dos

se tendris el correspondiente valor de /4_ .



Para estudiar el numero de posibles valores de }r que ve--
rifican estas condiciones, se demosiraré en primer lugar que
(1 T)A # 0 (mod pﬁk). Pare ello se procede de la siguiente
manera:

Puesto que A/pA=Z/pZ, PpA es un ideal primo de A; locali-
vando en pA, se tiene un anillo Ap local cuyo cuerpo de fracg.-
ciones es X ¥y se indicarda por (Ap)I\T la clausura entera de
Ap en N. Puesto que A es de Dedekind. AP es también de Dede-
kind y por ser N/o¢ moderadamente ramificada y la caracteris—
tica distinta de 2 y de p, en virtud de (1.13), (A )&
AP[G]—libre. sea O' una AP[G]—base de (AP)N. Entonces

I‘/,( GW = ﬁl es una Ap[G/H]—base de (A ) (donde H es el

k
subgrupo de G de orden p ) y ) CA 0 (mod p(A ) ), pues

si lo fuera p serias inversible en Ap 1lo que es absurdo. Sea

'(Ap)K la clausura entera de AP en K ; puesto que AKc;(Ap)K,
la A-base normal O L 0£i& pn-l dada para AK’ serd tam-—

bién una A ~base normal de (A ) y por tanto, existird un

elemento u(:(jL 1nver51ble en Ol siendo en este caso

= A [G]/A (1-c)i6-1 ~, %al que 0-u6 .

Se tiene:

Il. .

p -l pn_l

> - ) Jye 6
oy (0 =2 710" - > ot n 248 HayT0 )e .

j mod p

4



- J n 2 3
J mod p J mod p

Je tiecne por tanto:

h{" /4;;— TR & 42i;w a’ A Y

\j mod p’ J J mod pn J
! S
(3-2)YA = (A &) 3 - (a.uai)ﬁ y por tanto ,
wod p

es (1~ 3)7\§é O (mod pA, ).

Kk
De aqul se deduce 'sin. mds que ‘Ar - C'ﬁr'iio (mod pAk)

ya que J}I.— Tfﬂr = (2r+41)(1-T)) ¥ 2ril no es miltiplo

de p. Por tanto el numero de valores de r para los que se cum-

5 n :
ple esta condicidén es g?(p.). Finalmente, puesto que

A - = (rl—rz)(l- z_‘)ﬂ ; ﬂr_ = ’)\r gi y sélo
1 2 1 2
. I -
sl r,=r, , se tienen q:(p‘) valores de jﬁr distintos |,
y eetos coinciden con los valores posibles de & con lo cual

estd demostrado el teorema.

Observacién (3.5). En el teorema (3.4) se hacen hipétesis

complementarias sobre el anillo A que se sabe que se cumplen
en el anillo Z de los enteros racionales.Cabria entonces pre-
guntarse sobre la existencia de extensiones N sobre L del ti-
po de las consideradas; sin embargo esta cuestidn queda re-
suelta mediante el siguiente teorema debido a Safarevic {?6}:
"Sea k un cuerpo de numeros y G un grupo resoluble finito;

existe siempre una extensién K de k galoisiana, tal que



el grupo de Gelois de K gobre k es G,

Observacién (3.6). El Ynico cuerpo dc mimeros que €S Cuerpo

de fracciones de un &nillo de Dedekind A que verifica las hi-
pétesis de (3.4) es el cuerpo Q.
En efecto: Sea n el grado de X sobre Q,

n
p = NI/Q(?A) =car (A/pA) =p ==». n=1.



CAPITUILO Y

EXISTENCIA- DE H-BASES. CASO 2p.

INTRODUCCION,.- En el teorema (3.4) del Capitulo III, el ser
AN libre como A[G]—médulo, estd condicionado a la existencia

de A-bases normales para los anillos AK Yy Ak de las subextensio-
nes de N de grados pn y 2 sobre X respectivamente. La existen—
cia de estas bases en el caso de Ak no presenta ningin proble-
ma. En el caso de AK.’ lz prbposicién (IT,2,7) asegura su exis-
tencia cuando AK posee una H-base y K es moderadamente ramifi-
cada en p sobre X ., En este caplitulo se da una condicién su-
ficiente de existencia de H-bases para algin tipo de extensio-
nes galoisianas diedrales de orden 2pn (n. mayor que uno y p pri-
mo impar. Para ello se construyen unas extengiones del cuerpo

L considerado, adjuntdndole raices pn;ésimas de la unidad.
Haciendo uso de_las resolventes de Lagrange, se construye el

~S

cuerpo X , y se define un homomorfismc de la subextensién K
lasd

de N de grado pn sobre X , en k ,6 considerados como espacios

vectoriales sobre X ., Este homomorfismo es el que permitird

establecer lasg condiciones suficientes para la existencia de

H-bases del anillo AK.

G



1 EFXTENSIONES POR ADJUNCION D RAICES nwESIﬁhS DE Lt UNIDAD,

—

(1.1). Hipbtesis nwreviae, definiciones y cosos posibles,

En todo este cepliuvlo, a las hipb6tesis hechas sobre A en (II,1.2)
se afladird la

ne~1 1 DJ:l—l
Hipétesis H’: El polinomio ciclotémico (XP )P u...ex® 11

es irreducible sobre X .

Obsérvese que si X es un cuerpo de numeros, la hipbiesis H’
es congecuencia de la hipébtesis H. Para su demostracidn ver

[20] cep III .12 Teor. III 12 B,

Sea ' el cuerpo extensién de X por adjuncién de las rei-
ces pn—ésimas de la unidad. En virtud de la hipétesis H' es
[:‘[‘,I: &i] = (-F(pn) y el grupo de Galols de D(;? sobre I es
isomorfo a (Z/pnz)* y por tanto es un grupo ciclico de orden
< (p).

Sea N la extensibén de X galoisiana de grupo de Galois G
diedral de orden 2pn. Puesto que N ¥y :x' son ambas extengiones
de € , se considerardn las extensiones M de X que son a la
vez subextensiones de iﬁl y de N.Cada M serd pues un subcuver-
po de N fijo por algun subgrupo de G y un subcuerpo de ! fi-
jo por algin subgrupo del grupo G( ﬁﬁ/’a: ) de Galois de 331
sobre % . Puesto que G( Ot'/f.t',) es ciclico de orden "F (pn)",

M es galoisiana sobre % , y G(M/w¢ ) serd clclico de orden

hpj con h divisor de (p-1) ¥y j menor o igual gue (n-1l)). Ade-



Gl

méd=, G(N/1) tendrd que ser uan divisor normal de G ¥y por tanto

F 4

s . . " — o & -
clclico de orden p™—, lo cue implica gue G(}/ 22 ) sea diedral
. ) o D=1 ,
de orcen Zp . Por tanto se pueden presentar sbélo los dos ca-

s09 siguientes:

Caso A: G(M/ @ )

il
H
A

= Nnx =2

Caso B: G(M/ x ) ciclico de orden dos = meaf = 1

i

Estudio del Caso A. (1.2).

Sean N’ y k’ las respectivas extensiones de N y k por ad-

juncidén de las raices pn—ésimas de la unidad.Sc tiene:
G(N'/N) 2 G(k* /%)~ 6( &' /e )2 (2/p2)"

CG(N et )2 G(N/ 52 ) = G.

El grupo de Galois G(N“/ac) es el producto directo del gru-
po G por G(o'/x) y este ¥ltimo es el centro dée G(N’/x ).
G(N°/2 ) estd generado por los generadores G y T de G y
por el generador de G(Qﬁ /ot ) . Tiene la siguiente presenta-

cidn:

2 B P(p") -1
<6",‘C,s; 'C:l,s‘p=l,s =1, st=¢Cs, 86=068,0T=LG 7

Eatudic del caso B. (1.3). Con las mismas notaciones que en

el caso A, puesto que k cx' es k= ¥y por tanto
G(N’/2c') = G(N*/ k*) ~ G(N/Xk).
Por ser N’D x'd y 2 galoisiana sobre X , G(N/k) , que

l . ;
es isomorfo a G(N/-oc.l)1 es un divisor normal de G(N’/ac ).



Puesto que k es el subcuerpo de X! fijo por el Ymico subgrupo
de Indice 2 de G(Dit/ﬁ; > G(:ﬁt/k) egtd Tormado por los elc-
mentos de G(22' /22 ) que son cuadrados. Por ser N’»H ND o

vy N galoisiena sobre & G(ZE'/:Q,)zzG(TLf/k) ~G(H/N) es
un divisor normel de G(N'/a).,

Puesto que G(N/k) N G(2c /o ) “ 6. y G(I/k) ¥y G(zf/g;)g
son divisores normales de G(N‘/x), para cada sé.G(aJ/a;)z y
cada héG(N/k) es shs"l = h. Si scf;(}(:t]/cc)?' , Se puede
considerar como un automorfismo de N’ sobre X , que no deja
fijo N y por tanto, restringido a N se puede mirar como un au-
tomorfismo de N sobre % gue no deja fijo k, gue serd por tan-
to de la forma O T , Para cada h € G(N/k) es pues:

shs = (¢6 )a(eTe™) = e net = n™?

De aqui resulta que G(N’/x ) es el producto semidirecto de

G(N/k) por G( '/ ) y el centro de G(N’/= ) es G(ﬂj/a:)z,

Se tiene pues:

n o ' _
c/x) =6, 85 P=1, fP)n se-cNe).

Puesto que G contiene un elemento de orden 2, que no es permu-
table con los elementos de G(N/k), G(N’/a ) tiene un subgrupo
isomorfo a G si y s6lo si tiene un elemento de orden dos que
no pertenece al centro. Puesto que los elementos de G(N/k) no
son permutables con los elementos de G(ac' /o), este elemento
81 existe serd un elemento de orden dos gque no sea cuadrado,

Si p=1 (mod 4) +todos los elementos de orden dos son cuadra-



dos y por tanto todos pertenscen al centro., 5i p:= 3 (mod 4),

1/2(p-1)p" "t

el elemento es de orden dos ¥y no ec cuadrado;

este elemento con CG(N/k) generan un subgrupo de G(N‘/a ) que
es isomorfo a (.

Estos dos casos B,distintos,que pueden presentarse se indicardn

por B] gi p=1 (mod.4) y por B2 i p=3 (mod 4).

(1.4) Estudio de las ¢ -bases de x! , v Ge las A-bases de A’

Para las propiedades de Jos cuerpos ciclotémicos se ha cone

sultado [4] .

i i g ; n :
Proposicién (1.4.1}. Si ; es una raiz p - €sima de la

R n
unidad, {L = (g,‘f‘)z, cany ‘_151/2LF(*O )’\5"1/2(?(}) )')"-1‘%_1)}

l
es une 7. base de X =

oy I
(p )_l) es una

En efedto: Se sabe que B = ( 1, 4,..., ¥
| e 0w
a. -base de X . Puesto que el nimerc de elemnentos de coinm
cide con el de B, basta probar que los elementos de (L son li-
nealnente independientes sobre X , Sunéngase que fuera

1/2¢(p") 1/2¢(p")

£ 21\51; ¥ ;151_ /Mj\é“:j o

I
(@]

con j};_, . elementos de 2 no todos nulos . Se observa
< /)JJ
que las ‘5 . gue figlran en el primer sumatorio,son todas ellas
elementos de B, y analogamente , las del segundo sumatorio ta~
n-1 ; N1 n. n-1
les que 1/2(p-1)p ~2> J 7P y, puesto que p -j<p ~(p-1)

implica J)>pn_l . Para las restantes se tiene:



Y

p-1

v =h N dp TwH

I —— Ll - e Il—l

) £ 5 -1 2h2 ~(p "-1)
Sugtituyendo en (1) resvlita:
l{%j(n ) L{ED )=1 pn”1m1 -1 St
PR S b2 p ]y

s i oy oy 1 H J% il ;
i=1 j=1/2(p+l) / J=1 i=1
n
(p)-1

. n
donde f)i =0 para 1 4 i £ %(p ) =1 y son de una de las
dos formas siguientes: - - . Teniend

& ‘ﬁi /Mj o /Ai . /Aj Teniendéd en
cuenta la expresién (2) resulta :

L ntl
(p

fi z/ij para 1/2(p+l)p" -1 > 1> 1/2(psl)p" ~1)

¥y por tanto para estos valores de i ha de ser /u 4 = 0. Esto

implica la anulacién del tercer sumatorio de (2). Por tanto

1/2¢(p™) . ¢ (p)r1

G— M3 L

implica :li =//4 3 = O para todo i , j.

Proposicién (1.4.2). Los elementos de_la forma %j_* 3 ~%

1£i%4 1/2c?(pn) forman una A-base del anillo Aé de los en-

§or -1,
teros de la subextensién :f,; definida por 9(‘,'0 = o (}") LX)

En efecto, puesto que se cumple la hipétesis H’el polinomio



i /. . : !
ciclotomico correspondiente a la extensién L sobre & es irre-

5
3aa 5 T by ) )=
ducible sobre «w ¥y ( 1, 8, oo, A (") ) es una A-base del

anillo de los enteros A’ de 2 ( [20] Teor.III 12 E). Puesto
que para n> 1l la extensidn %' no es moderadamente . ramificada
sobre 2 , A’ no posee base normal sobre A. Pero la base L2
obtenida en (1.4.1) es una base entera de A’ sobre A, ya que
los elementos de B que no pertenecen a (X se pueden expregar
como combinzcién linesl entera de elementos de ) .

1/29(p™)

Sea ¢ A’ . Puesto que o & A’ es & = a.% 1y b,_g—i
° i=1 * =

donde a.jt y bj'. son elementos de A, y por pertenecer o~ a Ac')

ha de ser g .ol =& , Por tanto:

23,
1/2¢(p") . . 1/2¢(p") . )
2__ a, 3% + DY - Z__ a3+ b}
ji=1 i=1

lo que implicsa a; = bi para 1< i< l/2c_f (pn)) y por tanto

i -1 . n i
R 4 1z de 1/2c?(p ) formen una A-base de AL .

2.CONSTRUCCION DEL CUERPO Xk .

n

Sea X la subextensibén de N sobre X de grado p fija por el
grupo g, subgrupo de orden dos de G, y H el grupo de Galois de
N sobre k. Se designard por H* el grupo de los caracteres de

H, que es isomorfo al grupo de las raices p -ésimas de la unidad.

Definici6n (2.1). Sea G¢e¢K y XeH”. Se denomina resolven—

te de Lagrange correspondiente al caracter }( ,del elemento O



al elemento de N’ definido de la manera siguiente:

O, x> =2 AsHs0).

fel

Propiedades (2.2). Para estudiar las propiedades de las re-

solvenles de Lagrange, ge tendrdn en cuenta los tres tipos de
caracteres que pueden presentarse, segun que el generador de H
; » " s n . .
se aplique en el 1, en una raiz no primitiva p -ésima de la
P ; n ., . -

unidad, o en una raiz primitiva p -ésima de la unidad; estos
caracteres se designardn por caracter trivial, no primitivo

y primitivo de H respectivamente. Cuando no se especifique na-

da se entenderd que la propiedad es vdlida en todos los casos.

a) Si ‘Xo es el caracter trivial se tiene:

£8.%,> =) 60) —m (0.

CeH

b)) VeeH 6, x=60,%X>=XF)<6,x>

se comprueba por cdlculo directo.

c)

Z<erx>= pne .
Aeq®

Se comprusba por cédlculo directo teniendo en cuenta que

Z‘){(b"):o si 6 £ 14, ZX(Ia)' =p.
ek Aehi*

d) Sea \4 una raiz pn—ésima de la unidad, 85 € G(2/ax)
iio(modp) tal que Si(‘é)"r—';l. si X es un ca~-

racter primitivo de H se tiene:



# L
caso A: si<€',)‘i>z <8,x° 2>
Se comprucba por cdlculo directo teniende en cuenta que

@ ¢N y que N es el subcuerpo de N’ fijo por G(N/N).

caso B: Si<9' xXD= <0, ?(L 2 si (—”E“--> = 1
P
5,40, %>=<X0, %> a K—fi— S}
- D
2

Puesto que en este caso N es invariante por G(N’/N)° , si

8; € G(N’/I\T)2 se tiene Sji<6' 7(;}: <9,?(L> . S E G(N"'/]'-u‘.)
y sin *E}(I\I'/l\f)2 puesto que si({ = G 151 se tiene:
si<9,)(>= <si(9 : B R _i> pero GEX y K es un subcuer-
po de N’ fijo por s, por tanto <9 ):> <8 "‘> Utilizan-
do como notacién los simbolos de Legendre se tiene pues el

resultado.

-4
e). En el caso A ?.'.<9,X>= <@, pA >.
Para comprobarlo se tendrd en cuenta gue ek y K es fi-

jo por T.
f) En el caso A, si X es un carscter primitivo de H, se tiene:
y / E
y 7 s_1<e, x5=<06,%xX>
Es consecuencia inmediata de d) y e).

&) 8i X es um caracter no primitivo de H se tiene:
-l
P p-!

L0, %> = Z x(6) LZGLFAPM(G))

:0 ﬂ:o



Puesto que A(B ) es un caraclter no primitivo de H, es
ne-1

[7\( b )] P = 1 ., Por tanto

'.-' i " i ™ 3 _.‘--
et = (Ko }? ¢ K] =1 es de-
cir, s86lo en el caso en que 1= j (mod pnnl), ¥y la expre-~

sibén dada resulta por cdlculo directo.
h)

— " _ 3
ZJ B, X>= 71 Try /(€ )

K no ;i
X=2
Teniendo en cuenta g) resulta:

Y . {20 A=\
A ne prim.
x=%e
?"% A n-i \
:FHZG )= T, (6 8).
=0

i) Sea OeKNL y X un caracter primitivo de H. Enton-

<@, X>=0.
En efecto:
i:_jj P n-I
o x> =2, A(s)s0= €2 (7 )+
GeH A=0

p-l > s "
+ 60 2. XE" lﬂ)-r-w 5 (B)LX(G"F “lr- J)

A=o0 A=0

s ) — I/r—*l—l'li Lt ,"‘h_‘
2. <8.x>= p iZAGhP (6)+ (> 5) 1L 2-€ : (6

|

/



n—-1 n-1

Pero GQ{L -..:%- Gp e = O AP (:_) = 9 Oé_-) < ‘p—-:l ‘
Por otra parte:
_P\-i Sl 3 3 P‘L /\_"nal)
4 3 i % v g
DX (e o = A(s*) 2, x (e /o
ﬂ._:c A=O
Por tanto
F"t | P"l
S Ajl:* . f., ]
(o, x>= 2, X" ) 7 X(e")e (o)
A= =0
Puesto que
P-4 . Pl
] i /\ r‘\'.-L 2 b-;—!.
2 AT )= 2 Lo
2:0 A= O

. g . R n ; : ; A
siendo una ralz primitiva p ~égima de la unided. se tie-

i LI

ne <Q;X> =0 =i e(-;Kl.:KﬂL.
Obsérvese que si X es un-caracter no primitivo, esta pro-

piledad no se cumple,

Definicién (2.3). El cuerpc obtenido adjuntado a =« las po-

: n . ,
tencias p de las resolventes de Lagrange de los elementos de

K se designard por k .

Proposicién (2.4). 'E s un subcuerpo de k:

—— —

En efecto: Puesto que k' es una subextensién de N’ fija por H,
n n
bastard probar que G'-(Q )7(> L <Q|‘x>p ¥y esto es consecuen--

cia inmediata‘de (2.2.D).

Proposicién (2.5). Sea ©eN tal ggg(g@) %forma una k-ba-
Gel

se normal de N, Entonces <€-}I X># 0 para todo Ke HE.

En efecto: Si para algin Y ¢ H* fuera <9,7( >= 0, se tendria



SO~ -1 ; -1
S oAl )5 (6) =0 con R(F ") £ O pare todo 6c H y
GeH
por (2.2.b) (ﬁ‘(‘}i X D:0para todo ¢ H. Por tantlo:
> ST | P ' - f
;( ?(("3 ,){njf:}_ [U]):U 14 i4 p
GjeH  an
51 A e s 25 51 [
y Z,: /~{f}} )(“J‘CL)(O)"'O 1£ 1ié£ pn y tendria una solu-
/4

cién distinte de la trivial, lo que impliceria det(6 .6 .8) = O
‘ 1 Lo

contra la hipbétesis de ser © una base normzl de N sobre ol .

Proposiciom (2.6). Sea Be¢X +tal que (6@ )6' : formen
r3L que PR L

ung k-base normal de N; si ){] y X , Bon dos carsctercs dis-

L4 1%
tintos de H <6, X, >' y <o x> son distintos.

ri

n 5 PO

En efecto: Si <@.’X1>' = {6, X5V es {0, X D=w<8, X
donde W es una raiz '_pn-ésima de la unidad. En virtud de
(2.2.b) paraz cada G e H es }(JLG)<9! x, 0> =w X, (5)<6, %, >
y por (2.5) Xl( G) = X 2( G) para cada G e H, es decir

Xy =X, o

~
Proposicién (2.7). En el caso A, kX es una subextensién cicli-

ca de k’ de grado ® (pn) sobre X ,

En efecto: In virtud de (2.2.d) si 7Y ¢ H* es un caracter
n a4
primitive, los <0, 7(7? son elementos de k conjugados de uno

de ellos, pues
Lt

5,<0, x> =<6, X' > > 5, (<8, x>7 ) =<0, x>,

Como consecuencia de (2.4) y (2.6) se tiene:

— ot n...l
p l(p'-l)} < [k : fx‘.] & 2p T (p-1)



-~ Py

¥y puesto que por (2.2.f), k es fijo por € s 1 ¥  no puede
coincidir con k’ y por tunto ['J? ::1;]:—. L.i (pn).
Puesto que G(k/a ) es isomorfo por restricecién & G(k’/k).

S
k es ciclica sobre X .

- S | —— s s s b

- g : % 1 I
Corolario (2.8). La subextensidn 3-'0 de 2 de srado 1/2 ({_}(pn)

e ——————

3 < . - o1 2l 5 “l . . . .
definida por 2, =2 (4§ + % 7)), % es uwna rais primitiva
L S de 1 e i ; ; T T o Fepl P i
p ~esima de 1 unidad, es una subextensidn de k , y |_1: 3 LZL,J =

.

Para probarlo basta tener en cuenta que )5-’- ‘5'_1 es fijo

por 8 . €

-1
Proposicién (2.9). En el caso B, se tiene X = k’ y'en el

~
s it
caso B? ,k es un subcuerpo de k’que coincide con «

fa L]

Para demostrarlo probaremos primero el siguiente

Lems (2.10). En el caso B, las <9‘7(>f’ correspondientes a

caragcteres primitivos son elementos conjugados de wnio de ellog

en la extensién k sobre . En el caso B,, si X, es un ca-

5
n. (e
racter primitivo cualquiera <0, X J>? y <0, ’)(l'J >' 1o son

— ———

(49
conjugados entre si, y 1los <Q")()? que corresponden a los res-—

tantes caracteres primitivos son conjugados ,cada uno, de uno

de ellos.

En efecto: En virtud de (2.2.4) se tiene:

I
!.;a—-

s.<6, 7<>"“ = <, % >F st (

~d | 5

n : n

<o, %) < Ko, ) S (—F-

(B
1
Lo



-.! -
En el caso Bl‘ (._;:) =1 ¥y por tanto si<@,')('>? son

elementos todos ellos distiatos.
. ; (=1 / 'N= 2@, X
¥n el caso B,_, (---) = -1l ¥y por tanto s l‘\Gr?{ > =<0, X>
‘ P
; L . (e
y s 4 -<O, X >T = < O, x>F cualesquiera que scan GéK y
X e H*. Puesto que el mimero de restos cusdrdticos mod p es

1/2 LF(pn) se tiene demostrado el lema.

Demostrecibén de (2.9).

Caso Bl : Teniendo en cuenta (2.4) y (2.1C) resulta:

p™ " (p-1) & DH s ] & P2 (p-1)
por tanto [TE : fx,] = ¢ (pn) ¥ puesto que X es wn subcuerpo
de k’ es X = k’,
Caso 32 ¢ Puesto que el ﬁﬁmero de restos cuadrdticos médulo
D es 1/2(f(pn) ha de ser ,'r]; :ﬁlj}; 1/2gfl(pn) y puesto que Ik
es fijo por S-l' no puede coinecidir con k’. Se tiene pues
[ﬁl;:' ::1;] = 1/2(f(pn) ¥y por ser xL fijo por 84 ¥ A iC X

-~
es q','oz K .

3.CONSTRUCCION DE H-BASES. CASO A.

a ™)
Se sabe por (2.7) y (3.8) que k es una extensién de ¢ de ¢fa-

do f‘f(Pn) y una extensién cuadrdtica de -:x;'o- , por tanto se

puede considerar % como un espacio vectorial V sobre ot de
1

dimensidn ({) (pn) , 0 como un espacio vectorial sobre XA,

de dimensgidén 2. Puesto que K es una extensibén de oc¢ de grado

~d



n . 5 3 :
p , se puede congiderar también como espaclo vectorial sobre x

< " . n \ N .
de dimensidén p . En estas condiciones se tiene:

Proposieidn (3.1). Sea K¢ B™un caracter primitivo de II

k. Se define una apllicacibén £i1K ~-3V

L 0Ok izl gue (60

ue P ¢s una basc normal de N sobre

it I R — efiaato il

Te H

de la sirmuiente moners:

L.

£(0) = —mmmeel para cada QeX

La aplicacién f: K -» V asl definida es un homomorfismo de

espacios vectoriales.

En efecto: Para ver que £ es una aplicacién de X en V basta

comprobar gque cualguiera que sel 8¢k, ——————-c k ,

es decir, que este coclente es invaeriante por H y por s_lt:)
y esto es consecuencia de (2.2.b))y (2.2.f) puesto que en vir-
tud de (2.5) <90'}(> es distinto de cero,

Que es homomorfismo resulta de ser

{o+0  x>=<8,Xx>+<06, x> 9,0€eK
{26, x> = ALK6, %> Aek, ek

Proposicién (3.2). El nécleo de f es el cuerpo K, = Knl,

-
(donde L es la subextensién de N de grado 2p 4 sobre cc.), ¥

la aplicacién f es exhaustiva.

Bn efecto:Por definicién de £, £(0) =0 &> <O, XD>=0

Teniendo en cuenta (2.2.dA) , =i <Gl 7{>=0’7(pr'imitivo,




L' i = L3 = 3
{0, %X 2>=Upara todo 1i¥ 0 (mod p) es decir serdn nulas to-
deg las resolventes correspondientes a caracteres primitivos,

Por tanto, vor (2.2.g) y (2.2.¢)) eq:

[

1

s ek wbes  m T gepl s el
P"‘e-_; ,_/,_.* . \6, P >,., P ‘TNILQ % [‘N]LH P '

A 6o foim

?;:‘-Xl.“
Puesto que B¢ XK es QeKNL =X, es decir ker f ¢ il .

& 1

Reciprocamente, si E¢ K, en virtud de (2.2.i). puesto que

1
A es primitivo, es LB, %>=0 y por tanto K.lc, ker f,

Por ser Kl un subcuerpo de L fijo por {l ,tu},es un subcuver-

po de N fijo por el subgrupo de G generado por g-p ¥y © ¥

por tanto es una extensién de grado pnml de X . Puesto que
n-1

. n ~ n ;
di = di = i i, = Eadels
1m2;K P, 1mi>k %“(p ) ¥ dlmstl P queda pxobado

que f es exhaustiva.

Proposicién (3.3). Si X es una red de K respecto & A, f(X)

es ung red de V respecto a A.
En efecto:
X es A-médulo de tipo finito == f£(X) es A-médulo de tipo
finito

Por otra parte o f£(X) = f(o2e¢X) = £(X) =V .

Proposicién (3.4). f(X) es una red de V respecto Aé si y 86~

lo si para cada BeX y cada 6eH es GQ"rG—‘Q: X+ Kl'
En efecto: En virtud de (1.4.2) bastard probar que la condi-
cién se cumple si y sb6lo si f(X) es estable por el producto por

L+ -1 , S8iendo Z una raiz primitiva pnmésima de la unidad,



es decir, si y sélo si ( %+ 3% “l)f(K) C f(X). Sea Qe K : en

particular se puede considerar ©¢ X. Se ticue:
~ - "":L 3
(4423 )8(8)=(% +3

Puesto que X es por hipbdtegis un caracter primitivo de H ,
: o n . i i
ZJ es raiz primitiva p —ésimz de la unidad, existe un 6 ¢ N

tal que X(6) =% . Se puede escribir pues:

] L8 %2 A0 K> | A0

O, %> Lo, x> <6, %

3+ 27460 = DXG)+ X

_L88, %0 <57 x> p(saes0)

{6y, %) L&y, X

Por tanto:

(Y + 3 ™HE(0) = 250 4071 0) e (D) &= 04670 € X 4 K.

Corolario . AK) una reé de V respecto A'
En efecto: AK es una red de K respecto & A y para todo GeAK

se tiene 60 +6 TO¢ A, por ser A, fijo por {1,‘(;} :

Teorema (3.6).Sean @, LPQ-AK Si (f(ui?), f(L)) es una ﬁ:_:_-p_g_,_

se del A(’) -médulo f(A.K) Y (TI'K/I(:L&F y T /K__Lq) )es una Hl—-baso

del A-médulo AK , entonces si A eg principal , (Lf V) es
i1
una H~base del A-mé6dulo AK.




n efecto: Si (i(;?), f(q;)) es una Aémhasa do f(AK) 50 tie-

ne f(Ak) = Aé f(cf) £ Aé f(gf) . Tenicndo en cuenta (1.4.2)

;.;j.! L:J_-
L") | Lale')
l = L% =L
=) Ablstges ) e 2 afsty e
=4 L=

Por otra parte se tiene la sucesidén exacta:

0=y by b by =y £lhgl=p 0

Puesto que f(AK) es un A-mbéaulo proyectivo, por ser de tipo
finito, sin torsidén y rengo mayor que cero, esta sucesidén deg—

compone y existe una seccibdn g de £ tal que g: f(A ) == > A Y

e By @  ef(ay)

Sean s(f(ﬁ"icfwl-cs""ftp)): Xy g(f(s'iq)+ q"iqx))% Y4
entonces es l
1 ") z 9P
he e by L
=4

Puesto que f(G‘icFJ— G‘-ic?) = £(x;) f(é“in]vw"iq/) = £{yy)

es Gt LF-!- (f"i({) = &, +x, ¥ glq,.-+e"ig,i, = b+,



For tanto:s

donde ai ; hi(EAK .
ik
F4(p" L")
-1 S i i
0. A= A thA 157 ) 4 iz_rf._(s g+5 Ly

" il n-1 ,
En esta expresidn no zpzrecen explicitemente 1/2(p =3) de
los elementos de la H-base de A, Se probard que estos apirc-

cen en la lebase de AY considerada. En efectoy pussto qus

A9

K es de grado p sobre Ki se ticne:
:i’_(_ij,."“ ek =i
w&:-ﬂkmi :,?1(6AP +g“H )¢
t=1
e . »
i L ~i
Y= rp\{*"g(gP # o )‘V

-

i I £ -base de sus elementos serdn ds=
Si (‘fl’ q;l) es una H, -base AKl s elem

la forma:
"3 (s 3¢ & =
G (T /& ¢ ) + & (TfK/K ﬁ}) , O (LIK/Klq)) L 6 (TrK/K ql)
1 1
donde j toma los valores comprendidos entre 1 y l/2(pnrl—3}
y por tanto:

i
=lp=-l
7 (P-1) M

& (¢,) r 67 (¢,) = (‘F*‘Z“( | “"'LPM)‘P) "

[\qwh

E” (<f+_ (“" Te6T T )g) =



L] . |\“'|
J JER =+ )
:_(G u]* 4= xqu) L S (0 (..f L Ci) =+
L=l
‘i [f ’:’J J t.] -l ( n—i) a
i _J-Lp (i-cp ’ ot 2
4 L~ L() (f + 0 (1 ) _1':) & —;i—-

¥y analogamente para 6’j(LVl) 4 G“j(tpl) . Se observa que dén~
dole al segundo sumatorio del Gltimo miembro de la iguvaldad a

i el valor 1/2(p-l1l) y a j todos los valores posibles, apare-
cen todos los elementos de la H-bhase (qa,%l) que falteban en
la expresibén (1). Expresando AKl en (1) por medio de la

Hl—base (%)1’qjl) queda probado que (% y¢ ) es unz H-base

de AK.



CAPITULO )

RAMIFICACION. CASO 2pq.

INTRODUCCILON.-- Como un dpendice a los capftulos anteriores,
se estudia en este capitulo la ramificacidén en el caso en que
el grado de la extensidén sea 2pq, p ¥y q primes impnaresg, A jes
como siempre un anillo de Dedekind de ;uerpo de fracciones
¥y N une extensién de ¢ galoisiana de grupo de Galois G die-
dral de orden, en este caso, 2pgq con p y q primos impares.

Se estudia en primer lugar la ramificacién en AN (anillo de

los enteros de N), de los primos de A, calculando el discrimi-
nante de N respecto a la subextensién cuadrdtica correspondien-
te, y el discriminante de N sobre X . Se considera despies
la ramificacién de los primog de A en una suvbextensién de N
gobre 2¢ no galoisiana maximal y el comportamiento al pasar
a N de los primos de esta extensidén. Finalmente se da una pro-
piedad de Ay como A[G]—médﬁlo. Para las definiciones y resulto-

dos previos que se utiliza se hard referencia a los capitulos

Iy II.



L. NOTACTONES E HIPOTESIS PREVIAS.,

(1.1). Hoiseionaa.~ Sea A un anille de ledekind , X su cuer-
po de fracciones, p y q ndwercs primos impares distintos. Sea
N una extensidén galoisiana, no abelisna de X , de grupo de

Galois G diedral de orden 2pq.

oe sabe gue la presentacidén de G eg:
s 3 2 . -1
G = <U ] C § leq = 11 [ == 1, O T =G >

Yy que tiene los siguientes subgrupos:
un subgrupo Hp ciclico de orden p de generador G P

un subgrupo Hq clclico de orden q de generador ¢ ¢

un subgrupo H clclico de orden pq que tiene Hp Yy Hq como gub-

grupos; Hp Yy Hq son divisores normales de G ¥ Hpﬁ;Hq = Td.

pa subgrupos de orden 2, no divisores normaeles de G, conjuga-~

dos de uno de ellos g generado por CT.

q subgrupos diedrales de orden 2p, no divisores normales de

G, conjugados de uno de ellos hq generado por {C 5 rrq>

p subgrupos diedrales de orden 2q, no divisores normales de
G, conjugados de uno de ellos hp generado por (T ,GJ{>

Se designa por k el subcuerpo de N fijo por H y por Lp A4 Lq
los subcuerpos fijos por Hp y Ha respectivamnente. Lp y Lq sgn

extensiones galoisianas de XX de grupos de Galois diedrales

de ordenes 2q y 2p regpectivamente, y k es una subextensidén



(ol
o

cuadrdtica de X , tal que L NL = k.
P q

El grupo g se puede considerar como correspondiente a una
subextensidn K de N de grado pq sobre <« . K no es galolsiann
sobre o ¥y log cuerpos conjugados de K se corresponden con loa
subgrupos de G conjugados de g por los automorfismos internos
de G. N es galoisiana de grado dos sobre X.

Los subgrupos hp y hq 5e pueden considerar como correspon-
dientes a subextensiones K-p y Kq de grados sobre q Yy
p respectivamente., no galoisianas y log cuerpos conjugados de
XK ¥y K se corresponden con los grupos conjugadoes de h. y h.

P q ) b a
respectivamente en G. Kp y Kq son por tanto por la eleccidn
hecha, subcuerpog de K, y N es galoisiana sobre KP de grupo de
Galois diedral de orden 2q, Yy sobre Kq de grupo de Galois die-

dral de orden 2p.

AN’ AL " AL ’ Ak 'AY 2 AK s AK represenian las clausura
p "¢ T Tp 4q

enteras de A en N, Lp, Lq’ k, X, Kp, Kq respectivamente,

(1.2). Hipbtesis previas. Sobre el anillo A se harén ademds

las siguientes hipétesis suplementarias:
a) la caracteristica de x: es distinte de p y de q
b) los cuerpos residuales de A son perfectos
H), p ¥y q son inversibles en A o son producto de ideales ma-

ximales distintos.



(1.3) Observaciébn, Téngase en cuevta que los ideales pA v qA

no pueden tener ningin ideol primo ®o nvlo en comin; pues si
la caracterfstica de 2. es cero, A contiene %, y si la carac-
teristica de & es distinta de cero, de p y de q, p ¥y g son

inversibles en A y por tanto pA = qh = A.

2.RAVMITICACION EN N DE LOS IDEALES PRINOS DE A,

Proposicidén (2.1). Sea ﬁ un ideal primo de Ak' y 4 mn

ideal primo de A] tal que qj divide a 'F . qj ramifica en
—— 1 R e b B ey ity it — —

&

q

o e it fee i e

o
wn
-

<
n
£
-
(@]
2.
—i =
s
A
H
§_J.
o
]
12

En efectos

'ﬁ ramifica en A
q

Se pueden presentar entonces 1los tres casos siguient

ot e
oA

O\AN ”5] ¥ | 0]‘*11:.6]-(1 ° OIAHT“" izg 611

y por tento en correspondencia, puede ser:

BT ﬁp ° Phy = " o [t Lg _Oiip

siendo 61- y a]-ﬂ primos de AN

Por otra parte se tiene:

(B, )P = Ny (A )

) N/L

l P / P F p

donde i es la aplicacién inyeccidn de AL en AN’ y puesto que

el grado residual correspondiente a un primo qﬁ de A, en A
p

s6lo puede ser uno 0 p, serd uno en cada caso, Yy resulta:

N

T

= ==%,'F ALQ = G]p siendo U] primo de ALq.



= P o =P P el = -
:I—) ( t.a' A‘Lp) - N-N /L ( Ol )J - ,}\5 “‘-7\;"9 l] A - q-J

N s . _— ”
siendo {T vn primo tal que O divide a Y y por tanto

W
qj ramifica en A

N’
2) (Fag0" = wpy @ = g™ q
FAIIP ]\/L 0] e 4 hIJp B (‘P
es decir 1? ramifica en AN'
q B _ q q
3 (ga ) = N (TT 0,7 ln (0% = (TTP)H®
FALP NI ] /T B L Y
q
F ALP *1 i
es decir. cada iji que divide a Ff ramifica en AN.

Reciprocanente, gea Tj un primo de AL | que divide a I} ,
primo de y que ramifica en A Se tiene A = f}p
A . : Vi =79~

Puesto que las extensiones son galoisianas, todos los primos

que dividen a 'F se comportan de la misme manera y por tanto

se pueden presentar log casos siguientes:

FALpij F%p=,pq -FAL*I Py" e P-

¥y los correspondientes:

i =P —
ERCHE TR T A



con Indice de ramificacidn en cada ceao 14il--

ﬁ' ramifics en Ay

tiple de p, por tento teniendo en cuento LN:Lq1 =y [L,=klf P
5 L -
lJ ramifica en Lq con Indice de ramiflicacidn p.

-~

Proposicién (2.2), Ninzun prime F de A puede ramificar {o-

P e e . 44

talmente en ﬁp .

En efecto: Sﬁ_ij { no remifica en Ak ¥y por

k/o

ikj&;’ seg

Fﬁz = IJAk 3 ol f] X pPA ¥ P * qA, Tf descompondrd totalmen-

tanto no puede ramificar totalmente en ﬂN’ Si fsjg'

te en AL ¥y en AL (II,2.14) y por tanto no puede remificar
b : q 5
en A, Si F { PA ¥ F / gA o P /PA ¥ 7 X aA,
F podrd ramificar en AL 0 en AL pero no en ambas,.
P Q
Pars el cdlculo del discriminante de N sobre k se supondrd
que A es de valoracion discreta estudiando los diversos casos
que pueden presentarse segin el comportamiento del ideal moxi-

mel F considerado,

Proposicién (2.3). Si §oes un ideal de A tal que Fl ‘91';/:1:

e

. -2 . e i :
siendo \3 = FA.K , entonces gi p25 ¥y F ramifica en N ¢s:

_ o (p-1)a s A
Vi © T Pl

(g-1) ad .
sN/k & P b | Sl F\ lﬂ

En efecto: En virtud de (2.2).'F puede ramificar en AL 0
P



2

- e

en pero no en ambos. Por tanto, si 1 |QA Yy es A=
by d pAe P

y TiAL £ qu ’ ?f no puede ramificar en A por (2.1) y por
p

N

tanto ’\Tf * %N/L . Teniendo en cuenta (IT.2.8) y (II 2.15¢))
b
resulta:
&W; ("SLLp/k)pNLp/k( S'N/LP) = 7 (a-1)p
El mismo razonamiento aplicado al caso Fl PA  da:
(p-1)q

o= (S 0w (%, -
N/k L/ L/t TN/ P

Observacién (2.4). Si uno de los primos p o g fuera igual a

tres, sea p, si f]]pA tiene que tenerse en cuenta que puede

presentarse algun caso en que el discriminante é} seq

2(p-1)g

N/k

. S1 este caso efectivamente se presenta no se sabe.

Proposicién (2.5). Sii lj * ,9k/d: hi F' ramifica en A ¥

p
AL se tiene:
" Tq
O pfe. opla = Ty o= pt
p(2q-1)=1
b) F/r pA , p | oA =2 91{/}: =
Q(Qp-l)fl

) faa p | pa = Sﬁ/k



En efecto: Si § es id ivi . o
F un ideal de Ak que divide @ FAk, es

a) . pramifica total y moderadamente en A

( » N/k

d1v1den a [ se comportan de igual manera. es 9N/k 1_1“1_1

N ¥y por tanto

= pg=l. Puesto que todos los primos de A}c que

'P remifica fuertemente en Ay es FAL = /lr'jq

'.1:] ramifica moderadamente en A_N i’ es "'_‘jAN = T“Ip.- En virtud
de (II.(2.15) 1b)es 'SLp/k . 3 Bla~l) v EASHES ,SN/LP={PIJ—1
Por tanto:
Mo = (Vg SO /k<S~ ) = § ey e pe P ey,
= 2p(q-1),— p-1 — p(29-1)-1

f P

Puesto que todos los ‘Fj de AK que dividen a F tienen el mis-—

; _ (29-1)-1
N/k 5}N/k =F ’

c¢) la demostracién es andloga a la del caso b),

mo exponente en 19' es

Proposicién (2.6) . F* S'L/x ¥ P ramifica sélo en
AI. 0 s6lo0 en se tiene:
P

(p~1)a

7]
=

sophek = Yy -y
' 2 plem = & =?2(p—1)q

a) remifica en A

B

11

'F(q¥l)p

b), ramifica en AL
D

F*qﬁ =7 SN/k
si FIQA == 31/1{:[1

2(g-1)x

Es consecuencia inmediata de ( II. (2.15) 1 a,h)




Como consecuenciz de lag proposiciones (2.3), (2.5), (2.6)
y observando que por ser p y q numeros primos los exponentes
que aparecen afectando a Eg en las expresiones obtenidas en

ellas son todos nimeros pares, se puede enunciar el siguiente:

Teorema (2.7). El discriminante E}N/k es el cuadrado de

un ideal ;7 de A cuya expresién es ;g siguiente:

J xﬂ;(ﬁtﬂrl-z(?ﬂér)ﬂg (Pﬁ‘fm {Flr..:}aﬂ {(F(.,;..uf)ﬂéﬁjrﬁgla)ﬂ? (Fm;)_-y

T (pl3e, p1e0) o (b S, p o1, 9
1, (p]h\m, F]-‘?A) o (P Ve PXaA, 19 1)
Tl (g Se 7oA. praA. AR F_I%lu)

T, (e 1 1A 7 1900)

T (p) g plas o]

T, (FJ(gmxaFl‘lA: ‘Pl?’w ) Fls‘qlu)

% (F*%ux) Pl pA; PIS'L?UHFI%\J



.

donde cada. || se extiende a log primos F de A gue cumplen

i

las condiciones reseifinda

(O]

Corolario (2.8). E}

g 4
- i}kkﬁ.'ij ;

N/k

En efecto: Por (II. 2.8) y (2.7) es :

'3' ) Pd Nk Jx (9’

( \
e T\ Vx/e

| Pa T 2y, N rq , 4
) 2(“(}1@41) Ny TN =0y

N/k

3. RAMIFICACION EN K DE LOS IDEALES PRIMOS DE A
Obsérvese en primer lugar que en la demostracidén de la .
proposicién ( II. 4.1) no interviene para nada el grado de
la extensidbén K sobre 7 , y por tanto aguella proposiciébn es

también v4lida en este caso.

Proposicién (3.1). Si P esun ideal primo no nulo de A

que divide a Sﬁ@éﬁ , existe un ideal primo no nulo qji de
. = d- = 2 - .
AK ¥ uno sé6lo, que divide a P tal que ’qj 5 ivide a SN/K

Para la demostraciébn de esta proposicidén se necesita el si-

guiente lema previo:

Leme (3.3). Sea g oun ideal primo no nulo de A tal gue

Flgkéﬂ ’ F X pA, P X aA y PA, = F 2 . Entonces

F descompone en el producto de pq ideales primos distintos.

Es consecuencia de (2.14)del CapII.

Demostracién de la proposiciéu. (3.1).

Se pueden presentar los dos casos siguientes:



Cago 1) F’Skg_, , FJ o FIPA 0 quﬁ..

Supébngise que P[pA (si rw!qA se procederia de manera andloga).

[ — ey

: "ee A ea | 2q —
tiene: A, = p— i I ;
g ene F N I]J 4 ,D P Ge H 11; donde DG, son
p

los conjugados de iil por los elementos de Hp. Los grupes de
descomposgicién de los jﬁi en la extensién N/x son los p
grupos diedrales de orden 2q ,subgrupos de G, y por tanto se
puede suponer gue uno de ellos eg el hp que contiene g, cuyo
cuerpo fijo es el subcuerpo Kq de X. Sea iil el primo que
corresponde &a hp. Se tiene:
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Es N‘ﬁ/Kq(_’}jl) = 51” Kq =’¥f 1 y se indicard por H_ la

N 1 si § es distinto de la identidad. Por tanto
N/Kcl Pgs'

=W TT
AK qjl
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Puesto que Kq es el subcuerpo de Lq fijo por g. uno y sélo
uno de estos primos, y precisamente el 1]1 ramificard en AL

q

y por tanto wmo y s6lo wno dividird a ~F I‘q/Kq_' Aplicando la

proposicién ( II.2.17) a la extensién Lq/Kq resulta que deslos
primos de K que dividen a P , 86lo pueden dividir a i}N/K-

los que dividen a ’¥f1 , ¥ de estos uno y s6lo uno.

Nota: Obsérvese que el anillo AF no verificard en general
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la hipétesis H. Sin embarho se puede aplicar la proposicidn
( II 2.17) a la extensién Lq/Kq pues en su demostracién no

interviene dicha hifotesis.
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Caso 2). F

Teniendo en cuenta que los XHi son conjugados de uno de
ellos por los elementos 6 ¢€H, iTAN_se puede expresar de la
siguiente manera:

P Ay =€\elH Tja donde ']_j_ﬁ:rf(ﬁl) 2 FAN:: ;elHﬁﬁ? N

Por otra parte:
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Los grupos de descomposicién de ii? en la extensién N/ son
subgrupos de G de orden 2 conjugados de uno de ellos, por tanto,
‘8e puede suponer que 131_ es el primo que corresponde al gru-
po g (cambiando los subindices si fuera necesario).Poniendo:

’Ul = —’ﬁl(\ AK y ”\jﬁ_: NN/K( "}_jo_) si 6- es distinto de

la identidad, se tiene:

F Ap = le E:E?iqzr
A Id.

Los ideales ’¥%_son todos ellos ideales primos de AK por tanto
F AK es el producto de pg ideales primos. Estos no son todos

distintos sino que los pa-1l x%, son iguales dos a dos. En efec-



to, por ser N/K galoisiana de grupo de Galois de orden 2, el
ndmero mdximo de primos de N que pueden dividir a un mismo pri-
mo de K es dos y esto tienme lugaer si y s6lo si uno es conjuga-

do del otro respecto a uan automorfismo del grupo de Galois, es

decir: '*’ji = I.\fj_ &=> ﬁj.z Ciﬁi.- . Puesto que

Se tiene pues:
2 2
g = $1v2"'ﬂ1/ﬂmﬁn

es decir, en AN uno solo de los primos ramifica y los demds des-

componen, por tanto, un primd y sélo uno ramifice en N sobre K.

Proposicién (3.4). N (35Uz) = kAn

La demostracién es dndloga a la de ( II 4.3).
31/20?(1_—1)\7 2

En efecto:
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N/ K/x

(3 o (D

K/ K

En virtud de (3.4)
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Proposicién (3.6).5ca A un anillo de Dedekind de cuerpo de

fracciones 2¢ , N una extensidn de 3 galoisiana de grupo de

——— or—

o ]

ne: que A eg principal, que la caracteristica de yx no divide
a 2pq, que A/pAcegiiisomorfo a Z/pZ y A/qA es isomorfo a %/qZ.
Entonces, si A‘K ' AKq Y AK poseen A-bases normales, AN es

un A[G] ~médulo proyectivo,

En efecto: Puesto que Lp y Lq son extensiones de X, galoi-
sianas, diedrales de ordenes 2p y 2q respectivamente que cum-

plen las hip6tesis de ([12]1.IV ), by _es A[hq] -libre y A

es A[h‘-.};]-libre, por tanto AL es A[h(i] -proyectivo y L

p :
AI es A[hp-l- proyectivo ¥y Lp y Lq son moderadamente ramifica-

das sobre X . De (2.1) resulta que N es moderadamente ramifi-

cada sobre o y por tanto A_ es A[G]- proyectivo.

N
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