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Introduccién

Usualmenté, las diferentes ramas de las matematicas han nacido como respuestas
a problemas de indole practica que se presentan en las actividades cotidianas
del ser humano, como el comercio, la industria, la arquitectura, la navegacion,
etc. En su afan por comprender mejor el mundo en que vive, el hombre ha
intentado siempre identificar los fendmenos u objetos de dichas actividades con
los elementos de un cierto sistema matematico, creando asi lo que se llama un

modelo matemdtico de una situacion real.

Una vez establecido el modelo, se traducen a su lenguaje los problemas surgidos
en el mundo sensible, se analizan objetivamente y se les busca una solucién (uti-
lizando para ello las reglas de la deduccién légica), que se exportara después a la

situacion real o actividad de la cual provenia.

Para que un modelo matematico sea 1til tiene que cumplir como minimo dos
condiciones. Por un lado, la identificacion entre los entes matematicos y los
objetos reales que representan, asi como las propiedades axiomaticas en las que
se basa el modelo, deben ser intuitivamente satisfactorias. Por otro lado, los
resultados tedricos que se deduzcan del sistema matematico, a medida que se
vaya desarrollando, deben ajustarse a las conclusiones que se observen de forma

empirica.

Hasta hace relativamente poco tiempo parecia que los modelos matematicos eran
adecuados sélo para describir situaciones surgidas en las ciencias fisicas. Sin

embargo, recientemente, las llamadas ciencias sociales también han progresado
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en el desarrollo y estudio de descripciones matematicas de la conducta humana.

En este ambito es donde nace la Teoria de Juegos, que, grosso modo, puede
definirse como una parte de las matematicas que se dedica al estudio de las situa-
ciones conflictivas que aparecen cuando un colectivo de agentes, con intereses
normalmente contrapuestos, tiene que tomar decisiones que les afectan mutua-

mente. Cada una de estas situaciones es lo que se denomina un juego.

Aunque los inicios de la Teoria de Juegos se remontan a la primera mitad del
siglo pasado (en los trabajos de economia de Cournot en 1838 se han encontrado
ciertos indicios), la idea de una teoria general de los juegos, con la cual formular
matematicamente procesos de decision que se producen en actividades conjuntas
de tipo competitivo, fue introducida por John von Neumann y Oskar Morgenstern
en su clasico Theory of Games and Economic Behavior, publicado en el afio 1944.
Desde entonces la Teoria de Juegos ha evolucionado sustancialmente y se ha
aplicado con profundidad a la economia, asi como a otros campos entre los que

destaca la ciencia politica.

Aparte de economistas y politélogos, otros estudiosos de las ciencias sociales
(filésofos, psic6logos,...) se han interesado por la Teoria de Juegos, y no es extraiio
puesto que uno de los grandes valores de esta disciplina radica en su potencia como

base para la construccién de modelos sobre la conducta humana.

Hay muchos tipos de situaciones conflictivas en las cuales intervienen diversos
agentes y, por tanto, también hay muchos tipos de juegos, aunque una primera

clasificacién los separa en cooperativos y no cooperativos.

La teoria de juegos no cooperativos estudia el comportamiento de los agentes
en cualquier situacion donde la eleccién o estrategia 6ptima de cada jugador
depende de su prondstico sobre las elecciones de sus oponentes, y estd encaminada
a maximizar sus propios intereses (sea lo que fuere lo que esto signifique para el

jugador) sin preocuparse en absoluto de los intereses de los demas.

Si en el juego existen posibilidades de comunicacién entre los jugadores con el

fin de negociar o establecer acuerdos que permitan la formacion de coaliciones,
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entonces el juego se denomina cooperativo. En este caso es habitual considerar
como informacién basica la utilidad (entiéndase dinero o cualquier otro bien con
el que se efectien los pagos a los jugadores) que cada coalicién puede obtener co-
ordinando las estrategias de sus integrantes e independientemente de la actuacién

del resto de los agentes del juego.

En algunos juegos cooperativos se supone la existencia de un bien que debe dis-
tribuirse entre los jugadores, que puede ser cuantificado numéricamente y dividido
tantas veces como sea necesario, y respecto del cual las preferencias de los agentes
del juego son equiparables. Los posibles repartos de dicho bien entre los jugadores
son los que dan lugar a incrementos y disminuciones de la utilidad de los mismos
y, por esta razon, estos juegos cooperativos se denominan juegos con utilidad
transferible o juegos TU. En estos casos se considera la utilidad minima que cada

coalicién puede conseguir y se describe mediante un tnico nimero real.

En otros juegos cooperativos la utilidad representa preferencias personales sobre
los posibles resultados del juego, y las posibilidades de cada coalicion deben des-
cribirse utilizando no un nimero sino un subconjunto que contenga todas las
utilidades que una coalicién esta en condiciones de garantizar a sus miembros.

Estos son los llamados juegos con utilidad no transferible o juegos NTU.

Tradicionalmente, en los juegos cooperativos con utilidad transferible cada uno
de los jugadores efectiia una eleccion entre dos posibles alternativas y, fijada una
de ellas, la funcién caracteristica del juego asigna un numero real a la coali-
cién formada por los jugadores que la han escogido, suponiéndose, ademas, que
los jugadores de la coalicion complementaria han optado por la otra. Este en-
foque, correcto para describir algunas situaciones reales, no es aplicable cuando
el nimero de opciones entre las que elige cada jugador es mayor que dos. Sin
embargo, se han propuesto recientemente modelos que se ajustan a estas situa-
ciones: los juegos cooperativos con miiltiples alternativas. En éstos, una coalicién
puede obtener diversas utilidades dependiendo de la distribucion de los restantes

jugadores en el conjunto de las alternativas.

Esta memoria se centra en el estudio de los juegos cooperativos con utilidad
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transferible; tanto de los cldsicos como de los juegos con miltiples alternativas.
Por este motivo la hemos titulado Formacidn de coaliciones en los juegos coope-
rativos y juegos con multiples alternativas, haciendo referencia a las dos partes
bien diferenciadas de que consta. Ambas partes tienen como nexo los conceptos
de valor de Shapley, indice de Banzhaf y extensién multilineal, lo cual confiere
una unidad de estilo y metodologia al trabajo. Este ha sido estructurado en cinco
capitulos, que a continuacién se resumen brevemente, y un apéndice en el que se

destacan las conclusiones mas relevantes.

Los tres primeros capitulos hacen referencia a los juegos cooperativos clasicos. En
el primero, con el objetivo de que el trabajo sea autocontenido, se exponen las
nociones)que se utilizan en el resto de la memoria, con excepcion de las relativas
a los juegos con muiltiples alternativas que, por cuestiones de homogeneidad, se
explican en el capitulo cuarto. Concretamente, en el primer capitulo se recuerdan,
entre otras nociones, dos importantes conceptos de solucion para los juegos coope-
rativos clasicos: el valor de Shapley y el indice de Banzhaf-Coleman. Ademas,
se revisan el valor coalicional y la extensién multilineal de Owen. Su contenido,

por tanto, no es original.

En el segundo capitulo se utilizan el valor de Shapley y su extensidn, el valor
coalicional de Owen, como herramientas para decidir cuando es ventajoso para
un subconjunto de jugadores coaligarse y cuindo no lo es. Para ello se estudia
previamente el juego cociente y su extension multilineal. Se define después el valor
de alianza de una coalicién y se aplica para obtener un criterio que determine
bajo qué condiciones es favorable para ciertos jugadores unirse. Por ultimo, se
estudian las alianzas binarias en los juegos simples y se caracterizan los juegos en
los cuales dichas alianzas son lo mas ventajosas posible y los juegos donde son lo

mas desfavorables posible.

En el tercer capitulo se hace un estudio similar al del capitulo segundo pero
utilizando el indice de Banzhaf. Se obtienen resultados analogos que demuestran
que los juegos simples donde las alianzas binarias son muy ventajosas o muy

desfavorables son los mismos independientemente de que se utilice el valor de
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Shapley o el indice de Banzhaf para medir el efecto de dichas alianzas. También
se incluye en este capitulo la implementacién del método que permite calcular
el indice de Banzhaf modificado por una estructura de coaliciones a partir de la
extension multilineal del juego inicial. El capitulo se completa observando que una
de las propiedades del indice de alianza de Banzhaf, junto con otras propiedades
cldsicas (titeres, simetria y aditividad), caracteriza al indice de Banzhaf en los

juegos cooperativos.

La primera seccién del capitulo 4 no es original ya que esta dedicada a recordar
los conceptos fundamentales de los juegos con miltiples alternativas. De hecho,
se resume parte de los trabajos anteriores sobre el tema, adaptando su notacion
a nuestras necesidades posteriores. Se define después la nociéon de r—juego y se
dota al conjunto de todos ellos de estructura de espacio vectorial real. También se
introducen los r—juegos de unanimidad y se prueba que forman una base de dicho
espacio. Se presentan, ademads, dos extensiones multilineales para los r—juegos,
aunque, por su mayor simplicidad, una de ellas se preferira mas adelante. Se
estudian después los r—juegos simples, para los cuales se generalizan conceptos
fundamentales relativos a los juegos simples convencionales. Los r—juegos simples
sirven como modelos para situaciones de votacion que no eran descriptibles de
forma precisa utilizando la teoria clasica, como, por e€jemplo, las votaciones en las
que se requiere mayoria simple para ganar y/o estd permitida la abstencién. El
capitulo acaba con otra idea nueva, la de r—juego restringido, que aparece cuando
se impone que alguno o algunos de los jugadores escojan obligatoriamente una
determinada alternativa. Piénsese, por ejemplo, en las votaciones en las cuales se
trata de elegir uno de entre los diversos candidatos que representan a diferentes
partidos politicos. Es 16gico suponer que cada partido que haya presentado un

candidato votara por él.

En el capitulo final se caracterizan axiomaticamente dos conceptos de solucién
para los r—juegos cooperativos (y para los r—juegos simples), el valor de Shapley
y el indice de Banzhaf, y se expone cémo calcularlos a partir de las extensiones

multilineales definidas en el capitulo anterior. Ademas, se obtiene un método que
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permite extender otros valores conocidos para los juegos cooperativos clasicos al

contexto de los juegos con miiltiples alternativas.

La motivacion y a la vez el objetivo mas ambicioso de este trabajo, que se incluye
en el ambito de los juegos cooperativos con utilidad transferible, es contribuir
al desarrollo de la Teoria de Juegos y sus aplicaciones a diversas disciplinas,
especialmente a la economia y a la politica. Otros objetivos mds modestos son

los siguientes:

(a) Analizar la formacién efectiva de coaliciones, utilizando tanto el valor de
Shapley y el valor coalicional de Owen como el indice de Banzhaf y su modi-
ficacion por una estructura de coaliciones. Concretamente, determinar bajo

qué condiciones es favorable para ciertos jugadores coaligarse.

(b) Definir nuevos modelos matemdticos con los que describir y examinar situa-
ciones que no habian podido ser estudiadas de forma precisa con la teoria

clasica de los juegos cooperativos.

(¢) Estructurar convenientemente el conjunto de los juegos con miltiples alter-
nativas, dotandolo de los conceptos y propiedades fundamentales que poseen

los juegos tradicionales.

(d) Generalizar conceptos de solucién conocidos para los juegos cooperativos
clasicos a los juegos con multiples alternativas, con su correspondiente carac-

terizacién axiomatica.

Para acabar, tres breves comentarios. Primero, la mayoria de los ejemplos que
se exponen en el trabajo intentan reflejar situaciones reales, ya sean econémi-
cas o politicas; alguno de ellos es analizado repetidamente pero desde diferentes
puntos de vista. Segundo, cuando un concepto no original aparece por primera
vez en el texto, va acompaniado de su referencia bibliografica (excepto en esta in-
troduccion). Tercero y tltimo, la bibliografia contiene también otras referencias
de trabajos que han sido consultados durante la elaboracién y redaccion de la

memoria, aunque en ella no se citen de forma explicita.
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1 Preliminares

En este primer capitulo se hace una exposicién concisa de las ideas y conceptos
de la Teoria de Juegos que constituyen el punto de partida para el desarrollo de
esta memoria. Se trata de un resumen de resultados ampliamente divulgados y,
por tanto, en €l no se encontrard material inédito. Ademas permite establecer la

notacion que se usa en los capitulos posteriores.

1.1 Juegos cooperativos

Definicién 1.1  Un juego cooperativo es un par (N, v) formado por un conjunto
finito N = {1,2,...,n} y una funcién v : 2 —s R que asigna a cada subconjunto

S de N un nimero real v(S) con la condicién de que v() = 0.

Cada elemento del conjunto N es un jugador y cada subconjunto de N es una
coalicién. La funcién v se llama funcién caracteristica del juego (v(S) se considera
una medida de la expectativa de la coalicién S) y, en los casos en los que no hay

ambigiiedades, se habla del juego v sobreentendiéndose el conjunto de jugadores.

Como se puede observar, la definicion de juego cooperativo es muy general. Afa-
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diendo condiciones se obtienen diferentes e interesantes tipos de juegos coopera-

tivos.

Definicién 1.2 Un juego cooperativo (N,v) es mondtono si v(S) < v(T)
cuando SCT.

Esta es una condicién bastante razonable: a medida que aumenta el nimero de

jugadores en una coalicién, aumenta también su expectativa numeérica.

Otra condicién que se acostumbra a imponer a los juegos cooperativos es la su-

peraditividad.

Definicién 1.3 Un juego cooperativo (N,v) es superaditivo si v(SUT) >
v(S) + v(T) cuando SNT = §.

Una clase de juegos cooperativos sencilla y a la vez muy 1til es la de los juegos

simples.

Definicién 1.4 Un juego cooperativo (N, v) es simple si es monétono y v(S) =
0 o 1 para todo S C N.

Puesto que los juegos simples ocupan un papel importante en este trabajo se les

dedicara especial atencién en la seccion siguiente.

El conjunto de los juegos cooperativos de n jugadores es un espacio vectorial sobre
R de dimensién 2™ — 1. Una base esta formada, por ejemplo, por los llamados

juegos de unanimidad ug, definidos para cada coaliciéon no vacia S por
1 siSCT,

us(T) = ,
0 siS¢ZT.

Un juego cooperativo v de n jugadores se escribe como combinacion lineal de los
juegos de unanimidad de la siguiente formas:

v= Y. Cs(v)us, donde Cs(v)= Y (—1)"v(R), s=]|S|, r=]|R]

8£SCN RCS
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Los coeficientes Cs(v) se denominan dividendos de Harsanyi.

Se acaba de ver que el conjunto de los juegos cooperativos con n jugadores tiene
la elegante estructura matematica de espacio vectorial real. Los dos ejemplos
siguientes muestran que, tal y como se afirmaba en la introduccién de esta memo-
ria, estos entes matematicos sirven como modelos para estudiar situaciones de tipo

competitivo donde interviene un cierto nimero de jugadores.

Ejemplo 1.5 (El problema de la bancarrota. Driessen, 1988)  El Tal-
mud es un antiguo documento judio donde se han ido recopilando numerosos
comentarios sobre la ley mosaica y en el que esta fijada la ensefianza de las grandes
escuelas rabinicas. De hecho, el Talmud consta de dos partes: el Misna, donde se
incluyen las leyes, y el Guemara, que contiene los comentarios e investigaciones
sobre el Misna de los rabinos de cada época. Precisamente, hacia el afio 1140 a.C.
el rabino Ibn Ezra proponia el siguiente problema en el Talmud: “Jacob muere y
cada uno de sus cuatro hijos, Rubén, Simedn, Levi y Juda, presenta un escrito en
el cual Jacob lo reconoce como su heredero y le lega, respectivamente, un cuarto,
un tercio, la mitad y el total de sus bienes, que ascienden a 120 unidades. Todos
los escritos tienen la misma fecha y, por tanto, ninguno tiene prioridad sobre los

otros. ;Cémo repartir las 120 unidades entre los cuatro hijos?”

Este es un ejemplo concreto de lo que se dado en llamar el problema de la ban-
carrota que, en general, puede ser enunciado asi: sea £ un numero real positivo,
d = (dy,ds,...,d;) € R™ tal que d; > 0 para todo ¢ = 1,2,...,ny £ < ¥, d..
Una interpretacion posible es la que se daba en el parrafo anterior: una persona
(o empresa) muere (quiebra) dejando n deudas dy, ds, ..., d, cuya suma supera la
totalidad de sus bienes E.

O’Neill [1982] utiliza por primera vez la Teoria de Juegos como marco en el que
estudiar este problema y resolverlo. Para ello propone el juego cooperativo de n
jugadores siguiente:

vEa(S) = max{0,E — Y d;} para toda S C N;

ol SANS
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es decir, cada coalicién S obtiene lo que cobraria en el peor de los casos, cuando

todos los jugadores de N \ S vayan a cobrar antes que los de S.

Obviamente, de la definicién de vgq se tiene que vg,qa(N) = E. Es decir, la

coalicion global se lleva la totalidad de los bienes.

En el caso particular anterior, seria: £ = 120, dy = 30, dy = 40, d3 = 60 y

ds = 120. La funcién caracteristica v = vg,q sera entonces:

v(14) =20, ©(24) =30, v(34) =50,
v(124) = 60, v(134) =80, v(234) = 90,
v(N)=120, ywv(S)=0 paralasdemdsS C N.

Ejemplo 1.6 (Asignacién de costes y/o reparto de beneficios) En de-
terminadas situaciones algunas empresas pequeiias pueden estar interesadas en
formar lo que se denomina un grupo de compra, esto es, una nueva empresa con
personalidad juridica propia que, dependiendo del volumen de compra que se
consiga, llegue a tener todas las ventajas de las grandes empresas y donde, sin
embargo, las empresas pequenias que lo forman no pierdan su identidad y, en

consecuencia, tampoco las ventajas de ser una pequefia empresa.

Por ejemplo, para competir con las grandes superficies, una serie de comercios
pueden formar un grupo de compra de manera que al negociar con los dis-
tribuidores mayoristas dicho grupo de compra tenga una capacidad de negociacion
analoga a (o al menos competitiva con) la de las grandes cadenas. A veces, la
unién no es duradera sino sélo puntual, con el fin de adquirir una serie de mer-
cancias. Para fijar ideas, supongase que cuatro empresas estan empezando a
negociar la formacién de un grupo de compra. De un cierto bien de consumo,
la empresa nimero 1 desea adquirir 600 unidades, la empresa niumero 2 necesita
500 unidades, la tercera 400 y la cuarta 300. Para simplificar, el precio de cada
unidad de este bien ser de 1 unidad monetaria (u. m.). El distribuidor mayorista
tiene fijados unos descuentos en el precio final (rappels) que dependen del nimero
de unidades que se desean comprar y que, en el caso que nos ocupa, podrian ser

los siguientes:
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¢ de 0 a 499 unidades no hay descuento,

e de 500 a 999 unidades hay un descuento del 5% en el precio final,
e de 1000 a 1499 unidades el descuento es del 10%,

e de 1500 a 1999 unidades es del 15%,

e de 2000 a 2499 unidades es del 20%, y

e de 2500 unidades en adelante hay un descuento del 25%.

Teniendo en cuenta estos rappels y las cantidades que cada empresa necesita,
es inmediato calcular el desembolso que cada una de ellas deberd realizar si no
forman el grupo de compra: la primera pagaria 570, la segunda 475, la tercera
400 y la cuarta 300 (entre las cuatro pagarian 1745). Si se ponen de acuerdo y
forman el grupo de compra, por la misma cantidad de producto sélo pagarian
1440 u. m.

Sin embargo, surge un problema: si realmente se forma el grupo de compra,
icudnto le corresponde pagar a cada una de las empresas de las 1440 u. m.? Si
se enfoca el problema desde otro punto de vista, suponiendo que todos ingresan
en un fondo comun lo que les corresponde pagar si van en solitario a comprar y
pagan de este fondo al distribuidor, quedara un remanente de 305 u. m.: jcémo

repartir estos beneficios entre las cuatro empresas?

Estas cuestiones deberian estar resueltas al redactar los estatutos de la nueva
empresa que quieren formar, ya que en ellos se puede hacer constar la manera
de efectuar el reparto de los beneficios que se derivan de la unién. Es usual que
dicho reparto se realice de forma proporcional, bien a los gastos efectuados en
cada operacién, bien al capital aportado a la creacién del grupo de compra (si
éste se ha constituido asi). En ambos casos, €l reparto proporcional es discutible,

como lo es cualquier otra solucién que se proponga.

Este problema admite un estudio desde la dptica de la teoria de juegos coope-
rativos. De hecho, se han planteado dos situaciones diferentes que ahora se

analizaran.
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(a) La primera situacién es una asignacién de los costes entre cuatro jugadores y

puede describirse mediante un juego cooperativo cuya funcién caracteristica

(b)

es:
v(1) =570  v(13) =900  v(123) = 1200
v(2) =475  v(14) =855  v(124) = 1260
v(3) =400  v(23) =855  v(134) = 1170
v(4) =300  v(24) =760  v(234) = 1080
v(12) =990  v(34) =665  v(1234) = 1440.

Cada v(S) representa la cantidad que abona la coalicién S al distribuidor
suponiendo que se acumulan los pedidos de los integrantes de S y se realiza,

entonces, un pedido conjunto.

La segunda es un reparto de beneficios y puede describirse también uti-

lizando un juego cooperativo de cuatro jugadores cuya funcion caracteristica

es b(S) = Y v(i) — v(S), siendo v la funcién caracteristica del apartado

€S

anterior. En este caso se tiene:

b(1) =0 b(13) =70  b(123) = 245
b(2) =0 b(14) =15  b(124) = 85
b(3) =0 b(23) =20  b(134) = 100
b(4) =0 B(24) =15  b(234) =95
b(12) =55 b(34) =35  b(1234) = 305.

Cada b(S) representa el ahorro que consigue la coalicién S si llega a formarse.

1.2 Juegos simples

En la seccién anterior se ha visto que un juego simple es un juego cooperativo
monétono tal que la expectativa numérica de cada coalicién es 0 o 1. Las coa-
liciones que obtienen 1 son las ganadoras; las que obtienen 0 son las perdedoras.
W representara el conjunto de todas las coaliciones ganadoras del juego simple

(N,v). Con esta nueva notacidn, la propiedad de monotonia puede escribirse
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ahora como:

SeW, SCT = TeW.

Una coalicién S € W es ganadora minimal si para toda T C S, T ¢ W. El
conjunto de todas las coaliciones ganadoras minimales de un juego simple (N, v)

se denotara por W™.

Si se conoce W el juego queda totalmente determinado. De hecho, se puede
definir un juego simple como un par (N, W), W C 2V tal que § ¢ W y satisface

la condiciéon de monotonia:
SeW, SCT — TeW.

Las coaliciones ganadoras minimales determinan el juego, y deben cumplir las

siguientes propiedades:
g Wwm
oT¢gS VI, Sewm™

La clasificacién de las coaliciones en ganadoras y perdedoras puede refinarse. Se
obtiene una clasificacién mdis detallada observando el caracter de la coalicién

complementaria:

(a) Una coalicién S es ganadora decisivasi Se Wy N\ S ¢ W.
(b) Una coalicién S es ganadora conflictivasi Se Wy N\ SeW.
(c) Una coalicién S es de bloqgueosi S¢ Wy N\S ¢ W.

(d) Una coalicién S es perdedora estrictasi S¢ Wy N\SeW.
Estas cuatro familias se denotaran por D, C, @ y P respectivamente.

También existen diferentes tipos de jugadores, dependiendo de su pertenencia o

no a alguna de las clases de coaliciones anteriores:
(a) Un jugador 7 € N es dictadorsi {:} € D.

(b) Un jugador i € N es capazsi {i} € C.

(c) Un jugador ¢ € N tiene veto si {z} € Q.



22 Formacion de coaliciones en los juegos cooperativos y juegos con multiples alternativas

Por otra parte, se dice que un jugador i € N es nulo si {i} ¢ S, VS € W™,

Atendiendo a la naturaleza de las coaliciones de un juego simple, se obtienen las

definiciones siguientes.

¢ Un juego simple (IV, W) es propio si no tiene coaliciones ganadoras conflicti-

vas: C = 0.
¢ Un juego simple (N, W) es fuerte si no tiene coaliciones de bloqueo: @ = 0.
Por tanto, el juego se denomina impropio si C # 0 y débil si Q # 0.

El dual de un juego (N, W) donde W # @ es el juego (N, W*), siendo W* = DUQ.
Notese que, en este caso, se cumpleque D* =D, C*=Q,Q*=Cy P* = P.

Una clase especialmente interesante de juegos simples la forman los llamados

juegos de mayoria ponderada.

Definicién 1.7 Un juego de mayoria ponderada es una terna (N,w,q) donde
N = {1,2,...,n} es el conjunto de jugadores, w = (wy,ws,...,w,) con w; > 0
para ¢ = 1,2,...,n es una distribucién de pesos y ¢ € R* es la cuota (o mayoria

exigida). En la practica, se representa por [g; wy, wa, ..., wy].

Todo juego de mayoria ponderada tiene asociado un juego simple: basta con
definir w(S) = )_ w; y considerar como conjunto de coaliciones ganadoras
i€S

wW={Sc2¥ : w(S)>q}.

Sin embargo, no todo juego simple proviene de un juego de mayoria ponderada.
Sea (N, W) el juego de cuatro jugadores cuyo conjunto de coaliciones ganadoras
minimales es W™ = {{1,2}, {3,4}}, es decir, los subconjuntos formados por los
jugadores 1 y 2 por un lado, y 3 y 4 por otro. Si existiesen wy,wz, w3, ws ¥ ¢

como en la definicién anterior, deberian cumplirse las desigualdades siguientes:

w twr2>¢q, w+wz<g,

wy4wy 2 q, wrtwy<gq.
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Sumando las dos de la izquierda se obtiene w; +w; + w3+ w4 > 2q, y sumando las

de la derecha wy + w, + w3 + w4 < 2¢. Estas dos condiciones son incompatibles.

Un juego simple (N, W) es realizable si proviene de un juego de mayoria ponde-
rada (por abuso de lenguaje, se suele decir entonces que (N, W) es un juego de
mayoria ponderada). El ejemplo anterior prueba que existen juegos simples no

realizables.

Pese a la sencillez de su definicién, los juegos simples son de gran utilidad porque
sirven como modelos para ciertos organismos de decisién que se rigen mediante

votaciones.

Ejemplos 1.8

(a) De entre todos los parlamentos autondémicos actuales, quiza el mas intere-
sante, desde el punto de vista de la Teoria de Juegos, sea el del Pais Vasco,
surgido de las elecciones autonomicas del 23 de octubre de 1994. Su com-

posicion es la siguiente:

Partido Diputados
1 PNV (Partido Nacionalista Vasco) 22
2 PSE (Partido Socialista de Euskadi) 12
3 HB (Herri Batasuna) 11
4 PP (Partido Popular) 11
5 EA (Eusko Alkartasuna) 8
6 IU (Izquierda Unida) 6
7 UA (Unidad Alavesa) 5

En total son 75 diputados y, por tanto, para conseguir la mayoria absoluta

se necesitan al menos 38.

Situaciones tipicas que pueden darse en este tipo de organismos, como, por
ejemplo, la primera votacién para la investidura del presidente del gobierno

autondmico o la aprobacién de una mocién de censura, se describen mediante
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(b)

el juego de mayoria ponderada de 7 jugadores
[38;22,12,11,11,8,6, 5]

(cada partido es un jugador cuyo peso es su nimero de diputados).
El interés de este juego reside en el gran nimero y variedad de combinaciones
posibles para llegar a la mayoria absoluta. Concretamente, el conjunto de

coaliciones ganadoras minimales es

w™ = {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,6},{1,2,7},{1,3,4},{1, 3,5},
{1737 6}7 {1’3, 7}, {1747 5}’ {1’4’6}7 {174, 7}’ {17 576’ 7}’ {2, 37 4’5}7
{2,3,4,6},{2,3,4,7},{2,3,5,6,7},{2,4,5,6,7},{3,4,5,6, 7} }.

Otros organismos de decision no pueden representarse como juegos de mayo-
ria ponderada. Considérese, por ejemplo, el funcionamiento del Congreso de
los Estados Unidos: para que una ley que cuente con el respaldo del presi-
dente de la nacién sea aprobada, es necesaria la mayoria de los votos de
la Camara de Representantes y del Senado; si el proyecto no cuenta con el
apoyo presidencial, son necesarios dos tercios de los votos de cada una de las
dos cdmaras. La Camara de Representantes tiene 435 miembros y el Senado
100.

No es dificil demostrar que no existe ningun juego de mayoria ponderada
[¢; w1, w2, ..., wy] que se ajuste a la estructura descrita. Sin embargo, si
es descriptible usando un juego simple de 536 jugadores cuyas coaliciones
ganadoras minimales estan formadas por el presidente, 51 senadores y 218

representantes, o por 67 senadores y 290 representantes.

1.3 Conceptos de solucion para los juegos cooperativos

Sea (N, v) un juego cooperativo de n jugadores. Suponiendo que los jugadores

llegan a algin tipo de acuerdo global entre ellos, al final tienen que repartirse la
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cantidad (V) (dinero o cualquier otro tipo de utilidad transferible), que es el total

que puede conseguir la coalicién formada por todos los jugadores. Una distribu-

cién de la cantidad v(NN) entre los jugadores se representa mediante una funcién

real z sobre el conjunto N que verifique el principio de eficiencia: Y (i) = v(N).
iEN

El nimero z(i), que por comodidad se denota simplemente z;, es la cantidad que

recibe el jugador ¢ teniendo en cuenta la funcién de distribucién de pagos =z.

Los vectores z € R™ tales que ) z; = v(IN) se llaman vectores de pago eficientes
para el juego (N, v). Si ademé:segatisfacen el principio de racionalidad individual,
segun el cual cada jugador debe recibir un pago al menos igual a lo que podria
conseguir por si solo en el juego (N, v), entonces dichos vectores de pago eficientes
se denominan imputaciones del juego. El conjunto de todas ellas se denota por
I(v):
Iv)={zeR*: > z;=v(N), =z;>v(i) Vie N}
1EN )

Un concepto de solucion para los juegos cooperativos es, en general, una regla que
asigna a cada juego cooperativo de n jugadores un subconjunto de R" siguiendo
unas normas predeterminadas. En principio, este subconjunto podria ser vacio

para algunos juegos.

Por ejemplo, se podria pedir que la solucién fuese una imputacién. Dependiendo
de las normas que se impongan a la correspondencia mencionada se obtendra una

u otra solucién para los juegos cooperativos.

Hay conceptos de solucién que proporcionan todo un conjunto de vectores para
cada juego, como por ejemplo los conjuntos estables de von Neumann y Morgens-
tern [1944] o el core (Gillies [1953]). Otros, sin embargo, seleccionan un tnico

vector de pagos, como el valor de Shapley [1953a] o el nucleolo (Schmeidler [1969]).

Puesto que los juegos cooperativos simples se usan normalmente como modelos de
organismos que toman decisiones mediante votaciones, un concepto de solucion
para esta clase de juegos se llama también indice de poder, y representa una

medida abstracta del poder de cada jugador en el organismo que el juego describe.
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Dos de los indices de poder mas utilizados son el de Shapley—Shubik [1954] y el
de Banzhaf [1965]. De hecho, el primero es la restriccién del valor de Shapley a
los juegos simples. El indice de Banzhaf surgié primero para esta clase de juegos

¥, posteriormente, fue extendido a todos los juegos cooperativos (Owen [1975}).

Esta memoria se centra, esencialmente, en los valores de Shapley y de Banzhaf y

sus extensiones.

La idea de una solucién unica para cada juego cooperativo (N, v) empieza pos-
tulando que cada jugador debe obtener un nimero real x;[v], donde i denota el
indice del jugador y x es la funcién que asigna a cada juego (V,v) su (iinico)
vector de pagos. El problema que se plantea es decidir qué funcién se escoge.
Cualquier definicion arbitraria puede ser cuestionada. Un procedimiento usual
en matematicas consiste en especificar la funcién a través de las propiedades que

se desea que cumpla. Es decir, definir la funcién axiomaticamente.

En la seccidn siguiente se expone un ejemplo de cémo se utiliza este método.

1.4 El valor de Shapley

El valor de Shapley es el primer concepto de solucién que asigna a cada juego
cooperativo un unico vector de pago. Fue introducido y caracterizado axiomati-
camente por Lloyd S. Shapley en el afio 1953, y es, seguramente, el concepto de
solucion mas estudiado y sobre el que mas se ha escrito. Para entender bien las

propiedades axiomaticas que lo caracterizan se necesitan dos nociones previas.

Definicién 1.9

e Sean (N,v) un juego cooperativo de n jugadores y 7 una permutacion sobre
N (es decir, una aplicacién biyectiva de N en N). El juego (N, 7wv) es aquel

que, para cada coalicién S = {i;,1s, ..., 15}, estd definido por

wv(S5) = v(7(S)) = v({x (i), 7(i2), --., 7 (3)})-
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e Un conjunto K C N es soporte del juego (NV,v) si v(S) = v(SN K) para
toda coaliciéon S C N.

Sea G, el espacio vectorial de los juegos cooperativos con N = {1,2,...,n}. El

valor de Shapley es una aplicacién
$:G, —R"

que asigna a cada juego cooperativo v un vector ®[v] = (9;[v], ®2[v], ..., ®.[v]) ¥

cumple las propiedades siguientes:
S1 Si K es soporte del juego v entonces Y ;e Di[v] = v(K)(= v(N)).
S2 Para todo juego v y toda permutacién 7 de NV se cumple ®;[7v] = ®n;[v].
S3 Si u,v € G, entonces ®[u + v] = P[u] + P[v].

Las propiedades anteriores son las de eficiencia para soportes, simetria y aditivi-

dad, respectivamente, y determinan de forma univoca el valor de Shapley.

Teorema 1.10 (Shapley, 1953)  Existe una unica funcién ® : G, — R”*
que satisface las propiedades de eficiencia para soportes, simetria y aditividad, y

es la dada por

)= 3 EZD = o) oS\ {i})] para cada i€ N.

!
SgN n.
i€S

Observaciones 1.11

(a) Elpago queel valor de Shapley asigna a cada jugador es una media ponderada
de las contribuciones marginales de dicho jugador a las coaliciones a las que

pertenece.

(b) El valor de Shapley es siempre eficiente. Si el juego es superaditivo, entonces

es una imputacion.

(c¢) El valor de Shapley no tiene en cuenta factores tales como la existencia o

no de una distribucién de los jugadores en coaliciones, incompatibilidades
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entre jugadores o diferentes grados de cooperacién entre los mismos. La
consideracién de factores de este tipo ha dado origen a otros conceptos de

solucion ligados al valor de Shapley (véase, por ejemplo, Amer [1995]).

El valor de Shapley ha sido caracterizado posteriormente utilizando diversos sis-
temas axiomaticos; pueden consultarse Young [1985] o Hart-MasColell [1989].
En este trabajo (Capitulo 5) usaremos la caracterizacién axiomatica basada en

las definiciones y propiedades siguientes:

e Se dice que un jugador ¢ € N es un titere en el juego v si v(SU {i}) =
v(S) + v({i}) para toda coalicién S C N \ {i}.

e Dos j{lgadores i,j € N son indiferentes en el juego v si v(SU{i}) = v(SU{s})
para toda coalicién S C N\ {i,5}.

e Un concepto de solucién @ cumple la propiedad de titeres si ®;[v] = v({i})

para todo v y todo titere ¢ en v.

e Un concepto de solucién ® cumple la propiedad de indiferencia si ®;[v] =

®;[v] para todo v y para todo par de jugadores i, j indiferentes en v.

El valor de Shapley es la tnica solucién para los juegos cooperativos que satis-
face las propiedades de eficiencia, titeres, indiferencia y aditividad (Bergantifios
[1993])).

Por supuesto, en el caso de los juegos simples el axioma de aditividad no puede

utilizarse ya que la suma de juegos simples no es, en general, un juego simple.

Dubey [1975] modificé el axioma de aditividad de Shapley y lo adecué al contexto
de los juegos simples. Para ello definié las operaciones siguientes entre juegos

simples:

(u V v)(S) = max{u(S),v(S)}
(u A v)(S) = min{u(S),v(S)}

Sea S, el conjunto de juegos simples con n jugadores. Con las operaciones ante-

riores S, tiene estructura de reticulo distributivo.
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El axioma de aditividad puede sustituirse entonces en S,, por
S3’ OluVv]+ ®luAv] = Ou] + ®v] Vu,v € S,.

En Feltkamp [1995] se dice que una solucién que satisface S3’ cumple la propiedad

de transferencia.

Teorema 1.12 (Dubey, 1975)  Existe una iunica funcién @ : S, — R" que
satisface las propiedades de eficiencia, simetria y transferencia, y es el valor de

Shapley.

En este caso

<I>.-[v] = E

Sew
ieS, S\{i}gw

(s = 1)Yn —s)!
n!

para cada 1 € N.

Ejemplos 1.13
(2) Para el problema concreto de la bancarrota (Ejemplo 1.5) el valor de Shapley
proporne el siguiente reparto:

®[v] = (14.16,19.16,29.16, 57.5).

(b) Para el problema de asignacién de costes correspondiente a los grupos de
compra que se planted en el Ejemplo 1.6, el valor de Shapley nos da la

.7
solucién:

®[v] = (475.83,390.83, 305, 268.33).

Si se trata de repartir beneficios (segundo enfoque) entonces la solucién de
Shapley es:
B[b] = (94.16,84.16, 95, 31.66).

Nétese que 9;[b] = v({z}) — ®;[v], como era de esperar por la aditividad.

(c) En el juego de mayoria ponderada correspondiente al Parlamento Vasco
(Ejemplo 1.8 (a)) se obtiene el indice de poder de Shapley-Shubik

¢, =0.3714, &; =0.1381 :=2,3,4 &, =0.0714 ;=5,6,7,
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(d)

que, tradicionalmente, se expresa en tanto por ciento. En este caso, pues, el
primer partido tiene el 37.14% del poder, los partidos 2, 3 y 4 el 13.81% y

cada uno de los otros el 7.14%.
En el Congreso de los Estados Unidos (Ejemplo 1.8 (b)) el indice de poder
es

®p = 0.160470,

s = 0.437418,

op = 0.402112,
siendo P el presidente, S el Senado y R la Camara de Representantes. Para
calcular el poder individual de un senador o de un miembro de la Cimara
de Representantes basta dividir por 100, en el primer caso, y por 435 en el

segundo, ya que todos los senadores juegan un papel simétrico entre ellos,

igual que los representantes. Proporcionalmente se tiene:
bp : &, : &, =~ 350 : 9 : 2,

donde P, es el indice de poder de Shapley—Shubik de un senador y ®, el de

un representante.

1.5 El indice de Banzhaf

Otro de los conceptos de solucién para juegos cooperativos que asigna un unico

vector de pagos es el indice de Banzhaf. Menos estudiado que el valor de Shapley

goza, sin embargo, de una posicién privilegiada dentro de la Teoria de Juegos ya

que fue aceptado como una medida valida de poder por un tribunal (se utiliz6

para determinar la representacién del Consejo de Supervisores del condado de

Nassau en el estado de Nueva York).

El indice de Banzhaf también ha sido caracterizado axiomaticamente en Owen
[1978], Lehrer [1988] o Feltkamp [1995]. Por ser la mds simple, al menos de.

describir, se recuerda seguidamente la axiomatizaciéon de Feltkamp.
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Definicién 1.14 Un jugador z € N es nulo en el juego v si v(S) = v(S\ {i})
para toda coalicién S C N que lo contenga.

Se dice que un concepto de solucién ¥ satisface la propiedad del jugador nulo si

WU;[v] = 0 para todo juego v en el que 7 es un jugador nulo.

Sea v un juego con n jugadores y considérese

Tl = 5y & S [0(8) — o(S\ (i)
gk

El indice de Banzhaf es una aplicacion ¥ : G, — R" que asigna a cada juego
cooperativo v un vector ¥[v] = (¥, [v], ¥2[v], ..., ¥n[v]) y cumple las propiedades
de simetria, jugador nulo y aditividad y satisface )  ¥;[v] = fj[v].

iEN
Teorema 1.15 (Feltkamp, 1995)  Existe una tnica funcién ¥ : G, — R"

que satisface las propiedades de simetria, jugador nulo y aditividad y satisface

> ¥;[v] = q[v], y es la dada por
€N

1
2n—1

[v(S)—v(S\{:})] paracada i€ N.

Wifo] = D
SCN
i€es
Observaciones 1.16

(a) De hecho, en Feltkamp [1995] se axiomatiza el indice de Banzhaf no normali-

zado

bifo] = Y [v(S) — v(S\ {i})]-
SCN
€S
La demostracién es andloga para el indice de Banzhaf normalizado e inde-
pendiente de la adicién de jugadores nulos, que es el que se estudia en este

trabajo.

(b) El indice de Banzhaf también es una media ponderada de las contribuciones

marginales de cada jugador a las coaliciones a las que pertenece. En este
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caso los coeficientes de ponderacién son siempre iguales a 2'~", mientras que

para el valor de Shapley dependen del tamafio de la coalicién.

(c) El indice de Banzhaf tampoco tiene en cuenta factores como los distintos

grados de cooperacion entre los jugadores o las incompatibilidades.

(d) Sustituyendo la propiedad de aditividad por la de transferencia, se caracte-

riza ¥ en los juegos simples.

Ejemplos 1.17

(a) El indice de Banzhaf para el juego que describe el Parlamento Vasco de esta

legislatura es
¥, =0.6875, ¥;=0.2500 :=2,3,4, ¥;=0.1250 j=5,6,7.

Porcentualmente el primer partido tiene el 37.9310% del poder, los partidos
2,3y4el13.7931% y cada uno de los restantes el 6.8966%.

(b) En el Congreso de los Estados Unidos los indices de poder del presidente, el
Senado y la Camara de Representantes, asi como los porcentajes respectivos

son .
Indice de Banzhaf  Porcentaje

Up =0.23010 3.9%
Vs = 1.98973 32.8%
Yp = 3.83139 63.3%

1.6 El valor coalicional

Los valores que se han descrito no tienen en cuenta factores tales como la exis-
tencia de una estructura de coaliciones en el juego o las diferentes situaciones de

comunicacion entre los jugadores.

Por supuesto, existen modelos para describir estas situaciones, con sus correspon-
dientes conceptos de solucidon. A continuacion se explica el propuesto por Owen

[1977).
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Sea (N, v) un juego cooperativo con utilidad transferible. Una estructura de coa-
liciones definida sobre N es una particion cualquiera de N. Un juego cooperativo
con una estructura de coaliciones es una terna (N, v, B) donde (V,v) es un juego
cooperativo y B = {By, B, ..., B,} una estructura de coaliciones definida sobre

el conjunto de jugadores, N.

Basandose en el valor de Shapley, Owen caracteriza axiomaticamente un nuevo
valor, conocido ahora como valor coalicional de Owen o simplemente valor coa-
licional, que refleja las diferentes posibilidades de cada jugador dependiendo del
subconjunto de la estructura de coaliciones al que pertenece. En el desarrollo de
esta idea no se excluye la posibilidad de que los distintos bloques de la estructura
de coaliciones cooperen entre si. Al contrario, se considera que cada bloque elige
un representante, k para el bloque By, y son éstos los que negocian (juegan). Si
M = {1,2,...,m} es el conjunto formado por los representantes de los bloques de

B, entonces el valor coalicional de un jugador 7 € By es

ifv;Bl= Y > v(m, )b, s)[v( B:US) —v(|J B:u S\ {i})},

SCB, TCM i€T i€T

siendo 7(a, b) = (==

a!

En Owen [1981] se define un valor similar pero basado en el indice de Banzhaf. En
el Capitulo 3 se recuerda su construcciéon. En el momento de redactar esta memo-
ria no conocemos ninguna caracterizacién axiomdtica para el indice de Banzhaf

modificado por una estructura de coaliciones.

Ejemplo 1.18 (Los grupos de compra) La estructura de un grupo de com-
pra acostumbra a ser mas compleja de lo que se expuso en el Ejemplo 1.6. Nor-
malmente, se forman pequenos grupos de compra en diversas ciudades de un
mismo pais que, para competir con las grandes superficies comerciales, aunan
esfuerzos formando un gran grupo de compra. Es decir, su funcionamiento se
corresponde, en teoria, al de un juego cooperativo con estructura de coaliciones.
Cada coalicidn seria, a su vez, un conjunto de pequefias empresas que, para nego-

ciar con las demas, eligen un representante. Supongase, por ejemplo, que el gran
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grupo de compra esta formado por 3 subgrupos con 3, 2 y 1 empresas cada uno.

Formalmente, la estructura de coaliciones sera

B = {{1129 3}1 {47 5}7 {6}}

Las necesidades de cada empresa son (en unidades de un cierto bien de consumo):

Empresa Unidades

El precio de cada unidad de producto es de 1 u. m. y se contindan aplicando

los descuentos del Ejemplo 1.6. Entonces, la funcion caracteristica que indica los

1

S Ot R W N

600
500
400
300
600
500

costes es:
v(0) =0 v(34) = 665 v(234) = 1080 v(1345) = 1615
v(1) = 570 v(35) =900 v(235) = 1275  v(1346) = 1530
v(2) = 475 v(36) = 855 v(236) = 1260  v(1356) = 1680
v(3) = 400 v(45) = 855 v(245) = 1260  v(1456) = 1600
v(4) = 300 v(46) = 760 v(246) = 1170  v(2345) = 1530
v(5) = 570 v(56) = 990 v(256) = 1360  v(2346) = 1445
v(6) = 475 v(123) = 1275 ©(345) = 1170  v(2356) = 1600
v(12) =990 v(124) = 1260 v(346) = 1080 v(2456) = 1615
v(13) =900 v(125) = 1445 ©v(356) = 1275 ©v(3456) = 1530
v(14) =855 w(126) = 1360 v(456) =1260 v(12345) = 1920
v(15) = 1080 ©(134) = 1170 v(1234) = 1530 v(12346) = 1840

v(16) = 990

v(135) = 1360

v(1235) = 1680

v(12356) = 1950
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v(23) =855 v(136) = 1275 v(1236) = 1600 v(12456) = 1875
v(24) =760 v(145) = 1275 v(1245) = 1600 v(13456) = 1920
v(25) =990 v(146) = 1260 v(1246) = 1615 v(23456) = 1840
v(26) =900 v(156) = 1445 v(1256) = 1760 v(123456) = 2175

El valor de Shapley para este juego es
o[v] = (440.416, 365, 313.75, 250,416, 365),
y el valor coalicional
®[v; B] = (416.25, 365, 313.75, 262.5,452.5, 365).

Notese que la primera empresa se beneficia de la negociacién conjunta; ello no es

asi para las empresas 4 y 5.

1.7 La extension multilineal de un juego

Un juego cooperativo es, simplemente, una funcién real cuyo dominio es 2V, el
conjunto formado por todos los subconjuntos de N. Este dominio puede inter-

pretarse también como el conjunto de vectores
n ., — > —
{(z1,22,...,z.) ER™ : 2, =001, i=12,..,n},

puesto que cada subconjunto S C N estd en correspondencia biunivoca con el
vector de R™ cuyas componentes son z; =1sii € Sy z; =0sij € S. Es decir,
2V = {0,1}" y, por tanto, se puede pensar que v es una funcién real definida en
{0,1}". A partir de esta idea, Owen [1972] extiende dicha funcién a todo el cubo

unidad
I"=100,1]" = {(z1, 72, ..,zn) ER" : 0<2; <1, ¢=1,2,...,n},

de forma que la funcién resultante es lineal respecto a cada variable.
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Definicion 1.19  Sea (N, v) un juego cooperativo de n jugadores. La eztensidn

multilineal (EML) de v es la funcién real de n variables

f(zhx?a'"sxn) = Z H Zj H(l - xj)v(S)'

SCN jeS  j¢s

Esta funcién estd definida para cualesquiera valores reales de z; (j = 1,2,...,n).

En la préctica, sin embargo, se consideran sélo los valores de f en el cubo unidad.

Teniendo en cuenta la identificacion anterior entre subconjuntos de N y vectores
de {0,1}", no es dificil ver que f coincide con v en los vértices de I"™ (en el
dominio de v). De esta manera queda justificada la afirmacién de que f es una
extension de v. Ademads, como la funcién f es lineal respecto de cada variable
z;, se trata de una extension multilineal de v. Es mas, se demuestra que f es la
unica aplicacién multilineal definida en I™ que coincide con v en los vértices de

I,

La EML de un juego (N,v) admite una interesante interpretacion probabilis-
tica. Si X es una coalicién aleatoria (un subconjunto de N que debe formarse
aleatoriamente), z; es la probabilidad de que el jugador j pertenezca a X, para
7 =1,2,...,n,y se supone que dichas probabilidades son independientes, entonces

para cada S C N se tiene

Prob{X = S} =[] =: [[(1 — =)

i€S  j¢s

Por tanto

f(z1, 22,y 2n) = E[v(X)],
donde F representa la esperanza matematica.

La EML de un juego es util para calcular los dos valores descritos anteriormente.

Teorema 1.20 (Owen, 1972 y 1975)  Sean (N,v) un juego cooperativo de
n jugadores y f(zi1,z2,...,2Zn) su EML. Entonces:
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(a) el valor de Shapley de un jugador i € N es

19
&:[v] = /0 -a-%(t,t,...,t)dt;

(b) el indice de Banzhaf de un jugadori € N es

of
el = 5 ( b B

La EML puede utilizarse también para obtener otro tipo de informacion sobre el
juego, por ejemplo, si es convexo (Rafels e Ybern [1995]), asi como para calcular
el valor coalicional de Owen (Owen y Winter [1992]) y el indice modificado de

Banzhaf (en esta memoria).
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2 El valor de Shapley para decidir la formacion
efectiva de coaliciones

En determinadas situaciones de votacion, cuando ningin partido alcanza la mayo-
ria absoluta, es usual que se realicen pactos para gobernar en coalicién o se
formen coaliciones de apoyo parlamentario. Este es el caso, por ejemplo, del
Ayuntamiento de Terrassa, del Parlamento de Cataluna o del Congreso de los
Diputados de la presente legislatura. Ademas, es logico pensar, al menos en
primera instancia, que la formacion de una alianza en un juego cooperativo es
siempre beneficiosa para los jugadores que deciden coaligarse y desfavorable para
los demas. Seria deseable disponer de algin método que permita decidir, a priors,
si es conveniente o no formar una alianza concreta. Para ello, se debe “medir” de
alguna manera el posible beneficio o perjuicio. En este capitulo se aborda este
problema y se utilizan el valor de Shapley y su extension, el valor coalicional de
Owen, como instrumentos de medida para decidir si se debe formar la alianza o

no.

El analisis se basa, esencialmente, en el uso del juego cociente (Seccién 2.1). Otra
herramienta de trabajo es la EML del juego, que permite deducir las formulas
que mas adelante se usan. De hecho, uno de los resultados que se introducen es

la obtencién de la EML del juego cociente a partir de la EML del juego inicial
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(Seccién 2.2).

Las alianzas binarias en los juegos simples (organismos de decisién) son especial-

mente interesantes. Se estudian con detalle en la Seccién 2.4.

2.1 El juego cociente

Normalmente, en Teoria de Juegos, el término coalicién es sélo sinénimo de sub-
conjunto de jugadores. No tiene connotaciones de alianza efectiva o compromiso
entre sus miembros. Cuando una o mas coaliciones (dos a dos disjuntas) deciden
realmente actuar como bloques, los efectos de esa decision se pueden describir de

forma adecuada mediante el juego cociente.

Sea G = (N,v) un juego cooperativo. Dada una estructura de coaliciones B =
{81, S, ..., Sm} sobre N, el juego cociente de G respecto a B se define como G =
(Ng,vg), donde Ng = {1,2,...,m} y

vg(l) =v (U S,) VIC Ng.

rel

La proyeccién al cociente es la aplicacién gz : N — Ng definida por ¢g(z) = r

para cada ¢t € S, y cada S, € B.

El juego cociente se puede interpretar de la siguiente manera: en un juego coo-
perativo G = (N, v), algunos de los jugadores de N deciden formar coaliciones
para actuar de manera conjunta a partir de ese momento; asi se obtiene la estruc-
tura de coaliciones. Cada coalicion elige entonces un representante, con lo cual
se tienen m representantes en total (si se habian formado m coaliciones). Estos

son los que, ahora, intervienen en el juego vg.

Dada una coalicién no vacia S C N, la estructura de coaliciones formada por
S y todos los {i} tales que ¢ ¢ S se denotard por (S), y el juego cociente G(s)
simplemente por Gs = (Ns,vs); la proyeccion al cociente serd ¢gs. Se dira que

Gs es un cociente elemental. El juego cociente correspondiente a la estructura de
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coaliciones formada por S, T (disjuntas) y todos los {:} tales que i ¢ SUT serd
Gs.1)-

Al analizar Gs se supone, sin pérdida de generalidad, que S = {1,2,...,s}. En
este caso es 1til tomar Ng = {0,5+1,...,n} con qs(¢) = 0sii € Sy gs(j) = j si
j ¢ S. Intuitivamente, se puede pensar que 0 es el representante elegido por la -

coalicion S, mientras que los demas jugadores, por ser coaliciones individuales,

se representan ellos mismos.

Definicién 2.1
(a) Un homomorfismo h : G = (N,v) — G’ = (N',v’) es una aplicacién

h: N — N’ tal que su extensién natural k : 2¥ — 2V’ cumple v/ o b = v.

(b) Un isomorfismo f : G = (N,v) — G' = (N',v’) es un homomorfismo

biyectivo. En este caso, la aplicacion inversa también es un isomorfismo.

Lema 2.2 Sea h un homomorfismo exhaustivo de G = (N,v) en G = (N,7),
constante en S C N. Entonces, existe un tinico homomorfismo exhaustivo f de
Gs en@talquequszh.

DEMOSTRACION: Considérese el diagrama siguiente:

qs s
f
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Si t es una cualquiera de las clases del cociente Gg = (Ns,vs), se define f(t) =
h(gs'(t)). f esta bien definida, por ser h constante en S, y es efectivamente un

homomorfismo, es decir, 7o f = vg, ya que, de la definicién,
(@o f)(T) =o(h(¢s'(T))), VT C Ns.
Por ser A homomorfismo, esta igualdad se convierte en

(7o FY(T) = v(gs'(T)) = vs(T).

La exhaustividad de f es consecuencia de la de A.

Para demostrar la unicidad supdéngase la existencia de f’ tal que f' o gs = h. Sea
t € Ns arbitrario: como ¢g es exhaustiva, se tiene ¢t = ¢g(2) para algin : € Ny,

por lo tanto,
f'(t) = fgs(d)) = k(i) = flgs(2)) = f(2).

Puesto que t es arbitrario, debe de ser f' = f. O

Proposicién 2.3 Dadas S,T C N, sea Gsr el juego cociente (Gs)r, donde
T' = qs(T'). Se tiene:

(a) Existe un isomorfismo de Gst a Grs.
(b) Si SNT # 0, entonces Gsr es isomorfo a Gsyr.

(c)Si SNT =0, entonces Gsr es isomorfo a G(s,1).

Todos los isomorfismos conmutan con las proyecciones correspondientes.

DEMOSTRACION: Para probar este resultado basta con aplicar repetidamente el
lema anterior. Por ejemplo, para ver la demostracién del apartado (a) se considera

el diagrama siguiente:
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gs qr
Gs G Gr
~——
~—
\ \

~ fl TS
qr ~ d qs

\ \

\

Gsr ——— — —— — ——— — Grs

Aplicando el lema anterior pero tomando G = Grs se ve que existe un tnico
homomorfismo exhaustivo, fi, de Gs en Grs. Aplicando de nuevo €l lema al
tridngulo formado por G5, Grs y Gst se prueba la existencia de un homomorfismo

exhaustivo f de Gsr a Grs. La inyectividad es clara si se tiene en cuenta que
|Nsr| = |Nrs|-

Los apartados (b) y (c) se demuestran de forma analoga. 0O
La proposicién anterior afirma que realizar dos cocientes elementales consecutivos

en un juego G es independiente, salvo isomorfismos, del orden en que se realicen.

Una consecuencia inmediata es la que se expone ahora:

Corolario 2.4 Fl resultado de una serie de cocientes elementales sucesivos,
Gs, s,...5,,, o depende del orden de formacidn; si S,N.S, # @, estas dos coaliciones

pueden reemplazarse por S, U S,. Ademds, existe un isomorfismo

G{Sl 1521---157"} a GS]Sz...Sm

que es natural en el sentido de que es compatible con las dos proyecciones desde
G. Por tanto, cualquier cociente simultidneo puede obtenerse como una serie de

cocientes elementales sucesivos.

DEMOSTRACION: Basta usar la proposicién anterior y recurrencia sobre m. O
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2.2 La extension multilineal del juego cociente

Sean G = (N, v) un juego cooperativo de n jugadores, f(z,,z2,...,z,) su EML
y B = {51, 52,...,5,} una estructura de coaliciones sobre N. En esta seccién
se verd que es posible obtener la EML del juego (N, vg) a partir de f (y cémo

hacerlo).

Observaciéon 2.5 Sea K C N, que, por comodidad, se supone formado por
{1,2,...,k} con k < n. Para todo S C N se cumple una y sélo una de las

alternativas siguientes:
(1) K C 5;
2)KNS=0;
B)KNS#Ppero K LS.

Proposicién 2.6 La EML del juego Gk = (Nk,vK) se obtiene a partir de la
EML del juego G = (N, v) sustituyendo las variables z1, z,, ..., zx y sus productos

por otra indeterminada, o, y dejando intactas las demads.

DEMOSTRACION: La EML del juego G es, por definicion,

f(Z1,Z2y 000y Tn) = z H z; H(l —z;)v(S).

SCN ieS j¢s

Utilizando la observacién anterior, la EML puede escribirse ast:

f(Z1,22y 000 Tn) = D, TaTa--- Tk II z; [T(1 —=z)v(S) +

5:KCS i€S\K  j¢S

Z Hm; H (1—z;)1 —z1)--- (1 —zx)v(S) +

S: SNK=0i€S  j¢SuK

oo zm I = II L=z —2)v(S),
S: SNK#0 'i;.;?z 3¢S
res meKNS zejf(é\s
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siendo m cualquier jugador de KNS y [ otro cualquiera de K'\ S. Si se sustituyen

Zy,Z3,...,Zk ¥ sus productos por z,, se obtiene una nueva funcion:

f(woa Lhg1seeey xn) = Z To H T H(l - IE_,') U(S) +

S:KCS ieS\K ;¢S
>, Iz II (=21 —zo)v(S),
5: SnK=0i€S  j¢SUK
ya que z,,(1 — z;) se anula al efectuar la sustitucién. Ademads, sustituir los
productos de las variables z1, 5, ..., i por zg es equivalente a reemplazar primero
las variables por zo y después reducir a 1 el exponente que tenga x9. Esto es lo

que se ha hecho en el segundo sumatorio:

(1= zo) = (’;) _ (';)zmu (’;)x%;—---+ (-—U"(Z)wé =
Qe o
—1- [(’1“) _ (’2“) +...+(_1)k+l(’;)} 20 =1 — 6.

Existe una aplicacién biyectiva entre los subconjuntos S C N tales que SNK = §
y los subconjuntos T C N tales que K C T'. Por tanto, cada S tal que SNK =0
puede escribirse (de forma tnica) como S =T \ K con K C T. Haciendo abuso

de notacién, T' se denota nuevamente por S. Asi pues,

f(:co,:ck+1,...,a:n) = Z To H x,-H(l—x,-)v(S)-*-

5:KCS ieS\K j¢S
E H x; H(l —z;)(1 —zo)v(S\ K). (2.1)

S: KCSieS\K ¢S

Ahora se construira la EML del juego Gk a partir de la definicién y se vera que

coincide con (2.1).

Se utilizaran las notaciones que se han introducido previamente: el conjunto de

jugadores del juego cociente serd Ni = {0,k + 1,...,n}, las variables correspon-
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dientes zo, Zx41,..-,Zn ¥ la EML fx. Entonces,

fK(zO,zk-{-lw",xn) = E H.’E, H(]‘ —Z; UK(S)

SCNgk i€S  j¢S

=Yz [] = [ —z)vk(S)+ D [ [[(1 — )1 — zo) vk (S). (2.2)
0eS €S  j¢s 0gSi€S  j¢s
1#0 Jj#0
Los subconjuntos S C N tales que 0 ¢ S se escriben también como S \ {0} con
0 € S. De esta forma (2.2) queda asi:

02;5:130 H x; I;I(]. — :L'j) vK(S) + ESH T; 1;_[(1 - :l,'j)(l — .’l:o) 'UK(S\ {0}) (23)

ies , jgs oeSies ;:;é.g
Recordando que vg(S) = v(S\ {0} UK) y vx(S\ {0}) =v(S\ K)si0 € S, de
(2.3) se obtiene

3> 2o [T o [1(1 - =) o(S\ {0} UK) + 3 [T 2 TL(L - 25)(1 - 20) o(S'\ K).
0es €S ¢S 0eSieS ¢S
i#0 J#0
En las expresiones anteriores se ha cometido un pequeiio abuso de notacion, ya
que cuando se escribe vg(S), S es un subconjunto de Ng; cuando se pone v(S),
S es un subconjunto de N. Sin embargo, no hay ninguna ambigiedad porque
los subconjuntos S de Nk que contienen al jugador 0 estan en correspondencia
biunivoca con los subconjuntos S’ de N que contienen a K, y ademis vg(S) =

v(S’). Por lo tanto, la iltima suma se puede escribir de la manera siguiente:

> zo ][I -z)u($)+ 3 II=]10—2:)1—z0)v(S\K).

S:KCS ieS ¢S 5:KCSieS j¢s
c ) ié sk i¢

Comparando esta férmula con (2.1) se observa la igualdad que se deseaba com-

probar: f = fx. O

Teorema 2.7 Sean (N, v) un juego cooperativo de n jugadores, f(z1,2,...,T5)

su extensién multilineal y B = {5, S2, ..., Sm} una estructura de coaliciones sobre
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N. La extensién multilineal del juego (Np,vp) puede obtenerse a partir de f
sustituyendo, para cada S; (¢ = 1,2,...,m), las variables correspondientes a sus

jugadores, asi como los productos de éstas, por una nueva variable y;.

DEMOSTRACION: Cualquier cociente simultdneo puede obtenerse como una serie
de cocientes elementales sucesivos (Corolario 2.4). Por tanto, es suficiente con

aplicar la proposicion anterior de forma reiterada. [J

A continuacion se ilustra el uso de este método con dos ejemplos. El primero es
un juego de mayoria ponderada con cuatro jugadores muy sencillo. En el segundo
se estudia el Consejo de Seguridad de la ONU.

Ejemplo 2.8 Sea G el juego de mayoria ponderada de cuatro jugadores definido
por {3;1,1,1,1] y tomemos la estructura de coaliciones B = {{1,2}, {3,4}}. La
EML de G es

f(ﬁ'«'l, L2,T3, 5'34) = T1T2%3 + T1T2T4 + T1T3T4 + T2T3T4 — 3T1T2T3T4.

La EML del juego Gp es
f8(y1,¥2) = y1y2 + n1y2 + viy2 + 11y2 — 3y1y2 = v1ve.

Ejemplo 2.9 El Consejo de Seguridad de la Organizacion de las Naciones
Unidas esta formado por cinco miembros permanentes (Estados Unidos, Rusia,
Gran Bretaiia, Francia y China) y diez miembros mas que se alternan periédica-
mente. Para aprobar una resolucion se requiere el voto a favor de por lo menos
nueve miembros (de los quince totales), y que ninguno de los cinco permanentes
vote en contra. Sea N = VU R, donde V = {1,2,3,4,5} es el conjunto de
miembros permanentes y R = {6,7,...,15} el conjunto de los rotatorios. Desde el
punto de vista de la teoria clasica de los juegos cooperativos, se trata de un juego
simple (N, v) cuyas coaliciones ganadoras son las de la forma VUT con T C R

y t =|T| > 4. No es dificil escribir v como una combinacién lineal de juegos de
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unanimidad:

v = Y uyor—4 Y uvur+10 ) upur —20 Y uver +

TCR TCR TCR TCR
t=4 t=5 t=6 =7

+ 35 Z uyyr — 96 E uyut + 84upn

TCR TCR
t=8 t=9

(en esta formula aparecen 210 + 252 + 210 + 120 + 45 + 10 + 1 = 848 juegos de

unanimidad).

Es muy facil encontrar la EML de un juego si esta escrito como combinacién
lineal de juegos de unanimidad (Owen [1972]):

Si v = Y pencrur es la expresién de un juego v como combinacién lineal de

Jjuegos de unanimidad, entonces la EML de v es la funcion

f(z1,22,0020) = D er [] =i

RCN  i€R

Aplicando este resultado y escribiendo Xs = [] z; para cada S C N, se obtiene
i€s
la EML de v:

f(.’l)l,xz,...,xls) = XV Z XT —4 Z XT + 10 Z XT‘—'
ooy <E s

—20 > Xr+35) Xr—56 > Xr+84Xg

TCR TCR TCR
t=7 t=8 t=9

(a) Si se considera la estructura de coaliciones B = {V, {6}, {7},...,{15}}, la

EML del juego cociente asociado es

f5(y1, 96, - y15) = 11 (Z Yr—4Y Yr+10 Y Yr—

TCR flt"CR TCR

t=4 5 t=6
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TCR TCR TCR
t=7 t=8 t=9

—20 Y Yr+35 3 Y7 —56 Y YT+84YR),

siendo Y7 = H y; para cada T'C R.
€T
(b) Si se considera B = {V, R}, la EML del juego cociente es la (sencilla) funcién
de dos variables

f[,‘(yl,yz) = "N (210y2 - 4 . 252y2 + 10 . 210y2 — 20 . 120y2+
+ 35- 45y, — 56 - 10y, + 84y2) = y1v..

2.3 El valor de alianza de Shapley

Definicién 2.10 Dados un juego G = (N,v) y una coalicion § € N, el valor
de alianza de Shapley de S en G es

@Wm{%mdsﬁ¢&
0 siS =40,
donde 0 = ¢s(S5).

De las propiedades del valor coalicional se deduce la relacién

3" 8:(G;(S)] = ®o[Gs) = ®5[G).

i€S
Observaciones 2.11

(a) Otras formas de calcular el valor de alianza de una coalicion S son:

Ve PR S G L

atn sty P oIS,

siendo ¢t = |T'| y s = |5], o, si se prefiere, utilizando la EML del juego G,

st = [ 95
(I)S[G]._/O G (loty ) d
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(b) El valor de alianza de un jugador aislado es su valor de Shapley en el juego
original:

BlGl =[G i=1,2,..,n.

El valor coalicional de los jugadores que decidan formar S puede ser mayor, igual

o menor que su valor de Shapley inicial. Es interesante estudiar las diferencias

®;[G; (S)] — ¥:[G] paraie Sy
9;[G] — ¥;[Gs] = ®:[G] — :[G;(S)] paraie N\S.

Es decir, estudiar las diferencias entre el valor de Shapley en el juego inicial y
el valor coalicional en el juego G's de un jugador ¢, cuando es de S y cuando no
lo es. Intuitivamente parece que deberia aumentar el valor de los jugadores que
forman la coalicién S y disminuir el de los que quedan fuera. Esto no es siempre
asi: de hecho, puede ser muy favorable para un cierto jugador que otros decidan

formar coalicién.

La diferencia

As[G] = 93(G] - >_ ®:[G]

€S
proporciona una medida de la conveniencia o no de formar una coalicién. Si la

diferencia es positiva es beneficioso para los jugadores de S actuar conjuntamente;

no lo es si la diferencia es negativa.

Definicién 2.12 Una alianza S es positiva si Ag[G] > 0, nula si Ag[G] =0,y
negativa st Ag[G] < 0.

Unos sencillos ejemplos demuestran que dicha diferencia puede ser, efectivamente,

positiva, cero o negativa.

Ejemplos 2.13
(a) Sean G =[2;1,1,1] y S = {1,2}. Entonces Gs = [2;2,1] y, por tanto,

As[G] = ®%[G] - > _®:[G]=1-2/3=1/3>0.

€S
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La alianza es positiva: es beneficioso formar la coalicién (para los jugadores

1 y 2, por supuesto; no lo es para el 3).

(b) Sea G = (N,us) el juego de unanimidad con S C N como soporte. En este
caso, Gs es la dictadura del jugador 0 = ¢s(S). Asi pues,

AslG) = 83[G] — Y #{G] =1-1=0.

La alianza no tiene ningun efecto: es nula.

(c) Sea G = [68;43,33,23,18,14,2,1,1] (juego de mayoria ponderada que refleja
la situacion del Parlamento de Cataluiia al principio de la legislatura 1980-
1984). Para S = {2,6} se tiene

As[G] = ®4[G] - ;[G] = 0.2810 — 0.2857 < 0.

i€S
La alianza es negativa: es preferible no formar la coalicién {2, 6}.

Este dltimo ejemplo muestra ademas que, en general, el valor de alianza no es

superaditivo, ni siquiera tratindose de juegos superaditivos y monétonos:

rurlG] = 95[G) < 22[G] + ®6[G] = O3[G] + 2%(G],
siendo R = {2} y T = {6}.

De hecho, hay ejemplos ain mds obvios. Si (N, W) es un juego simple propio y
R,T € W entonces RUT € W, asi que

hrlGl=1 y @3[G]=2%[G] =1.

Proposicion 2.14  Si una clase de juegos es cerrada por paso al cociente y cada

juego G = (N, v) de esta clase cumple:
(a) ®:[G] < 9% ;1G] para todo i # j de N;
(b) :[G] = ®¢; 4IG] si, y sdlo si, j es nulo en G (i # j),

entonces se satisface también:
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(2’) 25[G] £ ¥4[G] para SCT C N;
(b’) ®5[G] = ®%4[G] si, y sélo si, los jugadores de T \ S son nulos en Gs.

DEMOSTRACION: Como la clase es cerrada, para probar (a’) se fragmenta el paso

G — Gt como sigue: suponiendo que T'\ S = {t,,...,;}, entonces se considera
G— Gs — GSU{tl} A — GSU{tl,...,tk} = Gr.

Ahora esta claro que (a’) se deduce de (a) utilizando recurrencia sobre k.

Para probar (b’), si cada t, € T'\ S es nulo en G, también lo es en los cocientes
sucesivos. , Usando repetidamente la parte directa de (b) se obtiene ®%[G] =
®%|G). Reciprocamente: si se cumple la igualdad se toma t € T\ S y se ordena
T\ S de forma que ¢ = t;. Usando (a) se tiene que ®3[G] = @%,,,(G]. El
reciproco de (b) implica que ¢ es nulo en Gs; esto completa la demostracion de

). O

Por comodidad, se supone que S = {1} y T = {1,2}. De ahora en adelante, en

esta seccion y en la préxima, se usara la notacion simplificada siguiente:

Qo = DG,
o, = &;[G] para:i=1,2,3
A
(’f,i = &;[G;({1,2})] parai=1,2,3 (®3= P3[G(1,23])-
Ademds, si 7, € S se utilizara S; = S\ {¢}, S;; = S\ {¢,7}, y una notacién

analoga cuando 2,7,k € S.

Lema 2.15 Para cualquier juego G = (N,v), se tiene:

(a) ®o= D> (n—1,5—1D)[v(S)—v(Sw)].

1,2€SCN

(b) 1= 3 {v(n,s)[w(S)—v(S1)] +7(n,s = 1)[v(S2) — v(Sw2)l}-

1,2€SCN

(c) Bo—®1= D {r(n,s=1)[(S)=v(S:)] + 7(n, s)[v(S1) - v(S12)]}-
1,2€SCN
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(d) o — (B; + By) = /01(1 - 2t)6225;2(2) dt =

5 =R - 25+ 2)(S) - 0(S1) - v(Sa) + (Swa)],

1,2€S5CN

(s — 1)i(n— s)!

n!

siendo t = (t,...,t), s = |S| y v(n,s) =

DEMOSTRACION: Se recuerda primero la funcién beta de Euler

plq!

(p+qg+1) VrgeN,

Blp,g)= [ #(1-o)di =

que se utiliza con frecuencia.

1
(a) Como @y = / %{;{(-(f) dt, donde fx es la EML del juego Gk, basta con
o 9zo

~

aplicar esta férmula a la expresién de f que se vio en la Proposicién 2.6,

teniendo en cuenta que K = {1,2}, y usar la funcién B(p, q) adecuada.

(b) La EML de v se puede escribir como suma de 4 términos, segin la posicion

de los jugadores 1 y 2 respecto de cada subconjunto S C N:

f(z1, 22, 002n) = Z 1T H x;H(l —z;)v(S) +
1,2€S8 1€S  j¢S

1#£1,2

Sz [[ = [IQ — )1 — z2) v(S) +

1€S {€S j¢S

2¢S5  iFl j#2

o2 [] 2 [T~ 2)(1 - 21) v(S) +

1¢S €S j¢S

268 #2441

S IHz I (1=2) = 21)(1 — 2) v(S).
1,2¢5 i€S ;;'5152

J ¥

1
Recordando que ®; = / %(Z) dt se obtiene la férmula que se queria probar.
0 O
(c) Basta restar las férmulas de los apartados (a) y (b).

(d) Usando la simetria, se escribe una expresién para ®, similar a la de @,
dada en (b). Después de restar, unos calculos sencillos permiten obtener la

expresion de ®¢ — (®; + ®,) en forma de sumatorio.
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Para la féormula integral, considérese el desarrollo de Taylor de f respecto de

z1 y =2 en el punto (0,0):

f(z1, 225y 20) = Ao(ZT) + 21 1(T) + 2222(F) + 122A12(T),

siendo T = (z3,...,Z,). Por la Proposicién 2.6, el desarrollo de Taylor de f

respecto de zg en el punto 0 es
f(l'o,x:;, ...,.'I:,,) = ’\O(f) + -’Eo[/\l(f) + A2(5) + /\12(57-)]

Entonces, usando = (¢, ...,t), se obtiene

<I>9 — (21 4+ ®;) = /01(1 — 2t)A1o(t) dt = /01(1 - 2t)aizgm2(a dt. 0O

Teorema 2.16 En la clase de los juegos mondtonos, el valor de alianza de

Shapley cumple la condicién de monotonia:
83[G] < 83G] VG =(N,v) conSCTCN.

Ademds, esta desigualdad es una igualdad si, y sélo si, todos los jugadores de

T\ S son nulos en Gs.

DEMOSTRACION: La clase de los juegos monétonos es cerrada por paso al co-
ciente. Las propiedades que se quieren probar son la (a’) y la (b’) de la Proposi-
cién 2.14. Ya se ha visto que es suficiente verificarlas para S| =1y |T| =2, es
decir, suponiendo S = {1} y T' = {1, 2}. Sin embargo, en este caso, L[G] = @, y
92[G] = ®o de acuerdo con las notaciones introducidas en esta seccién. Si el juego
es monétono, entonces v(S) > v(Sz) y v(S1) > v(S12): esto prueba la condicién
2.14 (a), o lo que es lo mismo, ¥ > ®, (apartado (c) del Lema 2.15). Maés atn,
la igualdad ® = ®; se cumplird si, y sélo si, v(S) = v(S2) y v(S1) = v(S12) para
cada S C N tal que 1,2 € S, y esto equivale a decir que 2 es un jugador nulo en
G (condicién 2.14 (b)). O

Observacidén 2.17 De la férmula 2.15 (c¢) se deduce que la desigualdad ®¢ >
®, es, en general, falsa, como puede verse en el ejemplo de alianza negativa

siguiente.
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Ejemplo 2.18 Para una pareja, en la declaracion de la renta acostumbra a ser
mas favorable optar por la declaracion individual que por la declaracion conjunta.
Por ejemplo, en un matrimonio al primer miembro le corresponde una devolucién
de 100.000 pesetas, mientras que el segundo debe pagar a Hacienda 50.000 pesetas,
y al declarar conjuntamente obtienen una devolucion de 25.000 pesetas. A partir

de estos datos se define el juego siguiente:
v(1) = 100000, wv(2) = —50000, wv(12)= 25000.
En este caso,
b — P, = :‘12-[(25000 — 100000) + (—50000 — 0)] = —62500.

Obsérvese que, naturalmente, no se trata de un juego mondétono.

Ejemplo 2.19 Se estudia ahora un problema de asignacién de costes. Sea 0 un
distribuidor de una cierta materia prima con una red de distribucién que une a
cinco consumidores potenciales (1 a 5), como puede observarse en la Figura 1; los
ndimeros sobre las aristas representan su coste (que es, por ejemplo, proporcional

a las distancias).

Figura 1.- La red de distribucion.

Sea G = (N, v) el juego definido sobre N = {1,2,3,4,5} por
v(S) = c({i}) — «S)

€S
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para cada S C N, donde ¢(S) denota el coste del suministro parcial que concierne

s6lo a los miembros de S y ¢({i}) es el coste total de la unién desde 0 a :.

La EML de este juego es
f(21, %2, T3, T4, T5) = T2T5 + 2123 + T1%4 + T3T4 — T1T3T4,

y aplicando el Teorema 1.20 (Owen [1972]), se obtiene

21221
26)=(5.5.553)"

Antes de considerar cuestiones de tipo coalicional en términos del valor de Sha-
pley, notese que el juego divide el conjunto de jugadores en dos clases, de acuerdo

con su posicién en la red de distribucién: C; = {1,3,4} y C; = {2,5}.

Es indiferente para los jugadores 2 y 5 formar la coalicion R = {2,5} ya que,

usando el Teorema 2.7

fe(yp, ) =yr+---

y entonces

Dr[Gp] = 1 = &,[G] + @5[G]

para toda estructura de coaliciones de la forma B = {R,...}. Un argumento
similar muestra que las tnicas coaliciones ventajosas son aquéllas que contienen
exactamente dos jugadores de C;. Ninguna otra coalicién puede por si misma
modificar el valor de Shapley de sus jugadores, y algunas incluso salen perjudi-

cadas si se forma un bloque de dos elementos de C}.

Si se forma la coalicién S = {3,4,5}, los consumidores 1 y 2 no tienen nada que
hacer; entonces

fS(f'?l,ivz,ys) = (5'31 +z2+ 1)?/5

y, por tanto,

2 2 1 1
®5[Gs] = 2>3+3%y 1[Gs] = 2o[Gs] = 5.
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El regateo entre los jugadores que formen una coalicién puede estar basado en
diferentes reglas. Por ejemplo, los miembros de S podrian escoger el valor coa-
licional como el criterio para su negociacion. Utilizando el método de Owen y
Winter [1992], se obtiene

9(33’ Z4,Ts, 7') = f(?", r,Z3,%4, $5) = 7‘(3’15 + Z3 + $4) + (1 - 7‘)$3ZL’4,

1
(T3, T4, T5) = /0 9(z3,24,T5,7)dr = Ts + T3 +2:z:4 + -'1"3374,
y 8,06 () = [ 22(e0d paraj=3,4,5
LM _"Oaxj’a para 3 = 9,4,9,
asi pues, 3 1
Bo[G; (S)] = ®a[G; (S)] = 7, Bs[G5(S)] = 5.

También podrian decidir simplemente repartir ®5[Gs] = 2 proporcionalmente
a su valor de Shapley en G, y asi cada uno de los jugadoreé 3 y 4 obtendria
8/11 y el jugador 5 se quedaria con 6/11 (un resultado bastante aproximado al
valor coalicional). De hecho, los jugadores 3 y 4 no necesitan la participacion del

jugador 5 porque, si T = {3,4},

3
or(Gr] = 3

y tanto la proporcionalidad como el valor coalicional asignan 3/4 a cada jugador

de T.

2.4 Estudio de las alianzas binarias en los juegos simples

En esta iltima seccién se determinara el maximo y el minimo de la diferencia
entre el valor de alianza de una coalicién bipersonal y la suma de los valores de
Shapley iniciales de sus jugadores cuando el juego es simple. Es decir, se vera
cuando una alianza binaria obtiene el maximo beneficio y el maximo perjuicio.
Concretamente, y para simplificar la notacién, se supone que la coalicién es {1,2},

y se encuentra el maximo y minimo de ®o — (9, + ¥3).
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Se estudian también los efectos de esta alianza en los otros jugadores (en el jugador
3, por ejemplo) y se obtienen el maximo y el minimo de la diferencia entre su
valor de Shapley y su valor coalicional (®3— (/I\>3) asi como los juegos donde se
alcanzan. Para este fin se deducen previamente otros resultados referentes a
juegos cooperativos en general que més adelante se adaptan al caso de los juegos

simples.

Lema 2.20 Para cada juego G = (N, v),

@ os- o= [ gl (i =

Z '7(n, s — 1)[—v(S) + v(S1) + v(S2) + v(S3) — v(S12) — v(S13) — v(S23) + v(S123)]-
1,2,3€SCN

(b) &~ =3

Loy LoD gy a)(s) - o(sh) - u(S:) + u(Sia)]

1,2€SCN

DEMOSTRACION: (2) La expresién integral puede obtenerse de la misma manera
que se hizo para el apartado (d) del Lema 2.15, atendiendo ahora al desarrollo

de Taylor de f(z1,z2,...,Zs) Tespecto de z;, 2 ¥ z3 en el punto (0,0,0).

La férmula del sumatorio se obtiene como se hizo en los apartados (a), (b) y ()
de dicho lema; en este caso es conveniente escribir f(zy, z2, ..., ) como la suma
de ocho términos, de acuerdo con la posicién relativa de los jugadores 1, 2 y 3

respecto cada S C N:

> za [ [T —z)o(P)+ 3 JT=: J1(1 =)l —23)v(P) +

126P ik i¢p 1é2¢epp ieP ;ig

> as[la 1 -2z) @)+ X2 TT2 I1(1 - 2,)(1 - 25) v(Q) +
12¢Q  i€Q  i¢Q 12¢Q €@ 3¢Q

3eQ i#£3 3¢Q i#3

Sas[[a [J(0—z)v(R)+ > [T = [](1 — =) — z3) v(R)+
1R i€R j¢R 1€Ri€R  j¢R

2¢R  i£3 2¢R ~
17 I 3%12 7#3
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Soag [z [[A—=)v(S)+ Y 1= ] - z;)(1 — z3) v(S).

1¢S ieS  j¢S 1¢Si€eS  j¢S
265 i#3 ES J#3
3es 3¢S

(b) Para calcular </I\>1 se utiliza el método de Owen y Winter [1992]. Las variables
z3,..., Ty, deben ser reemplazadas en f por una nueva variable, r, por ejemplo. La
substitucion se llevard a cabo en la expresién de f como suma de cuatro términos
que se ha visto en la demostracién del Lema 2.15 apartado (c). De esta forma se

obtiene

g9(z1,z2,7) = f(21, 22,7, ..., T) = Z (1 = )" *zz20(S) +

1,2€SCN

+21(1 — z2)v(S2) + (1 — z1)z2v(S1) + (1 — z1)(1 — z2)v(S12)]-

Se considera después la funcién:

1
a(z1, z2) =/(; 9(z1,z2,7) dr.

Usando B(p,q) y derivando respecto de z; se tiene

S _ 5 LoDV y(5) - myu(S1) + (1 — 22)0(S5) - (1 — 22)o(S1a))

dz1 | aescn (n—1)!

Finalmente, el valor coalicional es

b= [ 2@a=g 3 DO Vi) s +uis) - olsial

2 05y (1)
Restando esta expresion de la que se vio en 2.15 (b) para ®; se obtiene la férmula

que se queria comprobar. [J

Observaciones 2.21

(a) La simetria de 2.20 (b) implica que, para cada juego G, las variaciones ex-

perimentadas en los valores de los jugadores 1 y 2 coinciden:

A A
3] _(I)l =&, '—(I)Q.
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(b) Teniendo en cuenta el apartado anterior (o comparando los Lemas 2.15 y

2.20) se ve que
A 1 .
o —d; = -2—[@0 —(®, + 9,)], para t=1,2.

A A
Esto quiere decir que ®¢ > (®; + ®2) si, y sélo si, 1> &, y $3> ;. Por
tanto, el signo (+, 0 o —) de cualquier alianza binaria es el mismo que el
de sus miembros de forma individual. Por supuesto esto no significa que

A A
®;=0-, a menos que sea ®; = b,.

Lema 2.22 Sea G un juego simple. Entonces

Do— (D1 +B2)= > W(s)(m—25+2)+ > u(s)(2s—n—2)-

SeW;n, sewyl,
= Y wE)E@-n-2)~ ¥ m(s)n-25+2),
Sew}, SeWy,,

donde s = [S|, 1(s) = (na)ile=2)!

n!

Wi = {SEW/1,2€5, 5,9¢W, s<z+1},

2
Wi, = {SeW/1,2¢€5, 5,5¢W, s>§+1},
Wi, = {SeW/1,2€5, S5,5€W, Sn¢W, s<-§-{-1},
Wi, = {SeW/1,2€8, 5,5 €W, Sa¢W, s>§+1}.

DEMOSTRACION: Como G es simple, el apartado (d) del Lema 2.15 se reduce a

Do~ (21 +®2)= Y T(s)(m—25+2)— D mu(s)(n—25+2)

SeWinz SeWiu2
siendo

W1n2 = {SEW/I,?ES, 51,52¢W}, y
Wiz = {SEW/1,2€S, S1,S €W, Sip¢ W}
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Descomponiendo Win; = Win, UWH, vy Wy, de forma similar (el caso s = 2+1,
que puede darse, no importa puesto que anula el factor n — 2s + 2) se obtiene

inmediatamente la férmula deseada. [

Teorema 2.23 Sea G un juego simple. Entonces:

(2) El miximo de $¢ — (®1 + ®2) es

k .
'2'76—1—1' S1 n-—2k+1,

y se alcanza en ambos casos en el juego G = [2k; k, k,1,772,1].
(b) El minimo de ®; — (91 + P2) es

k-1

-m s1n=2k+l,

. k
S81 n= 2k, —m

y se alcanza en ambos casos en el juego G = [3k; k, k,1,772,1].

DEMOSTRACION: (a) La expresién de ®g — (9, + ®2) que se obtuvo en el Lema
2.22 nos muestra cuatro sumatorios, todos ellos con términos mayores o iguales

que cero. Asi pues, para cualquier juego simple se tiene

Bo—(B1+%)S Y mls)n—25+2)+ Y 1m(s)(2s—n—2).

SeWr, Sewl,

Si G = (N, W) es un juego tal que
Win2 = Wiy, Wiue = W;Lza

entonces se habra determinado el maximo de ®¢ — (9, + ®2) y, por supuesto, este
sera el juego donde se alcanza. Para ello, es conveniente tratar separadamente
los casos n par y n impar.

(a.1) Se estudia primero el caso n = 2k. Sea S tal que 1,2 € S € W en el
juego sugerido. Entonces, el peso de S es 2k + s —2. Si S € Win, estd claro que
k+s—2 < 2k, por tanto s < Z+1y S € Wi, (0 no contribuye a &g — (P, + P3)).
Si 5 € Wiy, se tiene k + s — 2 > 2k; entonces, s > 542, s > +lySe Wwit,.
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Falta ver que el maximo es realmente el valor que se ha dicho, pero para el juego

descrito

Do —(B1+®2)= D MWm(s)(m—25+2)+ Y y(s)(2s—-n-2)=

SeWin, sewy,

2k

(2%~ 2 (2k—s)’(s—-2) 2% — 2 (2k—s)‘(s 2)!

k —-s+1 %k s—k-1 k-1
Zk(Zk 1) Zk(2k-1)“2k—1‘

=2 s=k+42

(a.2) Si n.= 2k + 1, el argumento es anélogo al anterior.
(b) En el caso del minimo se sabe, por 2.22, que
Po—(1+P2) >~ Y WmB)2—-n—-2)+ > Yu(s)(n—2s+2)|.
SeWih, SeWiy,

El razonamiento no es tan directo como en (a). En efecto, sean

S={SCN/1,2¢€8, s<g+1}

B={SCN/12¢€S5, s>g+1}

las familias de pequefias (respectivamente, grandes) coaliciones que contienen a

los jugadores 1 y 2. Es facil verificar los dos hechos siguientes:

(1) Existe una correspondencia biyectiva ¢ : § — B que asigna acada S € S
su pseudocomplementaria respecto de N' = N \ {1,2}: si § = {1,2} U H',
con H' C N, entonces T' = ¥(S) = {1,2} U(N'\ H'). Es mas, si T = 4(S),

Ta(8)(n — 25 + 2) = 1, (t)(2t — n — 2).
(2) Para cada juego G = (N, W), si S C T se tiene

SeWy, < T¢Wr,.
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La condicién (2) nos dice que, en el caso presente, es imposible tener
— Wt — W~

El teorema de Hall [1935] permite definir una aplicacién biyectiva ¢ : § — B
tal que S C ¢(S) y |S|+|¢(S)| = n—2 para todo S € S. Entonces, el minimo de
Do — (P, + P2) aparecera cuando, de cada par (S,T) con S€ Sy T = ¢(S) € B,
s6lo una de sus componentes sea de Wi, U Wy,,. La condicién (1) nos garantiza
que no importa la componente que se escoja, y que el minimo coincidira con el
opuesto de cualquiera de los sumatorios. De nuevo, es conveniente distinguir los

Casos m par y n impar.

(b.1) Si n = 2k + 1, se debe verificar que el juego que se ha sugerido satisface
Wine = W{'&z = B, Wi = @-

Sea S C N talque 1,2 € S. Decir que S € W, o lo que es lo mismo, 2k+s—2 > 3k,
es equivalente a s > 5 + 1, por tanto S € W si, y sdlo si, S € B. Es mas,
k+s—2<k+n—-2=3k-1 <3k, porlo que §1, S; ¢ W ysi S € W entonces
S € W, por consiguiente, Wiy, = Wy, = 0. Falta comprobar que el minimo

es el valor propuesto. Calculando, por ejemplo, el primer sumatorio se tiene

q)o—(q)l-f"q)z) = —27,,(5)(23 —n-——2) =

SeB
A 9k — 1\ (2k 4+ 1 — s)l(s — 2)!
’ 352(3_2) (2k + 1)! (2s )
__2% 2s—-2k-3 &k
T 5, 2E(2k+1) T 2(2k+1)

(b.2) Si n = 2k, el razonamiento es andlogo al anterior. [

Teorema 2.24 Sea G un juego simple. Entonces:

(a) El mdximo de ®3— (II\);; es 1/3, y se alcanza en el juego G = [2;1,1,1,0,773,0]

para todo n.
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(b) Elminimo de ®3;— (II\)3 es —1/6, y se alcanza en el juego G = [3;1,1,1,0,773, 0]

para todo n.

DEMOSTRACION: Se usard la férmula que se vio en el Lema 2.20 apartado (a):

B3— B3 = Y y(n,s—1)[~v(S)+v(S1) + v(S2) + v(Ss) —

1,2,3€SCN
—v(512) — v(S13) — v(S23) + v(S123)],

donde y(n,s—1) = !’;EM;L'_-’;'HL Si v(S) = 0 0 v(S123) = 1 el término correspon-
diente se anula, quedando pues
A
O3— da= Y. (n,s — 1)[v(S1) + v(S2) + v(S3) — v(S12) — v(S13) — v(Sas) — 1].

1,2,3eSeWw
S12agW

(a) Es obvio que el maximo se alcanza en el juego sugerido, ya que cada S tal que
1,2,3 € S vertfica que Se W, 5123 ¢ W, Sl, 52,53 € W, 512, 513, 523 ¢ W.

Un célculo sencillo nos da dicho maximo: 1/3.

(b) En este caso, es imposible que cada S tal que 1,2,3 € S satisfaga las condi-
ciones 6ptimas, es decir, Syo3 ¢ W, 51,852,535 ¢ W y Si2, 513, 523 € W estad
claro que si, por ejemplo, S;; € W, entonces 51,52 € W y la contribucién
de estas tres coaliciones a la expresion entre llaves es 1+1—1 = 1. La mejor
solucién sera, pues, que S1,S52,53 ¢ W o que Si2, 513,523 € W; la primera
corresponde al juego sugerido, pero ambas dan como valor minimo —1/6,

como puede verse facilmente. [J

Observaciones 2.25

A
(a) El maximo (respectivamente, el minimo) de ¢; —®; es la mitad del maximo
(resp., el minimo) de o — (P, + P2), y se alcanza en los mismos juegos. Por
tanto, una alianza binaria serd positiva si, y solo si, el valor coalicional de

cada uno de sus miembros supera su valor de Shapley en el juego inicial.

(b) Al contrario que en el caso de ®¢ — (P, + ®2), ni el maximo ni el minimo de

() rf)g dependen de n.
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A
(c) Para n = 3 el maximo (respectivamente, el minimo) de ®3— &3 y de ¥y —
(®, + ¥2) coinciden y se alcanzan en los mismos juegos. Para n = 4 los

juegos difieren, y para n > 5 ni siquiera los valores coinciden.

(d) Las demostraciones de los Teoremas 2.23 y 2.24 caracterizan todos los juegos

simples donde ® — (®; + ®,) y &3— (,I\>3 alcanzan sus valores extremos.

(e) Es conveniente hacer notar que todos los juegos sugeridos en 2.23 y 2.24 son
juegos de mayoria ponderada. Los de 2.23 (a) y 2.24 (a) son tnicos, mientras
que el juego dado en 2.23 (b) puede reemplazarse por su dual (y, de hecho,

por otros juegos), lo mismo que el que se ha visto en 2.24 (b).

Se ha demostrado, por tanto, que las alianzas binarias en los juegos simples son
positivas si, y solo si, los dos jugadores obtienen mas de lo que recibian en el

juego original. De hecho,
A -
A{m}[G] =2(®; —®:), para i=1,2

A A
La alianza sera nula si ¢;= ®;, para 1 = 1,2, y negativa cuando ¢;< ¥;, para
1=1,2.

Ejemplo 2.26 (El Parlamento de Catalufia 1995-1999) En las pasadas
elecciones autonémicas catalanas del 19 de noviembre de 1995 se obtuvieron los
resultados siguientes: Convergencia i Unié (CiU) 60 diputados, Partit dels Socia-
listes de Catalunya (PSC) 34 diputados, Partit Popular (PP) 17 diputados, Ini-
ciativa per Catalunya-Els verds (IC) 13 diputados y Esquerra Republicana de
Catalunya (ERC) 11 diputados. Se estudian en el juego de mayoria ponderada
[68;60,34,17,13,11] algunas posibles alianzas binarias. El indice de poder de
Shapley-Shubik para este juego es

(0.6,0.1,0.1,0.1,0.1).

(a) Supéngase primero que se da la alianza CiU-PSC. En este caso, la coalicién

que forman es ganadora y, por lo tanto, su valor de alianza de Shapley es 1.
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Es decir, se trata de una alianza positiva. El valor coalicional es
(0.75,0.25,0,0,0).

(b) De hecho, la alianza de CiU con cualquiera de los otros partidos es anéloga,

ya que éstos ocupan posiciones simétricas a la del PSC.

(c) Sin embargo, la alianza PSC-IC (o cualquier otra entre dos de los cuatro

partidos menores) es negativa, ya que
$ =0.1666 < 0.1 + 0.1.
En este caso, el valor coalicional es

(0.5,0.0833,0.1666,0.0833,0.1666).
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3 El indice de Banzhaf para decidir la forma-
cion efectiva de coaliciones

El objetivo de este capitulo es llevar a cabo un estudio analogo al del capitulo
anterior, pero utilizando el indice de Banzhaf y su correspondiente modificacién

cuando en el juego se introduce una estructura de coaliciones.

La EML del juego desempefié un papel importante en los razonamientos que se
hicieron para deducir las férmulas del Capitulo 2. También fue til el método de
Owen y Winter para calcular el valor coalicional a través de la EML (demostracion
del Lema 2.20). Se carecia, sin embargo, de un método similar para obtener el
indice modificado de Banzhaf. Este se implementa en la Seccién 3.1, y a partir

de él se han deducido curiosas propiedades del indice modificado de Banzhaf.

Las demostraciones de los teoremas de este capitulo que son analogas a las del

capitulo anterior han sido omitidas.

3.1 El indice modificado de Banzhaf y la EML

Primero se recuerda ¢l razonamiento de Owen para definir el indice de Banzhaf

modificado por una estructura de coaliciones (Owen [1981]), que tiene en cuenta
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el hecho de que la formacion de algunas coaliciones es mas factible que la de otras.
El argumento es similar al del valor coalicional (Owen [1977]) y hemos preferido

presentarlo sélo aqui.

Sean B = {S4,..., S} una estructura de coaliciones definida en el conjunto de

jugadores N y v un juego cooperativo.

Para un j € M = {1,2,...,m} fijo, sea K un subconjunto de S;, y K' = S; \ K
su complementario respecto de S;. Owen define el juego us; x para describir lo
que pasaria en el juego cociente vg si la coalicién S; fuese reemplazada por K,
es decir, si los miembros de K’ fueran, de alguna manera, excluidos. Entonces,
para L C M, considera

u5j|K(L) = ’U(U Sz \ K').

leL

Después, define un nuevo juego w; en Sj:
wj(K) = \I’j[quIK]y VK g Sj.

w;(K) es el poder (utilizando el indice de Banzhaf) del jugador j (aqui la sub-
coalicién K) en el juego us;x. En cierto sentido, w;(K) mide el poder de la
coalicién K si ésta estuviese sola (sin sus compaiieros de K’) regateando con las

otras uniones.

Owen define el indice de Banzhaf modificado por la estructura de coaliciones B

para cada z € S; y cada j como
A
W; [v; B] = ¥;[w;].

Teniendo en cuenta este argumento y la definicién de ¥;, se puede obtener una

férmula explicita para calcularlo:

U0 B] =2 3 pQUK UGN —w(QUK)],  (3.)
el

siendo @ = UL Si-
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Ahora se introduce otro método para obtener el indice modificado de Banzhaf
utilizando la EML del juego. Después se aplicara al estudio de algunos ejemplos
tomados de la realidad que pondran de manifiesto propiedades singulares de este

indice modificado.

Teorema 3.1 Sean (N,v) un juego cooperativo y B = {5y, ...,Sn} una estruc-
A
tura de coaliciones sobre N. Fijado un jugador i € S;, para calcular ¥; pueden

seguirse las reglas siguientes:

1. Obtener la EML, f(z,...,,), del juego v.

2. Para cada l # j y cada m € S, reemplazar la variable z,, por y;. Asi se

tiene una nueva funcion de z; y yi, siendo t € S; y l # 3.

3. En la funcién anterior, reducir a 1 todos los exponentes, es decir, sustituir

cada yJ (r > 1) por y;. Esto nos dard otra funcién multilineal
gi((ze)kes; (y)izs)-

4. Derivar g; respecto de ;.

5. Por ultimo, sustituir cada =i y cada y; por 1/2.

DEMOSTRACION: Sea f(z1,%2,...,2,) la EML del juego v. Aplicando las reglas
2y 3, de la EML se obtiene otra funcién multilineal tal que cada término de
la EML original indicado por una coalicién T' C N que satisface SSNT # 0 y
SiNTe # ( para algin [ # j se anula en la nueva funcién multilineal. El motivo
es que la expresion k(1 — y;)", para cualquier mimero real k y cualquier entero
positivo r, se reduce a k(1 — y;), por la regla 3. Andlogamente, ky] se reduce a
ky y, por tanto, ky;*(1 — ;)™ se anula. Asi pues, las dnicas coaliciones ' C N
para la cuales el término correspondiente de la EML inicial no se anula mediante

las reglas 2 y 3 son las de la forma

T=KUQ,
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donde K C S;, L C M\ {j} y @ = UierS:. Es decir, T debe contener sélo
componentes enteras de la estructura de coaliciones, a excepcién de S;, que puede

aparecer parcialmente.

El coeficiente de v(T') para tales coaliciones en la nueva funcién multilineal es

Iz II Q-2 1wl —w).

keK  keS;\K leL gL
I#5

Esto prueba que la funcién multilineal obtenida aplicando 2 y 3 es

gj((zk)kGS}" (yigs) = z Z [H Tk H (1—z) H i H(l —y)]v(Q U K).

KCS; LCM k€K keS)\K €L I¢L
J¢L ? 1£3

Derivando respecto de z; (regla 4) se obtiene:

da.
aii.((mk)kesjv ki, (Yhgs) =

=3 2= IT (-2 ]]u ]l -wHo(QUEKU{})-v(QUK)}.

KCS; LCM k€K keS;\K leL I¢L
i¢K J¢L k#i I#3

Siguiendo la regla 5, se sustituyen todas las variables por 1/2:

Y S @ETTRET QUK V() - v(QUK)} =
e e

=2 2 @ Hu(QUK U Y —v(QUK)}

KcS; LcM
igK J¢L
donde k = |K|, s; = |S;|, I = |L] y m = |M|.
Este es precisamente el indice de Banzhaf modificado por la estructura de coa-
A
liciones B, (¥; [v; B]), como puede comprobarse ficilmente comparando esta ex-

presién con la formula (3.1). O

El método anterior se aplicara a continuacién a dos ejemplos: el primero se incluye

simplemente para ilustrar su uso; el segundo intenta reflejar una situacién real.
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Ejemplo 3.2 Sea v el juego de 4 personas definido por v(S) =4si1 € § #
N, v(S) =2"1si1 ¢ Syv(N) =8 El indice ordinario de Banzhaf es
Ulv] = (23/8,9/8,9/8,9/8). La estructura de coaliciones que se considera es
B = {{1,2},{3,4}}.

No cuesta demasiado deducir la EML de este juego:

f(z1, %2, T3, 4) = 421+ T2+ T3 + T4 — T1T2 — T1T3 — T1Ta + TT3T4 + 321727324,

- - A A ) rd . .
Para calcular primero ¥; y W2 se cambian z3 y z4 por y;. Después de eliminar

los exponentes mayores que uno se obtiene la funcién
g1($1,$2,y2) = 4.’171 + o) + 2y2 — 1T — 2$1y2 + Tal2 + 3131172?/2.

Entonces,

a.‘]l

bbbl = 52 L) =194 v albsBl= ag‘(2,§§) 7/4.

Para encontrar los otros dos indices modificados, se reemplazan z; y z2 por y; en

la EML. Reduciendo los exponentes, se tiene

92(y1,23,24) = 431 + T3 + T4 — Y173 — Y174 + 4y1T324,

¥, por tanto,
A 6g dg
WafoiB) = 52 (11,3 =32 y UaloiBl= 52(3,3.) =3/2

Comparando el indice modificado con el ordinario, se nota que todos los jugadores
han mejorado al formarse la estructura de coaliciones B. Ahora comparten 8

unidades de utilidad en vez de 6.25 (¥ no es siempre eficiente).

Ejemplo 3.3 Ahora se usara el método para calcular el indice modificado de
Banzhaf en el juego de mayoria ponderada que refleja la situacién del Congreso

de los Diputados en la legislatura 1993-1996. Este juego puede representarse por

[176;159, 141, 18,17,5,4,2,1,1,1,1].



72 Formacion de coaliciones en los juegos cooperativos y juegos con miltiples alternativas

El conjunto de coaliciones ganadoras minimales es

W™ = {{172}7 {1a3}7 {174}1 {2’3’4}}’

y, por consiguiente, los siete tltimos jugadores son nulos y tienen indice 0. El

indice ordinario de Banzhaf para los cuatro jugadores no nulos es ¥ = j—, ;11-, %, }1—)

(a) Considérese en primer lugar la estructura de coaliciones

By = {{1?4}v {2}7 {3}},

que se establecié durante los dos primeros afios de legislatura: el partido 4
(CiU) apoyaba al gobierno del partido 1 (PSOE). (Obsérvese que en la estruc-
tura de coaliciones no aparecen los jugadores nulos puesto que su presencia

o no en una coalicién es irrelevante para el desarrollo del juego.)

La EML correspondiente es

f(z1, 23,73, 24) = 1T2 + T1T3 + T1T4 + ToT3Ty — T1T2T3 — T1T2T4 ~ T1T3T4,
y la funcién g¢;(z1,y2,y3, z4) viene dada por

91(21,Y2, Y3, 1) = T1Y2 + T1Y3 + T1T4 + Y2Y3T4 — T1Y2Y3s — T1Y2Ta — T1Y3T4.

Derivando y evaluando en el punto (3, 3,1, 2) se obtiene
A 3 A 1
Uy [v;Bua] =~y Walv; Bug] = ~.
4 4
A
Para calcular ¥, [v; B14] se reemplazan z, y x4 por y; ¥y =3 por ys en f y se

reducen exponentes. Asi se consigue la funcién

gz(yl, za, ys) =,

y, por tanto,

_ \/I\’z [0;314] = 0.
De forma. similar, se obtiene \11\13 [v; By4) = 0. Es decir, \/I\l [v; Bia] = (2,0,0,1)
(los jugadores nulos de un juego tienen indice nulo en cualquier juego co-
ciente, sea cual sea la estructura de coaliciones; por eso, su indice modificado

no se ha explicitado).
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(b) Otras estructuras de coaliciones, mas o menos plausibles politicamente, po-

drian haber sido las siguientes:

e B2 = {{1,2},{3},{4}} y Bz = {{1,3},{2}, {4}}, que son isomorfas a

B4 y dan, pues, resultados anédlogos (permutando el papel de los ju-
gadores, claro).
A
d ‘623 = {{1}7 {2, 3}7 {4}}7 que da v [v;B23] = (%7 i’) 4la %)a y 8241 334’ que

son andlogas a la anterior.
o Bazs = {{1},{2,3,4}}, para la que se obtiene \/I\![v;3234] =(0,3,%,2)-

Nétese que en los casos de Bya, Biz, Biy y Basq los jugadores que quedan
aislados obtienen 0 ya que {1,2},{1,3}, {1,4} y {2,3,4} son coaliciones
ganadoras en el juego original y los jugadores que no forman parte de ellas

son nulos en el cociente.

Observando con detenimiento este 1iltimo ejemplo se aprecian ciertas coinciden-
cias entre los indices de diferentes estructuras coalicionales. Estas coincidencias

no son fruto del azar.

Proposicién 3.4  Sisélo se forma una coalicidn, por ejemplo, K = {1,2, ..., k},
entonces los valores del indice de Banzhaf para los jugadores 1, 2,..., k no varian.
Es decir:

\/I\I; [v;Bk] = ¥ilv] parai=1,2,...,k y cualquier v,
siendo Bx = {{1,2,...,k},{k+1},....,{n}}.

DEMOSTRACION: Siguiendo el método expuesto, si se desea calcular \/I\l,' [v; B] para
1= 1,2,..., k se deben sustituir Zg41,Zk42, ..., Tn POr unas nuevas variables: yry1,
Yk42,---sYn- Como la estructura coalicional es elemental, no hay que reducir expo-
nentes. Asi pues, la funcién g(z1, z2, ..., Tk, Ykt1, .-, Yn) coincide con f(z1,...,T,)
excepto en el nombre de las ultimas n — k variables. Si se deriva g respecto de z;
paraz = 1,2,...,k y se sustituyen todas las variables por 1/2, se obtiene lo mismo
que al hacer lo propio en la EML f, que es como se obtenia el indice ordinario
de Banzhaf. 3
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Sin embargo, si que pueden variar los indices de los jugadores que no son de K,

como se ha visto en el ejemplo anterior.

Proposiciéon 3.5 Considérense las estructuras de coaliciones
B = {{1,2,...k}, {k+1},...,{n}} y Bkm\xk = {{1,2,...,k},{k +1,...,n}}.
Entonces, para todo j € N\ K,
A A
W; [v; Bx,nk] =¥; [v; Bk].

Es decir, si se ha formado una alianza K, los restantes jugadores no pueden

modificar su propio poder formando la coaliciéon complementaria.

DEMOSTRACION: Para cada j € N\ K, el indice modificado \,I\lj [v; Bk| se obtiene
cambiando primero las variables z,, s, ...,z ¥ sus productos por una nueva in-
determinada y;, por ejemplo, derivando después respecto de z; (j > k), y susti-
tuyendo todas las variables por 1/2. Para calcular \,I\J i [v; Bk,n\k] €l procedimiento

a seguir es exactamente el mismo. [J

Al igual que antes, si que puede cambiar el valor para los miembros de K.

Ejemplo 3.6 Se estudia el Consejo de Seguridad de la ONU, que ya ha sido
descrito en la Seccién 2.2. También alli se encontré la EML asociada a este juego,

que aqui se usard para efectuar los calculos.

El indice ordinario de Banzhaf es

%, .
U,[v] = -5:{:(%,, 1) =1212/2" si i€V,

of

. [v] 3,..1)=21/2" si jeR.

Nétese que ¥;[v] = 10¥;[v] (concretamente, en tanto por ciento, el poder de un
miembro permanente es del 16.69%, mientras que el de un rotatorio es del 1.65%).
Clasicamente, este hecho se interpreta diciendo que refleja la importancia del

derecho a veto que tienen los miembros permanentes.
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(a) Supdngase primero que dos miembros permanentes del Consejo de Seguridad,

por ejemplo, los dos primeros, deciden unirse, y sean

B2 = {{172}7 {3}7 {4}71{15}} y B12 = {{112}') {3741--'a 15}}

Entonces se obtienen los valores reflejados en las tablas siguientes:

Jugador \/I\I,- [v; Bi2] | Porcent. Jugador \/I\J,- [v;By2] | Porcent.
i=1,2 | 212/22 | 10.02% | [i=1,2 | 1024/22 | 27.38%
:=3,4,5| 424/2'2 | 20.04% 1=3,4,5| 424/212 11.34%
i€ R 42/97 | 198% | |ieRr 2/27 | 1.12%

En la tercera columna de cada tabla se ha incluido €l porcentaje del poder
correspondiente a cada miembro del Consejo segin el indice de Banzhaf para

facilitar la comparacion entre las posiciones estratégicas de los jugadores.

(b) Si tres miembros permanentes se ponen de acuerdo, entonces se estudian las

estructuras de coaliciones

8123 = {{172, 3}7 {4}7 {5}7 *eey {15}} y _8—123 = {{17 273}7 {47 57 ittt 15}}'

Se obtiene ahora

Jugador \/I\I,' [v; B12s) | Porcent. Jugador \,I\J,' [v; Bi23] | Porcent.
i=1,2,3| 212/22 | 668% | [i=1,2,3] 512/22 | 12.57%
1=4,5 848/212 26.73% 1=4,5 848212 20.82%
i€R 84/212 | 265% | |ieR 84/212 | 2.06%

Bi234 = {{1,27 374}7 {5}1 {ﬁ}v ) {15}} y 31234 = {{1’2’314}?{5a67---7 15}}'

(c) Sison cuatro permanentes los que deciden coaligarse, se consideran
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Aqui
Jugador \/I\I,' [v; B1234] | Porcent. | | Jugador \,I\I,' [v; By234) | Porcent.
i=1,2,3,4| 212/212 5.02% i=1,2,3,4| 256/212 5.81%
5 1696 /212 40.15% 9 1696 /212 38.54%
t€ER 168/212 3.98% t€ER 168/212 3.82%
(d) Si todos los miembros permanentes actian conjuntamente, sean
By = {V7 {6}7{7},a{15}} y EV = {V;R}
En este caso
Jugador &1,- [v; Bv] | Porcent. | | Jugador \/I\;,- [v; By] | Porcent.
ieVv | 212/22 | 4.80% | [ieV | 128/22 | 3.20%
t€R 336/2'2 7.60% t€ER 336/2!2 8.40%

(e) Por ultimo, si todos los miembros rotatorios se unen y los permanentes no

se ponen de acuerdo, entonces aparece la estructura de coaliciones

Bgr = {{1},{2},..., {5}, R},

y se obtiene

Jugador \/I\!i {v; Br] | Porcent.
iev | 128/21% | 15.06%
ieR | 21/22 | 247%
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Si se compara el indice ordinario de Banzhaf con los resultados que se han en-
contrado en (a), (b), (c) y (d), se ve que formar una coalicién ({1,2}, {1,2,3},
{1,2,3,4}, V o sus complementarias) es siempre beneficioso para los jugadores
restantes —con la dnica excepcion de R, que perjudica a los miembros perma-
nentes. Si solo algunos de éstos deciden aliarse, los miembros permanentes que
quedan salen muy beneficiados —véanse (a), (b) y (c)—, pero la proporcién de

diez a uno entre su poder y el de un miembro no permanente se mantiene.

3.2 El indice de alianza de Banzhaf

En esta seccion se incluye un desarrollo paralelo al que se hizo en la Seccién 2.3

y se utilizan notaciones analogas.

Definicién 3.7 Dados un juego G = (N,v) y una coalicién S C N, el indice
de altanza de Banzhafde S en G es

Uo[Gs] si S #0;

UslG) = ,
0 siS =0,

donde 0 = ¢s(S).

La relacién que existe entre el valor coalicional de Shapley y su valor de alianza

no se satisface en este caso, como puede observarse en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.8 Sea v el juego de mayoria ponderada [3;1,1,1,1], y tomemos la
estructura de coaliciones B = {{1,2,3},{4}}. El indice ordinario de Banzhaf
para este juego es ¥[v] = (3/8,3/8,3/8,3/8). Si sélo se forma una coalicién,
como en este caso, sus miembros obtienen indice modificado igual al que tenian
previamente (Proposicién 3.4). Asi pues, l/I> [v] = (3/8,3/8,3/8,0), ya que el

jugador 4 es nulo en el juego cociente. El indice de alianza de la coalicién S =
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{1,2,3} es 1, por ser dictadora en el juego cociente Gg. No obstante,
3 A 9 .
DoV i {S)] = 3 # YiramlGl = 1.
i=1
Observaciones 3.9
(a) Es facil calcular el indice de alianza de Banzhaf de una coalicién S:

wel= Y o

Tiseny 2"

[v(T) = o(T'\ 5)].

O, si se prefiere, utilizando la EML del juego Gs,

d
¥e[G] = éi—j(;,...,;-,).

(b) Elindice de alianza de un jugador es su indice de Banzhaf en el juego original:

BlGl=%G] i=12,..,n.

De nuevo, la diferencia
As[G] = ¥5[G] - X W[G]
€S

nos proporciona una medida de la conveniencia o no de formar una coalicion.

Definicién 3.10 Una alianza es positiva si As[G] > 0, nula si As[G] =0, y
negativa si Ag[G] < 0.

Los tres ejemplos siguientes muestran que, realmente, la diferencia As[G] puede

ser positiva, cero o negativa también segun el criterio del indice de Banzhaf.

Ejemplos 3.11
(a) Sean G = [5;2,1,1,1,1] y S = {1,2,3,4}. Entonces Gs = [5;5,1] y, por

tanto,

As[G] = V&[G - Y WG =1-17/8=1/8> 0.

i€S
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(b) Sean G =[2;1,1,1] y S = {1,2}. En este caso, Gs = [2;2,1] y
AslG) = ¥3(G] - WGl = 1-1=0.
€S
La alianza no tiene ningin efecto: es nula.

(c) Sean G =[3;1,1,1,1} y S ={1,2,3}.

As[G] = ¥5[G] - D" ¥[Gl =1 -9/8 < 0.

i€S

La alianza es negativa: es preferible no formar la coaliciéon {1,2,3}.

El indice de alianza de Banzhaf tampoco es superaditivo (ni siquiera para juegos
de mayoria ponderada) como se comprueba de forma inmediata con el ejemplo
del apartado (c) tomando B = {{1,2},{3},{4}}. Sean R = {1,2} y S = {3}.

Haciendo los cdlculos pertinentes, se obtiene

1 = WhyslG] < YR[G] + ¥5[G] = 7 +

AN
)
[o A ¥

Afortunadamente, al igual que el valor de alianza de Shapley, el indice de alianza

de Banzhaf cumple la propiedad de monotonia (en los juegos monétonos).

Proposicién 3.12  Si una clase de juegos es cerrada por paso al cociente y cada

juego G = (N, v) de esta clase verifica:
(a) ViG] < 9§, 34[G] para todo i # j de N;
(b) ViG] = Y%, 4G si, y sélo si, j es nulo en G (i # j),

entonces se verifica también:
(2’) ¥s|G] < ¥4[G] para SCT C N;
(b’) ¥s[G] = V%|G] si, y sélo si, los jugadores de T'\ S son nulos en Gs.

DEMOSTRACION: Es en todo analoga a la de la Proposicién 2.14. [J
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Por comodidad, se supone que S = {1} y T = {1,2}. En lo que queda de esta

seccion y en la préxima, se usaran las siguientes notaciones:

Yo = \IIO[G{IJ}] (= \I’?m}[G]);
U = WG] y U= WG ({1,2})] parai=1,23.

Lema 3.13 Para cualquier juego G = (N, v), se tiene:

(&) To= 3 =5lo(S) - oS
1,2€SCN
B m= T s o(8) = v(51) + v(S2) — v(S)]

1

gt 1V(5) = v(52) + v(51) — v(5r2)]-

= 3

1,2€SCN
(C) ‘I’o = \I’l -+ \112.

DEMOSTRACION: (a) Basta con recordar que ¥y = 3.2{;,2} (1/2,...,1/2), siendo
0
fi1,2) 1a EML del juego Gy, y tener en cuenta el método de la Seccién 2.2 para.

obtenerla.

(b) Aplicar que ¥, = %‘f—(l/.‘l,...,l/2), siendo f(zy,...,7,) la EML del juego G
1
escrita como en la demostracién del apartado (b) del Lema 2.15.

Anilogamente para ¥U,.

(c) Esta igualdad se obtiene sumando las dos expresiones del apartado (b). O

Teorema 3.14 En la clase de los juegos monétonos, el indice de alianza de

Banzhaf satisface la condicién de monotonia:
s[Gl < 97[G] VG =(N,v) conSCTCN.

Ademas, esta desigualdad es una igualdad si, y sélo si, todos los jugadores de
T\ S son nulos en Gs.
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DEMOSTRACION: Inmediata teniendo en cuenta la Proposicién 3.12 y que ¥y =
U, + ¥, (¥; > 0 para ¢ = 1,2 en los juegos mondétonos.)

Ademis, ¥y = ¥, si, y sdlo si, ¥; = 0, lo que para un juego monotono G equivale

a decir que el jugador 2 esnuloen G. O

Observaciones 3.15

a) En este caso, ¥y > ¥, para todo G = (V,v). Esto no es siempre cierto para
p

el valor de alianza de Shapley.

(b) Para |S| > 2 no se cumple que ¥ = Y ;cs ¥, como puede verse en el Ejemplo
3.11 (a).

En Lehrer [1988] se presenta una interesante axiomatizacion del indice de Banzhaf.
Es conveniente observar que, ademas de utilizar los axiomas clasicos de jugadores
titeres, indiferencia y aditividad, se afiade como cuarto axioma una de las propie-

dades que se han visto en este capitulo.

Concretamente, para cada juego (N, v) y cada coalicién T', Lehrer considera el co-
ciente elemental G, cuya funcion caracteristica vy esta definida sobre el conjunto
(N\T)U {0} de la siguiente manera:

vr(S) = v(S), vr(SU{0}) =v(SUT) VSCN\T.

El sistema de axiomas que Leher [1988] impone y que caracteriza al indice de

Banzhaf para los juegos cooperativos es:

B1Sii € N es un titere en v € G, entonces ¥;[v] = v({i}).

B2 Si 7,7 € N son indiferentes en v € G, entonces ¥;[v] = ¥;[v].
B3 Para cada T' = {i,j} C N y cada v € Gy, ¥;[v] + ¥;[v] < Yo[vr].
B4 U[u + v] = Y[u] + ¥[v] para u,v € G,.

En el caso de los juegos simples B4 debe sustituirse por la propiedad de transfe-

rencia de Dubey (véase el Teorema 1.12).
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Notese que en B3 se pide que, para cada coalicién binaria, su indice de alianza
sea mayor o igual que la suma de los indices de los jugadores que la forman. De

hecho, en este capitulo se ha visto que la igualdad se cumple siempre.

3.3 Estudio de las alianzas binarias en los juegos simples

Puesto que Vo = ¥, + ¥,, todas las alianzas binarias son nulas y no tiene sentido
A

un teorema analogo al 2.23. Tampoco tiene sentido comparar ¥; con J; para

¢t = 1,2, ya que coinciden. Si se puede estudiar como afecta la alianza de los

jugadores 1 y 2 a los demas (tomando, por comodidad, al jugador 3).

Lema 3.16 Para cualquier juego G = (N,v) con n > 2, dada la estructura de
coaliciones B = {{1,2}, {3}, ..., {n}} se tiene:

1
D

211.—1
1,2,3eSCN

[-v(5) + v(51) + v(52) + v(5s)

—U(Slz) — 0(513) - ’U(Szg) + '0(5123)]

DEMOSTRACION: Es ficil obtener esta férmula a partir de la EML del juego

escrita como suma de ocho términos que se vio en la demostracién del Lema

2.20. O

En general es dificil trabajar con esta expresion. Si el juego es simple se reduce

bastante y se obtiene el resultado siguiente.

Teorema 3.17 Sea G un juego simple. Entonces:

(a) El mdximo de ¥3— \'1\13 es 1/2, y se alcanza en el juegoide mayoria ponderada
G =1[2;1,1,1,0,7:3,0] para todo n.

(b) El minimo de ¥5— \/1\13 es —1/4, y se alcanza en el juego de mayoria ponderada
G =[3;1,1,1,0,7:3,0] para todo n.

DEMOSTRACION: Es idéntica a la del Teorema 2.24. [
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Observaciones 3.18

(a) Igual que en el caso del valor de alianza de Shapley, el maximo es menos dos

veces el minimo.

A A
(b) El médximo y el minimo de ®3— &3 y ¥3— ¥3 se obtienen en los mismos

juegos.
Ejemplo 3.19 En el Parlamento Catalédn, la alianza
S = {PSC, PP, IC, ERC}
es positiva segun el indice de Banzhaf ya que
Ug=1>4-0.125 = 0.5.

Esta alianza es la que permitié que la presidencia del Parlamento no recayese en

CiU, sino que fuese a parar al PSC.
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4 Juegos con multiples alternativas

En Bolger [1993] se definen los juegos de n jugadores y r alternativas como posibles
modelos para situaciones en las que los agentes o jugadores tienen dos o mas
opciones entre las que elegir y que, tal vez, no han sido estudiadas con la precision
suficiente por la teoria clasica de los juegos cooperativos. Problemas tipicos de
la Teoria de Juegos adquieren, en algunos casos, una nueva dimension cuando se
analizan desde el punto de vista de los juegos con r alternativas. Para ilustrar

esta afirmacion, se introducen los ejemplos siguientes.

Ejemplo 4.1 El Consejo de Seguridad de la ONU ha sido estudiado normal-
mente como un juego cooperativo simple donde los jugadores (las naciones que lo
forman) tienen solamente dos opciones: votar a favor de una resolucion o votar en
contra (Ejemplo 2.9). En este supuesto, las coaliciones ganadoras estan formadas
por los cinco miembros permanentes y cuatro o mas de los miembros rotatorios.
La abstencién de un miembro permanente, si se considera, debe interpretarse
como un voto negativo y, por consiguiente, muy decisivo. Pero lo cierto es que
no solo las reglas reales del Consejo permiten la abstencion, sino que se puede
aprobar una resolucion con la abstencién de alguno o algunos de los miembros
permanentes. Es decir, en realidad las naciones disponen de tres alternativas:

votar a favor de la resolucion, votar en contra o abstenerse.
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Ejemplo 4.2 Las elecciones en las que se debe escoger un candidato entre
varios acostumbran a regirse por mayoria simple (relativa) en vez de mayoria
absoluta. Estas situaciones no pueden estudiarse mediante un juego cooperativo
clasico. Considérese, por ejemplo, el caso concreto siguiente: en Terrassa, después
de las elecciones municipales de mayo del 95, cinco partidos politicos obtuvieron
representacion en el Ayuntamiento, con 13, 6, 4, 3 y 1 concejales, y se presentaron
dos candidatos para alcalde (a y b). El candidato que alcanzase mayor mimero
de votos de los concejales, o a en caso de empate, por ser el de mayor edad
o cualquier otra razén que se quiera imponer para deshacer los empates, seria
nombrado alcalde. Por supuesto, los concejales podian abstenerse si no deseaban
votar a ninguno de los dos candidatos propuestos. Ningin juego de mayoria

ponderada del tipo [g¢;13,6,4,3, 1] refleja la situacién anterior.

Estos dos sencillos ejemplos muestran que los juegos cooperativos clasicos son
insuficientes para describir situaciones bastante comunes. Los juegos de n ju-
gadores con r alternativas pretenden ser el marco conceptual en el que estudiar
situaciones como las anteriores. En este capitulo se verd que utilizando los juegos

con multiples alternativas se puede, por ejemplo:

e incorporar la abstencién en las votaciones como posible alternativa, o

e estudiar las votaciones en las que gana la mayoria simple.

Pero no sdlo los juegos de votacién admiten ser estudiados como juegos con r
alternativas: también problemas de tipo econémico pueden ser analizados desde

esta nueva perspectiva.

Ejemplo 4.3 El problema de la bancarrota (Ejemplo 1.5) también admite un
estudio desde el punto de vista de los juegos con miiltiples alternativas. La funcion
clasica
vEa(S) = max{0, E - ) d;}
, i¢S
asigna a cada coalicién lo que obtendria en el peor de los casos: si todos los

acreedores de N \ S pasan a cobrar su deuda antes que los de S. Obsérvese que
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todos los acreedores que no forman parte de S acuden a cobrar. No se contempla
la posibilidad de que alguno o algunos de estos acreedores no reclamen la deuda
porque, por ejemplo, el coste de la reclamacién sea superior a su importe. Se vera

que este hecho puede tenerse en cuenta utilizando los juegos con r alternativas.

Como es natural, a medida que el modelo se aproxima mas a la realidad, también
aumenta la complejidad en los célculos. Esta es, sin duda, una notable dificultad

en el analisis de los juegos con r alternativas.

Se resume brevemente, a continuacidn, el contenido de este capitulo. En la Sec-
cién 4.1 se recuerdan los conceptos relativos a los juegos con r alternativas. Pos-
teriormente (Seccién 4.2) se relacionan los juegos cooperativos cldsicos con los
juegos de dos alternativas. Mas adelante se introducen los r—juegos, que simpli-
fican el estudio de los juegos con r alternativas. En la Seccion 4.4 se estudia la
extension multilineal de un r—juego. Se analizan después los r—juegos simples y
se extienden conceptos clasicos a este nuevo contexto. Para finalizar, se definen
los r—juegos restringidos, que aparecen cuando uno o mds subconjuntos estin

obligados a escoger determinadas alternativas.

4.1 El valor de Bolger para los juegos con r alternativas

Precedentes de los juegos con r alternativas de Bolger [1993] son los juegos en
forma de funcién de particién introducidos por Lucas y Thrall [1963]. Un primer
intento de trasladar la teoria del valor a esta clase de juegos se debe a Myerson
[1977], que propone una cierta extension del valor de Shapley. Mads reciente-
mente, Bolger [1983] utiliza un indice de tipo Banzhaf para juegos de votacién
con multiples candidatos. En Bolger [1986] se modifica el indice anterior para
hacerlo independiente de la adicién de jugadores nulos y, para ello, se consideran
particiones ordenadas. Esta es una idea esencial en el desarrollo de los juegos con
multiples alternativas. En ese mismo trabajo, Bolger sugiere una extensién del

valor de Shapley diferente de la propuesta por Myerson (véanse también Bolger
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(1987] y [1989]).

Por iltimo, Bolger {1993] define y caracteriza axiom4ticamente una nueva exten-
sién del valor de Shapley respecto a cada alternativa. Esta relatividad es necesaria

para evaluar correctamente los juegos con multiples alternativas.

En esta seccion se resume parte del trabajo de Bolger [1993] y se introduce la
notacién que se usa en este capitulo y en el préximo (y que no coincide del todo
con la de Bolger). Se trata, por tanto, de una seccién preliminar con material
no original. Sin embargo, nos ha parecido conveniente por cuestiones de orden y

homogeneidad recordar aqui y no en el Capitulo 1 el trabajo de Bolger.

Sean N = {1,2,...,n} el conjunto de jugadores y R = {1,2,...,r} (r > 2) el
conjunto de las alternativas entre las que puede escoger cada jugador de N. El
conjunto de todas las particiones ordenadas de NV en exactamente r subconjuntos,

algunos de los cuales pueden ser vacios, se denotard por P,(N):

P=(P,P,.,P)eP.(N)sii |JP;=NyPinP.=0 Vj#k

j=1

Definicién 4.4 (Bolger, 1993)  Un juego con n jugadores yr alternativas es
una funcién V de P,(N) en R" que asigna a cada particién P = (P, P2, ..., P;) un
vector de R", V(P) = (v1(P), v2(P), ..., v-(P)), con la condicién de que v;(P) =0
si P;=0.

La particion P es simplemente una distribucién de los jugadores segin sus prefe-
rencias sobre las distintas alternativas. Cada componente de la funcién V(P),
v;(P), se interpreta como la cantidad que percibe la coalicién P; (formada por
los jugadores que eligen la alternativa j) teniendo en cuenta lo que escogen los

restantes jugadores, los de N \ P;.

Sean G, el espacio vectorial de los juegos con n jugadores y r alternativas en el
sentido de Bolger (para abreviar, r B—juegos) y M (R) el conjunto de matrices de

n filas y r columnas con coeficientes reales.
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Definicién 4.5 Un valor para los juegos con n jugadores y r alternativas es
una aplicacién 8 : Gi — M](R) que asigna a cada rB-juego V una matriz de

ndmeros reales (6I[V]), i =1,2,...,n, j = 1,2, ...,7.

Cada elemento de la matriz puede pensarse como la parte que le corresponde
al jugador ¢ cuando N elige la alternativa j. Bolger denota por V(NV;j) lo que

obtiene la gran coaliciéon N al escoger la opcién j.

Definicién 4.6 (Bolger, 1993)  Un valor 0 es j-eficiente (o eficiente en la

alternativa j) si para cada rB—juego V se cumple

SSV] = V(I ).

=1

A partir de cuatro axiomas, tres de ellos semejantes a los que se utilizan para
caracterizar el valor de Shapley, Bolger prueba la existencia de un tnico valor
eficiente en cada alternativa para los r B-juegos. Para entender bien los axiomas

se necesitan nuevos conceptos.

Definicién 4.7 (Bolger, 1993)
e Sea 7 una permutaciéon de N. Se define #V por #V(P) = V(= P).

o Se dice que el jugador 7 es j—nulo en el rB-juego V si para toda particién P
tal que ¢ € P; se cumple que v;(P) = v;(P*), siendo P* la particién obtenida
a partir de P moviendo el jugador : de P; a cualquier otro subconjunto P
de P.

¢ Un rB-juego es simple si v;(P) =001 para todo j = 1,2, ..., r. En este caso,
la coalicién P; se llama ganadora respecto a la particion P = (Py, P, ..., P;)
si vj(P) = 1. Se llama perdedora st v;(P) = 0.

¢ Un r B-juego simple es mondtono si para toda coalicién P; ganadora respecto
de la particién (P, P, ..., P;), y para toda T' C N \ P;, la coalicién P; U T
es ganadora respecto de la particién (P, \ T, ..., P;UT,...,P.\ T).
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e En un rB-juego simple, un jugador : € P; es pivote respecto de la particion
P si vj(P) =1y v;j(P*) =0 (donde P* es como antes).

El sistema de axiomas que Bolger utiliza para caracterizar un valor eficiente en

cada alternativa es el siguiente.

A1 Para cada j, si el jugador i es j—nulo en V € G, entonces 6[V] = 0.

A2Si VW € Gl y c € R, entonces

OV 4+ W]=0[V]+ 6 [W] y 0[cV] =cb[V] V3.

A3 Si 7 es una permutacién de N, entonces 8[xV] = 61,[V] Vj.

A45Si V,W € G} y para cada particiéon P tal que z € P; se cumple que

Y [05(P) — v (P)] = Ylws(P) — ws(P)],
= =

siendo P* la particién que se obtiene moviendo el jugador i de P; € P a
Py € P, entonces #[V] = 6{[W] para cada j.
Segin Bolger, en el contexto de los r B—juegos simples y mondtonos este dltimo
axioma dice que si, para cada particion, el nimero de movimientos en los que
el jugador i es pivote coincide en los dos juegos, entonces dicho jugador tiene el

mismo valor respecto a la alternativa 7 en ambos.

Teorema 4.8 (Bolger, 1993)  Existe un dnico valor 0 eficiente en cada al-
ternativa que satisface los axiomas anteriores. Ademds, el valor de un jugador

t € N respecto a una alternativa j en un rB—juego V es

G- 3 38 ml p) - e
i ™

donde p; = |P;] y n = N,
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Obsérvese que el enunciado del teorema postula la existencia de un unico valor
eficiente respecto a cada alternativa. Esto es equivalente a ahadir un quinto

axioma de eficiencia para cada alternativa.

Albizuri, Santos y Zarzuelo [1995] proponen otras caracterizaciones axiomdticas

para el valor de Bolger.

4.2 Juegos con dos alternativas y juegos cooperativos

clasicos

La idea de Bolger de introducir diversas alternativas para los juegos cooperativos
es adecuada ya que, como se ha puesto de manifiesto, ello permite mejorar los
modelos con los que el tedrico de juegos cooperativos aproxima las situaciones
reales. En un juego cooperativo clésico (V,v), se acostumbra a interpretar v(S)
como la utilidad minima que obtienen los miembros de la coalicién S indepen-
dientemente de las acciones de los componentes de N \ S. Para ser precisos, se
supone que si no estan de acuerdo con S, entonces tienen sélo una alternativa:
actuar contra S. Sin embargo, es habitual que los jugadores de N \ S tengan
diferentes alternativas y que la utilidad que obtiene la coalicion S dependa de las
opciones que elijan los miembros de N\ S. Los juegos con r alternativas permiten

tener en cuenta estas consideraciones.

Piénsese, por ejemplo, en las votaciones. En la mayoria de ellas la abstencion es
posible y se convierte, por lo tanto, en una alternativa mas para los jugadores.
Aunque los juegos simples cldsicos no describen adecuadamente todas las situa-
ciones de votacién (recuerdénse los Ejemplos 4.1 y 4.2), si reflejan perfectamente
las votaciones en las que se presenta a consideracion una sola propuesta y se re-
quiere un numero fijo de votos para su aprobacion. En estas circunstancias, la
abstencién estd permitida pero cuenta en contra de la propuesta. Las mociones
de censura son ejemplos tipicos de estas situaciones. Los juegos simples tradi-

cionales también sirven, por supuesto, cuando se escoge entre dos alternativas y
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se prohibe la abstencion.

Anteriormente se ha senalado que en los juegos cooperativos clasicos los jugadores
disponen, en esencia, de dos alternativas. Es interesante, pues, ver si existe
alguna relacién entre estos juegos y los 2B—juegos, es decir, entre Gy, y G2. (Cada

particién, en este caso, se escribird P = (S, N \ S).)

Dado un juego v € G, hay diversas maneras de inyectarlo en G2. Por ejemplo,

basta considerar el juego U € G2 definido por
U(5,N\ 5) = (v(5),0),

aunque no parece ficil encontrarle una interpretacion sugerente.

A continuacién se proponen otras dos formas de inyectar G,, en G2 que si admiten

interpretaciones.

La primera consiste en definir
V(5,N\ §) = (v(5),5(N\ 5)),

y la segunda
W(S,N\ 5) = (v(S),v(N) — v(5)).

Definicién 4.9
(2) Un 2B-juego V = (vq,v2) es de suma constante si existe k € R tal que

v(S,N\S) +v(S,N\S)=k VSCN.

(b) Un 2B-juego simple V = (v, v2) es propio si, para i # j, v;(S,N\ S) =0
cuando v;(S,N\ S)=1.

Algunas de las propiedades de los 2B—juegos V y W se resumen en las observa-

ciones siguientes.



Juegos con miiltiples alternativas 93

Observaciones 4.10

(a) V y W son 2B-juegos simples monétonos si, y solo si, v es un juego simple
clasico.

(b) V es propio y monétono si, y sélo si, v es propio.

(¢) W es de suma constante.

(d) V =W si, y sdlo si, v es de suma constante, es decir,
v(S)+v(N\S)=v(N) VSCN.

(e) Siv es simple, entonces W es propio y monétono.

(f) 0i[V] = 6)[W] = &;[v] parai e Ny j=1,2.

Estas dos formas de asociar a cada juego clasico un 2B—juego corresponden a las
dos situaciones en las que un juego simple se puede interpretar correctamente

como modelo de decisién y que ya han sido comentadas antes.

Concretamente:

¢ El juego V corresponde al caso en que hay dos propuestas, a y b, por ejemplo,
y no se permite la abstencién. Si V es propio se evita que puedan salir

elegidas simultdneamente a y b.

e El juego W corresponde al caso en que hay una tnica propuesta (alternativa
a) para modificar un status quo previo (alternativa b). La abstencién estd
permitida pero equivale a votar en contra de la propuesta y favorecer, de

hecho, al status quo.

El ejemplo siguiente muestra que los juegos con dos alternativas también sirven

para describir determinados supuestos econdémicos.

Ejemplo 4.11 En una economia de mercado existen dos suministradores de un
cierto bien de consumo y tres clientes potenciales que, en principio, pueden elegir

libremente entre los dos suministradores. Estos, para captar el maximo niimero



94 Formacidn de coaliciones en los juegos cooperativos y juegos con miltiples alternativas

de clientes, ofrecen diversos descuentos que dependen del gasto que haga el cliente
y de si éste viene acompafiado por otro u otros. Asi, por ejemplo, si el cliente
nimero 1 elige el primer suministrador, cuando el 2 y el 3 eligen el segundo, con-
sigue un descuento de 70 unidades, mientras los otros dos consiguen un descuento
conjunto de 100. Teniendo en cuenta todas las posibilidades (que, para abreviar,
no se describen literalmente), es posible construir un modelo para estudiar esta
situacion utilizando un 2B-juego con una cierta funcion caracteristica. En este

hipotético caso podria ser

V(,123) = (0,240),
V(2,13) = (50,110),
V(12,3) = (120, 40),
V(23,1) = (110, 60),

V(1,23) = (70,100)
V(3,12) = (50,110)
V(13,2) = (120,40)
V(123,0) = (210,0).

El valor de Bolger para este juego es §'[V] = (80,65,65) y 6*[V] = (90,75, 75)

y da una posible distribucion de 210 entre los tres clientes si todos escogen la

primera opcidn; o de 240 si eligen la segunda.

Noétese que, formalmente, este juego con dos alternativas es equivalente a dos

juegos cooperativos clasicos de tres jugadores:

v (1) =170
v1(2) = 50
v1(3) = 50
v1(12) = 120
v1(13) = 120
v1(23) = 110
v1(123) = 210

ve(1) = 60
vs(2) = 40
v2(3) =40
v3(12) = 110
vs(13) = 110
v5(23) = 100
02(123) = 240

El valor de Bolger correspondiente a la primera alternativa coincide con el valor

de Shapley de vy, y el de la segunda alternativa con el valor de Shapley de v,.

Este ejemplo muestra que dados dos juegos cooperativos cualesquiera, v, y v, €s



Juegos con miiltiples alternativas _ 95

posible definir un 2B-juego
V(S,N\S) = (n(5),v2(N\S)) VSCN,

y que 01[V] = &:[or] y 63[V] = &[va]

4.3 Los r—juegos cooperativos

Fijada una alternativa, la primera, por ejemplo, se denotaran las particiones
P € P.(N) por (S, P), siendo S € N el conjunto de jugadores que eligen la
primera alternativa y P la coleccion ordenada de los restantes subconjuntos de

la particion P. Es decir:

P =(5,P) = (S, Py,..., P,).

Definicién 4.12 Un r—juego cooperativo con n jugadores y r alternativas es
una aplicacién v que a cada particién (S, P) € P,(V) le asigna un nimero real,
v(S, P), con la condicién que v(f, P) = 0.

El nimero v(S, P) representa la utilidad que obtiene la coalicién S cuando escoge

la primera alternativa, teniendo en cuenta lo que han elegido los demas jugadores.

G, denotari el conjunto de r—juegos con n jugadores. Por supuesto, un juego
con r alternativas en el sentido de Bolger es un vector formado por r r-juegos
(fjando convenientemente la alternativa a considerar) y, por tanto, los r—juegos

son los juegos componentes de los juegos con r alternativas de Bolger. Es decir

r
r T T ~ r
Gr =G, xG;, x. 7. xG,,.

El estudio de los juegos con r alternativas puede, pues, ser reducido al de los

r—juegos, con las ventajas de notacion y simplicidad que ello comporta.

Ejemplo 4.13 El Consejo de Seguridad de la ONU puede estudiarse de forma

correcta utilizando 3-juegos. Se utilizara la misma notacién que se usé en el
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Ejemplo 2.9: V = {1,2,3,4,5} representa el conjunto de los miembros perma-
nentes y R = {6,7,...,15} el de rotatorios. La primera alternativa serd votar

a favor de una resolucién, la segunda votar en contra y la tercera abstenerse.

Considérense
1 si|S|>9y PNV =9,
01(5,P2,P3)= I I v
0 en caso contrario,
y
1 si|PA]<9yS#0, obiensi SNV #4,
v2(P1, S, Ps) =

0 en caso contrario.

El 3-juego v; determina las particiones que pueden hacer que una resolucién sea

aprobada; el 3—juego v, determina las que hacen que sea rechazada.

Estos dos juegos son suficientes para describir de forma bastante aproximada el

funcionamiento del Consejo de Seguridad de la ONU.

Noétese que si S =0 y |P1| < 9 en vz, la propuesta no es aprobada y, sin embargo,
el 3-juego v, asigna valor 0 a las particiones de este tipo. Se puede interpretar
que si nadie vota en contra de la propuesta, pero tampoco son suficientes los
que votan a favor, entonces el resultado no es la derrota de la propuesta sino la
apertura de un nuevo periodo de discusiones (o negociaciones) previo a una nueva

votacion.

Quizds el modelo no sea totalmente fiel a la realidad, pero es mas aproximado
que el clasico de los juegos simples. De hecho, la regla que postula el modelo en el
caso de impasse para respetar la condicién va(P1,9, P5) = 0 (nuevas negociaciones

y posterior votacion) parece mas racional que la que se aplica realmente.

Conceptualmente, los r—juegos presentan una ventaja respecto de los juegos con
r alternativas propuestos por Bolger, al menos en las situaciones de votacién, ya
que no es necesario asignar un valor numérico al subconjunto de jugadores que
se abstienen (arbitrariamente se le podria asignar 0). Es decir, distinguen entre
el conjunto de alternativas entre las que pueden elegir los jugadores y el conjunto

de alternativas factibles o posibles resultados del juego (en el ejemplo anterior
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las alternativas factibles son que se apruebe una resolucién o que no se apruebe,
mientras que la abstencion es una de las posibilidades de las que disponen los
jugadores: en la vida real la abstencion no gana practicamente nunca, pero el
modelo de los r—juegos prevé incluso una salida bastante razonable en este caso,

la vuelta a la discusién y la negociacion).

Se define la suma de r—juegos de la manera siguiente: si u,v € G7,, entonces u +v

es el r—juego tal que
(u 4+ v)(S, P) = u(S, P) +v(S,P) V(S,P)eP(N).
Analogamente se define el producto de un r—juego v por un escalar ¢ € R:
(c-v)(S,P)=c-v(S,P) VY(S,P)e P.(N).

Con estas dos operaciones es claro que G, es un espacio vectorial sobre R.

Para cada (S, P) € P.(N) con S # 0 se considera el r—juego e(s,p) que, sobre los
elementos (T, Q) € P,(N), actia asi:

1 i (T,Q) = (S, P),

0 en caso contrario.

C(S,P)(Tv Q) =

El conjunto {esp) : (S, P) € P,(N)} es una base de G,. De hecho, si v € G},

entonces:

v = Z ’U(S, P)e(slp).
(S,P)EP-(N)

Para saber la dimensién de G7, basta contar el nimero de elementos (S, P) €
Pr(N) con S # D o, razonando por complementariedad, contar las particiones que

tienen uno de sus subconjuntos vacio: (r—1)". Por tanto, dim(G}) = r*—(r—1)".

Definicion 4.14 Un r-juego v es independiente de la particion si para toda

coalicion S C N se cumple

v(S,P) =v(S,P") VPy P
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Observacion 4.15 Sea G, el espacio vectorial de los juegos cooperativos clasi-
cos con n jugadores. Fijado r > 2, para cada w € G,, se define el r—juego v dado
por
v(S, P) =w(S) VP,

que es independiente de la particiéon. La aplicacién « : G, — G}, definida
por a{w) = v es claramente lineal. También es inyectiva porque ker(a) = {0}.
Ademas, la imagen de o esta formada por todos los r-juegos independientes
de la particion, puesto que, dado un r-juego v de este tipo, €l juego dado por

w(S) = v(S, P), para cualquier P, est4 bien definido y es una antiimagen de v.

Por tanto, G, puede considerarse incluido en GJ, para todo r > 2 y cada juego
de G, se identifica con un r-juego de una clase especial: la de los r-juegos
independientes de la particion. Aunque no es la unica inyeccién lineal de G, en
GT, obviamente, si que es una inyeccién natural en el sentido de que se establece

sin hacer referencia a bases concretas de ambos espacios.

Para r = 2, las dimensiones de G, y G}, coinciden y, en consecuencia, « es

biyectiva y G, puede identificarse canénicamente con G2.

A continuacion se extenderan conceptos tipicos de los juegos cooperativos clasicos
al contexto de los r—juegos. Para ello es importante trasladar a las particiones la

relacion de inclusion entre coaliciones.

Definicién 4.16 Dadas (S, P), (T, Q) € P.(N), se dir que (S,Q) C (T,Q) si
eSCT,y
e Q; C P,para: =2,3,...,r.

(S, P) C (T, Q) significard que (S, P) C (T, Q) pero (S, P) # (T, Q).

La definicidén anterior nos dice que (S, P) C (T, Q) si esta tultima se obtiene a
partir de (S, P) haciendo que algunos jugadores de N \ S se unan a S, formando
asf la coalicién T. Cualquier otro movimiento de los jugadores queda excluido.

Cuando r = 2 la relacién de inclusién que se acaba de definir coincide con la
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inclusién normal entre coaliciones ya que, en este caso, (S,N\ S) C (T,N\T)

implica S CT y N\ T C N\ S, condiciones que son equivalentes.
Definicién 4.17 Para (S, P),(T, Q) € P.(N),

(5,P)U(T,0) = WU U,
siendo U; =P;NQ; para j=23,..,ryU=(U,Us,...,U,).

Por ejemplo, si N = {1,2,3,4,5,6} y (12, 36,45),(23,1,456) € P3(N), entonces
(12,36,45) U (23,1, 456) = (1236, 0, 45).

Nétese que (12,36,45) C (1236,0,45) y (23,1,456) C (1236,0,45) siendo ésta,

ademas, la menor particion que las contiene. Este resultado es general.

Proposicién 4.18 Dadas (S, P),(T, Q) € P-(N), la particién (S, P)U(T, Q) €
“P.(N) es la menor particién (en el sentido de la inclusién que se acaba de definir)

que contiene a ambas.

DEMOSTRACION: Supéngase la existencia de una particién (X, V') tal que (S, P) C
(X, V), (T,Q) C(X,V)y (X,V) C (S, P)U(T,Q). Entonces, X C N\{Uj_, U;}
y P;NQ; CV; paraj =2,3,...,r. Pero (S,P) C(X,V)y (T,Q) C(X,V) impli-
can que V; C P;, V; C Qj, y por tanto V; C P; N Q;, para j = 2,3,...,7, lo cual

es contradictorio. [J

Con las definiciones anteriores, las particiones también satisfacen algunas de las

propiedades de la unién e inclusién de conjuntos.

Proposicién 4.19 Dadas tres particiones cualesquiera (S, P),(T,Q),(X,V) €
P.(N) se cumplen:

(a) (S,P)uU(S,P)=(S,P).

(b) (5,P) S (T,Q) < (S,P)U(T,Q)=(T,Q).
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(c) (5,P)U(T,Q) C(X,V) = (5,P) C(X,V) ¥y (T,Q) € (X, V).
(d) (5,P)S(T,Q)y(T,Q) € (X,V)=(5,P) C(X,V).

DEMOSTRACION: (a) Es obvia.

(b) Se demuestra primero la implicacién directa. Si (S, P) C (T,Q) entonces
SCTyQ;CPparaj=23,..r. Sea(X,V) la particién que se obtiene
al hacer la unién de las dos particiones. Debe ser V; = P; N Q; = Q; para
71=2,3,...,ry,por tanto, X =T.

El reciproco es evidente si se tiene en cuenta la Proposicién 4.18.

(c) Por hipétesis V; € P; N Q;. Esto implica V; C P; y V; C Q; y, en conse-
cuencia, § = N\ {U;=2Pj} C N\ {U;=2Vj} =XyT=N\ {U;=2Qj} Cc
N\ {U;=2Vj} = X.

(d) Como SCTCXyV; CQ; CP;para j = 2,3,...,r, se tiene (S, P) C
(X,V). O

Ahora es posible definir de forma sencilla las nociones de r—juego monétono y

r—juego superaditivo.

Definicién 4.20 Un r—juego v es mondtono si para cualesquiera particiones

(S, P), (T, Q) € P.(N) tales que (S, P) C (T, Q) se cumple que v(S, P) < v(T, Q).
La proposicién siguiente nos muestra que todo r—juego monétono es no negativo.

Proposicién 4.21 Si v es un r—juego mondtono, entonces v(S,P) > 0 para

toda (S, P) € Px(N).

DEMOSTRACION: Para cualquier (S, P) € P,(IN) existe otra particion de la forma
(0,Q) tal que (8,Q) C (S, P) (por ejemplo, la particién (@, P, U S, Ps, ..., F;)).
Por ser mondtono, se tiene 0 = v(0,Q) < v(S,P). O
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Definicién 4.22 Un r—juego v es superaditivo si para cualesquiera particiones

(S, P),(T,Q) € P.(N) tales que SNT = @ se tiene
o(S, P) + v(T,@) < (5, P) U (T, Q).

Lema 4.23 Si(S,P) C(T,Q) y(T',Q') es la particién (T\S, Q.US, Qs, ..., @),
entonces (S, P) U(T",Q") = (T, Q).

DEMOSTRACION: La unién de (S, Ps,...,P) y (T'\ S,Q2 U S,Qs,...,Q;) es una
nueva particién (X, V) tal que V2 = P,N(Q:US) = Q2, yaque LNS =0y
Q2 C P;. Para j = 3,4,...,r también es V; = P; N Q; = Q; porque Q; C P;. Por
tanto, (X, V) = (T, Q) O

Proposicion 4.24 Todo r—juego superaditivo no negativo es también moné-

tono.

DEMOSTRACION: Sea v un r-juego superaditivo no negativo y sean (S,P) C
(T, Q) € P,(N). Considérese la particién (T'\ S,Q2U S, @3, ...,Q,) = (T'\ S, Q).

Entonces se tiene:
v(S, P) <u(S,P) +v(T\ S,Q) <v((S,P)U(T\ S,Q)) = v(T, Q).

La primera desigualdad se cumple por ser v no negativo y la segunda por ser

superaditivo. La igualdad es consecuencia del lema anterior. 0O

El reciproco no es cierto, como prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.25 Sea el 3-juego definido para N = {1,2,3} por

v(1,2,3) =1, v(1,3,2)=1, v(1,23,0)=1, w»(1,0,23)=1,

v(2,1,3) -1 0(2,3,1)=1, v(213,0)=1, v(2,0,13)=1,

v(3,1,2) =1, v(3,2,1)=1, ©(3,12,0)=1, v(3,0,12)=1,

v(12,3,0) =2, v(12,0,3) =2, v(13,2,0) =2, ©(13,0,2) =2,
0(23,1,0) =2, v(23,0,1) =2, v(123,0,0) =2
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(Aunque hay 27 particiones ordenadas de N = {1,2,3} en 3 subconjuntos sélo
se especifica la imagen por v para 19 de ellas, ya que las 8 restantes son las
que tienen @ en su primera componente y, por tanto, la funcién caracteristica les

asigna 0.)

Este juego es monétono y no negativo pero no superaditivo ya que, por ejemplo,
v(1,23,0) + v(23,1,0) > v(123,0, ).

Definicion 4.26 Para cada particién (S, P) € P.(N) con S # 0, el r—juego de
unanimidad de (S, P) es el r—juego definido por

1 si(S,P)C(T,Q),

0 en caso contrario.

U(s,p) (T7 Q) =

Los r-juegos de unanimidad son monétonos y superaditivos. La monotonia es
clara. Para probar la superaditividad sean (7,Q) y (X, U) tales que TN X = §.

Se cumple que

ws,p)(T, Q) + us,py(X,U) <1,
yaquesi (S, P) C (T, Q), entonces (S, P) € (X,U), ysi (S, P) C (X,U), entonces
(S,P) Z (T,Q). Ademss, si

uis,p)(T, Q) + us,p(X,U) =1,

tiene que ser también ys.p)((T, Q) U (X,U)) = 1, por ser (T,Q) U (X,U) una
particién que contiene a (T, Q) y a (X,U) y cumplir la inclusién de particiones

la propiedad transitiva.
Proposicién 4.27 Los r—juegos de unanimidad forman una base de G7,.

DEMOSTRACION: Es suficiente probar que todo r—juego v € G}, puede expresarse
como una combinacién lineal de r—juegos de unanimidad, puesto que hay exacta-

mente r* — (r — 1)" r-juegos de unanimidad diferentes. De hecho, se demuestra
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que

v = Z a(g,p)U(s,p), siendo a(s,p) = Z (—1)s_tv(T,Q).
(5,P)eP(N) (T,Q)S(S,P)

Sea (X,U) € P,(N); entonces

Y. aspusp(X,U)= Y. asp =

(S.P)EP+(N) (S.P)C(X,U)
= > ( > (=1)7(T, Q)) =
(5,P)C(X,U) \(T,Q)C(S,P)

= 2 ( > (—1)”) o(T,Q) =

(T.Q)C(X.U) \(T.Q)C(S,P)C(X,U)
= o(X,U)+ ), ( >, (—1)3-*) o(T,Q) = v(X,U),
(T.Q)c(X,U) \(T\Q)C(S.P)C(X,U)
ya que para todo (T, Q) C (X, U) se cumple que

> =X (S )=

(T,Q)E(S,P)C(X,U) s=t

[z —1 :
— —1)5—t12—s — -1 z—1 = 0.
;(s_t)( 1)°1 (1-1) 0. O
Ejemplo 4.28 El 3-juego de unanimidad u(; 2,3) para 3 jugadores actda de la
forma siguiente: u(;23)(S,P)=0si1¢ Sy

u(l,2,3)(1’ 2, 3) = 17 u(1,2,3)(127 0, 3) = 1?
U(1,2,3)(12, 3, @) = 0, U(1’2,3)(13, 2, 0) = 1,
U(1,2’3)(13, 0, 2) = 0, U(l'z'g)(123, @, 0) = 1

Obsérvese que si

v= }: a(s,P)YU(S,P),
(S,P)EP+(N)
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entonces

Y. asp =v(N,0),

(5,P)EP,(N)
como se comprueba inmediatamente aplicando v, escrito como combinacién lineal

de los r-juegos de unanimidad, a la particién (N, 0).

4.4 La extension multilineal para los r—juegos

En esta seccion se definen dos funciones multilineales para cada r—juego v € G,
que, en el sentido que se vera, coinciden con v en el dominio de éste. Para ello se
seguird un procedimiento andlogo al de la extensién multilineal de Owen [1972]

para los juegos cooperativos clasicos.

Es conveniente en esta primera parte, por cuestiones de notacién, escribir los
pares (S, P) € P.(N) como (P;, P). Cada elemento del conjunto P,(N) puede

identificarse con una matriz de n filas y r columnas

xl zl .o 21
1 2 T
x T xz
2 2 2 T
X = € M’(R)
1 2 r
Tn Thn Ty

formada por exactamente n unos y n(r — 1) ceros. Por ejemplo, si N = {1,2,3}
y r = 3, los elementos ({12}, {0}, {3}) y ({3}, {1}, {2}) de P3(NV) se identifican

con

100 010
100 y 0011},
0 01 1 00

respectivamente.

Por supuesto, también se podrian interpretar los elementos de P,(N) como puntos
de R™ (X = (21,22, ...,2};...;2},22,...,2})). Si I esla clausura convexa de

estos puntos, entonces un r-juego v es una funcién real definida en los vértices
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de I"". Existen diversas maneras de extender v a I™. Se hard de forma que la

funcién resultante sea lineal respecto de cada componente.

Definicién 4.29 Sea v € G},. La superextension multilineal (SEML) de v es la
funcion
FX)= X [1’[ II | »(P, P),

(P1,P)EP(N) |i=1 kEP;

para0<z!<1,i1=1,2,..,nyj=12,.,r.

Ejemplos 4.30

(a) Sea v el 3—juego de 2 jugadores definido por
v(Py, P) = | A
Su SEML es la funcién
F(X) = z}22 + z}z3 + 2212} + z3z) + 23z,

(b) La SEML del r—juego de unanimidad ur,q) es

fI I1 ’”4 ur(PL,P)= ) f[ 11 =i

j=1keP; (P,P)2(T,Q) i=1 kEP;

FX)= >

(P1,P)€P+(N)

No es dificil comprobar que F' es la tunica funcién multilineal definida en R*" que

coincide con v en el dominio de v.

Igual que en el caso de la EML de Owen, se puede dar una interpretacion proba-
bilistica a la SEML de un r-juego v. Sea (X1, X) = (&3, A%, ..., ;) un elemento

de P.(N) que se forma aleatoriamente. Supdngase que el suceso {: € &} tiene
T

probabilidad ! parai=1,2,..,ny j =1,2,...,r, con fo =1(:=12,..,n).
J=1
Suponiendo ademaés que estos sucesos son independientes, para un elemento fijo

(P1, P) € P,(N), se tiene
Prob{(X;,X) = (P, P)} = I_I II =

i=1 kEP]‘
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Yy, por consiguiente,

Ev(&, X)] = F(X).
Esto significa que la SEML F(X) es la esperanza matematica de v(Xy, ).

Para r = 2, si las particiones se escriben de la forma (S, N'\ S), entonces la SEML
de un 2-juego v es
FX)y= Y II=t II z(S,N\S).
SCNieS jeN\S
Teniendo en cuenta la interpretacion que se acaba de dar, se puede sustituir cada
3 por 1 — z} con lo cual se obtiene
F(z1,23,p20) = D 12 [1(1 = 23)u(S, N\ 5),
SCNieS ig¢s

que es la EML de Owen para los juegos cooperativos.

Aunque la funcién anterior admite una interpretacién probabilistica interesante,
es demasiado compleja como para recomendar su uso en el estudio de los r-
juegos. La complejidad proviene, sobre todo, del elevado nimero de variables
que intervienen en ella (nr). Por eso, seria deseable disponer de una funcién

equivalente cuyo manejo resulte mas sencillo.

Definicién 4.31 Seav € G".. La extension multilineal (EML) de v es la funcién

f($1,$2,...',$n) = Z ij H ];‘_—xlk 1)(57 P)’

(S,P)EP-(N)jES K¢S

para 0 < z; < 1.

Es facil comprobar que la EML de un juego w € Gy, cuando se considera incluido

en GT, coincide con la EML de Owen de w.

Ejemplos 4.32
(2) Sea v el 3-juego del apartado (a) del ejemplo anterior. Su EML es

flzy,73) = 22470 + z1(1 — 22) + (1 — z1)22 = 71 + T2.
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(b) La EML del r-juego de unanimidad u(r,gq) es

f(-"’lv‘v%'”’xﬂ): Z [H‘BJH

(S.P)eP.(N) LieS k¢S

- ¥ Oall =

SPTQ)ies ks TL

11—z
1 ] u(r,q)(S; P) =

La diferencia entre la SEML de un r—juego v € G%, y su EML estriba en que los
coeficientes [T, ITiep; :v‘,i de la primera permiten distinguir entre particiones que
tengan la primera componente idéntica. Los coeficientes de la EML no hacen esta
distincion.

En el capitulo siguiente se definen, entre otros, el valor de Shapley y el indice de
Banzhaf para los r—juegos. Las dos extensiones multilineales anteriores propor-

cionaran métodos alternativos para el calculo de estos valores.

Tanto la SEML como la EML para G}, definen sendas funciones para G, com-
ponente a componente en el segundo caso y de forma vectorial en el primero. Es

decir, si V = (v, vz, ...,v;) es un juego de Bolger, se tiene:
e La SEML de V es la funcién

r- T |11 v
PeP,(N) |7=1 keP;
para 0 < a:f <i,:=12,..,nyj3=12..,r.

e La EML de V es la funcién F = (fy, f2, ..., f+) tal que
1-— Tk
fiz1,22,--,2a) = 3, Tl I — vil(P),

PeP.(N)i€P; k¢P;

para 0 <z; <1.

4.5 Los r—juegos simples

Definicién 4.33 Un r—juego v € G”, es simple si es monétono y v(S,P)=0o0
1 para toda (S, P) € P,(N).
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No se exige v(N,0) = 1. En caso de que sea 0, entonces, por monotonia, v sera
el r—juego nulo, que se admitird como r—juego simple. Nétese que, a diferencia
de los juegos simples introducidos por Bolger (Definicién 4.7), se impone a los
r—juegos simples que sean monétonos, como es habitual en la literatura sobre los

juegos simples clasicos.
Los r—juegos de unanimidad son ejemplos de r—juegos simples.

Sn ¥ S}, denotaran los conjuntos de juegos simples y de r—juegos simples, respec-
tivamente. Es obvio que ST no es un espacio vectorial puesto que la suma de
r—juegos simples y el producto por escalares no son, en general, juegos simples.

Sin embargo, presenta otra estructura interesante.

Proposicién 4.34  El conjunto S| es un reticulo distributivo con las opera-

ciones definidas por

(wVv)(S,P) = max{u(S,P),v(S,P)}
(wAv)(S,P) = min{u(S,P),v(S,P)}

DEMOSTRACION: Las operaciones anteriores satisfacen claramente las propieda-
des de idempotencia, conmutatividad y asociatividad. También cumplen la de

absorcién:
(1) (uV (wAv))(S, P) = max{u($, P), (v Av)(S, P)} =
= max{u(S, P), min{u(S, P),v(S, P)}} = u(S, P).
(2) (uA(uV))(S,P)=min{u($,P),(uVv)(S,P)}=
= min{u(S, P), max{u(S, P),v(S, P)}} = u(S, P).
Por 1ltimo, se comprueba la distributividad:
(uV (v Aw))(S, P) = max{u(S, P),(v Aw)(S,P)} =

= max{u(S, P),min{v(S, P),w(S, P)}} =
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= min{max{u(S, P),v(S, P)}, max{u(S, P),w(S, P)}} =
= ((u V v) A (uVw))(S, P).
Analogamente se demuestra que

(uA(wVw))S,P)=((uAv)V(uAw))(S,P). O

Aplicando la inyeccién candnica establecida en la Observacién 4.15, dado un juego
simple w € S,, se define, para todo r > 2, el r—juego simple independiente de la
particion

v(S, P) = w(S) para toda particién P de N\ S.

En este sentido S, es un subconjunto de S}, para todo r > 2.

Ademas, cada r B—juego simple monétono es una coleccién de r r—juegos simples
de los que se acaban de definir. Es decir, si S}, es el conjunto de r B—juegos simples

monétonos de n jugadores, entonces

,
S, =5 x8, x.7.x8;.

Los r—juegos simples son eficaces para describir situaciones de votacién donde hay

diversas alternativas (una de las cuales puede ser, por ejemplo, la abstencién).

Definicién 4.35 Un r—juego de mayoria simple es una terna (N,w,v) donde
N ={1,2,...,n} es el conjunto de jugadores, w = (wy,ws,...,wy,) es una distribu-
cion de pesos no negativos entre los jugadores y v es un r—juego definido sobre
N de la manera siguiente: si (S, P) es una particién de N en r subconjuntos y
w(S) = ¥;eswi, entonces

o(S, P) = 1 siw(S) > max{w(F;), j =2,...,r—1},

0 en caso contrario.

Puede interpretarse que S es el subconjunto de jugadores que votan a favor de
una determinada propuesta, P; para 7 = 2,...,7 — 1 los de los que votan a favor

de las otras y P, el de los que se abstienen o cuyo voto es nulo.
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En diferentes ambitos, tanto politicos como econémicos o de otra indole, se en-
cuentran ejemplos de organismos que toman decisiones mediante votaciones en
las que se gana con mayoria simple. Sin ir mas lejos, la Comision Permanente
de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales de Terrassa, que esta
formada por 30 miembros, actia de esta forma, ya que, segin dice el Reglamento,
“los acuerdos se tomaran normalmente por mayoria simple de los votantes, en-
tendiéndose por mayoria simple cuando los votos favorables a una opcién superan

los favorables a la otra o a cada una de las otras”.

Ejemplo 4.36 En el Ayuntamiento de Terrassa después de las elecciones mu-
nicipales de 1995 (Ejemplo 4.2), cinco partidos politicos obtuvieron representacién
en el consistorio, con 13, 6, 4, 3 y 1 concejales. Se presentaron dos candidatos a

alcalde: a y b. Esta situacién admite diversos estudios.

(a) Como juego de mayoria ponderada clasico: [14;13,6,4,3,1]. Este modelo
no es aplicable cuando se trata de escoger entre dos candidatos y se permite
la abstencién. Si que puede aplicarse en situaciones en las que todos los
partidos deben pronunciarse a favor o en contra de una determinada opcién
y se gana por mayoria absoluta, como pasa por ejemplo, si se presenta una
mocioén de censura. En este caso la abstencién, de producirse, cuenta a favor

del candidato contra el que se presenta la mocion.
(b) Como un 3-juego con alternativas a, b y abstencién.

(1) Si para ganar es necesaria la mayoria absoluta se define el 3-juego

1 siw(S) > 14,

0 en caso contrario,

ul(s’ P2: P3) =

donde S es el conjunto de los miembros del consistorio que votan al

candidato a, P, el de los que votan a b, P; el de los que se abstienen y

w(S) = Y wi. El juego u; determina las particiones que hacen que el
i€S

candidato a gane por mayoria absoluta. Anilogamente se define u, para

el candidato b.
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(2) Si se gana con mayoria simple, para el candidato a se considera el 3—juego

1 siw(S) > w(P),

0 en caso contrario.

01(5, P27 Pa) =

De forma similar se define v, para el candidato b.

(3) Si se gana con mayoria simple y en caso de empate gana el candidato a
(por alguna razén predeterminada como, por ejemplo, ser el de mayor

edad) entonces se considera

1 siw(S5)>0 S) > w(P),
NPT LR CORUET ORI

0 en caso contrario,

para el candidato a y

1 siw(S)>w(h),

0 en caso contrario,

'wz(Pl, S, P3) =

para el candidato b.

Definicién 4.37

e Una particién (S, P) € P,(N) es ganadora en un r—juego simple v € 57 si
v(S, P) = 1. Es perdedora si v(S, P) = 0.

e Una particién (S, P) € P.(N) es ganadora minimal en un r—juego simple v
si v(S,P) =1y v(T,Q) = 0 para toda particién (T, Q) C (S, P).
Dado un r-juego simple, W, y W™ seran sus conjuntos de particiones ganadoras
y particiones ganadoras minimales, respectivamente.

Es evidente que v y W, se determinan mutuamente. Si v es conocido entonces

W, ={(5,P) € P.(N) : v(5,P) =1},
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y, dado W, v es el r—juego simple definido por

1si(S,P)e W,

v(S,P) =
0si (S,P) ¢ W..

Ademas, si se conoce W™, por monotonia se determina W,. Por tanto, un r—juego
simple esta univocamente determinado por su conjunto de particiones ganadoras

minimales.

Lema 4.38 Sean ysp) y u(r,g) dos r-juegos de unanimidad. Entonces el r-
juego simple u(spy V u(r,q) es aquél cuyas particiones ganadoras minimales son
(S,P) y (T, Q) si ninguna de las dos estd incluida en la otra o la menor de las

dos en el caso de que una esté dentro de otra.

DEMOSTRACION: Sea (S, P) C (T, Q). Toda particién (R,U) tal que (R,U) C
(S, P) obtiene 0 en el juego unién. Por tanto, W™ = {(S, P)} para dicho juego.

Si(S,P)Z(T,Q)y(T,Q) L (S, P) entonces u(s,py V urgq)(R,U) = 1s5i, y sélo
si, (S,P) C (R,U) o (T,Q) C (R,U). Puesto que no hay ninguna relacién de
inclusién entre (S, P) y (T, @), sera W™ = {(S, P),(T,Q)}. O

Proposicién 4.39 Seav € S, con W™ = {(S1, P'), (S2, P?), ..., (Sq, P?)}. En-
tonces

v = us, pt) V U(s,,p2) V .-+ V ys, pe.
Ademds, esta descomposicién es aquélla en la que interviene el menor nimero

posible de juegos de unanimidad.

DEMOSTRACION: Es evidente que v coincide con (s, p1) V u(s,,p2) V - - V (s, pa).
Si fuese

v =wTy,Q) VU2 VeV uT,er)
con p < ¢, entonces existiria (Sk, P¥) # (T;,Q7) para j = 1,2,...,p. Como
v(Sk, P¥) = 1, aplicando el lema anterior se tendria (Sk, P¥) C (7}, Q) para

algin j = 1,2,...,p y, por tanto, (Sk, P*) no seria minimal. [J
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Proposicién 4.40 La interseccion de juegos de unanimidad es un juego de

unanimidad. Concretamente,
ws,p) A WT.Q) = U(S,PIU(T.Q)-

DEMOSTRACION: Supéngase que u(s,p) A ur,)(A, B) = 1. Eso quiere decir que
SCATCA B;CPyB; CQjparaj=23,..,r. Por tanto, B; C P,NQ; =
U; para j = 2,3,...,r. De aqui, N\ (P;NQ;) C N\ B; para j =2,3,..,ry, en
consecuencia, N \ {Uiz(P; N Q;)} € N\ {Uj=; B} = A.

Si w(s,pyu(r,0)(A, B) = 1 entonces B; C P; N Q; para j = 2,3,...,r. Esto implica
que B; C P; y B; C Q; para todo j = 2,3,...,r. Por tanto, U;_, B; CUl_, F; ¥
Uiz B; C Ui—; @Q;. Es decir, N\AC N\Sy N\AC N\Ty, por consiguiente,
ACSyACT. O

Para acabar esta seccion se exponen tres resultados de caracter técnico que se

usaran en el capitulo siguiente.
Lema 4.41 Si(S,P)U(T,Q) = (X,U), entonces | X| > max{|S|,|T|}.

DEMOSTRACION: Se tiene |S| + X7, [Pl = n y |T| + X}, |Q;] = n. Ademas,
|P; N Q;| < min{|P;|,|Q;|} para todo j =2,...,r. Como P; N P, = @ para j #k,

se cumple

X1 = I\ U} =n -3 1Bn Qs > n— Y 1P| = |S].
Jj=2 j=2

Jj=2

Anélogamente para |T|. O

Es posible que el cardinal de X coincida con el de S o con el de T', como ocurre
en el ejemplo siguiente: N = {1,2,3,4,5} y (12,3,45),(123,0,45) € P3(N).

(12,3,45) U (123,0,45) = (123,0,45).

Lema 4.42 Sean (S, P),(S,P') € P.(N) con P # P'. Si(S,P)U(S,P') =
(X,U), entonces | X| > |S|.
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DEMOSTRACION: X = N\ {U}.,(P; N P{)}. Ademas, en este caso 3_}_, |P;| =
Yi=2 |Pjl. Como P # P', existe k tal que P, # P;. Para este k serd

|P. 0P| < |Pk| o |PN Py| < | Pl
Si se cumple, por ejemplo, la primera de las desigualdades, entonces

X|=n=YIPNEl=n= Y [BNFI~ PN Ell >
=2 i#k

2n=3 |P|-|PNF|>n=3 |P|=|P|=n~3|P]=]|S|
ik i#k i=2

Anélogamenfe si se cumple la segunda. O

Por tanto, la interseccion de dos r—juegos de unanimidad de la forma (s py Au(s,pr)
es otro r—juego de unanimidad que corresponde a una particion cuya primera

componente tiene cardinal estrictamente mayor que |S|.

Por ultimo, es claro que para cualesquiera u,v € S} se cumple
u+v=(uVv)+(uAv),

resultado que se usara en el capitulo siguiente.

4.6 Los r—juegos restringidos

La funcién caracteristica de un r-juego asigna un nimero real a cada una de las
particiones del conjunto de jugadores N en r subconjuntos. Sin embargo, hay
situaciones en las cuales no todas las particiones son admisibles ya que una o
mas alternativas estan directamente relacionadas con determinados subconjuntos
de N. Por ejemplo, cuando se presenta a votacién una propuesta, ésta normal-
mente sera respaldada por el grupo que la presenta (excepto en casos patoldgicos).
También se produce una situacién similar cuando diversos candidatos, que repre-

sentan a diferentes partidos politicos, optan a un cargo que se elige mediante
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votacion. Parece 16gico suponer, al menos tedricamente, que cada partido que
haya presentado un candidato votara por él. En esta seccién se formalizan esta

ideas.

Se considera primero el caso mas sencillo posible y se ilustra con un ejemplo

concreto.

Ejemplo 4.43 (El Consejo de Seguridad de la ONU)  Supdngase que al-
guno de los miembros permanentes del Consejo, el jugador 1, por ejemplo, pre-
senta a votacién una propuesta que pretende sea aprobada. En este caso, parece
en general absurdo que 1 no vote a favor de la propuesta. La regla de decision
estd definida por los 3—-juegos v; y v, del Ejemplo 4.13 (el primero se refiere a la

alternativa votar a favor de la propuesta y el segundo a votar en contra).

Para reflejar el hecho de que el jugador 1 vota a favor y, por tanto, las particiones
en las que esto no sea asi no tienen sentido, se usarin los 3—juegos restringidos
siguientes:

S, Py, P iles,
v{z(S’,Pg,P;;) _ (S, Pz, Ps) ST
si no,

definido sobre N para la primera alternativa, y
vy (P1, 8, P3) = va(P U {1}, 5", P3)

definido sobre N’ = N \ {1}, para la segunda alternativa.

En vf se asigna valor cero a toda particién que no contenga al jugador 1 en
el subconjunto de los que votan a favor de la propuesta. Con el 3-juego vf se
estudia el comportamiento de todos los jugadores, excepto el 1, respecto de la

segunda alternativa (el jugador 1 no la escoge nunca).

Ahora se generaliza esta idea. Supdngase que una regla de decision viene dada
por los r—juegos simples vy, vy,...,v,, donde v; representa el r—juego que decide

sobre la alternativa j, para j = 1,2,...,¢. Si un subconjunto no vacio K; C N
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respalda la alternativa 1 se define sobre N el r—juego restringido

S’P7"-aPr 1 K CS’
oR(S, Py, P) = | 15 P Br) s I C

0 si no;
y los r—juegos sobre N’ = N'\ K, para j = 2,3,...,q

v (P, ey §'se Pl) = vi(F UKy, .., §'s o, F).

Los r—juegos restringidos vJB estan bien definidos y son también simples (su mono-
tonia deriva de la de vy, va, ..., vg).

Nétese que si v; no es el r—juego nulo, entonces v(N,0) = 1. No obstante,

vR(N,9) podria ser 0, en cuyo caso v} seria el r—juego nulo.

Observacién 4.44  Si se definiese vI(P}, ..., P!) = v;(P{ U K,, ..., P!) sobre el

conjunto N \ K, entonces podria darse el caso de que
of(0, Pj, oy ) = 1Ky, By, o, P)

fuese diferente de cero (por ejemplo si se trata de un r-juego de mayoria simple

y w(Ky) > w(Pj) para j =2,...,r —1).

En otras situaciones de votacién es usual que varios subconjuntos respalden dife-
rentes alternativas. Sean vi,vz,...,v, los r—juegos que definen una regla de de-
cisién respecto a las alternativas factibles 1,2, ..., ¢, respectivamente. Sean K; y
K, dos subconjuntos disjuntos ligados a las alternativas 1 y 2 respectivamente:

es decir, en cada votacién K; escoge la alternativa ¢ para z = 1,2.

Para describir esta situacién se utilizaran los r—juegos restringidos siguientes.

Primero

'Ul(S’, P2' U 1(2, ceey Prl) Si 1{1 g Sl’

0 si no,

oR(S", Pl ..t P) =



Juegos con miiltiples alternativas 117 .,

definido sobre N’ = N \ K; y que permitira estudiar el comportamiento de los
jugadores de N \ K, (entre ellos los de K) respecto de la primera alternativa (K,

no la escoge nunca).

Después el r-juego definido sobre N = N \ K; dado por

v (P"U K,.5". ... P'{/ si K. g gn
vf(pll/, SII,“-’P,{I) — 2( 1 2910 5 eeny 2 :

sl no.

Por 1ltimo, los r-juegos definidos sobre N \ (K; U K3) dados por

vJB(Pl,Pz, vy Sy ) = v;(PLU Ky, P, U K, ...,LJS', . P), para j =3,...,q.

J
Es inmediato ver que los r—juegos restringidos son también simples.

La idea es generalizable de manera obvia cuando hay mas de dos subconjuntos
ligados a diferentes alternativas y, aunque sélo se han tratado los r—juegos simples,
las definiciones anteriores también tienen sentido para los r—juegos cooperativos

no negativos.

En el capitulo siguiente se estudian casos concretos en los que se aplican estos

conceptos.
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5 Valores para los r—juegos

Los ejemplos del capitulo anterior pretenden mostrar que los r—juegos no son sélo
los componentes de los juegos con r alternativas en el sentido de Bolger, sino
que también tienen interés por si mismos, puesto que sirven como modelos para
determinadas situaciones. Por tanto, tiene pleno sentido estudiarlos de forma
individual y dotarlos, en la medida de lo posible, de las mismas propiedades de
que disfrutan los juegos cooperativos clasicos. Algunas de estas propiedades ya
se han visto en el capitulo anterior. Sin embargo, no se han estudiado soluciones
para los r—juegos, es decir, no se ha trasladado a G, la teoria del valor. Este es

el objetivo principal del presente capitulo.

Un valor para los r—juegos cooperativos de n jugadores es una regla que asigna a
cada r—juego un vector de R siguiendo ciertas normas prefijadas. Dependiendo

de las normas se obtendra una u otra solucion.

En principio se ha intentado extender a G, los valores mas usuales en G,. De
esta forma se definen y caracterizan axiomaticamente el valor de Shapley y el
indice de Banzhaf para los r—juegos. Se ha demostrado que, de hecho, cualquier

valor lineal en G, puede generalizarse a G7,.
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5.1 El valor de Shapley

En esta seccion se introduce un valor para los r—juegos 6 : GI — R" que repre-
senta una extension natural del valor de Shapley en el sentido de que coincide con
éste al aplicarlo a cualquier v € G,, (recuérdese la Observacién 4.15). Antes de
exponer las propiedades que se desea que cumpla el valor, se definira una relacién

de equivalencia entre r—juegos.

Las posibilidades numéricas de una coalicién S C N estin determinadas univoca-
mente por los valores de v(S, P), es decir, dependen de (r — 1)*~* nimeros (uno
para cada particién de N\ S). Es légico, pues, que si en dos juegos diferentes las
posibilidadeé de cada coalicion son las mismas, estos juegos estén relacionados de

alguna manera. Ello sugiere la siguiente idea.

Definiciéon 5.1 Dos r-juegos u,v € G7, son equivalentes si para toda coalicién
S existe una aplicacién biyectiva fs : Pra(V \ S) — Pry(N \ §G) tal que
v(S, P) = u(S, fs(P)) para toda P.

En este sentido es claro que, fijada T' C N, los juegos de unanimidad u(r,q) y

u(7,y) son equivalentes sean cuales sean las particiones Q y U de N\T. Sean, por
ejemplo, (T, Q) = (T,Q2,...,Qr) y (T,U) = (T,Uy,...,U;). Dada una coalicion
S C N, pueden pasar dos cosas:
¢ Si T € S, entonces u(z,g)(S, P) = wr,)(S, P) = 0 para todo par (S, P) €
P.(N) (en este caso fs = Id).
¢ Si T C S, el juego u(r,q) asigna 1 a uno de los (r — 1)"~° pares de P-(N) de
la forma (S, P) y cero a los demds. Lo mismo ocurre con el juego u(ry)-

Nétese también que si u € G, y u, v son equivalentes, entonces u = v, es decir,

la equivalencia se convierte en igualdad para los juegos de G,.

El sistema de axiomas que permite caracterizar el valor de Shapley para los r-

juegos es el siguiente:

A1Sii€ N es un titere en v € G, entonces 6;[v] = v({i}).
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A2 Si los jugadores 7,j € N son indiferentes en v € G, entonces ;[v] = 8;[v].
A3 Para todo v € G, Y ien 0i[v] = v(N).

A4 0u+v] = 0[u] + 0[v] VYu,v€E Gy

A5 Si u y v son dos r—juegos equivalentes, entonces 6{u] = 0[v].

Los tres primeros axiomas hacen referencia sélo a G, que, como se ha visto,
estd inyectado de forma natural en G], para todo r > 2. Ademas, si existe
un valor en G}, que satisface las propiedades anteriores, entonces su restriccién
a Gy, satisface los axiomas de eficiencia (A3), titeres (Al), indiferencia (A2) y
linealidad restringida a G,, (A4), y debe ser, en consecuencia, el valor de Shapley:
0[w] = ®[w] para todo w € G,..

A continuacién se vera cémo se comporta dicho valor (si existe) para los r-juegos

de unanimidad.

Proposicién 5.2 Sea u(s,p) un r—juego de unanimidad. Entonces

1
——%/ 1+ (r—2)z)"*dz sii€ S,
Ousml={" "
ilugs,p)l = T
r=2 / 1+ (r—2)z]**"'dz sii¢S.
4]

DEMOSTRACION: Fijada S C N, se hace variar la particién del complemen-
tario P’; de esta manera se obtienen (r — 1)*° particiones diferentes. Sea
S = {(S, P') € P(N)}. Considérese el r—juego
u= 3 usp),
(S,P")es

suma de los (r — 1)*~* juegos de unanimidad equivalentes que hay fijada la coali-
cion S C N.

Dado un par (T,Q) con S C T, hay (r — 1)!~* r—juegos de unanimidad de la

forma u (s pry que asignan 1 a dicho par. Por tanto

(r—1)° siSCT,
uT,Q) =

en caso contrario.
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Es posible identificar el juego u con el juego @ € G, definido por

i) - {(r 1) s§iSCT,

0 en caso contrario.

Aplicando los axiomas de aditividad (A4) y equivalencia (A5) se obtiene que

O[U] = Z G[U(S’P/)] = (T - l)"“sa[u(s,p,)],
(S,PYes

siendo (S, P') un elemento cualquiera de S, en particular la particién del r—juego

de unanimidad us,p).

Ademss, 0[u] = ®[@]. Asi pues,

Olucsr) = T yems 21

Para calcular el valor de Shapley del juego @ se distinguiran dos casos:
(a) Siie€ S serd
ofi = Y LoD g 1) =

TCN
1€T

_ Z (n—t)r!l('t—-l)!(r _ l)t_.s —
TS :

= (30 et gy

= (o) [ =0 -arta] -1 =

0

= 5> (}22)e =2yt -1 de =

t==s

L3 (70t - i -2t de =

t=s

= [zt (=varetds = [ a1+ (- 2]
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Por tanto,

1 1 .
0{[U(S’p)] = '(—1—‘—:"1-)—“':/0 $s~1[1 -+ (1' — 2)$]n-—3dx7 s1¢ € S.

(b) Sii ¢ S se tiene

afe) = 3 B2 Dley ar ) =

158 n!

1€T\S
_ 3y (n-s-1 (n~t)'<t-1)' D% — (r — 1)~5-1] =
= > (;2.0)) ‘ [(r = 1) = (r = 1)) =
_ N (n—s—1\(n—t)i(t - 1)! el
- (r-z)tgl(t-s-l)”‘“‘?u“"“("'l)t =
= (r~—2)/ 3 ("'s”l) 11 gyt — 1) g =

t=xs4-1

= (r—2) / > ( —s- l)xs(l — 2)a(r — 1) do =

= (r—2) /01 [l + (r — 2)z]**"' dz.

Por tanto,

r—2 1 ..
0{['11(31}3)] = (_r-:l_):‘:'[) 223[1 -+ (1‘ — 2)11]“—3-1(127, S11 ¢ S ]

Observaciones 5.3

(a) Si§ = N, el par (S, P) se denotard por (N, ). Aplicando la férmula anterior
se obtiene:

1 .
Oiluvg)] = ~ para i= 1,2,..,n.

(b) Para r > 2 un jugador i ¢ S no obtiene 0 (al contrario de lo que ocurre en
los juegos de unanimidad de G,), porque w(s,p)(S, P) = 1 y us,p)(S, P') =0
para toda P' # Py, por tanto, cada ¢ ¢ S tiene al menos r — 2 movimientos

en los que es pivote.
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(c) Andlogamente puede probarse que si ¢ € R y u(s,p) es un r—juego de unani-

midad, entonces

bilc- ws,p) = - Oi[us,py]

para:=1,2,...,n.

El teorema siguiente nos asegura la existencia y unicidad del valor de Shapley

para los r—juegos.

Teorema 5.4 Existe un dnico valor 0 para G}, que satisface los cinco axiomas

anteriores, y es el definido, para cadai € N, por

. (s—=1)(n—s)!
nl(r — 1)n-s+1

6;{'0} = [U(S, P) - ’U(S\ {i}7Pk)]a

(S,P)EP-(N) k=2
i€s

donde P* es la particién de (N \ S) U {i} que se obtiene cuando el jugador i € S
pasa desde S al subconjunto P, de P.

DEMOSTRACION: (Unicidad) Cualquier r—juego v € G7, puede expresarse como

una combinacion lineal de los r—juegos de unanimidad:

v = Z a(T‘Q)u(q;'Q) con arQ) = E (—1)“%(5, P).
(T.Q)ePr(N) (S,P)C(T.Q)

Puesto que, si existe, el valor 6 es lineal aplicando A4 y 5.3(c), se tiene que

Oi[v] = Y. azebilure) =
(T,Q)E'Pr(N)

= Z f- Z (—l)t—'s’v(S, P)} 0,-[u(T,Q)] =
(T.Q)eP(N) L(S,P)C(T\Q)

= > (—l)t_sai["(T.Q)]J (S, P).

(5,P)ePr(N) UT.Q)2(S,P)

Para calcular la suma que estd entre corchetes se distinguen dos casos.
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(a) Sii € S sera también i € T y, por consiguiente,

Yo (F1)7biwrg)) =

(T.Q)2(S.P)
B (TQ)ZD:(SP)( T -(_—W/ L+ (r — 2)a]" o =
- e [T+ =221
_ N—=SYs qyt—s _t—-1 |2 T ™ &)d& _
= /{; t—,(t"s)( 1)z [ o ] dzr =

1 (n—s)i(s— 1)'
(r—1)r2 n!

(b) Sii ¢ S puede ser que : € T o que ¢ ¢ T', por tanto,

Y (D)"0uag) =

(T,Q)2(S,P)
= Y (D"0uggl+ Y. (170wl =
(T.R)2(5,P) (T.Q)>(5,P)
€T 1¢T

= 3 (TG f 2 - Delde

e \t=s- Tyt
* 2("?“9( O e };_ / 21+ (r = 2)a]" " dz =
- [ ()[BT
FLECED () 2] e

r—1

_ /0‘ [_w 4 lﬂ‘:&] T et
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_ 1 _ n—-s—1
r—2 [_x+1+(r 2)1:] oode —

r—1Jo r—1

_ 1 . n-—-s—1 _ e — 1Mt
1 4 (1 :1:) o — 1 (n-s 1).5..
(r—1)r—s n!

Teniendo en cuenta los resultados anteriores se obtiene:

Olv] = Y L > (—1)“’9;[u(T,Q)]} v(S, P) =

(S,P)ePr(N) L(T,Q)2(S.P)

r—1Jo r—1

1 (n—-s),!z('s-- Dly(s, P)—

(S,P)EPH(N) (r—1)
ies

1 (n-s— 1)'sI

—= o(S,P).  (5.1)

(S,P)EP(N) (r
3¢S

Obsérvese que cada par (S, P') con ¢ ¢ S’ puede obtenerse a partir de un par
(S, P) tal que i € S moviendo adecuadamente el jugador i. De hecho, hay r — 1
pares de la forma (S’, P') con 7 ¢ S’ que se obtienen a partir de cada (S, P) con

1 € S. Obsérvese también que s’ = s — 1. Por tanto,

-1 (n—+¢ —1)'s (S", Py =

(SI Pl)e-p (N) (T 1)11.—3'
i¢s’
= XY e RS\ 6P,
(S,P)EP.(N) k=2 (r —1)»=06-1 oy
i€S
Ademas,
e NCE
(5, P)eP (N) (r— 1)"' n!
€S
= Z Z 1 (n—s)i(s— 1) o(5, P).
(S,P)eP(N) k=2 (r —1)n—stl n!
€S
Asi pues,

o= ¥ 3l ,I_SJ[(S,P)-v(S\{z'},Pkn,
(s, P)é?,(N) k=2
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como se queria probar.

(Existencia) Se probard que el valor obtenido en el apartado anterior, 0, satis-
face los axiomas. Es facil ver que si v es un r—juego identificado con un juego
cooperativo clasico ¥ mediante la aplicacion a que se vio en la Observacion 4.15,
entonces
Oi[v] = ®;[v] VieN

¥y, por consiguiente, 0 satisface los axiomas A1-A3. También cumple claramente
la propiedad de aditividad (A4). Respecto al axioma de equivalencia (A5), nétese
que el coeficiente de v(5, P) en la fé6rmula (5.1) depende sélo de S, no de P. Por

lo tanto, si u y v son r-juegos equivalentes,

1 (n—s)l(s—1)!

v(S,P) =

(S,P)EPr(N) (r— 1) n!
i€s
= 1 (a—s)(s—1)
= (S'p)é‘;r(N) (7‘ — 1)n=s oy U(S, f(P))

€S
ya que f es una aplicacion biyectiva. Una igualdad andloga se cumple cuando

i ¢ S. Por tanto
O:;[v]=6;v] VieN. O

Observaciones 5.5

(a) La férmula (5.1) da otra forma de escribir el valor 6;[v]: separando las coali-
ciones que contienen al jugador 7 de las que no lo contienen. Esta expresion

se usara mas adelante.

(b) Desde ahora, 0 es el valor de Shapley para los r—juegos. Puede usarse de
forma natural para definir un valor para los juegos con r alternativas de

Bolger poniendo:
0i[V]=06i[v;] VYV €EG,, V=(v,vs..,0),

para i = 1,2,...,ny 3 = 1,2,...,r. Obviamente, este valor coincide con el

propuesto por Bolger [1993].
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El valor de Shapley para los r—juegos simples

Un sistema de axiomas que caracterice el valor de Shapley para los r-juegos
simples no puede contener la propiedad de aditividad. Por lo tanto, ésta se
sustituird por otra donde aparecerdn las operaciones V y A (igual que en Dubey

[1975]). Concretamente, se utilizardn los axiomas siguientes:
S1 Para todo v € S,, Yien 0i[v] = v(N).
S2Si: € N es nulo en v € S, entonces 6;[v] = 0.
S3 Si los jugadores 2,5 € N son indiferentes en v € S,,, entonces 6;[v] = 0;[v].
S40[uV v]=0[u] +0[v] — OluAv] Vu,veES.

S5 Si u y v son dos r-juegos simples equivalentes, entonces 8[u] = 6[v).

Teorema 5.6 Existe un unico valor A que satisface los axiomas S1, §2, 53,
S4 y S5 sobre S}, y es A = 0, la restriccion a ST, del valor de Shapley para los

r—juegos.

DEMOSTRACION: La existencia es clara ya que 8 satisface los cinco axiomas. Los
cuatro primeros son casos particulares de los r-juegos cooperativos. El quinto se

satisface por ser 8 lineal y cumplirse que

u+v=(uVo)+(uAv).

La unicidad se probara primero para los r—juegos de unanimidad: u(s,p). La de-
mostracién se hard por retroinduccién sobre el nimero de jugadores de S. Para
S = N nétese que el r—juego u(n g) es equivalente al juego de unanimidad uy de
Gn. Por lo tanto, se tiene Xi[wng)] = 2 (aplicando los axiomas de eficiencia S1,
jugador nulo S2 e indiferencia S3). Asi pues, el valor es iinico para u(n,g). Supén-
gase ahora que el valor es tinico para los r-juegos de unanimidad con cardinal
superior a s < n. Se vera que, entonces, también lo es para los que tienen cardinal
s. Para ello, fijada una coalicién S C N, sea de nuevo S = {(S, P') € P,(N)}:

S ={(S,P"),(S, P?),....(S, P9},
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cuyo cardinal es, de hecho, ¢ = (r — 1)*~*.
Considérese el juego
U = U(s,p1) \ U(s,p2) VeV U(s,P9),
unién de los ¢ juegos de unanimidad equivalentes que hay fijada la coalicién
SCN.

Es claro que u es equivalente al juego de unanimidad us de G,. Por tanto,

aplicando este resultado y S4 de forma reiterada, se tiene:

q g .
A[Us] = ZA[U(S'PI)] + Z Z (—1)m— /\[u(S,P.'l) AN---A u(S,P‘M)]-
=1 m=2 11<-<tm
Utilizando el axioma de equivalencia S5, la igualdad anterior se convierte en:
g
Mus]=gMuspl+ 3. > (F1)™ 7 Awspiay A Augspim),
m=2 {)<<im
donde (S, P) es cualquiera de los elementos de S.

La interseccién de r-juegos de unanimidad del tipo uspiry A --+ A u(s,pim) €s
otro r—juego de unanimidad wu(rq) con |T'| > |S| (Lema 4.42). Por hipétesis de
induccién, el valor es inico para todos estos juegos. Por tanto, el valor de u(s,p)

queda determinado univocamente (basta con despejarlo de la férmula anterior).
Para demostrar la unicidad del valor para un juego simple cualquiera, es suficiente
escribirlo como unién de juegos de unanimidad:

U =1(s,,p1) V U(s,p2) VooV Us,,Pr),
siendo {(S1, P'), (S2, P?),...,(Sp, P?)} el conjunto de particiones ganadoras mini-
males de v.

Aplicando de nuevo el cuarto axioma se observa que el valor para v depende sélo

de los valores de juegos de unanimidad y, en consecuencia, es unico. O
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Observacién 5.7 La férmula del valor de Shapley restringida a los r—juegos

simples es
(s = Dl(n — s)!
nl(r — 1)n—s+1”

= Y X

(s 55w, (\GHPRIEW,

Esta doble suma representa la frecuencia relativa del jugador 7 como pivote en

las posibles ordenaciones de .

El valor de Shapley y la EML

Seguidamente se daran dos métodos para calcular el valor de Shapley, 6, para los

r—juegos, uno utilizando la SEML y otro usando la EML.

Sea v un r—juego y F su SEML. Para un jugador fijo z € N, F' puede pensarse

como funcién solamente de las variables (z}, z?, ..., z7). Sean
OF 9F OF
Vi = (ax}’ 0z?’ " ax;) ’
d 1 1
=(1,—, s — R
€ (1’r—1’ ’r—l) €

Teorema 5.8 Teniendo en cuenta las notaciones anteriores, el valor del jugador

¢ € N en el r—juego v es:

1
0i[v] = / ViF() - edt,
0
donde T es el resultado obtenido de X cambiando las variables z1,z},...,z} port

y las restantes por ;‘—:—:—, y el punto denota el producto escalar usual de R".

DEMOSTRACION: Sea ¢ € N un jugador cualquiera fijo.

FX)= 3 [ﬁwa] (P, P) =

(P1,P)eP.(N) Lk=11eP;

= > =111 (P, P)+ Y. M= I 11 zfv( Py, P).
(Px,if')gfr(N) leP,  k=2IeP; (Pl,}féiPr(N) leP, k=2leP;
1€h ] 21
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La derivada parcial de F respecto de z* para m = 1,2, ...,r es

¢ r

> 1= 1111 zfv(Py, P) sim=1;

(P,,P)EP.(N) Ile; k=21¢cP;

1
1 1

F €A
=1
’ > Iz II =" 1 Hm;‘v(Pl,P) sim# 1.
(P1,P)EP(N)leP 1?;’,,. k#1,m l€P;

\ t€P,

Evaluando en el punto 7 y multiplicando escalarmente por e se tiene:

ED-e= T o () B, P
(P1,P)EP(N)
i€P;
& X e (=) B, P
(P, P)eP-(N)
i¢h

Si se integra esta expresion entre 0 y 1 respecto de ¢, se obtiene:

1 1
[) V:F({) * edt = Z z:—_]_];)"-__l’—l'/o tpl*l(]. - t)n—plv(Pl, P) dt
P, P)ePr(N
(A ‘,591 (N)
1 1 —py -1
- Y, ] A —t)" (P, P)dt.
(r—=1)r-n ,[) ’
PP epr(N
( :'2&1’1 )

Recordando la funcién beta, la igualdad anterior se convierte en:

1 —1)(n—-p)!
ViF@)-edt= Y o D-p)lp py
/‘; (P1,P)EP-(N) ni(r—1)»="
t€P;
_ Z pl!(n—l_pl)!v(Pl,P),

(P1.P)EPy(N) nl(r— 1)n-p:
i¢P

que es precisamente 6;[v]. (Véase la expresién de 6;[v] como diferencia de dos

sumatorios en la férmula 5.1 teniendo en cuenta el pequenio cambio de notacién

que se ha realizado: py =s.) O



132 Formacicn de coaliciones en los juegos cooperativos y juegos con miiltiples alternativas

Observaciones 5.9

(a) El teorema podria haber sido enunciado considerando no V;F sino el gra-
diente de F. En este caso, e seria el vector de R® que tiene la componente
z} = 1, las componentes zF = ;1_17 para k = 2,3,...,r y las demas compo-
nentes :cf = 0. Aunque a primera vista parece extrafio y poco intuitivo, este
vector admite la interpretacion siguiente: la componente z} = 1 indica que el
jugador i esta en el subconjunto Py, y las z¥ = ;‘-’:_IT indican que puede venir,
con la misma probabilidad, de cualquiera de los otros r — 1 subconjuntos de

la particién P.

(b) La integral que calcula Owen para obtener el valor de Shapley en G, sigue el
segmento que une los puntos (0,0, ...,0) y (1,1, ...,1) de R™, que representan
el conjunto vacio y la coalicién total, respectivamente. En este caso, la
integral también se hace siguiendo un segmento. El punto final de éste es
claro: el que tiene todas las componentes z! = 1 para ¢ = 1,2,...,n y las
demas iguales a cero. El punto inicial, sin embargo, no es tan obvio ya que
hay (r — 1)® puntos posibles que tienen las componentes z! = 0. El punto

inicial del segmento es el baricentro de estos altimos.

(c) En el capitulo anterior se vio que es posible definir la SEML para los juegos
con r alternativas de Bolger a partir de F'. Por supuesto, también se puede
calcular el valor de Bolger utilizando esta extension.

Fijada una alternativa, j, el valor de Bolger de un jugador  respecto a dicha

alternativa es

. 1 B
oVl = [ ViF (D)<t

siendo Fj; la j—ésima componente de la SEML de V, e; el vector de R” cuya

componente j es 1 y tiene las demas iguales a ;—":17, y t el punto que se obtiene

1-¢

. . 7 7 N
de X cambiando las variables z7, 73, ...,z por ¢t y las restantes por ;=

Utilizar la SEML de un r-juego v para calcular su valor de Shapley no es de-
masiado aconsejable dada la complejidad de la funcién. Es mucho maés practico

utilizar la EML f del juego v.
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Teorema 5.10 El valor de Shapley para el jugador i € N en el r—juego v es

19
0:v] = /o b%(t,t,...,t)dt.

DEMOSTRACION: Sea 7 € N un jugador fijo. Entonces

f@r, 22, zn) = D>, = [[=; H v(S,P)+
(S,P)eP(N) j€S k¢S
ieS ifi
— Iy
> H H v(.S', P).
(5. P)E’Pr(N) 1 jes kgs
La derivada parcial de f respecto de z; es
g 1—
0_1{(1:1,132)-",3371): Z H‘TJH xlkv(SaP)+

(S, P)eP(N)JES k¢S
€S J#

_ l1—2z
2 Y Qa2

S,P)eP.(N)i€S k¢S
srighoniés " ig

v(S, P).

Sustituyendo cada z; por t se obtiene

%f—_(t,t,...,t)z 3 t‘“l(l_i) ~s«v(S,P)+

Oz; (5,P)EP.(N) r—
i€s

_ n—s-1
1 I) o(S, P).

=B

(s,P)eP(N) N
i¢s

Integrando respecto de t y recordando la funcion beta, se tiene

19f 1 (n—s)l(s—1)
=—(t,t,...,t)dt = — v(S, P) —
o Jz; (s, P)GZ?; () (r—1) n!
i€

1 (n _—8 1)'3'
- ) R
s.pyer vy (T —1)"° n! v(S,P)=6v]. O
i¢s
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5.2 El indice de Banzhaf

En esta seccion se define y caracteriza axiomaticamente una extension natural
del indice de Banzhaf a los r-juegos, es decir, una aplicacién g : G, — R" cuya
restriccion a Gy, coincide con ¥. También se vera cémo calcularlo utilizando la
extension multilineal del r—juego. Se omiten las demostraciones que son analogas

a las de la seccién anterior.

El conjunto de axiomas que permitira caracterizar este valor para los r—juegos es

el siguiente:
C1 Si i es un titere en v € Gy, entonces §;[v] = v({z}).
C2 Si ¢, 7 son indiferentes en v € Gy, entonces f;[v] = B;[v].
C3 Para cada T = {¢,j} y cada v € G, fi[v] + B;[v] = Bolvr].
C4 Slu + v] = B[u] + B[v] para todo u,v € GJ,.
C5 Si u,v € G, son equivalentes, entonces B[u] = SB[v].

Como en el caso del valor de Shapley, los tres primeros axiomas solo hacen refe-
rencia a Gy. Si existe un valor que cumpla C1-C5, su restriccion a G, satisfara
las propiedades de caracterizacién de Lehrer (B1-B3, y B4 sélo para u,v € G,,),
y, en consecuencia, debe ser el indice de Banzhaf. Es decir, f[w] = ¥[w] para

todo w € G,,.

Proposicién 5.11 Sea u(sp) un r—juego de unanimidad. Si 8 satisface C1-C5

entonces
1 ys L
(r—l)"-’ 2n—1 S11 e S7

r—2 _pniml o ..
o g Sid ¢ S.

Bilws,p)) =

DEMOSTRACION: Analoga a la de la Proposicién 5.2. O

El juego de unanimidad u(yg) otorga 271_— a cada jugador, igual que el juego de

unanimidad cldsico de la coalicion N.
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Un jugador ¢ ¢ S tampoco obtiene 0 en u(sp), como en el caso del valor de

Shapley.

Tambiés es cierto que si ¢ € R y u(s,p) es un r—juego de unanimidad, entonces
Bilc-ws,p)] = ¢ Bilus,p) parai=1,2,...,n

Teorema 5.12  Existe un dnico valor B para G}, que satisface los axiomas C1-

C3, y, para cada i € N, esta definido por

Bil= g T 3 e lo(S,P) — oS\ (1. P

(S.PIEP-(V) iz
siendo P* como en la seccién anterior.

DEMOSTRACION: Anédloga a la del Teorema 5.4. O

Observaciones 5.13

(a) Para cada jugador ¢ € N, el indice B; puede escribirse también como
1 1
Bi[v] = — Z — v(S P)— — Z — —v(S, P).
2t (S,P)EPH(N) (r— ) 2t sPyerny (T )
{€S ¢S
(b) Desde ahora f es el indice de Banzhaf para los r—juegos. Igual que en el caso
del valor de Shapley, puede usarse de forma natural para definir un nuevo

indice para los r B—juegos poniendo:
:Bf[V] = ﬂi[vj] VV = (’01,'02, sy 'U,-) € g;}

parat =12 ...,nyj3=12..r

El indice de Banzhaf para los r—juegos simples

También es posible caracterizar el indice de Banzhaf en los r—juegos simples
sustituyendo el axioma de aditividad por el de transferencia. El conjunto de

propiedades que caracterizan entonces a 3 es el siguiente:
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D1 Si i es un titere en v € Sy, entonces S;[v] = v({i}).

D2 Si ¢, j son indiferentes en v € S,,, entonces B;[v] = B;[v].
D3 Para cada T = {4,j} y cada v € S,, Bi[v] + Bj[v] = Bolvr).
D4 plu Vv v] + plu Av] = Blu] + Blv] Vu,v € S].

D5 Si u,v € ST, son equivalentes, entonces S[u] = B[v].

Teorema 5.14 Existe un unico valor A que satisface los axiomas anteriores

sobre S}, y es A = f3, la restriccién a S}, del indice de Banzhaf para los r—juegos.
DEMOSTRACION: Analoga a la del Teorema 5.6. O

Observaciéon 5.15 La férmula del indice de Banzhaf restringida a los r—juegos

simples es:
1 1
All=g X 2 e

s, I§)3é'wr (S\{i},P*)¢W:

El indice de Banzhaf y la EML

Teorema 5.16  Utilizando las mismas notaciones del Teorema 5.8, el indice de

Banzhaf del jugador : € N en el r—juego v es:
Bilv) = ViF(1/2) - e,

siendo 1/2 el punto obtenido de X sustituyendo las variables z1,z}, ..., z} por 1/2

y las demas por }_Li

DEMOSTRACION: Se aprovecha, la primera parte de la demostracion del Teorema

5.8. Una vez efectuado el producto escalar y la sustitucion, se obtiene:

- IPI—I 1\ *-P1 1 n—p1
vr@@-e= ¥ (5) (5) (=)  e@p-
(P PP () 2 2 =

i€EP
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B0 N O I 5

{(P1,P)EP-(N)

igP,
Por tanto,
- 1 )
Vt'F(l/z) e = 211.—1 Z -(—"'—;—1)'-';:;'0(})1, P)
(P1,P)EP(N)
i€P
1 1
" 9n-1 E G=1n v(P, P). O

(P,,P)EP-(N)
i¢P

Como en el caso del valor de Shapley, este método para calcular 3 no es el mas

aconsejable. Se simplifican los calculos usando la EML.

Teorema 5.17 El indice de Banzhaf del jugador ¢ € N en el r—juego v es

ﬂ.-[v]=—g—£(%,%,...,%).

DEMOSTRACION: La primera parte de la demostracién es igual que la del Teorema
5.10.
Una vez calculada la derivada parcial, sustituyendo cada z; por ;:; se tiene

m5n)= 2,6 @) () enr

(5,P)EPr(N)
i€s

. Z (1)3 (1)11—3-—1 ( 1 )n—-s—l U(S P)
" spjerny N2/ \2 r—1 T
¢S

que, después de simplificar, coincide con la expresién de f;[v] que se ha visto en
la Observacién 5.13 (a). O
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5.3 Semivalores para los r—juegos

El desarrollo de las dos secciones anteriores es similar. Por esta razén, parece
natural preguntarse si otros conceptos de solucién para G, admiten una extensién

directa a G7,. La respuesta es afirmativa para todos los semivalores en G,,.

Un semivalor en G, (Dubey et al. [1981]) es un concepto de solucién de la forma

ailw] = 3 6a(s)[w(S) —w(S\ {i})];

53¢

donde los coeficientes 6,(s) son no negativos y satisfacen

za(s)( 11) -1

s=1
El valor de Shapley y el indice de Banzhaf son ejemplos de semivalores.

Sean A = {A;, A,...,An} un conjunto de axiomas que caracteriza a un semi-
valor ¢ en G, A la propiedad de aditividad en G}, y F el axioma de equivalencia

(también en G7).

Sea ahora A, el conjunto que se obtiene a partir de A aftadiendo £ y Ap si para
t = 1,2,...,m ningin A; es’el axioma de aditividad en G,,, o anadiendo E y
sustituyendo A; por Ap en el caso de que A; sea la propiedad de aditividad en

Gh.

Teorema 5.18 Existe un dnico semivalor & en G}, caracterizado por A,, y para

cadav € G), y cada 1 € N estad definido por
~ b(s)

Gifv] = Z Z )t

(s, P)G‘Pr(N) i= (

[U(Sa P) - U(S\ {2}7 Pk)]

Ademads, & restringido a G, coincide con o.

DEMOSTRACION: (Existencia) Primero debe comprobarse que &, tal y como esta

definido en el enunciado del teorema, coincide con ¢ cuando v € G,. Para ello
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sean w € G, y v € G}, tales que v = a(w) (como en la Observacién 4.15).

Entonces

il = T3 5§i’.s+1[w<5)—w(5\{i})1

(SPEP-(V) = (

€S
-y zr__ﬂ(if))n__s[w(S)—w(S\{i})l
(S’P);EE'(N)
= §6n(s)[w(5) ~w(S \ {i})] = o:[w].

Por tanto, & satisface los axiomas correspondientes a G,,. También cumple la
propiedad de aditividad (Ao):

~__6:(s)

Buto] = 33 (S, P)+o(S, P
(s, P)EP,(N) k=2
— u(S\ 1,2 —u(S\ {3}, PY)]
= 3 s ) - u(S\ (i P+
(S, PZ‘E?S')'(N) k=2

S ba(s)
oY S rihm
(s, P)ePr(N) pecq
1€S

T (S, P) = o(S\ {}, PP)] = &ifu] + Gifo].

Por 1iltimo, se comprueba el axioma de equivalencia (E). Sean u y v dos r—juegos
equivalentes. Utilizando un argumento analogo al que se vio en la demostracién

del Teorema 5.4, segiin el cual &; puede escribirse como diferencia de dos términos:

" _6als) 6a(s)
aiv] = —u(S, P —~—v(S, P
e
- ¥ 6n(s)__u(s, fsP)- - b (18)1 (5, 15(P)

(SPIEPHN) (r—1)r (S,P)EP-(N)

igs
6n(5) 6n(s) .
= —=—u(S, P) ~ Z ———u(S$,P) = ai[u).
(s, P);’ruv) (r—1) (sPiEEN) (r—1)
€S ¢S
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La penultima igualdad se cumple porque, para cada S C N, los coeficientes que

acompaiian a u(S, fs(P)) no dependen de P, y fs es una aplicacién biyectiva.
Asi pues, & satisface todas las propiedades de A,.

(Unicidad) Como los r—juegos de unanimidad forman base de G, si se prueba que

el semivalor es tnico para estos juegos también lo serd para todos los r—juegos.

Igual que en el Teorema 5.4, se fija una coalicién S C N y se consideran & =

{(S,P") € P.(N)} y el r—juego

u= Z ‘U(S’pt).
(5,P)es
Ya se ha visto que u es la imagen por la aplicacién a del juego & € G, definido

por

—1)* siSCT
a(T) = (r—1) siSCT,

0 en caso contrario.

Ademads, aplicando Ag y E, se obtiene

olul = Y &lusp] = —1)""*5[yspy),
(S,P)eS

siendo (S, P’) un elemento cualquiera de S.

En consecuencia,

dlues,p)l = ‘(ﬁl_—,a [a].

Obsérvese que, utilizando un razonamiento analogo y la linealidad de o, se obtiene
que

- a .
5’[0 . u(S,P)] =aq- U[U(S,p)] = ma[u] Va € R.

Como ¢ es tunico en G, también lo es & para los r—juegos de unanimidad y, por
tanto, en todo G,. O
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Observacién 5.19  De hecho, para los r-juegos de unanimidad us p) se tiene

i(n_s)—é’ﬂ-— sii €S,

~[ t=s t—'S (r_,_l)n—-t
ilus,p) =
" fn—s—1 on(t) ..
(r-z)tz'}_l(t—s—l)(—;——].};—_tﬁ sxziS.

La demostracion de la igualdad anterior se hace igual que la de la Proposicién
5.2.

El semivalor para los r—juegos & puede ser utilizado para definir un semivalor
para los juegos con r alternativas de Bolger. Concretamente, basta considerar

para cada ¢z € N y cada V = (vy,vs,...,v,)
&F[V] = 6ilvi] para k=1,2,..,r, i€ N.

Un dltimo comentario para finalizar esta seccidn: si el semivalor o de G, admite
una caracterizacién axiomatica para los juegos simples, ésta puede modificarse
(como se hizo en las Secciones 5.1 y 5.2) para obtener una caracterizacién de &

en los r—juegos simples.

5.4 Otros valores para los r—juegos

Se ha visto que todos los semivalores admiten una extensién natural a GJ. ;Y los
demads valores conocidos para G,,7 En esta seccion se da una respuesta parcial a

esta cuestion.

Con esta finalidad se enuncian y demuestran dos resultados técnicos que se usaran
después en la demostracion del teorema que contesta, en parte, la pregunta que

se ha planteado.

Lema 5.20 Sean u,v € G, equivalentes. Si u = 3 (s p)ep,(N) Us,P)U(sS,P) ¥

v = Y (s,P)ep.(N) b(s,P)(s,p), entonces se cumple que

Y asp= Y bsp, YSCN,
(s.P)es (5.P)es
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siendo S como antes.
DEMOSTRACION: Como b(s,p) = Y(r,9)c(s,p)(—1)°"*v(T, Q), se tiene

. bspy = X Y (F)TIT,Q) =

(5.,P)es (SP)ES (T.Q)C(S.P)
= 2 2 ()T Q)=
(S,P)ES (T.Q)C(S.P)
= Y Y (1Y*uT,Q= > asp O
(S,P)ES (T.Q)C(S.P) (S,P)es

Lema 5.21, Sea i € G, la antiimagen por o del r—juego u = Y (s pnes U(s,P)-

Entonces

=Y (r—2) " uyx,

scx

siendo uy el juego de unanimidad de la coalicién X.

DEMOSTRACION: Dado que los juegos de unanimidad forman una base de G,

= Z cx -uyx siendo cxy = Z (—l)x—yﬁ(Y)..
XCN Ycx

Recordando que

(Y) = {(r —1pr siSCY,

0 si no,
se tiene
& = (Z (—1)”«1(1’)) ux = ( S (=) - 1)v-$) ux =
XCN \rcx scx \scrcx

R P e R —

y=s \Y scx

Sea 9 un valor lineal en G, caracterizado por el conjunto de axiomas A(Y) =
{A1,Az,...,An}, y sean Aq la propiedad de aditividad en G7, y E el axioma de

equivalencia.
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Igual que en la seccién anterior, sea A,(J) el conjunto obtenido a partir de A(?)
anadiendo E y Ao si para ¢ = 1,2,...,m ningin A; es el axioma de aditividad en
G, o afiadiendo E y sustituyendo A; por Ag si A; es la propiedad de aditividad

en G,,.

Teorema 5.22 Con las notaciones que se acaban de introducir, existe un dnico
valor ¥ en GT, caracterizado por A,(¥). Ademds, 9 restringido a G, coincide con

J.

DEMOSTRACION: (Unicidad) Supdngase que existe un valor J que satisface las
propiedades de A,(9). En particular, 9 también satisface las propiedades de
caracterizacién de ¥ en G, C G, y, por consiguiente, J[w] = dw] VYw € G,. Si
se demuestra que 9 es tnico para los r—juegos de unanimidad, también lo serd
para todos los r—juegos. Haciendo un razonamiento similar al que se hizo en la

seccion anterior se obtiene

Ifusp) = Z;—-_%:;f’[ﬁ],

siendo & como antes. Por tanto ¥, si existe, es unico.

(Existencia) Sea 9 el valor que sobre los r—juegos de unanimidad actda de la
manera siguiente:

uesp)l = “(;Tlf)',:"{ﬂ

Como los r—juegos de unanimidad son base de GT,, se extiende 9 por linealidad a
todo GT.

Dicho valor cumple el axioma de equivalencia ya que, si u, v € G7, son equivalentes,
entonces
= > aspiluspl= Y X asplusp)
(5,P)EP.(N) SCN (s.P)es
Dado que, fijada S, todos los r-juegos de unanimidad (s py son equivalentes, se
fija una particion (S, P') cualquiera y se obtiene

> X asplluspl= Y duse] D asp).

SCN (S,P)esS SCN (S,P)es
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Aplicando el Lema 5.20 se tiene

Y Owseyl Y asp = uspyl Y bse).

SCN (S,P)es SCN (S,P)es

Y por consiguiente

> Flusey Y bsm=2 Y bspdluse) =]

SCN (S,P)eS SCN (S,P)es

Ahora se comprobars que ¥ restringido a G, coincide con ¥ y, por lo tanto,

cumplira las restantes propiedades de A(9).

Sea w € G, y w € G, tal que w = (W), es decir, w(S,P) = w(S) VP.
El r—juego w se escribe de forma tnica como combinacién de los r-juegos de

unanimidad:

w= ), asP)UsP)
(S,P)ePy(N)

siendo

aspy= Y, (1)7w(T,Q) =3 (1-r)w(),

(T.Q)S(5,P) TCcS
ya que, fijada (S, P), hay (r—1)°** particiones (T, Q) con T fija tales que (T, Q) C
(S, P).

Entonces
19[w] = Z a(S,p)'lg[U(s’p)] =
(S,P)eP.(N)
= > (E(l—r)’-‘w(T)) —(,._11)"_,”['71=
(S,P)eP,(N) \TCS
= -1 [ S0 - rwr) | — il =
SCN TCS (r—1)

= 2 (Z(l —T)"‘W(T)) J[a].

SCN \TCS
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Aplicando el Lema 5.21, la expresién anterior se convierte en

Iw] = ¥ Z(l—r)”‘fo‘(T))z?[Z(r—-z)x"’ux -

SCN \TCS XS

= dJ[) (Z (1- r)s”tw(T)) S (r—2y"ux| =

SCN \TCS XS

=9 > w(T) ( S Q=r)yHr —2)”") uXJ =

XCNTCX TCSCX

= 9 ( Y w(T) <i (m - 1i)a —r) " — 2)"3) ux} =

szt S

= 9 ( ) (-—1)’“‘w(T)) ux] =d[@m. O

Segun el teorema anterior, todos los valores de G,, que sean lineales admiten una
extension a G},. Ejemplos, que ya se han visto en este capitulo, son el valor de

Shapley, el indice de Banzhaf y, de hecho, todos los semivalores.

Notese que el razonamiento de la ultima demostracion difiere de la del Teorema
5.18, del mismo modo que ésta no coincidia con la de los Teoremas 5.4 y 5.12.

Por este motivo se han incluido las tres.

Ejemplo 5.23 (Los valores ponderados de Shapley) Una de las propie-
dades que caracterizan al valor de Shapley es la simetria. Puesto que se basa
unicamente en la funcién caracteristica del juego, jugadores simétricos respecto
de esta funcién obtienen el mismo valor. No se considera, sin embargo, otro
tipo de informacion como, por ejemplo, que uno de los jugadores represente a un
colectivo de agentes mucho mas numeroso que los que representan otros jugadores.
Shapley [1953b] utiliza los sistemas de ponderacién y los valores ponderados para
describir estas situaciones no simétricas. Kalai y Samet [1987] los caracterizan

axiomaticamente en un caso algo mds general.

Como siempre, sea N = {1,2,...,n} el conjunto de jugadores. Un sistema de
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ponderacidn w es un par (A, ) donde A € R™ es un vector que asigna un peso
estrictamente positivo a cada jugador i € N y 2 = (51, 53, ..., Si) €s una particién
ordenada de N. El valor ponderado de Shapley con sistema de ponderacion w es
una aplicacion

% :G, — R"
definida para cada juego de unanimidad ux de la siguiente manera: sean k =
max{j : S;NX # 0} y X = X N S;; entonces

E—-‘—’\' site X
Q:I[UX] = J'EY'\j ’

0 sl no.

®“ se extiende por linealidad a todos los juegos de G,,.

Utilizando el Teorema 5.22 (y el Lema 5.21) se puede generalizar el valor ponde-
rado de Shapley a los r—juegos. De hecho, se define * para los r—juegos de
unanimidad y se extiende después linealmente al resto de los r—juegos. Con las
notaciones anteriores:

¢ [ues,p)] = ﬁ XZD:S(T —2)"7°0%[ux].

5.5 El juego cooperativo asociado a un r—juego

A lo largo de esta memoria se ha visto que los r—juegos proporcionan modelos
que se ajustan de forma aproximada a situaciones reales que dificilmente podian
describirse mediante juegos cooperativos clasicos. Ademas, para profundizar en
el andlisis de dichas situaciones se han introducido y estudiado diversos valores

para los r—juegos.

El hecho de que los r—juegos reflejen mas fielmente la realidad que los juegos
cooperativos clasicos es una ventaja de aquéllos sobre éstos, y puede suponer
una satisfaccién para los estudiosos de la Teoria de Juegos, que ahora disponen

de otras herramientas con las que enfrentarse a los nuevos (y viejos) problemas.
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Sin embargo, el gran inconveniente de los juegos con muiltiples alternativas es la
complejidad en los calculos. En esta seccion se verad como solucionar, en parte,

este inconveniente.

A cada r—juego v € G, se le asocia el juego cooperativo T € G, definido por

1
— v(S,P') VSCN.
(r—1" (s,%es

v(S) =

T asigna a cada coalicion S la media de lo que le asigna el r—juego v teniendo en

cuenta todas las posibles ordenaciones de N \ S en las restantes alternativas.

Teorema 5.24 SiY es un valor lineal en G,, y Y es su correspondiente extension

a G, entonces para todo v € G}, se cumple

d[v] = 9[g].
DEMOSTRACION: Sea v € GT.
- ~ 1 .
Wl = 3 aspdluspl= D ash sl =
(5,P)EP-(N) (S.P)EPH(N)
= 9| ¥ asnpoe D -2 ] -
(5,P)eP(N) X2s

[
=d|> > USP) Ty HZ("-Q)M ]

| SCN (5,P")eS X2s

El dltimo de los sumatorios no depende de P’. Por tanto, se obtiene

K (Z (r—1)n— 2 (r=2yux ) a(SP')]

| SCN XX (S,P)es

oS rerre £ (5 cora)| -

[SCN X285 (S,P')es \(T.Q)C(S,P')

- 0(2(7”_1)“_ Sr-2ux Y Y (F)T(TLQY|,

| sCN X2s TCS (T.Q")eT

(5.2)
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donde 7 es el conjunto de particiones de P,(N) que tienen su primera componente

igual a T

Ademas notése que
S oT,@) = (r - 1y~w(T).
(T.Q")eT

En consecuencia, la expresion (5.2) se convierte en

J Z (r-—l)"‘s Z(r— ) Cux Z( 1) Hr—-1)"" (T)]

| scN X2S TCS
= 3| T Sl D) - e
| scN x5 TCS ]
= ¢ (Z Z o(T) ( Z (1—-r)"*(r —2)’”") ux| =
| XcNTCX TCSCX ]

_ Z T w(7) (zx: (:::)(1 — )t — 2)x-s) ux] =

[ XCN TCX s=t

= J Z (Z “v(T) ]:0[6]. O

| xcN \Tcx

Este resultado se ha aplicado para calcular los valores de la mayoria de los ejem-

plos que se exponen en la Seccion 5.7.

5.6 Probabilidades en la formacion de particiones

En el analisis que se ha hecho hasta ahora se ha supuesto, implicitamente, que to-
das las particiones son igualmente probables. Sin embargo, en algunas situaciones
esta suposicién puede no ser admisible. Recuérdense los r—juegos restringidos, por

ejemplo. Tampoco es aplicable en otros casos.

Ejemplo 5.25 (El problema de la bancarrota) Una empresa quiebra de-
jando un capital £ = 5000 u. m. y deudas d, = 4000, d; = 3000, d3 = 2000 y
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d4 =100 u. m. a cuatro acreedores. En el estudio clasico de este problema, todos
los acreedores estan obligados a reclamar su deuda, aunque podria darse el caso;
por ejemplo, de que los costes de la reclamacion fuesen superiores al montante de
la deuda que se reclama. En este supuesto, el acreedor correspondiente se abs-
tendria, probablemente, de efectuar la reclamacién. Este hecho puede producirse
también por otros motivos. Utilizando un 3—juego se describe esta situacién: si
(S, P2, P3) € P3(N), se define v(S, P, P3) como la cantidad que obtiene la coali-
cién S si los miembros de P, han ido a cobrar su deuda pero los de P; no. El
valor de Shapley para los r—juegos da un posible reparto de las 5000 u. m. entre

los cuatro jugadores:
6[v] = (2150,1650, 1150, 50).

Curiosamente, este reparto coincide con el del juego cooperativo clasico. Parece,
pues, que otorgar a todos los acreedores la posibilidad de renunciar a su deuda,
y hacerlo de forma equiprobable, no altera el valor de Shapley del juego. No
obstante, intuitivamente se observa que no todas las particiones son igualmente
probables puesto que es mucho mds plausible que el cuarto acreedor renuncie a
reclamar su deuda que no que lo haga el primero. A continuacién se formaliza

esta idea.

Definicién 5.26 Un indice de probabilidades es una funcién p : P,(N) — R
tal que

e 0<p(S,P)<1.

° Z p(S,P') =1
(S,P)es

Puede interpretarse p(.S, P) como la probabilidad con la que .S cree que se formara

la particion P.

Hay diversas maneras de hacer intervenir el indice de probabilidades en un r-
juego v. Una consiste en multiplicar cada v(.S, P) por su correspondiente p(.S, P).
De esta forma se obtiene un nuevo r—juego v’. Otra posibilidad es asociar a cada

r—juego v un juego cooperativo, como en la seccion anterior, que asigne a cada
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coalicion S su “esperanza matematica” en el r—juego v. Es decir, considerar el
juego v, € G, definido por
WS = X plS Pw(s,P).

(S,P)es

La primera posibilidad ha sido descartada porque aplicar la teoria descrita ante-
riormente al r-juego v’ conlleva, de forma implicita, la introduccién de la equipro-
babilidad en la formacién de particiones otra vez, con lo cual se estarian mez-

clando dos ideas aparentemente contradictorias.

Se ha optado, pues, por la segunda. Para ello, se debe construir primero un
r—juego v, de forma que su juego cooperativo asociado sea T,. Por lo tanto, se

considera

vp(S, P) = v(S, P)p(S, P)(r — 1)"7°.

Se desea definir una regla u que asigne a cada terna (N, v, p) un vector de pa-
gos eficiente y que represente, en cierto sentido, una generalizacién del valor de

Shapley para los juegos cooperativos.

Definicién 5.27 El valor de Shapley de v € G7, con indice de probabilidades p
es p[v, p| = O[vy).

Observaciones 5.28

(a) p es eficiente. Para la particién (N, ), debe de ser p(N,8) = 1y, por lo
tanto, vp(N,0) = v(N,0).

(b) Siw € G,y v € G, es suimagen por a (Observacion 4.15), entonces T = w

para todo indice de probabilidades p, ya que

v,(S, P) = v(S, P)p(S, P)(r — 1)"° = w(S)p(S, P)(r — 1)"7%,
-

y, €n consecuencia,

B = Y w(S)p(S, P)r = 1" = w(S).
(r—1) (S,P)es
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(c¢) Sip(S,P)= (7:117;,:; para toda S y toda P, entonces v, = T (siendo T como
en la seccién anterior). Esta es la situacién de equiprobabilidad que se estd

generalizando.

Como aplicacidn, en la seccidn siguiente se estudia el problema de la bancarrota

suponiendo que algunas particiones son mds probables que otras.

5.7 Ejemplos

El Consejo de Seguridad de la ONU

El funcionamiento de este organismo ha sido descrito de forma bastante aproxi-
mada utilizando 3-juegos simples (Ejemplo 4.13). Los valores de Shapley y de
Banzhaf para los r—juegos dan una medida de la distribucién del poder respecto
a las alternativas si'y no. Los resultados, en este caso, son los que aparecen en
la Tabla 1.

Tabla 1.- Consejo de Seguridad de la ONU: 3-juegos

Valor de Shapley Indice de Banzhaf

Jugador | 6;[vi] si| 6;[va] mno Jugador | Bi[v1] si| Bi[va] no

1€V |0.163124 | 0.083320 1€V |0.118601 | 0.001701

r€ R 10.018439 | 0.058340 1€ R | 0.050692 | 0.000677
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En la Tabla 2 se muestran los valores de Shapley y Banzhaf correspondientes al

juego simple que tradicionalmente se utiliza como modelo para esta situacion.

Tabla 2.- Consejo de Seguridad de la ONU: juego clasico

Jugador | Valor de Shapley | Indice de Banzhaf

teV 0.196270 0.051758

t€ER 0.001865 0.005127

Los 3—-juegos describen el funcionamiento del Consejo de forma mas aproximada
que el juego stmple clasico; por tanto, parece l6gico pensar que la distribucion del

poder de la Tabla 1 es mas precisa que la que aparece en la Tabla 2.

Para comparar las posiciones estratégicas de los miembros del Consejo no deben
observarse las diferencias absolutas entre los valores de las tablas sino las propor-

ciones.

Respecto al valor de Shapley, la espectacular proporcién de 105.24 que se da entre
un miembro permanente y uno no permanente en el enfoque clasico, se reduce a
8.85 en el caso de la alternativa si, y a 1.43 en el caso del no. Respecto al indice
de Banzhaf, se pasa de una proporcion de 10.10 a 2.34 en el caso del s, y a 2.51
para el no. Resumiendo, el uso de los r—juegos sugiere que el derecho a veto del
que disponen los miembros permanentes no tiene los desorbitados efectos que los

valores clasicos indican.

Si el jugador 1 presenta una propuesta a votacién y la respalda abiertamente,
entonces se utilizaran los 3-juegos restringidos v? y v2 (Ejemplo 4.43). En la

Tabla 3 se exponen tanto el valor de Shapley como el indice de Banzhaf de estos
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juegos. No tiene sentido calcular dichos valores para el jugador 1 respecto a la

segunda alternativa.

Tabla 3.- Consejo de Seguridad de la ONU: 3-juegos restringidos

Valor de Shapley Indice de Banzhaf
Jugador | 6;[vF] st| 6:fvf] no Jugador | Bi[vF] si| Bi[vf] no
1 0.302010 — 1 0.170563 —
i€ V\{1} | 0.142903 | 0.100229 i€V \ {1} | 0.087799 | 0.005304

t€ER 0.012637 | 0.059908 te€R 0.034744 | 0.001969

En cuanto a la primera alternativa, el aumento de poder del jugador 1 se debe
a que tiene mas movimientos en los cuales es pivote en el 3-juego restringido vf
que en v;. La proporcién entre el poder de un miembro permanente (diferente del
1) y uno rotatorio también ha aumentado, pasando a 11.31 en el caso del valor

de Shapley y a 2.53 para el indice de Banzhaf.

Respecto a la segunda alternativa ocurre algo similar: la proporcién es ahora de

1.67 para el valor de Shapley y de 2.69 para el indice de Banzhaf.

El Ayuntamiento de Terrassa

El consistorio lo componen cinco partidos politicos con 13, 6, 4, 3 y 1 represen-

tantes, y se presentaban dos candidatos para alcalde: ay b. Ademas del juego de
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mayoria ponderada u = [14;13,6,4,3,1], esta situacién puede estudiarse desde
diferentes perspectivas (Ejemplo 4.36) dependiendo de la regla que se utilice en

la eleccion del alcalde.

(1) Utilizando los 3—juegos de mayoria absoluta u; y ua.
(2) Usando los 3—juegos de mayoria simple v; y vs.

(3) Aplicando los 3-juegos de mayoria simple con mecanismo de desempate que
otorga la victoria al candidato a cuando a y b obtienen el mismo numero de
votos (w; y ws).

En cada uno de los casos (1) y (2) la distribucién del poder debe ser la misma
respecto a las dos alternativas, independientemente de la medida que se utilice.
La tablas 4 y 5 muestran los valores de Shapley y los indices de Banzhaf de los

juegos anteriores.

Tabla 4.- Valor de Shapley del Ayuntamiento de Terrassa

Jug. (peso) | @;[u] | Oifu;] | Gifvs] | Oilwi] | 6ifws]

1 (13) |0.6000 | 0.6000 | 0.5666 | 0.5510 | 0.5666

2 (6) 0.1000 | 0.1000 { 0.1812 | 0.1812 | 0.1812

3 (4) 0.1000 | 0.1000 | 0.1135 | 0.1292 { 0.1135

4 (3) 0.1000 | 0.1000 | 0.0875 | 0.0979 | 0.0875

5 (1) 0.1000 | 0.1000 | 0.0510 | 0.0406 { 0.0510
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Tabla 5.- Indice de Banzhaf del Ayuntamiento de Terrassa

Jug. (peso) | Wifu] | Bilus] | Bilvs] | Bilror] | Bifwo]

1 (13) 0.8750 | 0.8750 | 0.6250 | 0.5859 | 0.6250

2 (6) 0.1250 | 0.1250 { 0.1719 } 0.1719 | 0.1719

3 (4 0.1250 | 0.1250 | 0.1172 | 0.1250 | 0.1172

4 (3) 0.1250 | 0.1250 | 0.0937 | 0.1094 | 0.0937

5 (1) 0.1250 { 0.1250 | 0.0547 | 0.0391 | 0.0547

Los hechos mds relevantes de estas tablas se resumen a continuacién. Primero, las
coincidencias entre algunas columnas no son casuales. Por un lado, los resultados
que se obtienen en el caso (1) deben coincidir con los correspondientes al juego
de mayoria ponderada clsico (recuérdese la Observacion 4.15). Por otro lado,
es claro que hacer que el candidato a gane en caso de empate no modifica las
posiciones cruciales para los votantes del candidato b, asi que la distribucion del

poder en los juegos vy y ws debe ser la misma.

Segundo, en los juegos u y u; (j = 1,2) los partidos con pesos 6, 4, 3 y 1
desempefian un papel simétrico. Esta simetria desaparece en las situaciones que
se regulan por mayoria relativa (juegos v; y w;), donde la posicién estratégica de

cada jugador depende mas sensiblemente de su peso.

Y, tercero, la regla de desempate (juego w;) perjudica a los jugadores 1 y 5, no

produce ningin efecto en el 2 y favorece al 3 y al 4, debido a que estos ultimos
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son los que mds aumentan el nimero de movimientos en los cuales son pivotes.

Ahora se supondra que el primer partido respalda al candidato a (o, si se prefiere,
que el candidato a representa al primer partido). Entonces se define sobre N el

3—juego restringido

S, P, P. iles,
oF (S, Pas Fr) = {“"‘( n )
0 si no,
y sobre N \ {1}
’ z8(P], 8", P}) = zo(P! U {1}, 5", Pl),

donde z representa la regla de decision que se escoja: mayoria absoluta (u),
mayoria relativa (v) o mayoria absoluta con regla de desempate que favorece a la

primera alternativa (w).

Tabla 6.- Valor de Shapley del A. de T. restringido (1 vota a)

Jug. (peso) | Oi[uf] | 6:i[ufl] | 6:[vf] | Gifof] | 6:[wf] | Oi[wf]

1 (13) 08000 — }09750| — |0.9875| —

2 (6) 0.0500 | 0.2500 | 0.0062 { 0.2500 | 0.0031 | 0.2500

3 4 0.0500 | 0.2500 | 0.0062 | 0.2500 { 0.0031 | 0.2500

4 (3) 0.0500 | 0.2500 | 0.0062 | 0.2500 | 0.0031 | 0.2500

5 (1) 0.0500 | 0.2500 { 0.0062 | 0.2500 | 0.0031 [ 0.2500
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Tabla 7.- Indice de Banzhaf del A. de T. restringido (1 vota a)

Jug. (peso) | Biluf] | Biluf] | Biler] | Bilvg] | Bilwf] | Bilw]

1 (13) |09375| — |09961| — |0.991| —

2 (6) 0.0625 | 0.1250 | 0.0078 | 0.1250 | 0.0039 | 0.1250

3 (4 0.0625 | 0.1250 | 0.0078 | 0.1250 | 0.0039 | 0.1250

4 (3) 0.0625 | 0.1250 | 0.0078 | 0.1250 | 0.0039 | 0.1250

5 (1) 0.0625 | 0.1250 | 0.0078 | 0.1250 | 0.0039 | 0.1250

Debido al gran peso del primer partido, se tiene uff = vf! = wf, lo cual queda

reflejado en las tablas anteriores. Para que b gane por mayoria relativa (cuando 1
vota a) es necesario que obtenga como minimo 14 votos, igual que si ganase por
mayoria absoluta. Ademads, el desempate cuenta a favor de a, no de b; por eso

R_ ,,R
v2—w2o

La regla de desempate beneficia en este caso solo al jugador 1 puesto que tiene
un movimiento més en el que es pivote en w! que en vF, mientras que los otros
jugadores no aumentan el nimero de movimientos en los cuales son pivotes. Para
que no gane a deben ponerse de acuerdo los cuatro partidos minoritarios y votar

a favor de b. Por eso todos ellos tienen el mismo indice de poder.

Para acabar este ejemplo, supéngase que el primer partido propone al candidato

a y el segundo partido propone al candidato b. En este caso se define sobre
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N’ = N\ {2} el 3-juego
S, PU{2},P;) sile€S,
of(S', P}, ) = {x‘( HOER)
0 si no,
y sobre N = N\ {1}
z(PyU{1},5",Pf) si2€e P},
0 si no,

o (P, 5", PY) = {

siendo = como antes. Nétese que también es vl = vFf = wf.

En este supuesto se obtienen los valores descritos en las tablas 8 y 9.

Tabla 8.~ Valor de Shapley del A. de T. restringido (1 vota a y 2 vota b)

Jug. (peso) | 6:fuf] | 6:fuf] | O:i[of] | Oifw]]

1 (13) |0.7500| — |0.9375 | 0.9687

2 (6) — |o2s00| — —

3 ) 0.0833 | 0.2500 | 0.0208 | 0.0104

4 (3) |0.0833 |0.2500 | 0.0208 | 0.0104

5 (1) 0.0833 | 0.2500 | 0.0208 | 0.0104

Como era de prever, el jugador 1 sale perjudicado cuando el 2 decide votar a favor

de b porque pierde movimientos en los que era pivote cuando estaba acompaiado
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por el jugador 2 en la primera alternativa. El papel de los jugadores 3,4 y 5 es
totalmente simétrico ya que con el voto de uno cualquiera de ellos a favor de a
éste gana, y es necesario el voto conjunto de los tres para que gane b; por este

motivo tienen el mismo indice de poder.

Tabla 9.- Indice de Banzhaf del A. de T. restringido (1 vota a y 2 vota b)

Jug. (peso) | Biluf] | Biluf] | Blvf] | Bilwf]
1 (13) 0.875000 — 0.968750 | 0.984375
2 (6) —  loazs000| — —
3 (4 0.125000 § 0.125000 | 0.031250 | 0.015625
4 (3) 0.125000 | 0.125000 | 0.031250 | 0.015625
5 (1) 0.125000 | 0.125000 | 0.031250 | 0.015625

El Parlamento de Cataluna

Tal y como se expuso en el Ejemplo 2.26, en las elecciones autonémicas catalanas

del 19 de noviembre de 1995 se obtuvieron los resultados siguientes:
e Convergencia i Unié (CiU) 60 diputados,

e Partit dels Socialistes de Catalunya (PSC) 34 diputados,
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e Partit Popular (PP) 17 diputados,
e Iniciativa per Catalunya-Els verds (IC) 13 diputados,

e Esquerra Republicana de Catalunya (ERC) 11 diputados.

Esta situacion se estudiara también desde varias perspectivas, como se hizo en el

ejemplo anterior, y se usaran las mismas notaciones.
(1) Como juego de mayoria ponderada clisico: u = [68;60,34,17,13,11]. Los
pesos son diferentes a los del Ayuntamiento de Terrassa; no obstante, como
juegos simples son equivalentes y, por lo tanto, la distribucién clasica del

poder sera la misma.
(2) Utilizando los 3—juegos de mayoria absoluta u; y us.
(3) Usando los 3—juegos de mayoria relativa vy y v,.

(4) En este caso, debido a los pesos, no se produce nunca el empate. Es decir,

w; = v;j para j = 1,2.

(5) Imponiendo un sistema de ponderacién: el nimero de diputados de cada

partido.
(6) Suponiendo que CiU apoya la primera alternativa.
(7) Suponiendo que CiU respalda la primera alternativa y el PSC la segunda.

(8) Suponiendo que CiU apoya la primera alternativa y los demas la segunda

(caso real).

Los resultados se resumen en las Tablas 10, 11, 12, 13, 14, 15 y 16, excepto el

caso (8) que, por su sencillez, se expone sin recuadros.

Noétese que ni los 3—juegos de mayoria simple v; para j = 1,2 son iguales a los
del Ayuntamiento de Terrassa, ni lo son los indices de poder correspondientes.
Diferencias de pesos irrelevantes bajo mayoria absoluta pueden ser determinantes

cuando se gana con mayoria relativa, como muestran los resultados de las Tablas

10 y 11.
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Tabla 10.- Valor de Shapley del Parlamento Catalan

Part. (peso) | 6i[u;] = @:fu] | O:fv;] = Oi[wj]
CiU  (60) 0.6000 0.521875
PSC (34) 0.1000 0.219792
PP (17) 0.1000 0.115625
Ic (13) 0.1000 0.079167
ERC (11) [  0.1000 0.063542

Tabla 11.- Indice de Banzhaf del Parlamento Catalan

Part. (peso) | Bi[u;] = ¥i[u] | Bi[v;] = Bilw;]

CiU  (60) 0.8750 0.578125
PSC  (34) 0.1250 0.218750
PP (17) 0.1250 0.125000
IC (13) 0.1250 0.085937

ERC (11) 0.1250 0.078125
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En la Tabla 12 se exponen los valores ponderados de Shapley para estos r—juegos
suponiendo que el sistema de ponderacién es A = (60,34,17,13,11) y la particién
es 1 = (N).

En los juegos de mayoria simple, el hecho de considerar el sistema de ponderacién
perjudica a CiU y beneficia a los otros cuatro partidos. No es asi en los juegos de

mayoria absoluta donde, ademas de CiU, también salen perjudicados IC y ERC.

Tabla 12.- Valores ponderados de Shapley del Parlamento Catalan

Part. (peso) | ®¢[u;] = ®¢[u] | $¢[v;] = &¢[w;]
CiU (60) | 0.5383389 0.3193930
PSC (34) | 0.2044766 0.2744000
PP (17) | 0.1051280 0.1827025
IC (13) | 0.0818423 0.1291287
ERC (11) | 0.0702142 0.0943758

Se supone ahora que CiU vota a favor de la alternativa a. Puesto que no hay
empates, se tiene vF = wl y vl = wl. En la tablas 13 y 14 pueden verse los

valores de Shapley y de Banzhaf, respectivamente, de estos juegos restringidos.

En el juego de mayoria absoluta uf, como la cuota continda siendo 68, para
que gane la alternativa b es necesario que voten a su favor los cuatro partidos

pequefios. Por eso se reparten por igual el poder respecto a esta alternativa.

En el juego de mayoria simple v, una vez que CiU decide apoyar la alternativa a,

para que ésta gane basta con que la vote uno cualquiera de los otros cuatro. En vf,
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cualquier coalicion que se forme para superar a CiU debe contener necesariamente
al PSC y al PP, pero es suficiente que contenga sélo a uno de los otros dos (IC o

ERC); por eso estos dos partidos tienen menor indice de poder.

Tabla 13.- Valor de Shapley del P. C. restringido (CiU vota a)

Part. (peso) | &iluf] | &fuf] | Glof] | 6ifvy]
CiU (60) |0.800000 | — |0.962500 | —
PSC (34) |0.050000 | 0.250000 | 0.009375 | 0.333333

PP (17) | 0.050000 | 0.250000 | 0.009375 0.333333
IC (13) 0.050000 | 0.250000 | 0.009375 | 0.166666
ERC (11) | 0.050000 | 0.250000 | 0.009375 | 0.166666

Tabla 14.- Indice de Banzhaf del P. C. restringido (CiU vota a)

Part. (peso)

Biluf]

Biluz]

Bilvf]

Bilv§]

GiU (60)

0.937500

0.988281

PSC (34)

0.062500

0.125000

0.011719

0.250000

PP (17)

0.062500

0.125000

0.011719

0.250000

IC (13)

0.062500

0.125000

0.011719

0.125000

ERC (11)

0.062500

0.125000

0.011719

0.125000
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Supédngase que CiU vota a y el PSC apoya a b. Los juegos uf y v£ coinciden con

los de la situacion anterior y, por supuesto, también la distribucién del poder.

Tabla 15.- Valor de Shapley del P. C. (CiU vota a y PSC vota b)

Part. (peso) | Ouf] | 6ifufl] | Oilvf] | 6:[v7]
CiU (60) |0.75000 | — |0.90625 | —
PSC (34) — 0.25000 — 0.33333

PP (17) |0.08333 | 0.25000 | 0.03125 | 0.33333
IC (13) 0.08333 | 0.25000 | 0.03125 | 0.16666
ERC (11) | 0.08333 { 0.25000 | 0.03125 | 0.16666

Tabla 16.- Indice de Banzhaf del P. C. (CiU vota a y PSC vota b)

Part. (peso) | Biluf] | Bifud] | Alf] | Bilvd]
CiU (60) | 0.875000 — 0.953125 —_
PSC (34) | — 0125000 — | 0.250000
PP (17) | 0.125000 | 0.125000 | 0.046875 | 0.250000
IC (13) 0.125000 | 0.125000 | 0.046875 | 0.125000
ERC (11) ] 0.125000 | 0.125000 | 0.046875 | 0.125000




Valores para los r-juegos 165

Por dultimo, si CiU vota a y los demads b, se obtiene

0b=0 y 6;= para t=2,3,4,5,

fp=0 y B:;=- para 1=234,5.

O b W]

El problema de la bancarrota

La empresa tenia (véase el Ejemplo 5.25) un capital £ = 5000 u. m. y cuatro
acreedores con deudas d; = 4000, d = 3000, d3 = 2000 y d4y = 100 u. m. El
3-juego v(S, P,, Ps) otorga a cada coalicion S lo que cobraria si los jugadores de
P, deciden reclamar su deuda pero los de P; no. El indice de probabilidades que
se ha asignado a este juego (de forma mas o menos arbitraria, pero suponiendo
que la probabilidad de que los acreedores 1, 2 y 3 no reclamen su deuda es siempre

mayor o igual que la del jugador 4) es:
e p(1,234,0) = p(1,23,4) = 3, p(1, P) = 0 para otras P.
e p(2,134,0) = 3, p(2,13,4) = p(2,14,3) = %, p(2, P) = 0 para otras P.
e p(3,124,0) = 3, p(3,12,4) = 1, p(3, P) = 0 para otras P.
e p(4,123,0) = 1, p(4, P) = 0 para otras P.
*p(12,34,0) = 2, p(12,3,4) = 1, p(12, P) = 0 para otras P.
e p(13,24,0) = 3, p(13,2,4) = 1, p(13, P) = 0 para otras P.
o p(14,23,0) = 1, p(14, P) = 0 para otras P.
e p(23,14,0) = 2, p(23,1,4) = %, p(23, P) = 0 para otras P.
e p(24,13,0) = 1, p(24, P) = 0 para otras P.
e p(34,13,0) = 1, p(34, P) = 0 para otras P.
e p(123,4,0) = 2, p(123,0,4) = L.
o p(124,3,0) = 1, p(124,0,3) = 0.
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e p(134,2,0) =1, p(134,0,2) = 0.
o p(234,1,0) =1, p(234,0,1) = 0.
e p(1234,0,0) = 1.

El valor de Shapley del r—juego v con el indice p anterior es
plv, p] = (2154.16,1654.16,1154.16, 37.5),

mientras que el valor de Shapley para el juego cooperativo clasico vg,q y para el
r—juego v es
O[vg.4) = 0[v] = (2150,1650, 1150, 50).

El hecho de introducir el indice de probabilidades p ha perjudicado al cuarto
jugador, cuya deuda era la menor. Esto concuerda con las situaciones reales ya
que, en la mayoria de casos, los acreedores con deudas relativamente pequenas

son los que cobran una parte proporcionalmente menor de su reclamacion.
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Conclusiones

Los juegos cooperativos con utilidad transferible son excelentes modelos matema-
ticos con los que analizar situaciones de conflicto y cooperacién que surgen en
diversos ambitos sociales. En ellos, el término coalicion es, formalmente, sinénimo
de subconjunto de jugadores, y no tiene connotaciones de alianza efectiva entre
sus integrantes. Cuando realmente existe un pacto entre diferentes grupos de
jugadores para actuar de manera conjunta, creando una estructura de coaliciones,

entonces se utiliza el juego cociente para estudiar la nueva situacion.

Ademads de proporcionar modelos matematicos descriptivos, la Teoria de Juegos
intenta aportar soluciones a dichas situaciones conflictivas. Hay muchos concep-
tos de solucién para los juegos cooperativos, y aqui se ha trabajado, basicamente,
con dos de ellos, el valor de Shapley y el indice de Banzhaf, asi como con sus

respectivos valores modificados por una estructura de coaliciones.

El primer capitulo es un compendio de los conceptos y resultados conocidos que

constituyen el punto de partida de esta memoria.

En el segundo capitulo se estudia la formacion efectiva de una alianza y, utilizando
el valor de Shapley, se discute cuindo es favorable para los jugadores formar la
alianza y cuando no. Para ello, se introducen diversas propiedades del juego
cociente y de la extensién multilineal (EML). Se demuestra que el juego cociente
es independiente del orden de formacion de la estructura de coaliciones, se deduce
la EML del juego cociente a partir de la EML del juego inicial y se define el valor de

alianza de una coalicion. También se incluye en este capitulo una seccion dedicada
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al estudio de las alianzas binarias en los juegos simples. Como éstos describen,
fundamentalmente, organismos politicos de decisién regidos por votaciones, el
estudio de dichas alianzas es, sin duda, interesante en tiempos en los que las
mayorias absolutas parecen dificilmente alcanzables. Se ha determinado en qué
juegos simples es mas favorable (y en cudles més desfavorable) formar una alianza
binaria, estudiando, ademads, el efecto de ésta en los jugadores restantes (es decir,

comprobando si ganan o pierden poder cuando otros dos se alian).

En el tercer capitulo se realiza un analisis similar al anterior pero utilizando el
indice de Banzhaf. Se obtienen resultados andlogos a los del Capitulo 2. Concre-
tamente, los juegos simples en los que una alianza binaria es més favorable o mas
desfavorable para los jugadores que la forman, usando como medida el indice
de Banzhaf, coinciden con los que se encontraron en el capitulo segundo usando
el valor de Shapley. Para obtener los resultados de este capitulo ha sido nece-
sario deducir previamente el método que permite calcular el indice de Banzhaf

modificado por una estructura de coaliciones a partir de la EML del juego.

La segunda parte de esta memoria esta dedicada a los juegos cooperativos con
muiltiples alternativas, con los cuales es posible estudiar situaciones, tanto politi-
cas como econémicas, cuya descripcion no era factible mediante juegos coopera-

tivos tradicionales o carecia de la precision deseable.

En el Capitulo 4 se resume brevemente parte del trabajo de Bolger [1993] sobre
los juegos con r alternativas y se ve que su estudio puede reducirse, de hecho,
al de sus juegos componentes o r—juegos. Estos se dotan de estructura de es-
pacio vectorial real, y de conceptos y propiedades analogas a las de los juegos
cooperativos clasicos. Por ejemplo, se ha extendido la relacion de inclusién entre
coaliciones a las particiones y se han definido los r-juegos de unanimidad, los
r—juegos mondtonos y los superaditivos. Especial atenciéon merecen los r—juegos
simples, con los que es posible estudiar 6rganos de decision mds complejos que

los que permitian analizar los juegos simples convencionales.

El quinto y tltimo capitulo esta dedicado a definir y caracterizar axiomaticamente

determinados conceptos de solucién para los r—juegos. De hecho, se extienden a
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G7, todos los valores lineales en G,. Para calcular estos valores generalizados, se
asocia a cada r—juego v un juego cooperativo 7, de forma que el valor extendido
de v coincide con el valor (cldsico) de T. El contenido tedrico del capitulo finaliza
con la introduccién de probabilidades en la formacion de las particiones, con la

finalidad de que el modelo resultante refleje mas fielmente la realidad.

Ademas de los resultados particulares que se han obtenido, y que se acaban
de resumir brevemente, se exponen a continuacién otros aspectos globales de la

memoria que se desea destacar como conclusiones mas relevantes.

Los desarrollos tedricos que se han realizado en los diferentes capitulos han sido
motivados previamente mediante ejemplos, usando siempre que ha sido posible
casos reales, a los cuales se les ha aplicado después las nuevas técnicas e ideas

analizadas.

Aunque la memoria consta de dos partes bien diferenciadas en cuanto a tematica,
existen diversos elementos que se utilizan recurrentemente en ambas y le propor-
cionan unidad de estilo y metodologia. Por supuesto, las dos partes también
comparten un mismo objetivo: afadir herramientas a la Teoria de Juegos con las

cuales contribuir al estudio de situaciones politicas, econdmicas o de otra indole.

En la primera parte se profundiza en la aplicacion de conceptos bien conocidos
a un problema central en la linea de los juegos cooperativos que es analizar la
formacién efectiva de coaliciones (entendidas como compromiso real o alianza en-
tre sus miembros) sus efectos y su valoraciéon por parte de sus integrantes. En
este caso se han aprovechado los resultados tedricos existentes y se han imple-
mentado aquéllos que han sido necesarios para efectuar el analisis, sin renunciar

a comparar los resultados derivados de técnicas de evaluacion diferentes.

En la segunda parte se extrapolan ideas tradicionales para adaptarlas a un nuevo
contexto, el de los juegos cooperativos con multiples alternativas, cuyas perspec-
tivas de aplicacién a diferentes campos son muy amplias, como se ha puesto de

manifiesto con los ejemplos que se incluyen en la memoria.
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Ademas, se abre el camino a nuevas elaboraciones en diversas direcciones puesto
que se sugieren, implicita o explicitamente, desarrollos y vias de extension de
algunos de los conceptos que se han estudiado. Por ejemplo, pueden derivarse de

este trabajo las siguientes lineas de investigacion:
¢ Estudio exhaustivo de las alianzas entre mas de dos jugadores.

e Definicion y caracterizacién axiomatica del valor coalicional de Owen para

los r—juegos. Andlogamente para el indice modificado de Banzhaf.
e Extension de otras nociones de solucién a los r—juegos.

e Introducciéon de informacién adicional en los r-juegos como, por ejemplo,

incompatibilidades entre los jugadores o indices de cooperacion.

e Elaboracion de programas informaticos que simplifiquen la tarea de efectuar

los calculos para los r-juegos.

Para finalizar, expresaremos un deseo mas que una conclusién. Este trabajo
intenta ser, en definitiva y sobre todo, una modesta contribucién al desarrollo
de la apasionante disciplina que es la Teoria de Juegos. Esta parece atravesar
una etapa esplendorosa, como lo demuestran el creciente interés que despierta
entre los mas variados cientificos, la celebracion regular de congresos y simposios
a los que concurren cada vez mas participantes, o la inclusién de esta materia
en los planes de estudio de nuevas titulaciones (por ejemplo en la de Ingenieria
en Organizacién Industrial que se impartird préximamente en la Escuela Técnica

Superior de Ingenieros Industriales de Terrassa).
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