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Capitol 1

Introduccio

Un sistema robotic obté informacié sobre el seu entorn i sobre ell mateix a partir dels diversos
sensors dels quals disposa, com per exemple: cameres de video, sensors de proximitat, sensors de
tacte, etc. La demanda creixent d’adaptabilitat i autonomia dels robots fa necessaria ’habilitat
del sistema per reaccionar a les dades sensorials. Aixo és especialment cert quan el sistema
ha de treballar en entorns no estructurats o poc estructurats. Per a que les dades sensorials
siguin utilitzables per a les tasques del robot cal integrar-les en una sola estructura sobre la
qual poder prendre decisions. A mes, és necessari poder treballar en aquesta estructura amb
dades de diferents tipus, en especial en sistemes robotics multisensorials i en robots mobils, que
canvien continuament la perspectiva. :

En un sitema robotic multisensorial, cada sensor proporciona normalment observacions
parcials i amb un cert error sobre ’entorn, per tant cal la contribucié de diversos mecanismes
sensorials i cal tenir en compte la incertesa o ’error de les dades per a construir un model
consistent. A més, per a que la informacio sigui d’utilitat cal processar-la, és a dir, cal combinar,
comparar i transformar les observacions provinents dels diferents sensors fins a obtenir un model
de 'entorn tant ajustat a la realitat com sigui possible i d’ell extreure’n la informaci6 necessaria
per a la realitzacié d’'una determinada tasca.

L’objectiu principal d’aquesta tesi és dissenyar un sistema general de tractament
d’informacions geometriques incertes, no depenent dels sensors utilitzats o de les fonts d’origen
de la informacié ni de les tasques a realitzar amb la informacié un cop processada. Aquest
sistema ha de ser capag de tractar informacié incerta (mesures amb un cert error), de tractar
tant informacié completa com parcial, de tractar informacié competititva (diverses mesures d’un
mateix element) i d’aprofitar les relacions conegudes entre els diferents elements de ’entorn per
a propagar informacions. A més, els procediments del sistema han de ser eficients, ja que molts
cops la informacié s’ha de processar en temps real, com per exemple quan un robot ha, d’obtenir
una localitzacié a partir d’unes dades acabades d’observar pels seus sensors.

Molts dels treballs anteriors en el tema d’integracié d’informacié es basen en un enfoc
probabilistic per a modelar la incertesa [Dur86, LLS88, MS87, NX89, SSC88, SL91]. En ells
es considera l’error com una variable aleatoria amb distribucié de probabilitat gaussiana, i
aleshores els mecanismes basics del sistema venen donats per meétodes probabilistics d’estimaci6
(estimaci6 per maxima versemblanca o equivalents) i calcul matricial. Un altre enfoc utilitzat per



a Tepresentar la incertesa de les informacions és el de regions fitadores de la incertesa. Aquestes
sén regions de ’espai de parametres determinades per les fites de I’error que cada observacié
proporciona. Dins d’aquest enfoc s’utilitzen regions de diferents tipus. Un primer tipus utilitzat
sén les regions ortotopiques paraleles als eixos, equivalents a trobar fites per cada coordenada
dels parametres. En aquest cas, els procediments basics del sistema es realitzen optimitzant amb
tecniques de programaci6 lineal [AH91, DP89, MB82]. Altres autors obtenen les fites per a cada
coordenada per mitja de calcul simbolic a partir de les inequacions de les fites [Bro82, FO91].
Un segon tipus de regions fitadores utilitzat sén les regions politopiques generals, que per al seu
tractament necessiten calcular la interseccié de politops i la projecci6 de politops, que es realitzen
mitjangant técniques de Geometria Computacional [BS90, DP90, MN90, PW90]. Finalment
també s’utilitzen regions eHipsoidals, on les operacions basiques de tractement d’informacié es
fan a través del calcul matricial [ST91, WP90].

L’enfoc utilitzat en aquesta tesi és el de regions fitadores de la incertesa perqueé no necessita
suposar cap distribucié de probabilitat a I’error de les dades, la qual cosa permet utilitzar-lo
en casos on no es té informacié estadistica prévia sobre aquest error. A més, contrariament a
Penfoc probabilistic classic, amb les regions fitadores d’incertesa no és necessaria la hipotesi de no
esbiaxament i independencia de les dades, i per tant no cal utilitzar grans matrius de covariances
globals per a tractar la dependéncia entre variables. Com a regions d’incertesa s’utilitzen
regions eHipsoidals, les quals contenen de forma ajustada les regions d’incertesa exactes, que
habitualment sén politdpiques. Les regions eHipsoidals tenen com a avantatge principal el fet
de poder-se representar per matrius, la qual cosa redueix els cilculs a operacions matricials i
redueix I'espai d’emmagatzamament, alhora que permeten modelar la diferent incertesa en les
diferents direccions i permeten representar tant informacions completes com parcials.

El model d’incertesa adoptat, amb regions fitadores en 1’espai de parametres es troba, no
només en el camp de la Robotica, siné també en el camp de estimacié de parametres en Teoria
de sistemes [FH82, WP90, Sch73, TV90, NM90, RH90} i en el camp del Processament de senyals
[Com93, Del89]. Per altra banda cal també senyalar la connexié amb la Programacié Lineal, ja
que P’algorisme de fusié proposat es basa en un procediment que és equivalent a un pas iteratiu
del metode de I’eHipsoide [BGT81].

Les informacions que permet tractar el sistema proposat sén de tipus geomeétric, com sén
localitzacions espacials d’objectes rigids o alguns dels seus elements (cares, arestes, vértexs), o
altres elements geometrics com rectes, arcs, corbes, superficies, diedres, poligons, etc. També es
tracten relacions topologiques i geometriques entre aquests elements, com poden ser la igualtat,
pertinenca, alineament, paralelisme, concurrencia i d’altres.

El disseny del sistema de tractament d’informacié presentat es basa en dues operacions:
la fusié d’informacié competitiva i la propagacié d’informacié. Per altra banda el sistema
s’estructura en un graf, anomenat de relacions geométriques, sobre el qual es realitzen totes
les fusions i propagacions.

S’entén per fusié qualsevol mecanisme tal que donades diverses observacions dun mateix
element geométric, cada una d’elles amb un cert error, permeti trobar una bona estimacié
d’aquest element. Una mitjana ponderada de les diferents observacions seria, per exemple, un
mecanisme de fusié. L’algorisme de fusi6 presentat es realitza amb calculs matricials i permet
fusionar tant observacions completes, on es té informacié sobre tots els parametres d’un element,
com parcials, on només es tenen dades sobre alguns dels parametres o sobre relacions entre ells.



Un aspecte molt important del mecanisme de fusié presentat és que permet la fusié de dades
sense cap hipdtesi d’independ éncia entre elles, cosa que el fa aplicable a un ampli ventall de
casos. Finalment es disposa d’un mecanisme de deteccié6 de dades incompatibles, per detectar
inconsisténcies de les hipotesis formulades o casos de malfuncionament d’algun sensor.

L’altra operacié basica és la propagacié o transformacié de la informacié que es té sobre un
element en informaci6é sobre un altre element de ’entorn que té alguna relacié coneguda amb
Panterior. Per exemple, la informacié sobre la posicié d’una cara d’un objecte ha de permetre
deduir informacié sobre la posicié de les cares adjacents o sobre la posicié del propi objecte.
La transformacié d’informacié s’utilitza per a propagar una observacié d'un element a tots els
elements relacionats amb ell i aixi aprofitar al maxim cada observacié. En el sistema presentat
la propagacid, com la fusid, es calcula a través d’operacions matricials. Per a realitzar aquesta
propagaci6 de forma global s’utilitza com a un graf, en el qual els diferents elements de I’entorn
estan representats pels nodes i les relacions entre ells pels arcs.

Les informacions que poden ser tractades pel sistema presentat sén en principi qualsevols
i poden provenir de qualsevol tipus de mecanisme sensorial, mentre siguin de informacions
tipus geométric. Aixo és degut a que no es pressuposa cap tipus concret d’informacions en el
desenvolupament dels procediments. Per altra banda aixd vol dir que no s’estudien sistemes
robdtics concrets amb uns tipus concrets de sensors, la qual cosa té 'avantatge de fer el
sistema 1til per a sistemes multisensorials. De la mateixa manera tampoc s’estudien tipus
concrets de representacié de les informacions geometriques ja que el sistema no esta basat
en cap representacié concreta. De fet, es pot utilitzar qualsevol representacié paramétrica no
sobredeterminada dels elements.

Com ja s’ha dit el mecanisme dissenyat és general i per tant aplicable a qualsevol tasca
del robot o sistema robotic. Es poden citar algunes de les tasques més importants, com
sén el reconeixement d’objectes, la localitzacié, la planificacié geometrica de trajectories,
I’ensamblatge, la interpretacié d’objectes tridimensionals a partir de dibuixos, etc. El sistema
de tractament d’informacié incerta desenvolupat sembla adequat per aquestes tasques, ja que
en elles es realitzen moltes operacions geometriques, com: restriccié de la posicié d’un objecte
a partir de la posicié d'un o diversos dels seus elements o parts, combinacié de restriccions
per deduir la posicié de 'objecte, comparacié de mesures entre elements observats i elements
del model, combinacié d’informacions d’urn mateix element des de diversos punts de vista,
comprovacio de la satisfaccié de determinades relacions entre objectes o elements, etc. A banda
de les aplicacions en el camp de la Robotica, que han motivat el treball, i en el camp de
Pestimacié de parametres, algunes parts del sistema desenvolupat sén d’aplicacié a altres camps,
on no tenen la interpretacié de regions d’incertesa. Aixi, per exemple, en el Modelat Geometric
pot ser d’interés, quan es treballa amb caixes envolupants eHipsoidals, ja que les opercions de
fusi6 i proapagacié proposades permeten el calcul de la transformacié d’eHipsoides en diverses
operacions necessaries en un sistema de modelat.

Malgrat que no és objectiu primordial d’aquesta tesi estudi concret de les aplicacions, es
desenvolupa i s’implementa un exemple d’aplicacid, la imposicié de condicions de consisténcia a
dibuixos bidimensionals per a ser projeccions d’objectes tridimensionals. En aquest exemple es
pot veure com el graf introduit és una estructura comode i 1til per imposar les condicions i com
les eines de fusié i propagaci6 poden ser utilitzades com a operacions basiques de molt diversos
procediments.



La tesi s’estructura en 7 capitols, a més de la introduccié i les conclusions. En el capitol 2 es
fa una breu introduccié al model geometric de ’entorn, és a dir a la representacié dels elements
geometrics. En e] capitol 3 es presenta el model d’incertesa adoptat. Els capitols 4 i 5 contenen,
respectivament, les dues operacions basiques del sistema: la fusié d’informacions competitives
i la propagacié local d’informacié. El capitol 6 introdueix el graf de relacions geomeétriques i
estudia la propagacié global d’informacid, utilitzant les dues operacions basiques dels capitols
anteriors. En el capitol 7 es presenta un exemple d’aplicacié del sistema desenvolupat a una
tasca concreta: la imposicié de condicions de consisténcia a un dibuix bidimensional per a poder
ser interpretat com el dibuix d’un objecte tridimensional. Finalment, en el capitol 8 es fa una
comparacié entre el model d’incertesa adoptat i els models més utilitzats en la literatura del
tema.



Capitol 2

Model geometric de ’entorn

Els models geomeétrics de I’entorn utilitzats en Robotica es basen generalment en una serie
d’elements geometrics i una serie de relacions topologiques o geomeétriques entre ells. Alguns
dels tipus d’elements geomeétrics basics més feqiients sén: punts o vertexs; rectes, semirrectes i
segments rectilinis; circumferencies i arcs de circumferéncies; altres corbes basiques planes o de
I’espai; plans, semiplans o cares planes; superficies i trossos de superficies esferiques, cilindriques
i coniques; altres superficies basiques; solids de I’espai; direccions de ’espai; etc. A partir dels
elements basics se’n poden construir d’altres, per exemple: diedres com a composicié de parelles
de plans que es tallen en una recta, triedres analogament, rotacions com a solids amb un punt
fix, etc. També es poden considerar elements geometrics d’un entorn pla, com: punts o vértexs;
rectes, circumferéncies, corbes o arcs de corbes; objectes rigids; etc. Per altra banda, algunes
de les relacions entre elements geomeétrics més emprades son: igualtat, pertinenca, com en
el cas punt pertany e recta; incidéencia de fronteres, com. en punt és vértezr d’aresta, segment
€és aresta de cara i superficie és cara de solid; parallelisme entre elements d’un mateix tipus;
perpendicularitat; etc.

En aquest capitol s’estudia de forma generica la representacié matematica dels elements de
I’entorn. Ara bé, els conceptes, eines, procediments i resultats d’aquest treball sén indepenedents
dels tipus d’elements geometrics utilitzats i de la seva representacié matematica concreta, excepte
quan s’expliciti contrariament.

2.1 Representacié matematica dels elements geometrics

Per a representar matematicament cada un dels tipus d’elements geomeétrics de ’entorn es
poden utilitzar diferents models. En general, i també en aquest treball, s’utilitzen models
parametritzats, on cada element és representat per un vector de parametres. En aquesta
tesi s’utilitzen només parametres reals, perd en la literatura del tema s’han utilitzat altres
tipus de parametres, com els quaternions o els nimeros duals. També s’han utilitzat models
no parametritzats, com en [Abi91], on els elements geométrics es representen per funcions de
pertinenca.



2.1. Representacié matematica dels elements geomeétrics 6

Definicié 2.1 (Parametritzacié) Una parametritzacié dels elements de tipus X és una
aplicacio bijectiva
I:&(X)— P(X),

on E(X) és el conjunt dels elements geométrics de tipus X i P(X) C IR"™ per algun n € IN.
P(X) s’anomena espai de parametres de X o espai de configuracions de X.

Definicié 2.2 (Dimensié d’una parametritzacié) Donada una  parametritzacié

T : &(X) — P(X), on Vespai de parametres P(X) és una varietat diferenciable, s’anomena
dimensié de T a la dimensié de l’espai de parametres P(X). St P(X) C IR™ i la dimensié de T
és m < n es diu que la parametritzacio és sobredimensionada.

Hi ha diverses formes d’escollir els parametres que representen els elements geométrics de
cada tipus d’element, és a dir, hi ha diverses parametritzacions possibles. La resta de capitols
d’aquesta tesi treballen amb parametritzacions no sobredeterminades. Ara bé, aquesta és 1inica
hipotesi que se’ls suposa, sempre que no s’indiqui contrariament.

A continuacid es descriuen alguns exemples de parametritzacions.

¢ Els punts de I’espai s’acostumen a parametritzar per les seves coordenades en un sistema
de referéncia fix. Aquesta parametritzacié té dimensié 3.

Iy

{punts de I’espai} —+ R?3
(z,y,2) — (z,y,2).

Analogament els punts del pla es parametritzen per les seves coordenades (z,y).

¢ Quatre exemples de parametritzacions de les rectes del pla (figura 2.1), totes elles de
dimensié 2: ‘

{rectes del pla} L Rx (F,Z)cR?

recta d’equaci6 (zsinf + ycosf =r) — (r,6),

Ts

{rectes del pla no passant per Porigen} — RZ? - {(0,0)}
recta d’equacié (az +by+1=0) — (a,b),

{rectes del pla no paralleles a leix y} Iy R2
recta d’equacié (y=pz+4q) — (p,9),

{rectes del pla} % Uves: (Rv x {v}) C R*

recta de vector director unitari v i

- B (p,v),

passant pel punt p tal que p-v =10

on §1 és la circumferéncia de radi 1 i centre l'origen i Ry = {p € R?| p-v = 0} recta
passant per l'origen i de vector normal v.
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o Els objectes rigids del pla s’acostumen a parametritzar a través d’un punt fix i un vector
fix en ’'objecte (figura 2.2). La dimensi6é d’aquesta parametritzacié és 3.

objectes rigids del pla Ls, m2x 0,2r)C R3
g

objecte amb un punt fix (z,y) i
( angle § d’un vector fix amb leix = — (2,9,9).

o Tres exemples de parametritzacions reals per a les rotacions de I’espai: pel vector director
de Peix de rotacié i Pangle, pels angles de roll, pitch and yawi pels coeficients de la matriu
ortogonal. Totes aquestes parametritzacions tenen dimensié 3.

{rotacions de I’espai} I, 52 x[0,2r) Cc R*

( rotacié d’angle 6 entorn d’una recta

. e . — (u,8
de vector director unitari u (u,6),

on 5% és un hemisferi de I’esfera de centre I’origen i radi 1 d’R3.

{rotacions de I’espai} s, [0,27) x (-%,3] x [0,27) C R®
Rot;(¢) - Roty(6) - Rotz(¥) — (¢,6,9).

Als angles ¢, 8 i ¢ se’ls anomena angles Roll, Pitch i Yaw de la rotacié.

{rotacions de 1’espai} Ls, {matrius ortogonals directes} C R3*3

rotacié de matriu R — R.

¢ Qualsevol parametritzacié I' de rotacions de ’espai junt amb les coordenades d’un punt fix
donen una parametritzacié dels objectes rigids de I’espai. Aquesta dltima parametritzacié
tindra diemnsié 6.

{objectes rigids de I'espai} —% RS x P(rotacions)
( objecte amb un punt fix (z,y, z) i rotacié R — (z,9,2,T(R)).

que porta [’eix z a un vector fix

Altres parametritzacions molt utilitzades sén: les coordenades esfériques o cilindriques per
als punts de I’espai, les rectes de ’espai parametritzades per un punt i un vector director, les
direccions de l’espai parametritzades per vectors o bé per coordenades esferiques, els plans de
I’espai parametritzats, de forma analoga a les rectes del pla, pels coeficients de Pequacié o bé
per coordenades esferiques del vector normal i la disdncia a ’origen, etc.

A continuacié s’estudien algunes propietats desitjables de les parametritzacions i en ’apartat
2.3 es presenta un exemple de sistema de parametritzacions aplicable a tot tipus d’element.
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(a) (b)

-

P R

(Ep .

(e) (d)

Figura 2.1: Parametritzacions de les rectes del pla: (a) (r,8), (b) (a,b), (¢) (p,q) i (d) (p,V)

Figura 2.2: Parametritzacié dels objectes rigids del pla: (z,y,6)
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2.2 Propietats desitjables de les parametritzacions d’elements
geometrics

A Thora de triar una parametritzacié o una altra per a un determinat tipus d’elements geométrics
cal tenir en compte Iestructura matematica de ’espai de parametres i les propietats de la
parametritzacio.

Dues de les propietats de les parametritzacions més basiques per al desenvolupament del
sistema presentat en els seglients capitols son les propietats de regularitat i estabilitat d’una
parametritzacié. Aquestes propietats son especialment importants en la mesura de la incertesa
de les informacions. En aquest apartat s’estudien aquests dos conceptes, aixi com els criteris
per a comprovar si es satisfan o no.

En una parametritzacié que cumpleixi bones propietats cal que molts conceptes, com
dimensié o volum, siguin independents de la posicié de ’element en I’entorn. Es a dir, cal
que al fer un moviment rigid en el conjunt d’elements 1’aplicacié que aquest moviment defineix
de manera natural en ’espai de parametres conservi aquests conceptes. Per aix0 s’intodueix la
segiient definicié:

Definicié 2.3 Donada una parametritzacio ' : £(X) — P(X) i un moviment rigid M : £(X) —
E(X) s’anomena aplicacid associada a M a Uaplicacio
M*: P(X) —» P(X)
X = M*x)=TD(M(T1(x))).

Una de les propietats desitjables d’una bona parametritzacic és la regularitat. Si Iespai
de parametres és una varietat diferenciable en cada vector de parametres hi ha definit un espai
tangent i per a que la parametritzacié sigui regular (no singular) cal que al fer un moviment rigid
en el conjunt d’elements els corresponents parametres tinguin espais tangents isomorfs. Aix{ en
particular es conservara la dimensid.

Definicié 2.4 (Parametritzacié regular) Una parametritzacié T’ : £(X) — P(X), on Uespai
de parametres P(X) és una varietat diferenciable, s’anomena regular en xo € P(X) si les
aplicacions tangents dM™ de les aplicacions M™ associades a tot moviment rigid M sén
isomorfismes, és a dir,

VMmoviment rigid ~ dM™ : Tx,P(X) = Tag+(x,)P(X) €s un isomorfisme
on TxP(X) és l’espai tangent a P(X) en x. Un punt que no és regular s’anomena singular.
La segilient proposicié déna un criteri practic per a comprovar la regularitat o singularitat.

Proposicié 2.1 En una parametritzacio I : £(X) — P(X), on Uespai de parametres P(X) C
IR" és una varietat diferenciable de dimensio n, xg € P(X) és regular si i només si

V moviment rigid M : £(X) — £(X)  det (aé‘i (xo)> £0, - (2.1)
on %";’c—‘ és la matriu jacobiana de M*. Si dim(P(X)) < n, la condicio 2.1 és només una

condicié suficient de regularitat de la parametritzacié en Xo.
Demostracié:

Si la dimensié de P(X) és n, 'aplicacié tangent dM* té matriu Qaif(-:(xo). I per a
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que aquesta aplicacié lineal entre dos espais tangents de dimensié n sigui isomorfisme és
necessari i suficient que el determinant no s’anulli. Si la dimensié de P(X) és menor que n, la
condicié anterior assegura un isomorfisme entre espais tangents d’una supravarietat de P(X)
que restringit als subespais tangents de P(X) coincideix amb dM™ i que per tant també és
isomorfisme. =

Una altra de les propietats desitjables d’una bona parametritzacio és ’estabilitat. Una
parametritzacié estable és aquella que a un mateix conjunt d’elements li assigna el mateix volum
en l'espai de parametres, independentment de la posicio. Es a dir que la mesura de volum en
lespai de parametres sigui invariant per moviments rigids en el conjunt d’elements.

Definicié 2.5 (Parametritzacié estable) Una parametritzacic T : &(X) — P(X)
s’anomena estable si l’espai de parametres P(X) té definida una mesura p ¢ si les aplicacions
M* associades a tot moviment rigid M conserven la mesura de P(X), és a dir,

VMmoviment rigid VA CP(X)  p(A) = pu(M*(A)).
En les parametritzacions no estables un mateix volum en l'espai de parametres no

representara el mateix volum en el conjunt d’elements. Per tant en aquests casos no es podran
comparar volums d’incertesa (apartat 3.4).

Proposicié 2.2 [Dur89] Una parametritzacié T : £(X) — P(X) C R*, on lespai de
pardametres P(X) C IR" és una varietat diferenciable on hi ha definida la mesura estandar

W(A) = / 1 on AcCP(X),
A
és estable si 1 només st

V moviment rigid M : £(X) — £(X)  Vxo € P(X) det (6;}/[{ (xo)) =1 (2.2)

Demostracio:

Només cal veure com varia la mesura g al fer un moviment rigid M,

oM
M’“A::/ 1.—=/ i A=/1 YA C P(X),
p(M*(A)) ey = Ja| % PouA)= | (X)
per tant el fet que la mesura és conservi és equivalent a I%“—;’E:'_: 1w

Sempre que sigui possible es triaran parametritzacions estables 0 com a minim sense
singularitats. Ara bé, si aix0 no és possible, per evitar les singularitats o punts on ’estabilitat
sigui molt dolenta es poden fer canvis de referéncia per moviment rigids.

S’analitza a continuacié ’estabilitat dels exemples de I’apartat 2.1 (més detalls en [San76]).

¢ La parametritzacié I'y dels punts de ’espai per les seves coordenades (z,y, z) és estable, i
per tant regular, en tot punt. En efecte, un moviment rigid M té equacié M(x) = Mx+m,
essent x = (z,y,2)", M una matriu 3 x 3 ortogonal d’orientaci6 positiva i m € R3 i la

3 ., I3 - - 3 ’ . . - » * ’ .
seva aplicacié associada coincideix, és a dir M* = M. La matriu jacobiana Qg—;"-— és igual a

la matriu ortogonal M i per tant en tot punt det (%’-‘—;’c—'—) = det(M) = 1.
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e La parametritzaci6 Ty de les rectes del pla per (r,6), essent ’equacié de la recta
zcosf + ysin@ = r, és estable, i per tant regular. En efecte, un moviment rigid M té
equacié

! cosa  sina z m
(v)= (e @2) G+ (3): @9
y ~sina cosa/ \y n
La recta d’equacié z cos@ + ysin @ = r es converteix per M en la recta

z'(cos @ cos a ~ sin fsin &) + y'(cosfsin a + sinfcosa) = r — m cosf — nsin 4,

és a dir, en la recta zcos# + ysinf = r', essent @' = 04+ air’ =r—mcosd — nsind.
Per tant I’aplicacié M* : (r,8) — (r',6’) associada a M té jacobia

a(r',8")] |1 msind — ncosh =1
a(r,0) | |0 0 -

e La parametritzacié I's de les rectes del pla per (a,b), essent I'equacié de la recta
ar + by + 1 = 0, no és estable ni regular. En efecte, un moviment rigid M té equacié
(2.3) i la recta d’equacié ax + by + 1 = 0 es converteix per M en la recta

z'(acosa —~bsina) + y'(asina + becosa) + 1 + ma + nb = 0,

és a dir, en la recta a’z’ + b'y’ + 1 = 0, essent

, _acosa—bsina ; ,_ asina+bcosa
T 1+ ma+nb T 14+ ma+nb

D’aqui calculant es dedueix que I'aplicacié M* : (a,b) — (d’,b’) associada a M té jacobia

d(d',b")| _ 1
d(a,b) | (1 +ma+ nd)3

Per tant la parametritzacié és singular en aquelles rectes que fan 1 + ma + nb = 0, que
sén aquelles que tenen imatge per M passant per ’origen de coordenades. A més, tampoc
és estable en totes les rectes on és regular, ja que en general el jacobid no és igual a 1.

¢ La parametritzacié I'y de les rectes del pla per (p, g), essent ’equacié de la recta y = pz +g,
no és estable ni regular. En efecte, un moviment rigid M té equacié (2.3) i la recta d’equacié
y = pT + q es converteix per M en la recta

y'(cosa — psina) = z'(sina + pcos @) + m(—sina — pcosa) + n(cosa — psin @) + g,
és a dir, en la recta y' = p'z’ + ¢, essent

, _sina+pcosa i o _msina+pcosa o q
cosa — psina cosa — psina cosa —psina’
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D’aqui calculant es dedueix que aplicacié M™ : (p,q) — (7, ¢’) associada a M té jacobia

o, 4| _ 1 '
(p,q) (cosa — psina)3

Per tant la parametritzacié és singular en aquelles rectes que fan cos o — psina = 0, que
sén aquelles que tenen imatge per M parallela a I'eix y. A més, tampoc és estable en totes
les rectes on és regular, ja que en general el jacobia no és igual a 1.

o La parametritzacié I's de les rectes del pla per (p, V), essent v un vector director unitari
de la recta i p un punt de la recta tal que p-v = 0, és estable i per tant regular. En efecte,
un moviment rigid M té equacié x’ = Mx + m, essent M una matriu 2 X 2 ortogonal
directa, x = (z,y)!im € IR2. La recta d’equacié X = p + Av es converteix per M en la
recta X' = m+ Mp + AMyv, que es pot escriure també com x’ = p’ + Av/, essent v/ = Mv
un vector unitari i p’ = m+ Mp + (m-v)v un punt de la recta tal que p’- v/ = 0. D’aqui
calculant es dedueix que l'aplicacié M* : (p,v) — (p’,Vv’) associada a M té jacobia

a(p’, v’

ey~ IM|? = 1.

¢ La parametritzacié I's dels objectes rigids del pla per (z,y,6), essent (z,y) un punt fix de
I’objecte i 8 I’angle entre I’eix z i un vector fix en ’objecte, és estable i per tant regular. En
efecte, un moviment rigid M té equacié (2.3), la qual ja déna I’expressié de la imatge per
M del punt fix i el vector fix (cos#,sin 8) es converteix en (cos’,sin8’), essent §' = 6 + .
Aixi doncs, el jacobia de 'aplicacié M™ associada a M és

) cosa —sina 0
68(2: Y ’Z sinae  cosa 0|=1.
(x’ y? ) 0 1

e La parametritzacié I'y de les rotacions de I’espai per un vector director unitari de 1’eix i
l’angle, (u,§), no és estable ni regular. En efecte, un moviment rigid M és una rotacié ja
que no hi pot haver translacié perque I’origen ha de ser fix en aquests elements. La imatge
per M de la rotacié R(u, §) és la rotacié R(u’,6’) = R(n,a)o R(u,d), essent M = R(n, a)
i les equacions implicites de Paplicacié M™ : (u,8) — (u’,8') sén

¢ o 6 a6,
cos 0l = COS 3 cos 5~ sin 5 sin En u,
sin —iu' = oS g sin ﬁu + sin a cos gn + sin a sin gn X U.
2 2 2 2 2 2 2

Derivant a partir d’aquestes equacions i operant s’obté que el jacobia és

o(u’, 0’) sin %
d(u,8) |~ sin? &
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. . . s
Per tant la parametritzaci6 és singular en aquelles rotacions que fan sin % =0osin % =0,

que corresponen a la rotacié identitat. A més, tampoc és estable en totes les rotacions on
és regular, ja que en general el jacobia no és igual a 1.

La parametritzacié I's de les rotacions de ’espai pels seus angles Roll-Pitch-Yaw (¢,8,)
no és estable ni regular. En efecte, un moviment rigid M és una rotacié i la imatge per
M de la rotacié R = Rot.(¢) - Rot,(0) - Rotz(%) és Rot,(¢') - Roty(8') - Rot.(¥') = MR.
L’expressié de ¢',8' i ' en funcié de ¢, i 1, aixi com la seva matriu jacobiana es poden
trobar en [Tar90] i el jacobia que s’obté és

0(¢4',6',¢)
9(¢,0,7)
Per tant la parametritzacié és singular en aquelles rotacions d’angle 6 = Z 06 = 2. A

més, tampoc és estable en totes les rotacions on és regular, ja que en general el jacobia no
és igual a 1.

La parametritzacié T'g de les rotacions de l’espai pels coeficients de les seves matrius
ortogonals directes R és estable i per tant regular. En efecte, un moviment rigid M és una
rotacié de matriu M i la imatge per M de la rotacié té matriu R’ = MR. L’aplicacié6 M*
expressa els coeficients de R’ en funcié dels coeficients de R i la seva matriu jacobiana és

mpl moyl mal
J= mlzl ngl m321 N
my3l ma3l ma3l

essent m;; els coeficientd de M i I la matriu identitat 3 x 3. I el determinant d’aquesta
matriu és

det(J) = det(M)> = 1.

La parametritzacié I'yo dels objectes rigids de I’espai per les coordenades p d’un punt fix
i la parametritzacié I'(R) d’una rotacié R que transformi ’eix z en una direccié fixa és
estable si ho és la parametritzacié de les rotacions. En efecte, un moviment rigid M té
equacié x’ = Mx + m, essent M una matriu 3 x 3 ortogonal directa i m € IR3. La imatge
per M de I'objecte de parametres (p,I'(R)) és l'objecte de parimetres (p’, I'(R’)), essent

s

p’=Mp+miR = MoRiper tant el jacobia de M* és

op
9] = det ( % J("r)) =aee (N 16 ) = MO = (D),

essent J(I') la matriu jacobiana de I'. Per tant el jacobid |J| és igual a 1 si i només si ho
és |J(T)).
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A més de les propietats d’estabilitat i regularitat és desitjable que una parametritzacio
converteixi les relacions geomériques més freqilents en equacions lineals. Aquesta propietat és
molt important per a la propagacié d’incertesa que s’introduira en el capitol 5. Ara bé, no és
facil trobar parametritzacions que facin lineals les relacions.

Un exemple de relacié lineal pot ser el parallelisme entre rectes, amb la parametritzacié [y,
ja que el parallelisme entre les rectes de parametres (7 61) i (r2,68;) es converteix en 6; = 6.

Per contra, vegem a continuacié com la relacié punt pertany a recta en el pla no té equacions
lineals per cap de les parametritzacions de rectes més usades.

e Per la parametritzacié I'; la relacié el punt (z,y) pertany a la recta (r,6) té equacié
zcosf + ysin @ = r, que no és lineal clarament.

e Per la parametritzacié I's la relacié el punt (z,y) pertany a la recta (a,b) té equacié
az + by + 1 = 0, que tampoc és una equacié lineal en les variables (z,y, a,b), encara que

és bilineal.

e Per la parametritzacié Ty la relacié el punt (z,y) pertany a la recta (p,q) té equacié
y = pz + ¢, que és bilineal, perd no lineal respecte les variables (z,y,p, ¢), com en el cas
anterior.

e Per la parametritzacié I's la relacié el punt (z,y) pertany a la recta (p,v) té equacié
(P — pPo) - v = 0 que és bilineal respecte (p, V), perd no lineal, com en els casos anteriors.

2.3 Parametritzacid a través de transformacions de referéncies

En aquest apartat es presenta breument un exemple de parametritzacions molt usades en el camp
de la Robotica [Por88, SSC88, TL92, Tar90] i que és homogeni pels diferents tipus d’elements
geomeétrics. Aquestes parametritzacions es basen en la idea de referéncies locals de cada element
i de simetries d’aquests elements. Es pot trobar una descripcié més extensa en [Tar90].

Es pot associar a cada tipus d’element geometric una referéncia, anomenada referéncia local,
de forma que I’origen estigui situat sobre I’element i els eixos alineats amb ell. Per exemple: una
referencia local d’un punt de P’espai té1’origen en el punt i els eixos sén qualsevols (figura 2.3 a);
una referéncia local d’una recta de ’espai té 1’origen en un punt qualsevol de la recta, té I’eix
alineat amb la recta i els altres dos eixos sén qualsevols formant un triedre ortogonal junt amb
el primer (figura 2.3 b); un pla de ’espai té referéncia local amb origen en un punt qualsevol
del pla, eixos z i y qualsevols ortogonals sobre el pla i ’eix z normal al pla (figura 2.3 c); una
referencia local d’un objecte rigid de ’espai té I'origen en un punt de I’element i els eixos fixats
respecte les arestes de ’element (figura 2.3 d).

Un cop associada una referencia local a cada tipus d’element geométric, cada un dels
- elements d’aquest tipus pot ser determinat pel moviment rigid tpsg que transforma la referéncia
global de 'entorn M (referéncia mén) en la referéncia local E corresponent. La imatge per
aquest moviment {prp d’un punt P expressat en la referéncia E és el mateix punt expressat en
la referéncia M, és a dir, pp = tpme(pE) (veure la figura 2.4).

Els moviments rigids positius, i per tant les transformacions de referéncies, es poden
expressar com a composicié d’una rotacié i una translacié i per tant es poden representar amb
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(2) (b)

z y
y z g

() (d)

Figura 2.3: Referéncies locals a ’espai de: (a) punt, (b) recta, (c) plai (d) objecte rigid

Figura 2.4: Representacié d’un punt en diferents referéncies




2.3. Parametritzacié a través de transformacions de referéncies 16

| Element | Grup de simetria |
punt Ry,
recta T; - R;-Cyy
pla Tey: R, Co.
objecte rigid I

Taula 2.1: Grups de simetria dels elements basics

una parametritzacié qualsevol de les rotacions (apartat 2.1) i les coordenades del vector de
translaci6. Expressant les rotacions pels angles Roll-Pitch-Yaw, un moviment rigid ¢ € MO(3)
té associat el vector de parametres x(t) = (z,y, 2, ¢,6,%), on

t = T(z,9,2) Ra(8) - Ry (6) - Ro().

Ara bé, per molts dels tipus d’elements geometrics les referéncies locals, no sén tniques i
per tant no es poden utilitzar directament per a parametritzar aquests elements. Per exemple,
com a referéncia local d’un punt és valida qualsevol referéncia amb origen en el punt i eixos
qualsevols. L’estudi del conjunt de referencies locals valides esta lligat a I’estudi de les simetries
de P’element.

Les simetries d’un element geomeétric £ estan representades pel grup de simetria associat,
S¢, que esta format pel conjunt de moviments rigids positius que deixen 1'element invariant, és
a dir,

Se ={te MO3)| «¢£) =€},

conjunt que forma un subgrup del grup MO(3) dels moviments rigids de I’espai amb ’operacié
composicié. Si es fixa una de les referéncies en una referéncia local £ de l’element £ i s’expressen
els moviments com a transformacions d’aquesta referéncia F a altres E’, el grup de simetria S €
correspon a les referéncies E’ que també sén locals, és a dir:

Se = {tgpr € MO(3)| la referéncia E’ és local per £} .
&

Els elements d’un mateix tipus tenen grups de simentria conjugats i per tant isomorfs. A
més, els grups de simetria d’elements del mateix tipus sén iguals si s’expressen en les respectives
referéncies locals. Aixi, expressant els grups de simetria en referéncies locals, es pot parlar de
grup de simetria d’un determinat tipus d’elements.

Per altra banda el grup de simetria d’un element es pot expressar com el producte § = M-C,
on M és un grup infinit, anomenat grup de moviment continu, i C és un grup finit i ciclic. El
grup de moviment continu M es pot expressar com a producte de subgrups de translacions
i subgrups de rotacions. En la taula 2.1 es poden veure els grups de simetria dels elements
geometrics més basics.

Tal com s’han escollit les referéencies locals, els grups de simetria corresponen a les
transformacions de referéncies que modifiquen amb qualsevol valor alguns parametres (els que
corresponen als eixos de simetria) i que no modifiquen els altres pardmetres. Per exemple el grup
continu de simetria d’una recta M = TR, estd format per moviments que sén composicié de
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Figura 2.5: Parametres lliures i lligats de les referénces locals d’una recta

translacions en la direccié de I’eix z i rotacions entorn d’aquest eix i per tant sén transformacions
que modifiquen els parametres z i 9, perd no els parametres y,z,¢ 1 6, és a dir,

Ty R ={te MO3)| x(t)=(z,v,2,4,0,%) y=z=¢=0=0 =z,9 qualsevols }.
En general, el grup de simetria d’un tipus concret d’elements esta format pels moviments
que tenen uns determinats parametres nuls, que s’anomenen parametres lligats, i els altres
parametres, que poden prendre qualsevol valor i s’anomenen parametres. lliures. Aixi per les
rectes de I’espai els parametres lliures sén (z,) i els lligats (y, 2, ¢,0) (figura 2.5).

Els conceptes de parametres lligats i lliures permeten definir parametritzacions dels elements
geometrics a través de les referéncies locals. En efecte, un cop fixada una referéncia global de
Pentorn de treball, un element geomeétric d’un cert tipus queda determinat per una referéncia
local. D’entre les infinites referéncies locals possibles per cada element s’escull aquella referéncia
local E tal que la transformacié ¢y tingui els parametres lliures nuls. Aixi, els pardmetres
lligats de targ formaran el vector de parametres de I’element.

Definicié 2.6 S’anomena parametritzacié referencial dels elements de tipus X a laplicacié

£§x) I R
element & — pumE = vector de parametres lligats de tyg
essent E és una referéncia local de £
i tenint tprp els parametres lliures nuls,

on M és una referéncia mon.

La regularitat i D'estabilitat d’aquestes parametritzacions depén del tipus d’element
geometric.



Capitol 3

Model d’incertesa adoptat

Les observacions sensorials comporten un cert error i per tant es diu que sén incertes. Un
sistema de tractament d’informacié sensorial ha de tenir en compte la incertesa de les dades per
a construir un model consistent de Pentorn. L’objectiu d’aquest capitol és establir un model
matematic per al tractament d’aquesta incertesa.

El model d’incertesa ha de permetre el calcul efectiu de les dues operacions basiques d’un
sistema d’integracié d’informacié: la fusié de diverses observacions d’un mateix element i la
propagacié d’informacié entre elements relacionats. A més, el model ha de permetre representar
informacié parcial i obtenir mesures de la incertesa o magnitud d’error d’'una determinada
observacié.

En robotica i altres camps s’ha utilitzat basicament dos models d’incertesa: el model
probabilistic i el model d’error fitat. En el model probabilistic es considera l’error com
una variable aleatoria amb una certa distribucié de probabilitat, en general gaussiana, i els
mecanismes de fusié d’informacié venen donats per metodes probabilistics d’estimacié (estimacié
per maxima versemblanca o equivalents) i la propagacié d’informacié es realitza per calcul
matricial. En el model d’error fitat es consideren les regions fitadores de la incertesa, que
son regions de ’espai de parametres determinades per les fites de V’error que cada observacié
proporciona. En el capitol 8 es fa una comparacié d’aquests models. En aquest treball
s’ha adoptat el model de fitacié per la seva major aplicabilitat alhora que significa un cost
computacional raonable.

3.1 Model d’incertesa fitada

En aquest treball un element geomeétric esta representat per un vector de parametres d’una certa
dimensié. Tal com s’exposa en el capitol 2 hi ha diverses formes d’assignar aquests vectors de
parametres, diverses parametritzacions. Ara bé, el sistema de tractament d’incertesa presentat
és independent de la parametritzacié utilitzada i per tant és valid per qualsevol.

Un element geometric estd representat per un vector de parametres x, € RR™ d’una
certa dimensié n. Una mesura o observacié d’un element geométric representat pel vector de
parametres X, no déna el valor exacte de x,, siné que té associat un error. L’error és desconegut,

18
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(a) (b)

Figura 3.1: Incertesa d’una recta en (a) I’entorn i en (b) I’espai de parametres

perd si se’n poden conéixer unes fites (en totes o algunes direccions). Aquestes fites formen una
regi6é Iy en D’espai de parametres R™, anomenada regié d’incertesa de la mesura, dins de la qual
podem assegurar que s’hi troba el parametre real x,. Aixi, doncs, una mesura o observacié d’un
element geomeétric en aquest model consisteix Wnicament en donar una regié d’incertesa.

Definicié 3.1 (Observacid) Donat un element geométric £ representat per un vector de
parametres x € IR", una observacio o mesura de l’element és una regic Ix de IR", tal que
el valor real x, de x pertany a Ix (figura 3.1).

Qualsevol punt de la regié d’incertesa Ix és igualment valid com a estimacié del parametre
Xr, ja que no es pressuposa cap distribucié de probabilitat dins de la regié. Aixd, per una banda,
permet utilitzar el model en una gran varietat de casos, inclis quan es desconeix la distribucié
de les observacions. Ara bé, per altra banda, té I'inconvenient que no déna una estimacié wnica
de I’element. Si cal obtenir una estimaci6 tinica i no hi ha cap criteri addicional, es tria el centre
de la regid, si existeix.

3.2 Regions ellipsoidals d’incertesa

El tipus de conjunts que s’esculli per a les regions d’incertesa ha de permetre modelar la incertesa
diferent en les diferents direccions alhora que ha de comportar la realitzacié de forma eficient
de les operacions de fusié i propagacié d’informacié. Alguns dels tipus de conjunts utilitzats en
la literatura sén: politops, ortotops (politops de cares ortogonals entre si), ellipsoides o regions
ellipsoidals i altres tipus de conjunts convexos. En aquest treball s’utilitzaran els elipsoides per
a les regions d’incertesa, ja que els corresponents mecanismes de fusi6 i propagacié d’informacié
estan basats en el calcul matricial i per tant sén raonablement eficients. Els ellipsoides s’han
utilitzat per a modelar incerteses, tant en el camp de la robotica com en el de teoria de sistemes
[Del89, FH82, PMS91, RH90, ST91, ST93, WP90).

Les fites de I’error de mesures donades per sensors sén, habitualment, fites de cada una de
les coordenades de la mesura; defineixen per tant semiespais o franges en Pespai de parametres.
Les regions d’incertesa sén aleshores interseccié d’aquests semiespais i/o franges, i per tant
sén politops (figura 3.2a). A efectes de reduir I’espai d’emmagatzemament i el cost dels
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(a) (b)
Figura 3.2: (a) Politop i (b) politop aproximat per eHipsoide

Figura 3.3: Politop com a interseccié de semiespais

calculs, aquestes regions d’incertesa politopiques (exactes) s’aproximaran per regions elipsoidals
(ellipsoides o cilindres elipsoidals) que els continguin de la forma més ajustada possible (figura
3.2b).

A continuacié s’introdueix la notacié utilitzada per a representar semiespais, franges,
politops i regions eHipsoidals.

o Un semiespai S de R™ té equacié n'x < b on n és un vector normal exterior.

e Un politop P de IR™ té equacié A*x < m on A és una matriu m X n i m € R™. Les files
d’A sén els vectors normals exteriors als semiespais que intersecats defineixen el politop
(figura 3.3).

* Una regi6 ellipsoidal £ de R™ té equacié (x — x0)'E(x ~ x¢) < 1 on Xo € R™ és el centre
i E és una matriu simetrica i definida positiva (o semidefinida positiva), que s’anomena
matriu d’€, o bé I’equaci6 equivalent (x — x0)!B~!(x — X¢) < 1 on B = E~! i s’anomena
matriu inversa de ’eHipsoide £ (figura 3.4). Si ’eHipsoide és no degenerat (té dimensid n i
no és cilindre) E i B sén matrius ben definides i no singulars i el centre és dnic. Si la regié
és un cilindre eHipsoidal no degenerat (dimensié n), E és singular i B no esta definida i té
tota una varietat lineal de centres. I si la regi6 és degenerada, és a dir estd continguda en
una varietat lineal, cilindre o no, té una equacié com ’anterior, perd de dimensié menor,
junt amb ’equacié de la varietat lineal que la contingui.

e Una franja F de R™ té equacié ¢ < n'x < b on n és un vector normal. Una franja és la
interseccié de dos semiespais paralels amb vectors normals en sentit contrari (nx < b i
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Figura 3.4: Regions ellipsoidals

—n*x < —c¢). Una franja també és una regi6 ellipsoidal cilindrica en totes les direccions
menys una (d’equacié (x — xg)'nn’(x — x¢) < 1) (figura 3.4).

3.3 Informacié completa, parcial i semiexacta

Una informacié exacta d’un parametre x € R"™ és completa si déna el valor cada una de les
coordenades zi,..., T, de x. En canvi es diu que la informacié és parcial si només déna algunes
de les coordenades de x o certes relacions entre aquestes coordenades que no permeten deduir
el valor de totes elles. En el cas d’informacions incertes el valor exacte no es déna mai, perd els
conceptes d’informacié completa i parcial es defineixen de la segiient forma:

Definicié 3.2 (Observacié completa) Una observacié incerta d’un parametre x € IR" és
completa si la regio d’incertesa Iy de l’observacid és una regid fitada de IR"

En el model ellipsoidal la regi6 d’incertesa d’una observacié completa és, doncs, un ellipsoide
no cilindric, que per tant té matriu associada i matriu inversa definides positives no singulars i
centre inic (figura 3.5a).

Definicié 3.3 (Observacié parcial) Una observacié incerta d’un parametre x € IR™ és
parcial si la regio d’incertesa Iy de l’observacic és una regid no fitada de IR™

En el model elipsoidal la regié d’incertesa d’una observacié parcial és, doncs, un cilindre
eHipsoidal, que per tant té matriu semidefinida positiva i singular, no té matriu inversa i el
centre no és tnic. El cilindre és ilimitat en una o més direccions, que corresponen als valors
propis nuls de la matriu. Els centres del cilindre formen una varietat lineal que és ilimitada en
les mateixes direccions (figura 3.5b).

En les direccions no fitades d’un cilindre elipsoidal d’incertesa tot valor és possible, és
a dir, la incertesa és total en aquelles direccions. Per tant una observacié parcial no déna
informaci6 en totes direccions, siné només en algunes. En canvi, una observacié completa té
regi6 d’incertesa fitada en totes les direccions i per tant déna informacié en totes les direccions;
i com a conseqiiencia déna informacié de totes les coordenades del parimetre.
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Figura 3.5: Regions ellipsoidals i politdpiques, (a) fitades, (b) no fitades

En ocasions es coneix el valor exacte d’algunes coordenades del parametre o d’algunes
relacions entre ells. En aquests casos es parla d’informacié semiexacta.

Definicié 3.4 (Observacié semiexacta) Una observacid incerta d’un parametre x € IR" és
semiezacta si la regio d’incertesa Ix de l’observacio és una regié de IR™ de dimensid r menor
que m.

La regié d’incertesa d’una observacié semiexacta estd continguda en una varietat de
dimensié 7 de R™, que té equacié vectorial h(zy,...,z,) = 0. Aixd significa que les coordenades
de x satisfan la relacié6 h(zi,...,z,) = 0 de forma exacta (sense incertesa). Una observacié
semiexacta tant pot ser completa com parcial depenent de si la regié d’incertesa és fitada o no.
En aquest treball s’utilitzen varietats d’equacions lineals solament i en el cas que les equacions
reals no siguin lineals sén aproximades localment per equacions lineals.

En el model ellipsoidal la regié d’incertesa d’una observacié semiexacta és un eMipsoide
(cilindric o no) inclos en una varietat lineal de R™, que té matriu inversa semidefinida positiva
i singular (de rang r) i no té matriu associada definida.

Una observacié exacta és un cas particular d’una observacié semiexacta on la regi6
d’incertesa és de dimensié zero, és a dir, es redueix a un sol element (el valor exacte del
parametre).

3.4 Mesura de la incertesa

La mesura de l'incertesa d’una observacié ve donada pel volum de la regié6 d’incertesa
corresponent. Aqui cal destacar que s’estd treballant amb parametritzacions no
sobredeterminades (apartat 2.1) i per tant la mesura d’una regié o conjunt en l’espai de
parametres és igual al volum d’aquesta regié.

El volum d’un eHipsoide £ no cilindric és:

1
(&) =k, ——= =k, -VdetB,
vol(€) Vet B ¢

on k, = F——("l'izﬁ) és igual al volum de l’esfera de radi unitat en IR™, essent n la dimensié de
2
I’ellipsoide.
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Per cilindres ellipsoidals, el volum és infinit, encara que es pot definir un volum degenerat
igual al volum de la secci6 ortogonal.

Es poden definir altres mesures d’incertesa, com el didmetre, que és la distancia maxima
entre elements de la regid, I’estretor, que és la distancia minima entre elements o I’area de la
superficie [Com93]. En elipsoides el diametre és igual al doble de I’arrel quadrada del valor
propi maxim de la seva matriu inversa, I’estretor és igual al doble de ’arrel quadrada del valor
propi minim d’aquesta matriu i I’area de la superficie esta relacionada en certa forma amb la
traca de la matriu.

Per a que els volums de les regions d’incertesa (o les altres mesures d’incertesa) tinguin
significat cal que totes les coordenades del vector de parametres estiguin mesurades en les
mateixes unitats o equivalents. A més, per a poder comparar mesures d’incertesa d’elements en
posicions diferents cal que la parametritzacié usada sigui estable (capitol 2).

3.5 Propietats
El model anterior té tota una série de propietats positives, que es resumeixen a continuacié:
Incertesa. El model permet representar mesures amb error, aixi com la variacié d’aquesta

incertesa en les diferents direccions de ’espai de parametres.

Informacions parcials. Permet representar tant informacions parcials com completes d’un
element geometric.

Emmagatzemament. L’espai necessari per a emmagatzemar la informacié d’un element és
constant, ja que consisteix en un vector i una matriu.

Distribucié d’error. No pressuposa cap distribucié de probabilitat de ’error.

Mesura de la incertesa. Es pot mesurar la incertesa de cada observacié.
Cal també enumerar les propietats negatives:
Estimacié. No déna una tnica estimacid, siné tot un conjunt de possibles estimacions, sense

distingir quines tenen major o menor probabilitat de ser reals.

Incertesa no exacta. Les regions d’incertesa ellipsoidals no sén exactes, siné aproximades.
Cada regi6 ellipsoidal conté la corresponent regi6é exacta donada per la font d’informacis,
pero pot haver introduit incertesa.



Capitol 4

Fusi6é d’informacié competitiva

Cada sensor proporciona normalment observacions parcials i amb un cert error sobre els elements
geometrics de ’entorn, per tant cal la contribucié de diversos mecanismes sensorials i cal tenir
en compte la incertesa de les dades per a construir un model consistent de l’entorn. Es parla
d’informacié competitiva quan es disposa de diverses observacions d’un mateix element geometric
provinents de diferents sensors o fonts d’informacié, cada una amb una certa incertesa associada.
En aquest cas és important poder calcular una sola estimacid, la millor estimacié possible, i
calcular-ne també la incertesa corresponent.

En el model de fitacié d’incerteses adoptat una observaci6 del vector de parametres d’un
element geométric és una regié d’incertesa que contingui la mesura real del parametre. I la
millor estimacié sera aquella que tingui regié d’incertesa menor. Com que cada observacié d’un
mateix element geometric té la seva regié d’incertesa i la mesura real esta en cada una d’elles
amb tota seguretat, la menor regi6é on es pot assegurar que hi ha el valor real és la interseccid
de les regions de cada observacié. Ara bé, si les regions d’incertesa estan limitades a tenir
una forma determinada (elipsoidal, politopica o altra), aleshores la millor estimacié és la que
té associada la regié menor que contingui la interseccié i tingui la forma demanada. Aquesta
‘millor estimacié’ junt amb la seva regié d’incertesa és el que s’anomenara fusid.

En el cas de regions politopiques, la interseccié és sempre politdpica i per tant la fusié es
redueix a la interseccié (figura 4.1 a). En canvi, si les regions sén ellipsoidals, la interseccié no
és en general elipsoidal i per tant la fusié és I’elipsoide que conté la interseccié dels eHipsoides
donats de la forma més ajustada possible (figura 4.1 b). La segiient definicié precisa aquest
concepte.

Definicié 4.1 (Fusié de regions d’incertesa) Donat un conjunt d’observacions d’un mateizr
element geométric amb regions d’incertesa ellipsoidals (Ex)rek, la fusid d’aquestes regions és la

regic ellipsoidal & de menor volum que conté ﬂ Er. Aquesta regid la notarem & = ﬂ Ek.
k€K keK
En altres paraules es pot dir que la fusié d’un conjunt d’eHipsoides és I’envolupant ellipsoidal
de la interseccidé dels elipsoides.

Es parla d’informacié competitiva quan es disposa de diverses observacions d’un mateix
element geomeétric que formen un conjunt sobredeterminat d’informacié, és a dir, que si fossin
observacions exactes i estessin en posicié general, serien incompatibles entre si. Geometricament
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(2) (b)
Figura 4.1: (a) Fusié de politops i (b) fusié d’eHipsoides

dos eHipsoides d’incertesa, degenerats o no, corresponen a informacions competitives si les
respectives varietats de centres no es tallen en posicié general. Cal observar que dos
eHipsoides diferents sén competitius encara que els seus centres (estimacions) coincideixin,
perque representen incerteses diferents. Aquest concepte es precisa en la segiient definicié.

Definicié 4.2 (Observacions competitives) Dues observacions d’un mateiz element geo-
métric amb ellipsoides d’incertesa respectius £y i £2 son competitves si 1 només si

rang(E1, Eq) < rang(E,) + rang(E,),

essent By i Eq les respectives matrius associades.

Un conjunt d’observacions d’un mateix element pot ser incompatible degut a errors. En el
model de fitacié d’incerteses la incompatibilitat significa impossibilitat que la mesura real estigui
en totes les regions, és a dir, que la interseccié sigui buida.

Definici6é 4.3 (Observacions incompatibles) [Com93] Un conjut d’observacions d’un
mateir element geométric amb regions d’incertesa ellipsoidals (Ex ) ke €s incompatible si

(& =0.
keK
Una observacié és redundant si no aporta cap informacié nova respecte la informacié donada

per observacions anteriors. Es important detectar les observacions redundants, ja que aixi no
cal fusionar-les i s’estalvien calculs.

Definicié 4.4 (Observacié redundant) [Com93] Es defineiz la contribucié d’un conjunt &,,
al conjunt (Ex)ker com
cont(Ey,) = vol ﬂ Ek | — vol n el
kEK—{m} keK
que €s la mesura de la informacid que es perd en treure £,,. Un conjunt £,, es diu que és
redundant si la seva contribucio és nulla.

El procediment de fusi6 de regions eHipsoidals que s’exposa en els apartats segiients és
iteratiu i per tant cal estudiar la seva convergéncia.
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Definicié 4.5 (Observacions convergents) [Com93] Donat un conjunt numerable de regions
d’incertesa (£1),¢ [V €5 defineiz com a convergent s
lim m &y és un sol punt.
—00
k<n

En els apartats segiients s’exposen els procediments per al calcul de la fusié, la deteccié
d’incompatibilitats i redundancies i l’estudi de la convergéencia amb regions d’incertesa
eHipsoidals [ST91].

4.1 Fusioé de regions ellipsoidals generals

La fusi6 de dues regions elipsoidals és el menor eHipsoide (degenerat o no), que conté la
interseccié de les regions donades. Per a calcular aquesta fusié es parteix dels elipsoides que
contenen ajustadament la interseccié dels dos ellipsoides donats, ja que la fusié sera un d’ells.

Definicié 4.6 Donat un conjunt A de IR™ es diu que Uellipsoide £ conté A de forma ajustada
si el conté i no hi ha cap altre ellipsoide entre £ i A, és a dir, si

ACE i AL ellipsoide £ #E: ACE CE.

En [Kah68] es demostra, pel cas d’eHipsoides amb el mateix centre, que és equivalent
contenir ajustadament la interseccié de dos eHipsoides a tenir per equacié una combinacié lineal
de les equacions del dos donats. Per altra banda, tal com s’enuncia en la proposicié segiient,
tenir aquest tipus d’equacié amb factors positius, és equivalent a tenir la frontera passant per
la intersecci6 de les fronteres dels elipsoides donats.

Proposicié 4.1 [SK63] Donats dos ellipsoides £, i £4 en posicié general, de matrius associades
E; i E; ¢ centres x; i X3, repectivament, els ellipsoides £ d’equacions

2 2
YAx-x)Ei(x—-x)<1 oon Ai20 i Y N=1 (4.1)
i=1 =1
son els ellipsoides la varietat frontera dels quals conté la interseccid de fronteres de £ 1 €.
L’elipsoide fusié de dos eHipsoides introdueix zones d’incertesa sobreres (que no estan en

la interseccid), perd convé observar que mai no s'introdueix incertesa que no estés previament
en algun del ellipsoides donats. Aixd és degut al segiient coroMari.

Corolari 4.1 En les hipotesis de la proposicid 4.1, els ellipsoides £ estan continguts en £1UE,.
La demostraci6 del coroHari és immediata.
En la segiient proposicié s’expressen les equacions 4.1 de forma simplificada.

Proposicié 4.2 En les hipotesis de la proposicié 4.1 les equacions dels ellipsoide £ es poden
ezpressar de la forma

E =} (T AE)

21
— x0)'E(x — <1 on xo = (CME)™ (2 AEix;) . .
(X Xo) (X XO) = k=1-% AixfEixi + X(t) (ZMED %o (4 2)
A2>0 i=1,2
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Demostracié:
Desenvolupant cada terme de Pequacié (4.1) i agrupant els termes quadratics, lineals i
de grau zero, s’obté

x! (Z /\,-E,-) x — 2x! (E /\;E,-x,') <1- E AixIE;x;.

Aquesta és ’equacié d’una quadrica, el centre xq de la qual és la solucié del sistema:
(CAE)x =T ABx; ésadi, xo=(TAE) (CAEx).

1la quadrica té, doncs, equacié
(x — xo)* (E /\,-Ei) (x - x0) < Z i — Z AxIEx; + x4 (z AiE,-) X

I dividint pel membre dret de I’equaci6é s’obté I’expressié buscada. m

Cal destacar que el centre xg és el punt X que minimitza la suma ponderada de distancies
als centres dels eHipsoides donats, perque ax (T Mi(x = x;:)'Ei(x — x;)) = 0 per x = Xg.

En el coroHari segiient es déna una altra expressié pels ellipsoides de la proposicié anterior.
CoroHari 4.2 En les hipotesis de la proposicio 4.1 les equacions dels ellipsoide £ es poden

ezpressar de la forma
E = L(E; + AE;)

-1
_ R(x — <1 Xo = X1 + /\(El + )\Ez) Ez(Xz - Xl) 3
(x—x0)E(x=x0) £1 on 30 77117 A(x2 — %1 )'En(E; + AE2)~1Eq (% — xl)( )
A>0

Demostracié:

Les expressions de xq i k del coroHari es dedueixen de les espressions en la proposicié
o1 . . . . 1 . A
4.2 utilitzant operacions matricials i fent Ay = 55 i A2 = T .

De tots els ellipsoides d’equacié (4.3), per a obtenir I’eHipsoide fusié cal calcular el parametre
A corresponent a aquell ellipsoide de volum minim. Utilitzant les técniques classiques de calcul
diferencial per a la minimitzacié i les propietats de les operacions matricials s’obté la proposicié:

Teorema 4.1 En les hipotesis del corollari 4.2, essent £1 i €3 dos ellipsoides no degenerats,
Vellipsoide & = £1NE3 fusio de £, i E2 t€ equacid (4.3) on X és arrel de

n (det(Ey + AE2)? — ¢'Eq[E; + AE]EA[E, + AE;]E;c) —

—traga([Ex + AE2]E;) ((1+ A) det(Ey + AE:) — A'E,[E; + ME;JEic) =0 (44)
i ¢ =Xy — Xj, on [A] denota la matriu de cofactors de A.

Demostracié:

En primer lloc expressem l’equacié anterior a partir de les matrius inverses dels
elipsoides, en lloc de les matrius associades E. Si B, B; i B, sén respectivament les matrius
inverses de £, £1 1 &2

B = kBQ(Bz + )\Bl)—lBl

% = x1 + AB1(B2 + AB1) 7 (x2 — x;) )

k=14+X- A(Xz - X])t(Bz + /\B})‘l(XQ — Xl)
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-1
ja que (E1 + AE2)™" = (Bf1 +AB3?) ™ =By(B, + AB1)'B1.

Minimitzar el volum d’un eHipsoide és equivalent a minimitzar el determinant de la seva
matriu inversa B, ja que vol (£) = k, - v/det B. Cal, doncs, calcular A tal que %(det B)=0.
Com que

1
— -1 - n____ -
det(B) = det (kB3(B; + AB1) "By ) = (det By )(det B2)k B 1B
només cal calcular A tal que f/(A) = 0, essent f(A) = %’ i D = det(B2 + AB;). Operant
matriciament s’obté:
k, =1- Ct(B2 + /\B])_lc + Act(Bg + )\B])_IBI(BZ + /\Bl)"lc =
=1-c!(Bz+ AB1)71By(B2 + AB1)~1¢, essent c=x;—x
i també s’obté:

D’ = traga([B; + AB;1]B)).

Per tant f'(A\) =0 <= Y- (nk'D~kD')=0 <= nk'D—kD' =0 <=
nD (1- c'(B; + ABy)™'By(B; + AB1)l¢) -

~traca([B; + AB1])B)) (1 + A= Aci(B, + ,\B,)-lc) =0,
que, multiplicant per D, déna

n (det(B; + AB1)? - c'[Ba + AB1B2(B: + AByle) —

—traga([By + AB1]By) ((1 + A)det(B; + AB;) — Ac![B, + /\Bl]c) =0,
equacié que es converteix en ’equacié de enunciat.

Aquesta és una equacié de grau 2n — 1 en A, perqué els termes de grau 2n s’anullen
entre si. En efecte, el coeficient de grau 2n en ndet(B; + AB;)? és n(det B1)?, el coeficient
de grau n en det(B; + AB;) és det By, el coeficient de grau n — 1 en traca([B; + AB,]B;)
és ndet By i llavors el coeficient de grau 2n en traga([B; + AB;]B;)(1 + A) det(B; + AB;) és
n{det By)?. A més, el grau no és menor que 2n— 1 perqué inclis en el cas que By = aI, B, = I
ic=(c,...c)' l'equacié queda

(14 Aa)*~Vgp ((1 —a—-nc?)+Aa(l-a+ ncz)) =0,

que ésdegrau2n—1. =

El teorema anterior déna una férmula tancada per a la fusi6 elipsoide-ellipsoide. Ara bé, el
calcul del paramtre X en el cas general no és gaire eficient, ja que ’equacié (4.4) és una equacié
polinomica de grau 2n — 1. En general, per n > 2, per a resoldre ’equaci6 calen técniques
numeriques. En el cas n = 2, és a dir, quan ’element geometric observat té 2 graus de llibertat
i per tant les regions d’incertesa son ellipses, I’equacié es pot resoldre de forma exacta.

En el cas on els dos ellipsoides inicials £; i £; tenen el mateix centre el calcul del parametre
A és molt més eficient, perqué aleshores ¢ = x; — x; = 0 i per tant I’equacié 4.4 es redueix a

ndet(E; + AE2) — (1 + Mtraga([E; + AE2]E;) = 0,
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Figura 4.2: Fusié ellipsoide — franja

que té grau n — 1.

4.2 Fusidé de regions elipsoidals via franges

Tal com s’ha vist en 'apartat anterior el calcul de I’eHipsoide fusié de dos ellipsoides en el cas
general porta a la resolucié numeérica d’una equacié polindmica. En aquest apartat es presenta
una alternativa a aquest calcul utilitzant la fusié en un cas particular, la fusié d’un ellipsoide i
una franja. '

Com es veura tot seguit 1’eHipsoide fusié d’un eHipsoide no degenerat i una franja es pot
calcular a través d’una férmula matricial. I per calcular la fusié6 de dos eHipsoides és possible
donar un procediment aproximat, descomposant un dels ellipsoides en diverses franges, les quals
es fusionaran successivament amb I’altre ellipsoide o el resultat de la fusié anterior. L’eHipsoide
resultant amb aquest procés no és el menor ellipsoide contenint la interseccié dels donats (fusid
exacta), perd si que n’és una bona aproximacié, ja que conté aquesta interseccié i és menor que
els dos ellipsoides inicials. Per tant I’estimacié obtinguda redueix la incertesa de les obervacions
inicials.

Els dos apartats segiients exposen amb detall el procés descrit.

4.2.1 Fusi6 ellipsoide - franja

L’eHipsoide fusié d’un elipsoide i una franja donats és ’eHipsoide de menor volum contenint la
seva interseccié (figura 4.2). L’expressié de la matriu i el centre d’aquesta fusié venen donades
pel segiient teorema. Cal destacar, que aquest calcul és exactament el mateix que es realitza en
cada pas del metode de I’elipsoide de programacié lineal.

Teorema 4.2 (Fusié elipsoide — franja) Donat un ellipsoide £ de R™ de matriu inversa B
i centre Xg ¢ donada una franja F d’equacié B/ < n*x < f on n € IR és el seu vector normal i
B,8' € R, situats en posicid general, Uellipsoide fusié & = EAF té matriu inversa B i centre %
donats per
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x

Figura 4.3: Elipsoide i franja incompatibles

B = k(B—%Bnn‘B),

.. __n 22
ko= 2(712—1) (n(2 «a a )+p)7
£ = x _a-d

T T G

_ onfa-dP+20l-ad)-—p . ;.
o = mfi)a ) si aFad 1 0o
p = VAl-e)(1-a?)+n2(e? - a?P,

G = n'Bn,
o = n'xo — f8 ; a,_ﬂ'-—ntxo

VG VG

si-l1<a,d/<l,ad <iin>1

cBn,

il
&
Q
I
Q

La demostracié d’aquest teorema, aixi com les de les proposicions 4.3, 4.5 i 4.6 es poden
trobar en [BGT81].

Cal fer notar que « i o' sén les distancies amb signe en la metrica de la matriu B de xq als
hiperplans de la franja n'x < 8 i 8’ < n'x, respectivament.

La formula del teorema 4.2 facilita la detecci6 a priori d’incompatibilitats i de redundancies
de forma eficient, tal com es veura en les proposicions segiients. D’aquesta manera s’evitara
Pesfor¢ computacional del calcul de la fusié en aquests casos. A més, s’obté un segon criteri
d’incompatibilitat que sera d’utilitat tedrica més endavant.

Proposicié 4.3 (Criteri d’incompatibilitat 1) Amb les hipotesis i la notacid del teorema
4.2, Vellipsoide £ i la franja F son incompatibles si, i només si, a« > 1 o a’ > 1 (figura 4.3).
Proposicié 4.4 (Criteri d’incompatibilitat 2) Amb les hipotesis i la notacid del teorema
4.2, Dellipsoide £ i la franja F son incompatibles si, i només si, k < 0.
Demostracié:
E<0 <= n(2-a?-a?)+p<0
pr— \/4(1 - a2)(1 - a/2) +F2(a2 — a/2)2 < n(a2 + a'? — 2)

Definint a =1 —a?ia’ =1 - a? k < 0 é equivalent a
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Figura 4.4: Franges redundants respecte els ellipsoides

(2) (b) (c)
Figura 4.5: (a) Franja que no talla Pelipsoide pels dos costats, (b) estrenyiment de la franja i
(c) fusié resultant

4ad’ + n*(a—d')? < n¥(a+d')? <= 4ad(n?*-1)2>20 <> a>0 o a' >0
< la]<1 o Jo|<1

icom que ' < 8= o' < —a, ésequivalent a:

a>1 (ialeshores o' <-1) o & >1 (ialeshoeres a<—1) u

Proposicié 4.5 (Criteri de redundancia) Amb les hipotesis i la notacidé del teorema 4.2,
una franja F és redundant respecte lellipsoide £ si, i només si, aa’ > 1/n (figura 4.4).

Un cas particular de redundancia es déna quan la franja conté I'ellipsoide, és a dir, quan
a<-11i o <-1.

En els casos que un hiperpla de la franja no talla 1’elipsoide les férmules del teorema 4.2
no donen la fusié, perque aquesta no és un elipsoide de la familia lineal definida per ’ellipsoide
i la franja (figura 4.5 a). Per a calcular la fusié s’ha de calcular una franja auxiliar parallela a
Panterior i tangent a I'ellipsoide (figura 4.5 b) i calcular la fusié amb la franja auxiliar (figura
4.5 c), tal com especifica la proposicié segiient.

Proposicié 4.6 (Estrenyiment de franja) Amb les hipotesis i la notacid del teorema 4.2, si
a< -11-1<a <1 la fusid s’0bté fent o = ~1. Andlogament, sia’ < -1i-1<a<1la
fusié s’obté fent o = —1.
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Figura 4.6: Caixes envolupants d’eHiposides

En la proposicié segiient es demostra que la fusi6 ellipsoide — franja sempre redueix el volum
d’incertesa.

Proposicié 4.7 (Reduccié de la incertesa) Amb les hipotesis i la notacid del teorema 4.2,

vol (EAF) n . )5( n—1 )% ,
_ —a?— <
vol (£) (2(712—1)(,)-}-72(2 o —a”)) 2—a2-a%+p ot ol <1
si ad’ < L.
Demostracio:

el = ViR - (i)’

1+AH = 1+4—(anl)(—n(a+a')2+2(aa'+ 1)+p)(o(+“7,)‘r = (a+a,)12(n_1)(2—a2—a'2+p)

k=53 +n(2-a®-a?) =

Les férmules de fusié eHipsoide—franja exposades tenen una altra formulacié equivalent
[PWPL89]. Aquestes férmules, en una o altra versi6, s’apliquen en altres camps, a part del
ja citat de programacié lineal, com poden ser el processat de senyals [Del89] i I’estimacié de
parametres en teoria de sistemes [FH82, WP90]. En altres casos s’adopta com a ellipsoide fusié
aquell que minimitza mesures d’incertesa diferents del volum, com la traca [FH82] o el terme de
grau zero k [RH90).

4.2.2 Descomposicié d’un ellipsoide en franges

Per a fusionar dos ellipsoides via franges cal descomposar un dels ellipsoides en franges. Aquesta
descomposicio es fa a través de la caixa envolupant de 1’eHipsoide, que és I'ortotop circumscrit
parallel a les direccions principals de ’eHipsoide. Aquesta caixa es pot expressar com a interseccié
d’un ndmero finit de franges, menor o igual que la dimensié de 1’eHipsoide. Si I’eHipsoide té
matriu E i centre xo, les equacions de les franges sén

t
Dix—x0)| <1 i=1,...,n
a;

On ny, ..., N, sOn els vectors propis de la matriu Ei J,..., % sén els valors propis de E, essent
1 n
0 < a; < 400 (figura 4.6).
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Si en alguna direccié a; = +00, aixd significa que en aquella direccié E té valor propi 0 i
per tant que ’ellipsoide és degenerat. Es a dir, és un cilindre i llavors en aquella direccié no hi
ha franja.

L’error que es comet al aproximar un eHipsoide per la seva caixa envolupant és proporcional
al volum de Pellipsoide. Concretament

error = Volum(caixa) - Volum(eHipsoide) = (2a1)---(2a,) — kpVdet B =
=2"ay-+-ay — kpay---an, = K -ay---a, = K - Volum(eHipsoide)
essent k, 1 K constants.

Normalment, es descomposa en franges I’eHipsoide de volum més gran, perqué la fusié
ellipsoide-franja redueix incertesa respecte ’ellipsoide no descomposat, perd no esta garantida
respecte el descomposat; i aixi s’aconsegueix reduir la incertesa.

Es poden considerar altres caixes envolupants d’un ellipsoide. Per exemple es poden afegir
altres franges a les franges de direccions principals que escapcin les parts sobreres de la caixa,
especialment quan el volum de 'ortotop és molt més gran que el de I’ellipsoide. O bé es poden
considerar les franges no en les seves direccions principals, siné en altres direccions, per exemple
les direccions principals de 1’ellipsoide amb el qual s’han de fusionar.

4.2.3 Fusio iterativa d’elipsoide i franges

Amb el procés descrit en els apartats anteriors la fusié elipsoide — eHipsoide via franges es
converteix de fet en una fusié iterativa (amb un nimero finit de passos) ellipsoide — franges. En
aquest apartat s’estudia la fusid iterativa ellipsoide — diverses franges en general. Aquest procés
consisteix en fusionar cada franja amb I"iltim eHipsoide calculat, partint d’un elipsoide inicial
i fins esgotar les franges.

Cal destacar que aquesta fusi iterativa déna la millor estimacié elipsoidal en cada pas,
pero no globalment. Per aix0, 'ordre amb el qual es fusionen les diferents franges amb un
ellipsoide no és irrellevant, perque els resultats sén diferents. Concretament

(EANF1)AF, # (EAF)NTF,

on £ és un ellipsoide i 7y i F2 sén franges. L’ordre recomanat és fusionar primer aquelles franges
que redueixen més el volum de I’eHipsoide resultant, que sén les franges amb |a + o/| més petita.
Aixo es deu al fet que |a + o] és ignal a "amplada de la franja segons la distancia definida per
la matriu inversa de I’elipsoide i la reduccié de volum és quasi proporcional a aquesta amplada.
Concretament, amb les notacions del teorema 4.2,

(k no depén de ai o
a=1-a?

vol(EAF) (p + nu)” , '=1-a"

i Skl A MY Vel M A

vol(&) p+u e+ on <u=a-+-a’
p = V4ad' + n?(a — a’)?
(0<a,a' <1

Entre aquelles franges de mateixa amplada, reduiran més el volum aquelles amb o? + o/? més
gran, perqué o + o' mesura la distancia (definida per la matriu inversa de I’eHipsoide) de la
franja al centre de ’ellipsoide.
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Definici6é 4.7 (Fusié d’eHipsoides via franges) Donades dues observacions d’un mateir
element geométric amb regions d’incertesa ellipsoidals £1 i €2, on se suposa que vol(£;) <
vol(€3), la fusié d’aquestes regions via franges €s la regio ellipsoidal

E1M5E2 = E1A (F210\(F220(...OF2k)...))),

on Fz1,...,F2k son les franges en qué descomposa £ en ordre lezicogrdfic respecte |a; + o]
creizent i of + o!® decreizent, essent a; = a;(€;, F;) i analogament per of.

El procés de fusié iterativa de franges i ellipsoide necessita un eHipsoide inicial no degenerat.
En el cas que tots els sensors del sistema donin incertesa politopica, aquest elipsoide inicial
es calcula amb els procediments de fusié d’informacié complementaria descrit en el proper
apartat. En efecte, n franges de R™ amb vectors normals linealment independents formen
regions complementaries i per tant aquests procediments permeten calcular el seu elipsoide
fusid, que sera no degenerat i es podra utilitzar com a ellipsoide inicial de la iteracid.

En la fusié iterativa es poden introduir una serie de millores per a augmentar I’eficiéncia.
Una possible millora s’obté fusionant ’ellipsoide amb una franja combinacié lineal de les franges
donades, abans de fusionar amb elles mateixes. Algunes combinacions lineals de franges
redueixen molt rapidament el volum d’incertesa [BGT81]. Una altra possible millora s’obté
amb la refusié amb les mateixes franges. Com que la fusié iterativa déna la millor estimacié
ellipsoidal en cada pas, pero no globalment; un cop fusionades totes les franges es pot tornar a
fusionar el resultat amb les mateixes franges fins que el volum no es reduexi o es redueixi molt
poc.

La segiient proposicié estableix la convergencia de la fusi6 iterativa ellipsoide — franges. La
proposicié diu que els ellipsoides fusié convergeixen a un punt si, i només si, les corresponents
franges hi convergeixen. Aixi, doncs, es pot dir que, asimptoticament, els eHipsoides fusié no
tenen més incertesa (ni menys) que les corresponents franges, tal com és de desitjar.

Proposicié 4.8 [FH82] Donada una successié de franges Fi,...,F,... que fusionades
iterativament donen els ellipsoides £q,...,E¢,. ..,
., k
vol () =% 0 < 3 subsuccessié Fi,...,Fi,,... tal que vol (.ﬂl f;j) p=-
J=
Demostracio:

=) Aquelles franges que no estan en la subsuccessié sén les que s’eliminen en algun
moment per no reduir el volum de 1"iltim eHipsoide obtingut. Si les restants franges donen
ellipsoides amb volum tendint a zero, com que els ellipsoides contenen els politops interseccié
de les franges, aleshores el volum dels politops tendeix a zero.

<=) Sigui Fi,...,Fk,...la subsuccessié de franges on vol <161 ]-'j) — 0 =

k - - . .
= .ﬂl F; — {X} un punt = Vx# % 3 infinites franges F; tals que x ¢ Fj
J=

Sixjm €75 = bt < ()" () =<

Si x; =X == 3j on x; arbitrariament a prop de la vora de F;.

Escollim, doncs, I’ordre de les franges: Vj x;_1 € F; 0Xjo1 =% =
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Figura 4.7: Fusi6 de cilindres complementaris

= Vj vol&;<k-vol&;_, <...<ki-vol &g — 0.

Per tant vol £; — 0. =

4.3 Fusio de regions ellipsoidals complementaries

Els procediments descrits fins ara en aquest capitol pressuposen que almenys un dels dos
ellipsoides que s’estan fusionant no és cilindric. Ara bé, en alguns casos caldra fusionar
dos cilindres ellipsoidals, com és el cas, per exemple, de sistemes amb sensors que només
donen informacions parcials. En aquest apartat es tracta la fusié d’informacions parcials
complementaries, és a dir, aquelles que permeten deduir de forma determinada una informacié
completa (figura 4.7). Contrariament al cas general, per a informacions complementaries la fusié
es pot calcular de forma exacta i simple.

En el sistema que es descriu en aquest treball la fusié d’informacions complementaries
apareix en dues situacions molt importants. La primera es refereix a les primeres fases
d’observacié d’un element (apartat 4.2.3), on és possible que només es disposi d’informacions
parcials i per tant no es pot utilitzar la fusié general d’eHipsoides, que necessita almenys una
informacié completa. En aquest cas s’utilitza la fusié de cilindres complementaris per obtenir
un elipsoide no degenerat, a partir del qual ja es pot utilitzar el procés de fusié general. La
segona situacié es produeix quan cal propagar les regions d’incertesa de dues variables o més
per obtenir la regié imatge d’una tercera o nova variable, com per exemple per la comprovacié
de la satisfaccié d’una determinada relacié (apartat 5.3). Per aix0 cal en primer lloc calcular
la regié d’incertesa d’un parell ordenat de variables, el qual es calcula com un cas particular de
fusi6 de regions complementaries.

Definicié 4.8 (Observacions complementaries) Dues observacions parcials d’un mateiz
element geométric de dimensié n amb cilindres d’incertesa respectius & i E5 son
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complementdries si
n = rang(Ex, Ez) = rang(Ey) + rang(Ex),
essent Eq i Ey les respectives matrius associades.

Geomeétricament dos cilindres d’incertesa complementaris tenen interseccié fitada i varietats
de centres que es tallen. En efecte, si el rang de (E;, E;) és n, vol dir que les direccions principals
no infinites de £; i £2 generen tot IR™ i per tant la interseccié £; N &, esta fitada en totes
direccions. A més, el fet que el rang(E,) + rang(E;) sigui n fa que els subspais de les direccions
principals finites respectius tinguin interseccié trivial, és a dir, que les direccions principals
infinites (també) generin tot IR™ i per tant les varietats de centres es tallin (en un sol punt).

La segilient proposicié déna una expressié tancada per a la fusi6 de cilindres complentaris.

Proposicié 4.9 Donats dos cilindres ellipsoidals complementaris €1 i £, de matrius associades
E,; i E; i centres X1 1 Xg, repectivament, ellipsoide (no degenrat) fusic £ té centre

X = (EiE] + E;Ez)—l(EiElxl + EéEzXz)

i matriv E = LE; + 22E,, on p = rang(E;).

Demostracio:

En primer Noc vegem que £; i £, tenen un centre comi. Per ser un cilindre elipsoidal £,

té tota una varietat lineal de centres, d’equacié E;x = E;x; i analogament per £;. Ajuntant
Eix;
(szz
efecte, els sistemes de centres de £; i £, tenen, un cop reduits per files, p i n — p equacions
respectivament, perqué rang(E;) = pirang(E;) = n—p. Al ajuntarels dos sistemes s’obtenen
n equacions i per tant el rang de la matriu ampliada és menor o igual que n. Per altra banda,

. , . E . s
les dues equacions s’obté el sistema (El x = , que té una sola solucié %. En
2

com que rang (El) = n, el rang de la matriu associada i ampliada sén iguals i igual a n i
2

per tant el sistema té una sola solucié. Aquesta solucié es pot expressar com

}.{ _ El € (Elxl )
T\E; Exxz /)’
on A° indica la matriu inversa a I’esquerra d’A, i operant (aptndix A) es converteix en

I’expressi6é de ’enunciat.

Vegem ara quina és ’equacié dels eHipsoides que contenen ajustadament £; N &£,. Com
que X és un centre comdu, les equacions de £; i £ es poden expressar com

(x-%)'E;+(x—-%)<1 on i=1,2
I per tant I’equacié dels ellipsoides que contenen ajustadament £; N &2, que és combinacié
afi del les dues equacions, té la forma

(x—%)'(AE1+(1-M)Ez)(x-=%)<1 on 0<AL 1L
‘D’aquf es dedueix que el centre d’aquests ellipsoides, i en particular el de I’eHipsoide fusié
£, és x.

Finalment vegem quin ha de ser el valor de )\ en I’equacié anterior per ’ellipsoide fusié £.

Com que ha de tenir volum minim, correspondra al A tal que el determinant de AE;+(1—)\)E,
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sigui maxim. Per a calcular aquest determinant es fa un canvi de base a una nova base formada
pels vectors propis de valor propi nul (direccions lliures) d’ambdés cilindres.

Sigui U; la matriu que té per columnes els vectors propis de E; de valor propi no nul i
anilogament U,. Aleshores E;U; = 01 E; U, = 0. Com que rang(Uy, Usy) = rang(Ey, Eg) =
n, M = (Uy, U,) és una matriu de canvi de base.

Aixi, la matriu AE; + (1 — A)E; es transforma en la nova base en la matriu
M?(AE; + (1 — A\)E;) M i det (AE7 4+ (1 — A)E3) és proporcional a
Ut
det (M (AE; + (1 = NE2)M) = det ((Ui) (AE:1 + (1- NEp)(U; U, )) -

_ det <,\U§E1U1 +(1-ANUIE,U; AULE, U, + (1 - A)U{E2U2> _
- AULE,U; + (1 - \)ULE,U;  AULE U, + (1 - A ULE, U,

1-—/\)UtE2U1 0 ) t t
= det ( 1 = det{(1 ~ A)U;E;U;) det(A\USE, U
e ( 0 ’\II%EIIIZ e (( ) 12 1) e( 21 Y2

= (1 — A" Pdet(ULE,U;)A? det(ULE 1 Uz) que té el seu maximen A=
tal com es volia demostrar. =

e

?

3

La seglient propietat d’ajust de la fusié de cilindres complementaris demostra que no es
perd informacié (no es guanya incertesa) al fer la fusié. Es a dir, si les incerteses exactes de
les observacions venen donades per regions politopiques i aquestes s’aproximen per per regions
elipsoidals, ’eHipsoide que s’obté al fusionar no és més gran que P’aproximacié ellipsoidal de la
interseccid dels politops. Aixo és degut al fet que la informacié donada per les observacions és
complementaria.

Proposicié 4.10 Si els cilindres ellipsoidals complemntaris £1 i £, son els menors ellipsoides
contenint els politops Py i P2 respectivament, llavors Uellipsoide & és el menor ellipsoide
contenint P; NPa,.

Demostracié:

Fent un canvi de base lineal la interseccié £; N £, es pot expressar com un producte
cartesia £x X €y, agafant com a vectors de la nova base els de les direccions principals
finites dels dos cilindres. Aleshores £,N€; es transforma en &(x,y)» € menor ellipsoide
contenint £x X £y. A més, si £; és el menor ellipsoide contenint P;, aquest és ilimitat
en les mateixes direccions que aquell i per tant P, es transforma en Px X R™ amb el canvi
de base. Analogament succeix amb P; i per tant P N P, es transforma en Px X Py.

Per veure que £(xy) és el menor ellipsoide contenint Px X Py, només cal veure que els
ellipsoides £ que contenen Px X Py també contenen £x x £y. En efecte, £ conté Px x y;,
on y; sén els vértexs del politop Py. Com que Px X y; és una translacié de Py, £ ha de
contenir £x X y:, que és una translacié de £x. Com que £ conté £x X y; per tots els vértexs
de Py, aleshores per convexitat £ ha de contenir £x X Py. Aixd vol dir que per tot x € £y,
& conté x X Py, que és una translacié de Py, i per tant ha de contenir x X £y. Per tant £
conté £x x £y.

Finalment, desfent el canvi de base s’obté el resultat buscat, perqué la fusié
complementaria es conserva per canvis de base. =
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Un cas particular especialment interessant de regions d’incertesa complementaries és el de
producte cartesia de regions. En concret, aquest cas apareix al calcular la im