Departament de Fisica Aplicada

Universitat Politécnica de Catalunya

Bifurcaciones, transicion al caos y
turbulencia en sistemas heterogéneos.

Memoria presentada por
Inmaculada Rodriguez Cantalapiedra
para optar al Grado de Doctor en Ciencias Fisicas

Barcelona, Septiembre de 1995




Parte 11

Turbulencia y mezcla







Antecedentes




108 Capitulo 5. Antecedentes

5.1 Motivacién

Elestudio de la turbulencia en un fluido estratificado tiene gran interés en Qceanografia

v Meteorologia. Entendemos por estratificacion la variacién de la densidad en di-
reccion vertical, por lo que la gravedad pasa a tener un papel importante. En este
trabajo nos hemos centrado en el estudio de la influencia que una estratificacién
estable tiene sobre los procesos de difusion y mezcla turbulentos no homogéneos.
Tanto el océano como la atmdsfera se encuentran estratificados establemente gran
parte del tiempo y sin embargo el efecto de la gravedad sobre la turbulencia todavia
no se comprende bien.

En Meteorologia, la estructura de la capa de mezcla v de las inversiones térmi-
cas esta directamente afectada por la estratificacién del ambiente v por el nivel de
turbulencia, o de cizalla local. Como la cizalla del viento por lo general decrece
mas rapidamente con la altura que la estratificacién, el valor local del nmimero de
Richardson suele variar sensiblemente con la altura de forma que la estratificacion
puede modular el transporte vertical de masa v de momento, a través de la atmos-
fera. A titulo de ejemplo sefialaremos que Businger et al. (1970), Weinstock (1978),
Lumley y Zeman (1978) y Hunt (1985) han considerado diversos modelos de capa
limite atmosférica teniendo en cuenta la estratificacién.

Por lo que a Oceanografia se refiere, se ha considerado recientemente la posibil-
idad de que procesos de mezcla a pequeiia escala sean importantes en la determi-
nacion de los coeficientes globales de difusién turbulenta. Desde hace mucho tiempo
existen tablas de coeficientes de difusién turbulenta de momento K, de temper-
atura K, y de salinidad K e.g. Sverdrup et al. (1942) y se conocia desde Taylor
(1931) que en condiciones estables K's es menor que Kjs. Sin embargo, las medidas
de gran resolucion de salinidad, temperatura, densidad y conductividad de las que
son pioneros Stommel y Fedorov (1967), han evidenciado que el océano posee una
gran riqueza de estructura fina y que los procesos de mezcla son intermitentes y muy
localizados, por lo que hoy en dia se pone en duda la conveniencia de parametrizar los
procesos de mezcla y difusion turbulenta mediante coeficientes globales de difusién
turbulenta universales, Garret (1979).

Las observaciones y medidas de campo sobre procesos de mezcla y difusién tur-
bulenta naturales, tanto en el océano como en la atmésfera, muestran que la difusién
turbulenta se da en una gran variedad de circunstancias y a diversas escalas de lon-
gitud y de tiempo. A través de las investigaciones citadas se ha visto la conveniencia
de prestar atencién a la microestructura de la turbulencia, especialmente después de
que los trabajos de Lorenz (1963), Cvitanovic (1984). etc...mostraran la presencia de
atractores extrafios en ecuaciones diferenciales que podrian simular la transicién a la
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turbulencia. Esta microturbulencia o estructura fina de la turbulencia en procesos
de mezcla en fluidos estratificados parece que también puede denominarse universal,
pues en los procesos de difusion y mezcla turbulentos, observados en la atmosfera y
en el océano, se pueden reducir fundamentalmente a dos fenomenos o inestabilidades
basicas las distintas circunstancias naturales que producen mezcla :

a) La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, que consiste en la aplicacion de un
gradiente de velocidad sobre una estratificacion de densidad. Esta inestabilidad
mezcla las capas de fluidos de distinta densidad al producir estructuras coherentes
en forma de vortices que se enlazan y crecen con el tiempo. El analisis de estabilidad
indica que existe inestabilidad para cualquier diferencia de velocidad a ambos lados
de una interfase de densidad. Esto es debido a el balance entre los términos corre-
spondientes a la inercia que desestabilizan la interfase y los de flotacion o empuje
que tienden a equilibrarla, la viscosidad actia en parte como estabilizadora, pero
al facilitar el transporte de momento de cizalla, también tiene una funcion deses-
tabilizadora. Para una informacion mas completa ver Batchelor (1967) donde da
una descripcion en términos de una lamina de vorticidad en un fluido estratificado,
y Drazin y Reid (1981) donde se desarrollan los andlisis de estabilidad teniendo en
cuenta diversos fendmenos como la tensién superficial o la importancia de los térmi-
nos no lineales. La eficiencia de mezcla local de esta inestabilidad, 5, es del orden

de 0.1 a 0.2.

b) La inestabilidad de Rayleigh-Taylor. Esta inestabilidad ocurre cuando un
fluido mas denso esta encima de otro mas ligero, v en general cuando dos fluidos de
distinta densidad son acelerados el uno contra el otro. Esta inestabilidad ocurre en
un fluido estratificado inestablemente, pero en un fluido con estratificacion estable,
puede considerarse como una inestabilidad local producida al romper una onda
interna. El analisis de la estabilidad es muy similar al de la inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz cuando se hacen las velocidades a ambos lados de la interfase cero. En este
caso la gravedad es la fuerza desestabilizante y la viscosidad, la inercia y la tension
superficial son estabilizantes. La eficiencia de mezcla de este fenomeno es muy alta
debido a la formacion inicial de inestabilidades a pequefa escala que se mantienen
mientras aumenta la escala de las intrusiones a ambos lados de la interfase. Para
una descripcién detallada ver Chandrasekhar (1961) donde se estudia el efecto de
distintas fuerzas en la estabilidad hidrodinamica. La eficiencia de mezcla de esta
inestabilidad es elevada, del orden de 0.4 (Linden y Redondo, 1991; Linden et al.
, 1994). Ademds existen otras inestabilidades locales como la de Holmboe y la
Ruptura de ondas internas o de Voértices Dipolares que producen mezcla.

Considerando los procesos de microestructura se han mejorado substancialmente
descripciones de fendmenos a gran escala. Asi, por ejemplo, Osborne y Cox (1972)
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han mejorado substancialmente las predicciones de produccién de entropia en la
termoclina usando un modelo que simula la estructura fina de esta.

También los procesos de mezcla a microescala son importantes a escala global en
meteorologia. Fleagle (1969) estima que las pérdidas de energia en la capa limite
planetaria, debido a estas causas, pueden llegar hasta el 50 % de las pérdidas totales
energéticas. Aunque el porcentaje sea menor es de gran importancia incluir en el
modelado de la atmosfera la variacion de parametros de estabilidad a microescala.

Los mecanismos de produccion turbulenta identificables en geofisica son diversos;
asi podriamos resefiar fendmenos como: la resonancia y ruptura de ondas internas,
generacion de vorticidad en ondas de sotavento, absorcién de la energia de cizalla
del flujo dominante, procesos de doble difusion debido a las distintas difusividades
del calor y de la sal, formacién de ascendencias térmicas debido al calentamiento del
terreno, agitacion de la superficie del mar debido al viento, y otros.

La deteccion y prediccién de turbulencia en aire en calma requiere un mayor
conocimiento de la microestructura en altura, ya que estas regiones se asocian con
la ruptura de ondas internas en la atmosfera. Como anécdota, la mayoria de las
observaciones atmosféricas atribuidas a "platillos volantes’ se deben a la generacion
local de turbulencia visualizada mediante aerosoles, polvo o gotas condensadas, que
al ser afectadas por la estratificacion se colapsan en forma de discos, llamadados
Blinis por los investigadores rusos, Voropayev y Afanasayev (1991).

También la interpretacién de las observaciones de regiones de gradiente escalon-
ado de densidad en el océano, realizadas por Stommel y Fedorov (1967), Browning
(1971), Osborne y Cox (1972), donde se observa que existen variaciones abruptas de
densidad en pocos centimetros de profundidad, requiere un estudio mas profundo
de la microestructura de los procesos de mezcla y difusion turbulentas en fluidos
estratificados.

Los procesos de mezcla en un fluido estratificado establemente sélo pueden ser
originados por turbulencia generada mecanicamente ya que la turbulencia convec-
tiva queda reservada para una estratificacién inestable. Esto no quiere decir que
localmente no existan inestabilidades.

Poriltimo, una de las razones de optar por el modelado de la turbulencia geofisica
en el laboratorio, es el de su relativamente bajo coste economico, produciendo, sin
embargo, un conocimiento bastante detallado de fendmenos que tienen lugar a gran
escala en la atmdsfera o el océano v que resultan dificiles de estudiar in situ.

Taylor (1931) fue el primero en estudiar la estabilidad de un fluido estratificado,
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sin embargo los primeros estudios tedricos acerca de la influencia de la estratificacion
sobre la energética turbulenta en un flujo con cizalla fueron realizados por Townsend
(1958) v Ellison (1957) quienes obtuvieron resultados distintos.

Los resultados de Townsend indican la existencia de un valor critico para el
nimero de Richardson de flujo (es la fraccion de energia cinética disponible que
se usa en la mezcla): Ry, < I y también de un valor critico para el nimero de
Richardson de gradiente o local, R; (es el cociente entre las fuerzas de Arquimedes y
las de cizalla), de forma que el cociente de ambos es constante. Por otra parte Ellison
lleg6 a la conclusién de que Ry < § pero %ﬂ tiende a cero para estratificaciones
elevadas. La teoria lineal aplicada a la inestabilidad de una interfase de densidad
por cizalladura, Miles (1961), indica que solo existe inestabilidad para mimeros de
Richardson de gradiente, R; < I, pero teorias no lineales indican que en general
existe inestabilidad si R; < 1, Abarbanel et al. (1984), Klaassen y Peltier (1989),
Yoshida et al. (1994).

Una parte de nuestro trabajo intenta relacionar el niimero de Richardson de flujo
con el de gradiente. Existen discrepancias entre la relacion de estos dos niimeros de
Richardson de flujo y gradiente. Esta relacion tiene particular importancia ya que el
numero de Richardson de flujo es una medida de la eficiencia de la mezcla turbulenta
ya sea de calor, salinidad, vapor de agua, contaminantes, ete, v su relacién frente
a los gradientes de densidad determina el comportamiento de la mezcla. Parece
que el nimero de Richardson de flujo crece al crecer el niimero de Richardson de
gradiente, para un rango de niumeros de Richardson pequenos, pero que al alcan-
zarse un determinado Richardson critico, Ry se estabiliza para posteriormente ir
disminuyendo (Rohr et al. , 1984; Linden y Redondo, 1991; Yagiie, 1992). Esto
indica que, dependiendo de en qué rango de R; nos encontremos, el efecto de la
mezcla sobre la estratificacion puede ser muy diferente. Diversos autores (Phillips,
1972; Posmentier, 1977; Mc Dougall, 1979; Baines et al. , 1990) razonaron, algunos
con un sencillo modelo numérico, que a veces incluso se producian reforzamientos
de las interfases, incrementandose los gradientes de densidad. La pendiente de la
curva Ity frente a R; indica si la turbulencia actiia como reductora del gradiente de
densidad o como intensificadora del mismo. Si la pendiente es positiva, el flujo de
masa es proporcional al gradiente de densidad y se tienden a suavizar los perfiles de
densidad. En el caso contrario, si la pendiente es negativa y el flujo de masa es inver-
samente proporcional al gradiente de densidad, los perfiles de densidad mantienen
las discontinuidades. Esto significa que al aumentar la estratificacion los remolinos
turbulentos llegan a ser mas eficientes para producir mezcla, hasta alcanzar unos
limites { R; alrededor de 1) en los que alcanzan el mayor tamafio permitido por las
fuerzas de Arquimedes, y a partir del cual, la generacién de inestabilidades a pe-
quefia escala, provocadas por zonas en las que hay fluido denso por encima del mas
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ligero (overturning), decrece e incluso puede llegar a cesar. No obstante, algunos
autores no han encontrado este descenso en la eficiencia de mezcla para fuertes es-
tratificaciones, sino que se mantiene aproximadamente constante (McEwan, 1983a
v b; Britter, 1984; Fernando, 1988). En nuestro experimento se observa un aumento
monotonico de la eficiencia de mezcla con el nimero de Richardson que sin embargo
puede compararse con los resultados de un experimento similar (Yagiie, 1992) que
muestra un decrecimiento en la eficiencia de mezela para niimeros de Richardson
altos.

Como ya hemos sefialado, existen tanto en el océano como en la atmosfera mul-
titud de mecanismos que producen mezcla. Con objeto de poder modelar algunos
de ellos mediante experimentos de laboratorio, se pueden subdividir en dos grupos
los tipos de experimentos que pueden realizarse:

1) Los que se basan en la energia que proviene de la velocidad media del fluido,
de forma que la generacion de turbulencia se realiza mediante la transferencia de
energia de la cizalladura a las escalas propias de la turbulencia. Esto simularia
situaciones en las que la turbulencia se produce por cizalla cerca de la superficie
terrestre o por la accion del viento sobre la superficie del mar.

2) Los que se basan en la energia que proviene de la turbulencia local sin velocidad
media en e] fluido; en estos experimentos la turbulencia es normalmente generada
mecanicamente y tiene la ventaja de poder determinar con mucha més precisién que
en los experimentos del grupo 1 las escalas caracteristicas de la turbulencia.

Estos dos tipos de experimentos se corresponden en general con las definiciones de
turbulencia interna y externa dadas por Turner (1973) dependientes de la proximidad
entre la generacion de la turbulencia y la mezcla producida por la misma.

En el primer grupo se incluyen los experimentos de mezcla producida por cizalla
de Kato y Phillips (1969), Moore y Long (1971), Kantha ef ol (1977), Koop ¥
Browand (1979), Narimousa y Fernando (1987), Redondo (1989), Fernando (1991)
y Caulfield (1994).

En el segundo grupo se incluyen experimentos donde la turbulencia se produce
arrastrando una rejilla en el seno de un fluido Lin y Pao (1979), Dickey y Mellor
(1980) , Linden (1979),(1980), Britter et al. (1983), Britter (1984), Redondo (1988)
6 donde la turbulencia es producida por una o mas rejillas oscilantes: Rouse y Dodu
(1955), Cromwell (1960), Turner (1968), Wolanski y Brush (1975), Thompson y
Turner (1975), Hopfinger v Toly (1976), Hopfinger y Linden (1982), Fernando ¥
Long (1985). También en este grupo de experimentos se incluyen los que utilizan la
ruptura de ondas internas para producir mezcla, McEwan (1983a).
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Long (1978) publicé un modelo fenomenoldgico basandose en la hipotesis de que
para un elevado nimero de Richardson la turbulencia cerca de la interfase induce
ondas internas en una capa intermedia de la interfase, las cuales, a su vez rompen
intermitentemente produciendo mezcla. Su modelo, que ha sido confirmado experi-
mentalmente por Fernando v Long (1983,1985), contrasta sin embargo con el modelo
de Linden (1975), donde la mezcla se produce principalmente mediante vortices que
atraviesan y llegan a romper la interfase. Este modelo ha sido confirmado exper-
imentalmente por Hopfinger v Toly (1976). Redondo (1988) ha senalado que un
parametro adicional importante en la mezcla podria ser la vorticidad, w o cizalla
local y que ambos tipos de modelos, Long (1978) y Linden (1975), coexisten en

diversos rangos paramétricos.

En nuestro trabajo hemos realizado experimentos sin velocidad media, produciendo
mezcla a través de una interfase abrupta de forma no homogénea, calculando la efi-
ciencia de mezcla para una gama de estratificaciones estables.

5.2 Aplicaciones

Existen varios campos de aplicacién del presente trabajo: en Oceanografia, el estu-
dio de la dindmica de la picnoclina ocednica o termoclina o haloclina y la mezcla
superficial producida por el viento. También son muy importantes los procesos de
formacion de frentes entre agua estratificada y agua mezclada verticalmente en las
plataformas continentales debidos a la mezcla en el fondo y en la superficie del mar
producida por las mareas. Estos procesos tienen lugar frecuenternente en estuarios
v en las zonas de mezcla de distintas masas de agua, por ejemplo en el Estrecho de
Gibraltar.

En el estudio de la termoclina, al igual que la capa de mezcla del fondo cerca
de la plataforma continental, es posible llegar a una precision en la medida de la
estructura fina de forma que con cadenas de sensores y conociendo las caracteristicas
del lugar, podrian recogerse trazas en las curvas de salinidad y/o temperatura del
paso de un submarino o de bancos de peces, cerca de regiones estratificadas.

En Meteorologia, el avance de una capa de inversion esta directamente relacionada
con la eficiencia de los procesos de mezcla, de la misma manera que la dispersion de
un gas denso o nieblas catabaticas. Por otra parte, es importante conocer detallada-
mente el efecto de la estratificacién sobre la difusion turbulenta para poder modelar
efectivamente fenomenos a escala sinoptica, e incluso a escala global, ya que se ha
visto la importancia de una buena parametrizacién de la microturbulencia.
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En procesos de mezcla industriales a veces se usan fluidos estratificados v las
reacciones quimicas dependen de la eficiencia de mezcla turbulenta. Es importante
en la aplicacién industrial el tener un mejor conocimiento de la mezcla o difusién en
un fluido estratificado, por ejemplo, en el almacenamiento de agua caliente, o fluidos
de facil sedimentacién, ya que se produce una estratificacién debido a la temperatura
que puede resultar perjudicial en procesos subsiguientes.

Es posible aprovechar la energia solar mediante piscinas-colectoras de agua sal-
ada; en ellas se utilizan procesos de doble difusiéon temperatura-salinidad. En una
capa inferior salada y caliente se pueden alcanzar temperaturas superiores a los 100°
C utilizando otra capa de agua dulce y fina sobre ella como aislante. En este sistema
se intenta evitar la mezcla de las dos capas, v es fundamental conocer la eficiencia
de mezcla, tanto la convectiva, como la producida por el viento.

También en la industria nuclear, en el proceso de enfriamiento del nicleo, cada
vez se tiene mas en cuenta la posibilidad de circulacién natural de forma que el
nucleo pueda enfriarse incluso en el caso de un accidente o en la parada de bombas
de circulacion.

5.3 Consideraciones tedricas

Vamos a enumerar algunas caracteristicas del régimen turbulento:

1.- Irregularidad: Introduce fenémenos aleatorios de forma que obliga a utilizar
métodos estadisticos debido al gran mimero de grados de libertad obtenidos por la
interaccion entre los modos.

2.- Difusividad: La turbulencia produce una gran difusividad y una mezcla réapida
de cualquier propiedad o sustancia en el fluido, como por ejemplo: momento, masa,
calor, salinidad, contaminantes, etc. La difusividad puede ser del orden de 10° -
10° veces mayor en régimen turbulento que en laminar. Si no hay aumento de la
difusién, aunque el flujo sea irregular, no es turbulento. Un ejemplo claro es la estela
de condensacion que deja un reactor en el cielo, la cual se mantiene casi constante en
muchos kilometros; tal flujo no es turbulento, aunque si lo serfa la formacién de la
estela. El aumento de la difusividad es el fendmeno mas llamativo de la turbulencia.

3.- Nimeros de Reynolds altos: El mimero de Reynolds se define como Re = Lv/v,
donde L es la longitud caracteristica del sistema, v es la velocidad del fluido v v es
la viscosidad cinematica. Este niimero representa la relacidn entre los términos no
lineales de inercia y los viscosos en la ecuacién de Navier - Stokes, que es la variacion
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LnE(K)

K=5/3

Ln (K)

Figura 5.1: Grafica de la transferencia de energia en funcién de las escalas desde los
rangos de inyeccion a los de disipacién.

de momento lineal para un volumen fijo de fluido. La interaccién de estos términos
estd relacionada con las inestabilidades. Los flujos que son originalmente laminares
se vuelven turbulentos al aumentar dicho nimero de Reynolds. Para Re no muy
grande, la escala disipativa, {p, que es la escala a la que la energia se disipa, es del
mismo orden que la escala excitativa, {g, que es la escala con la que se introduce
energia al sistema, por lo que todos los modos con £ por debajo de £g son disipados.

4.-Disipacion: Para sistemas gobernados por la ecuacién de Navier-Stokes la es-
cala disipativa aumenta al aumentar el pardmetro de control, Re; es por eso que los
flujos turbulentos son siempre disipativos. Para mantener la turbulencia es necesario
mantener un suministro continuo de energia ya que la viscosidad actiia muy eficien-
temente sobre los pequenios remolinos. La turbulencia disipa la energfa suministrada
por el flujo principal a través de los remolinos, de escala cada vez menor, hasta que
la viscosidad se hace importante para estos. Este hecho descrito por Richardson y
formalizado por Kolmogorov expone la teoria de la cascada de energia y relaciona
ésta con la escala de los remolinos. Esta teoria fenomenoldgica dice que la funcién
de correlacion de la velocidad depende del ritmo de disipacién de energia, Z, que
gobierna (z) el ritmo al cual las escalas grandes (g son inyectadas, (ii) el ritmo
(constante) para el que la energia es transferida a las escalas pequefias mediante los
términos no lineales de la ecuacion de Navier-Stokes (la cascada) y (iii) el ritmo al
que la energia es disipada por las escalas pequenias £. Para niimeros de Reynolds
grandes las escalas {g v {p estdn bien separadas, y haciendo un analisis dimensional
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aparece entre estas dos un subrango inercial
e > {»ip

El nimero de Reynolds viene dado por

_L.rafdfﬂ

AN
i

y la escala disipativa £p se obtiene de la condicién de que el nimero de Reynolds

para esta escala debe ser la unidad, siendo por tanto
by~ Re~ g,

Asi pues la condicion para que exista un rango inercial sustancial es que {p < {g v
que Re > 1.

El espectro de energia en la teoria de Kolmogorov para el rango inercial (ver
Figura 5.1) tiene la forma siguiente

E(k) ~ 23k—%8

donde k = 27 /{ es el niimero de onda correspondiente al modo de Fourier asociado
a la escala {.

5.-Fluctuaciones de vorticidad en tres dimensiones: Reynolds supuso que podia
considerar la velocidad en un fluido turbulento como la suma de una velocidad
media y una fluctuacién, @ = [/ 4+ o/, y lo introdujo en las ecuaciones de Navier-
Stokes dando lugar a las ecuaciones de Reynolds para flujo turbulento. La vorticidad
se define como & = V x i v utilizando la expresién anterior se deduce ficilmente que
=04+ poniendo de manifiesto que la vorticidad también tiene una componente
media ¥y una fluctuante. Asi pues la turbulencia es rotacional y tridimensional.

En sistemas dinamicos se estudia la naturaleza fractal de la medida de proba-
bilidad de un punto en el espacio de fases, mientras que en turbulencia, debido a
su complejidad, se estudia la distribucion fractal de las fluctuaciones de velocidad o
vorticidad en el espacio real tridimensional para el mismo instante de tiempo.

Las expresiones matematicas que representan la conservacion de la masa, el mo-
mento y el calor en un volumen elemental de fluido, vienen dadas por la ecuacién
de continuidad, la ecuacién de movimiento, también llamada de Navier-Stokes para
fluidos newtonianos, y la ecuacion de la energia termodinamica, respectivamente.
Estas ecuaciones se pueden aplicar tanto a flujos laminares como a turbulentos,
pero el problema de estos iltimos es que tanto las variables que intervienen como
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sus derivadas son muy irregulares y ademads varian muy rdpidamente. Esto da lugar
a que todos los términos en las ecuaciones sean significativos, y que salvo las aproxi-
maciones de Boussinesq para fluidos estratificados no se puedan realizar inicialmente
otras simplificaciones.

La aproximacion de Boussinesq consiste en descomponer la presién, la temper-
atura y la densidad en dos componentes, una de referencia o sinéptica y otra a
escala intermedia o valor que se separa del valor de referencia y despreciar la com-
ponente variable frente a la sindptica para aquellos términos que no vayan unidos
a la gravedad. Se conservan, por tanto, los términos de empuje de Arquimedes
o flotacion. Estos términos de empuje de Arquimedes son los que determinan el
comportamiento caracteristico de los fluidos estratificados. En la atmosfera son la
temperatura, el vapor de agua, o algiun contaminante denso, quienes producen varia-
ciones de densidad, mientras que en el oceano son la temperatura y la salinidad del
agua.

Reynolds observd que los flujos turbulentos no cumplian las ecuaciones basicas
de los fluidos (consevacion de la masa y conservacién del momento), sin embargo
considerd v acerté que los valores medios de las variables si debian cumplir las
ecuaciones promediadas. Una primera modelizacion de los movimientos turbulen-
tos consiste en separar las variables instantdneas (turbulentas) en dos partes, una
componente media y otra perturbada o fluctuante. Para calcular las ecuaciones del
movimiento medio, se introduce dicha descomposicion en las ecuaciones resultantes
posteriores a la aproximacion de Boussinesq v se promedian, resultando las ecua-
ciones promediadas de Reynolds. El problema es que aparecen mas incognitas que
ecuaciones, con lo cual este sistema se dice que no esta cerrado. La solucion de este
problema de cierre de las ecuaciones no es sencilla y se ha intentado resolver por
medio de algunos modelos y teorias semiempiricas, aunque ninguno se ha manifes-
tado como ideal y sin restricciones. En el caso de fluidos estratificados es todavia
mas complicado encontrar ecuaciones de cierre.

En lo sucesivo supondremos conocidas las ecuaciones de Reynolds para un flu-
ido turbulento y concentraremos nuestra atencién en las ecuaciones Eulerianas que
describen la dinamica de un fluido estratificado sometido a cizalla. La produccién
de mezcla debida a cizalla fue el primer problema que se abordé, conduciendo a la
definicion de los distintos nimeros de Richardson que ahora describiremos.

Considerando que la tinica magnitud fisica que contribuye a la estratificacion es la
densidad, el sistema de ecuaciones que gobierna el flujo (Towsend, 1956, 1976) puede
resumirse en las siguientes cinco ecuaciones, donde se usan los simbolos usuales U, p
y P para velocidad media, densidad media y presion media y u', p', P’ para sus
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fluctuaciones; se consideran la viscosidad v y la difusividad k constantes:

1} Ecuacion de flujo medio :

aU; aU; _ 19p 0w o U,
b 7 k] ik ¥ia
ot +h oy Pﬂz dx; i 5 P v Ox? (5.1)

2} Ecuacion para la densidad media :

dp dp aul) p’ & p

i + U; f:?xj - 759 +k 92 (5.2)
3) Energia cinética de las fluctuaciones de velocidad
19¢* 1 a8 L e
25’5 B.-rk+8mk{ Il +§quk}_
—_— U  gi— 0% u;
—u; uj 3z, T —P'P' u — vy ok (5.3)
donde
¢ =ul ul = u? + %+ (5.4)

Esta ecuacion se obtiene usando la traza del tensor de Reynolds en las ecuaciones
de transporte de momento de segundo orden siguientes:

a ul uj ey 5 ul u’
at a.[.'#

— al; all;
_ Pt 0 U e
('u., uj, B + u} uy 92, — (5.5)

P o0 dul
P(axt }_
('fi‘u-u- TS

Al ) o e A
7 (5.7)

1 (Opu, 3pul
P o3

(5.6)
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o , Ol
v ('u:- 522 + u; 31’-5) + (5.9)
Thice pmecs
;mw%+mﬂﬁ1 (5.10)

donde (5.5) corresponde a la generacion por interaccién de la turbulencia con la
cizalladura de la velocidad media del flujo; (5.6), al retorno a la isotropia por accién
de las fluctuaciones de presion, p'; (5.7), al transporte de fluctuaciones de velocidad;
(5.8), al transporte de fluctuaciones de presion; (5.9), a la disipacién viscosa, aunque
también produce generacion o transporte; v (5.10), a la generacién o destruccién
debido al empuje de Arquimedes.

4) Transporte turbulento de densidad:

TS - P - o L
+_aa (k ,g r +ups jj +kj~a— _=§_]- (5.11)
5) Intensidad de fluctuaciones de densidad:
_EE?; +ka;§ (gi} (5.12)

Estas ecuaciones pueden transformarse facilmente para describir la turbulencia
generada sin velocidad de flujo medio, haciendo U; = 0

Nos interesa analizar la magnitud relativa de las fuerzas gravitatorias. Una man-
era de hacerlo es usar parametros globales de flujo y formar el niimero adimensional

9o, L

e (5.13)




118 Capitulo 5. Antecedentes

donde L y U son escalas de longitud y velocidad globales y p! una estimacién global
de las fluctuaciones de densidad.

En 1920 Richardson introdujo el parametro adimensional local

— 8 bai (5.14)

que se conoce como numero de Richardson de gradiente. Otro parametro de mayor
relevancia para el transporte turbulento es el mimero de Richardson de flujo

&t}

Ry = L - (515)
T, 0 oL ?
WU oy

en el siguiente apartado desarrollaremos mas ampliamente el efecto de la estratifi-
cacion estable considerando la ecuacién de la energia turbulenta y definiremos R;
Ry en su contexto geofisico.

5.4 Ecuacién de la energia de la turbulencia en

un fluido estratificado

En este apartado estudiaremos la ecuacion de la energia cinética de las fluctuaciones
de velocidad turbulenta (5.3). Esta ecuacién aplicada a un fluido estratificado sin
velocidad media y por tanto sin término de produccién de energia por cizalla del
flujo, viene dada por

laq? a ol 2 ¥ _Ei ! —_
e R e

2 ot

Si realizamos experimentos con turbulencia no homogénea y decreciente espacial-
mente, el término de produccién principal de energia cinética viene dado por

P==L + ZwFp + ¢/2).

Para turbulencia no-estacionaria, el inico término de produccion significativo es
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1 dq¢*
P=sa

Sin embargo, cuando la turbulencia es estacionaria y decrece con la distancia
vertical z , este término es nulo , ¥ si suponemos que existe una turbulencia inicial
2 x U? entonces la produccion viene dada por el término
q; P P

P = Lot PP

El término de disipacion de energia turbulenta €, en general, viene dado por:

€= rVu'Vu'

La disipacion de energia tiene lugar de tres formas distintas:
a) Por generacion de energia potencial a escala de mezcla, €.
b) Por disipacion y transporte mediante ondas internas, e,,.
c) Por disipacion viscosa, ¢,.

Asi podemos incluir el término de empuje de Arquimedes para una estratificacion
estable con un término de disipacion adicional y poner

g_
=gl foe=iga bty 6
p

Tenemos entonces para la ecuacion de energia

FP—e, —€,—¢,=0

El aspecto fundamental de la estratificacion que hemos estudiado es la variacion
de la eficiencia de mezcla, definida como

RfL‘KF
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Parece ser que el término ¢, controla el intercambio entre mezcla ¢, v disipacion
viscosa €,, debido a los procesos de ruptura de ondas internas.

Podemos estimar € usando la hipotesis de Kolmogorov (1947) para el subrango
inercial si asumimos poca influencia de la estratificacién en los términos du;/dx;;
por tanto

AR

donde S,,(k) es la densidad espectral de potencia normalizada de forma que

doke f 8, (k)dk
e o

El numero de onda viene dado por k = 27n /U ,donde U es una escala de velocidad
y n es la frecuencia caracteristica. El valor & = 0.517, Gibson (1963). En principio
es posible separar las escalas de movimiento turbulento correspondientes a ondas
internas y a turbulencia propiamente dicha; esto equivale a filtrar el espectro de
potencias para escalas que asociamos con ondas internas.

5.4.1 Separacion mediante escalas

Podemos profundizar en el comportamiento de la ecuacion de la energia viendo la
influencia que tiene la escala de la turbulencia, esto tiene interés para investigar
mezclas en las que existe anisotropia o diversas escalas que interaccionan entre si.

Si suponemos que existen tres longitudes integrales turbulentas distintas L, A v
[ de tres campos de velocidades, U/, g ¥ u y definimos las medias sobre una escala [
comoT=0,T=pyU =U y otra media a escala A como < u >=0, < y >= 0,
< U »>= U, podemos escribir la ecuacion de la energia cinética para las tres escalas,
[/, u y u como:

S_E—Ifi[__i. {—}}_p%%
W Rk Bz, Oz,
d i up_ 9E
— E{T-FLJE l;’?ifamj}, {516}
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e au; d < wu; > Op; Op;
o = THilig T B N G
ot di; dx; ;. O,
o PA; ., e -
_éx_j{_J+T!jt_FJi}_ 1;"9&'55« (5.17)
d<e> U; + p; O, Ou;
It = ‘:M,TIJ}—H:EJ'"——-U*:EH—%}
a(«:‘wj:=-+[b"+ )<e>+ < pie> l,fﬂa{'s:’j 5.18)
it e : Moo T il | :
an P T H; Hi ﬁ.rj (CJ

donde E = 1/2U5U%, e = 1/2p;p; ¥ € = 1/2u;u;

No es necesario clasificar la presion en distintas escalas, va que todas las escalas
de presion afectan a cualquier nivel de velocidad.

En las ecuaciones (5.16) a (5.18) se ve la influencia de términos cruzados que
pueden modificar el balance de energia mediante inestabilidades de tipo secundario.

5.4.2 Separacion de las fluctuaciones en componentes tur-
bulentas y en ondas internas

(Otra forma de separar las ecuaciones de la energia (5.3) es considerar que las fluc-
tuaciones de velocidad, densidad y temperatura son debidas, parte a la presencia
de ondas internas y parte a la turbulencia propiamente dicha. El procedimiento de
separacion consiste en sustituir las fluctuaciones de densidad, velocidad y temper-
atura por componentes debidas a la turbulencia propiamente dicha, representadas
por ', v a las ondas internas representadas por ~

u; = u; + i,
p=p+p
donde u es la velocidad v p la densidad.

Para distinguir el campo de ondas internas en un fluido estratificado, puede usarse
el criterio de que la vorticidad lateral sea idénticamente cero, lo cual indica ausencia
de ruptura de ondas. También puede usarse el criterio de que la correlacion media
en el tiempo entre las fluctuaciones de densidad y velocidad vertical sea nula
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g = 0,

ya que en un fluido estratificado en la cresta de una onda interna el fluido denso es
empujado hacia arriba de la cresta y sin embargo en los valles de la onda interna, el
fluido ligero es empujado hacia abajo. Si no existe mezcla, el fluido ligero volvera a
subir v el denso bajara, produciendo oscilaciones del fluido a la frecuencia de Brunt-
Vaisdlla, V. Sustituyendo y hallando las medias en la ecuaciéon de la energia (5.3)
tenemos

2 "'2:_ Ui "_".‘.%
1/2Dig" = 5=l + =)~ T+
o, Hu Oty
T't;a z; axj T {Q’J'IIP}PHE + f{"""
0 ulu! —0l;
Sl g e 1) o st
lJIIrEqu = aIJ [u_}{p G 9 J] 'H-"H.J 5‘1_,-
- aﬁ; a].}'ll-- I_J'

T‘;‘.r'a_mj u; iz, +(g/p)p'us + f(v),

o ssiacee B {F ar
Dypt; = —u;u; af_ ~ P'u'ja — U ﬁ;j
J

dpuu; W —
oz; "aa + (g/p)pp + f(v k),
sz it o2 Fs
D Tl B M

~Pi5s; " Bz, P,

donde D, = & + U;z2-. Este sistema de ecuaciones, tiene en cuenta la interaccién
J
entre las ondas internas y la turbulencia.

Los términos del tipo 7;; v 7r; se definen como

iy =< wju; > —ulu]

|

3 3 =
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Tpj =< u:;;:-' =g

y son el resultado directo de la interaccion entre la onda v la turbulencia.

Estas interacciones entre diversas escalas y entre ondas y turbulencia tienen lugar
continuamente en el océano v en la atmasfera variando las caracteristicas de la
mezcla turbulenta. La no linealidad de las ecuaciones exige un mayor estudio de
la interaccién entre las distintas escalas, tanto tedrica como experimentalmente, ya
que hasta ahora solo han sido posibles los analisis globales.

5.5 Definicion de escalas asociadas a la estrati-
ficacién estable y definicion del niimero de
Richardson

En un fluido estratificado, es interesante conocer cual es la escala de la turbulencia
que no se ve afectada por la estratificacion. La relaminarizacién ocurre cuando la
energia cinética de la turbulencia no es suficiente para dar una vuelta entera a un
remolino de escala integral media. En este punto se suele decir que la turbulencia
se ha fosilizado es decir, pasa a tener estructura bidimensional.

La escala a la que esta fosilizacién 6 relaminarizacién tiene lugar puede ponerse
en funcién de la disipacion € y la frecuencia de Brunt-Viisilla N? = —ﬁ%f. La escala
dada por Ozmidov es

e Y12
L:(-ﬁ) , (5.19)

Esta es la escala en la que las fuerzas de flotacion son iguales a las fuerzas de inercia.
¢ incluye los efectos no lineales de disipacién, tomando € = w™ /! podemos comparar
esta escala con otra mas familiar, la escala vertical maxima de un remolino, 6 la
distancia para la cual la estratificacion actiia sobre la velocidad

w'

Ly=—,
b=

(5.20)

Ly es la distancia vertical que recorre una particula de fluido para transformar la
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fluctuacién vertical de energia potencial en energia potencial y es la escala asociada
a la ruptura de ondas internas. Sustituyendo ¢ en (5.19) tenemos:

Lo L o
= (A, (5.21)

La escala maxima de transporte vertical de masa (overturning) se puede definir
como

L= (5.22)

i

Las escalas aceptadas principalmente por la estratificacion son las verticales; las
escalas horizontales no estan influenciadas por la estratificacion y pueden crecer
ilimitadamente.

La menor escala posible en la turbulencia es la dada por Kolmogorov (1941):

2}
Lk=(?] : (5.23)

Inicialmente L, v Ly, =>> L;. pero a medida que transcurre el tiempo en los
experimentos de mezcla, Ly crece y L, decrece hasta que las escalas son similares y
ocurre la relaminarizacion o fosilizacién y se pasa a un régimen dominado por ondas
internas.

Seguiremos las definiciones de los nimeros de Richardson de flujo y de gradiente
a partir de la ecuacion de la energia de la turbulencia para un fluido estratificado
sometido a cizalla va que histéricamente, por su aplicacion a la atmosfera fue el
primer problema que se resolvio.

Hemos visto en el apartado anterior que el parametro significativo en un fluido
estratificado es el del flujo vertical de masa (o de flotacion, ya que da lugar al empuje
de Arquimedes)

Fp = _{gjpjp;uﬂ!

donde los términos han sido definidos anteriormente; la media indicada por la barra
superior puede ser espacial, sobre un drea horizontal, o temporal.

H H B =
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En la atmosfera se considera el perfil logaritmico para la velocidad del viento.
Este se obtiene mediante un argumento dimensional de forma que la variacion de la
velocidad con la altura sea:

du .

dz k2’

donde k es la constante de Von Karman, que tiene un valor aproximado de 0.4 v u.,
es la velocidad de friccion definida como la raiz cuadrada de la tension turbulenta
por unidad de masa, T = —pu'v’,

.
U = (_]IUE'
o

Integrando esta ecuacion tenemos el conocido perfil logaritmico:

w=nz4 O

la constante de integracion puede ponerse en funcién de un pardmetro de rugosidad,
z, que depende de la tension viscosa de rozamiento con el suelo:

In =

U= —
ko oz

En una atmosfera estratificada se puede definir la altura en la que se igualan los
flujos de energia cinética y de masa, que se conoce como longitud de Monin-Obukov:

Este parametro es negativo en condiciones inestables y positivo en situacion de
estratificacion estable.

En 1920 Richardson mostro que la razon entre la velocidad a la que el flujo vertical
de masa extrae energia del fluido vy la velocidad a la que la turbulencia producida
por cizalla produce energia, puede expresarse como un parametro adimensional.
Este parametro llamado nimero de Richardson de flujo se deduce comparando los
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términos de flotacion y cizalladura en la ecuacion de la energia turbulenta, corre-
spondiente a la ecuacion (5.3) en el caso de flujo horizontal con cizalladura en altura

[/ = U(z)

dg* ﬁq u

e P + e =0,

+uw’g l,.l"p

=

gie se reduce a

r

—— U —
- u’w’—é\—? = (g/p)uw'p’ + € (5.24)

s1 se considera estado estacionario y se desprecian los términos de difusién de presién
¥ tendencia a la isotropia . En esta ecuacion se equilibra la produccién de energia
turbulenta mediante la cizalla del flujo medio (en caso de estratificacién estable)
por transporte de masa o mezcla mas la disipacion viscosa. Uno de los problemas
que trata de aclarar este trabajo es la particién de energia entre estos dos tltimos
términos en distintas situaciones.

Como el flujo depende de la magnitud relativa de los tres términos en la ecuacién
(5.24), comparando el flujo de masa vertical en una region del flujo de volumen V,
con la produccién de energia en la misma region tenemos la definicién del nimero
de Richardson de flujo integral

Ivlg/p)w'pdV

R :
= Jyu w*aI dV

Podemos definir un mimero de Richardson local sélo si despreciamos el transporte
de energia

(g/p)w'e .

P 2L T ghlU

R
F= W L

El nimero de Richardson de flujo mide la fraccion de la energia cinética disponible
que absorbe la estratificacion. Como siempre existe algo de disipacién, este nimero
es siempre menor que la unidad

Ry < 1.

-

-l

H N
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Como la viscosidad domina casi siempre la disipacion de energia. por lo general R;
sera mucho menor que 1 como ya se ha argumentado anteriormente.

Si definimos los coeficientes de difusividad turbulentos de forma que

) w:Pr
-ﬁ'T,S = &
gz
- ufu
Ky = =,

donde K es el coeficiente de difusividad turbulenta de momento v K g, el de tem-
peratura, T, o salinidad , &, segin influencien la densidad del fluido. Asi podemos
definir el niimero de Richardson de gradiente K; como

_ ﬁ’T.S[Qa"’ﬂ}%f _ Krs

. T = 2 R1'~
Ku(3E)? Ky

Normalmente la difusividad de momento es mayor que la de temperatura, aunque
Reynolds supuso que K1 =~ Ky, resultando entonces Bf < Ri.

En el caso de ausencia de flujo medio, turbulencia estacionaria y si se desprecian
los términos de difusién de presidn, la ecuacion 5.3 puede escribirse como

t_fiﬂu'fjﬂ
€ Oz

L Sl e
= —Zgw — 1,
ST =1,
que en funcion de las escalas de longitud definidas anteriormente

w u'? 2 LyL, p'w’
e 0z L2 pw'

La interaccion entre esas tres escalas para diferentes rangos del niimero de Richard-
son de gradiente local controla la cantidad de energia turbulenta que controla la mez-
cla. Notese que el término Lf-giﬁ;ﬁ—: puede definirse como un nimero de Richardson

de flujo o una eficiencia de mezcla.
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6.1 Introduccion

Hay diversos mecanismos utilizados en experimentos de laboratorio con el fin de
producir turbulencia y mezcla. Entre los mds utilizados para producir turbulencia
con flujo medio nulo u = u’ estan las rejillas oscilantes (Rouse y Dodu (1955), Turner
(1968}, Linden (1975), Hopfinger y Toly (1978), Fernando y Long (1988), Redondo
(1988). Este es un método que produce turbulencia poco energética v se ha usado
con el plano de oscilacion de la rejilla tanto horizontal como vertical. Un método
alternativo utilizado con menos frecuencia es la produccién de turbulencia y mez-
cla a través de burbujas. Mediante este método se obtiene un nivel de turbulencia
uniforme a través del fluido, debido a que las burbujas alcanzan su velocidad limite
rapidamente. Linden y Simpson (1986) usaron burbujas para simular por medio de
experimentos de laboratorio el efecto producido por la turbulencia sobre la frontogé-
nesis asociada al avance de una hrisa marina tierra adentro. En el caso de la brisa
marina la turbulencia aparece como consecuencia de los movimientos convectivos
que tienen lugar en la capa limite atmosférica. El resultado de sus experimentos
coincidié con las observaciones de Wallington (1961) de brisas marinas en el sur de
Inglaterra. Estas observaciones mostraban claramente una relacién entre la veloci-
dad con la que se establecia la corriente de gravedad asociada a la brisa marina
v la altura de la capa superficial atmosférica. Se han realizado experimentos de
mezcla producida por burbujas en estratificaciones lineales y a través de interfases
abruptas por Baines (1974) y McDougall (1978) vy recientemente por Asaeda ef al.
(1994) aplicados a procesos industriales, en ellos se mide el avance de la interfase
y se caracteriza la zona de mezcla alrededor de una fuente puntual de burbujas.
Yagiie y Redondo (1990) simularon la mezcla producida por conveccién mediante
una serie de experimentos sobre la mezcla a través de una interfase de densidad
estratificada establemente. La turbulencia convectiva se produjo mediante la ascen-
sion de una linea de burbujas que produjo una célula convectiva del tamaiio de la
caja experimental de 27 x 27cm? de base por 40 cm de altura.

En el experimento, intentamos calcular la eficiencia de mezcla en funcién de
diversos pardmetros va que existen puntos de vista conflictivos respecto a la forma
de la eficiencia de mezcla versus el nimero de Richardson. Linden (1980), Redondo
(1987) v Yagiie (1992) han encontrado un decrecimiento en la eficiencia de mezcla
para valores elevados del nimero de Richardson, mientras que McEwan (1983a) y
Britter (1984), sélo encuentran una relacién monotonica entre la eficiencia de mezcla
v el nimero de Richardson. El significado fisico de estos dos comportamientos
se ha explicado en el Capitulo 5 dando lugar a fendmenos de concentracién de
contaminantes o formacion de fuertes gradientes de temperatura o densidad.
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Los procesos importantes de mezcla geofisica estan asociados a la formacion de
frentes, tales como las brisas del mar y de las montafias, mareas... En muchos casos,
debido a la intermitencia de los procesos energéticos, las mezclas estan locahzadas
en ¢l tiempo v en el espacio; ejemplos tipicos son la mezcla costera producida por
las olas v las mareas, la ruptura de la termoclina producida por tempestades y
mezclas a través de la tropopausa debido a erupciones volcanicas, inestabilidades en
las corrientes de chorro o grandes tormentas convectivas.

En los procesos heterogéneos horizontales, a menudo se producen mezclas a traves
de los fluidos estratificados, donde la energia cinética disponible esta confinada en
pequenias zonas del fluido; en estas situaciones, la mezcla vertical esta afectada por
el transporte de masa horizontal que genera intrusiones v corrientes de gravedad.
En este capitulo se describen los resultados experimentales de los procesos de mezcla
que tienen lugar a través de una interfase de densidad estable como consecuencia de
la mezcla no homogénea lateral; se pretende modelizar la ruptura de una interfase
en un fluido establemente estratificado mediante turbulencia convectiva o sin flujo
medio. Hemos simulado un proceso de mezcla con velocidad horizontal media cero
¥ presentamos una serie de experimentos de mezcla a través de una interfase de den-
sidad estratificada cuando la turbulencia se produce por la distribucion de burbujas
de aire que penetran a traveés de una seccion lateral de la interfase inicial.

La turbulencia que causa la mezcla tiene una escala espacial generada por la
distribucion v las caracteristicas de las burbujas, por lo que el espectro caracteristico
de la turbulencia tiene una escala integral asociada a la cizalla generada por las
estelas de las burbujas dada por

L= [:. Ri(Dd, (6.1)

donde R;; es en general la funcion de autocorrelacion de velocidades

THETACER))

Ry = 2020 (6:2)

u

Esta escala se interpreta como la caracteristica de los remolinos dominantes. La
escala integral caracteriza a los remolinos que contienen la energia cinética turbu-
lenta y realizan la mayoria del transporte turbulento, generado en las estelas de las
burbujas y relacionado con la distancia media entre las mismas.

Las escalas turbulentas que nos van a interesar para nuestros experimentos de
mezcla de una interfase de densidad van a ser: (i) para la escala de longitud, la




132 Capitulo 6. Mezcla lateralmente heterogénea

escala integral que estimaremos como la distancia entre orificios consecutivos (£} en
el tubo perforado que se sitiia en el extremo del fondo de la cubeta experimental,
va que las dimensiones de los remolinos dominantes se pueden considerar como ¥,
v entonces podemos tomar { = L, (ii) para la escala de velocidad, la velocidad
cuadratica media de la turbulencia (u') que se estima como la décima parte de la
velocidad de ascenso de las burbujas, V', de acuerdo con la teoria de entranamiento
en penachos generados por empuje (Turner, 1973)

Vv
T E. [6‘3}

Una vez que las burbujas salen del tubo perforado a traves de los orificios, rapi-
damente alcanzan su velocidad limite aproximadamente constante. Para la medida
de la velocidad media de ascenso de las burbujas se ha utilizado la grabacién en
video y su digitalizacién, midiendo el tiempo que tardaban las burbujas en recor-
rer la longitud vertical del tanque, siendo ésta de aproximadamente 40 + 5 cm/s,
concordando con los experimentos de Auton (1984) y Durst ef al. (1986). A partir
de los niimeros de Reynolds y Ebtvos de la burbuja el tipo de burbujas generada
en nuestros experimentos varia entre esféricas y elipsoidales segun la clasificacion
dada por Clift ef al. (1978). En los experimentos realizados no se ha mantenido
constante el caudal, pero se ha mantenido constante la separacion entre orificios y
el tamafio de los mismos por tanto se ha obtenido practicamente la misma escala
integral turbulenta.

6.2 Descripcion del experimento

Para la realizacién de los experimentos se utilizé una cubeta de metacrilato de un
grosor de 1 cm, cuyas dimensiones eran X = 120 cm, ¥ = 15 em y Z = 35 cm,
con X variable, Figura 6.1. En dicha cubeta se establece una interfase estable de
densidad. Para ello se pone una disolucién de cloruro sédico de densidad conocida
en la parte inferior de la cubeta (15 cm aproximadamente) y a continuacion y con
gran cuidado para evitar que se genere turbulencia que produzca mezela o difusion
se vierte sobre una esponja flotante una capa de agua dulce de densidad 1 g/cm®
hasta que alcance una altura aproximada de 30 cm. De este modo se constituye una
interfase abrupta estable. En el extremo inferior de la cubeta se instala un tubo
perforado de 15 cm de longitud y 1.5 cm de didmetro, conectado a una bomba de
inyeccién de aire de caudal regulable, que produce burbujas que ascienden hasta
alcanzar la interfase, produciento una zona de conveccién lateral y mezclando el
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fluido denso con el fluido ligero.

Para poder visualizar la interfase v el posterior proceso de mezcla debido a la
turbulencia generada se cubre una de las caras verticales de la cubeta experimental
con papel vegetal v se hace incidir un haz de luz paralelo por la cara opuesta. Este
permite distinguir la interfase por una linea intensa de luz reflejada en el papel
vegetal. En la Figura 6.2 se muestra la evolucion del experimento en los momentos
iniciales del proceso de mezcla, la interfase se visualiza perfectamente asi como
la intrusion que penetra en la interfase inicial. Transcurrido un cierto tiempo la
interfase deja de ser abrupta produciéndose la mezcla a distintas alturas como se
puede ver en la Figura 6.3. En este caso se observa como la interfase abrupta se
ha erosionado v se puede apreciar la microestructura turbulenta de la mezcla. Esta
técnica de visualizacién es conocida como umbroscopia (shadowgraph).

Para medir el campo de densidades, se utilizaron sondas de microsuccién conduc-
tiva con una resolucion espacial de un milimetro ciibico y una resolucion temporal de
20 milisegundos tal y como fueron descritas por Redondo (1987). Para la medicion
del tiempo total de mezcla 1. se consideré el tiempo trancurride desde el inicio
hasta cuando los valores de densidad procedentes de las sondas de conductividad a
distintas alturas diferia en menos de un 1%.

Estas sondas consisten en un circuito que mide la corriente que pasa por dos
electrodos sumergidos en agua. Uno de los electrodos es un tubo de metal, situado
en el interior, por el que se succiona fluido a una velocidad muy baja. La importancia
de succionar el fluido reside en el hecho de que de esta manera se impide que se forme
estancamiento en la punta de la sonda, lo que daria lugar a medidas erréneas en la
conductividad local ¥ por consiguiente en la densidad de fluido. El otro electrodo se
sitila o bien a un lado de la cubeta, o bien consiste en otro tubo concéntrico exterior
al de succién y totalmente aislado del primero. En nuestro caso, los electrodos
eran de acero inoxidable concéntricos, de diametro interno y externo de 3 y 10 mm,
respectivamente, v en los que la punta de la sonda estaba hecha en metacrilato y
formando un angulo recto con el cuerpo longitudinal de la sonda. La punta de la
sonda tiene forma cénica con un agujero de succion de 0.5 mm de didmetro. Estas
sondas estan disenadas tanto para medir en reposo, como para hacerlo mientras se
desplazan. Esto iiltimo es muy til para realizar medidas de perfiles verticales de
densidad.

La salida de las sondas va conectada al conductivimetro. Los conductivimetros
utilizados estan basados en un disefio de John Mumford del Departamento de In-
genieria de la Universidad de Cambridge. Estos constan de un oscilador, el puente
compensador de la sonda, un amplificador diferencial, un rectificador y un filtro.




134 Capitulo 6. Mezcla lateralmente heterogénea

Diogram of the experimental apparatus

_.-r._,..-l'"r'_ _._r._,_.-l'"'-'_
;..-o-"':f s _._'_,..,--"""'-
ae o] £  Bubbles Free surfoace 30 cm
a 0 o
IS cm |s.e b o
L S a3
M e e —
a “.-\:--p - (B4
; 3 ] et Mixing Initial density intreface
=] 15 cm
o ; "
Bl il

Air in jec tion 120 em

Figura 6.1: Descripcion del tanque experimental
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Figura 6.2: Descripcién del experimento en los instantes iniciales
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Figura 6.3: Detalle de la estructura de la turbulencia cercana a la linea de burbujas
durante el proceso de mezcla
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Es importante mantener el voltaje de salida del conductivimetro por debajo de un
valor critico, a partir del cual se puede producir una sobrecarga sobre el conver-
tidor analégico-digital que se utiliza, con la consecuencia de posibles dafios sobre el
mismo.

Para realizar el calibrado de los conductivimetros y las sondas se introducen éstas
en varias muestras de soluciones salinas cuya densidad conocemos previamente. Las
muestras y experimentos se realizaron a 20° C de temperatura ambiente. La salida
analdgica del circuito del conductivimetro esta conectada a un voltimetro digital.
Los pares de datos se ajustan mediante una regresion lineal y se desprecian los
valores que no estén dentro del intervalo de linealidad.

Anadiendo colorante a una de las capas, se puede obtener una indicacion visual
de la duracion de la mezela. Otra indicacion puede ser la ausencia de estructura de
pequena escala en el shadowgraph.

Los perfiles de densidad fueron tomados cada 10 em y cada 5 min, pudiendo por
tanto medir tanto la evolucién espacial como la temporal. La inyeccion del flujo de
aire varia entre @ = 3.0cm®/s y Q = 35em?/s.

6.3 Analisis de los experimentos

En estos experimentos se pasaba de una situacion inicial, en que la interfase de den-
sidad separaba dos capas de fluido homogéneo de distinta densidad, a una situacion
final en la que las dos capas de fluido se habian mezclado completamente y habian
dado lugar a una tinica capa homogénea de fluido.

Los parametros relevantes medidos y calculados en los experimentos han sido: el
tiempo de mezcla., el mimero de Richardson, el nimero de Reynolds y la eficiencia
de mezcla.

El tiempo de mezcla (t) se define como el tiempo que tarda en mezclarse
totalmente la capa de fluido denso con la capa de fluido ligero. Para la medida
de este tiempo se han utilizado dos metodos, el primero mediante tecnicas visuales
con papel vegetal shadowgraph midiendo el tiempo que tarda en desaparecer la mi-
croestructura de la turbulencia v la segunda a partir de las sondas de conductividad,
esto es, cuando exista homogeneidad en el fluido. Los dos métodos han resultado

coincidentes.

El mimero de Richardson local (Ri) mide el grado de estabilidad que hay
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en el fluido y puede definirse como el cociente entre los términos de Arquimides de
flotabilidad y los términos de inercia. Este nimero ha sido definido en el Capitulo
5 y lo hemos estimado a partir del mimero de Richardson de gradiente

. _ g OplO=
= e

modelando dp/dz como Apff y du/dz como u'[f. Aqui se ha utilizado una forma
en diferencias finitas del niimero de Richardson inicial:

gApf

pudi®

Ri =

(6.4)

donde g es la gravedad, Ap la diferencia de densidad inicial entre el fluido denso
y el ligero, p la densidad al final de la mezcla, £, la escala de longitudes integral
de la turbulencia v v’ la velocidad cuadratica media de la turbulencia, relacionada
con el flujo de aire ), el cual induce mezcla heterogénea horizontal a través de
la interfase. La escala integral es el tamanio de los remolinos que llevan la mayor
parte de la energia cinética turbulenta y por tanto responsables de la mayor parte
del transporte turbulento. En nuestros experimentos, esta escala ha sido estimada
como la distancia entre los orificios del tubo que es de lem. A este nimero de
Richardson se le llama local porque a través de u'/¢ se modela la cizalladura local o
vorticidad que tiene lugar cerca de la interfase.

El nimero de Reynolds (Re) mide la relacion entre los términos inerciales
y los viscosos de la ecuacién de Navier-Stokes. Hemos definido dos niimeros de

Reynolds en funcién de las escalas caracteristicas de velocidad y longitud. El nmimero

de Reynolds global es
VH

Re = —— = 120000,
15
donde V' = 40 cm/s es la velocidad ascensional de las burbujas, H=30 cm la altura
del fluido y v = 107% cm?/s la viscosidad cinemaética. El mimero de Reynolds local

g

Re; = — = 400,
15

donde u'=4 cm/s es la velocidad cuadratica media de la turbulencia, =1 em es la
escala integral de la turbulencia.

La eficiencia de mezcla (n) se define como el balance entre el incremento
de energia potencial del fluido, APE y la energia cinética que produce la mezcla,
AKE. Este parametro es equivalente al niimero de Richardson del flujo Ry, usado
por Linden (1980), Rohr et al. (1984) y Redondo (1987) al que definen como la

e

H B N

al
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fraccién de la energia cinética disponible que se usa para la mezcla, siendo el resto
disipada por viscosidad.

__APE :
"= AKE (6.5)
Inicialmente, existe una interfase abrupta de densidad v pasado un tiempo t,,
toda la columna de fluido se mezcla perfectamente, hasta que la densidad final es
constante con la altura. El incremento de energia potencial en el proceso de mezcla
ha sido evaluada de manera similar a Linden (1980}, siendo esta

H
APE = 5?5]; [Pfinat(2) — Piniciat(2)] 2 dz , (6.6)

la cual para toda la mezcla da

1
APE = 5gSAph? (6.7)

donde h es la altura tanto de agua dulce como de agua salada, que en nuestro caso
es la misma e igual a 15 cm, S es la superficie de la base del tanque v H = 2h es el
nivel del fluido. La energia potencial también se calculo a partir de los perfiles de
densidad medidos durante el experimento.

La energia cinética que se introduce al sistema ha sido estimada a traveés del
arrastre que producen las burbujas en su recorrido. El producto de la fuerza de
arrastre por el recorrido que hace cada burbuja seria el trabajo realizado por una
sola burbuja. Para calcular la energia cinética total que se introduce al sistema
durante todo el proceso de mezcla, se ha de multiplicar el trabajo realizado por una
sola burbuja por el mimero total de burbujas que mezclan el fluido y estimar la
turbulencia producida por su estela.

La fuerza de arrastre de una burbuja viene dada por:

e %pcﬂvﬂmﬂ, (6.8)

siendo C'p el coeficiente de arrastre, V' la velocidad ascensional de la burbuja y a el
radio de la misma. El trabajo serd
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1
W, = Ep(?glffi?mz H. (6.9)

El niumero total de burbujas que tenemos fue calculado por Linden v Simpson (1986)
a partir de la frecuencia de salida de las burbujas, siendo ésta una funcién de la
velocidad ascensional de la burbuja y del tamano de la misma

y=—. (6.10)

Suponiendo que las burbujas salen por los orificios de manera similar, el nimero
total de burbujas seria el producto de la frecuencia de salida por un orificio por el
numero de orificios v por el tiempo que esta conectada la bomba de inyeccion de

alre

r

V
- =—N :
Burb.Tot e L (6.11)

N = 9 es el nimero de agujeros que producen burbujas. Por lo tanto, la energia
cinética disponible para el proceso de mezcla es

AKE = % pCDﬂ‘aﬂL’z;N!H , (6.12)
a

donde el coeficiente de arrastre, C'p, es aproximadamente 8 /3 para nuestros experi-
mentos (Durst ef al. ., 1986).

Sustituyendo los valores de APE y AKNFE en 5 para el proceso global de mezcla
y usando la definicion de Ri, se obtiene

p=CREY, (6.13)
siendo

HS

¢= 1007 VaNC,f

solo funcion de los parametros experimentales.
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Para calcular la evolucién temporal de la energia potencial se pueden comparar
los perfiles de densidad tomados durante el experimento, bien promediados o bien
en un punto (centro del tanque) tal como se muestra en la Figura 6.4. Se tomaron
un promedio de 28 medidas verticales de densidad para cada perfil {una medida
cada cm), v a partir de los datos se calculd la energia potencial en un instante
determinado. Utilizando la regla del trapecio, la energia potencial es

" 95 3 2 '
PE = g.S'fﬂ p(2)2dz = 22 Y (pi + pia) (37 = 22pa). (6.14)

=1

En parte de los experimentos, una de las sondas se dejo fija en la region central
para describir el estado central de la estratificacion y se completd tomando medidas
verticales y horizontales, cada 10 cm en horizontal y 5 cm en vertical; la duracion del
proceso de medida fue de aproximadamente 1 minuto y su frecuencia de un muestreo
cada 5 minutos. El error en el tiempo de mezcla con sondas fijas en el extremo del
tanque fue inferior a un 10%.

6.3.1 Niimero de Richardson en funcién del caudal

Se han observado diferencias en el comportamiento de i versus Ri cuando se usan
flujos diferentes de aire, ). Debido a que en el experimento se han utilizado difer-
entes caudales, vamos a definir un numero de Richardson dependiente del caudal y
una eficiencia de mezcla que al depender de la velocidad de ascension de las burbujas
y de su diametro dependera del caudal. Para ello recordemos que la velocidad de
salida de una burbuja es (Linden y Simpson, 1986)

9
V= g{gal” !

v el caudal

Q= N%WGEV,

despejando el radio a podemos deducir la velocidad de ascension de las burbujas en
funcion del caudal

2
—or(29) -
y de ahi
; gApl
Rig = D AQ (6.16)
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Figura 6.4: Perfiles tipicos de densidad, medida en el centro del tanque, para dis-

tintos tiempos a lo largo del proceso de mezcla




6.3. Analisis de los experimentos 143

v la constante A = 0.53. De la misma manera podemos hallar la eficiencia de mezcla

en funcion del caudal .
6.5 Rig

- szﬁ i
asi se consigue menor dispersion en el ajuste de los datos de eficiencia de mezcla a
pesar de que la velocidad calculada de esta manera es inferior a la observada en el
experimento. Esto hace que tanto el nimero de Richardson como la eficiencia de
mezcla quede por encima de su valor real, pero lo importante para poder comparar
experimentos es la forma de la curva n( Ri) y saber si la eficiencia de mezcla crece o
decrece con el aumento de la estratificacién.

n(Q) (6.17)

6.3.2 Identificacion del proceso de mezcla

Tan pronto como se inyecta el aire, aparece una linea de burbujas alcanzando su
velocidad de salida. Las burbujas se adentran en el fluido denso y van a parar al
fluido ligero, produciendo una fuerte mezcla en la interfase; muy pronto se forma
una célula de recirculacién en el nivel superior.

El movimiento convectivo inducido por el flujo de aire puede ser observado clara-
mente inyectando colorante cerca del borde de la caja donde se produce la mezcla.
Después de un tiempo t,,, la interfase desaparece y el fluido queda perfectamente
mezclado. Fijandonos detalladamente en los experimentos, podemos distinguir var-
10s procesos de mezcla dentro de la mezcla global:

- El arrastre directo de fluido denso en la estela de la burbuja
- La mezcla producida por la turbulencia generada por el paso de la burbuja.

- La mezcla que se produce por la circulacién secundaria del fluido al formarse
una contracorriente lateral que da lugar a una célula convectiva que se genera con
la ascendencia en la linea de subida de las burbujas y descendencia en una zona
posteriora esta.

- Mezcla por la ruptura de ondas internas en la interfase. Al pasar las burbujas por la
zona de la interfase de densidad, inicialmente en reposo, generan una agitacion que
hace que ésta oscile dando lugar a una aparicién de ondas internas en la interfase.
Cuando estas ondas rompen se produce mezcla al haber intercambio de materia
entre la capa de fluido denso y la capa de fluido ligero.

- Mezcla por entranamiento. Alllegar las burbujas a la interfase e iniciarse la mezcla,
la interfase desciende.
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En el calculo de la eficiencia de mezcla se ha sobreestimado la energia cinética
por las siguientes razones

1) En nuestros calculos estamos suponiendo que todas las burbujas producen
igual mezcla, pero esto no es estrictamente cierto, debido a las interacciones que
se producen entre ellas y sus campos de velocidad. En realidad, las burbujas que
ascienden en la estela de otras producen un arrastre que no es proporcional a la
velocidad de ascension V', sino a la velocidad relativa V' — u, donde u es la velocidad
local del fluido por donde pasa la burbuja con velocidad V (Kowe et al. ,1988), por
ello la resultante es menor.

2) Las burbujas no suben siguiendo trayectorias totalmente verticales sino que si
se analiza en detalle la ascension de burbujas, se puede observar facilmente como
éstas realizan trayectorias helicoidales (Miksis et al. , 1982). Esta modificacién de
la trayectoria también produce una alteracién en la forma de calcular el coeficiente
de arrastre C'p y del espacio recorrido por las burbujas. Por tanto se producen

interacciones laterales entre las burbujas que contribuyen también a reducir la fuerza
aplicada al fluido.

3) Por ultimo, hay que senalar que para calcular la energia utilizada en mezclar el
fluido, utilizamos la altura del fluido, H, en el calculo del trabajo, aunque el arrastre
que produce la mezcla se realiza fundamentalmente en los entornos inmediatos de la
interfase y el arrastre en las zonas mas alejadas es menor y produce menos mezcla.

Si queremos tener en cuenta estos efectos aunque no esten estudiados cuantita-
tivamente, debemos aumentar la eficiencia de mezcla. No obstante esto no va a
afectar a la evolucién, ni a las pendientes de las relaciones, es decir al exponente n.
Esto indica que al igual que en los experimentos de Linden (1979), (1980), debemos
concentrarnos mas en la forma de la eficiencia ‘de mezcla en funcién del mimero de
Richardson que en los valores numéricos concretos.

6.4 Resultados

6.4.1 Eficiencia de mezcla

Como sefialé Stewart (1969), a veces es dificil distinguir si los movimientos que es-
tan teniendo lugar en un fluido estratificado son ondas o turbulencia. Las ondas
internas pueden producir turbulencia y la turbulencia generar ondas internas, como
sucede cuando la turbulencia producida por las burbujas actia en una interfase de
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densidad estable, como en el caso de nuestros experimentos. Sin embargo, hay al-
gunos factores que distinguen las ondas de la turbulencia. La turbulencia tiene como
propieded mds importante su capacidad para producir mezcla y transportar asi can-
tidades escalares. Asimismo es un fendomeno de fuerte interaccion y muy disipativo.
Las ondas pueden distorsionar la distribucion de densidad, pero no cambiar per-
manentemente la estratificacién (Derbyshire y Redondo, 1990), a menos que estas
ondas se rompan para producir turbulencia. En nuestros experimentos, la presen-
cia de ondas internas podria ser la causante del retraso del tiempo total de mezcla
que ocurre para nimeros de Richardson altos. Este retraso en la mezcla sélo puede
tener lugar en los primeros minutos, cuando la interfase es abrupta y resistente a
la mezcla, disminuyendo Ri a medida que tiene lugar la mezcla y alcanzando el
valor cero cuando la mezcla es total y no existe estratificacién. Linden senalé en
1979 que parte de la energia cinética se puede usar para hacer trabajo contra las
fuerzas de Arquimedes (estratificacién estable), y que este trabajo puede generar
ondas internas que no contribuyan a la mezcla vertical (p'w’ = 0).

Debido a la turbulencia lateral cuadratica media no uniforme producida por el
flujo de aire hay un incremento en el nimero de Richardson local a medida que nos
alejamos de la fuente de energia cinética turbulenta.

Las burbujas generan difusién turbulenta de la densidad, pudiéndose definir un
coeficiente de difusion efectiva K, suponiendo que existan procesos de difusion de
Fick en la zona colindante a las burbujas, esto supondria que la concentracion de
sal mostraria una evolucién del tipo

ds(z,1)

_ Kﬁ{x}ﬂza{x,i]

oz

T (6.18)

La difusividad asociada al campo de velocidades turbulentas generadas por la
linea de burbujas que asciende en un extremo del tanque decrece segiin nos ale-
jamos del centro del penacho producido por las burbujas. Se puede modelar este
decrecimiento de forma gaussiana como suponen Linden y Simpson (1986)

K,(z) = Kge = 175, (6.19)

siendo o, la desviacion estandar, medida horizontalmente, asociada a la mezcla
producida por la linea de burbujas. A partir de las imigenes de umbroscopia (shad-
owgraph), del tipo mostrado en la Figura 6.3 y siguiendo un proceso de digitalizacion
de los videos de los experimentos se ha estimado o,=5 cm+1 cm. Como ejemplo
de la relaminarizaciéon de la turbulencia a medida que nos alejamos de la fuente de
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energia cinética se muestra en la Figura 6.5 una imagen digitalizada en falso color
de la estructura asociada al shadowgraph. La imagen 1 muestra las estriaciones
ondulantes que se forman lejos de la fuente de energia cinética debidas a la estratifi-
cacion; su evolucion en el tiempo permite identificar la aparicion de ondas internas.
Las imagenes 2, 3 y 4 muestran detalles de la estructura de la turbulencia a distintas
distancias de la fuente de burbujas que reflejan numeros de Richardson distintos v
crecientes.

La Figura 6.6 muestra la digitalizacion de dos imagenes de video v su posterior
tratamiento mediante un filtro laplaciano de a) la intrusion cuando comienza el
experimento y b) las relaminarizaciones que se producen durante el experimento.

A partir de las imagenes digitalizadas del shadowgraph, se ha comprobado la
variacion de las escalas verticales en funcion de la distancia horizontal, ajustandose
a una gaussiana con desviacion estandar relacionada con o, ya que se supone que son
las fluctuaciones de velocidad local las que proporcionan la energia cinética necesaria
para producir la microestructura. En la Figura 6.7 se aprecian dos perfiles verticales
de intensidad del shadowgraph, para (a) 5 cm de la fuente de burbujas y (b) 15 cm.
En el primer caso los desplazamientos verticales medios reflejados en la figura son
mayores que en el segundo caso.

Aunque no medimos directamente en nuestro experimento la viscosidad turbu-
lenta o difusividad de momento, por analogia con los experimentos de turbulencia
generada por rejilla oscilante, podiamos medir en nuestro caso el parametro llamado
accion de la rejilla o de la linea de burbujas, como K = u'f. A partir de nuestros
parametros hemos calculado, para una rejilla que produjese un nivel de turbulen-
cia equivalente K =~ K, &~ 4 cm?/s que en nuestro caso debido a la estratificacion
tendria una variacion gaussiana.

Utilizando los resultados experimentales de Linden y Simpson (1986) para la
turbulencia generada por una distribucién espacialmente homogénea de burbujas
podemos calcular la variacién de la difusividad con el caudal. Podemos suponer en
nuestro experimento que el penacho de burbujas se extiende de forma homogénea a
una distancia de 5 cm v usando la relacion dada por Linden y Simpson (1986) entre
la difusividad K = vd v el caudal por unidad de area Q/A

/5
— 0354 (£9)
f;_u,:}.:.d(ﬁ,ﬂ) .

En la difusividad definida por Linden y Simpson (1986), d es el diametro de las
burbujas v v la velocidad ascensional de las burbujas dada por

A a 4

d

$
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Figura 6.5: Cuatro imagenes digitalizadas a distintas distancias mostrando la es-

tructura del campo de densidad local mediante la técnica del shadowgraph
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Figura 6.6: Dos imagenes de video digitalizadas y tratadas mediante filiro laplaciano
(resalta contrastes) de a) la intrusion b) la relaminarizacion.
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Figura 6.7: Estructura vertical de la turbulencia cercana a la pared donde se esta
produciendo la mezcla, ajz = 5 cm, b) = 15 em.
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N ]

En la Figura 6.8 vemos los valores experimentales dados por Linden y Simpson
(1986), extrapolados a nuestro rango de valores del caudal. Los cuadrados corre-
sponden a nuestros valores del experimento. En el articulo de Linden y Simpson
(1986) se ha detectado una errata en el calculo de la velocidad (ecuacion 3.7).

En la Tabla 6.1, se ha realizado un resumen de los experimentos. En la Figura
6.9 se muestra el tiempo de mezcla frente al niimero de Richardson. En la Figura se
puede comprobar que el tiempo de mezcla aumenta a medida que Ri aumenta, es
decir, para estratificaciones mas estables. Cuando se llega a un valor del nimero de
Richardson ( Hi > 2) se pueden medir ciertas diferencias en el tiempo de mezcla v en
las observaciones de la estructura invasiva y de la generacion de ondas internas que
parecen indicar que se esta reduciendo la eficiencia de mezcla en direccion vertical.
Debido a que hay cierta dispersion en los datos debido a los diferentes caudales en
la Figura 6.9 se muestra mediante circulos los experimentos con @ < 10cm®/s vy
triangulos aquellos con @ > 10ecm®/s. En la Figura 6.10 se muestra el tiempo de
mezcla frente al numero de Richardson dependiente del caudal. (), hallado mediante
la ecuacion (6.16). Los experimentos muestran que los datos pueden ser expresados
como

e
Se ha adimensionalizado el tiempo utilizando la escala de tiempo utilizado por las
burbujas en salir a la superficie T' = H/V. También se puede adimensionalizar el
tiempo de mezcla con T = \/E, que es el tiempo relevante asociado a la estratifi-
cacion inicial del tanque. Se ha optado por la primera en este caso frente al nimero
de Richardson para no comparar directamente dos parametros que dependen de la
misma forma de la estratificacion. 5in embargo se usara la segunda opcion para
adimensionalizar las evoluciones de los distintos parametros medidos en el tiempo.

En la Figura 6.11 obtenemos una eficiencia de mezcla frente al niimero de Richard-
son de

7 = 0.0014 Ri®*" .

Debido a que los experimentos se han realizado con distintos caudales y que el
coeficiente de correlacion del ajuste es r = 0.62, se ha querido tener en cuenta el
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Figura 6.8: Difusividad de la turbulencia generada por burbujas frente al caudal
por unidad de area. Los o corresponden a los valores del experimento realizado
por Linden y Simpson (1986). Los A indican el rango de valores utilizado en los
experimentos de Yagie (1992) y nuestros experimentos se indican mediante O.




152 Capitulo 6. Mezcla lateralmente heterogénea
Tabla 6.1: Resultados de los experimentos
Exp. Exp. ar L Q Ri Rig  tnm
no.  Codigo cm em?s s
: Itth0 0.0000 120 20 0 0 75
2 Ittbl 0.0015 120 10 0.092 1.11 150
3 Itth2 0.0050 120 10 0.305  3.69 180
4 Ittb3 0.0350 120 4.4 2,107 306.4 1500
5 Itthd 0.0185 120 8.3 1.123 1462 300
6 Itth5 0.0500 120 3.1 2988 57.73 1620
i Itth6 0.0510 120 3.1 3.046  58.85 1800
8 IttbT 0.0015 120 28 0.092 0.73 135
9 Itth8 0.0145 120 30.5 0.881  6.82 330
10 Itth9 0.00725 120 30.5 0.442 3.42 195
11 Ittb10 0.0036 120 30.5 0.221 1.70 126
12 Ittb11 0.0750 120 24 4427  3.89 450
13 Itth12 0.0960 120 12.5 5.610  62.06 1080
14 Itth13 0.0510 120 T2 3.046 42,01 1020
15 Ittb14 0.0510 100 Tl 3.046 4201 780
16 Itth15 0.0510 75 T2 3.046 42,01 660
ET Itth16 0.0087 120 4.5 0.530 8.83 300
18 Ittb17 0.0510 50 1.2 3.046 4201 210
19 Itth18 0.0510 15 T2 3.046 4201 90
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Figura 6.9: Tiempo de mezcla vs. nimero de Richardson.a) Usando Ri basado en la
velocidad de salida de las burbujas medida en el video, /A indica experimentos con

¢ > 10 y o indica @ < 10.
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caudal en la eficiencia de mezcla y el mimero de Richardson, ecuacién (6.16). La
Figura 6.12, muestra un ajuste similar al anterior, con un coeficiente de correlacién
r = 0.87 vy los resultados pueden expresarse como

7 = 0.0076 Ri®® .

Si escribimos la eficiencia de mezcla en funcién del nimero de Richardson como

n=ny B,

podemos comparar ésta con los resultados obtenidos por Yagiie y Redondo (1991).
Nuestros valores de n estan entre 0.3-0.5, mientras que los de ellos estan entre 0.5-
1.2, Los resultados de Yagiie (1992) se muestran en la Figura 6.13. Nuestros valores
de n no son superiores a 1 para ninguno de los dos ajustes obteniendose una relacién
monotona creciente entre la eficiencia de mezcla v el nimero de Richardson similar
a la de los experimentos de McEwan (1983a, 1983b) y Britter (1984) producida
por rejilla. 51 n = 1 la eficiencia de mezcla seria independiente del niimero de
Richardson. Cuando n sea mayor que 1 el efecto de la estratificacién es importante
como sumidero de energia v es cuando se puede observar una disminucién de la
eficiencia de mezcla para Ri altos como en los experimentos de Linden (1979, 1980),
Rohr et al. (1984) y Redondo (1987) de mezcla con rejilla y Yagiie (1992) de mezcla
con burbujas. Teniendo en cuenta la analogia entre 5 v el niimero de Richardson
de flujo Ry definido en el Capitulo 5, que es proporcional a los flujos verticales de
densidad, cuando n es menor que 1, regiones con gran gradiente de densidad (Ri
grandes) tienen flujos verticales grandes que tienden a reducir los gradientes. En
cambio para n mayor que 1, regiones con gran gradiente de densidad se ven afectadas
por flujos mas pequetios, de manera que la masa se puede ir acumulando en estas
regiones, pudiendose producir incluso gradientes mas fuertes.

La Figura 6.14 muestra la relacion entre la eficiencia de mezcla y la longitud
del tanque con un nimero de Richardson de valor 3.04. La dimensién del tanque
esta adimensionalizada con la escala integral de la turbulencia (£ = 1 cm). Aproxi-
madamente a 2/3 del tanque la eficiencia de mezcla decrece significativamente. Los
resultados experimentales de Yagiie (1992) estan representados en la figura mediante
cruces. Realizando un ajuste exponencial, ésta resulta ser

n(z) =m e,
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Figura 6.11: Eficiencia de mezcla vs. nimero de Richardson.
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donde las constantes calculadas experimentalmente resultan ser: n; = 0.0083 y
t = 0.024cm™". Este ajuste esta representado mediante una linea en la Figura 6.14.
Esta expresion se utilizara mas tarde para hallar la posible distribucién espacial de
la eficiencia de mezcla para distintos procesos en el océano.

En la Figura 6.15 se muestra la distribucién de densidades para uno de los ex-
perimentos con Ri = 3.04 y Q = 3.1cm*/s para distintos instantes de tiempo. Las
medidas fueron tomadas en el plano central longitudinal cada 5 minutos durante el
proceso de mezcla.

6.4.2 Fluctuaciones de densidad y mezcla

Se han realizado una serie de experimentos para analizar las fluctuaciones de densi-
dad. Para ello se han colocado sondas de conductividad en distintos puntos tanto en
direccion horizontal como vertical (z,y), para un mismo valor de Ap=0.055 g/cm
v para @ = 6 cm®s~'. En general se tomaban 300 muestras en 30 s y aproximada-
mente cada 2 minutos. La relacion de experimentos realizados se muestra en la

Tabla 6.2.

Colocando las sondas de conductividad en posiciones seleccionadas del tanque se
midieron las fluctuaciones de densidad y se calcularon las distribuciones de proba-
bilidad, P(p). Los momentos de distribucion de densidad M, se computaron como

= =] g
1]
También se calculo la media y la varianza como
__1Ig
p==2_plt) , (6.21)
"o
}?
Ik 2
My= (=) (p—7) (6.22)
0

y la desviacion estindar como
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Figura 6.14: Eficiencia de mezcla frente a la longitud del tanque.
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L] e = » b L= b " [ - Tea e

Figura 6.15: Graficos bidimensionales de la densidad en el plano central donde las
dos capas se mezclan. Los tiempos tomados desde el principio del experimento son
a) 1 min, b) 5 min, ¢) 10 min, d) 20 min.
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Tabla 6.2: Parametros utilizados en los experimentos de fluctuaciones para Ap =
0.5055g fem®.

Exp. x v frec. Q comienzo del muestreo
no. em cm  datos/s cm’s s

FD1 30 15 0.385
FD2a 30 10 10
FD2b 30 20 10
FD3 30 25 10
FD4 30 25 0.385
FD5 30 275 0.385
FD6a 30 15 10

6 0
8 0,100,240,273,372,450,735.,810

8 0,100,240,273,372.450,735.810

6 0,90,180,270,360.450,540,630,720,810
6 0

6 0

6 0.90.270,360,450,570,660,810,930
FD6b 40 15 10 6 0,90,270,360,450,570,660,810,930
FD7a 10 15 10 6 0,90,240,300,380,460,540,630,840,900
FD7Tb 20 15 10 6 0,90,240,300,380,460,540,630,840,900
FD8a 47 15 10 6 0,90,255,285,600,630,840,870
FD8b 57 15 10 6 0,90,255,285,600,630 840,870
FD9a 20 15 10 6 0,90,180,270,360,450,540,630,720,810,900
FDOb 30 15 10 6 0,90,180,270,360,450,540,630,720,810,900
FDI0 40 15 10 8 0,90,180,270,360,450,540.,630,720,810
FDI1 30 10 10 6 0,90,180,270,480,565,660,775,900
FDI2 30 5 10 6 0,90,180,285,370,450,540,690, 780,890
FD13 60 15 10 6 0,90,180,270,360,450,540,630,720,825.900
FD14 30 15 20 20 0,90,180,270,900
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§ = (M2 . (6.23)

En la Figura 6.16 se muestra un grafico adimensionalizado de la evolucion de las
fluctuaciones de densidad p’ en un punto a 15 cm (H/2) de la zona de mezcla y en el
centro del tanque en direccion vertical. Como se puede ver las fluctuaciones decrecen
con el tiempo. El tiempo es adimensionalizado con T = \/;;% v las fluctuaciones
de densidad cuadratica media con la diferencia de densidad inicial a través de la
interfase, Ap.

Para valores de Ri mas elevados parece l6gico suponer que las fluctuaciones
cuadraticas medias de densidad disminuiran, pero eso no siempre pasa, ya que en el
rango paramétrico de Ri mds elevados se pueden producir mas ondas internas y por
tanto mayores fluctuaciones cuadraticas medias de densidad. Esto no quiere decir
que la eficiencia de mezcla sea mayor, ya que las ondas internas que no rompen son
irrotacionales y por tanto no producen mezcla vertical. Una prueba de la existen-
cia de ondas internas en nuestro experimento, independiente de las visualizaciones
mediante shadowgraph, se muestra en la Figura 6.17. Tanto al inicio como durante
el experimento se detecta un aumento en las fluctuaciones de densidad en la zona
central del tanque a pesar de que el Ri aumenta con la distancia al penacho de
burbujas como se comenté anteriormente. La tinica explicacién es la propagacién
de ondas internas.

La Figura 6.18 muestra dos graficos de la distribucién de las fluctuaciones de
densidad cuadratica media (en cm™') para un experimento con Ap = 0.055g/cm® y
@ =8cm?/s, paraa)t = 81T = 1 min y b) ¢ = 486T = 6 min. Se muestra solamente
la mitad de la parte superior del tanque mas cercana a la linea ascendente de bur-
bujas. La zona central esta bien mezclada v por tanto las fluctuaciones de densidad
son inferiores, mientras que la zona correspondiente a las maximas fluctuaciones de
densidad se corresponden con la posicion de los frentes de mezcla que se propagan
verticalmente segiin se ve en la Figura 6.15. Segun nos alejamos de la fuente de
burbujas, las fluctuaciones de densidad disminuyen inicialmente para volver a au-
mentar como consecuencia de la propagacion de ondas internas de acuerdo con la
Figura 6.17.

6.5 Mezcla oceanica global

Una vez hallada la evolucion de la eficiencia de mezcla v las fluctuaciones de densi-
dad con la distancia a la fuente de produccion de turbulencia podria utilizarse para
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Figura 6.16: Fluctuaciones de la densidad vs. tiempo: A indica un alto Ri en el

experimento y o a bajo Ri.
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Figura 6.18: Dos graficos de las fluctuaciones de densidad cuadraticas medias del
plano central,los tiempos son: a) 1 min, b) 6 min del comienzo del experimento.
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estimar la mezcla global oceanica debida a las mareas y a las olas de la costa. Vamos
a suponer que tenemos un oceano circular y que la mezcla se produce mayoritari-
amente en la costa; habrd por tanto un decrecimiento en la eficiencia de mezcla a
medida que nos aproximemos al centro del océano.

Debido a la similaridad del numero de Reynolds

£ = Re'/?,
k

se puede ajustar la escala del experimento a la del océano. Podemos suponer que
la escala caracteristica de los remolinos en el océano sea de 10 m y hallar el decrec-
imiento de la eficiencia de mezcla con la distancia en el caso del océano a partir de
nuestros datos.

La eficiencia de mezcla promedio global en un sistema de coordenadas polares es

1 2r rR
1= fﬂ ]u n(r)rdrdo. (6.24)

Vamos a considerar dos situaciones. En la primera se considerara la mezcla
en el borde del océano circular, esto modelard la mezcla en la costa; en este caso
n(r) = mesti=r)

2 .

= -E;%(Rn +eR 1), (6.25)

En la Figura 6.19 se muestra la eficiencia de mezcla global promedio en funcién
del radio del océano, adimensionalizada mediante la escala integral.

En el segundo caso, vamos a considerar la mezcla en el centro del océano, por
ejemplo la mezcla producida por una tormenta alejada de la costa o la mezcla pro-
ducida por una fuente de energia localizada, como una erupcién volcdnica o un
terremoto; esto produciria una eficiencia de mezcla determinada por la siguiente
funcion

N 21
= R

(1= KE"H{R—Fé]]. (6.26)

La Figura 6.20 muestra la eficiencia de mezcla global frente al radio en este caso.
En ambos casos la eficiencia de mezcla es superior para valores de R/! pequeros,




168 Capitulo 6. Mezcla lateralmente heterogénea

aunque la mezcla en promedio es superior con mezcla en la costa que con mezcla
en el centro. A partir de r/l = 1000 la mezcla es casi inexistente. Si suponemos en

el océano una escala integral de 10 m, eso significa que la mezcla sélo se produce
alrededor de 10 Km.
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7.1  Simulacién bidimensional de turbulencia y

ondas internas en sistemas heterogéneos

En este capitulo se describen los resultados numéricos asociados a los procesos de
mezcla que tienen lugar como consecuencia de la mezcla lateralmente heterogénea.
Hemos simulado un flujo con distribucion de velocidad media cero v los tinicos
términos de produccién de energia turbulenta son el empuje de Arquimedes y la
cizalladura a pequenia escala.

El modelo numérico utilizado ha sido descrito en detalle por Rees (1987) y sélo
se comentaran las caracteristicas mds importantes. Las ecuaciones de movimiento
son esencialmente bidimensionales (z,z), pero se incluye la componente y de la
velocidad. El modelo es adimensional y resuelve las ecuaciones dependientes del
tiempo de Boussinesq que parametriza la turbulencia con los remolinos grandes.
Estas ecuaciones son

du du ﬁu __op d { ou d [ du Ehi,

WP be 2_( E:E)'*a ( 55" ) beel)
v v v ap d [ dv af ov
E+ua—+u?£ _§§+ a(b’a)—]—:ﬁ;(ﬂag), [T2}

dw  Ow Gw _dp o 0 Bw d( du duw
7 Pt S +23£(vﬁz) +I?_m(”az +u3m)$ (7.3)

dp'  dp’ op _ 9 8 a( g dw ~
o " Var YV T 3.:'( T \"0 Ve ) (7.4)
v la ecuacion de continuidad bidimensional
du  Ow B
E + E"- =0, (T,G]

donde u,v y w son las tres componentes de la velocidad, p la presién dividida por
la densidad, v es la viscosidad turbulenta y & la difusividad térmica.
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Las condiciones de contorno en direccion horizontal se han considerado periodicas.
En direccion vertical se han considerado condiciones de tensiones libres en la capa
superior

==y (7.6)

Para la parametrizacion de la turbulencia cerca de la base del tanque, se usa una
longitud de mezcla L que viene dada por la teoria de Monin-Obukhov. Si existe
una cizalladura del flujo medio, cosa que ocurre localmente, en las zonas inferior y
superior del tanque, debido a la aparicion de una intrusion y a la circulacion asociada
a ella, resulta que en las zonas de cizalladura tenemos segiin se vié en el Capitulo 5

dl/ u,
RNk
dz kzviz‘{L]

siendo 1¥(z/L) = (1 + 8z/L) una funcién experimental, u. la velocidad de friccidn,
L la longitud de Monin-Obukhov ¥ # un parametro ajustable.

Para los nodos que no estan afectados por la friccion de la base se ha utilizado el
esquema de viscosidad turbulenta basado en una longitud de mezcla de la siguiente
forma

v = £8, (7.7)

donde 5 es el tensor bidimensional de deformacién

L M LI Ou .o ow .9 o, v,
S =g t5:) TG tAF TGV +(E) (7.8)
v la longitud de mezcla se tomo como
1 1 il
L=l Y o) ™ 7.9
(E’g—!_k[z-}-zg}) @ (7.9)

donde k es la constante de Von-Karman, £, la mavor escala de los remolinos, menores
que la malla numeérica utilizada, que no pueden ser descritos por el programa, z; la
altura asociada a la rugosidad de las paredes que se tomo como zp = Az y la funcién
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&, indica el efecto de la estratificacion y de la reduccién de la longitud vertical de
los remolinos. En este estudio se ha tomado

Om =0, Ri, > 1/4

bm = 1.0 — 4Ri,, Ri, < 1/4

donde el mimero de Richardson se calcula para cada punto de la malla como

Ri, = N?/S®

siendo N la frecuencia de Brunt-Viisilad y la constante 1/4 viene dada por la teoria
lineal de estabilidad de Kelvin-Helmholtz en un fluido estratificado. La escala de los
remolinos de menor tamano que la malla, {5, se toma como

£y = 0.23VAzA:z,

en los casos en que la turbulencia no esta afectada por la estratificacion, Ri, = 0,
ésta se toma constante utilizando £ = ;.

La parametrizacion de Monin-Obukhov usada en el modelo se ajusta mejor a
casos en los que existe un aporte significativo de energia cinética de la turbulencia
producida por cizalladura del flujo medio.

La malla utilizada fue de M=64, K=64, con las dimensiones iguales a las del
tanque experimental; sin embargo se perturbé preferentemente en el centro del
tanque en vez de uno de los extremos con un empuje de Arquimedes que generaba
velocidades verticales correspondientes a las producidas por las burbujas de aire.
Esto se consiguié imponiendo la condicion de que a cada paso temporal aumentase
la temperatura en el nodo inferior central en 10 y que disminuyese 10 en el nodo
superior central. Se impuso como condicion inicial en todos los puntos de la malla
una funcién sinusoidal de media cero para las fluctuaciones de velocidad horizontal
u(z), con maximo en la interfase y con valor correspondiente a la propagacion de la
intrusion.
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7.2 Resultados del modelo numeérico

Se calcularon las densidades v las velocidades verticales y horizontales para los
puntos de la malla utilizada. En la Figura 7.1 se muestra el campo de velocidades
verticales que puede asociarse a la propagacion de ondas internas y a la turbulencia
producida cerca de la interfase al principio del proceso de mezcla. La forma y
la velocidad de propagacién de la zona de mezcla es comparable con las medidas
experimentales. En la Figura 7.2 se muestra la evolucion de la densidad durante el
proceso de mezcla.

El tiempo de mezcla para distintas modelizaciones numéricas se calculé modi-
ficando el numero de Richardson inicial mediante distintos saltos de temperatura
inicial y utilizando la relacién

AT/T = Apfp

para comparar los resultados del modelo numeérico con los experimentales resul-
tando ser similares (ver Figura 7.3). Las dos capas se consideran mezcladas cuando
Ap/H < 107, Los tiempos de mezcla tomados desde el principio del experimento
fueron inferiores cuando se utilizé una modelizacion a sub-escala con viscosidad
turbulenta constante. Esto indica la importancia que tiene la consideracion de la
viscosidad turbulenta variable para valores del nimero de Richardson inferiores a
1/4.
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t
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Figura 7.1: Cuatro graficos de la velocidad vertical en el plano central donde los

tiempos adimensionales tomados desde el comienzo de la simulacién /T son: a) 1,
b) 10 , c) 20 ., d) 30,
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Figura 7.2: Se muestra la distribucién de la densidad en el plano central al principio,
durante la mezcla y hacia el final del proceso. Los tiempos tomados desde el principio
del experimento, son: a) 1 min, b) 10 min, ¢} 20 min.
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time (s)

Figura 7.3: Tiempo total de mezcla en funcion del niimero de Richardson inicial del

experimento numerico.
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En este trabajo se ha estudiado experimentalmente y numéricamente la influencia
de la estratificacion, parametrizada mediante un numero de Richardson local, Ri,
en la eficiencia de mezcla. A través de los experimentos de laboratorio es relativa-
mente simple relizar modelos de fendmenos que ocurren en la naturaleza, pudiendose
obtener conocimientos relevantes de la fisica de dichos fenémenos y comparar los
resultados experimentales con los numeéricos. La mezcla turbulenta producida en
nuestro experimento es debida a una linea de burbujas de distintos caudales de aire.

Las conclusiones mds relevantes se pueden resumir de la siguiente manera:

¢ La relacion entre el mimero de Richardson y el tiempo de mezcla es potencial .El
tiempo de mezcla aumenta al aumentar el numero de Richardson existiendo una
tendencia a que para mayores Ri la pendiente de la relacién vaya aumentando.

¢ La relacion encontrada entre la eficiencia de mezcla vy el mimero de Richardson
es también potencial tanto al considerar un nimero de Richardson independi-
ente del caudal como dependiente. 5i el exponenente del ajuste potencial lo
suponemos como (1 —n) en ninguno de los dos casos este exponente ha sido su-
perior a (.5 y no parece que disminuya la pendiente de la eficiencia de mezcla al
aumentar el nimero de Richardson. Esto nos hace suponer que aunque aparez-
can mas ondas internas para Ri mas elevados, debido a que existe un aumento
de volumen para mezclar y por tanto un aumento en el tiempo de mezcla, éste
es superior al de ruptura de las ondas internas, que es del orden del inverso
de la frecuencia de Brunt-Vaisild, y éstas tienen mas tiempo para romper y
producir mezcla. Esto explicaria la diferencia en la pendiente de 5(Ri) entre
los distintos experimentos.

¢ Se ha hallado una relacién entre la eficiencia de mezcla y la longitud del tanque.
Esta relacion es decreciente de forma exponencial. La variacion de la eficiencia
de mezcla con la distancia a la fuente de energia turbulenta se ha utilizado para
estimar la mezcla ocednica global.

¢ Se han realizado una serie de experimentos con el mismo valor del mimero de
Richardson Ri v del candal () para determinar las fluctuaciones de densidad.
Segun nos alejamos de la fuente de burbujas, las fluctuaciones de densidad dis-
minuyen inicialmente para volver a aumentar como consecuencia de la propa-
gacion de ondas internas, estas parecen ser un factor dominante en la relacion
entre los flujos verticales de masa y el gradiente de densidad local.

e Se han calculado las densidades y las velocidades verticales v horizontales me-
diante una simulacién numérica de remolinos grandes ( Large Eddy Simulation).
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Se ha utilizado un esquema de viscosidad turbulenta que ha mejorado la simu-
lacién. La variacion de los tiempos de mezcla frente al niimero de Richardson
son similares a los del experimento.




Conclusiones

182



Bibliografia




184 Referencias

Abarbanel, H. D. L., D. D. Holm, J. E. Marsden y T. Ratiu (1984), Phys. Rev. Lett.
52, 2352.

Asaeda, T., H. Hikeda, J. Imberger y V. Thanh (1994), IV Int. Symposium on
Stratified Flows, Grenoble.

Auton, T. J. (1984), Ph. D. Thesis, University of Cambridge.
Baines, W. D. (1974), J. Fluid Mech. 68, 309.
Baines, W. D., J. S. Turner v [. H. Campbell (1990), J. Fluid Mech. 212, 557.

Batchelor, G. K. (1967), en An iniroduction lo Fluid Dynamics, (Cambridge Uni-
versity Press).

Britter, R.E., J. C. R. Hunt y G. L. March (1983), J. Fluid Mech. 127, 27.

Britter R.E. (1984) en Turbulence and Diffusion in Stable Environments, editado
por IMA, Ed. J.C.R. Hunt (Clarendon Press, Oxford).

Browing K. A. (1971), J. Roy. Met. Soc. 97, 283.

Businger J. A., Wyngaard J.C, lzumi Y. y Bradley E. F. (1970), J. Atmos. Sci. 28,
181.

Caulfield, C. P. (1994), J.Fluid Mech. 258, 255.

Clift, R., J. R. Grace y M. E. Weber (1978), en Bubbles, Drops and Particles,
(Academic Press, New York).

Chandrasekhar, S. (1961), en Hydrodynamic and Hidromagnetic Stability, (Claren-
don Press, Oxford).

Cromwell, T. (1960), J. Mar. Res. 18, 75.
Cvitanovic, P. (1984), en Universality in Chaos, editado por Adam Hilger, (Bristol).

Derbyshire, S. y J. M. Redondo (1990), Anales de Fisica, Real Sociedad Espafiola
de Fisica v Quimica, 86 A, 67.

Dickey, T. D. y G. L. Mellor (1980), J. Fluid Mech. 99, 13.

Drazing P. G. y W. H. Reid (1981), en Hydrodynamic Stability, (Cambridge Univer-
sity Press).




Referencias 185

Durst F., B. Shonung, K. Selanger y M. Winter (1986), J. Fluid Mech. 170, 53.
Ellison, T. H. (1957}, J. Fluid Mech. 2, 456.

Fernando, H. J. S. ¥y R. R. Long (1983), J. Fluid Mech. 133, 377.

Fernando, H. J. S. y R. R. Long (1985), J. Fluid Mech. 151, 21.

Fernando, H. J. 5. vy R. R. Long (1988), Dyn. Atmos. Oceans 12, 233.
Fernando, H. J. §. (1991), Geophys. Astrophys. Fluid Dyn. 59, 147.

Fleagle, R. G. (1969), en The significance of Clear Air Turbulence in Large Scale
Meteorology; C.A.T. and its detection (Plenum Press, N. York)

Gibson, C. H. v W. H. Schwarz (1963), J. Fluid Mech. 16, 365.

Garret, C. (1979), Dyn. of Atm. and Oceans 27, 332.

Hopfinger, E. J. ¥ J. A. Toly (1976), J. Fluid Mech. 78, 175.

Hopfinger, E. J. v P. F. Linden (1982), J. Fluid Mech. 114, 157.

Hunt, J.C.R. (1985), Ann. Rev. Fluid Mech. 17, 447.

Kantha, L. H., O. M. Philips y A. Azad (1977), J. Fluid Mech. 79, 753.
Kato, H. y O. M. Philips (1969), J. Fluid Mech. 37, 643.

Klaassen, G. P. y W. R. Peltier (1989}, J.Fluid Mech. 202, 367.

Koop, C. G. y F. K. Browand (1979}, J. Fluid Mech. 93, 135.
Kolmogorov, A. N. (1941), Dokl. Akad. Nauk SSSR 32, 1.

Kowe, R., J. C. R. Hunt, A. Hunt, B. Couet y L. J. S. Bradbury (1988), Int. J.
Multiphase Flow 14, 586.

Lin, J. T. y Y. H. Pao (1979), Aunu. Rev. Fluid Mech. 11, 317.
Linden, P.F. (1975), J.Fluid Mech. 71, 385.
Linden, P.F. (1979), Geophys. Astrophys. Fluid Dyn. 13, 3.

Linden, P.F. (1980), J.Fluid Mech. 100, 691.




186 Referencias

Linden, P.F. y Simpson, J.E.(1986), J.Fluid Mech. 172, 481.

Linden, P.F. ¥ J. M. Redondo (1991), Phys. Fluid Mech. 3 A, 1269.
Linden, P.F., J. M. Redondo v D. L. Youngs (1994), J.Fluid Mech. 265, 97.
Long, R. R. (1978). J. Fluid Mech. 84, 113.

Lorentz, E. N.(1963), J. Atm. Sci. 20, 130.

Lumley, J. L. y Zeman, 0. {1978), J.Fluid Mech. 84, 581.

McDougall, T. J. (1978), J. Fluid Mech. 85, 655.

McDougall. T. J. (1979), J. Fluid Mech. 94, 409.

McEwan, A.D.(1983a), J. Fluid Mech. 128, 47.

McEwan, A.D.(1983b), J. Fluid Mech. 128, 59.

Miles, J. W. (1961), J. Fluid Mech. 10, 496.

Miskis, M. J., J. M. Vanden-Broekk y J. B. Keller (1982), J. Fluid Mech. 123, 31.
Moore, M. J. y R. R. Long (1971), J. Fluid Mech. 49, 635.

Narimousa, S. y H. J. S. Fernando (1987), J. Fluid Mech. 174, 1.

Osborne, T. y C. Cox (1972}, Geophys. Fluid Dynames 3, 321.

Phillips, O. M. (1972), Deep Sea Res. 19, 79.

Posmentier, E. S. (1977), J. Phys. Ocean 7, 298.

Redondo J.M. (1987), Tesis. Univ. Barcelona.

Redondo J. M. (1988), Revista de Geofisica, 44, 163.

Redondo J.M. (1989), Advances in Turbulence, 2, 198

Redondo J.M. (1990}, Ph. D. Thesis, University of Cambridge.

Redondo J.M. y Cantalapiedra (1993), Applied Scientific Research, 51, 217.

Redondo J.M. (1993), Proceedings "Mixing in Geophysical Flows™ U.P.C., Barcelona.




Referencias 187

Rees J.M. (1987), Annales Geophysicae 5 B, 421.
Rees J.M. y P. Heeley (1993), Proceedings “Mixing in Geophysical Flows™ U.P.C.

Rohr, J. J., E. C. Itsweire y D. W. Van Atta (1984), J. Geophys. Astrophys. Fluid
Dyn. 29, 221.

Rohr, J. J., E. C. Itsweire K. N. Helland y D. W. Van Atta (1988), Geophys. Fluid
Dynamics 3, 321.

Rousse, H. y J. Dodu (1955), Houille Blanche 10, 522.
Steward, R. W. (1969), Radio Science 4, 1269.
Stommel, H. y K.N. Fedorov (1967}, Tellus 19, 306.

Sverdrup W., K. J. Johnson y J. P. Fleming (1942), Oceanography, physical, chemical
and biological aspects editado A.Creek, (N. Jersey).

Taylor, G.I. (1931), Proc. Roy. Soc A 132, 499.
Thompson, 5. M. ¥ J. S. Turner (1973), J. Fluid Mech. 67, 349.
Townsed, A. A. (1958), J. Fluid Mech. 3, 361.

Townsed, A. A. (1956,1976), Structure of turbulent shear flow (Cambridge Univ.
Press).

Turner, J. S. (1968), J. Fluid Mech. 33, 639.

Turner, J. S. (1973), Buoyancy effects in fluids (Cambridge University Press).
Voropayev, S. I, Y. D. Afanasyev y I. A, Filippov (1991), J. Fluid. Mech. 227, 543.
Wallington, C. E. (1961), Meteorology for glider pilots (John Murray).

Weinstock, J. (1978), J. Atm. Sci. 35, 1022,

Wolanski, E. J. y L. M. Brush (1975), Tellus 27, 259.

Yagiie C. y J.M. Redondo (1990), Revista de Geofisica 46, 147.

Yagtie C. (1992), Tesis. Univ. Complutense Madrid.

Yoshida, S., C. P. Caulfield y W. R. Peltier (1994), IV Int. Symposium on Stratified




188

Referencias

Flows, Grenoble.




Adimensionalizacion de las

ecuaciones gobernantes




190 Apéndice A. Adimensionalizacidon de las ecuaciones gobernantes

En la seccion 1 describimos el modelo de difusién- deriva 1.1, 1.2 y 1.3. FEstas
ecuaciones han sido adimensionalizadas adoptando el criterio referide en Bonilla y
Teitsworth (1991) y Bonilla {1992a). En la tabla A.l se detalla la relacién entre
las variables independientes y las incognitas adimensionalizadas v con dimensional-
izacion. En la tabla A.2 se describen los valores de los parametros v las escalas de
tiempo utilizadas en la simulacién numérica.

En terminos de las nuevas variables adimensionalizadas, las ecuaciones 1.1, 1.2 y 1.3
se transforman en

94 _Te-1-4) | plla—1)K - R— (K + B)A),

ot 3
aE 8P
ﬁE—J{f]-—LP'F bz
BE .
I
L
fEdr-:r;:}
1]

Los nuevos coeficientes adimensionales V, K' y R son anilogos a vy = V.u,r =
R.rg y & = K.k, y son funciones no lineales del campo eléctrico E(z,t) (Teitsworth
et al. , 1995; Bergman et al. , 1995):

(E) = dv—i}g [Qt n (5 - 10E) 4 1]
MEI=GE = e :

V(E) = 0.9(E +0.33) + %{E — 0.5)tan"1(5 — 10E) + ﬂ'ﬂﬂm[l +(5—10E)?,

R(E) = 0.05 + (1.04 + 100E?)~"3,

0.5+ EEIP{E‘__%}

L+ ep(S555)

K{E)=
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Tabla A.1: Definicidn de las cantidades adimensionalizadas

Cantidad adimensionalizada

Definicion

variable espacial

variable temporal

campo eléctrico
concentracion de huecos libres
concentracion de carga ligada
voltaje

densidad de corriente

velocidad de deriva

coeficiente de ionizacion por impacto

coeficiente de recombinacidn

resistividad en el contacto z = 0

longitud de la muestra

T = Tpped/(ev,)
t=1ift,

E(z,1) = E(z,{)po/v,
P(z,t) = p(,1)/d
Alz,t) = a,(z,)/d -1
8(t) = S(f)uded/(ev?)
J(t) = Jioe(t) [ (edv,)
V(E) = vy( E)/v,
K(E) = k(E)/ko
R(E) =r(E)/k

P = Peon€pod

L= iﬁuedf[ﬁvs}

Los graficos correspondientes se muestran en la figura 1.2. Estas funciones se
construyeron basandose en datos experimentales (Reggiani, 1985), realizandose un
analisis posterior. Las bases fisicas de la forma de estas funciones han sido discutidas

en la seccion 1.

Debido al gran mimero de parametros en las ecuaciones en derivadas parciales,
es dificil hacer una simulacién numérica directa, ya que existen en las ecuaciones
dos escalas de tiempo bien diferenciadas. La aproximacién del modelo reducido se
halia haciendo todos los parametros pequenos %., 3. y & igual a cero. Con ello las
incognitas A y Ppueden se eliminadas. El resultado es la ecuacién 1.5 para el campo
eléctrico. Esta aproximacion sirve para todos los lugares del semiconductor excepto

muy cerca del contacto de salida z = L, donde debe ser afiadida una capa limite
difusiva de anchura O(é) (Bonilla, 1992a).
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Tabla A.2: Parametros v escalas de tiempo usadas en el analisis v la simulacion

numeérica del Ge.

Cantidad

Valor

concentracion de donores

concentracion de aceptores poco profundos
relacion de compensacion

movilidad de los huecos para campos eléctricos pequenos
velocidad de saturacion

permitividad

permitividad en el vacio

resistividad en el contacto x = 0
temperatura de la red

constante de ionizacion por impacto
constante de ionizacion por recombinacion
constante de generacion por infrarojo
difusividad

tiempo de ionizacién por impacto

tiempo de relajacion dieléctrico

longitud de la muestra

area de la seccion de la muestra

carga elemental

d=28x 10" ¢m™?
a=96x10"%em?
a=afd=12

o = 1.0 % 10° cm?f{V s)

v, = 1.0 x 107 em/s

e = 16eg

€0 = 8.85 x 10~12 C?/(N m?)
Poon = B17 £ cm?

I'=42 R ==
ko = 6.0 x 107% cm®/s

ro = 6.0 x 10~% c®/s
¥y=1.0x10"*s""!

D = pokyT [e = 3.6 cm? /s

ty = 1/(kod) = 2.1 x 107% s
ti = ¢f(eduo) =1.1 x 1070 g
[=1.45cm

A=0.16 cm?
e=1602x10"° C
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194 Apéndice B. Demostracién de los resultados asintéticos obtenidos en el
calculo del estado estacionario

Para simplificar las ecuaciones omitiremos la mencién explicita de la dependencia
en J de E(x;J). Vamos a eseribir la solucién de 1.9 v 1.8 como

_ [P _vls)
o= i

de donde

EfVafys | W/ V(s)
= - - d
o LJ(S—E2+S—E1 (s)=J :

Vo Ey-E(z) Vi, E(z)-E

) In = T]l‘l #
J2 Ey — pJ N pd — E;

(B.1)
Cuando J ~ J,, el perfil de E(r) tendrd una zona plana de valor Ey(J) (en el
comienzo del semiconductor para r = () que se juntara con otra zona plana de valor
Ey(J) y se extendera hasta # = L (ignorando la capa limite difusiva) mediante una

capa de transicién de anchura O(1). Sea X € (0, L) el centro de la capa de transicién
y sea By = E(X). Entonces

EfValyy | Wi/R Vis)

- X = — - d
I ED(S—E2+S—E| j{S}-J ¢
Vo, Ea—E(z) Vi, E(z)-—E;

—— = —In———. B.2
2 E2-E 1 E-E (B2)
La ecuacién B.2 es una aproximacién de la solucién estacionaria en los dos extremos
de la capa de transicion entre E5(J) y Ey(J). Cuando (z— X) — —oo, nos alejamos
de la capa de transicién y el valor del campo es E(x) ~ Ey(J). Insertando este
valor en el segundo término del logaritmo y en el limite superior de la integral en
B.2 y resolviendo la expresién para E(z), encontramos 1.13, donde la corriente J
esta proxima a J., pero no es igual. Cuando (z — X') — 400, 1.15 se obtiene de la
misma manera pero ahora el valor del campo eléctrico fuera de la zona de transicién

es E(z) ~ Ei(J).

A partir de la ecuacién 1.13 podemos deducir 1.12, en donde para z = 0, E(0) =
PJ = p.L. + P{J = J-:}r ¥

{J _ J—:}

2l )~ O, rl.',-_‘:=";lr'c‘ d
B(E Lt BIHI=d =t oy

(B.3)
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o 15
Bk il e ( B S cLexp{'hf} ; (B.4)
Jz V2

Para hallar 1.11. descomponemos la integral del campo eléctrico como

o fx . x]d.r—]—f T}dﬂf axE[I}dHEmE{I}dL (B.5)

escogiendo 1 < Az < X. Utilizando 1.13 y 1.15, obtenemos

f:_h E(z)dr ~ Eq( X — Az) + cL;— (exp {j’ﬁa‘] — exp {‘?E—XD (B.6)

2

- Vi fiAz jiil = X) ]
-/.;'+&1'E{I dENEIEL X .ix]-{-l:ﬂ; (‘E‘Kp[ Ll ]_exP [T {Bl]

Considerando de o(1) los términos de B.6 B.7 que decrecen exponencialmente y
sustituyendo estas expresiones en 1.6, el resultado es

X X+Ax
r,!:=ElL+{E2—E1)X+L_M{E{r}—E2J dx+fx (E(z)—Ey)dz+o(1). (B.8)

Finalmente, utilizamos 1.9 para camhiar la variable z por F en las integrales,
y usamos las siguientes aproximaciones cuando Ar > 1: E(X — Azr) ~ Ey(J) y
E(X + Azx) ~ E;(J). Sustituyendo E;(J) dado por la expresién B.3 v E;(J) por
una expresion equivalente obtenemos 1.11.

El apartado (b) se resuelve de manera similar.




196 Apéndice B. Demostracién de los resultados asintdticos obtenidos en el
cialculo del estado estacionario




Demostracion de los resultados
asintoticos obtenidos en el

analisis de estabilidad




198 Apéndice C. Demostracién de los resultados asintoticos obtenidos en el
analisis de estabilidad

Haciendo z = (0 en 1.13 obtenemos

vy
pd ~ Ex(J)—¢p exp{%}, (C.1)

Asique una variacion pequena de X, éX < 1, produce una variacién de J menor,
¢J < 6X. Restando C.1 de la relacion correspondiente a X = X, +6X v J = J.+6J,
encontramos

, F '.l'Xe
[p — E3(J)]8J ~ CEE exp (-7’?"’_?_2 ) 6X. (C.2)

Derivando la expresion J = j(E;(J)) respecto a J obtenemos

Ey(J) = = (€3)

J2

Sustituyendo C.3 y X, cuyo valor viene dado por la expresién 1.38, en la expresion
(.2, encontramos

J1(E2 — Ey)

bJ ~
. L

§X. (C.4)

De esta forma queda demostrado que éJ < 6X. Evaluando la expresién B.8 para
¢=¢,+ 6y ¢ = d, y restando encontramos

86 ~ E|L6J + (Ey — E\)6X ~ 2(E; — Ey)6X, (C.5)

sustituyendo &.J por C4 y Ef = 1/j;. De esta forma hemos obtenido la expresién
1.43 Repitiendo paso a paso la deduccion anterior obtendremos el valor de ¢ — ¢, =
b¢ correspondiente a X = X+ 6X.
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El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales han sido integradas numericamente
mediante un metodo de Runge-Kutta para hallar el valor de ~.

1.- Primeramente integramos la ecuacion diferencial correspondiente a orden cero a
partir de un valor de Jy que hace que la integral de la parte dependiente de z del
primer orden del desarrollo sea cero (ecuacion 2.18). Esto ocurre para ¢ = ¢, v
estos valores han sido hallados en el analisis de estabilidad lineal.

dEy _ Jo—j(Eo)
dz  V(E,)

L
4[0 ED d% = Pa ; ED = Pﬂjﬂ:

al
K+ R

J(E) = V===~ 1.

2.- A partir de los valores de Ey(z)vJp hallados anteriormente y sustituyendo en
las ecuaciones 2.16-2.18 y realizando una separacion de variables dada por 2.28, se
resuelve el siguiente sistema de ecuaciones, donde ¥'r y ¥'; son respectivamente la
parte real e imaginaria de v y w es la parte imaginaria del autovalor A.

- : o2 JZ K + 2 L
Alvg, + Blyg — Cluy — °—':,—— L;}E_ﬂ =0 _/D Yrdz =0 ; ¥gr(0) =p,
0 0

L
Al + BlYy+ Clyg =0 ; fn Yrde =0 ; ¢(0) =0,

donde

fippep i Ie)

| ’
K sy Vo
Bl = JSLD—:—R‘J}(Ju + V'Ep, ) + Jozw?, -
1"“ .li'}.:il
Ko+ Ro).,, Ko+Ry .., . ., i
01= B - 2P0 + VB,

v V9. AKREER)
L= T T IR =
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3.- Sustituyendo 2.28 en 2.22-2.24, la solucién viene dada por 2.29, donde &(zx),
E(x), vy v v, son soluciones de las ecuaciones 2.30 y 2.31. Para poder integrarlas
numericamente, se ha realizado el siguiente cambio de variable para &,

L L
£o = vox1 + X2 ; ﬂ=ﬂe[] xldw+fﬂ Xz dz,

solucion de las ecuaciones diferenciales

{ Y1(0) = p

Voxa, + (Jo + VoEo,)xa =1

x200) =10

Voxz. + (35 + V' Eo, Xz = —%(ﬂ-’mﬁnlr + ot — 1)—{1*'3 | [})e—do |02 -
2(452)

gt ((ViBo. +34) | ¥+ 16 |2 ~¥n)
VD

v para £
— — [Fqnde [ prdz— " qrdx [“pyde
La=wmp+yg {ER B Tt ’ L LLL::FHJ:LW ot L
Er = vrpr + vipr + q1 u;=_f“ prdz [~ qrde4 [ prdz [ g de
[ J';L de]2 ] f: pr dz]?
solucion de las ecuaciones diferenciales
a
dﬁ +apr —bpr = ¢ ; pr(0) = p,
dp; . N
da— +apr+bpr =0 ; pi(0) =0,
£
dqr e _
dae T 0 bgr = fr ; qr(0) =0,
I
dq; * -
d_'a; +*1‘i'f + b‘?R = ff + ‘?I[u} == D'.-

donde
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(Ko + Ro)?

2
de=ly 7 + dw*,
P N 4PV
Q== J{?{ : Ve ) (jo + Vo FEo,) + JUT;U.
0 o

Jz{hn+Rn}22w'r” Ko+ Ry

b= w3 JI:I ) 2\"){}6 i "{:Eﬂ; }'.-
Ve Vi
_ 4 (Ko + Ro)?
c= 1,0 o5 JD L;]S E
P
fr=Jdo ﬂ::RﬂA*]-EwB,
. ,ﬂ
f — —2..;:'1‘1 + Jﬂﬁu:_Ro
0
Vi W K4 Ry V3 W
A= Wﬁ‘w’f = J—*v E— 33 )D T (-ﬁ‘l.»-f +w{LRw}:)—
K +Rﬂ v 1 , |
~=— (x5 7 ) 2 + ViV, —rn) + 505 + Ve Bo, )k — 0],
Vv, 1w K+Ry V2 /w
B = —wv—jﬁg—x(ﬁ—wwﬁ,)—( 72 )0110+Ru( tr —wRrYR, + Wiy, )—
Ko + Vi oo ) . 1 |

—Jo u‘?Ru (K e R)me?‘" — ¢7) + Vo(vrtr, — Yivr.) + (Jo + I"E;;EU,}*;"RWIL
. V”j V:jr (1""']2}' K"R — KR" “{-: 4 R’}(KFH _ HR:'J-I
"_ . o Gk ol W T
R e A L (K + R)? )2 (K + R ’

4.- Por ultimo desarrollamos la parte real e imaginaria de la ecuacién 2.35

Ko+ Ry
v

0

Allgr, + Blog — Cl0r = Jy A2 +wB2 ; 05(0)=0,

-

H 3 =
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Ko+ Ry

Vo

All;, + Blé;+ Clbg = Jy B2 —wA2 ; 6,(0)=0,

L
SR fﬂ 6(z) dz,

donde A2 v B2 son

N 0 T S, P L= e

wi! wl f\ + R o + Ha tw
+[Wﬂ Sl ][‘fzf [ Dvg H"”"’”’F]_[JUH,][”“’]*'

I‘;u + Ru
(5 o] [+ st + | [ s (557 [
2 b| [vo¥'R + V2p ¥R + V2, ¥r ToKet B9\ VE s Wy
w . T K+ R
= [J_'}:I [vﬂ.t.'l'l‘:lf: e i"JI'IJ'J":":!I.RJ.- + FERL’T:] = I:I'!:u _::_I RO( 1!2 ) ][Eﬂt‘ f:.- B 'E?IUH +'EZRL I:-]
o+ Ro . . _ [ Viw (1'1 +R) ] L Viw
f— —]',» iy 't Iy — d 1 f —1 ." — ——— &
Ju 1;2 u[ﬁﬂtpﬂx+£2§;1 RI+§'2;?1-.F:] Jﬂ{ll-l{ﬂ k Rg} V2 g { @RUJT: LIURI] E[hu‘l‘ RU]
K 4+ R\" . : . Jol Ko + , : ;
( V2 ) {wfs[3¢*§+E‘§}—EU‘HK‘IE‘RI]——D{ ,,Dvg Rﬂjt’fn”iﬁ‘ﬂz{3¢§;+¢?]+2¢Hﬁ‘1wu1—
Ko+ K+R
< Rﬁlﬁm g 1= [( v ) Jo] [iu;wﬁ+§aﬂ,ﬁln+éz,,w:]+[EdJu(w) ]{ —&aptr+a, YR+
T - L O _ , K+ R . $ + Ro '
=22 = ). [eovr€antir—ta,vn] = [ (7). JalVo Bt —da =S (V" Eo, 44
, : ; Ko+ R P Rt i Ko+ Ry ; .
[eownt ot ]+ IS () (D= o Vi B )

b= [(%)"g'z(ﬁ:lfﬁo)(ﬁ:f)][ R 307 - [%i ot Vo E‘k][‘f“]

[&uvn* oo (K + Ry ) V,] il
V! !\,u i R{j V2 IFD 5 RD 12 < Lr‘z 2R

S e e (G R e

Jo(Ko+ Ro) \ V2

][Eu] wVg (K-E-R

) ][L R+ -[vo?wzt, — Vop ¥R, — Vo, VL ]+
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V2 (K+R K.+ Ry | |
[Kﬂ ( ¥ e ) ]E‘EDWR E?R'EIL Fir EijI_,] JD_D = D.if.l.':lf[f{iwf\;-'i'EZIwR, -r-{zﬂwfr}_i_ e

Vi
]”DLJ.: (ﬁr'{'R) ];f:]zh.:' (ﬁ’_l_R)H ; > 25 ; .
+Jn(ffo +dHg) ' TR KRV R, HWIH Ko+ Ho) \ V2 [¥r, (31 +0R) - 20t rr,]— -
_Jo(Ko + Ho) K, + Ro K+R

5172 Vo'lwr, (37 +vk )+ 20 Rt R, |- [€2;,1- (_"l_) Jolo, Vr—Eap Vi+Ea, VR]—
bl 1 |

v | ,_ Ko+ Ro V’ | | ,
205 ) [Eantm + €] = oot (L) (e i — 0] -

-ﬁr + R + i fF ]
—[( ) Jo(Vo Eo, + 13) + Jo UVZRU{V Eq, +J.}}] [fu'fif'! — &t + tfz;?.i’R]—
0

fiu‘l‘Ro ( V' Ko + Rq

s
T o =) (koo do = v Vo Ve Eo ) (Wt vi)0r = —B = B,

. 1_,’.'”'}' 3'[.;"!1'-:?'! lfftfffj Lff i (Vi'} KH'R _ ﬂ-"RH ﬁ".ﬁﬂ'R_'_ ﬂ’]‘fRJ' — KIH”‘ . -ﬁ"R.!r %

Hr — - 2 !
J v + v 3 T + v e +aV (K T R)? +alV K 1 R)? B
PRY (K'+ R')Y(K'R—- KR" _2aV3(K"K'R— R"R'K)+ 2RR'K" - 2KK'R"+ R"K'R — K"R'h

B (K + R)? (K + R)® "

! 2 L » I
—EQV{K + R K'R KR"}?
(K + R)*

y desarrollando la parte real e imaginaria de la ecuacién 2.36

K JVF e
o B+ o)+, + ) 5 a(0) =0,
1]

f"‘l]?}‘};: +B].?}R —'(:Tl:r]f =

K, | v W
Alng, + Bly+Clygp = J{]'_DI:E L (v, + Juv—iw:) —w(tp, + —;gn vr) 3 n(0) =0,
o o

L i
dy +idy = fﬁ n(z) dz,
obtenemos el valor de ~

g tig
ﬂﬂ!1+id2? t
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cuyo slgno

sgn Re~ = sgn(eydy + cady).
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Utilizando los métodos explicados de escala multiple, sustituiremos el desarrollo 2.12
en las ecuaciones e ignalando los términos de O(¢) a cero, obtenemos las ecuaciones
2.16-2.18. Para In L > 1, la solucién de las ecuaciones 2.16-2.17 es

E“}{;r._,t?T} e Z AL(T) eHfntwn)t "!.l'l)n{'x]a
n odd
J{l}“‘ Y. T] = Z Aﬁ(T} Ei{ﬂn+wn]'tr {El:l

1 ol

Donde 1, (z) = é(z: i, +iw, )/ como se vié en la seccién 1.4, con €, dado por 1.39
¥ wy dado por 1.46. La suma se extiende para todos los enteros impares e incluye
modos inestables con n del orden de N dado por 1.49, asi como modos linealmente
estables con n mayores que N. Como la solucién tiene que ser real, A_, = A7 en
E.1 ¥ en el resto del apéndice.

Sustituyendo E.1 en 2.22 y 2.23 y resolviendo estas ecuaciones podemos suponer
que la solucion sera de la forma

E{E}(L L, T} = Z il ép-i-cjl.in Ap{T} Aq{TJ Vpin {F‘.in{I]'l

p.g odd

JELTY = N e b e AT AT v (E.2)

g odd

En este caso se ha ignorado la correccion de la frecuencia (1, va que no afectard a la
condicion de no resonancia de las ecuaciones 2.25-2.27 que dan lugar a la ecuacion de
amplitud en el orden que aqui se considera. Sirestringimos p y g a £1 como la seccion
2.2, solo existirdn cuatro términos en la suma y & o = £_; o coincird con &/2 de la
expresion 2.29, y & ; sera igual a £, de 2.29. Por tanto habra muchos términos ignales
en la expresion E.2, aunque no tendremos en cuenta su multiplicidad: tomaremos
todos los términos sin agrupar los términos iguales. Las constantes v se determinaran
de la misma manera que se hizo en la seccion 2.2, imponiendo la condicién 2.24. De
esta forma encontramos las siguientes ecuaciones para £ y v:

8 Ko+Ro 8.,  J(Ko+Ro) . K 20V

L'-Ep,iu = {zz-nna + Jo H}? 511‘:] + 1{,2 (7o + F RUJ} Epan =
Eiﬂn% + Ju{ﬁ'u + RO} Jl:}( rD + Rﬂ) i i) L. T S
V2 - ‘-}-I’!uzf’p,zn {5;1" Vo + Jo) ¥p Yon—p. (E.3)
L
]ﬂ £,2a(2) dz = 0. (E.4)

Podemos aproximar la solucién de esta ecuacién una vez conocida la estructura
del estado estacionario y de é para In L > 1 (ver capitulo 1). Desarrollaremos &, 5,
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en tres partes:

= F
£(z) = EM(z) + = z) + 21N 2) '3—$. (E.5)
donde
=) = M‘l},
Vu?
=0y =0, (E.6)
— Jﬂf .!r‘s.n + Rn.} i
b o ol S Ao b B =
zlﬁgyp, zn (a‘riu + JU} tf‘JF:' U?ﬂ D1
1
=200).~ —, (E.7)
73
oM 20.G/VY
dr i?ﬂﬂ+%{ﬂ+3} 3
dE(0; J) 1
AL £y ptma b el S e A
DR (E$)

No hemos escrito los subindices de £, 2,. v,2, ¥ de Ep, va que en el limite In L — oo
donde 01, < 1, el modo dominante es el que prevalece. Las mayores contribuciones
en la integral E.4 son las de = y h1® ZE en [0, X, + Az), y de =) en [0, L]. Para
que E.4 tenga lugar, las dos contribuciones principales tienen que ser similares
f 2 -
i.—f' o VL Th_ — v~ — L‘h_ : (E.9)
1 2t Va(Ex— Eq)v 11 Va (B2 — Ey)

Asi encontramos

£(a) ~ et (2

(B — El}{ 2{—-——)}& y 0<z < X, + Az,

1
fz)~=, Xc+Az<z< L (E.10)

La solucion estacionaria E; y J, puede ser despreciada frente a E'® en 2.25. Ahora

calcularemos la parte no lineal de la ecuacién de amplitud. Los términos mas rele-
vantes de la parte derecha de la ecuacion 2.25 son las sumas de orden superior de
AmApAr—m_p sobre todos los p, m impares por las siguientes funciones:

L*J (K +R) o K+R J—j
VI (B - By oY ) () -
s aE .I'.H L ag 'E" a'F"
“’ E'* T e H:c”{

S+

yenl € p Xy, (E.11)
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JLi" (K + R)
4,?:31I (E; — Ey)

,on X.+Az <z < L. (E.12)

Después de algunas simplificaciones, E.11 puede ser escrito como v % %? donde

Y+ jé Ly d'=gd— j'
1 {ﬁ +R* Eia-’f}J—jEJ—
B K+ R V V V

] F=

IydE, (E.13)

4V

para 0 < :c < X, + Az. resolviendo 2.25, encontramos

Eia} i :':-' T Zn g add Am 4;) ’4-:‘1 H—j 'E"ﬂﬂt

en [0,X. + Az). Esto da inmediatamente el orden superior del coeficiente que
acompana al cubo de las amplitudes:

X+ar JE j'z i
n~ [ nede - v (1= ) -
1 B, K4 R J-— ;,* J—

51 W j"(E E,)dE, (E.14)

Hemos ignorado los términos en E1) y E? que dan una contribucién a la integral
2.27 del mismo orden que E.12 y son subdominantes frente a E.14. Hemos evaluado
numéricamente este coeficiente E.14 resultando ser siempre negativo como cabia
esperar de los resultados de la seccion 2.2.
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