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2 Iniroduccion

Este trabajo estd dividido en dos partes claramente diferenciadas, ambas dentro
de la Fisica no lineal. La primera es un estudio de las inestabilidades de la corri-
ente en semiconductores extrinsecos, incluyendo autooscilaciones v caos con pérdida
de coherencia espacial, mientras que la segunda es un estudio de los mecanismos
productores de mezcla turbulenta, en particular la mezcla producida en un fluido
heterogéneo por una linea de burbujas. En el primer estudio, los atractores re-
sponsables de los fendmenos observados tienen pocos grados de libertad efectivos,
mientras que el segundo estudio se refiere a turbulencia desarrollada. con muchos
grados de libertad.

Inestabilidades en semiconductores.

Las inestabilidades de la corriente en semiconductores han sido ampliamente
estudiadas a partir de los experimentos de Gunn (1963) con Arseniuro de Galio,
(GaAs) en que se observaron oscilaciones a temperatura ambiente cuya frecuencia
estaba en el rango de las microondas. A partir de los afos ochenta se ha renovado
el interés en las inestabilidades de los semiconductores por dos razones principales:
(i) su dindmica no lineal presenta caracteristicas singulares debidas a la fisica de los
semiconductores y las condiciones de contorno que los acoplan con el circuito externo:
(i1} su importancia en el estudio del transporte de portadores calientes. Ademas, la
dinamica de la distribucién de cargas en los semiconductores puede jugar un papel
relevante en la comprensién y disefio de dispositivos de alta velocidad.

El papel de las estructuras espaciales en sistemas con oscilaciones temporales y
cadticas es de gran interés y ha sido experimentalmente estudiado en casos simples
de fluidos con geometria unidimensional (Rabaud et al. ,1990; Kolodner et al. ,
1990) y en sistemas quimicos (Tam et al. , 1988). Las inestabilidades en semicon-
ductores con geometria unidimensional tienen lugar en distintas escalas temporales
y espaciales, estan gobernados por ecuaciones dindmicas y condiciones de contorno
diferentes v presentan caracteristicas diferenciadas. Entre los tipos de conductas ver-
ificadas experimentalmente destacaremos oscilaciones espaciotemporales periddicas
y cadticas, con interesantes transiciones entre ellas.

Muchos sistemas semiconductores presentan una conduccién no lineal (no Ohmica)
con conductividad diferencial negativa, es decir, que la densidad de corriente j de-
crece con el campo eléctrico local £ cuando este alcanza un rango de valores sufi-
cientemente elevado. Esta relacion j( E) tiene tipicamente forma de S o de N (Scholl,
1987). En este ultimo caso se pueden encontrar inestabilidades de la corriente de-
bidas a la generacion y movimiento de dominios dipolares del campo eléctrico (ondas
solitarias) cuando el voltaje entre los extremos del semiconductor se mantiene con-
stante, Ridley (1963). Los semiconductores con relacién j{F) en forma de N a
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temperaturas muy bajas (4.2 K) suelen tener una excelente relacién sefial/ruido y
sus inestabilidades aparecen en escalas de longitud y tiempo muy convenientes para
su estudio experimental. Entre los trabajos experimentales destacaremos los real-
izados en Germanio (Ge): Ridley y Pratt (1965), Teitsworth et al. (1983), Peinke
et al. (1985), Gwinn y Westervelt (1986, 1987), Kahn et al. (1991, 1992a, 1992b,
1992¢); en GaAs: Aoki v Yamamoto (1983); en antimoniuro de indio (InSh): Seiler
et al. (1985); silicio (Si): Yamada et al. (1988). En estos materiales la conductivi-
dad diferencial negativa aparece porque la densidad de portadores decrece con el
campo eléctrico local debido a la dindmica propia de los mismos. Por ejemplo, en
el Ge los procesos responsables son de ionizacion de impurezas por impacto con los
portadores: Teitsworth et al. (1983), Kahn et al. (1991), o aumento no lineal de
la captura de portadores por impurezas: Ridley y Pratt (1965). En ambos casos
la dinamica de las impurezas induce inestabilidades de la corriente en escalas de
tiempo mucho mas lentas que la debida a la velocidad de los portadores (el mismo
efecto se produce en materiales semiaislantes como el (Si)GaAs; ver los resultados
experimentales de Willing y Maan (1994) y Willing (1994). Cuando la conductivi-
dad diferencial negativa se debe a un decrecimiento de la velocidad con el campo
eléctrico local (el caso clasico de transferencia de electrones de un valle a otro en la
banda de conduccién del GaAs, responsable del efecto Gunn a temperatura ambi-
ente, Gunn (1963)), la frecuencia de las oscilaciones de la corriente viene dada por
el tiempo que tardan los portadores en recorrer el semiconductor.

En esta parte de la tesis realizamos un estudio numeérico y analitico del modelo
de Teitsworth y Westervelt (1984) de transporte de carga en p-Ge ultrapuro, con
impurezas compensadas y enfriado a la temperatura del helio liquido. Aunque las
técnicas e ideas empleadas no dependen de la forma detallada de los coeficientes de
transporte, cabe esperar que sean de utilidad para el estudio de otros semiconduc-
tores con similares inestabilidades. Nuestros principales resultados:

e confirman numéricamente, Cantalapiedra et al. (1993), los estudios tedricos
realizados por Bonilla y Teitsworth (1991) y Bonilla (1992a) sobre el papel de
las ondas solitarias en la inestabilidad a voltaje constante lejos del comienzo de

la misma;

¢ analizan el comienzo de la inestabilidad por medio de la teoria de bifurcaciones,
Bonilla et al. (1994) v son compatibles con las simulaciones numeéricas descritas
en Bergmann et al. (1995). La intermitencia, observada experimentalmente
por Kahn et al. (1992b), no aparece entre los resultados numéricos por lo cual
exploramos si podia estar inducida por el ruido externo presente en el sistema,
Bergmann ef al. (1995).

e en presencia de un voltaje sinusoidal de media distinta de cero (ac + de), se
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intentd reproducir el caos espaciotemporal observado por Kahn et al. (1992a).
Nuestra conclusion es que sdlo se observan oscilaciones cuasiperiddicas en el
modelo tedrico a menos que se incluya de manera realista la variacién espacial
aleatoria de las impurezas presente en las muestras experimentales, Bergmann

et al. (1995).

e para intentar comprender qué parte de los comportamientos observados en nue-
stro estudio del modelo de semiconductor extrinseco es universal, introdujimos
un modelo de reaccién-difusién-adveccion relacionado con la ecuacién de Cahn-
Allen no local, Rubinstein y Sternberg (1992). Nuestros estudios indican que la
inestabilidad debida a generacion y movimiento de ondas solitarias se produce
cuando el modelo tiene ondas solitarias moviéndose en una direccion privi-
legiada entre sus posibles soluciones, condiciones de contorno apropiadas, vy
satisface una condicion integral del tipo de voltaje constante.

Mezcla turbulenta en fluidos heterogéneos.

La mezcla a través de una interfase estable de densidad por turbulencia es un
fendmeno frecuente que se da en los fluidos en geofisica y en ingenieria. Por ejemplo,
la atmosfera asi como el océano estan constituidos por diversas capas. La capa mas
proxima al suelo en la atmdsfera es la troposfera y dentro de ella estd la capa limite
atmosférica consecuencia de la interaccion entre el suelo y la atmosfera. Lo mismo
ocurre entre la atmosfera y el océano existiendo por tando dos capas limite una en
el océano v otra en la atmoésfera. Es en estas capas donde el hombre desarrolla sus
funciones vitales. Por ello es importante comprender los procesos que se dan en esta
zona. El espesor de la capa limite atmosferica puede oscilar entre algunas decenas
de metros a varios kilometros de altura, dependiendo de varios factores: el ritmo de
calentamiento o enfriamiento de la superficie, la fuerza del viento, las caracteristicas
topograficas de la superficie, los movimientos verticales a gran escala, . ..

En general, el flujo atmosférico responde a las caracteristicas de un flujo turbu-
lento, aunque en raras ocasiones pueda comportarse como laminar. La naturaleza
turbulenta de este flujo dificulta su estudio, puesto que nos lleva a un sistema no
lineal de ecuaciones diferenciales que no tiene solucion analitica. Para resolver este
sistema de ecuaciones no tendremos mas remedio que recurrir a la modelizacién
numerica v a teorias semiempiricas.

Una de las caracteristicas de la baja atmosfera es la estratificacion que presenta.
El tipo de estratificacién puede ser estable, inestable o indiferente. En el caso
de estratificacion estable, la distribucién térmica de la atmosfera es tal, que los
movimientos verticales de las particulas fluidas se ven dificultados por la fuerza de
empuje de Arquimedes. Esto produce un debilitamiento de la turbulencia. Los

ol
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episodios estables, en la baja atmosfera, suelen ser frecuentes por la noche. Cuando
la estratificacion es inestable, las masas de aire que se mueven verticalmente son
aceleradas por la fuerza de Arquimedes, incrementidndose la turbulencia. La es-
tratificacion inestable tiene lugar preferentemente en las horas de mayor actividad
solar. La estratificacién indiferente se observa durante las transiciones entre el dia y
la noche. La capa superficial en condiciones estables presenta mayores dificultades
para su estudio, y alin permanecen sin resolver numerosas incognitas sobre sus car-
acteristicas principales, por lo que cualquier avance en su conocimiento es de gran
interés (Kondo et al. , 1978; Pretel, 1990).

La mezcla turbulenta es un proceso de singular importancia en la baja atmosfera
por las implicaciones que una buena mezcla, o la falta de la misma, pueden tener en
la dispersién de contaminantes. La mezcla turbulenta tiene dos origenes fundamen-
tales: uno térmico, donde la conveccién es el factor principal y otro mecanico, en
el que la mezcla turbulenta se produce debido a la cizalla del viento. La mezcla de
origen mecanico puede llegar a romper inversiones nocturnas sin necesidad de que
haya turbulencia térmica. Una discusién extensiva de la situacion actual de esta
area de investigacion se puede hallar en: Thorpe (1989). Hopfinger (1987, 1989) ¥
Fernando (1991).

Una herramienta muy itil para el estudio de fenémenos que tienen lugar en la
atmosfera v en el océano es la utilizacion de modelos de laboratorio para simu-
lar procesos reales. Esto nos permite, a una escala diferente y en condiciones mas
simplificadas, el andlisis de fendmenos tales como la conveccidn, la mezcla, la inter-
mitencia, etc., dificiles de estudiar directamente de la naturaleza. En este trabajo,
se han realizado varios experimentos de laboratorio y numéricos con el objeto de
investigar procesos de mezcla en situaciones estables y su evolucién, calculando los
valores de parametros de interés como la eficiencia de mezcla (razén entre la energia
potencial acumulada por el sistema y la energia cinética suministrada al sistema),
que viene dada por el nimero de Richardson de flujo frente a las caracteristicas
geométricas del sistema y su estratificacion inicial caracterizada por su mimero de
Richardson de gradiente. Nuestros resultados han sido:

e la aportacién de un método experimental sencillo para medir la eficiencia de
mezcla a partir del tiempo total de mezcla. Este experimento se realiza medi-
ante la produccién de mezcla espacialmente heterogénea, tal como sucede en
la mayoria de los fenémenos geofisicos reales en los que se tiene en cuenta la
intermitencia de los procesos energéticos del océano y de la atmosfera. Esta
no homogeneidad no ha sido tenida en cuenta en experimentos anteriores, los
primeros resultados estan publicados en Redondo y Cantalapiedra (1993).
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e una aportacion significativa en cuanto a sus aplicaciones geofisicas, son las
medidas de variacién de la eficiencia de mezcla en funcién de la distancia al
foco energético (longitud del tanque) del proceso de mezcla (Redondo y Can-
talapiedra, 1995). Esto se aplica a la mezcla producida en la costa por mareas
y oleaje asi como a la producida por una tormenta en el interior del océano.

e teniendo en cuenta los resultados de Yagiie (1992), se explican las diferencias
entre los experimentos con mezcla confinada v no confinada a partir de la
ecuacion integral de la energia cinética turbulenta. Se interpretan en base a los
resultados obtenidos las divergencias mostradas de un lado por los experimentos
de McEwan (1983) y de otro los de Linden (1979, 1980), asi como diversos
experimentos posteriores descritos en Redondo (1987). Esto indica la diversidad
y complejidad de los mecanismos de mezcla en fluidos estratificados tal como
se discute en Redondo ef al. (1995).

¢ se modela numéricamente mediante la técnica de simulacién de escalas grandes,
Large Eddy Simulation, el experimento realizado, obteniendose resultados glob-
ales satisfactorios mediante el modelado de las escalas mas pequefias a partir
de un coeficiente de viscosidad turbulento dependiente de la longitud de mezcla
(Rees y Cantalapiedra, 1993).

Organizacion de la tesis.

Este trabajo estd subdividido en dos partes y ha sido organizado de la siguiente
manera: la parte | estd dedicada al estudio de la bifurcacién del estado estacionario
y la transicién al caos en el caso de un semiconductor: el germanio y la parte II al
estudio de la mezcla turbulenta producida por burbujas en un fluido estratificado.

La parte I consta de 4 capitulos. El primero de ellos contiene un analisis del
modelo y una discusion de las bases fisicas referentes a la nolinealidad de los coefi-
cientes de lonizacidn por impacto, recombinacién y velocidad de deriva; también se
realiza un estudio de la estabilidad lineal de la solucion estacionaria. El andlisis se
realiza tanto de forma mimerica para cualquier longitud del semiconductor, como de
forma asintética para semiconductores de longitud elevada, incluyendo la relacién
de dispersién de los autovalores inestables. Este estado estacionario pierde su esta-
bilidad mediante una bifurcacién de Hopf. En el capitulo 2 se realiza un estudio
de la ecuacién de amplitud en un semiconductor de longitutud finita, mediante la
técnica de escala miiltiple, y se estudia el caso L 3 1 derivandose una ecuacion de
amplitud para la parte oscilatoria de la corriente e interpretandose las soluciones
més relevantes en términos de las ondas del campo eléctrico que no llegan al con-
tacto de salida; finalmente se hace una discusion de los resultados obtenidos. En
el capitulo 3 presentamos la solucién numeérica de la ecuacion reducida del modelo

al
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y comparamos los resultados tedricos obtenidos con los numéricos y experimentales
para voltajes superiores a la aparicién de oscilaciones en la intensidad de corriente.
Examinamos la transicién del comportamiento estacionario al dependiente tempo-
ralmente, relacionando la forma espaciotemporal del campo eléctrico con la forma
de las oscilaciones de la intensidad de corriente. También estudiamos la bifurcacion
de primer orden de las ondas de pequefia amplitud a las ondas solitarias. Poste-
riormente, anadimos un ruido blanco al voltaje, como una aproximacién del ruido
externo, v encontramos comportamientos intermitentes aunque no se parecen a los
observados en los experimentos. En este capitulo también estudiamos la propagacion
y el amortiguamiento de dominios cuando variamos linealmente, a través de la mues-
tra. la razén de compensacion de impurezas (entre la concentracion de aceptloras y
donoras), concordando con lo que ocurre en el experimento. Finalizamos el capitulo
afiadiendo un voltaje alterno al continuo, observando periodicidad y cuasiperiodici-
dad aunque no se encontré evidencia de caos. El dltimo capitulo (capitulo 4) de esta
parte corresponde al estudio de un tipo de ecuacién que podria generalizar todos
estos fendmenos v que resumimos con el nombre de efecto Gunn. Ya que muchos
elementos semiconductores reflejan comportamientos caéticos cuando se les anade
un voltaje alterno, se ha realizado un analisis de esta transicion (mapas de Poincaré,
espectros de potencia y coeficientes de Liapunov) para este tipo de ecuaciones. Fi-
nalizamos con las conclusiones. El apéndice A contiene un resumen de los valores
de los parametros fisicos v la adimensionalizacién del modelo. En el apéndice B se
realiza la demostracion del calculo asintético del estado estacionario para L 3 1.
En el apéndice C se demuestra la variacion del voltaje cuando se varia el valor de la
longitud critica para la cual el estado estacionario deja de ser estable. El apéndice
D contiene las ecuaciones diferenciales que se han integrado mediante un método de
Runge-Kutta y que se han utilizado para averiguar los coeficientes de la ecuacion
de amplitud. Por iiltimo en el apéndice E se halla directamente la ecuacién de
amplitud cuando L > 1.

En la segunda parte, en el primer capitulo (Cap. 5) se hace una puesta al dia de
los experimentos conocidos de eficiencia de mezcla, discutiendo también, diversos
aspectos tedricos que seran importantes para el trabajo que se desarrollara. En el
capitulo 6 se describe el método experimental de laboratorio utilizado, sefialando las
medidas realizadas en la modelizacién y la manera de generar turbulencia. Posterior-
mente se realiza un analisis pormenorizado de nuestros experimentos de laboratorio
presentando los resultados en funcion de los diversos parametros adimensionales uti-
lizados. También discutiremos la aplicacion de los resultados a fendmenos geofisicos,
y en particular a la mezcla ocednica. En el capitulo T se resuelve numéricamente
un modelo, mediante simulacién para remolinos grandes (Large Eddy Simulation),
de las ecuaciones bidimensionales de Boussinesq utilizando una parametrizacién en
base a una longitud de mezcla que tiene en cuenta el nimero de Richardson lo-
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cal e intentamos comparar los resultados experimentales con dicha simulacion. Por
ultimo, enumerameos las conclusiones.
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1.1 Modelo, ecuaciones reducidas y estado esta-

cionario

Una descripcion completa del transporte de propiedades en un semiconductor me-
diante una aproximacién semiclasica puede, en principio, ser realizada mediante la
solucion de las ecuaciones de Boltzmann para una funcién de distribucién f(7, 7, 1),
donde 7 indica la posicion, ¢ es la velocidad, y ¢ es el tiempo. Desafortunadamente
esta ecuacion no tiene solucion analitica para muchos de los casos de interés, y su
resolucién numérica cuando f(7, ¥, 1) no es uniforme es muy costosa, incluso usando
técnicas Monte Carlo, Reggiani (1985), Reggiani y Mitin (1989). Otro inconveniente
del uso de la ecuacién de Boltzmann es que la informacién contenida en f(r, v, 1)
es demasiado detallada para obtener una comprension cualitativa profunda de los
fendmenos no lineales espacio-temporales, objeto de la presente tesis. Ante esta
situacion, merece la pena utilizar ecuaciones hidrodindmicas o (ain mas sencillo)
de difusion-deriva donde la informacion mecanico-cuantica relevante se usa para
modelizar apropiadamente los coeficientes de transporte. Estos dltimos se pueden
determinadar a partir de la ecuacién de Boltzmann mediante esquemas perturba-
tivos tipo Hilbert o Chapman-Enskog, hipotesis de cierre en esquemas de momen-
tos, Markowich et al. (1990), o bien calculindolos directamente mediante técnicas
Monte Carlo, Reggiani (1985), Shaw et al. (1992), Mitin (1986). Cada una de es-
tas posibilidades tiene sus inconvenientes que generalmente son: el estrecho rango
de aplicabilidad de las mismas, su especificidad y/o alto coste computacional. Por
estos motivos, se suelen usar ecuaciones de transporte de difusion-deriva con coefi-
cientes de transporte ajustables que contengan la informacion fisica relevante que se
conozca proveniente de experimentos o simulaciones. En el caso del p-Ge ultrapuro
a bajas temperaturas usado en los experimentos del grupo de Westervelt, el modelo
unipolar unidimensional de difusién-deriva siguiente fué propuesto por Teitsworth y
Westervelt (1984) y Westervelt y Teitsworth (1985):

%=’Tﬂﬂ+ﬁ{ﬂﬂu—m*}. (1.1}
8E . . ; ap

€57 = Jeot(t) — € (pra — D22), (1.2)

E%=E{ﬁ+d—ﬂ*]. (1.3)

bl
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i -
]ﬂ E(z,8) di = 3(D), (1.4)

Aqui las incognitas son el campo electrico, E‘(:’:’-,f}, las densidades de portadores
(huecos) v de impurezas ionizadas, p(#,1) y a.(Z,1) respectivamente, y la densidad
total de corriente, Jm{f}. apg = a—a, ¥ @ =constante son las densidades de impurezas
aceptoras neutras v totales, respectivamente.

(1.1) es la ecuacién cinética que describe el cambio temporal de las impurezas
aceptoras ionizadas (cada una de las cuales esta en un lugar fijo del semiconductor).
El cambio temporal de a. se debe a los procesos de: (i} fotogeneracion (en el infrar-
rojo) a partir de impurezas neutras, < ap; (ii) ionizacién por impacto de impurezas
neutras v huecos, &(E) pag; v (iii) recombinacién de aceptores ionizados v huecos,
r(E) pa.. Estos procesos han sido esquematicamente ilustrados en la Figura 1.1.

(1.2) es la ley de Ampere de balance de la densidad de corriente: la densidad
total de corriente, Jm{f], es la suma de la corriente de desplazamiento e aE fﬂf ,¥la
corriente debida al movimiento de los huecos, tinicos portadores de carga moviles en
el presente modelo, € (pvy — D dp/d%). La corriente de huecos contiene el término
de deriva de los mismos, e vy y un término difusivo que tiende a disminuir los
gradientes de concentracion. La corriente total es ignal a la corriente que pasa por
el circuito exterior al semiconductor y es accesible experimentalmente de manera
directa, mientras que e es el valor absoluto de la carga del electron.

(1.3) es la ecuacion de Poisson, en que la carga eléctrica viene dada por las con-
centraciones de los huecos, de las impurezas aceptoras ionizadas y de las impurezas
dadoras, cuya concentracién d consideramos constante. ¢ es la permitividad del
sermniconductor. Derivando la ecuacion de Poisson con respecto al tiempo y susti-
tuyendo en ella la derivada de la ley de Ampére con respecto a la variable espacial,
encontramos la ecuacién de continuidad para la carga eléctrica (ley de conservacion
en forma local). Esta ecuacién se puede usar en lugar de la ley de Ampere, aunque
nosotros no lo haremos aqui.

(1.4) es la condicién de que el voltaje (¢ es menos el voltaje) sea una funcién
conocida del tiempo, lo que corresponde a un circuito exterior puramente resistivo
v refleja las condiciones experimentales, Kahn et al. (1991, 1992a).

Los coeficientes de transporte que aparecen en el modelo, se consideran funciones
no lineales del campo eléctrico local E, se representan en la Figura 1.2 y su forma
explicita se encuentra en el Apéndice A. Por simplicidad consideramos constante
la difusividad de los agujeros y aproximadamente determinada por la relacion de
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Figura 1.2: (a)-(d) muestran los coeficientes de movilidad, velocidad de arrastre,

ionizacion por impacto y captura versus el campo eléctrico en forma adimensional.
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Einstein D = kgTypp/e, donde la movilidad gg es la pendiente a campo cero de la
velocidad de los huecos y Ty la temperatura de la red. En Teitsworth ef al. (1995)
se puede encontrar una explicacién de la forma de los coeficientes de transporte de
la Figura 1.2: la velocidad de los huecos crece linealmente con el campo eléctrico a
campos bajos y satura a campos altos debido a la pérdida de energia por emisién
de fonones dpticos; el coeficiente de recombinacion decrece al aumentar la velocidad
de los huecos y por consiguiente disminuye la probabilidad de que queden atrapados
en una impureza; por tiltimo el coeficiente de ionizacién por impacto es despreciable
para campos correspondientes a energias menores a la de ligadura de las impurezas.
Para campos eléctricos y energias mayores, & crece primero abruptamente con el
campo y luego puede decrecer debido al decrecimiento de la seccién eficaz del proceso
de ionizacién por impacto. A campos y energias muy altos, k¥ debe aumentar de
nuevo debido a varios tipos de procesos de ionizacién secundarios del tipo de emisién
de fonones antes mencionado.

Las ecuaciones del modelo se pueden simplificar notablemente si se usa que el
tiempo de relajacion dieléctrico (ef(edup) ~ 1 ns) es mucho mds pequeiio que
el tiempo caracteristico de la ionizacién por impacto o de la recombinacién en la
ecuacion de las impurezas (1/(kod) ~ varios ps). Estos tiempos son todavia mucho
mas pequefios que el de difusion de los huecos, (€*(edup) ™2/ D ~ varios ms) y que el
de fotogeneracién para campos eléctricos por encima del de ruptura (unos 5 V/cm),
Bonilla y Teitsworth (1991) (ver también Apéndice A). La separacidn de las escalas
temporales de los distintos procesos nos permite desprendernos del término de foto-
generacion en 1.1 (para campos eléctricos por encima del punto de ruptura, Bonilla
(1992a)), de la corriente de desplazamiento y del término de difusién en (1.2). De
las ecuaciones resultantes podemos eliminar todas las incognitas excepto el campo
eléctrico y la densidad total de carga; entonces el modelo se simplifica obteniéndose
la siguiente ecuacion reducida (que escribimos directamente en forma adimensional;
ver Apéndice A), Bonilla y Teitsworth (1991), Bonilla (1992a), Teitsworth et al.
(1995) v Bergmann et al. (1995):

O*E K+R V' BE aE 1 dJ
e S — — = —
&l g AR e T LB S (1.5)
que debemos resolver junto con la condicién de voltaje fijo:
L
[ Bt de = o). (1.6)
0

En (1.5), la densidad de corriente local j(E) es la siguiente combinacién de coefi-
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cientes de transporte:

o _aK(E)
”L}_[HQEHR{E]

1) V(E). (1.7)

K.R y V son versiones adimensionalizadas de &,r v v4. La unidad de longitud
corresponde a 0.011 mm, el tiempo a 2.1 ps, el campo eléctrico a 10 V/cm, y la
densidad de intensidad de corriente a 128 mA /em?®. El parametro a = a/d, (> 1) es
la razon de compensacion del semiconductor (entre impurezas aceptoras y dadoras,
impurity compensation ratio). En los experimentos realizados por Kahn et al. (1992)
se uso un semiconductor fuertemente compensado con o ligeramente por encima de
1:

Las ecuaciones (1.5)-(1.6) deben ser resueltas con condiciones iniciales apropiadas
para E(z,0) v de contorno en el contacto invector x = 0,

E(0,1) = pJ(1), (1.8)

que hemos tomado como la ley de Ohm con resistividad adimensional p > 0. Con tal
que la recta E/p corte a j(F) entre su maximo y minimo sucesivos por encima del
campo de ruptura (Ey v E,,), el comportamiento de las soluciones del modelo re-
ducido reproduce la inestabilidad observada experimentalmente a voltaje constante,
Bonilla (1992a). Los resultados obtenidos con (1.8) se pueden extrapolar facilmente
para las curvas caracteristicas no lineales de los contactos metal-semiconductor uti-
lizadas por Shaw et al. (1979). El modelo reducido es una buena aproximacion del
modelo completo excepto en una capa limite difusiva muy estrecha cerca del contacto
de salida en z = L, donde el campo eléctrico cambia bruscamente para satisfacer la
condicion de contorno Ohmica correspondiente, Bonilla (1992a). Una condicion que
permite elaborar una teoria detallada de las soluciones del modelo reducido es que
la longitud adimensional correspondiente a las muestras experimentales de Kahn et

al. (1991) sea bastante grande (L ~ 1000).

1.2 Estado estacionario para L > 1

La solucion estacionaria del modelo reducido satisface

oF el

oz~ V(E) ' (19)
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Figura 1.3: Diagrama caracteristico de corriente-voltaje para el estado estacionario

para distintos valores de a.
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junto con (1.8) y (1.6). Es inmediato mostrar que la curva caracteristica corriente-
voltaje de esta solucion estacionaria es univaluada. En efecto, sea E(z;J) la ninica
solucion estacionaria de (1.9) y (1.8). Derivando (1.9) y (1.8) con respecto a J,
resulta que dF /dJ > 0 para J > 0 cualquiera que sea x. Entonces el voltaje es una
funcion creciente de J, por consiguiente invertible, y la funcion inversa (curva car-
acteristica corriente-voliaje) es univaluada y creciente. Llamaremos a esta funcion
J(¢), ¥ ha sido representada en la Figura 1.3 para distintos valores de a. La forma
de E{x;J) y de J(¢) depende de la funcién j{ E), dada por la ecuacién (1.7).

La funcion j( E') es negativa para E < E}_ (el campo eléctrico de ruptura tal que
dj [dE = oo}, cuyo valor es, Bonilla (1992a):

(@ = 1) K(Ey) — R(Es) = 0 = j(Es). (1.10)

En esta region la fotogeneracion no puede ser despreciada y la ecuacion (1.5) no es
una buena aproximacion, como se demuestra en Bonilla (1992a). No entraremos en
el analisis de esta region en este trabajo pues nos restringiremos a la explicacion
de las inestabilidades observadas por Kahn (1991) que tienen lugar a voltajes lo
suficientemente altos como para que E > Ej.. Cerca de Ey,, j(E) tiene un cambio
muy abrupto y su forma por encima del punto de corte es muy sensible a la razon
de compensacion a, como se puede ver en la Figura 1.4. La funcion j( F') es mono-
tona creciente para F > E, vy cualquier & > 1 fuera de un intervalo que, para los
coeficientes de transporte concretos que usamos aqui, es 1.09 < o < 1.46. En estos
casos el estado estacionario es linealmente estable v no se producen inestabilidades,
Teitsworth et al. (1993). Por consiguiente nos restringiremos a semiconductores
fuertemente compensados con 1.09 < & < 1.46, para los que la curva j(F) presenta
al menos un maximo en la region E > F;,. Veremos a continuacién que es posible
encontrar voltajes para los que el estado estacionario es inestable, y seran las ra-
mas oscilatorias que bifurcan de este estado las responsables de las inestabilidades
observadas experimentalmente.

En la Figura 1.5 podemos observar las posibles formas del estado estacionario para
el mismo @ = 1.2 y para diferentes valores del campo en el contacto de inyeccién
pJ. y para diferentes voltajes ¢ .

Los puntos fijos de (1.9) satisfacen J — j(E) = 0. Cuando la curva j(E) tiene
forma de N y j. < J < ja, donde j, ¥ jas son el maximo v el minimo de la funcién
7(E), entonces J — j(E) tiene tres ceros Fy(J) < Eq(J) < FE3(J) y considerando

!La integracién numérica ha sido realizada fijando J, resolviendo las ecuaciones diferenciales
(1.9) ¥ (1.8), utilizando un método Runge-Kutta de cuarto orden, y calculando la integral (1.6)

por la regla del trapecio.
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Figura 1.4: j(E) versus E para diferentes valores de relacion de compensacién .

7(E) tiene un maximo local para (Eys, Jay) con Eyy ~ E . v un minimo local para
[Eaidn) [Bla=L1;{b)a=12{c)w= 13 c]a=Lb
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Figura 1.5: Graéficos del campo eléctrico en funcién de la distancia para estados

estacionarios. Se ha ignorado la delgada capa limite difusiva en # = L. Los datos

numeéricos corresponden a los campos eléctricos medios: (a) Ey. = 0.449, (b) E4 =
0.480, (c) E4 = 0.552, (d) Eq4. = 5.90
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(1.9) como un sistema dinamico de dimensién uno, el punto critico E; es inestable,
mientras que F; o F5 son atractores con cuencas de atraccion respectivamente £ <
E, v F > E;. A medida que r aumenta el valor asintotico de E{x;J) es Ey(J)
o E5(J) dependiendo de si el valor en el contacto * = 0 (que esta sobre la recta
E(0) = pJ) estd a la izquierda o a la derecha de FE;(J), respectivamente. De
particular interés es el valor J = J, para el que los dos valores coinciden, Ey(J.) =
pJ.. Esta relacion sélo es valida para resistividades p € (Eng /i, EvafJm)-

En el limite L. — oo determinaremos la dependencia de la corriente J con el
campo medio ¢/L para el estado estacionario. Para 0 < J < J. el campo del
estado estacionario decrece desde E(0;J) = pJ a su valor asintético Fi(J); para
J = 1., E(z;J) crece de forma mondtona desde E(0;J) = pJ a E;3(J) (ver Figura
1.5). En el limite L — oo, la curva caracteristica corriente-voltaje para el estado
estacionario (ver Figura 1.3) tiene la forma J ~ j(¢/L) para 0 < ¢f/L < Ey(J.) y
para ¢/L > Es(J.), va que ¢ serd aproximadamente E;(J)L para 0 < J < J., ¥
E3(J)L para J > J..

La corriente en el estado estacionario sigue la curva j(E) cuando los valores del
voltaje estan fuera del intervalo Ey(J.) < ¢/L < Ei(J.). Dentro de este intervalo
J ~ J.. El campo estacionario correspondiente a estos valores es el siguiente:

(a) Sea Ei(J.) < ¢/L < Ey(J.). Si fijamos E(X;J) = Ey, donde Ej tiene un
valor fijo dentro del intervalo F;(J.) < Ey < E3(J.) entonces para cada valor de
X €(0,L), tal que {X,(L—X)} >> 1., ¢ ¥ J quedan determinados por las siguientes
formulas asintoticas:

L-X X
¢=E1L+{E:—E1)X+( ; +E){J_J¢]
£ (s = B3)V(s) Eo (s — E1)V(s)
+»[E|} j(s8) — J. ds_l__/;g] () — J. ds + o(1), (1.11)
y
- g~ -dE] ol LAIX] i
— PJz 3
También

E(z;J) ~ Ey — ¢r. exp{—jﬂ%ﬂ} (cuando (z— X)— —o0), (1.13)

=

a Jd A
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COTn

er, = (Ez — Eq) exp{L_fz = —lEg - {j{iﬁ E(ﬁ E]ds}, (1.14)

e

E(z;J)~ E, + ¢ exp{—m%gﬂ} (cuando (xr — X} — +00), (1.15)
con
. Br 1 71 Vi(s)
e =B B exp{—/}:i L—El e V]]ds}. (1.16)

En los segundos miembros de (1.13) y (1.15), jr = J(Ex(J)). k = 1,2. En estas
ecuaciones E{(x;J) es el campo en la zona de transicion (z — X) = O(1} o sea
(x — X) — —o0 (0 — +oo respectivamente) significa que deja la capa de transicion
por la izquierda (o por la derecha respectivamente). Tanto ¢ como cg son ambos
positivos. La demostracién de todo lo escrito anteriormente se encuentra en el
Apéndice B.

(b) Sea Ey(J.) < ¢/L < Es(J.). Si fijamos E(X;J) = Ey, donde Ey tiene un
valor fijo dentro del intervalo F,(J.) < Ey < E3(J.), entonces para cada valor de
X € (0,L), tal que {X,(L— X)}>>1, ¢ y J estan determinados por las férmulas
(1.11)-(1.16) donde Es(J) reemplaza a E;(.J) en todas ellas. En este caso tanto ¢,
como cg son ambas negativas.

1.3 Estabilidad lineal del estado estacionario

La estabilidad lineal del estado estacionario ha sido considerada en Bonilla (1992a)
para dos casos particulares: el estado estacionario uniforme y un perfil simplificado
discontinuo en forma de escalén vy que por tanto constaba de dos tramos, cada uno
de ellos constante. Aqui estudiamos la estabilidad lineal del estado estacionario
sin esas simplificaciones y comparamos los resultados obtenidos con los de Bonilla
(1992a). 5i sustituimos
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E(x,t) = E(z) + ¢ é(x,1),

J(t)=Js+¢i(t), el (1.17)

en las ecuaciones (1.5), (1.6) v (1.8), y consideramos solo los términos de orden O(g),
encontramos

Lé—Mj=0, (1.18)
L

fn &(z,t)dz = 0 (1.19)
€(0,1) = pj(t) (1.20)

en (1.18) los operadores £ v M son

L K(E)+ R(E) VI(E) . o, p )
=, V(E)é. + (J'(E)+ V'(E)E,) €],
e = bt s KB LD (4 V() e+ (1B + VIEIEL):
«_ K(E)Y+R(E). 1 4
- > 1:21
donde €;; = %, £ = %,}i = %;i v E; = %, siendo i = z,t y j = z,1.

Las ecuaciones (1.18)-(1.20) pueden ser resueltas mediante separacion de vari-

ables:

é(z,t) = é(z; A) €Y,

J(t) =3 ¥, (1.22)

y sustituyendo en (1.18)-(1.20) resulta

-

H .
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K(E)+ R(E)\ 9¢
(;’L-i--f 1,{}3} )(3'_:]‘+
e (K (E) + R(E)) A OF 5 FLEI Y50
TV =55, (K(E}—E—R{E} ¥ V’{E}) €=
K(E)+ R(E)\ j :
(JL+J i ) 7 @) (1.23)
R ) .
z(A,}:fﬂ  dz =0, (1.24)
E(0; 1) = pj. (1.25)

El cero de la impedancia Z(A) con parte real mas grande determina la estabilidad
lineal del estado estacionario. Se ha evaluando numéricamente la curva de estabil-
idad neutra (correspondiente a Re A = 0) para el estado estacionario no uniforme
E(z) en el espacio de parametros ¢/L vs L. Esta curva de estabilidad neutra se
halla integrando la ecuacion (1.9), (1.6) ¥ (1.8) por el método de Runge-Kutta asi
como las ecuaciones (1.23)-(1.253) con Rek = 0 e ImA = w. Entonces encontramos
los valores de L, w, ¢ que hacen cero la impedancia (1.24) con J fija. Los resultados
se muestran en la Figura 1.6. Por encima de un cierto valor de la longitud, L = L,,,
existen dos valores de voltaje para cada L, ¢, y ¢, para valores de ¢ comprendi-
dos entre estos dos el estado estacionario es linealmente inestable y fuera de este
intervalo de voltajes (¢.,¢.) el estado estacionario es linealmente estable. Para los
voltajes ¢, y ¢. aparecen ramas de soluciones periédicas en el tiempo que bifurcan
del estado estacionario. Calcularemos en el capitulo siguiente estas soluciones para
semiconductores de longitud finita y también en el limite L > 1 (en que se hacen
inestables muchos modos al mismo tiempo). Ver también Bonilla et al. (1994a).

Observando la Figura 1.6, cuando L crece, ¢,/L tiende rapidamente a un valor
constante igual a F\(J.). Esto sugiere que los resultados que obtendremos en el
proximo apartado para I — oo pueden ser aplicables para L no tan grandes cerca de
¢ = ¢,. También podemos comprobar que en el comienzo de las oscilaciones sustituir
el estado estacionario por una constante como se hizo en Bonilla (1992a) es una
buena aproximacion, mientras que no ocurre lo mismo con el final de las oscilaciones
(en la Figura 1.6, la linea punteada corresponde a la integracién numérica, mediante
un método de Newton, de las ecuaciones halladas en Bonilla, 1992a). Concluimos
por consiguiente que el valor de ¢,/L es mucho mas sensible que el de ¢,/ a la
aproximacion del estado estacionario mediante una constante.
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Figura 1.6: Estabilidad lineal del estado estacionario no uniforme cona = 1.2y py =
7.9. Existe un intervalo de voltajes (¢, ¢.) para los cuales el estado estacionario es
inestable para resistividades menores que pgas © mayores que pg,,,. La linea punteada,
— — —, corresponde a la estabilidad lineal del estado estacionario uniforme.
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En la Figura 1.7 se muestra el valor de la parte imaginaria del valor propio, w en
funcién del voltaje critico. Podemos ver que para valores de ¢ = ¢, el valor de w
crece, disminuyendo para ¢,

Para semiconductores largos podemos estudiar asintéticamente la estabilidad lin-
eal del estado estacionario, Bonilla ef al. {1994a), tal y como se hizo en el caso del
GaAs por Bonilla ef al. (1994b).

1.4 Estabilidad lineal del estado estacionario para
L3 1

Para voltajes inferiores a E(J.) L o superiores a E3(J.) L, el estado estacionario es
linealmente estable. Considerando el perfil de estado estacionario para J ~ J. (que
corresponde a voltajes en la region intermedia de la anterior), distinguiremos entre
la region a la derecha de + = X y a la izquierda, donde los coeficientes de (1.23) son
bésicamente constantes (Fa(J.) v E;i(J.)) excepto en una regién de conexion entre
ellos que tiene anchura de orden unidad. Vamos a restringir nuestra atencion en el
autovalor con mayor parte real y buscaremos el umbral de la inestabilidad en que
su parte real se anula. Supondremos (y comprobaremos posteriormente) que en este
umbral, 1 < X < L. La mayor contribucién a la impedancia Z(\A), 1.24, sera la
producida por el valor de la perturbacién é(z; A) en la parte derecha de r = X, cuya
anchura es (L — X) ~ L. Para una distancia posterior a = X de O(1), €(z; A)
decrece exponencialmente a un valor constante, solucién de (1.23) con E = E,;(J,)
(ver Figura 2.1), por lo que

L g(a;\) L
DE P 1.26
fxm 7 T AW 126

donde 1 € Az < X es arbitrario y

A+ BERG gy

A Vel [H:;R_l V2

(1.27)

Para obtener la aproximacién de orden superior de la impedancia Z( ) necesitaremos
encontrar las contribuciones dominantes de todas las regiones. La region transitoria
se extiende por la izquierda desde r = 0, mientras que por la derecha E(z;.J.)
decrece rapidamente a E = F;(J.). Escribiremos la solucion de (1.23) y (1.25) como
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Figura 1.7: Vanacion de la parte imaginaria de A en funcion del voltaje, w(a),
hallado a partir de la estabilidad lineal del estado estacionario no uniforme con
a= 12y pg="7.9. Para valores de ¢ = @, el valor de w crece, disminuyendo para
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é[x;)u}:j{ép(rc; k}+h{w;i}8£g;—ﬂ}, (1.28)

donde €,(x; A) es una solucion particular y obedece a la siguiente condicién de con-
torno:

1
Bl )= T én(X — Az; ) (cuando X — Az — —). (1.29)
2idg
De la misma manera
2 1
€[ X + Az; X)) ~ VA (cuando X + Az — +o0). (1.30)
14k]

Sustituyendo (1.28) en (1.23) v (1.23), encontraremos la solucién general h(z;))
como solucion de

aoh B A(F/VY E .
o rtJk+Rw =Y (1.31)
aE(0; J 1
h{ﬂ;k]%:fﬂzp—ﬁzh, (1.32)

donde

AE(0;J)  cvjp X[V

P 7 (1.33)
a partir de (1.15). La solucion general de (1.31) es
E V(i/V)ds
Rl =X X A - - , 1.34

donde ha sido utilizada la ecuacién (1.9). Calcularemos h(X;A) introduciendo la
condicién de contorno (1.32) en la expresion anterior:

R X% % G Ko [ (1.35)
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donde

J n{_z_q .+.]n{_a|‘_L {M
polA) = Jl.—ii-—?f;ﬁzi )1+...1:|.t.n'j+
x l:l

v v

& LAl V(i=J) 1 iz
/-., ~ Lg{ﬂ—ﬂﬁlﬂ A+%tﬁj_{,x _1-_37'1 n(? 7o) (136)
La impedancia puede ser aproximada por

L eV

g +—1 (A)ehaX (1.37)

siendo

lizler J s
e [P dmen | [ ) gl | v R
/\_’__E:Lz'j }L-I-—'I'—J VI}]A‘}‘_LJE‘“L

J Jv v
+jEz ds Va{s—E2) 1(s—E1) V-0 — 1 Y In o J} +
e O+ EER) T+ By N+ BEy N+ By =

Para el umbral dehinestahili&ad, A=iQ, v | K(i®) |<| K(0) |= E; — E, si @ no es
cero. Por tanto | K(i01) | es de orden 1 y despejando X ~ X.(f1) de (1.37) con Re
A = 0 el resultado es

e { cuiy L LC

- InL + O(1 1.38)
(AT A ) A (1) ‘

La condicion (1.38) hace que podamos estimar asintéticamente los voltajes criti-
cos ¢, v @, sustituvendo en la ecuacion (1.11) el valor de X.; para ¢, se ha de
sustituir £; por F5. En ambos casos los autovalores con parte real mas grande son
An = if2,[1 + o(1)],

JVa(Kz + Ry
(JV — Vajp) X'

0, ~ (2n+ )7 n=0,41,42,...,0(lnl).  (1.39)

]

-

H & B
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Hemos estimado numéricamente estos valores para a = 1.2, p = 7.9 (£, = 0.53,
E; = 0.80, E; = 21, Exn =063, E,, = 1.88) y L = 1310 y el resultado ha sido:
X. = 255, ¢, = 763, ¢, = 22359 y 0y = 0.020.

Cada autovalor A, tiene parte real igual a cero para X = X.(12,,) > X.(Q,-1). Los
valores X _(0) tienden asintoticamente a X.(0) ~ X, excepto términos de orden o(1).
Para X ~ X_, | A, —i0, |< 0,. En X = X_, todos los autovalores tienen parte real
negativa excepto para Ag = i{dy. Para valores de X ligeramente mayores (o voltajes
ligeramente hacia afuera de la region estable), aparecen mas y mas autovalores con
parte real positiva. Calcularemos la dependencia entre las correcciones de o({),,) de

cada autovalor, A, —if2,,, v (X — X.),02,.

Para voltajes ¢ € (¢,.¢.), X es mayor que (1.38) lo que quiere decir que Re
A # 0 (de hecho, Re A > 0 por continuidad). Cerca del voltaje critico A = o(1). por
tanto podemos desarrollar ¢g ¥ K(A) en potencias de A, y la condicion Z(A) = 0
resulta:

VIia Vagl
- j 4] — =%
T {Eﬂ E‘l]l:l - PJZ LE}I F[JL} exp ﬁH’RE( JV; }X — InL
eLls Va
(1.40)
F(A) = (14 fid+ 222 +0()03))
ViJ - Vasl AV,
e SaliBR W —— My
2E (.IE{KE T ekl e Rz)J g ])’
g AV V=Vl
V"7 3K+ Ry) - 75K + B)(1 — psl)’
Vi — Vgt Vi — VaghlJ
= 3 + o1 (= — —)+
=t el G Ry T K )=o)
(Vi=Vais/ Ve _ (V= Vait/ I (IVi = VasdIVi —Wdh) ) 13

TR, + Ro)?(1 — piy)  Ji(Ki+ R (1 — pid)(Ka + Ro)J%g5

Donde ; son los coeficientes que aparecen al desarrollar la integral K()) en poten-
cias de A:
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oL 0K,
B M — By O

=] s (1.42)

Por iltimo buscaremos la relacion de dispersion entre Re A, (¢ — ¢, ) e ImA cerca de
X = X, (esto es equivalente a ¢ = ¢,). Esta relacion demostrara que dRel/do = 0
para ¢ = ¢, v por tanto el estado estacionario perdera su estabilidad via una
bifurcacién de Hopf, como ocurre en el GaAs estudiado por Bonilla e Higuera (1995).
El siguiente resultado relaciona los cambios en el voltaje con los cambios en la

localizacion de la transicion del estado estacionario.

Sea X = X. 46X, 46X <« 1. El voltaje correspondiente a X es

6=, + 060, con 66~ 2(E; — E;)6X, (1.43)

¢ = ¢, — b, con b¢ ~2(E3— E)6X. (1.44)

Para la demostracion ver el Apéndice C. Cuando ¢ = ¢, + 6¢ (0 ¢ = ¢, — 8¢). para
&0 < 1, tenemaos

A=d8l F oy iwy, {omws]) € s €1, (1.45)

En esta expresién {1, se obtuvo mediante la ecuacion (1.39) cuando ¢ = ¢, o
¢ = ¢, v entonces a,, = w, = 0, pero en este caso tienden a cero cuando é¢ y
46X tienden a cero. Como se demuestra en el Apéndice C, una variacion éJ en la
corriente del estado estacionario debida a una variacién éX es del orden 6X/L, por
lo cual §J < X.6J < 6X y podemos ignorar en lo que sigue las variaciones de J
debidas a 6X. Sustituyendo (1.45) y (1.39) en (1.40) con X = X_ + 86X, utilizando
(1.38) y (1.41), e igualando parte real y parte imaginaria en la ecuacién resultante,
encontramos

L LBl 4 R)EX V02
T (Vi =iW)Xe  J(K2+ Ra)
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o V(K + B) i
" V- Xe

s A=lElL L o ollnk) (1.46)

Evaluando el coeficiente que acompafia a (22 (que significa una difusividad efectiva
va que multiplica al cuadrado de £, en la relacion de dispersion) en la expresion
anterior para valores de resistividad en el intervalo Exs/Jyy < p < EpfJm vy L > 1,
el resultado es que la difusividad efectiva es siempre positiva y el valor numeérico
paraa=12y p="79es 11.6.

Para que exista consistencia se requiere a,, < {1, lo que implica que 2, € X_=
O(IlnL) como se supuso en (1.39). Se puede comprobar que la separacion entre dos
autovalores consecutivos decae mas deprisa que 1/(InL)%.

8nJVP (K2 + Ry)m? 1 1 "
Gt~ oy varx: @ S 04
Cuando escogemos
1 .
P Zbg 1, (lnL — 4oo), (1.48)
el numero de modos inestables es (ay = 0):
N = O[(6X InL)"/?, (1.49)

para voltajes ¢ = ¢, + é¢ 0 9 = @, — 8¢, con d¢ del orden escogido anteriormente,
resultando que un numero de autovalores casi continuo atraviesa el eje imaginario.
El anélisis de la bifurcacion resultante se realizara en el capitulo siguiente.
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2.1 Términos seculares en aproximacion lineal

no homogénea

En este capitulo realizaremos un calculo perturbativo de la rama oscilatoria que
bifurca del estado estacionario tanto para longitudes, L. finitas como infinitas. Es por
es0 que es importante conocer para qué condiciones la solucion del problema lineal no
homogéneo asociado a las ecuaciones (1.18)-(1.20} ( para voltaje critico) esta acotado
v es periodico en el tiempo. En otras palabras, queremos buscar las condiciones
que haran que no existan términos seculares en nuestros calculos. En esta seccion
consideramos el caso de un semiconductor con una longitud finita L en la que se
hace cero la impedancia (1.24) sélo para dos valores de A complejos conjugados,
A = +iw, que cruzan el eje imaginario para el voltaje critico. El problema lineal
inhomogéneo es el siguiente

Lé— Mj = f(z)e™, (2.1)
L

fu &(z,t)dz = 0, (2.2)

£(0,1) = pj(t) + ge™. (2.3)

en (2.1) los operadores £ y M definidos en el capitulo 1 son

Le=é,+J

K(E)+ R(E) ( V'(E)

viEE  \K@+RE BB V‘(E}Eﬁé)

K(E)+R(E). 1 .

M= v

(2.4)

en el que los coeficientes estan caculados con el valor del estado estacionario para el
voltaje critico, £ = E(z;.J). Ahora buscaremos la condicion que asegure la ausencia

de términos seculares. Sustituyendo

&(z,t) = é(z) €™,
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=g 2 (2.5)

en las ecuaciones (2.1)-(2.3) se obtiene

(M+Jﬁﬁn+mEW5ﬂ
dz

V(E)
JV’{E)(H[?JE?EEH ( ’ E)ir _ g—f . i?:r((?;,) -
(z--u.- + JK(E; EE;Z{E}) '»i?E} + 1) -
é(0) = pj + g, e
Lbémjérzﬂ' (2.8)

Resolviendo las dos primeras ecuaciones y sustituyendo su valor en la tercera ecuacion,
el resultado es que la suma de los tres términos siguientes sea cero. El primero, pro-
porcional a j, es cero porque es solucién de la parte homogénea de (2.1) con f =0
¥y g = 0. Por tanto la suma de los dos términos restantes debe ser cero para una
solucién periodica acotada del tipo de la indicada:

- T e (K(E(2)) + R(E(2)))
,[;. dr {g exp |:_./u JV(E(z)) V2(E(2))
'E'Efz:l ij!zH
hmmmm?: R:wmmd1
z2 + X
tw + J G

S 0) v EEG)  REE)
+ o+ TR o |- v EERES

+ E'E{ L Bl
I\tE{zl]+R{_E{z]} + VIEGR) dz] dy} = 0.

KI(E(= H (E) (2.9)
J z +RL_z

iw + V(E(2))

Si el miembro de la 1zquierda de (2.9) no fuese cero tendria que ser proporcional
a te™!, dando lugar a términos seculares (no acotados cuando { — oc), llamados asi
n la teoria de perturbaciones siendo el problema (2.1) un ejemplo. Llamaremos a
(2.9) la condicion de no resonancia y sera utilizada en los calculos siguientes; ver
Bonilla e Higuera (1995).
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2.2 Bifurcacion de Hopf

Sean E = E(r; ¢) el estado estacionario correspondiente al voltaje ¢ y a la corriente
J = J(¢). Sean Ey(x) v Jy el campo eléctrico y la corriente correspondientes al
voltaje critico para el cual el estado estacionario deja de ser linealmente estable. (¢,
puede ser tanto ¢, como ¢, tal y como se definieron en el capitulo 1). Nosotros
queremos construir soluciones periddicas que bifurquen de E(x) para ¢ = ¢.. Vamos
a definir un parametro pequeno ¢ que indique la desviacion del voltaje critico ¢,

p=d+efp, ek, (2.10)
(el signo de » = +1 serd determinado posteriormente y dependera de si ¢, es ¢, o

¢, ). El campo eléctrico v la corriente estacionaria correspondientes a este valor de
¢ seran respectivamente

E(z;€) = Ey(z) + €pEy(z) + O(€')

J=Jy 4 Eph+ 0. (2.11)

Claramente, F(z) = E;—itﬂ , s = %i’—‘l . Para calcular la solucién oscilatoria
bifurcada, utilizaremos el método de escala muiiltiple para una bifurcacion de Hopf
(Kogelman y Keller, 1971; Bonilla et al. , 1992 y Bonilla e Higuera, 1995):

E(z,t;€) = Eo(z) + e EW(z,t,7) + E(E®(z,1,7) + ©Ey(2))+
EEC) (z,1,7) + O(c"),
J(tie) = Jo+ e JU(t, 7) + E(JO(E, 1) + i) + €91, 7) + O(e*);

e R N ' |

La escala de tiempo lenta 7 = €% se escoge de forma que se puedan eliminar los tér-
minos seculares que aparecen en la ecuacion de E® (como veremos posteriormente).
Sustituyendo (2.12) en las ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.8) e igualando en potencias
de ¢, se obtiene la siguiente jerarquia de ecuaciones para EW®, J® E; y J; para
=0 23
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orden "
Jo — Jo
Foose 200
L T
[ Eola)dz = 4., (2.14)
Eo(0) = pdo, (2.15)
orden e:
L.EW — M JM =, (2.16)
EN(0,2,7) — pJM(t,7) =0, (2.17)
L
f EWz t,7)dz =0, (2.18)
0
orden €*:
(VoEr)z + joBr — Jh =0, (2.19)
L
fﬂ Ei(z)dz = o, (2.20)
Ey(0) = pJy (2.21)
(2) (2) "{g (1) (1)
L.ED — M JP = —V—UEE ...

2 - )
(Jtlgfm + fo g (ft -+ R)'JUE[I}) (_‘E{"_Ei” " (%E{”}r o+ jaE“} e J':”)
0

I’El Ve
Ko+ Ry ( ( | 5 )
Vi K+ R

Ko+ Ro

e FJr:;iliﬁ'}ll + l{VU’EmE} + ljggfll:’)
2 2

0

(2.22)
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E®0,t,7) — pJPB(t,7) =D, (2.23)
L
f E®(z ¢t 1)dz =0, (2.24)
1]
orden ¢*:

LE® - MJO) = [(F)D—E“F + () (D + E)| -

2
Vo m _ gl (o + Ro
T+ R Ve ) | (P kgt
K+R K +R K4 R\"Jo o
( er )GJDI:E{2} +E1} + ( 1}_2 ) J{]}E{]] ( Vﬂ )u 2 E{I} ]
Ko + Ro I¢+H) )( V! . )
(1320 (1) 0 [ ) {2; @ _ @)
- "
G [(HL R) (ED(E+EP) H*fiiE‘”{El+E‘ﬂ}>x+j35m(£1+Efﬂi]*
0
!{I} '+ Jqﬂ ( 1-"” ) {”3 " 3 3 2
E'[l} (1) ] (E{” n Eﬁ_}) 2.9
o 6VZ |\K+R (EV)e+ (Ve EY )at 3y T i (2.25)
E{E]{[},t,f} = .(]J{:a'](f? T) — [}? {2'26}
L
f Etz}{zj tj T} dI = ﬂ_ (2‘27]
0

En estas ecuaciones y en lo que sigue los operadores L., M., definidos en (1.21),
estan evaluados en € = 0. El argumento de las funciones Vy, Ky, Ry, jo v cualquier
expresion con subindice cero () y de sus derivadas es F = Eﬂ{m} Los subindices
z,t,7 y superindices ’ en términos como (VJEM), significan (2% | g, EM).

La solucion de las ecuaciones (2.16)-(2.18) es

JU(t,7) = A(T)e™* 4 ce,

EWN(g,t,7) = A(T)e“ ¥(z) + ce, (2.28)
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donde 1(z) es la solucion de {1.23)-(1.25) correspondiente al autovalor A = iw, y
cc significa el complejo conjugado del término precedente. Sustituyendo (2.28) en
(2.22) resolvemos la ecuacién lineal no homogénea resultante con la condicion de
contorno (2.23). La solucién sera

JO(t, 1) = wol A7) + 1o A7) + cc,

E®z,t,7) = &o(z)|A(T)? + &(z) A7) + cc (2.29)

donde £(z) v £2(z) son solucion de las ecuaciones

=i 2 ro of
Vofor + (74 + Ve oz )o = vo — (Vi ¥ P) —dil v |P) — T ((Ve$m)e + jovr —1)=

2(5LE) . Vo, .
g (4B + )| '+ 319 [~ vn).
a
£o(0) = pro,
L
fu folz)dz = 0, (2.30)
: Ko+ Ry Vo : . '
Zirkar + o= ( it + Volae + (7o + mﬂm}az) -
i
Ko+ Ro 2w o M
Jl) 1{].2 vy + Li) g — i DE}Z‘U
Ko+ K+ Ry wwVy
( szRﬂ + ( V2 )0 Jﬂi\lf’) (K RU {VD’:‘-"):‘ +ju'¢’ )
0

Ko+ Rs | . V! ' 12 Yo 1.4.2
T . ! —{ 17 —ataly
'}rﬂ' 1,&2 (m" (-ﬁ"‘i' R)UU + 2{ ﬂt.'!" :l.r'l' 2.?4]'!# H
£2(0) = pra,

L
1} £x(z)dz = 0. (2.31)

En (2.29), hemos usado las definiciones: ' =Re, ¥y =Im, y se han omitido
términos que tienden a cero de forma exponencial para la escala de tiempo rapida.
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Para encontrar las ecuaciones para la amplitud A(7), sustituimos (2.28) vy (2.29)
en el segundo miembro de (2.25). Para que la solucion de esta ecuacion este acotada
y sea periodica en la escala de tiempo rapida {, necesitamos imponer la condicion
de no resonancia mencionada en el apartado anterior. El resultado es la sipuiente —
ecuacion de amplitud para A(7):

dA

— = M A — yA|AP, (2.32)
dr =
donde
o o {(z)dz (2.33) -
Jo n(z) dz
v -
_fﬂLﬂ'{z]dm (2.34) o
Jo n(z)dz '

siendo #. n v ( solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales que aparecen al
imponer la condicion de secularidad,

mﬂIJrJUK“;R“( 0+ Vil +uu+w£ﬂr}e) s

K%)%_E{h:-tﬁg] (h{fzﬁ)”][% "] —“tﬁﬁ{ o+ Vi Boo)|lbo + a1
e e [ L ’”EER“[FWE] o N
EED Al [ () o+ Bt
+[H::ﬂ80(h;ﬂ)][‘5““ &) = o5 HR“ Voot + &y ]+
+[JD{E:DTRQJ N [ {f;ﬁ%) i JZRDJW] [ el
_[z(f:.fzimfzo)(K;R):"'Jﬂu{ug:;ﬂ W][ﬂﬁ-‘f’;} K"+R°[Eu +20)— (HJFR) Jolbor0+Eac "] =
‘Ewu(w)ﬁgw [Ju K+Rv) g g Jﬁ(ﬁ’];ﬂ )][E‘]M&U]_ -
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L Ko + Ry e T - 0 + Rﬂ s V! ")} e
iwdo—0 ( )ifufr &v)- [J.;. ( +V f.ﬂ+=u,(j, )u (| ¥ o)

8(0) =0 (2.35)

_ Ko+ Ry (. Vi A
IWI-I-JU 1:32 ( ¢ Iin+}zﬂﬂ+‘ﬂﬁr+{j0+VUEﬂr}q) —7+:+JD-V-3L‘J

n(0) =0 (2.36)
. ﬁu + Ry V’
3 1y Jy Ve Ko+ Ro :
wk (—) - 0 ( : ) E b )—
wk (7 : (Ja + Ko R 7 1 V — wi;)
K Ll e . _
Jo= -i:z = [( : ) w By + Vot By + VU Er: + Vo' Eer ¥ By +J;;¢El]
1l‘m K g R o

((0)=0 (2.37)

Derivando las ecuaciones (1.23) y (1.25) respecto al parametro ¢ se puede de-
mostrar de la misma manera que se hizo en el articulo de Bonilla e Higuera (1995)
que A\; = 2 en ¢ = ¢.. Asi Re \; > 0 para el voltaje critico ¢, v Re A\; < 0 para
el voltaje cnt]m d-

La ecuacion (2.32) tiene la siguiente solucion periodica:

Alr) = Re'#wr=m) o = cte.,

.,-Re}.
e ol i
R= Rey
Im7ReA
g i I (2.38)
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Vemos ahora que la estabilidad de la solucidn (2.38) depende inicamente del signo
de Rev. Si Revy > 0, entonces la solucion de la bifurcacion es asintoticamente estable
(excepto para un corrimiento de la fase 7y constante). En realidad, si Rel; > 0, la
solucién (2.38) existe para o = 1 (esto es ¢ > ¢, = ¢,) y se llega a ella a partir de
cualquier condicion inicial diferente de A = 0 para un tiempo largo y positivo. Si
Re)d; < 0, la solucién (2.38) existe para ¢ = —1 (esto es ¢ < . = ¢,) ¥ es tam-
bién alcanzada en un tiempo positivo y largo a partir de cualquier condicion inicial
diferente de A = 0. Igualmente, podemos mostrar que la solucién de la bifurcacién
es inestable cuando Rey < . Este es el “principio de intercambio de estabilidades™,
looss v Joseph {1980). Kogelman y Keller (1971), Bonilla et al. (1992) v Bonilla
e Higuera (1995), entre la solucidn trivial estacionaria y la rama de soluciones os-
cilatorias bifurcada : una solucién supercritica (bifurcando hacia el lado donde el
estado estacionario es inestable) es estable, mientras que una solucién subcritica
(bifurcando hacia el lado donde el estado estacionario es estable) es inestable.

Se ha evaluado numeéricamente el coeficiente Rev (en el Apéndice D) se muestran
las ecuaciones diferenciales que se integran mediante un método Runge-Kutta, el
resultado de las cuales se muestran en las Figuras 2.1, 2.2, 2.3 para ¢ = ¢, v L
desde la longitud minima a L = 15000 en p = 7.9. Los valores de Re 5 han sido
positivos { Re 5 = 0, bifurcacién supercritica) para L, < L < 11500; mientras
que para L > 11500, Rey < 0 (bifurcacién suberitica). Las discusiones sobre las
implicaciones fisicas de estos resultados las encontraremos en la seccion 2.3.

2.3 Ecuacion de la amplitud para InL > 1

En el capitulo anterior vimos que aparecian muchos modos inestables a partir de
que el voltaje sobrepasase el valor critico, para semiconductores muy largos. Una
representacion adecuada del campo eléctrico y de la corriente en la rama oscilatoria
bifurcada para InL 3 | viene dada por:

E{I'. taT;fj & Eﬂ'{‘rJ ik Z An{T]emntﬁ’n{m} + D{ﬁij

noampar

Jtyri—Jo=e 3 An(r)e. (2.39)

noimpar

Donde t(x) = é(x;i0,)/] tiene el mismo valor que en la seccién 1.4 del capitulo
anterior, con {2, dada por (1.39). Las sumas se extienden sobre los enteros impares
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e incluyen tanto los términos inestables con n del orden de N dado por (1.49), como
los términos linealmente estables con n mayor que N. Ya que las soluciones tienen
que ser reales, A_, = A7 en (2.39) vy en lo que sigue. Las ecuaciones (2.39) se
obtienen resolviendo las ecuaciones (2.16)-(2.18) para E'Y) y JU excluyendo los
términos linealmente estables correspondientes a aquellos valores cuya parte real es

O(1).

Las partes lineales de las ecuaciones de amplitud para A, determinarian su evolu-
cién si todas las A, fueran pequenas. De la relacion de dispersidn (1.46) se deduce
que:

0A, _ isled(Ka+BRa) Vo (nJ:rrIf}{Kg—}—Rg} 2
Ot 2X. (B — Ex)(JVi—j5Va) " J(Ky+ Ro) NIV — gpVa)eXc ) T
(2.40)

donde n = +1,43,---,0(ey/X.). Esto se deduce a partir del método de escala
multiple de la seccion 2.2.

Los términos no lineales de la ecuacion de amplitud, pasados por alto en la
ecuacién anterior, reportan diferentes acoplamientos de A, y son esenciales cuando
éstos son de orden 1. A partir de las signientes consideraciones se puede deducir la
forma de estos términos aunque seran deducidos en el Apéndice E:

1. Los términos no lineales son cibicos en A,. La razon es la misma que en la
seccién 2.2: los términos resonantes aparecen primero en las ecuaciones para E®)
que contienen productos de tres factores de la forma (2.39).

2. El coeficiente de cada trinomio A,A,A, aparecido en la ecuacion de amplitud
para A, es independiente de (p,q,r,n). Esto es consecuencia de que en el limite
InL = oo: ¥, (x) ~ é(2;0)/7, asi como n = O(eX.), lo que implica 2, < 1. El
término no lineal en la ecuacién de amplitud para A, tiene la forma:

Yoo D, ApAgAnpyg. (2.41)

P impar

3. El coeficiente de la suma anterior es v, = (3X.) " !im;_.(X.7), donde 5 viene
dada por (2.34). (Ver Apéndice E para ver una derivacion directa y una evaluacion
de 4., ). Este resultado se sigue de la ecuacion de amplitud completa con la condicion
inicial A,(0) = A~_(0) = é,;. Claramente, A; = A", es el inico modo excitado para
T > 0, v su evolucion obedecera a la ecuacion (2.32). El factor 3 en 4., representa
los diferentes caminos de obtencién de A;|A;|* a partir de la suma en (2.41).
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Afadiendo (2.40) a (2.41), obtenemos la aproximacién de orden dominante para
la ecuacion de amplitud en el limite InL — oc:

A, _ ey
aor {X,:

L I, - N 5 W — (2.42)

pam impar

donde los coeficientes

l75|J (K2 + Ra)

i = T =0,
2(Ey — Eq)(JVS — 13V2)
; V3
o= i+ ry "
e (2.43)

son independientes de n (en el Apéndice E se encuentra la deduccion de (2.43)).

Podemos reescribir (2.42) como la siguiente ecuacion para las variables lentas vy
o

D) =D =i = Bk 2.44

?..I:{}‘, ]- {*T} 4y X-X};gi —Z' { ¥ }
du 9*u g

3T = .5@ + (o9 — Yoou® )y (2.45)

con la condicion de antiperiodicidad

= _ (JVf = 55Va) X2

(2.46)

La condicién de antiperiodicidad (2.46) aparece del estudio de estabilidad lineal:
cada modo contiene un factor exponencial exp(2{),¢) que cambia de signo cuando ¢
cambia a t4+ PX!/?/¢. Esta condicion fuerza a u a ser independiente del tiempo lento
T, por tanto u(y,T') = u(x). Notese que (2.45) es una ecuacion de reacciéon-difusion
donde tanto el "tiempo” T y el "espacio” y son escalas de tiempo lentas. Nuestro
resultado para v < 0 indica que ¢ = —1 y la bifurcacion es subecritica, como ocurre
para el GaAs analizado por Bonilla e Higuera (1995). Entonces cualquier condicién
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inicial apropiada de (2.45)-(2.46) se hace muy grande para un tiempo lento T finito.
Esto significa que nuesiro esquema de perturbaciones deja de ser vilido v crece la
diferencia con la solucién estacionaria tanto en la corriente como en el campo. Esto
debe evolucionar hacia ondas solitarias o en un frente viajero como los discutidos
por Bonilla y Teitsworth (1991) y Bonilla y Vega (1991). Ver también Higuera y
Bonilla (1992} para el caso del GaAs.

Si el resultado hubiera sido 4 > 0, indicaria que ¢ = 1 y la bifurcacién hubiera sido
supercritica. En este caso la solucion estable supercritica de (2.45)-(2.46) hubiera
sido un estado estacionario independiente de la variable T' de periodo grande P > 1.
En el plano de fases (u, S—U esta solucion corresponde a una érbita cerrada que: (i)

tarda un tiempo largo x cerca de los puntos de silla (£,/a/7,0), v (ii) salta de
un punto de silla al otro a través de dérbitas heteroclinicas que les conectan. Un
periodo de u(y) es aproximadamente un frente que conecta (—y/a/v,0) v (y/a/~,0)

seguido después de y ~ €P por el frente "opuesto” conectando de vuelta (y/a/~,0)
v (—y/a/v,0).

En las variables originales tenemos:

I(t:€) = Jo ~ Fu(),

Efz,t:€) — Eolz) ~ % Y dinéa(z)exp (i—-—-—mﬂ' L) ”ﬂx)ﬁ.

i entero P
- (2n+1)m(r—ct
t | exp( -itemsiptena)
- ¥ I A - ‘
n entera IJ?l
le‘z
c=fﬁ = 0(1), (2.47)

para 0 < x < X, + Az. En esta expresion ii, es el cpeficiente de Fourier de u(y) y
énlx) = é(x.10,,) la perturbacién del estado estacic 0. °n el estudio del analisis de
estabilidad lineal del capitulo anterior. Cuando (z— X% Az) crece, E(x,t;€)— Eo(z)
decrece exponencialmente. Un periodo de E{x,t;€) puede ser descrito como sigue.
El frente que conecta los dos puntos de silla mencionados anteriormente sale de
z = 0 con una velocidad ¢ ¥ una amplitud que crece exponencialmente con .
Al llegar a # ~ X. ocurren dos cosas: (i) el frente entra en (X, + Az, L) y es
atenuado exponencialmente a medida que se aleja; (ii) para * = 0 otro frente con
una pendiente de diferente signo que el primero se crea y empieza a propagarse.
Cuando este segundo frente llega a ¥ ~ X_, se crea en = = (0 un nuevo frente como
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el primero v el periodo estd completo. La situacién es andloga a lo que sucede
en los experimentos efectuados por Kahn et al. (1992) en el germanio. Las ondas
producidas en el contacto de inyeccién se propagan hasta penetrar una distancia
x ~ X, a partir de la cual decaen. Grubin el al. (1973) observaron numéricamente
una situaciéon como ésta para el GaAs con una curva de velocidad de los electrones
v(E) (con una forma similar a j{ E') que es la causante del efecto Gunn}, que saturaba
después de llegar al maximo E = Ejs. Este confinamiento de las propiedades de
la onda en una pequena parte del semiconductor es provocada por la condicidn de
contorno que hemos usado. Cross y Hohenberg (1993) explican fenémenos similares
en otros sistemas de formacién de estructuras.

De acuerdo con (2.47) la amplitud de las oscilaciones crece como |¢ — ¢, |'/?/L.
El intervalo de voltajes donde es valida una expansion asintética crece con L? y por
tanto el correspondiente intervalo de campos eléctricos medios (¢/L) crece con L.
En términos fisicos, la regién de nacimiento de las oscilaciones donde cabe esperar
biestahilidad o intermitencias crece con la longitud del semiconductor. Esto con-
cuerda cualitativamente con las observaciones experimentales de p-Ge donde han
sido estudiados los fenémenos en esta region para muestras largas.

Es importante remarcar que la ecuacién de amplitud y su interpretacion es la
misma para cualquier modelo en el que el estado estacionario se haga inestable via
una bifurcacién con un casi continuo de modos oscilantes de pequenas frecuencias.
Este es también el caso del modelo estindar del efecto Gunn en GaAs estudiado
por Bonilla ef al. (1994b), donde aparecen fenémenos similares a pesar de que las
causas fisicas que producen los fendmenos son diferentes. En sentido restringido,
las ecuaciones de amplitud son universales: son la forma normal correspondiente al
tipo de inestabilidad que hemos considerado.

-

-

H B
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Figura 2.1: En esta figura se muestran las partes reales e imaginarias dependientes e
de x de la perturbacion del estado estacionario cuando se realiza el analisis de
estabilidad lineal, (z).
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Figura 2.2: Representacion grafica de £(x).
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3.1 Oscilaciones y ondas solitarias a voltaje fijo

En este capitulo resumiremos primero los resultados experimentales mas relevantes
obtenidos a voltaje constante por Kahn (1991). Presentaremos después los resulta-
dos de la simulacion numérica del modelo reducido descrito en el capitulo 1 (ecua-
ciones (1.5)-(1.8)). En vista de algunas discrepancias que se producen entre teoria
¥ experimentos repetiremos las simulaciones suponiendo que el perfil espacial de las
impurezas es no uniforme e independiente del tiempo (lo que se justifica en virtud
del procedimiento de crecimiento de la muestra semiconductora). Los resultados
numéricos reflejaran entonces mucho mejor la realidad experimental, Bergmann ef
al. (1995). Tratamos entonces el caso de voltaje alterno ac + de: una funcién si-
nusoidal del tiempo superpuesta a un voltaje constante. Los resultados de las sim-
ulaciones muestran que si el perfil espacial de las impurezas es constante, sélo se
producen estados en que la corriente es periédica o cuasiperiédica, pero no cadtica
como en los experimentos de Kahn el al. (1992a). Sugerimos entonces que el caos
espaciotemporal observado en el laboratorio se debe posiblemente a la distribucién
no homogénea de las impurezas en la muestra.

3.1.1 Resultados experimentales a voltaje constante de Kahn

et al.

Vamos a resumir los experimentos realizados por Kahn et al. para poder comparar
los resultados numeéricos obtenidos y las predicciones tedricas, Kahn et al. (1991),
(1992c), acoplaron unos contactos metalicos a los extremos de una muestra alargada
(14.5 mm de longitud) de p-Ge ultrapuro, la insertaron en un circuito resistivo que
colocaron en un bafio térmico a la temperatura del He liquido. El experimento con-
sistié en medir la corriente a través del circuito externo (proporcional a la densidad
de corriente total) ¥ el potencial eléctrico, el campo y la densidad de carga dentro
del semiconductor. Esto ultimo lo llevaron a cabo insertando dieciséis contactos
metalicos de unas 300 micras en la superficie lateral del Ge mediante técnicas de
fotolitografia y reconstruyendo por diferenciacion numérica el campo y la carga a
partir del potencial eléctrico en cada contacto. En los experimentos realizados man-
teniendo constante la diferencia de potencial entre los extremos del semiconductor
se observaron oscilaciones temporales de la corriente para voltajes de 6.18 a 10.75
voltios. Las oscilaciones de la corriente tienen pequefia amplitud y contienen bas-
tante ruido para voltaje bajo correspondiente al comienzo de la inestabilidad de la
corriente. La frecuencia fundamental es de 6 kHz para un campo eléctrico medio
F4c = ¢/L comprendido entre 6.18 V/cm < E4. < 6.19 V/em. Para ¢/L mayores
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la oscilacion de 6 kHz se vuelve inestable y se observa un nuevo fenémeno: una
intermitencia entre esta oscilacién y la formacién de picos y grupos de picos de la
corriente (cuyos valores son bastante menores que los alcanzados por la sefal de
pequena amplitud descrita antes). Estos picos de la corriente aparecen a intervalos
de tiempo irregulares, sugiriendo una intermitencia tipo III. A medida que el voltaje
aumenta la separacion temporal entre grupos de picos disminuve; un pico a menudo
nuclea otro resultando un grupo de picos. Cada pico de la corriente corresponde a la
formacion de un pulso (onda solitaria) del campo eléctrico cerca del contacto inyec-
tor; esta onda solitaria se propaga (disminuyendo su amplitud conforme se mueve)
dentro del semiconductor hasta que alcanza el contacto receptor. A partir de un
cierto valor critico del voltaje (E. = 6.29 V/em) y hasta el final del intervalo de
inestabilidad (E4. = 10.75 V/cm), la corriente presenta una sucesién periédica de
picos correspondientes a ciclos de generacion, movimiento v aniquilacion de ondas
solitarias en los contactos metdlicos de la muestra. Tenemos un fenémeno andlogo
al efecto Gunn en GaAs, Shaw et al. (1979). La Figura 3.1 muestra la evolucién de
la corriente con el tiempo para valores de ¢/L normalizados con el campo eléctrico
critico E; = 6.29 V/cm a partir del cual las oscilaciones son periddicas.

Para comparar los experimentos con la teoria, vamos a describir brevemente
la onda observada por Kahn et al. (1991) para un voltaje continuo de Eg. =
6.528V/cm. En la Figura 3.2 se muestra la corriente en funcién del tiempo. La
velocidad de la onda solitaria que observan es ~ (10° cm/s), y tiene aproximada-
mente 5 x 10! cargas elementales asociadas a la onda; el campo eléctrico de la onda
solitaria tiene una magnitud de 3 V/cm con una anchura a la mitad del méximo de
2 mm. La corriente oscila con una frecuencia de 1.28 kHz entre 1.61 mA y 1.88 mA,
y tiene forma de diente de sierra.

A partir del comienzo de la inestabilidad, la frecuencia de las oscilaciones decrece
con el voltaje hasta alcanzar un valor minimo de 1.25 kHz para un voltaje de 10.15
V. Si seguimos aumentando el voltaje la frecuencia aumenta y la amplitud de la
oscilacion disminuye.

3.1.2 Resultados obtenidos mediante simulacién numeérica

En primer lugar explicaremos brevemente la forma en que se ha integrado numérica-
mente la ecuacion (1.5) en una malla de dimensién L con condicién de contorno (1.8)
y condicion de voltaje constante (1.6), usando diferencias finitas para aproximar la
ecuacion diferencial.

El semiconductor se divide en N subintervalos numerados de 0,1...N desde el

I S
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Figura 3.1: Corriente en funcién del tiempo para cinco valores distintos de campo

eléctico medio. El campo eléctrico aplicado g4., indicado a la derecha, aumenta de
(a) a (e) (Kahn et al. , 1991).
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Figura 3.2: Corriente en funcién del tiempo para Ey. = 6.528V/cm (Kahn ef al. |
1991).
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contacto de entrada para x=0 hasta el de salida para x=L. Las cantidades asoci-
adas al j-ésimo subintervalo llevan el subindice j. El tiempo se indica mediante un
superindice n. La configuracion inicial viene definida por

E‘-’:% j=0,N,

J

E2
P L | 3.1
p (3.1)

Tanto las derivadas espaciales como las temporales se escogen equiespaciadas.
Para representar las derivadas temporales tomamos diferencias adelantadas.

BE _E.“_!-l-l — fm
= T + o At), (3.2)

|1"|.
ETRE
Para las derivadas espaciales, se utiliza una representacion centrada de segundo
orden con cantidades conocidas en el tiempo n

n o _pn
o8, —t 971 4 o(Az?). (3.3)

92 =~ oAs

El esquema es implicito y genera un sistema de ecuaciones representado en forma
matricial

A ET*' = B;— BIEg*' j=1,N i=1,N, (3.4)

resolviendo numeéricamente el sistema de ecuaciones lineales, primeramente con el
término independiente B;, con solucion X}” vy posteriormente con el término in-
dependiente B! y con solucion X }2}. La matriz A tiene forma tridiagonal y esto
simplifica el calculo. La solucién total serd E7*' = X }” -X ;2}.85‘“ v sustituyendo
en la condicién de voltaje continuo, haciendo un desarrollo de este por el método
del trapecio, encontramos Ej*.

El resultado se considera satisfactorio si la corriente J{t) en un periodo T', cambia
menos de un 0.5% cuando N se multiplica por 2 o el intervale de tiempo se divide
por 2. El nimero de puntos requeridos para L = 1310 en unidades adimensionales,

lo que equivale a una longitud de 1.45 cm, es N = 2620 y At = 0.1 que equivale a
21107,
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Se ha comprobado que el resultado no varia para diferentes condiciones iniciales.
Se ha realizado la integracion numérica para valores de hasta t = 5000 (en las
unidades mencionadas anteriormente). Escogiendo Az = 1 y superiores se halla que
la solucion, E(x) y J(t) converge. También hemos comprobado que para valores
superiores de At esencialmente no se alteran las cantidades medidas.

En los capitulos precedentes se vid que a partir del estado estacionario se produce
una bifurcacion de Hopf correspondiente a oscilaciones de pequena amplitud cuando
¢ = ¢,, donde ¢, estaba dado por

oo ~ E1L + (E; — E1)X., (3.5)

en el limite L — oc. Aunque en nuestro caso el semiconductor no sea infinita-
mente largo, podemos hacer una estimacién del resultado teniendo en cuenta que
¢o — FEy/L. Los cdlculos han sido realizados para p = 7.9(618Q/em), J. =
0.101(0.013 A/em?), E; = 0.52(5.2V /cm), E; = 0.80 (8.0 V/cm), Ez = 21 (210 V/cm).
Evaluando esta ecuacion para los pardmetros de la tabla del Apéndice A, se estima
un valor X, = 255 (0.28 cm) para L = 1310 (1.45cm) y por tanto el campo eléctrico
medio en el comienzo de las oscilaciones sera ¢, /L ~ 5.8V /em. Cuando se realizd
el estudio de estabilidad del estado estacionario numéricamente se encontré para
¢o ~ 5.7V fem. En el capitulo 1 se calculd, para conductores muy largos (InL > 1),
el valor de la frecuencia de las oscilaciones (), para ¢, resultando v, ~ 1.5 kHz.
También se ha evaluado el valor de la frecuencia calculada numéricamente en la
seccion 1.3 y ésta ha sido v, ~ 4.6 kHz, aunque para longitudes mucho mayores
la frecuencia disminuye siendo para L = 11000(12.1cm) v, ~ 3 kHz. En este
apartado se ha buscado numéricamente mediante integracién directa de la ecuacion
reducida (1.5), el principio de la rama de soluciones oscilatorias. El resultado es
¢a/L = 5.7V /cm, con una frecuencia de 4.6 kHz, lo cual concuerda con las estima-
ciones anteriores y bastante bien con los experimentos de Kahn et al. (1991). Las
oscilaciones de pequefia amplitud en nuestros célculos continian hasta voltajes de
5.76 V/em < E4. < 5.98 V/cm, para voltajes superiores aparecen ondas solitarias.

Cuando ¢ es un poco superior a ¢,, la porcién de campo alto del estado esta-
cionario, i.e. la region cerca de contacto de inyeccion con E = E,(J.), se extiende
por encima del limite de estabilidad. El campo alto empieza a oscilar, formandose
pequenios pulsos que entran en la zona de la muestra de campo bajo y entonces
decaen rapidamente. La presencia del pulso en la regién de campo bajo reduce
la extension de la zona de contacto, con campo eléctrico aproximadamente igual a
E;y(J.), por debajo del limite de estabilidad, haciendo que esta region vuelva a ser
estable. Cuando el pulso desaparece, la condicién de voltaje constante produce un
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incremento de la zona cercana al campo de valor E4(J,) en el contacto de inyeccién
hasta que esa longitud vuelve a sobrepasar el limite de estabilidad y se nuclea otro
pulso. Este proceso se ilustra en la Figura 3.3(b), v produce una corriente con una
forma sinusoidal, como se muestra en la Figura 3.3(a). Cuando el pulso decrece,
nucleandose uno nuevo en el origen, la corriente aumenta y cuando empieza a de-
sprenderse del contacto la corriente decrece iniciandose de nuevo el proceso anterior.

Los pulsos de amplitud pequena se convierten en ondas solitarias para ¢g =
5.98 V/em. La onda solitaria se caracteriza por un nico pulso en la muestra, que
una vez ha salido del contacto, se mueve con una forma y una velocidad constante.
Para E4. = 6.5 V/cm, la simulacion numérica produce una onda solitaria con una
altura aproximada de 16 V/em v una anchura de onda en la mitad del maximo de
2.0 mm que se propaga con una velocidad de 1.4 x 10° cm/s. v contiene 1.0 x 10!
cargas elementales. La Figura 3.3(c) muestra que la corriente oscila entre 2.11 mA
v 2.01 mA. Las Figuras 3.5(a) ¥ 3.5(b) muestran la variacion en magnitud y
frecuencia de las oscilaciones de corriente como funcion del campo eléctrico medio.
Las barras verticales en la Figura 3.5(b) representan el valor de la corriente maxima
v minima; los circulos muestran la corriente media. La frecuencia de la onda solitaria
es inferior que la de las oscilaciones de pequena amplitud debido al hecho de que las
ondas solitarias atraviesan toda la muestra mientras que las oscilaciones de amplitud
pequena atraviesan una pequena parte de ellas entre nucleaciones.

Para poder explicar la magnitud de la oscilaciones de corriente, Kahn et al. (1992)
propusieron un modelo simple de forma que la muestra fuese representada por: una
fuente de voltaje representando la onda solitaria, en serie con un resistor, el cual
representa el resto de la muestra. Para mantener el voltaje constante cuando la onda
solitaria deje la muestra, la corriente debe crecer, aumentando el campo eléctrico
fuera de la onda solitaria. Nos referiremos al campo fuera de la onda solitaria como
el campo de fondo. Debido a que el campo de fondo puede ser tanto E,;(J) como
E;3(J), dependiendo del voltaje, v como los dos estados tienen resistividad positiva
actian como elementos resistivos estandar. Entonces tiene sentido considerar el
campo de fondo como un modelo de campo uniforme producido por una resistencia.
El voltaje de la onda solitaria lo podemos definir como

daom(t) = [ (E(X,1) = Ex(5)) dX, (3.6)

daminio

v su valor es dgua = 1.4 V durante la nucleacion, ¥ ¢uwe &~ 2.2 V durante la propa-
gacién libre. Estimamos la resistencia de fondo como R ~ Lj'(E;)~'/A = 6 kQ,
donde A es la seccion eficaz de la muestra. Ya que j'(E;) es casi constante para
Jz Je, v el campo eléctrico de fondo se extiende a través de una longitud de O(L),
esperamos que K tenga un valor estimativo al de la resistencia de fondo. Haciendo
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Tabla 3.1: Comparacion entre los resultados experimentales v numéricos

Concepto Experimental Numérico
campo eléctrico de ruptura 3.2 V/em 42 V/ecm
frecuencia comienzo oscilaciones 6 kHz 5 kHz
campo eléctrico comienzo oscilaciones 6.19 V/cm 5.76 V/em
campo eléctrico comienzo onda solitaria 6.29 V/cm 5.98 V/em
campo eléctrico final onda solitaria 10.75 V/em 13.51 V/em
frecuencia minima 1.25 kHz 1.87 kHz
vel.onda sol. para Ey. = 6.528 V/cm 10° cm/s 1.4 10° cm/s
cargas elementales para E;. = 6.528 V/em 5 101 104
altura del campo eléc. de la onda sol. 3 V/em 16 V/cm
anchura a la mitad del max. del dom. 2 mm 2 mm
frec.osc.de la corr. para E;. = 6.528 V/cm 1.28 kHz 1.22 kHz
corriente minima para F;. = 6.528 V/cm 1.61 mA 2.01 mA
corriente maxima para E4. = 6.528 V/cm 1.88 mA 2.11 mA

una estimacion de la corriente Al ~ O(@gbre — Fma)/R = 0.14 mA, valor que con-
cuerda con las simulaciones y con los experimentos de Kahn et al. (1991).

Aumentando el voltaje, cambia el perfil de la onda solitaria. La zona espacial
de la onda aumenta. El dominio de campo alto crece desde el valor de campo
bajo de fondo, E,(J), hacia Es(J), decreciendo de nuevo a E(J). A pesar de
que el voltaje de la onda solitaria aumenta con el voltaje total, la magnitud de las
oscilaciones de corriente no aumentan; esto es debido a que el dominio excitado no
desaparece antes de que se nuclee un nuevo pulso en el contacto de inyeccion, lo que
hace que la diferencia, (@jbre — ®nud. ), N0 necesariamente aumente. La frecuencia
de las oscilaciones de corriente aumenta al aumentar el voltaje. Esto es porque el
crecimiento de la zona de valor tendiendo a E3(J) hace decrecer el espaciado entre
pulsos mientras que la velocidad de la onda solitaria permanece aproximadamente
constante, Para Fg. 158 V/em, la zona de la onda solitaria es tan grande que no
consigue madurar antes de llegar al contacto de salida. Esto causa una reduccion
en dyue con el correspondiente decaimiento en la amplitud de las oscilaciones de
corriente, A partir de Eg. = 13.8 V/cm siempre hay una region de campo eléctrico
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alto, £ — Eg(J.), anclada en el contacto de salida lo que reduce la longitud efectiva
de la muestra. Como el tamano de esta region aumenta con Eg., la frecuencia de
la oscilacion aumenta con Es.. A medida que aumentamos el voltaje, la region de
campo alto cerca de + = L se hace mayor, y se entra de nuevo a un estado de ondas de
pequena amplitud similar al estado que teniamos para ¢, /L < Eg. < ¢5/L. Aunque
ahora las ondas de pequefia amplitud son ondas de carga creadas por monopolos,
carga positiva, mas que de dipolos, como se ilustra en la Figura 3.3(f). Para
o,/L = 53.3 V/cm, el sistema vuelve a ser estacionario. La distribucién de huecos e
impurezas aceptoras ionizadas correspondiente al voltaje Ez, = 6.5 V/cm (¢ = 855)
esta representada en la Figura 3.4.

3.2 Induccidon de intermitencia mediante ruido

En esta seccion exploraremos la posibilidad de que el comportamiento intermitente
de los experimentos de Kahn et al. (1992) sea inducido por ruido en la zona de
aparicion de la oscilacion producida por la onda solitaria, mas que por un compor-
tamiento determinista.

Recordemos que en nuestro modelo v para longitudes del orden de las muestras
de Kahn et al. , hay una bifurcacion desde el estado estacionario a una solucion
periodica de pequenia amplitud a un voltaje ¢,. Para voltajes mayores que ¢5 > ¢,,
las oscilaciones de la corriente tienen una gran amplitud lo que corresponde a que
las ondas solitarias del campo eléctrico generadas periodicamente por el contacto
inyector empiezan a llegar al contacto receptor sin amortiguarse totalmente en el
camino. Por consiguiente en nuestro modelo tenemos oscilaciones de la corriente
con amplitud pequena para voltajes ¢, < ¢ < ¢ (correspondientes a generacion
periodica en * = 0 de pulsos que se amortiguan antes de llegar a = = L) y oscila-
ciones de gran amplitud para ¢; < ¢ < ¢, (correspondientes a generacién periédica
en r = 0 de pulsos que llegan a * = L sin amortiguarse). Con los parametros
hasta ahora utilizados, la transicion en ¢ = ¢z es continua y no aparece intermi-
tencia. Para curvas de densidad de corriente local no saturadas (eso significa que
E,, E; v E5 sean del mismo orden) aparece una zona de histéresis ¥ un salto brusco
en ¢ = ¢g. Bergmann et al. (1995). Recordemos que para que eso ocurra debe
variar o la razon de compensacion o la velocidad de los portadores o el coeficiente
de ionizacion por impacto o el coeficiente de ionizacién por captura. A pesar de la
existencia de histéresis v de la discontinuidad entre las oscilaciones de pequena am-
plitud a gran amplitud, las ecuaciones deterministas no muestran comportamiento
intermitente, cabe preguntarse si no seria factible que un ruido (siempre presente en
el experimento) produjese la intermitencia.
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Si anadimos al voltaje constante un término de ruido Gaussiano pequeno, delta
correlacionado, la corriente presenta crecimientos rapidos intermitentes entre el es-
tado de oscilaciones de amplitud pequena al estado de oscilaciones de amplitud
grande para voltajes cercanos a ¢, ver Figura 3.6(a). El tipo de intermitencia es
debida al ruido y no se corresponde a la transicion intermitente hacia el caos que
presentan algunos sistemas dinamicos de baja dimensién. En una transicion de este
tipo, el sistema alterna aleatoriamente entre un estado laminar (periodico) y un es-
tado cadtico. A medida que se va cambiando el parametro de la bifurcacion (voltaje),
el tiempo que el sistema esta en el estado laminar decrece con una ley potencial de
la distancia entre el parametro de la bifurcacion con su valor critico correspondiente
al comienzo de la intermitencia. La intermitencia encontrada en nuestro sistema es
mas parecida a la hallada en algunos sistemas electrdnicos (transistores, diodos, ...)
v se conoce como ruido explosivo (Buckingham, 1983).

En nuestro sistema, el camino de los estados de oscilaciones de pequena amplitud
a los de gran amplitud es continuo. El ruido anadido al voltaje discretizado segiin
el tiempo es:

¢ = dac +nLE, (3.7)

donde £ satisface

(¢)=o, Ll S (3.8)

donde los superindices j y n son indices que indican el tiempo y () indica el valor
medio sobre un indice. Se ha considerado la variable aleatoria £ con una distribu-
cion Gaussiana de varianza 1.0. La amplitud del ruido se ha considerado del mismo
orden de magnitud del ruido en el voltaje del experimento y escalado con el inverso
de la raiz cuadrada del intervalo de tiempo utilizado en la discretizacion de la simu-
lacién numérica de forma que en el continuo el ruido sea delta correlacionado, esto
corresponde a n = 0.002 V/em.

La intermitencia encontrada por Kahn (1991) era consistente con intermitencia
tipo III. La forma de las oscilaciones que ellos encontraron es diferente a la que
nosotros hallamos. Las oscilaciones de pequena amplitud que hallaron eran ruidosas
mientras que las nuestras son regulares. Sus oscilaciones de gran amplitud son mas
irregulares que las halladas por nosotros. Para poder comparar con los experimentos
de Kahn (1991) se ha buscado la ley potencial correspondiente a una intermitencia
de tipo III para nuestro analisis numeérico (nimero de estados laminares u ondas de
gran amplitud frente a la diferencia entre el voltaje y el voltaje critico). Para ello
nos hemos situado en la zona de voltajes en la que aparece histéresis. Para Kahn
(1991) el exponente del ajuste fue # = —0.85 y en nuestro caso # = —24.35. En
la Figura 3.6(b) se muestra el nimero de estados laminares (oscilaciones de gran
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amplitud) frente a la distancia al voltaje critico (1 — €4.) = (erit — Oae)/ Derir, asi
como el ajuste.

A pesar de que el ruido en el voltaje no ha reproducido cuantitativamente la
intermitencia observada en los experimentos, si que muestra la potencialidad para
cambiar entre estados del sistema. Nuestro modelo no es consistente con intermi-
tencia tipo IlI, pero coloreando el ruido podriamos conseguir un exponente de -1.
Nosotros hemos anadido un ruido externo al voltaje pero un modelo mas real seria
anadir fluctuaciones distribuidas espacialmente al campo eléctrico. Este ruido corre-
sponderia a fluctuaciones en la velocidad de los portadores debido a efectos térmicos
v a fluctuaciones en la concentracién de huecos debido a procesos de generacién y
recombinacion.

3.3 Estudio de la heterogeneidad de impurezas

en la muestra

En esta seccion vamos a estudiar la sensibilidad del modelo a la no homogeneidad
de sus impurezas. Para ello vamos a suponer que la relacién de compensacion no
es constante y que tiene una dependencia espacial a(z). Una variacion en el perfil
de la relacion de compensacién cambia localmente la relacion j(E), (Teitsworth et
al. , 1995 ), creando un cambio de @y a medida que el dominio se propaga a
través de la muestra. A partir de la conjetura de la seccion 3.1 en la que dgom
determina la corriente, tenemos que la variacién en la relacion de compensacién
afectara la forma de la oscilacion de la corriente; un crecimiento o decrecimiento de
gom Causara sobre la corriente un crecimiento o decrecimiento simultaneo. Debido a
esta relacion entre el perfil espacial de la relacién de compensacién y de la dindmica
espacio temporal del sistema, conseguiremos comportamientos més consistentes con
los experimentos. En particular, considerando un perfil de relacién de compensacién
que aumente linealmente, produciremos oscilaciones de corriente en forma de diente

de sierra y ondas solitarias decrecientes parecidas a los resultados experimentales de
Kahn et al. .

Los dominios de campo eléctrico, que en la simulacion con @ = 1.2 eran esta-
bles a través de la muestra, con un perfil de relacién de compensacion linealmente
creciente decaen a medida que se mueven hacia el contacto de salida. Para valores
mayores de a, las ondas solitarias seran menores debido a que el rango de valores del
campo eléctrico que tienen conductividad diferencial negativa disminuye. (Bonilla
v Teitsworth, 1991; Bonilla, 1992a). De hecho, para @ > 1.5 no existe conduc-
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tividad diferencial negativa en j(F), v el sistema no tiene ondas solitarias. En la
Figura 3.7(a) y Figura 3.7(b), se muestra el perfil de campo eléctrico e intensidad
de corriente para a(X) = 1.2 + 0.015(X) y Eg. = 6.5 V/cm. Para voltajes entre
5.9 V/em < E4. < 8.0 V/em, la corriente tiene forma de diente de sierra, pero para
voltajes mayores la oscilacion es cualitativamente distinta debido a la existencia si-
multdnea de dos ondas solitarias, una cercana al contacto de inyeccién y otra cercana
al contacto de salida. El perfil anterior de a(X) es consistente con el método de
crecimiento de Czochralski y con la técnica usada en el refinamiento en el proceso
de fabricacion de las muestras de los experimentos de Kahn et al. (1991), donde
la diferente segregacion en los coeficientes de las impurezas puede ser la causante
de la variacién espacial de la relacién de compensacién, Haller et al. (1981). El
perfil de la relacién de compensacion para el cristal usado en los experimentos de
Kahn ef al. no tiene mas que una precisién del 1.0%, por lo que hemos escogido un
perfil lineal como modelo simple que mejora la concordancia entre la simulacién y
los experimentos.

3.4 Dinamica para voltaje alterno

Si anadimos una componente sinusoidal al voltaje continuo, el voltaje total sea

(1) = @4 + Pusin( 2w t), (3.9)

donde @, es la amplitud de la oscilacién y v, es la frecuencia del voltaje alterno.
Hay, por tanto, dos frecuencias en el sistema, la frecuencia del voltaje alterno y
la frecuencia de la oscilacién espontanea asociada al voltaje continuo. Los resul-
tados aqui presentados, Figura 3.8, se han realizado para un voltaje ¢; = 982.5
(10.9 V) para poder reproducir los experimentos de Kahn et al. (1992a) y (1992b).
La frecuencia de la oscilacion espontdnea en nuestro modelo es vy = 0.0029 (1.36
kHz). Este en un problema de osciladores interactuando en un medio no lineal.
Para estos sistemas, se puede esperar diferentes comportamientos dependientes de
la frecuencia del voltaje alterno. Kahn et al (1992a) y (1992b) observaron en su
sistema periodicidad, cuasiperiodicidad, caos temporal y caos espaciotemporal. En
nuestra simulacion, encontramos periodicidad y cuasiperiodicidad, pero no hallamos
comportamiento cadético.

Se pueden hallar regiones del plano ¢,.. vy/v. donde las oscilaciones de corriente
estan sincronizadas a un miiltiplo racional de la frecuencia del voltaje alterno. Fuera
de estas regiones el sistema es cuasiperiédico. Estas regiones se hallan a partir de sec-
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ciones de Poincaré formadas a partir de series de valores de la corriente en multiplos
del periodo del voltaje alterno. Estas zonas llamadas lenguas de Arnold desaparecen
a partir de un valor de amplitud de voltaje alterno, @,., en nuestro caso este valor
es inferior en aproximadamente un tercio al valor hallado experimentalmente.

Kahn et al. (1992a) v (1992b) observaron caos espacio temporal cuando la ampli-
tud de voltaje alterno era suficientemente grande como para que el voltaje pudiera
estar por debajo del valor del nacimiento de las oscilaciones espontaneas, ¢,. En
estos casos observaron la creacion v destruccion en el interior de la muestra de
dominios {(ondas solitarias), mas que la nucleacion en el contacto de entrada v la de-
struccion en el contacto de salida. La creacion y destruccion de los dominios afecta
la dinamica de toda la muestra debido a la condicion de voltaje constante. Por
contra, nosotros hallamos que las ondas solitarias se nuclean en el contacto inyector
cuando la razon de compensacion de impurezas es constante aunque se destruyen
dentro del semiconductor cuando el voltaje es inferior a ¢,.

Pueden haber varias razones para que nuestras simulaciones no recojan esta
dinamica cadtica del experimento. Una causa puede ser que no hemos tenido en
cuenta la variacion espacial del perfil de compensacion. También existe la posibili-
dad de que los términos ignorados en la ecuacion reducida (la difusion y la corriente
de desplazmiento) sean importantes en el regimen caotico.
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4.1 Universalidad del efecto Gunn

En los capitulos precedentes hemos visto que cuando en un semiconductor la den-
sidad de corriente local en funcién del campo eléctrico local tenia forma de N, se
producia el llamado efecto Gunn. El efecto Gunn consiste en oscilaciones periédi-
cas de la intensidad de corriente eléctrica fluyendo a través de un circuito externo
puramente resistivo conectado a una muestra de semiconductor sujeto a un voltaje
dc (continuo). Las oscilaciones de la intensidad de corriente corresponden a la gen-
eracion, movimiento y aniquilacion de ondas solitarias del campo eléctrico dentro del
semiconductor. Como hemos visto, el nacimiento del efecto Gunn puede ser intere-
sante, ya que la corriente puede mostrar intermitencias acompanadas por estructuras
espacio-temporales del campo eléctrico dentro del semiconductor. Llamaremos in-
estabilidad Gunn al conjunto formado por el efecto Gunn en si y su nacimiento. En
los capitulos anteriores se ha estudiado esta inestabilidad para el caso del germanio
v en el caso del arseniuro de galio ha sido estudiado por Bonilla et al. (1994b) v
Bonilla e Higuera (1995).

Vista la generalidad de estos fenomenos en varios tipos de semiconductores nos
podriamos preguntar por la universalidad de éstos: dado que la inestabilidad Gunn
aparece en diferentes sistemas y modelos de semiconductores, podriamos pregun-
tarnos jcudl es la forma que debe tener un modele dado para presentar inestabilidad
Gunn? Hay también una nocién mas restringida de universalidad que es a su vez
de interés: jcual es la caracleristica de una inestabilidad dada para ser descrita
por la ecuacion de amplitud que gobierna el nacimiento de la inestabilidad Gunn?
Este capitulo trata de dar una respuesta a estas cuestiones sobre la universalidad y
también intenta ofrecer una perspectiva de la inestabilidad Gunn comparandola con
otros fendmenos que aparecen en la formacion de estructuras (Cross v Hohenberg,

1993).

Estudiando la inestabihdad Gunn en modelos de semiconductor, podemos extraer
las siguientes caracteristicas comunes que parecen ser necesarias para que esta tenga

lugar:

1.- El modelo debe tener entre sus soluciones ondas solitarias que se muevan en
una direccion privilegiada suficientemente larga.

2.- Deberia incluir una ligadura integral que haga estables a las ondas solitarias
(por ejemplo una integral sobre el espacio).

3.- Deberia tener condiciones de contorno capaces de producir una inestabilidad
de la capa limite en un extremo del soporte espacial (supuesto suficientemente largo).
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Por ejemplo, de tipo Dirichlet.

Recogeremos estos puntos construyendo un modelo aparentemente no relacionado
con la fisica de semiconductores pero que muestra esta inestabilidad Gunn:

i d*u _du
Ehﬁ_ ﬁa—g‘l{ﬂ]-l-.f (4.1)
L
f bl (4.2)
1]

En estas ecuaciones las incégnitas son u(x,t) y J(i), con t > 0y 0 < = < L;
la funcion g(u) representada en la Figura 4.1 tiene un maximo local gy = g(uas)
seguido de un minimo local g, = glu,,) para u > 0 (0 < uy < u,,), mientras que
K vy ¢ son parametros positivos. Las ecuaciones (4.1)-(4.2) tienen que ser resueltas
con unas condiciones iniciales apropiadas u(x,0) > 0 y condiciones de contorno

Dirichlet:

u[ﬂ:tj = U(L?t] = ub“} = PJ“J: Up < Up < UM (4.3)

En los modelos de semiconductores las condiciones de contorno (4.3) corresponden
al campo eléctrico fijado en los contactos de inyeccion y de recepcion. Shaw ef al.
(1992) v Bonilla (1992a) muestran que unas condiciones de contorno mas realistas
no cambian cualitativamente el caracter de las soluciones. Nuestro modelo esta
relacionado con algunos otros de la literatura:

1. El modelo presentado por las ecuaciones (4.1)-(4.2) con K = 0 y flujo nulo
como condicién de contorno en lugar de (4.3) se conoce como la ecuacién no
local de Cahn-Allen, que podemos escribir eliminando J a partir de (4.2) como:

.@E—i— {u}+j g(u)dz , (44)

ot
con Jufdr = 0 en xr = 0, L. Rubinstein y Sternberg (1992) introdujeron esta
ecuacion de segundo orden como modelo no local de nucleacion que conserva
la masa (4.2), y es, en muchos aspectos, anilogo a la ecuacion local de cuarto
orden de Cahn-Hilliard. Ver el analisis del movimiento de frentes de onda para
el modelo no local de Cahn-Allen en una dimensién realizado por Reyna y Ward
(1994).
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Figura 4.1: Representacion grafica de la funcién g{u) = (v —1){u — 2)(u — 3).
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2. La ecuacion (4.1) con J constante y A = 0 es la bien conocida ecuacion de
Fisher-Kolmogorov-Petrovskii- Piskunov (FKPP)(1937), que incluye entre sus
posibles soluciones una variedad de frentes v pulsos (ondas solitarias) movién-
dose en cualquier direccion sobre un soporte espacial infinito de dimensién 1
(Fife, 1979 y Cross v Hohenberg, 1993). Las ondas solitarias de la ecuacion
FKPP son soluciones inestables: tanto se contraen como se expanden cuando
introducimos una perturbacién infinitesimal. El término convectivo propor-
cional a K rompe la simetria espacial, mientras que la condicién integral (4.2)
estabiliza las ondas solitarias de la ecuacion FKPP que se mueven hacia x = L.

Por consiguiente, cabe en principio, esperar que este modelo muestre la inestabil-
idad Gunn. De todas maneras, las simulaciones numéricas muestran, y los analisis
confirman, que no se encuentran inestabilidades Gunn como soluciones de las ecua-
ciones (4.1)-(4.3) cuando K = 0, Reyna y Ward (1994). Esto se debe a que si
K = 0 el modelo no tiene una direccion preferente para el movimiento de las on-
das. Anadiendo un término con K > 0 suficientemente grande, se rompe la simetria
x «+ —x y se privilegia a las ondas que se mueven de izquierda a derecha. El modelo
resultante satisface las condiciones 1 a 3 expuestas mas arriba v deberia mostrar la
inestabilidad Gunn como ahora veremos.

Un analisis del modelo dado por las ecuaciones (4.1)-(4.3) no es complicado.
Debemos considerar primero las soluciones estacionarias y su estabilidad, despues
un analisis numérico del efecto Gunn para valores de ¢ apropiados, un estudio de
la ecuacion de amplitud ¥ su tipo de universalidad para ¢ cerca del nacimiento
de la inestabilidad y finalmente un estudio de la transicion al caos al aplicar a la
restriccion (4.2) una componente periodica.

El caracter de las soluciones estacionarias depende de la forma del plano de fases
para diferentes valores del parametro J:

dv
—=Kv+J—g(u) 4.5
- g(u) (45)

Las soluciones estacionarias de las ecuaciones (4.1)-(4.3) son trayectorias del plano
de fases (u, v) que empiezan y acaban en la linea u = pJ = u; después de un “tiempo
de vuelo” r = L y cuya area es ¢, como se indica en la ecuacién (4.2). Teniendo
en consideracion la forma del plano de fases de las ecuaciones (4.3) se puede ver
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que para ¢ suficientemente pequeno hay solamente una solucion estacionaria. Va-
mos a considerar la estabilidad lineal de esta solucion a medida que ¢ aumenta.
Para ¢ suficientemente pequeno v L suficientemente largo la solucién estacionaria es
linealmente estable, como se demuestra usando los métodos explicados mas abajo.
Encontraremos finalmente el valor critico de ¢ a partir del cual la solucion esta-
cionaria se vuelve inestable.

Vamos primero a indicar como se construyen los estados estacionarios. Consider-
aremos J como un parametro conocido, buscaremos las soluciones apropiadas de las
ecuaciones {4.5) v entonces calcularemos su area correspondiente ¢. Para J fuera
del intervalo (g,..gar), las ecuaciones (4.5) tienen una tnica solucién de equilibrio
que es un punto de silla. En este caso no ocurre nada excesivamente interesante:
hay solo un valor de ¢ asociado a cada J y la solucion estacionaria de las ecua-
ciones (4.1)-(4.3) es tinica v linealmente estable. Como u;(J) v us(J) son crecientes,
el area como funcion de J es una funcion invertible, con lo cual su inversa J(g)
existe (es univaluada) v creciente. Para J en el intervalo (gm.gar), hay tres solu-
ciones de equilibrio de las ecuaciones (4.5), (u;(J).0), j = 1,2,3, que ordenaremos
como uy < uz < uz. La solucion estacionaria correspondiente puede ser inestable.
Sea J. = glu;). la forma de la solucion estacionaria para J en el intervalo (g...gar)
depende de los valores del pardametro K. Definamos:

Ky = 2y/g'(u2), y K. = Ka(Jo). (4.6)

Entonces el segundo punto de equilibrio es un punto espiral de las ecuaciones (4.5)
para K < K, y un nodo para K > K, (ambos inestables). Los mapas de fases de
estos dos casos estan representados en las Figuras 4.2 (a) y (b). Cuando us < u;, en-
tonces las trayectorias estan en un triangulo de lados la linea vertical de la condicion
de contorno y las dos separatrices del punto de silla de la izquierda, Figura 4.3(a).
En los intervalos wy(J.) < ¢/L < ua(J:) ¥ ua(J.) < ¢/L < ua(J.) la situacion es
mas complicada. Para valores de K > K, podemos construir soluciones estacionar-
ias con un solo extremo (minimo en u(J.) o maximo en uz(.J.) respectivamente),
Figura 4.3(b). Para K < K; la solucion estacionaria puede tener varios extremos,
correspondientes a las vueltas alrededor del punto espiral, antes de que la trayectoria
en el plano de fases salga de la proximidad del punto espiral.

Para analizar la estabilidad lineal de la solucion estacionaria, supondremos la
siguiente separacion de variables:

Hi) =Tk ege;

]

H B

a 4
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Figura 4.2: Mapa de fases para: (a) A < K; y (b) K > K,.
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u(x,1) = u(z) + cit(x; A) e, (4.7)

Cuando € — 0, las incégnitas j v @(z) satisfaran:

&a di o
E-—ha—[g{u-}+)\]u—jf (4.8)
L 5 .
Z(M) sf M e (4.9)
o J

junto con condiciones de contorno Dirichlet nulas para @: (0; ) = @(L; A) = 0.

Estamos interesados en la determinacién de los valores de ¢ correspondientes a
Re A = 0, donde la solucién estacionaria se vuelve inestable. Para ¢/L menor que
u1(J.) o mayor que us(J.), la solucion estacionaria es linealmente estable. Para
todos los otros valores de ¢/L, J ~ J,, existe un valor critico ¢, ¥ 6, tal que para
valores de ¢ superiores al primero e inferiores al segundo la solucién estacionaria se
hace inestable. También existe un valor minimo de L por debajo del cual la solucién
estacionaria es siempre estable para cualquier valor de ¢. La Figura 4.4 representa
la curva de estabilidad marginal del estado estacionario hallada numéricamente. El
valor de L minimo es 7.5.

Integrando numéricamente el modelo presentado por las ecuaciones (4.1), (4.2) y
(4.3) para ver si es capaz de soportar ondas solitarias, hemos comprobado que efec-
tivamente para L > L,, se hallan oscilaciones de J que corresponden a la creacién,
propagacion y aniquilacién de ondas solitarias sobre un soporte espacial. La inte-
gracion numérica se ha realizado mediante un método de Runge-Kutta de cuarto
orden para el tiempo y una discretizacion en la componente espacial. En las Figuras
4.5 y 4.6 representamos para una longitud L = 100 los valores maximo, minimo y
promedio de .J en funcion de ¢, asi como las frecuencias correspondientes para cada
valor de ¢. También hemos representado la forma de las oscilaciones de J(t) con
las correspondientes ondas solitarias u(z,t) en la Figura 4.7. Vemos que nuestro
modelo construido de acuerdo con las caracteristicas 1 a 3 presenta el efecto Gunn
lo que respalda nuestra conjetura sobre universalidad del efecto Gunn en modelos
semejantes.
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Figura 4.4: Estabilidad numeérica del estado estacionario.
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4.2 Dinamica bajo fluctuaciones sinusoidales de

¢

Si anadimos una componente sinusoidal a ¢, la restriccion resultara

Pror(l) = ¢ + Gae sin (27 fy 1), [4'1{]}

donde ¢, es la amplitud de oscilacion similar a una amplitud de voltaje ac (alterno)
v far €s la frecuencia de la sefial. Hay, pues, dos frecuencias naturales en el sistema,
la frecuencia de la senal y la frecuencia f; de las oscilaciones espontaneas asociadas
a ¢ que corresponderia al voltaje bias dc (continuo).

Empezamos con un valor inicial de u uniforme y resolvemos las ecuaciones para
¢ . Pasado un transitorio pequeno para obtener las oscilaciones propias del sistema
le afiadimos ¢, = al sin(2r fg,;t). Podria suceder que existieran ventanas de caos
espacio temporal para valores apropiados de los pardmetros. Vamos a fijar la relacion
entre las frecuencias fo/ fa = (V3 — 1)/2 llamada razén aurea (golden mean ). Para
detectar y visualizar las regiones cadticas en el espacio de parametros, necesitamos
definir un mapa de Poincaré. La corriente es una buena medida de la amplitud
(norma) de las soluciones. Siendo T = 1/fy el perfodo correspondiente a ¢, |
adoptaremos como mapa de Poincaré J en los tiempos mT, m = 0,1,2... (después
de esperar tiempo suficiente para dejar pasar los transitorios) y para cada valor de
a. El resultado es el diagrama de bifurcaciones de la Figura 4.8. Hemos computado,
en algunas zonas, el mayor exponente de Liapunov y lo hemos encontrado negativo,
igual que en el capitulo anterior tenemos periodicidad y cuasiperiodicidad pero no
caos. Los valores de los parametros aqui estudiados son ¢ = 140, L = 100. La
frecuencia propia fo = 1/36. En la Figura 4.9 mostramos J(t) para a = 0.01 y el
espectro de potencias correspondiente a esta senal.

Para hallar los exponentes de Liapunov vamos a considerar la trayectoria u(t) de-
scrita por las ecuaciones (4.1)-(4.2). Puesto que estamos interesados en las trayec-
torias que difieran un infinitésismo de las actuales, podemos linealizar el sistema

(4.1)-(4.2):

o Pu _di , .. .
=gz K —gwi-y, (4.11)

f a(z; \) dz = 0, (4.12)
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donde it es la perturbacion infinitesimal. Las condiciones de contorno son (0, {) =
gl = pi. Definiendo un valor inicial @i(z,0) v resolviendo el sistema no lineal
(4.1)- (4.2) y el lineal (4.11)-(4.12) simulténeamente y llamando a | @(¢) | la norma
del vector i para el tiempo t, el mayor exponente de Liapunov viene dado por

() |
[a(0)

M =lim%1n (4.13)

Como ya hemos comentado este exponente ha resultado ser negativo, con todo
ello deducimos que el sistema no presenta caos cuando anadimos a ¢ un término
sinusoidal.
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Hemos estudiado en un modelo de difusion deriva el efecto Gunn en un semicon-
ductor de germanio tipo p el estado estacionario v su estabilidad lineal de forma
numeérica para cualquier L y asintoticamente para L 3 1. El diagrama ¢/ L versus
L muestra que por encima de una longitud minima existe un intervalo de valores de
voltaje (¢,, @, ) fuera del cual el estado estacionario es estable linealmente. La an-
chura de este intervalo crece con L, y el valor mas pequeno del voltaje. ¢,(L), tiende
rapidamente a F,(J.)L cuando L crece. Este resultado para L infinito confirma el
criterio de que para que el estado estacionario sea inestable, .J tiene que estar cer-
cano a J,, la corriente para la cual la corriente local, j(E), y la curva caracteristica
del contacto, pJ, intersecten.

Para [ grande, se han encontrado expresiones para los voltajes criticos ¢, v ..
Cerca de estos voltajes existe un casicontinuo de autovalores que adquieren parte
real positiva, por lo cual los modos normales correspondientes se hacen inestables.
Hemos calculado también las frecuencias (partes imaginarias de los autovalores)
de dichos modos normales, v la relacion de dispersion entre las partes reales de
los autovalores (que miden el crecimiento del modo normal correspondiente), las
frecuencias, y la desviacion del voltaje critico: (¢ — ¢,) o (¢, — @).

Posteriormente se ha realizado el calculo de la bifurcacion de Hopf para oscila-
ciones de corriente de pequenia amplitud en el voltaje critico, ¢, ¥ ¢., para el modelo
arriba indicado. La forma de proceder se puede aplicar a otros modelos donde ex-
ista un acoplamiento de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y una ley
de conservacion integral, como por ejemnplo la sincronizacion de infinitos osciladores
acoplados a sus campos medios, en presencia de ruido de frecuencia y ruido blanco,
(Bonilla ef al. , 1992): la densidad de probabilidad de un oscilador obedece una
ecuacion de difusion-deriva (Fokker-Planck) sujeta a un condicion integral que es-
tablece la union entre el parametro de orden y la densidad de probabilidad.

Hemos hallado la ecuacion de Landau para la amplitud de las pequenas oscila-
ciones asi como sus coeficientes, encontrando que la bifurcacion en ¢, podia ser sub
o supercritica segun el valor de L. No hemos explorado con detalle lo que sucede
para ¢, el final de la inestabilidad Gunn, excepto para L cerca de L,,. Cerca de
L = L., las bifurcaciones de Hopf en ¢, v ¢, son ambas supercriticas. En el caso
de ¢ = ¢,, la bifurcacion de Hopf pasa de ser supercritica a subcritica a partir de
un cierto L &= 11000. Esto es consistente con nuestros resultados para el limite In
L — oo. Los cambios de supercriticalidad a subcriticalidad en las bifurcaciones
cuando L crece pueden ser interpretados como que la rama de solucion bifurcada se
transforma suavemente en la rama de oscilaciones que se denominan Gunn, esto es
lo que parece que pasa con nuestro modelo cuando lo integramos numericamente,
Otra posibilidad es que las dos ramas fueran independientes, en ese caso se podria
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tener biestabilidad entre las oscilaciones de corriente de pequenia y de gran ampli-
tud o una regién de intermitencia donde no existen soluciones periédicas estables o
estacionarias. En los experimentos de Kahn et al. (1992) observaron intermitencia
de tipo III entre las oscilaciones de corriente de pequefia y gran amplitud.

Un problema atin abierto es el papel que juegan las fluctuaciones en el origen
de las oscilaciones cuando aparecen intermitencias. Se han realizado simulaciones
numéricas del modelo reducido que demuestran que es un buen modelo para Ge
ultrapuro, pero a pesar de que las simulaciones concuerdan bastante bien con los
experimentos, el modelo no capta la intermitencia del nacimiento de las oscilaciones.
Por ejemplo, hemos anadido un ruido blanco al voltaje para ver s1 observabamos la
intermitencia y se ha comprobado que necesitamos una zona de histéresis entre las
oscilaciones de pequena amplitud y las de gran amplitud para que el ruido produzca
intermitencia, aunque el exponente del ajuste potencial entre los estados laminares
v la distancia al voltaje critico que da lugar al comienzo de la intermitencia, no se
ajusta a una intermitencia tipo III. Esta intermitencia podria conseguirse mediante
ruido coloreado.

En los experimentos de Kahn et al. (1992) en el p-Ge demostraron que cuando
superponian un voltaje alterno al continuo, existia caos temporal y espacio tempo-
ral, donde la dinamica de la onda es tal que en distintas partes del semiconductor
esta descorrelacionada. En el modelo reducido que nosotros hemos simulado, hemos
encontrado periodicidad y cuasiperiodicidad pero no caos. En los experimentos se
observd que la amplitud de la onda solitaria disminuia a medida que se propagaba,
esto nos hizo pensar en que la muestra no era totalmente homogénea en la dis-
tribucion de sus impurezas ya que para una distribucién constante no habia tal
disminucién. Suponiendo un incremento lineal a través de la muestra en la relacion
de compensacion hemos reproducido la forma de la onda solitaria y de la corriente.
Célculos previos parecen demostrar la existencia de caos cuando la muestra no es
homogénea.

Nuestra simulacion numérica muestra que la ecuacion reducida con una condicion
de contorno Ohmica, perfil de impurezas constante y voltaje constante capturan
muchos aspectos del sistema experimental. Nuestros caleulo numéricos y asintotico
se ajustan bastante bien a los experimentos. También hallamos que la velocidad de
la onda solitaria, la carga dipolar y forma general se parecen a los experimentos.

Por 1ltimo se ha estudiado una ecuacion que respalda una conjetura sobre la
universalidad del efecto Gunn. Para que un modelo presente efecto Gunn, debe
tener entre sus soluciones ondas solitarias moviéndose en una direccion privilegiada,
debe contener una condicién integral sobre el espacio y debe tener condiciones de
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contorno tipo Dirichlet. El modelo construido incorpora estas tres condiciones y
sin tener nada que ver con la fisica de los semiconductores produce efecto Gunn
(oscilaciones en la corriente que corresponde a la creacion y aniquilacién de ondas
solitarias del campo eléctrico). Se ha estudiado la existencia de caos cuando se le
afade a la condicién integral un término oscilante con resultado negativo: hemos
encontrado periodicidad y cuasiperiodicidad pero no caos.

p—

H B =




Bibliografia




100 Referencias

Bergmann, M. J., S. W. Teitsworth, L. L. Bonilla y I. R. Cantalapiedra, (1995),
Phys. Rev. B (enviado).

Bonilla, L. L. y J. M. Vega (1991), Phys. Lett. A 156, 179.

Bonilla, L. L., J. C. Neu and R. Spigler (1992}, J. Stat. Phys. 67, 313.
Bonilla, L. L. (1992a), Phys. Rev. B 45, 11642.

Bonilla, L. L. {1992b), Physica D 55, 182.

Bonilla, L. L., I. R. Cantalapiedra, M. J. Bergmann, y 5. W. Teitsworth (1994a),
Semiconductor Science and Technology 9, 599.

Bonilla, L. L., F. J. Higuera, v S. Venakides (1994b), SIAM J. Appl. Math. 54,
1521.

Bonilla L. L. y F. J. Higuera (1995) SIAM J. Appl. Math. 55, (por aparecer).

Buckingham M. J. (1983), Noise in Electronic Devices and Systems, Ellis Horwood
Series in FElectrical and Electronic Engineering (John Wiley & Sons, New York).

Cantalapiedra, I. R., L. L. Bonilla, M. J. Bergmann, y S. W. Teitsworth (1993),
Phys. Rev. B 48, 12278.

Cross, M. C. y P. C. Hohenberg (1993), Rev. Mod. Phys. 65, 851.

Fife P. C. (1979), Mathematical Aspects of Reacting and Diffusing Systems, Lecture
Notes in Biomathematics 28, (Springer Verlag, New York).

Fisher R. A. (1937), Ann. of Eugenics 7, 355.

Gunn, J. B. (1963), Solid State Commun., 1, 88,

Haller E. E., W. 1. Hansen, and F. S. Goulding (1981), Adv. Phys. 30, 93.
Higuera F. J. y L. L. Bonilla (1992), Physica D 57, 161.

looss, G., D. D. Joseph (1980) Elementary Stability and Bifurcation Theory, (Springer
Verlag, New York).

Kahn, A. M. (1991), Ph.D. Thesis, Harvard University.

Kahn, A. M., D. J. Mar, y R. M. Westervelt (1991), Phys. Rev. B 43, 9740.

o N B

ol




Referencias 101

Kahn, A. M., D. J. Mar, y R. M. Westervelt (1992a), Phys. Rev. Lett. 46, 369.
Kahn, A, M., D. J. Mar, y R. M. Westervelt (1992b), Phys. Rev. B 46, T469.
Kahn, A. M., D. J. Mar, y R. M. Westervelt (1992c), Phys. Rev. B 45, 8342
Kogelman, S. y J. B. Keller (1971), SIAM J. Appl. Math. 20, 619.

Kolmogorov A. N., I. G. Petrovskii y N. 5. Piskunov (1937), Bjul. Moskovskogo
Gos. Univ,, 1:7, 1 [Bull. Univ. Moscow, Ser. Int. Sec. A 1, 1].

Markowich, P. A., C. A. Ringhofer, C. Schmeiser (1990), Semiconductor Equations,
(Springer Verlag, Wien)

Mitin V. V. (1986), Appl. Phys. A 39, 123.

Reggiani L. (1985), Hot-Electron Transport in Semiconductors, (Springer-Verlag,
Berlin).

Reyna, L. G. y M. J. Ward (1994) pendiente de publicacién.
Rubinstein J. y P. Sternberg (1992}, IMA J. Appl. Math. 48, 249.

Scholl, E. (1987), Nonequilibrim Phase Transitions in Semiconductors, Springer Se-
ries in Synergetics (Springer-Verlag, Berlin).

Shaw, M. P., H.L. Grubin and P.R. Solomon (1979), The Gunn-Hilsum Effect (Aca-
demic Press, New York).

Shaw, M. P., V. V. Mitin, E. Schéll, y H. L. Grubin (1992), The Physics of Insta-
bilities in Solid State Electron Devices (Plenum Press, New York).

Teitsworth, S. W. vy R. M. Westervelt (1984), Phys. Rev. Lett. 53, 2587.

Teitsworth S. W., M. J. Bergmann, and L. L. Bonilla (1995), in Nonlinear Dynamics
and Pattern Formation in Semiconductors and Devices, Springer Proceedings in
Physics, editado por F.-J. Niedernostheide 46-69 (Springer-Verlag, Berlin).

Westervelt, R. M. v 5. W. Teitsworth (1985), J. Appl. Phys. 57, 5457.




L i o e e N DI

H E & @ & @ F 0 @ 0 @ FEEEEEEE S ENEN

Referencias

102






