Apendix B

Complements al Capitol 1

B.1 Estimacio IGLS

Estimacié per minims quadrats generalitzats (GLS)

Sigui Y = X+ w el model lineal general en forma matricial, en que Y és el
vector de respostes (n x 1), X és la matriu de disseny (n x p), 3 és el vector
(p x 1) de coeficients fixes a estimar i w és el vector de residus (n x 1).

Tenim Cov(Y | X3) = Cov(w) = E(ww?) = V on V és una matriu
(n X n) simetrica, semi-definida positiva i suposadament |V| # 0. En aques-
tes circunstancies, si V' és conegut, I'estimador GLS (minims quadrats gene-
ralitzats) de [ és:

f= XTIV IX)IXTV -y
i la matriu de covariancies de 3 és (X7V~1X)~!

Si ( fos conegut i V no, podriem obtenir els estimadors $* dels parametres
de la matriu V' utilitzant també minims quadrats generalitzats:

B* _ (X*T(V*)—IX*)—1X*T(V*)—1y*

On Y* és el vector format per la part triangular inferior de la matriu
(Y - X3)(Y - XB)7T, quadrats i productes de residus de la regressié anterior;
X* és la matriu de disseny en la regressio de Y* sobre X* amb coeficients
B*; V* és la matriu de covariancies de Y™*.

Al treballar amb models de nivell multiple ens trobem amb la dificultat
de desconeixer d’antuvi tan els coeficients del model com els parametres im-
plicats en la matriu V. Podem escriure aquest model de dos nivells amb p-1
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variables explicatives com:

Ygi = 221 Biigi + ug + Egi
perg=1---G i=1-ny,l=0---p—1

La matriu de variancies i covariancies de y,; té I'estructura d’una matriu
diagonal de blocs:

V=1I® (0, +02Jn,)

en que cada bloc és la matriu de variancies i covariancies d’una escola.
I;, denota la matriu identitat (h x h), J, la matriu 1,17 i 1, el vector
(h x 1) de uns.

Estimaciéo IGLS

Els parametres a estimar en el nostre model sén per una banda els coeficients
[ 1 per laltra els parametres 3* de la matriu V' que mesuren la variabilitat
dins dels grups, 02, i entre els grups, o2.

Donat  podem aproximar la matriu V' i hem vist com donat V' podem
també aproximar 3. El procés d’estimacié IGLS consisteix en: partint d’'una
estimacié inicial de V' obtenir una estimacio de  que s’utilitzara, posterior-
ment, per revisar ’estimacié de V', i aixi succesivament fins que convergeixin.

Seguidament descriurem per etapes aquest procés d’estimacié IGLS apli-
cat a un model de components de variancia de dos nivells.

1. Considerem una estimacié simple de V: V; = 021

Obtenim els estimadors OLS (minims quadrats ordinaris) de f.
B =(XTX) 'XTy

Sén estimacions consistents.

2. Calculem els residus per cada escola o bloc de la matriu V.
g =Yy — XgBl

Obtenim el vector (ny x 1) de residus de I'escola g.
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3. Calculem les matrius Vg = WyW
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Donat que E(Vg) =V}, per cada escola, cada quadrat wgi és un estima-
dor de o7 + 07 ja que E(w};) = 07 4 0;. Cada producte wgwg; és un
estimador de 0? ja que E(wgw,,) = o2

~

. La igualtat E(V) = 021,, + 0.J,, suggereix el plantejament d’una

equacio de regressié per cada escola on la variable resposta sigui Vj i
els parametres o2 i 02 siguin comuns a totes les escoles.

Es a dir, tenim Y* = X* ( g

@ql\') SN

) + €*, que podem escriure com :

Y* — X*/B* + 5*,
Y vecth
Y vechV. 2
entenent que: Y* = 2 = ) ? , ( Z’é ) = [3*
Y vecth

i la matriu de disseny, X*, és:
X* =1¢ ® {vech(J,, ), vech(1,,)}

Per vech(A) entenem el vector format encadenant les columnes de la
part triangular inferior de la matriu simetrica A (veure Magnus and
Neudecker, 1991).

V* és la matriu de covariancies de Y™*.

Fent (X*T(V*)_IX*)le*T(V*)_lY* obtenim una estimacié de *.

. Aquesta estimacié ens permet construir una segona matriu, Vs, esti-

maci6é de V' i a partir d’ella calcular una nova estimacié de 3. Si la
diferéncia entre aquesta estimacié de (3 i ’anterior no és suficientment
petita, continuarem el procés fins a la convergencia.

By = (XTV, 1 X) ' XTV, Y

Consideracions:
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1. Les estimacions inicials dels parametres sén consistents, encara que no
eficients. Per les propietats generals dels IGLS les estimacions finals
dels 3 ’s seran consistents. Si els moments de quart ordre dels residus
son finits, Iespecificacié V = o2 +02J és correcta i aleshores 6 % o i
totes les estimacions son asimptoticament eficients. Atencid, pero, amb
les mostres petites.

2. Sota la hipotesi de que la distribucié dels residus és multivariant nor-
mal, les estimacions pel metode de maxima versemblanca coincideixen
amb les obtingudes amb IGLS (veure Longford i Goldstein ?7).

B.2 Principals Programes Estadistics (Software)
pel tractament de models de nivell miltiple

Min: The Multilevel Models Project, H. Goldstein, R. Prosser and J. Rasbash
Department of Mathematics, Statistics and Computing,

Institute of Education, University of London,

20 Bedford Way, London WC1HOAL, United Kingdom.

HLM: A.S. Bryk and S.W. Raudenbush (1986),

Department of Counselling, Educational Psychology and Special Education,
460 Erikson Hall, Michigan State University,

East Lansing, MI 48824, USA.

VARCL: N.T. Longford,

Software for variance component analysis of data with nested random effects
(mazimum likelihood), 1990

Educational Testing Service,

Princeton, NJ,USA.

Per un estudi comparatiu sobre aquests programes, vegeu:
Kreft, G.G.I., De Leeuw, J. and Kyung-Sung, K (1990). Comparing four dif-
ferent statistical packages for hierarchical regression: GENMOD, HLM, ML2
and VARCL. Center for the Study of Evaluation. CSE Technical Report.



Apendix C

Complements al Capitol 2

C.1 Determinacioé de la grandaria minima dels
centres

Suposem dues escoles, d’efectes respectius Uy i Us, i tals que difereixin en
una quantitat important com a*(U; — Uy) =/2atXga

En prendre les mitjanes observades per escoles i comparar-les, 'estadistic
de contrast a*(z; — Zy), de la diferéncia de efectes per escola hauria de re-
sultar significatiu la major part de les vegades. Interessa poder, a partir de
les dades mostrals, ”observar” la diferencia entre les escoles quan aquesta
existeixi. La hipotesi que contrastem és

HO . at(U]_ — Uz) =0
en front de l'alternativa
H,: at(U]_ — Uz) >0
La distribucié de l'estadistic resulta ser
at(Zl — 22) ~ N[at(Ul — Uz) , n*12atEEa] .

Perque la diferéncia a®(z; — Z») sigui significativa al nivell oy, caldra que

Az —22) o711 — o) (C.1)
vn12at¥ga —

Per poder ”observar” la diferencia quan aquesta existeixi, cal garantir que es
rebutjara la hipotesi nu-la Hy la major part de les vegades. Concretament,
interessa que la potencia del test sigui alta per la hipotesi alternativa
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H, :a*(U; — Uy)= {/2atXga

Sigui a la probabilitat de rebutjar Hy quan sigui certa H,,

_ a'(z1 — 22) 1
s = P[m > o7N(1 - a1)|Ha} (C.2)
g = P[z > &1 —ay) — jfé—a%}zﬂ (C.3)
P l1—ay) =1 —ay) — ifé—a%;; (C.4)
V2ATGA_ g-1(0,) 1 0N (1 — ay) (C.5)

vn~12atXga

ates que @11 — an) = = ().

I en conseqiiencia, obtenim un valor critic n per la grandaria de les escoles
(n depen del vector a) per tal de poder observar la diferéncia quan aquesta
existeixi. Prenent ®'(ag) + ® (1 — ay) com la constant k,tenim

at¥ga

n>k
- atXga

(C.6)





