Apéndice A
Caracterizacion de XX y X!Xu.

A.1 De..nicion del problema.

Supongamos un proceso temporal £Xtg que sigue un modelo autoregresivo de orden
P, AR(p).

Xe=ap +arX¢j1 +axXej2 H000 +apXe;p + 't
la estimacién de los coe..cientes supone la resolucion del siguiente sistema de ecuaciones:

Y =X+ (A1)

donde

“=(ay a; ay tet; a, )
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(@)
1 Xtil Xtiz ¢¢¢ Xtip
1 Xe+131 Xe+152 000 Xer1jp
X = 1 Xt+2j1 Xt+2j2 tee Xt+2ip

1 Xni]_ Xni2 ¢¢¢ Xnip

>OOOmoam B

Y =( X X1 X2 0605 X )

"= M) Uteay 006 m )

X; son las observaciones del proceso TX;g.

Asi los valores estimados para ; por el método de minimos cuadrados condicionados, se

obtienen como sigue
b= (x"™)i}(x"Y)

A partir de la ecuacion A.1 podemos obtener todas las posibles autoregresiones construidas
a partir de los subconjuntos de fX¢;1; Xej2;¢¢¢; Xe;p9: ElI nGmero de posibles subconjuntos

es 2P j 1y por tanto podemos plantearnos 2P j 1 autoregresiones.

De esta manera para cada régimen debemos resolver 2P j 1 sistemas de ecuaciones de la

forma

Yo=Xu y+" (A.2)

donde el subindice u = 1;¢¢t¢;2P j 1 nos informa del sistema de ecuaciones en que nos
encontramos, es decir, nos permite identi..car el subconjunto de variables regresoras que estamos
considerando. Para un valor concreto u las variables regresoras son el subconjunto Xg;p,;

Xtipy: 060 Xt jp,; donde p1; p2;¢¢e ; py estan incluidos en el conjunto de los enteros f1;2; ¢¢¢ ; pg
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conl p1<px <ttt <pc p:Lamatriz Xy; que es una submatriz obtenida a partir de la

matriz X; se construye como sigue:

O
1 Xeipe  Xtipz 00 Xtjp,

1 Xt+1ip1 Xt+lip2 ¢ee Xt+1ipk

Xu - 1 Xt+2 ip1 Xt+2 ip2 M ¢ Xt+2i Pk

- 40082009 I

1 Xnipy Xnip, ¢ Xnjp,

Y, es un subvector del vector Y

Yu=( Xegpy+ll  Xtsliprli Xew2ip+ds (005 Xngpyer )
y €l vector de coe..cientes se puede expresar como
“u=Capy, ap; a,; 6t ap )
La solucion del sistema de ecuaciones tiene ahora la forma:
Tu = OK0Xu) X Yu)

Conscientes de que nuestro interés se centra en obtener los bu, vamos a construir para cada
valor de u la matriz X! X, y el vector XY, : Tanto la matriz como el vector pueden obtenerse
de la matriz X"X y el vector X'Y, ya que los primeros son, respectivamente, una submatriz y un
subvector de estos Ultimos. La propia descomposicion binaria del valor u nos permite conocer
qué coe..cientes de la matriz X*X y el vector X"Y, formaréan la correspondiente submatriz y
subvector.

Para la resolucion de los sistemas de ecuaciones de la forma A.2 es importante conocer las
caracteristicas de las matrices de la forma X!, Xy; en primer lugar analizamos las caracteristicas
de la matriz X"X , se puede demostrar a partir de su relacion con la matriz de autocovarianzas
ip de..nida para el modelo autoregresivo AR (p), que X"X es simétrica y semide..nida positiva.

Utilizando las propiedades de las matrices j, y X"X demostraremos que X! X, es también
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simétrica y semide..nida positiva.

A.1.1 De..niciones previas.

De..nition 1 Sea A una matriz simétrica y real, diremos que es de..nida positiva si y sélo si,

sus valores propios son positivos.

De..nition 2 Sea A una matriz simétrica y real, diremos que es de..nida positiva si y solo si,

existe una matriz Q no singular tal que A = QQ..

De..nition 3 Si A es una matriz simétrica tal que 8x vector x & 0; x!Ax > 0, se denomina

matriz de..nida positiva.

De..nition 4 Si A es una matriz simétrica tal que 8x vector x & 0; X Ax . 0, se denomina

matriz semide..nida positiva.

Propiedad: Cualquier submatriz cuya diagonal principal sea un subconjunto de la diagonal
principal de una matriz de..nida positiva (semide...nida positiva) es de..nida positiva (semide...ni-
da positiva). En particular, cualquier submatriz cuadrada principal de una matriz de..nida

positiva (semide..nida positiva) es de..nida positiva (semide..nida positiva).

A.2 Resultados:

A.2.1 X"X es simétrica y semide..nida positiva.

Con objeto de simpli..car la demostracion y sin perder la generalidad, podemos considerar que
las variables X ; 1; X¢52:¢¢¢ ; X¢; g estan centradas respecto a la media, por lo que desaparece
el término independiente de la ecuacion A.1, ahora

T=C(a; ay ttt; a, )
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(@)

¢¢¢ Xtip
Xt+151 Xt+1j2 00 Xer1gp
Xt+2j1 Xt+2j2 ¢ee Xt+2ip

B0 Xngp

0008000 AN

por lo que

o 1
P P P
_ (xiil)z U (Xigetxige) 00 (XijibXigp)
= =t i=t
Iﬁ’ P
(XI|2¢XI|1) (XiiZ)2 e (X||2¢X|.p)
Ept F”i:t IE’
XX = ) Xi3tXij1) ) Xij3tXiz2) ¢¢¢ _ (Xii3¢xiip)
1=t i=t i=t

P P
~ (XigptXij1)  KigptXiz2) ¢ee ] (Xiip)2
i=t i=t i=t

si dividimos por el nUmero de observaciones n

X
(I=n)  (XijrtXijs) = Cov(Xtjr; Xtjs) =B is;tjr) donde r;s27f1;2;66¢;pg
i=t

obtenemos la estimacion de la funcion de autocovarianza muestral °(¢;¢). Cuando el proceso

X9 es estacionario entonces:

Ptis;tir)=B(ris)=DB(sir

De..nimos la matriz de covarianzas §,,

(@) 1
B(0) B(1) B(2) t6¢ B il
B(i1) B(0) B(L) it B i 2)
Bp = B(i2) B(i1) B(O) ¢ttt B 3)

B(itpi D) BGi(pi2) BGi(pi3)) ¢tee  BO)
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la matriz li)p es una matriz simétrica y semide..nida positival. También es sencillo demostrar

que si
B(0) >0 det(R,) >0 D B, es definida positiva

A.2.2 X!X, es simétrica y semide..nida positiva.

Como ya hemos comentado el proceso de estimacion utilizado se basa en la resolucion de p

sistemas de ecuaciones

B Dk
Yuo=Xy y+" donde u=2%20+2%¢¢c; 2
i=0

esto nos lleva a calcular
— 0 i1/l
u = KXW K Yw)

Ya vimos en el Capitulo 7 que el valor u nos permite conocer las variables seleccionadas
X1 Xegip s Xejiys 006 Xeji g dentro del conjunto £X¢;1; Xej2; 66¢; Xz pg, el teorema 25 nos
asegura que los retardos de las variables seleccionadas seréan consecutivos.

Las matrices X!, Xy obtenidas al plantear los diferentes sistemas de ecuaciones son subma-
trices de X"X; obtenidas al eliminar determinadas ultimas ..las y columnas. Al igual que la
matriz XX se relacionaba intimamente con la matriz l?p; cada matriz X! X, se corresponde
con una matriz '?fug cuya diagonal principal es un subcojunto de la diagonal principal de li)p de
la siguiente forma:

Si consideramos la matriz l?p

0 1
~ B(0) | B(1) BR) |ett B 1)
2 B() B(0) B) ¢t B 2)
b=B BQ B(1) BO) [ttt B(pi3)
o : - . .
5

B((Pi1) B((Pi2) B((pi3) ¢t BO)

YVer demostraciéon en Brockwell y Davis (1997).
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a partir de ella obtenemos las submatrices

3 -

Bu=1 = B()

o 1
o . _g DO B
- B(1) B(0)

o 1
B(0) BA) BE)

'?u:7=g B(1) BO) B()
B(2) B(l) B()

o) 1
B(0) B(1) B2) ¢ttt B2
P %Zi_ B(1) B(0) B(l) ¢ttt B i3)

B(2) B(L) BO) ¢ttt B 4)
i=0 . . . i .

B(pi2) B(Pi3) BWpi4) ¢ttt BO)

Por la propiedad demostrada en A.1.1 podemos asegurar que todas las matrices B, son

semide..nidas positivas y si B(0) >0 podemos asegurar que son de..nidas positivas.
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