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3.3. ANALISISFRACTAL Y MULTIFRACTAL

3.3.1. Introduccién

En d medio ambiente, asi como en flujos complgos donde € nimero de Reynolds es lo
asuficientemente dto, debido a la no-linedidad de las interacciones fluidas, se generan mlltiples escdas que
se detectan tanto en las velocidades como en la estructura de los campos escalares, como en la
temperatura, la concentracion de trazadores, la densdad, etc. Es interesante poder relacionar de aguna
forma las caracteristicas geométricas o topol dgicas de observaciones de imégenes dd flujo en estudio con
sus propiedades fiscas y su dinamica.

En la figura 3.3.1 s muestra como gemplo una curva fractal denominada Curva de Koch,
generada en iteraciones sucesivas con un perimetro 4/3 mayor que en € paso anterior, 16gicamente con un
gran nimero de iteraciones, la longitud tiende a infinito y Sn embargo esta conteniendo un &rea finita. La
dimension Euclidea de un objeto relaciona la unidad de medida utilizada con € vaor geométrico medido
N(L) = (2/L)°, donde 1/L corresponde a nimero de unidades comprendidas en uno de los lados, D
corresponde a 1 para una recta, 2 para una superficie y 3 para un volumen. Si se generdiza la utilizacion
del concepto dela dimension D alos nimeros fraccionarios obtenemos una dmensidn fractd. El cdculo
de la dimension fracta se basa en la correspondiente medicion del nimero de recubrimientos o cgas
necesarias para cubrir un determinado conjunto (linea, superficie o volumen) N(L) en funcion de laecda
L de los recubrimientos (o cgas). El correspondiente caculo de la dimension fractal, D, essdlo vdido en
e rangoen e quelardacion entre Ny L es potencid y esta bien definida mediante la expresion:

= log (N(L) ) /log ( /L) (3.3.1)

Esta expresidn es equivdente a otra més usua de la siguiente forma (Manddbrot, 1983; Peitgen,
1992).

D =-log(N(L))/log (L)
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Figura 3.3.1. lzquierda, curva de Koch con una superposicion de cajas. Derecha, caracterizacion log-log para la
obtencién de la dimension fractal. El Gltimo punto no se utiliza en la regresion ya que corresponde a una escala 6 del
tamario de un pixel, presentando una saturacion en el calculo de N(J).
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El problema de la implementacion de esta metodologia con datos experimentales es € cdculo de
N(L). También es necesario consderar la identificacion del conjunto que se quiere andizar, por gemplo,
definiendo € nivel de intensdad de |os puntos que pertenecen a conjunto que nos interesa.

El método Box-Counting propone la realizacion de este cdlculo de la siguiente manera:

La zona de andisis tiene un lado L, se escoge un tamafio de cgja de lado d que también puede
normaizarse con una ecala caracterigica dd flujo. A partir de cgas de esta medida se rediza un
recubrimiento de toda laimagen correspondiente a fendbmeno a andizar. Se cuenta € nimero de cgjas que
“interseccionan” con laentidad de estudio, este valor se asgnaaN(d) y serepite € proceso paratodos los
vaores de la escala de longitud d; posibles obteniendo los vaores correspondientes N(d;). Usudmente se
divide lacgainicid entre 2, 3, 4, etc., hasta d nimero de pixees. La existencia de una dimension fracta
Unica se demuestra con una buena correlacion de larecta de regresion de los puntoslog (N (d;) ) respecto
log (d;).En & caso de fendmenos turbulentos, € hecho de que se desarrolle una cascada de energia entre
las escalas de la produccion y las escalas donde se produce la disipacion, (que ocurre de formadigtinta s
el flujo dominante es tridimensond o bidimensiond, donde se produce también una cascada inversa de
energia), favorece la aparicion de estructuras fractales.

Independientemente del tipo de proceso que generalas escdas mas energéticas en d flujo, 9 existe
un subrango donde la produccion y la disipacion estan en equilibrio de forma similar a la propuesta por
Kolmogorov (Kolmogorov, 1941) para € campo de velocidades, se puede buscar una relacion funciond
entre € exponente del espectro E(k) = k™® y la dimension fractd D del campo escdar reflgjado en la
imagen. S e proceso reflgado por cuaquier propiedad escaar detectable en una imagen es debido
fundamentamente a la adveccion dd campo de vel ocidades turbulento, podemos medir en un cierto lugar
una sefid espacid complga, compuesta por mulltiples escaas de forma que su relacidon con € ndmero de
ondak es de forma potencid:

Ek) = k" (33.39)

S d exponente es cero, la sefid es un producto del ruido, S es 2 significa que tiene su origen
asociado con un movimiento de tipo Browniano. Los fendmenos de turbulencia tridimensondes, sin
embargo, se caracterizan por un vaor de b igud a5/3 en un intervalo Ilamado subrango inercid. En
procesos turbulentos bidimensionales d vaor de b es mucho mayor (3 0 més).

Considerando que € periodo T = Uf , la ecuacion de la funcion de densidad espectra tempord
espacio de frecuencias E(f) = f ° estérelacionada con laescala espacia, L=UT, mediante la velocided
media U (Taylor, 1921) y podemos usar E(L) = L". Ademés, s V(L) es una varianza, calculada a partir
de las diferencias de la sefid 0 de las formas del campo escalar observado, E, esladimension Eudidianay
D esladimension fractal. (Redondo y Linden, 1996), También se cumple:

E(L) » LV » 2" » | 2R *1-2D (334

)

donde H es la dimensén de Hausdorf, que cumple también la propiedad de ser codimension de la
dimengdn fractd: H=Ey-D. Usando esta propiedad podemos obtener una relacion directa entre €
exponente de la funcion de denddad espectra y la dimengén fracta b =2E,+1-2D. En efecto, la
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dimension fractd D, en € caso en que se cumplan |as propiedades mencionadas se puede relacionar con €
espectro de la turbulencia como:

1- b
D=E, + > (3.3.5)
3.3.2. Descripcion del modelo numeérico de andliss multifractal utilizado

Dimension Box-Counting.

Una de las diferentes versones dd cdculo de la dimensdn fractd de Manddbrot es la llamada
dimensién de box-counting que se relaciona con € concepto de dimension autosimilar. Otros nombres
utilizados para referenciarla son entropia de Kolmogorov o la capacidad.

La metodologia de cdculo consiste en sobreponer a la estructura a andizar una rgjilla con una
malade tamaio d, formando un recubrimiento de cgas. El nimero de cgas que contienen valores de la
estructura a caracterizar es N (d), variando con € vaor de d escogido (Grau et d., 2002).

Para redlizar la correspondiente caracterizacion de la dimension fractal se procede a calcular N(d)
para diferentes escaas, la variacion de escadla de un paso d siguiente es de div, = d; /2. El vdor dela
dimensidn corresponde a la pendiente de la representacion log(N(d)) frente a-log(d).

El caso observado en la figura 3.3.1 corresponde a la caracterizacion de la curva de Koch. Se
puede observar la bondad de la caracterizacion por € método box-counting que nos facilita un vaor de
dimensién de 1,267, obtenido de la pendiente de la figura de la derecha, sendo € vaor exacto 1,2619.

Se necedita una puntudizacion en la gplicacion de esta metodologia para matizar € rango de
vaores de escda utilizables, limitados tedricamente por |as dimensiones méximas de laimagen y d tamafio
del pixel en € otro extremo. En la practica, € rango de escaas a estudiar, se traduce a un intervalo menor,
debido a la poca informacion que se tiene en € caso de d; igud o superior alamitad dd lado de laimagen
y d limite inferior de d; corresponde a un tamafio de varios pixel para evitar una saturacion en € cdculo de
N(d;). La gran ventgja de esta metodologia es € hecho de poderla aplicar de forma sistematicadebido ala
smplicidad en la creacion dd recubrimiento de cgas y € correspondiente recuento, que se efectia
rgpidamente, incluso para grandes imagenes de dta precision.

Laimagen se representa como una matriz de puntos M;; (i corresponde alafilay j alacolumna),
donde d vaor en cada punto es laintensdad o nivel de gris (NDG). Sobre estaimagen existe una zona de
interés a andlizar, E, que corresponde a un intervalo de NDG que llamaremos DNDG  ta que ijT E s
M; T DNDG .

El méodo box-counting se aplica dividiendo € lado L de laimagen en s cgas de igud tamafio
(s=L/d). Edtas varian desde la dimensidn maxima posible del lado hasta la unidad minima de laimagen que
corresponde a un pixel. Para cada uno de estos valores de s se redliza un recubrimiento de toda laimagen
con una disposicion regular de cgjas de lado di=L/s, R(d). Con € recuento de cgjas que contienen agun
vaor de E en suinterior se obtiene e vaor de N(d) mediante un dgoritmo de laforma:

En la redizacion del recuento es necesario sefidar que se puede dar la Stuacion que una

Nd)= J1 (3.3.6)
R(d)NE™0
determinada cga contenga vaores que estén fuera dd intervalo de interés, superioresy inferiores alavez,
pero que no contenga valores del propio intervalo. En esta Situacidn es importante destacar que se puede
achacar a la pérdida de resolucion que aparece cuando e redliza una digitalizacion de una imagen, y en
reaidad tenemos unos vaores que solo se gpreciarian a mayor resolucion. Una modificacion del dgoritmo
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a redizar cuando las intensdades observadas se pueden considerar continuas es € conteo de las cgas
gue, aunque no tengan propiamente valores pertenecientes d intervalo de intensgdades de interés, si que
tienen, alavez, vaores superiores einferiores.

Larepresentacion 1og(N(0)) respecto log(L/D) caracterizaaE, y S 1os puntos aparecen dineados
tenemos una dimension fractal caracterigtica que se corresponde a la pendiente de la recta de regresion
gue pasa por los puntos representativos del rango de escalas. Obviamente las pendientes asociadas a
puntos aidados 0 a rectas en un plano corresponden alos vaores Euclideosde 0o 1. S d conjunto eslo
suficientemente denso para cubrir totamente d plano de la imagen a las didtintas escdas estudiadas 6,
entonces € vaor de la dimensién es 2. En d caso de conjuntos fractaes, s estos estdn formados por
puntos inconexos, d vaor de la dimension fractd esardentre Oy 1, en d caso que @ conjunto forme una
linea que se convoluciona alas diversas escaas, su dimension fractd estard comprendidaentre 1y 2.

Caracterizacion multifractal
Cuando == gplica la caracterizacion fracta a imégenes, sude ocurrir que la entidad a estudiar
presenta las intens dades que la forman distribuidas en un intervalo de NDG suficientemente amplio parano
poder ser caracterizado adecuadamente con una Unica dimensién fractad. Para poder andizar
correctamente esta Situacion se dispone de la caracterizacion multifractal.
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Figura 3.3.2. La presentacion en la pantalla de PC de algunos resultados del célculo de la dimensién multifractal y de

otras caracteristicas adicionales mediante el software especializado ImaCalc (Grau, 2002).

Esta metodologia de andiss divide d intervdo de intenddades a andizar en diferentes
subintervalos, para cada uno de estos se rediza la correspondiente caracterizacion fractal utilizando €
método del box-counting. Ahora se obtiene como resultado una representacion de las dimensiones
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fractales obtenidas frente a las intensdades correspondientes. Un gemplo de la aplicacion del programa
usado, con los resultados del histograma de niveles de gris NDG, la curva N(9) y la variacion de la
dimengion fractd en funcion de nivel de gris D(NDG) se muestran en lafigura 3.3.2.

En eda caacterizacion e pueden redizar mlltiples andliss, pero es primordid asignar un
sgnificado a la intensdad observada en la imagen. Puede representar densidad, temperatura, atura,
maodulo de la velocidad o vorticidad, etc. 0 agun parametro fisico de interés relacionado con la imagen
con estructura espacia autosimilar. Para cada una de estas Situaciones podemos hablar de la complgidad
observada en funcion de la intensdad de la magnitud caracterizada y usar la dimension fracta maximao
bien € propio conjunto D(NDG) para describir la geometria refleg ada en laimagen por los procesos fisicos
inherentes.

En la figura 3.3.2 como gemplo de un proceso dindmico que presenta unas carecterigticas
topol égicas complegas, se presentan |os resultados del caculo de la caracterizacion multifracta aplicados a
un vortice oceanico. El proceso de caculo multifractal empieza con una seleccion del dominio de caculo
de una imagen SAR de la superficie dd mar (ver gpartado 5). Por una parte se definelaregion aandizar
con la ayuda de un zoom interactivo que permite una mayor precision en la seleccion, se puede observar
tanto la imagen globa con la correspondiente seleccidn junto d  zoom en la parte superior izquierda. El
segundo paso a redizar consigte en definir d intervalo de intensdades de laimagen a utilizar en € cdculo,
s puede observar en la parte inferior de la ventana que lleva € titulo de Histogram. A continuacion se
escoge € incremento de intensidades que se utilizara para recorrer € intervalo de andlisisy se asigna €
fichero donde se guardaréan los resultados del proceso de cdculo.

Unavez empezado € cdculo en modo interactivo se puede ir observando los resultados para cada
uno de los subintervaos que se van andizando. En la ventana | nfor mation gparecen en la parte inferior los
resultados de laregresion lined que nos permite obtener la dimension fractdl. La dimension corresponde
parametro b, debgjo aparece @ parametro r que corresponde a la correlacion obtenida. En la ventana que
se encuentra en la parte inferior derecha se observan las gréficas correspondientes a los resultados del
subintervao actud de clculo (izquierda) y del conjunto de subintervaos (derecha). Esta Ultima contiene la
caracterizacion multifracta resultante dd andliss.

3.3.3 Aplicacién al Océano

En este gpartado presentamos como la caracterizacion fractd de imégenes dd SAR ayuda a
entender los procesos de difusién del crudo y a la deteccion y discriminacion de las causas de la
contaminacion de la superficie marina. Los resultados de los cdculos de dimenson fractd de las
edructuras  dinamicas superficides mediante diferentes imégenes dd SAR ayudan a evaduar
cuantitativamente € espectro de la energia cinética in situ. Utilizando la informacion adecuada se puede
determinar la variabilidad espacid de las coeficientes horizontales de difuson turbulenta en mesoescda
K(x,y) en & océano mencionados en € apartado 3.2.2.

La metodologia de determinacion de los coeficientes de difusion K(x,y) esta basada en andisis
multifractdl de las estructuras dindmicas obtenidas mediante imégenes SAR en € &ea de estudio. Los
resultados de este andis's permiten evauar cuantitativamente la escala de energia in situ relacionada con
parametros dinamicos de lazona.

El espectro de energia por unidad de masa en caso de turbulencia medida sobre la superficie del
océano Viene dada por

E(k) =ce®°k™® 337
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dondee es la energia de disipacion turbulenta y la dimenson Fracta D, se puede relacionar con la
pendiente del espectro como § = 5-2D en & caso que ladimensidn euclidiana sea Ey=2, seglin se
indicaen € apartado 3.2.2 (Redondo y Linden, 1996).

2+

T T [ S P T, T ey,

a)

b)

Figura 3.3.3. Dimension multifractal D frente al fondo de niveles de gris normalizado iy de SAR imagen; a)
un vértice; b) células de conveccion ¢) una mancha de petréleo d) una estela de petrél eo.
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En la figura 3.3.3 se obsarvan una serie de gemplos de caracterizacion multifractal de diversas
imégenes SAR que reflgian procesos digtintos en la superficie del mar, en este caso en nivel de gris NDG
mencionado en e apartado 3.5.3 se corresponde con la rugosidad local @ pequefia escala) de la
superficie del mar. Para poder comparar los resultados de la estructura topol égica de lasimagenes, se han
usado niveles de gris normalizados NDG= iy en cadaimagen seguin € fondo o promedio de laimagen sin
tener en cuenta las edtructuras vishbles, se comparan a la izquierda de las imagenes las respectivas
caracterizaciones multifractales N(NDG) de &) un vértice; b) células de conveccidn ¢) una mancha de
petroleo d) una estela de petréleo.

Figura 3.3.4. Células de conveccién (izquierda) y las ondas gravitatorias atmosféricas (derecha) detectadas en imagenes
de SAR; a lado los resultados de analisis multifractal: linea en negro — ondas atmosféricas, linea en rojo — células de
conveccion.

La digtribucion tipica de un proceso natural en € océano, que esté sometido a una difuson
horizonta turbuenta K(x,y) tiene forma parabdlica.

Sin embargo, las manchas o derrames de crudo en la superficie dd mar, debido a que la propia
estructura geométrica inicid de derrame es Euclidea (linea asociada a una estela 0 mancha puntud)
producen una modificacion de la dimenson fracta para vaores de NDG bgjos, que caracterizan la
extenson del crudo sobre & mar.

El andiss multifracta también puede servir como una nueva herramienta de andisis topol dgico (til
para procesos comple os donde intervienen mltiples escdas, la turbulencia esta presente muchas veces en
los fendmenos ambientadles y asi hemos aplicado € méodo multifractd de andiss a la superficie dd mar
(Grau et d., 2002). En € caso del estudio de la radiacion electromagneética dd SAR, que nosindicala
rugosidad a pequeia escaa de la superficie de mar hemos visto que una descripcion multifracta de
diferentes fendmenos oceanogréficos, incluyendo la deteccion de derrames de petrdleo, permite
discriminar los diversos casos Gade y Redondo (1999), Gade'y Alper (1999), Platonov et dl., (2001). En
lafigura 3.3.4 se observa claramente la diferencia entre la distribucion de la dimension fractd para digtintos
grados de rugosidad (NDG) entre dos fendmenos tales como células de conveccion (izquierda) v € reflgo
de ondas gravitatorias atmosféricas sobre la superfice del mar (derecha). Los resultados de andisis
multifractd: linea en negro — ondas atmosféricas, linea en rojo — cdulas de conveccion. El mismo tipo de
diferencias se puede usar para dstinguir entre las trazas debidas a aceites 0 derrames antropogénicos de
contaminantes y trazas superficiales asociados d plancton, a dgas 0 ala biologia marina segiin seve en la
figura 3.3.3. En estos casos una difrencia clara se debe a tiempo de residencia de una traza en un ambiente
dindmico turbulento, tal como @ que existe en la superficie dd mar, caracterizado por una difusividad
K(x,y) que también depende de lazonay de otros factores como viento, olesje, corrientes, etc.
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