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Capitulo 7:
OPTIMIZA CION GLOBAL APROVECHANDO

LA ESTRUCTURA DEL PROI%LEMA (D:
PROGRAMACION GEOMETRICA

En este capitulo presentaremos un método de optimizacion que aprovecha la estructura particular del
problema de optimizacién que aparece al formular el problema de generacién de envolventes a partir del
nuevo algoritmo basado en optimizacion y en la ventana deslizante. Recordemos cual es la formulacién
de dicho problema de optimizacién para cada una de las variables de estado del sistema en un
determinado instante de tiempo & = # en funcién del valor de los estados en el instante de tiempo
discreto k£ = n-L donde L es la longitud de la ventana temporal, nos conduce a una problema de

optimizacién cuya funcién objetivo es:
L L-1
f(A,B,x _ })=A"x_, +A" Bu _;+-+Bu,_, 1

es una funcidén no lineal de varias variables en concreto de: A, B y x,;. La no linealidad aparece debido
a que la variable A esta elevada a potencias, y debido a los productos entre la variables A y X, v las
variables A y B. Observando la estructura de dicha funcién objetivo se observa que es un polinomio en ¢l
que intervienen las variables A, B y x,;, multiplicadas entre si y a la vez elevadas a potencias. Dicho
polinomio estd formado por 1a suma de monomios de las mismas variables A, B y x,1. Como veremos a
continuacién un problema de optimizacién que retine estas caracterfsticas recibe el nombre de problema
de optimizacién geométrico. Este tipo de problema de optimizacién aparece muy a menudo en
problemas de ingenieria y ha sido estudiado por muchos investigadores, disponiéndose actualmente de
multitud de bibliografia sobre como resolverlo. Para el caso de que los coeficientes de los monomios sean
todos ellos positivos existen una transformacion logaritmica del problema, de forma que el problema
" transformado es convexo y por lo tanto tiene una tnica solucién, por lo tanto global. Cuando los
coeficientes pueden tomar valores positivos y negativos entonces se deben de aplicar algunas las técnicas
de optimizacién global, que aprovechando la estructura particular del problema, consigan determinar el

optimo giobal.

7.1 Programacion Geométrica

En este apartado consideraremos problemas del tipo:

minimizar fx)
sufeto a gi(x)=I para i=I1,...m (7.2)
x>0

donde cada una de las funciones £y g; es un posinomial de x€ Ey; y donde las variables x se suponen que
toman valores estrictamente positivos por la propia naturaieza del problema. Un posinomial ¢s una
funcién compuesta de términos del tipo

nooap.
T, =0 Hx; ™ (7.3)
=l

donde 0tx>0, y donde los exponentes agj, j=1,...,n, son nimeros racionales que pueden ser de cualquier
signo. En particular, para x > 0, tenemos que T} > ¢ también. Por lo tanto, las funciones objetivo y

restriccion se pueden escribir, respectivamente, COmMo:
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f(x)= ZTk (7.4)
kel,

)y g (x)= ZTk parai=1,...,m 1.5

kel, ke T,

donde 1a coleccién de conjuntos indice Jy, JJ,...,J, sor mituamente disjuntos, y donde

Joulu I ={12,.. .M} 7.6)

representa un (otal de M términos, cada uno de ellos del tipo T, =, [1x jkj . Los problemas
=
geométricos (GP) de cste tipo son problemas de programacidn posinomial. Cuando los coeficientes Ol

pueden ser negativos, entonces 1as funciones f(x) y gi{x) se denominan signomiales, y el problema GP s¢
conoce como problema de programacidn signomial. Bn cualquier caso, el problema se denomina

problema de programacion geoméirica.

Los problemas de programacién gecméirica aparecen frecuentemente en aplicaciones de ingenieria
donde Ias variables de decision x son variables de disefio que precisan tomar sélo valores positivos para
gue tengan sentido, y donde las funciones objetivo y restriccion modelan relaciones fisicas
fundamentales que por naturaleza son del tipe posinomial, o bien, se pueden transformar en dicho tipo
de funciones. Existe una transformacion que simplifica considerablemente este tipo de problema,
convirtiéndolo en un sistema de ecuaciones lineales, o bien, en un problema con restricciones, Esta-

transformacion consta de dos pasos.

La programacién geométrica es hoy en dia un tema clésico de cualquier libro de programacién no lincal.
Un buen ¢jemplo es el capitulo que le dedica Bazaraa [Bazaraa9%3] em su libro “Nonlinear
Programming”. Existe una excelente revisién del tema de programacién geométrica, sus métodos y
aplicaciones realizada por Ecker [Ecker80].

7.2 Programacién Posinomial

Tal como hemos visto en el apartado anterior un posinomio ¢s una funcién g de un vector de variables

x e R™ de Ia forma

N
g(x)=Xu,(x) .7
=1
con
ui(x)zcixf“x;”-uxz‘“ i=12,---,N (7.8)

donde los exponentes a; son nimeros reales arbitrarios y 1os coeficientes ¢; son positivos.

Un problema de programacion posinomial es un problema de optimizacién que obedece a la siguiente
forma
(P) min gy (x)
st g . (x)<lpara k=12,---,p (19
x>0
donde cada g(x) parak=0,1,2,...,p es un posinomio.
A continuacién presentamos un ¢jemplo de un problema de este tipo propuesto por Duffin, Peterson y

Zener [Duffin67]. Este ejemplo ilustra tanto la notacidn utilizada para describir un problema de
optimizacion de este tipo como el papel que juega la desigualdad de la media aritmética/geométrica en el
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desarrollo de la teoria de la programacidn geométrica. Asi mismo, utilizaremos este ejemplo para
motivar un problema d¢ optimizacion relacionado con el problema de minimizacién (P), al que

denominaremos problema dual.
¢ Ejemplo de problema de programacién posinomial

Supongamos que s¢ desea construir un recipiente que permite transportar 400 m® de liquido en diversos
viajes. Las caras laterales y el fondo deben realizare de un material del que se dispone de una superficie
méxima de 4 m?, mientras que las caras frontal y trasera de deben realizar de un material cuyo valor es

de 20 d6lares por m”.
El problema consiste en determinar el minimo coste en doélares que representa transportar los 400 m’ de

liquido utilizando el recipiente anterior y que cada viaje representa un coste de 10 centavos.

Si utilizamos las variables x), X, y x3 para representar la longitud, anchura y altura de la caja, entonces
el coste total en délares vendra dado por

g, (x)= 40x1_1x;1x;1 +40%,X 4

donde el primer término representa el coste del transporte mientras que ¢l segundo #€rmino representa el
coste del material necesario para construir 1as caras frontal y trasera. Puesto que el 4rea total de Ias caras
y fondo no puede ser mayor de 4 m” (disponibilidad del material), entonces al problema de optimizacion

se le debe afiadir ia siguiente restriccién

2% Xy +xyX, £4
Ilegdndose al siguiente problema de programacion posinomial:

. -1_-2_-1
min g_(x) =40x, "x, x; +40x,x,
st g (R)=73X X3 +5X%, 1

X >0paraj=123

Este efemplo posee cuatro términos posinomiales v, (x) parai=1,2,3.4. Es convenienie particionar estos
indices en bloques de indices consecutives de forma que se puedan identificar los indices asociados con
la funcién objetivo g.(x) v los indices asociados con cada funcion restriccién gu(x). En general,
estableceremos que {k]. al gue denominaremos blogue k, represente los indices asociados con el
posinomio g,{x), En nuestro ejemplo

(01={12} y (=034}

Una matriz importante asociado con cada problema de programacién posinomial (P) es la matriz
exponente A. En general, A es n X m, donde n es el mimero de términos posinomiales u;(x) y m ¢s cl
nimero de variables x;. La i-ésima fila de A contiene los exponentes del i-ésimo término posinomial. En

nuestro ejemplo dicha matriz vale:

[—1 -1 —1]
0 1 1]
A-| |
|10 1
l1 1 o

1
En general, los términos posinomiales w(x) no serdn funciones convexas. Por ejemplo, u(x) = x? no es
convexa sobre el dominio x>0, Como ya sabemos, cuando se minimiza una funcién no convexa, aparcce
el problema de los minimos iocales. Sin embargo, este problema no aparecerd para problemas de
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programacion posinomial (P}, puesto que todo dptimo local serd también un Optimo global, La razon de
esta importante propiedad es que cualquier problema de programacion posinomial (P) es equivalente a
un probiema convexo (donde se minimiza una funcidn convexa en un dominio conrvexo). Esta
equivalencia se establece mediante el siguiente cambio de variable:

X =¢ ) paraj=12,---,m (7.10)

El problema de programacidén posinomial (P} es equivalente, por lo tanto, at siguiente problema convexo
min ZcieAiZ
ie[0]
(7.12)

s.t. EcieA‘Z <1 parak=12,...,p
ie[k]

donde A, es la i-ésima fila de la matriz de exponentes A y ¢; es el coeficiente positivo asociado con el i-
ésimo término posinomial. Se puede comprobar ficilmente que ¢™” define una funcién convexa de Z,
De donde de deduce que IogEc]-eAiz define también una funcién convexa. Por lo tanto, la forma
logaritmica del problema anterior es también un problema convexo.

El hecho de que un problema de programacion posinomial sea equivalente a un problema convexo
conlleva varias consecuencias importantes. La mads importante es que la teorfa general de programacion
convexa s¢ puede aplicar al caso posinomial (en su forma equivalente logaritmica) y ¢l problema dual
(que veremos a continuacion) se puede deducir a través de dicha teoria general. Otra consecuencia
importante de dicha equivalencia es que los métodos computacionales basados en los posinomios
condensados (que analizaremos a continuacién) se puede estudiar en el contexto de la linealizacién de

funciones convexas.

Otra formulacién equivalente del problema de programacién posinomial (P) se puede obtener aplicando
el siguiente cambio de variable sobre ¢l problema convexo equivalente

t=Az (713
llegandose al siguiente problema de optimizacion

. 1,
min el
iel0]

s.t. ):cif:ti <1 parak=12,...,p (7.14)
ie[k)
t=Az
Las restricciones lineales de dicho problema simplemente requieren que el vector t se encuentre en el
espacio de columnas de A. Ademds, debe observarse que las funciones implicadas son completamente
separables. La teoria generalizada de programacion geométrica es una teoria para estudiar una gran
clase de problemas separables, siendo ¢l problema equivalente que acabamos de determinar un ejemplo,

« El papel de la desigualdad entre las medias aritmética-geométrica

Duffin, Peterson y Zener [Duffin67] utilizan una generalizacién de la desigualdad existente entre las
medias aritmética y geométrica para obtener las cotas inferiores del minimo del problema de
programacién posinomial (P). Esta desigualdad generalizada establece gue si U y 8 son vectores en RY

con U>0 y 820, entonces
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N
donde A= 23, .

i=1
En particular, para cualquier k, si consideramos los i€rminos posinomiales u;(x) para i€ [k], de forma
que g, (x)= Zui (x), entonces Ia desigualdad generalizada anterior se transforma para este caso en

ielk]
)3 ui(x)]Lk > I1 (—w}&};“ (7.16)

ielkl ekl B

i

donde A, = X8, . Esta desigualdad es valida para k = 0,1,...,p donde p es el mimero de restricciones del
[k]
problema de programacién posinomial (P).

Para k = 0, supongamos que escogemos & para ie [0], de forma que A, = X3 =1. Entonces, la
ie[0]
desigualdad anterior se traduce para este caso en

8i
g (xy= II [%] (1.17)

ie{0] .

Si x es factible para el problema de programacién posinomial (P}, entonces debe satisfacer cada una de
las restricciones g, (x)<1 para k = 1,2,..,p, de forma que para cada una de ellas la desigualdad

generalizada se transforma en

B
u. (x
lagk(x)}Lk I (_léi(_)-J ?Lt“ parak=12,---.p (7.18)

e[k} i

Multiplicando la desigualdad obtenida para k=0 por las p desigualdades anteriores se obtiene

5
n | 1. ( X) P
g, (=24 H?L?;k (7.19)
=1l B, k=1
donde n es el nimero total de (érminos posinomiales del problema de programacion posinomial (P). En
el ejemplo, que hemos presentado al principio de este apartado, 1a parte derecha de la desigualdad que
acabamos de obtener se fransforma en

1 -1 1P B & B
40x11x21x31 : 40x,x, ? %x1x3 ? %xlx2 4(5.+8 )53+54
5, 5, 3, 3, P

Obsérvese que en la expresion anterior la suma de exponentes de la variables x; es simplemente el
producto escalar de la columna j-ésima de la matriz exponente A con el vector 8. Por lo tanto, dicha
expresi6n se puede hacer independiente de x simplemente cscogiendo 8 de forma que A'S = 0.

Por lo tanto, finalmente s¢ obtiene 1a siguiente desigualdad:

i=1 i

B
n C, P
g, (02 H[B—'] ki_ll?k}[{“ (7.20)

suponiendo que x es factible para el problema de programacion posinomial (P) y que:
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820

X8 =1 (7.21)
1[0}

A's=0

- Bsta desigualdad es una herramienta muy util para resolver ¢l problema de programacién posinomial
(P). Para cualquier & que satisfaga las condiciones anteriores, la desigualdad que acabamos de encontrar
nes proporciona una cota inferior del minimo del problema de programacién posinomial (P). Por Io
tanto, dado un vector x factible para el problema (P), se puede enconirar un vector § que satisfaga las
condiciones enunciadas de forma que se cumpla la desiguaidad para g.(x}, entonces se puede afirmar
que x es el valor dptimo del problema (P). Asi mismo, Ia desigualdad que acabamos de determinar para
2,(%) es una picza clave en la motivacidén de 1a dualidad del problema de programacién posinomial.

+ FEl dual de un problema de pregramacion posinomial

En el punto anterior, se ha utifizado la relacién de desigualdad existente entre las medias aritmética y
geométrica, para determinar la mayor de las cotas inferiores del minimo del problema de programacion
posinomial (P). Es natural, que a la vista de la desigualdad sobre g.(x) a la que se ha llegado, se
considere el siguiente problema de optimizacidn, al que dencminaremos problema de programacion

posinomial dual ()

5
(D) max v(5)=lﬂl[c—iJ IEIX];“
k=1

i=1| &,
st X8 =1
s (7.22)
ATs=0
320

donde la matriz de exponenics A y ¢l vector de coeficientes ¢ se definen de la misma forma que el
problema primal (P).

La funcién objetive dual v es continua sobre toda la regién de factibilidad, aungue, no es diferenciable
en puntos de dicha regién donde alguna de las componentes de 8 sean igual a cero. A pesar de la no
diferenciabilidad de la funcién objetivo dual v, el problema dual (D) posee caracteristicas interesantes
desde el punto de vista computacional.

Asi, por ¢jemplo, las restricciones son lineales y V(8)=log v(8) es una funcidn cdéncava. Estas

propiedades serdn aprovechadas por los métodos computacionales que presentaremos en el préximo
apartado para resolver el problema de programacién posinomial a partir de su formulacién dual.

Dado un problema de programacién posinomial en forma primal (P) con una regidn de factibilidad no
vacia, en el proceso de solucién, algunos términos u(x) se pueden acercar a cero. Cuando ocurre esto, el
programa primal (P) se denomina degenerado. Si esto mismo le sucede a cada uno de los términos de la
fimcidén objetivo g,(x), entonces el programa primal (P) se denomina totalmente degenerado. Cuando un
programa primal (P) no es degenerado se denomina candnico,

Exis(e una importante relacién entre los programas primal y dual que permite clasificar los programas
primales como candnicos o degenerados a partir de la matriz de exponentes A y de las variables duales
3. Dicha relacién establece que, el programa primal (P) es candnico si y sélo si existe un valor de § tal
que AT =0 v 8" >0. Obsérvese que si (P) es candnica, entonces su dual (D) es factible. Mientras que
$1 un programa primal (P) no es canénico ni totalmente degenerado, entonces eliminando los (érminos
u(x) para los cuales §; = 0 para todo 8 que satisfaga A"8=0y 820, se obtiene un programa reducido
que es candnico. Dicho programa reducido es equivalente al programa original (P) en el sentido de que
six es el optimo del programa reducido lo es también del programa original,
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En nuesiro caso, nos limitaremos a estudiar problemas de programacion posinomial canénicos.

* Relaciones duales

A continuacion, vamos a resumir los aspectos mas importantes de 1a teorfa de Ia dualidad aplicada a
problemas de programacion posinomial candnicos.

Teorema 1

Si el programa primal (P) es candnico y su region de factibilidad no estd vacia, entonces existe un
punto x_ donde se alcanza el minimo global del problema (P).

Teorema 2

Si el programa primal (P) es candnico y existe un punto X para el cual g, (X) <1parak=12,..p
entonces:

(i) el programa dual (D) tiene un punto solucién &' donde se alcanza el mdximo absoluto.

(ii) el valor del mdximo v(8') de (D) es igual al valor del minimo del programa primal (P)

{iii) todo punto x gue minimiza el programa primal (P) cumple gue:

(BTV(S*) paraie [0]
u{x)=1 & (7.23)

— ara todo i e [k] con A (8*)>0-
A () P k

La parte (iii) del Teorema 2 proporciona un método de obtener el punto donde se alcanza el minimo del
problema primal (P} suponiendo que el vector dual 6ptimo tiene ei ndmero suficiente de componentes
positivos. Para un valor de 8 dado, el sistema de ecuaciones no lineal anterior es equivalente a un
sistema de ecuaciones lineal cuyas variables son log x;. Dicho sistema lineal determina un punto donde
se alcanza el minimo del problema primal (P) suponiendo que se dispone de suficientes de variables
duales positivas de forma que el rango del sistema sea igual al de la matriz de exponentes A.

Una restriccion primal gi(x) < 1 se denomina inactiva si su eliminacién 1o permite obtener un valor del
minimo inferior. Se puede afirmar que i g (x)<lenel punto donde se alcanza el minimo X, entonces
dicha restriccidn es inactiva. Existe una importante relacion entre las restricciones inactivas primales y
el valor de las variables duales Gptimas; una restriccién primal go(x) < 1 es inactiva si y sdlo si A; (8) =0
para cada vector 6ptimo dual 8. Por lo tanto, si existe un nimero suficiente de restricciones primales
inactivas, las ecuaciones duales del punto (iii) dei Teorema 2 no determinan de forma inica el punto
donde se alcanza el minimo del problema primal (P). Elio conlleva, que deben resolverse uno o mads
problemas adicionales para determinar ¢l punto donde se alcanza diche minimo.

Para ilustrar la otilizacién del problema dual (D) en la solucién del problema primal vamos a continuar
el ejemplo utilizado a 1o largo de este apartado. El problema dual (ID) del problema primal presentado en

dicho ejemplo es el siguiente;

5 5, 55 54
(0T (P
min (83+84)

8, ) 18, ) 128, ) 48,

st. AT8=0
8 +0, =1
520
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donde A es la matriz de exponentes del probiema primal. Este problema posee un tnico vector dual
factible: 3 =(%,3,3.3 . Entonces, & es el punto donde se alcanza el Gptimo siendo su valor

v(8)=60.

En general, si A es de rango completo y hay n variables duales §; y m variables primales x;, entonces

d =n-m-1 es la dimension del conjunte de todas las soluciones a AT8=0 y 28, =1. Por lo tanto, el
i€[0]

problema dual podria ser reformulado de forma que solo tuviera d variables. En la literatura, d se conoce
como grade de dificultad del problema. La experiencia computacional ha demostrado, sin embargo, que
algunos problemas con un gran grado de dificultad d pueden ser mds faciles de resolver que aquéllos que

poseen un d menor.

Continvando con ¢l ejemplo, a partir del punto (iii) del Teorema 2, todo punto x solucién del problema
primal del ejemplo debe satisfacer el signiente sistema de ecnaciones:

40x,x; =560
| %
PRSLS =;7

3
| A
FRIRS =;/'

3

Gste sistema es equivalente a un sistema lineal con 4 ecuaciones con 3 incégnitas log x; con j=1,2,3 que

* 1
posee una tnica solucion x =(2,1, E)T que constituye el punto donde el problema primal (P) alcanza su-
minimo.

En general, cuando el grado de dificultad d > 0, se requiete de la utitizacién de un método iterativo para
obtener un punto dual 6ptimo. Las ecuaciones duales pueden conducir a wn conjunto de ecuaciones
inconsistente, debido a que el vector 8 estd muy cerca pero no es exactamente igual al verdadero punto
optimo. Asi, por ejemplo, se puede realizar una estimacién lineal cuadrética del punto x”.

Las ecuaciones duales proporcionan la siguiente interpretacion sobre las variables duales §; para i [0]
asociados con los términos de la funcidn objetivo primal: si 8" es el éptimo del problema dual, entonces
8", para ie [0] nos proporciona la fraccion del valor del minimo debido al i-ésimo término de la funcitn

objetivo primal g,(x).

7.3 Programacion Signomial

Hasta ahora hemos considerade el caso para el cual cada uno de los términcs posinomiales
u;(x) =c;x; x5 .- x"™ tenfa un coeficiente ¢ positivo, En este apartado, vamos a relajar esta
condicion y a considerar alguna de las consecuencias que supone dicha relajacién. Muchos programas
que aparecen de aplicaciones pricticas importantes dejan de ser programas posinomiales debido a que
algunos coeficientes ¢; son negativos. Tales programas se denominan programas signomiales y fueron
estudiados en primer lugar por Passy y Wilde [Passy67] y Blau y Wilde [Blau69].

Duffin y Peterson [Duffin73] demostraron que cualquicr programa signomial se puede transformar en un
programa equivalente de la forma

min g_(x)
st g, (x)<1 parak=12,...,p (7.24)
g, {x)=21 parak=p+1,--,q
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donde gg(x) es un posinomio para k =1.2,...q. Dicho programa equivalente s¢ denomina programa
posinomial inverso. Para ver como se puede llegar a dicha reformulacién, consideremos una restriccién

de la forma
h (x}~-h,(x)<1 (7.25)

donde cada hy(x) es un posinomio. Debe observarse que x satisface dicha restriccion si y sdlo si existe
una variable simple s tal que (x,8) satisfacen

h (x)<s<h,(x)+1 (7.26)
desigualdad que equivale a las dos restricciones siguientes

sTh, (0 <1
| , (7.27)
s hy(x)+s =1

que son consistentes que Ia formulacién dada para el programa posinomial inverso.

Mientras que los programas posinomiales admiten una reformulacién equivalente como programas
convexos, examinando la formulacién de los programas signomiales como posinomiales inversos se
llega a la conclusion que dicha reformulacién no es posible. Las restricciones inversas gy(x)>1 definen
una regioén factible no convexa. En general, por lo tanto, los minimo locales para los problemas

signomiales no son minimos globales.

7.4 Métodos Computacionales para la Programacion Signomial
Un problema de programacién signomial se puede expresar como:
min o (x) =g, (x)—h (x)

stf, (x)=g, (0~h (x)<b, (k=1,--,q) [ Poblema P (7.28)

x>0
donde cada funcién g,(x) y he(x) son posinomios que se puede escribir como:

g, (x)= 2 cin?“ (7.29)

ielG(k) =1
ul s
EEDY cinj” k=0L--,q) (7.30)
ielH(k) j=1

siendo los exponentes oy nimeres reales arbitrarios y todos los coeficientes ¢; positivos. Los ndmeros
reales by (k=1,..., q) puede ser positivos o negativos. Los conjuntos indice IG(k) y IH(k) (k=0,1,...,q) son
subconjuntos mituamente excluyentes de valores enteros consecutivos:

{1,2,---,n} = fJ[IG(k)ufH(k)] (7.31)

k=0
y estan ordenados de que forma que:

io<i'0<i1<i; <---<iq<i; (7.32)
siempre cumpliéndose que:
i, € IG(k)
. (7.33)
i, e IH(k)

Alguno de los conjuntos IG(k) o IH(k) pueden estar vacios, aunque los conjunios:
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IGkyo{k) .3

no deben ser vacios para cualquier k=01, .., q.

A continuacioén definiremos los conjuntos IG y IH de 1a siguientb manera;

q

IG = UIG(h)

k=0

. (7.35)
IH = UIH(k)

k=0

s Aplicacion sobre un ejemplo
Consideremos el siguiente problema de programacion signomial;
. 2 2
min £, (x) =x] +2x; — X;X,
st £ (x)=xx, <1

£,(x)=9x;' —4x]'x, €2 [ Poblema P

01<x, <10
0lsx, <10 ;
Los posinomios contenidos en este problema son los siguientes: ;
Posinomio Conjunto Indice Coeficientes Exponentes .
2
o 2 2 [1GO0) = {1,2} a=1 =2 op=0
8 () islg((])c'j{llx" 1T =2 Oz =0 oOgp=2
g (x)= X C-lz.[x%zxx IG(H) = {4 ca=1 Oa=1 0p=1
! ©IGQ) L 2
2 . = - = - fuusd
g,(0= % ¢ llx; =9x] 163)=06) ¢s=9 Os1=-1 05 =0
i€1G(2) =1
h (X)= E C.ﬁx(ﬁj:xx IH(0)={3} C3=1 0631=1 {13221
0 €Oy j=l 1
2 .. _
b= T ¢Ix;"=0 W =9
elH() =1
IH(2)= {6} C5=4 (1512—1 Olgy = 1

2 -
h,(x)= X CinT“ =4x]'x,
i€l(2) | j=l

Para cada posinomio se ha identificado su conjunto indice, sus coeficientes y sus exponentes.

s Algoritmo de Falk {Falk73]

El algoritmo de Falk permite obtener la solucién global de un problema signomial, El algoritmo
funciona siempre que se cumplan las siguiéntes suposiciones:

1* Suposicién:
“El Problema P tiene al menos una solucidn global finita x™

Sea
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v = go(x*)—h0 (x*) (7.36)
Usando la transformacion:

z
X, =¢ (1.37)

el problema P se transforma en:

minF, (z)=G_(z)-H_ (z)
Poblema @ (7.38)
st.F (2)=G, (2)-H, (2)<b, (k=1,-.q)
donde: .
G, ()= Tee® P (139
i IG (k)
Hk (Z} = Ecie(al,Z} (k = 0’1’ e, q) 1.40)
e (k)

donde (o!,z) enlas expresiones de Gi(z) y Hi(z) representa el producto escalar de los vectores:

- T
a‘z(ail,---,aim) YZ:(Zl"“»Zm) (7.41)

Debe observarse que las funciones Gy(z) y H(z) son funciones convexas puesto que se trata de sumas de
fimciones convexas. Si todas las funciones Hy(z) (k=0,1, ..., 1) fueran cero, el Problema Q seria un
programa convexo (este caso particular se denomina programacion posinomial su resolucion ya se ha
tratado en el apartado anterior),

El problema Q se podria continuar transformando hasta conseguir un problema separable definiendo Ias
variables t = (z, o) y afiadiendo estas nuevas definiciones de variables como restricciones del problema
Q. El problema resultante alcanzarfa una forma muy similar al requerido por el algoritmo de Falk-
Soland, faltando sélo determinar las cotas inferiores y superiores de dichas variables. En la variante del
algoritmo de Falk-Soland que se presenta, no se utiliza esta dltima transformacién, manipulando de
forma implicita estas nuevas variables sin introducirlas de forma explicia.

2° Suposicidn:
“LOS VECIOTES Zumar ¥ Zmin S€ prieden determinar de forma que el conjunto:

Rz{z:z ' stzmax} (7.42)

miit

contenga al menos una solucion global 7' del problema Q.”

Normalmente estas cotas se pueden determinar a partir de las caracterfsticas del problema, o se pueden
fijar artificialmente a valores razonables que definan un conjunto R que contenga todos los posibles
puntos de interés. La eficiencia del algoritmo aumenta de forma considerable cuanto m4s estrechas sean

dichas cotas.

Dado el conjunto R, definimos ¢l conjunto relacionado St

Slz{z:mis(ai,z)SM:;ie ]H} (7.43)
donde:
I iy,
m; = mzm{(a ,z) 1ZE R} (7.44)
M; =m§x{(ai,z) rZE R} (7.45)
para ie IH.
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Estas cotas son ficilmente calculables si tenemos en cuenta que:

para iclH.

El conjunto S' contiene al conjunto R y por Io tanto contiene una solucién global de Q. En general,
trataremos con conjuntos del tipo:
St:{z:mzs(ai,z)sM;;ie ]H} (1.48)

donde S* gSi.

El algoritmo generard una secuencia de problemas Q', cada uno de los cuales estd asociado con un nodo
en un drbol de “branch and bound”. Los nuevos problemas se crean seleccionando un nodo ya existente
Q' y construyendo nuevos problemas que aproximen mejor el problema Q que Q'. A cada paso sélo se
construyen dos problemas. En el paso 1, s6lo tenemos el problema Q', en el paso 2 tenemos los
problemas QL ¢* y Q° y en general en paso n tenemos los problemas Q' ..., Q"

La forma general del problema Q' es

min F' (2) =G, (z)— L, (2) 1

s.t.F(2)=G,(z)-L,(2)<b, (k=1--,q) Poblema Q' (7.49)
ze R
donde
Ltk (z)= thi(z) (71.50)
ie TH(k)
t € t m: h M} m i
’Zi(z):“h“d“?““t' Me™" -me ")+ —e )0 ,2) (7.51)

Debe observarse que fti (z) sobrestima el valor de cie(“ “ cuando mf < (t}ti ,Z) & Mit, por Io tanto Fﬁ (z)
subestima F, (z) para ze$', tal como se muestra en la Fig. 7.1. Y que ademss el problema Q' es

convexo.

» (o', 2)
mf Mf
. A . (0Li JZ)
Fig. 7.1 Sobrestimacion de c,e
Sea 7' Ia solucién al problema Q' si existe, entonces:
; F: (zi) siz' existe
v = ) (7.52)
+oo $i z noexiste
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(1.53)

t .t .
¢ F(z') siz existe
V o= .
o0 siz noexiste

Un nodo (problema) Q' se denomina intermedio en el paso n-ésimo si no genera ningdn subproblema a
partir de él.

» Etapas del Algoritmo de Falk-Soland

Paso 1. Resolucién del problema Q' a partir del cual se determinard; zh v Vv v Vy(1). Pasamos
alpaso2Zconn=1.

Paso 2, Comprobacién de 1a solucién obtenida:
e siv, (n)=YV,(n), una solucién global del problema (Q es 2" =z"donde V' = Vv, (n}.

¢ siv, {n)< v, (n) pasamos al paso 3.

Paso 3. Eleccién un problema Q' a partir del cual se generarén subproblemas:
se escogerd ¢l subproblema t € I(n) que cumpla v = v, (n}. Pasamos al paso 4.
Paso 4. Eleccién de un término de ramificacién (o, z) :
(a) Eleccion de un K € {0,1,2,....q} que cumpla que: Ltk (zt) -H, (zt) se¢a maximo.

il
(b} Eleccién de un { e TH(k) tal que: EE (zt)—cie(“ ) sea mAximo. Pasamos al paso 5.

Paso 5. Creacion del paso n+1 (ver Fig. 7.2)
(a) Creacién del problema Q*": se escoge MI2 ! = (OLI ,z') conel escogido en el paso 4. El

resto de valores m?n v M?n toman el valor correspondienic a mit y Mit. Se actualiza Ff “(n) a partir de:

L ()= Z£'(2)
ie IH (k)

(z) = %[(Mfem*l ~mle™ )M - e, z)]

i i

(b) Creaci6n del problema Q*™*: de la misma forma que el problema Q™ pero cambiando s6lo

¢l término mI211+1 =@, z").

(c) Resolucién de los problemas Q™ y Q*™*'. Actualizacién de los valores de vo(n) y Vy(m).
Retornoal paso2 conn=n+1.

I
» (o ,2)

2n _ _t 2n 2n+l Zn+l t
m; =y MI oy MI =M;

@2

Fig. 7.2 Actualizacion de la estimacion de¢.e
en el paso 5 del aigoritmo de Falk
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¢ Aplicacién del algoritmo de Falk sobre un ¢jemplo

A continuacién aplicarcmos ¢l algoritmo que acabamos de describir sobre el ejemplo que habiamos

empezado a estudiar anteriormente:
min f; (x) = xl2 +2x§ — XX,

st f(x)=x;%,=1
fz(x)zﬁ‘x}_lfﬁlxﬁx2 <2

0.1<x, €10
0.1sx, <10 |

Poblema P

fiste problema tiene dos soluciones locales en (1/2, 2) y (4,1/4), con valores de 1a funcidn objetivo
asociados de 7.25 y- 15.0125 respectivamente, El dptimo global corresponde a Ia primera de las
soluciones, La forma de 1a funcidn objetivo dentro de la regién factible se puede observar en la Fig. 7.3,
mientras Ia regién factible con las soluciones locales identificadas se muestran en la Fig. 7.4

10

0
9
200+ " £/
00,
XKLL 779
SIS
100 ; {> l";"ll,]” I;:I
7
50 £/
ol
10
0 o
Fig. 7.3 Funcidn objetivo a optimizar
10
ol
B -
74
6t ]
5 -
N Local 1
3 AN Global
2 -
1 /

=]

Fig. 7.4 Region factible y soluciones
del problema P

10
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Utilizando la transformacion: x ; = e el probiema P se traduce en el siguiente problema (Q:

1z 2z, Z) +zg
-

min Fy(z) =¢™" +2¢
st. F(z)= e’ <1
F,(z)=45¢"" —2¢ ™ <1 { Poblema Q
mi.l<z, <Inl10

{ln().ls z, $Inl0

El conjunto S' se obtiene a partir del conjunto R de Ia siguiente manera:

80.01< z, +2, <In100

En la Fig. 7.5 se muestra la regién factible para el problema Q.

Z
r 1
S
L /
Local
¥ R
/
s
P
Global
-

Fig. 7.5 Region factible y soluciones
del problema ()

Obsérvese que existen dos funciones concavas: H (z) =—e1"™2 yH, (z) =-2¢ 2%2,
q 0 ¥y

Utilizando 1a notacién de la secciones anteriores,

IG(0)={1,2} IHO)={3}
IG(0)={1,2} IH(1) = ¢
IG0)={1,2} IH(2)={6}

por lo tanto, TH = {3,6}. Es decir, sélo existirdn dos términos de bifurcacidn:

3
(o,2)=z, +z,
6
(0 .z)=-2 +z,
Z3

Fl primer subproblema Q' se construye por sobrestimacién de la funcion ¢“™2 en el intervalo

fIn 0.01, In100] mediante la funcidn

2% (2) = 10.08563(z, +z,, )+ 50.00500

y de la funcién 2”2 ep el intervalo [In 0.01, In100] mediante la funcién
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E16 (z)=2171233(-z, +z, ) +100.00918
por lo tanto, tendremos que '

min F& (z)=e’™ +2¢™ —1?13 (z)
st F (=" <1
F,(z)=45¢"™ -4, (z)<1 { Poblema Q'

{an.I <z, <1}

In01<z, <Inl0

La solucién z' de este problema de optimizacién convexo se puede calcular con un optimizador clésico
hasado en técnicas de descenso como MATLAB, obteniéndose

2} =(017328,-017328)
v =—4717706

Puesto que z' no es un punto factible del problema original Q, no nos proporciona una cota superior del
optimo de dicho problema . Sin embargo, utilizando z' como semilla y aplicando MATLAB
directamente al problema original ( nos proporciona la solucién factible local (1.38629, -1.38629) y por
lo tanto una cota superior de la funcién objetivo V' = 15.12500. La utilizacién de estd técnica para
obtener cotas superiores suele ser muy uatil, siendo la utilizada en este caso.

Puesto que vi<V! no se cumple la condicién de finalizacién, debiéndose elegir de entre de los
subproblemas de las ramificaciones obtenidas. En este caso como sélo existe un subproblema escogemos
Q'. La seleccién del término de ramificacién comsiste en seleccionar de entre los términos de
ramificacidn (términos 3 6 6), aquel cuya diferencia entre el valor del término aproximado y el término
exacto sea mayor, o sea, para este caso la mayor de las diferencias calculada para z = z* de entre

1,1 1, 1
Ela(zl)_ez +Z3 yflﬁ(zl)—Ze_z +zy

En este caso, la mayor se produce para el t€rmino 6. Por 1o tanto, el problema Q” es idéntico al problema
1,1
Q' excepto que £ se define como una sobrestimacién lineal mds ajustada de la funcion 2e™* ** sobre

¢l intervalo [In0.01, -0.34656] obtenida de acuerdo con Ia férmula

¢ o L Lo
Eti(z):Mt—'—;[(Mfem‘ ~mie™ )+ M -e™ ) ,z)]

Anglogamente el subproblema Q° es idéntico al problema Q' excepto que Ei se¢ define como una

1,1 .
sobrestimacién mas ajustada de la funcién 2¢ = "2 sobre el intervalo [-0.34656, In 100] obtenida
mediante la férmula anterior,

La solucién del problema original Q se llevé a cabo a través de 23 nodos utilizando MATLAB para
resolver cada subproblema y aplicando ¢l algoritmo de branch and bound a mano. La convergencia de
las cotas inferiores a v fue extremadamente lenta, con v,(12)=1.845013. Sin embargo, utilizando
MATLAB para obtener cotas superiores validas intentando resolver ¢l problema () directamente
utitizando como punto semilla cada una de las soluciones de los subproblemas generados, dichas cotas
convergieron a la solucidn global correcta en la tercera iteracién: Vi(3) = 7.25000,
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7.5 Aplicacion de la Programacion Signomial a la Generacién de Envolventes

La aplicacion de la optimizacidn global basada en la formulacién del problema como un problema de
programacion signomial, que se ha presentado en este capitulo, a la resolucién del problema de
optimizacién planteado al utilizar el nuevo algoritmo de generacién de envolventes que se propone en

esta tesis pasa por:

Paso 1, Inicializacion. Determinar 1a expresidon de Ia funcién objetivo a optimizar para cada uno de los
estados del sistema del cual se quicren obtener las envolventes. Esta tarea se puede realizar con
cualquier programa de manipulacién simbdlica como MAPLE.

Paso 2. Formulacién del problema de forma que el optimizador signomial basado en algoritmo de Falk
pucda resolver ¢l problema de optimizacion.

Paso 3. Solucién del problema de optimizacion asociado a cada una de las variables de estado
utilizando el optimizador signomial basado en el algoritmo de Fatk.

Paso 4. Lectura de los resultados de la optimizacidn y generacion de las envolventes en el instante de
tiempo actual,

Paso 5. Generacién de los nuevos problemas de optimizacion global asociados a cada una de las
variables de estado, para obtener el valor de las envolventes en el siguniente instante de tiempo,
actualizando las cotas de Ios estados al inicio de 1a ventana temporal, a partir de los resultados obtenidos
en l1a solucién de los problemas.

Paso 6. Salto al paso 3.

Graficamente, esta secuencia de pasos se puede representar de a siguiente manera:

MODELO
SISTEMA
ALGORITMO
MIENTO L
Tffgﬁgmco {p— GENERACION
ENVOLVENTES

OPTIMIZADOR | g
SIGNOMIAL :

ENVOLVENTES %

MATLAB +
BRANCH &BOUND

GENERACIGN
NUEVO
PROBLEMA

GENERADOR
ENVOLVENTES

Fig. 7.6 Generacion de 1as envolventes utilizando
un optimizador signomial
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En esta tesis se han probado el optimizador signomial basado el algoritmo de Falk. Las caracteristicas
principales del cual se han presentado anteriormente s¢ han presentado anteriormente. El optimizador
signomial se construido utilizando MATLAB con su correspondiente Toolbox de Optimizacion,

* Generacion de Envolventes utilizando el algeritmo de Falk

Para probar 1as técnicas de optimizacién global presentadas en este capitulo para resolver ¢l problema de
optimizacién que aparece al generar Ias envolventes de un sistema utilizando el nuevo algoritmo de
generacion de envolventes presentado en esta tesis utilizaremos un sistema de segundo orden cuyo
modelo en ¢l espacio de estado discreto es el que se presenta a continuacion

x, (k+D] [a, —a,[x,k)] [1]
:L +[ Ju(k)
X k+D] [ 1 0 [x,(k)] [0
con la siguiente incertidumbre asociada a los pardmetros del modelo:

a, € [13938,14338]
a, € [0.5865,0.6265]

Utilizando el algoritmo de generacidn de envolventes presentado en esta tesis, sobre este ¢jemplo con
una vetaba de longitud L = 5, los problema de optimizacion global que deben resolverse son los

siguientes:

Problema 1. “Envolventes para la variable de estado x;”

Funcion Objetivo:
x,, =1 {x X a,,a,)= X a’ —4x a’a, +3x a,as —
e T h AR ey fage-ny A9/ T A e ik-Ly4142 1(k-Lyd12
4 2 2 3 4 2 2
2 +a? +a, +1
a] —2a,a, +a; —a, +a,
Restricciones:

- +
K1) = [X g1y > Xgi-1y ]

Xage-L) =[X;(k—L) ) X;(k—L)}
a; = 11.3938,1.4338]
2, = [0.5865,0,6263].

Problema 2: “Envolventes para la variable de estado x,”

Funcién Objetivo;
X, =1, (x X a,,d,)= X a¥—3x a’a, +x a—
2k =y Wyery » * o1y - 41042 1{k-Ly41 k-1 82 T X k-1)%2

3 2 3 2
a185X501) +2a785%,., 1) 8] —-2a,a4, +a; —a, +a; +1
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Restricciones:

o +
Kigeny = [X g1y Xpieeny ]

- +
Koy =[Xogeory » chka)]
a; = [1.3938,1.4338]
a; = [0.5865,0,6265].

Cada uno de estos dos probiemas de optimizacién global se puede catalogar como un problema de
optimizacidn signomial, puesto que cada una de las dos fimciones objetivo puede descomponerse en la
diferencia de dos funciones que a su vez estdn compuestas por la suma de posinomiales:

Funcién Objetivo Problema asociado a la variable x;:
X =6 (Xl(k—-L) »Xpreary21-2) = 8 (X y» Xak-Lyr 21085 )—h; (X1, K=ty > 31085)
donde:

_ 5 2 2 2. 4 2. .3 2
81 (X1 Kooy » 810220 = Xy +3% 1) 8185 325X, a7 +a; +a, +a] +a) +a; +1

B 2 3 3 2
by Ry Xoeory 31582 )= 25X g g8 +4% 1 _1y878) +85X,,, ) +3a)a, +2a52, +a,

Funcion Objetivo Problema asociado a Ia variable x,:
Kok = 2 (Kyeny - X151 82 ) = 82 (X1 - Xoqi1y 0 21082) ~ By (R ry  Xogieery - 81,85)
donde:

N 4 1 2 3 2
82 (K kory - Kooty - 81082 ) = Xy @y + Xy 8y +28;85X0, 1y +a) +a) +a; +1

5 2 3
by (X Roeeny - 8182) = 3% 878y +878,X,, 1y +2a)a, +a,

Utilizando los siguiente cambios de variable

b = Xye-1)
U = Xa-1)
Ly =a;
t,=a,

ambas funciones objetivo s¢ pueden reescribir como:

Memoria de la Tesis 200




Aportacion a Ta Generacion de Umbrales Adaptativos

Capitulo 7

Funcion Objetivo Problema asociado a la variable x,:
ittty ) = 8, (0 Ly, Lo L) =Dy (1, 10 450 ty)
donde:

gttty U = 0L + 3ttt + 00 15 46 4]+, +1

4 3 3 2
hy(t),0,,t5, 1) =105t +41, 050, +T,0, +3051, +21,C, +1,

Funcién Objetivo Problema asociado a la variable x;:
fz(tlatgst3:t4)zgg(tlatg;E3at4)_h2(t1yt2:t3:[4)
donde:

8, (.t b, b)) = bty 8,80 420, 1,t0 405 +15 +1,+1

By (), by, t,t,) =3t tat, +E,t0t, +205t, +1,

Si a ambos problemas de optimizacion les aplicamos el cambio de variable:
t. =¢

entonces 1os problemas de optimizacién se transformaran en:

Problema de Optimizacion asociado a la variable x;:

min fl(Zl,Zz,Z3,Z4)=g1(21,22,23,24)“111(21,22,23,24)

sujeto a:
z, €[ln Xl_(k—LJ ,In Xl_(k—L) i
z, €[In x;(k_u in x;(k_L)]
Z; € [In{1.3938),In(14338)]
z, € [In(0.5865),1n (0.6265)]
donde:

Zy+52. 2(+2a+27 Za+2z4+22 2z, 4z 3z 2z z
8, (2),2,, 25,2, )= 7 #3277 43T L™ e b7 4™ e

Zy+424+7, Zy+32q+2, zo+32, 2zq+ +
hy(2),7,,25,7, ) =€ 27 375 4 4e® T 4 g BT 3T (0" 4 0"
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Problema de Optimizacidn asociado a la variable x,:

min fz(zl’ZQ?z37z4):gz(zl‘)ZZ'IZ31Z4)—h2(zl?2272‘37z4)

sujeto a:
zyeflnxp, 1y, nx, 4,]
z, €[Iln x;(k_L) .In x;(k_L)]
z, € [In(1.3938),1n (1.4338)]
z, € [In(0.5865),In (0.6265)]
donde:

Zy+4z zy+2z Zy+Zy4+22Z, 3z 2z z
8,(2,,2,,25,2,)= e et T 42T peT T 4T 4ot 41

+1z4+: +324+ +
hy(2,25,25,2,) = 36" g AT 9T o

Centrdndonos en el problema de optimizacién 1, s¢ observa que los posinomios contenidos en este
problema son los siguientes:

4
T 5 2 2.2
g,0= 2 o J16;% =065 +3t,65ts 2360505+ +15 +05 +F +1, +1

i€IG(0) =1
4
ho = 2 o T16" =t,0dt, +40,6e, +6,1) +3t5t, +20,0, +1,
e i=1
Posinomios Conjunto Indice Coeficientes Exponentes
= 1 o = (1,0,5,0)
=3 oy = (1,0,1,2)
4,0 +3 2 23,20 vl | 16O = =3 s = (0,1,2.2)
. s {1,2,3.4,5,6,7,8,9} =1 o = (0,0,0,2)
ty Hi;+t; i+ cs=1 o5 = (0,0,4,0)
=1 0s = (0,0,3,0)
=1 o7 = (0,0,2,0)
cs =1 o = (0,0,1,0)
G = oo = (0,0,0,0)
Eytat, +40,0¢, +L,C0 + TH(0) = co=1 oo = (0,1,4,1)
{10,11,12,13,14,15} [ci1=4 oy = (1,0,3,1)
3t§t4 +2t,t, +t, =1 oz = (0,1,0,3)
ci3=3 o2 = (0,0,2,1)
Ciy=2 oua = (0,0,1,1)
¢s =1 oys = (0,0,0,1)

De donde se observa que la funcién objetivo tiene 6 funciones concavas:
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” Zy+is+dzy
by (z),25,24,2,)=—¢

_ z;+3z4+24
hy,(z;.2,,2,,2,) =—4e

- Zy+3zg
hyy(z,25,24,24)=—¢

_ 2zq+7,
by, (2,,2,,24,2,) =3¢

_ 23+2y4
hs(z,,2,,24,2,) =-2¢

Z
o (2),25,24.24)=—¢€"

El primer subpreblema correspondiente al problema de optimizacidn 1, se construird mediante la
sobrestimacion de las funciones céncavas anteriores sobre el conjunto Sl, utilizando ia férmula;

c, .t .t Co
£ (2) ='I;J—t—1—t[(Mitem‘ ~mie™ )+ M —e ‘)(ai,z)]

donde:
s ={z:m; S(ai,z)SM: tie ]H}
y
mf =mzin{(ai,z):ze R}

Mf =mgx{(ai,z):ze R}

para ie TH. Recordemos que estas cotas son ficilmente calculables si tenemos en cuenta que:

jesl
1 min max
Mi—Zmax{aijzj 07 }
Fl

para i€ IH.

Si tenemos en cuenta que el conjunto R para este caso viene determinado por:

z, €lln x;(k_L) .In xf(k_L) I

zy € Xy ), x5 4]

75 € [In(13938),1n (14338)]
z, € [In(035865),In (0.6265)]

y si tomamos como cotas de los estados del sistema las cotas en el estado k = 3, de forma que con el
estado actual serd k = 8 si la ventana temporal L = 5,

z, € [In(3.7100), In (3.9031)]
z, € [In(2.3938),In{2.4338)]
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i m; M
10 1.6674 1.8632
11 1.7736 1.9751
12 -0.7279 -0.5134
13 0.1305 0.2531
14 -0.2015 -0.1073
15 -0.5336 -(0.4676

Por lo tanto:
i £ (2)

10| 5.8526(z, +74 +4z,)—4.4603
11 26.1105(z, +3z, +z,)—22.7413

12 0.5386(z, +3z,)+0.8750
13 3.6364(2z, +z,)+2.9436
14 1.7145(z; +z,)+1.9805
15 0.6063(z, )+0.9100

De forma que el problema de optimizacién 1 quedard de la siguiente manera;

Problema de Optimizacidén asociado a la variable x;: (Problema Q')

. i 1
min £(z,,7,,2,,2,)=8,(2,,2,.25,2,) D, (2,,2,.2;,2,)

sujeto a:
z, € [In (3.7100),1n (3.9031)]
z, € [In(2.3938),1n(2.4338)]
74 € [In (13938},1n (14338)]
z, € [In(0.5865),In(0.6265)]
donde:

Z+5Z Zy+Za+2Z Za+2Z44+27 2z 4z 3z 2
8.(2).2,,25,2,) =7 2 43T L 3TN 47 1™ e e o™ 41

1 1 1 1
hi(z),2,,25,2,)=810(2,,29,25,2)+£1(2),25.25,2,)+€ ,(2,,2,, 25,2, )+

: 1 1
C13(21,25,25,2,) 48 14(2,25,25,2,) +£5(2),2,,25,24)

Al resolver este problema utilizando 1a toolbox de optimizacién de MATLAB obtenemos:

7' = (1.3306, 0.8895, 0.3320, -0.4676)
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que se trata de una solucién factible. Entonces:

vi=f(z')=4.6749
V' =f,(z') =4.8394
v, (D =v' =4.6749

V,()=V' =48394

Puesto que v, (1) <V, (1) el algoritmo debe continuar. Para ello crearemos dos subproblemas a partir

del término cuya diferencia entre su expresion exacta y aproximada sea mayor:

i Eli(zl)—cje(ui‘zl)
10 0.0271
11 0.1289
12 0.0000
13 0.0067
14 0.0016
15 0.0000

Por lo tanto la mayor diferencia se produce para el términe 11. Este serd pues el término de bifurcacién a

escoger.

En primer lugar crearemos el problema (%, actualizando las cotas mi2 y Ml2 a partir de los valores ml.1 ¥

M} excepto M121 que se fijard a (ocu,zl)=1.8590:

i mi2 Ml2
10 1.6674 1.8632
11 1.7736 1.8590
12 -0.7279 -0.5134
13 0.1305 0.2531
14 -0.2015 -0.1073
15 -0.5336 -0.4676

de forma que Ias aproximaciones de los términos se transformardn a:

i (@)

10 5.8526(z, +z, +4z,)-4.4603
11| 24.6031(z, + 3z, +2,)—20.0680
12 0.5386(z, +3z,)+0.8750

13 3.6364(22, +2,)+2.9436

14 1.7145(z, +z,)+1.9805

15 0.6063(z,)+0.9100
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Problema de Optimizacién asociado a la variable x,: (Problema Q)
. 2 2
min  f7(z,,2,,25,2,) =8,(2,,2,,2;,2,)~h{(2,,2,.24,2,)

sujeto a:
z; & {In(3.7100}, 1In (3.9031)]
z, € [In(2.3938), In (2.4338)]
Z, € [In (1.3938),In (1.4338)]
z, & [In(0.5865), In (0.6265)]
donde:

+5 242427 2,+22,42 2z 4z 3z, 2
8,(2y,2,,24,2,) =T $3e"17IT L 3BT 4 o 5H 46" L™ Lo o™ 41

2 2 2 2
by (z,.2,25,24)=010(21, 25,25, 24 ) +£714(2,,29, 23,240+ 415 (2,25, 23,2, )+

2 2 2
053(21:25,25,2,) v 01402, 25,23, 2)+85(2), 25, 25, 2,)

Si resolvemos este problema Q utitizando la toolbox de optimizacion de MATLAB se obtiene:
" = (1.3110, 0.8895, 0.3320, -0.4676)
que se trata de una solucidn factible. Entonces:

vi =1 (z*)=4.7795
V2 =1 (z%)=4.8309

A comntinuacion crearemos el problema Q°, actualizando las cotas mf v Mf a partir de los valores m].1 v

M;, excepto m;, que se fijarda (o', z" )=1.8590:

i m? M?
10 1.6674 1,8632
11 1.8590 1.9751
12 -0.5130 -0.5134
13 0.1305 0.2531
14 -0.2015 -0.1073
15 -0.5336 -0.4676

de forma que las aproximaciones de los téminos se transformaran a:

i £ (z)
10 5.8526(z, +1, +42,)—4.4603
11 27.2194(z, +37, +7,)—24.9317

12 0.5387(z, +3z,)+0.8751
13 3.6364(2z, +2,)+2.9436
14 1.7145(z, +7,) +1.9805
15 0.6063(z, ) +0.9100
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Problema de Optimizacién asociado a la variable x,: (Problema Q*)

. 3 3
min ) (z,,2,,24,2,)=8,(2,,2,,25.2,)-h1{2,,2,,2;.2,)

sujeto a:
z, € [In(3.7100),In (3.9031)]
Z, € [In(2.3938),1n(2.4338)]
z, € [In(1.3938),In (14338}]
2,4 € [In{0.5865), In (0.6265}]
donde:

zZ +5z zZy+Z4+2Z Zy+2Z4+22 3z, 4z 3z 2z z
2.(2),2,,2,2,) =" 7 #3eT T L30T L™ e e e T+ 41

3 3 3 3
hi(z).25,24,2,)=030(21,25. 24,2, ) +£7,(2),25, 24,2, ) +£7,(2,2,, 25,2, )+

3 3 3
130212525, 2, )+ 014021, 25, 25,2, )+ £ 5(2 . 25,24, 2,)

Si resolvemos este problema Q” utilizando la toolbox de optimizacién de MATLAR se obtiene;

z' = (1.3618, 0.8895, 0.3320, -0.4676)
que se trata de uma solucién factible. Entonces:

v =1 (z%) =4.0567
V2=, (z°)=4.8532
Por lo tanto:

v, (2) = 47795
V, (2) = 48309

Puesto que v,(2) < V(2) el algoritmo deberia continuar,

Para continuar deberfamos determinar el término para el cual la diferencia entre su expresin
aproximada y exacta sea mayor:

i f??(zz)—cie(ui'zl)
16 0.6271
11 0.0159
12 0.0000
13 0.0067
14 0.0016
15 0.0000

Por 1o tanto la mayor diferencia se produce para el término 10. Este sera pues el término de bifurcacion a
£SCOger,

En primer lugar crearemos el problema (%, actualizando las cotas m? y M? a partir de los valores m? y

M?, excepto M, que se fijarda (o'',z' )=1.7499:

i mf Mf
10 1.6674 1.7499
i1 1.7736 1.8590
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12 -0.7279 -0.5134
13 0.1305 0.2531

14 -0.2015 -0.1073
15 -0.5336 -0.4676

de forma que [as aproximaciones de los términos se transformaréan a:

i ¢ (2)
10 5.5232(z, +2, +4z,)-3.9110
11 24.6031(z, +3z, +z,)-20.0680

12 0.5386(z, +3z,) +0.8750
13 3.6364(2z, +2,)+2.9436
14 1.7145(z, +2,)+ 1.0805
15 0.6063(z,, ) +0.9100

Problema de Optimizacién asociado a la variable x,: (Problema ()
. 4 4
min f;(2,,2,,245,2,)=8,(2/,2,,24,2,)—h] (2,,2,,25,2,)

sujeto a:
2, € [In{3.7100),1In(3.9031)]
Z, € [In(2.3938),In(2.4338)]
2, € [In{13938),In(14338)]
z, € [In{05865), n (0.6265)]
donde:

Z+5z Z;+z4+2z2, Znt+2za+2z 2z 4z 3z 2z &
8,(2,2y,25,2,) =€ 37T 4 3eT2 TN o™ 0™ 1™ e 4™ 4]

4 4 4 4
hi(z),25,25,24)=410(2),2,24,2,) 0 11{2, 29, 25,2, ) +£15(2,2,, 25,2, )+

4 4 4
U320 25,24,2, )+ 8142, 25, 25,2, )+ £ 15021, 2,5, 25, 2,)

Siresolvemos este problema Q* utilizando la toolbox de optimizacién de MATLAB se obticne:
z* = (1.3110, 0.8895, 0.3320, -0.4676)
que se trata de una solucién factible. Entonces;

vt =t (z")=4.8066
v* =1, (z") =4.8309

A continuaci6n crearemos el problema Q’, actualizando las cotas mf y Mf a partir de los valores mi2 y

M?, excepto mfo que se fijard a (o', 2" )=1.7499:
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i mf Mf’
140 1.7499 1.8632
11 1.7736 1.8590
12 -0.7279 -0.5134
13 0.1305 0.2531
14 -0.2015 -0.1073
15 -0.5336 -0,4676

de forma que las aproximaciones de los términos s¢ transformaran a;

i £(2)
10 6.0925(z, +z, +4z,)-4.9073
11| 24.6031(z; +3z, +7,)~20.0680

12 0.5386(z, +3z,)+0.8750
13 3.6364(2z, +z,)+2.9436
14 1.7145(z, +z, )+ 1.9805
15 0.6063(z,)+0.9100

Problema de Optimizacién asociado a Ia variable x,; (Problema Q°)
. 5 5
min  f] (zl,zz,z3,24):gl(zl,zz,zﬁ,zd)—hl(zl,zz,z3,z4)

sujeto a;
z, € [in (3.7100), In (3.9031)]
z, € {In(2.3938),1n (2.4338)]
Z4 € [In(1.3938),1n (1.4338)]
z, € [In{(05865),1n (0.6265)]

donde:

z;+5z zy+Z4+22, Zo+2Z4+27 2z, 4z 3z 2 z
8,(2),2,,2,,2, )= 2 43T 43 T | 0%E 16T 10" 1o re® 41
4 5 3 5
hy(zy.25.25,24)=£16(21,25,24,2,) + 41, (2, 29,25,2,) + 475 (2y,2,, 25,2 ) +

5 5 5
132y, 2y, 25,24)+ 04 (21,25,25,24) +£75(2), 2,5, 25,2,)

Si resolvemos este problema Q° utilizando la wolbox de optimizacion de MATLAB se obtiene:

2’ = (1.3110, 0.8895, 0.3320, -0.4676)
que se trata de una solucion factible. Entonces:
v’ =£1(2°) =4.8067
VP =1,(z°)=4.8309
Por lo tanto:

v, (3) =4.8066
v, (3) =4.8309
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Puesto que vi(3) < Vu(3} el algoritmo deberia continuar, En este momento tencmos que el Gptimo esta
acotada dentro del siguiente intervalo:

148066, 4.8309]

Si desedramos obtener un intervalo mds estrecho deberiamos continnar con el algoritmo de Falk, El
drbol de branch and hound construido hasta el momento es el siguiente:

Fig. 7.7 Arbol de Branch and Bound generado
por el algorimo de Falk

El algoritmo de Falk puede llegar a determinar el éptimo de un problema signomial con la precision
deseada pero 1a velocidad de convergencia no es muy grande con lo cual para conseguir que las cotas v,
y V, del éptimo se igualen, condicién de finalizacién del algoritmo se requieren en general muchas

iteraciones.

7.6 Conclusiones

En este capitulo se ha presentando la programacion geométrica como una posible técnica para resolver el
problema de optimizacion global asociado a la generacién de envolventes mediante ¢l nuevo algoritmo
de generacion de envolventes presentado en esta tesis.

Este algoritmo se ha escogido porque aprovecha la estructura particular del problema de optimizacicn
global a resolver: concretamente, aprovecha que la funcién objetivo es de tipo polinémico. En general,
en oplimizacion global no existe un algoritmo que sea capaz de resolver cualquier tipo de problema, sino
(ue existen algoritnos ¢ue permiten resolver problemas que tengan una determinada estructura, como
sucede con el algoritmo que hemos presentado en este capitulo,

Este algorimo si bien proporciona el ¢éptimo global con la precision deseadsa, la velocidad de
convergencia hacia dicho dptimo es, en general, muy lenta y ademis el esfuerzo de cilculo asociado es
elevado pucsto que a cada paso del algoritmo se generdn dos subproblemas de optimizacién no lineal que
de deben ser resueltos mediante un algoritmo de programacién no lineal cldsico.

A la vista del estudio realizado en este capitulo, su posible aplicacién prictica en la generacion de
envolventes en tiempo real utilizando el nuevo algoritmo de gemeracién de envolventes gueda
practicamente descartado debido precisamente a elevado nimero de iteraciones y tiempo de céleunlo
necesario para obtener ¢l 6ptimo global con suficiente precision.
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Capitulo 8:
OPTIMIZACION GLOBAL APROVECHANDO

LA ESTRUCTURA DEL PROBLEMA (II):
PROGRAMACION SEPARABLE

En este capitulo, presentaremos otro método de optimizacién que aprovecha la estructura particular del
problema de optimizacion que aparece al formular el problema de generacién de envolventes a partir del
nuevo algoritmo basado en optimizacién y en la ventana deslizante. Recordemos cual es la formulacién
de dicho problema de optimizacién para cada una de las variables de estado del sistema en un
determinado instante de tiempo discreto ¥ = #, en funcidén del valor de los estados en el instante de
tiempo discreto X = s-L donde L es 1a longitud de 1a ventana temporal, nos conduce a una problema de

optimizacién cuya funcién objetivo es:
L I~
f(A,B,x,_;)=A"x_; +A" Bu _;+-+Bu _, 1)

es una funcion no lineal de varias variables en concreto de: A, B y Xp5. La no linealidad aparece debido
a que la variable A esta elevada a potencias, y debido a los producios entre la variables A y %, v las
variables A y B. Observando la estructura de dicha funcidn objetivo se observa que es un polinomio en ¢l
que intervienen las variables A, B y x,,, multiplicadas entre si y a la vez elevadas a potencias. Dicho
polinomio estd formado por la suma de monomios de las mismas variables A, B y x,;, es decir, por la
suma de funciones no lineales. Como veremos a continuacién un problema de optimizacién que rexine
estas caracteristicas recibe el nombre de problema de optimizacién separable. Este tipo de problema de
optimizacién permite ser resuclto como veremos a continuacién mediante la linealizacion de Ia
funciones lineales previa separacién de los productos entre mediante una transformacién logaritmica
adecuada. Una vez separados los productos y aplicada la linealizacién el problema se podrd resolver
mediante el método simplex, obteriéndose una solucién que solo se puede garantizar que es local, o
bien, utilizando la programacion entera mixta, que nos garantiza la obtencion de una solucién global.

Esta técnica al igual que la técnica presentada en el capitulo anterior, es una técnica de optimizacion
global que aprovecha la estructura particular del problema, en este caso, la separabilidad de la funcién
ohjetivo, mientras que la técnica anterior aprovechaba la estructura polinomial de la funcién objetivo,
Ambas técnicas son consideradas ya como cldsicas pudiéndose encontrar en cualguier libro moderno de
oplimizacién, A la vez son un buen ejemplo de que la optimizacion global presentada como un problema
general es un problema que no puede ser resuelto por un nico algoritmo, sino que en general existen
multitud de algoritmos distintos que aprovechan Ia estructura particular de un determinado grupo de
problemas, proporcionando para dicho grupo una solucion aceptablemente correcta.

8.1 Programacion Separable [Bazaraa93]
Un problema de optimizacién se denomina separable, si tanto la funcién objetivo como las funciones

restriccién se pueden expresar como suma de funciones de una (nica variable. Este tipo de problemas
obedece a la siguiente estructura;

max {min} Lf;(x;) j=1--,n

=t
Tgxplg=2t=b; i=1.-m 8.2)
=1

L <%.<h.
aJ_:J(J_bJ
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La técnica bédsica de resolucion de este tipo de problemas consiste en reemplazar las funciones
restriccién gy(x) v fi(x;) por una aproximacion lineal a trozos de las mismas, de forma que el problema
resultante pueda scr resuclto mediante el método simplex utilizado en programacion lineal.

8.2 Aproximacion Lineal a Trozos [Bazaraa93]

Consideremos una funcién continua arbitraria h(x) de una variable definida en el intervalo, a<x £b. Si
seleccionamos r+1 puntos X, de forma que X, = a < X; < X; <...< %, = b, en dicho intervalo, sin necesidad
que dichos puntos sean equiespaciados. Para cada uno de os puntos escogidos calculamos by = h(x) y
unimos cada par de puntos (xx,by) ¥ (Xg,heq) mediante una recta, obtendremos una funcion lineal a
trozos f)(x) que aproxima a la funcién original h(x) en el iniervale a < x < b, tal como s¢ ilustra en la
Fig. 8.1. Dicha aproximacién se puede hacer tan buena como se quiera escogiendo los puntos x, de
forma adecuada y subdividiendo el intervalo a < x < b tan finamente como se desce.

h{x)

F 3

h(x)

|

e
~
F
p—

[l 8

°
' ¢ [l 0 3
o } [

Xo X X2 X3 X4 X5

Fig. 8.1 Aproximacio6n lineal a trozos
de una funcién

Vamos aplicar esta idea sobre el problema de optimizacién separable presentado en el apartado anterior.
Supongamos que en dicho problema las funciones objetivo fi(x) y restriccién gz(x) son continuas, si
subdividimos el intervalo sobre el estd definida cada variable x; utilizando una rejilla de puntos xy;,
utilizando ¢l método que acabamos de presentar, podremos determinar las correspondientes

aproximaciones lincales para f i (x) ¥ gij(x). Utilizando dichas aproximaciones el problema de

optimizacién original se transforma en:

max {min} Ef’j(xj) j=1,---,n
=

Egij(x}.){g,:,z}:bi i=1+-,m 8.3)

al que denominaremos problema aproximado. Una formulado dicho problema vamos a concentramos
en su solucién, Para ello en primer lugar, determinaremos la expresion analitica de las funciones

aproximadas fj (x) y £; ().
s Aproximacién utilizando puntos absolutos: forma A

Observando la Fig. 8.1 se puede ver que en el intervalo x, <x<x,_,, $¢ estd aproximando h(x) por
ﬁ(x), donde

. h,,, ~h
hx)y=h, +—1—Ex—x.) @4
Xy %k
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De forma que, cualquier x en el intervalo x, < x <%, se puede escribir como

X=Ax, +(1=-M)x, (8.5)

para cualquier A, tal que 0< A <1. De donde

x-x )=MX —X,) (8.6)
y entonces
h(x)=Ah,,, +{1-Mh, 3.7
Si hacemos que A=A, ,; ¥ (1-2)=2A,, entonces en el intervalo x, <x<x,,, existen unos Gnicos

valores de Ay v Ay tales que
X =R Xy + A X

h(x) =hehy + A by
A A, =1
Apihyyy 20

(8.8)

Y en general para a <x < b, se puede escribir

T
x= XA X,
0

h(x)= XA, b,
k=0 (8.9

=1

I
S,
k=0
by 20 k=0,--.1
donde ademas se requiere que no mas de dos Ay sean positivos (0 sea, diferentes de cero), y si dos son
positivos (0 sea, diferentes de cero), por ejemplo, Ay ¥ A con s>k, se debe cumplir que s =k + 1, o sea
que sean adyacentes. Con esta restriccion, los valores Ay quedan determinados de forma tnica, y para un

valor de x dado por
T
x= 2h X, (8.10)
k=0

¢l valor aproximado de la funcién ﬁ(x) vendrd dado por 1a expresion analitica;
h(x) = XA b, (&11)
k=0

No permitiendo que mds de dos A« sean positivos (o sca, diferentes de cero), y que ademés afiadiendo 1a
condicién de adyacencia, se asegura que los puntos (x, f](x)) estardn sobre ia aproximacidn lineal. Sino
existieran dichas restricciones sobre Ay no se podria garantizar que todos los puntos estuvieran sobre la
aproximacion lineal.

Hasta ahora hemos visto como cualquier funcién continua se puede aproximar por una aproximacion
lincal a trozos, y a la vez hemos visto como obtener su representacion matemddtica. Volviendo al
problema de optimizacion original que se nos habia planteado, supongamos que para cada variable x;
podemos determinar mediante consideraciones sobre la fisica del problema el intervalo de valores que
puede tomar, o sea, a;<x;<b,; Una vez delerminado dicho intervalo lo subdividimos en 1;

subintervalos mediante r; + 1 puntos %. Entonces, para todas las funciones fj(xj) y gij(x j) podemos

escribir
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A i
fj (Xj) = k%{) A’k_]fkj donde fkj = fj (Xk)

I:

gy(xp)= ) A8y; donde g, =g.(x,) (8.12)
parai=1,---,m
donde
.
X; :onkxkj
v
i 7Lkj =1 (8.13)
k=0

Ay 20 paraiodok,j

y para cualquier j, no mds de dos Ay pueden ser estrictamente positivos y ademés los dos que sean
diferentes de cero deben ser adyacentes. Debe notarse que a el escribir las expresiones analiticas de las
funciones fj(x j) y gij (x j) se han utilizado las mismas subdivisiones para los intervalos a i <X <h;
Los puntos de subdivision de los intervalos xi; deberfan de ser escogidos de forma que las funciones
originales f;{x ;) y g;(x;) se pudieran representar con suficiente precision.

Utilizando 1as expresiones que acabamos de determinar para aproximar las funciones f i {x iy g5 {x j)

¢l problema de opiimizacin original s¢ puede expresar en funcién de las variables Ay; de 1a siguiente
manera

a Tj
max{min} Y, > £k
=0

n Fj
st 23 Eiir{S,=2b, parai=1,-,m
jele=0 (8.14)

v
by Agy=1 paraj=1---,n
k=0

Ay; 20 paratodok, j

El problema seria lineal si no fuera por el hecho de que para cada j, se requiere que no mds de dos Ay
sean positivos v a la vez adyacentes. Este problema se podria resolver utilizando el método simplex
tradicional anadiendo como restricciones adicionales que nunca pueden existir més de dos valores Ay
diferentes de cero y ademas deben ser adyacentes, tal como se mostrard més adelante. Una vez resuelto

T

i
el problema los valores de x; se pueden determinar utilizando x i = 2 lkxkj .
k=0

¢ Aproximacion lineal utilizando la diferencia entre puntos absolutoes: forma 3

El problema de optimizacion original se puede aproximar de una forma diferente utilizando un nuevo
conjunio de variabies, Partiendo de:

T

fj(xj):kgo?"kjfkj donde fy; =f;(x,)

N .
gi(xp= i M8y donde g =g,(x,) (8.15)
k=0
pa]‘ai:l’...’m
donde
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X, =k§07thkj
EL. lkj =1 (8.16)

A =0 paratodok, j
podemos definir:
Ay =t — L,

AZyi =8y~ Le-nyy
(8.17)
Axy =Xy~ X e

parak:]’...,rj

Entonces, si x; pertenece al intervalo [x.1y, %] entonces podemos escribir:

X; = Xgpopy; FAR By (8.18)

donde
X 7 k-
= (8.19)
Axy :

queda univocamente determinado por x;. Ademds, para x; en el intervalo considerado, se cumple

kj

Osﬁkj <1 (8.20)
A partir de
~ hk+1 _hk
h(x)=h, +————=(x—-x,) (82D

X — %

podemos ver que si x; pertenece al intervalo [Xp.1y. Xy] entonces f i(x)y gﬁ(x j) las aproximaciones

lineales  trozos de f; (x i) ¥ g;(x;), se pueden escribir respectivamente

£(x)) =1y +(AL;)By (8.22)

85 (X} =gy +(Agy; 18y, (8.23)
Supongamos ahora que imponemos como restricciones adicionales que si Skj > () entonces
o.=1 para u=1---,k-1 @20

v

Para ¢l caso que estamos considerando, podemos escribir lo signiente

k-1

% eon; = Z(A%,)8,
u=}
k-1

iy = 2(Ag i )80 i (8.25)
u=1
k-1

f(k—l)j = uzi:l(Afuj )Suj + fﬂj

Ademas, si 0< 8,; <1, la restriccion anterior implica que 8,; = 0, para u > k. Por lo tanto, si se requiere

que caando & > 0, entonces 8= 1, parau =1, ..., k-1, entonces podemos escribir que
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LB
i b

Xy = 2(Ax)By

.
éij (XJ) = kil(Ag kij )Skj +g0ij (825)
~ o

f.(x))= zl(Afk}. Wy + o,

y 8y puede ser determinada de forma dnica cuando se cumple 0<8,; <1. El problema de optimizacitn

aproximado se puede expresar ahora en términos de las variables &; en lugar de las variables Ay. En
términos de las variables 8y; dicho problema puede expresarse de la siguiente manera

max{min} ¥ ¥ (Af,)8, - 2,
=l

J=1k=0

sl X }L, (Ag )8 i<, =2}b, — Egmj patai=1,---,m (8.27)
j=1k=0 =l

0<8,;<1 paratodok, j

donde ademds se requiere que si &; > O entonces &; = 1 para u = 1, ... , k-1. El problema de
optimizacion seria lineal si no fuera por la restricciones existentes sobre los valores de Oy;. Este problema
se podria resolver aplicando el método simplex tradicional, pero teniendo en cuenta que no se deberfa

permitir que 3; fuera positivo amenos gue 8, =1 parau=1, ..., k-1.

¢ Comparacion entre las formas A y §

A continuacion vamos a comparar ambas formas. Dicha comparacion se va a realizar para el caso en que
cada una de las variables aparezca en el problema de optimizacion a través de una funcién no lineal. La

forma A implica n+ Erj variables y m+n restricciones. La solucién final implicard a no més de n+m
=
valores positivos de Ay (distintos de cero) y para cada valor de j no mds de dos valores de Ay serdn

n
distintos de cero. La forma 8 implica a }:rj variables y m restricciones. Ademds, para esta forma no se
=l

1
deben incluir de forma explicita Erj cotas superiores como restricciones adicionales. La solucion final
=1
b
implicard a m+ Erj valores de & diferentes de cero. La ventaja de la forma 8 es que tiene la ventaja de
i1
que trabaja con un problema menor en cuanto al mimero de variables y restricciones. Ambos métodos
estan disponibles en muchos solvers comerciales. De la experiencia que se tiene sobre ambas formas, la
forma § precisa menos tiempo de cdleulo debido al menor nimero de variables y restricciones, aunque el
nimero de iteraciones puede ser ligeramente superior que para la forma A. Asi mismo, la experiencia ha
demostrado que ambas formas requieren mayor tiempo de célculo que el requerido por un problema
estrictamente lineal. Por ejemplo, un problema en forma A con 120 restricciongs requicre alrededor de
1200 iteraciones antes de finalizar, mientras que un problema estrictamente lineal se resolverfa s6lo con

unas 400 iteraciones.

Memoria de 1a Tesis 216




Aportacién a la Generacién de Umbrales Adaptativos ' Capitulo &

8.3 Transformacién de Variables para obtener Separabilidad [Bazaraa93]

Aungue un problema puede gue originalmente no tenga la forma de un problema separable:

max {min} £f.(x;) j=1--,n
=1

2g (s, =2l=b; i=1-,m (8.28)
=1

a;<x;<b,
definiendo uma transformacion de variables adecuada se puede conseguir que todas las funciones sean
separables. Existen diversas técnicas.

¢ Primera técnica

Supongamos que el producto x;x; aparece ya sea en la funcidén objelive va sea en las funciones
restriccidn, Para eliminar dicho producto y obtener una funcién separable, supongamos que definidos

dos variables nuevas:

1
Y; =E(Xi +Xj)
(8.29)
¥; =E(Xf - Xj)
Entonces, el producto se transformard en
X;X; =y12—y? (8.30)

obteniendo una funcién separable con dos nuevas variables y; e y;.

e Segunda técnica

El producto entre variables x;x; puede ser eliminado utilizando otra técnica que puede separar no sélo
producios de dos variables sino de hasta mds de dos y a la vez cada una de dichas variables puede estar
elevada a potencias, con la tinica restriccién de que dichas variables sélo tomen valores positivos. Dicha
técnica consiste en el siguiente cambio de variable:

Y =XX; (8.31)
para a continuacién aplicar sobre dicha expresién logaritmos, de forma que:

Iny=Inx, +In X (8.32)

con lo cual se consigue 1a separacitn de las variables. La restriccion de que dicha técnica sélo se puede
aplicar para variables que tomen valores positivos se debe a que utilizan los logaritmos de dichas
variables para separarlas. Esta téenica es muy parecida a la utilizada en el capitulo anterior, dedicado a
1a programacién signomial, donde la separabilidad se conseguia también mediante una transformacion,
que en aquel caso era de tipo exponencial. Ambas transformaciones la que presenta ahora y la que se
presentd en el capitufo anterior aprovechan el propiedad de que tanto las funciones exponenciales como
las funciones logaritmicas permiten transformar productos en sumas, propiedad por 1a cual se las utilizo
también en Ia ¢poca en la que no existian calculadoras para realizar operaciones en las que intervenian

productos.

Esta técnica se puede modificar para que admita que las variables x; y x; puedan tomar valores negativos,
Supongamos gue infroducimos dos nuevas variables:

Wi =Xy +SI
(8.33)
WJ = Xj +Sj
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donde ¢; y £; son nUmeros positivos a escoger, de forma que:

w, g, >0
(8.34)
W, 2¢g, >0
Por lo tanto:
XiX; =(wi—si)(wj~ej)=wiwj—eiwj—z—:jwi+eiaj (8.35)

Ahora podemos aplicar el método de separacion, visto anteriormente, sobre las variables w; y w; de la
siguiente manera;

y=W,W; (8.36)

para a continuacién tomar logaritmos, pero ahora ya sobre variables que sélo pueden tomar valores

positivos;
Iny=Inw, +In W (8.37)

Como conclusion vemos que para separar ¢l producto de dos variables que pueden tomar valores

negativos se deben introducir tres variables nuevas (w;, w; e ¥} junto con sus correspondientes tres
restricciones.

8.4 Programacion Lineal: el Método Simplex [Bazaraa93)

El método simplex es un procedimiento sistematico para resolver problemas de programacion lineal a

base de moverse de un punio ¢xtremo a otro punto extremo con un valor de la funcidn objetivo mejor,
Este proceso se repite hasta que se alcanza un punto dptimo, o bien, hasta que se determina que el valor

de la funcién objetivo no estd acotado.
Consideremos un problema de programacién lineal en formato estdndar:

min ¢ x
s.t. Ax=b (8.38)

x=20

Si el problema no estuviera en forma estdndar, siempre se podria transformar utilizando variables de
holgura (“slack variables™). Asf por ejemplo, si el problema tuviera la siguiente restriccion

n
Ta;x;<b; (839
j=1

se puede transformar a la forma estandar afiadiéndole la variable de holgura no negativa s;, de forma
que se transforma en

n

%aijxj +s; =b, (8.40)

=

Supongamos que tenemos un punto extremo X . Este punto se caracteriza por una descomposicién de A
en [B.N], donde B = [aBl ,o-,ag ] €3 una matriz m X m de rango completo denomina base, y N es una
m

matriz m X (n-m), de forma que X se puede escribir de la siguiente forma;
X =(Xp, Xy ) = (0,0") (841

donde:
Th20 (842
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Las variables que corresponden a la base B se denominan variables basicas y se indican mediante
Xg . Xp mientras que las variables que corresponden a N se denominan variables no basicas.
m

¢ Buasqueda de una mejor solucién

Consideremos ahora un punto x que satisfaga: Ax = b y x = 0, 8i descomponemos x' en (x;,x;}) y
observamos que Xg, Xy = 0. Asi mismo, Ax = b se puede escribir como:

Bxp +Nxy =b (8.43)

Por lo tanto:
Xp =B'1b~B'1NxN (8.44)

Entonces:
ot 1
C X=CpXp +CyXy

—cpBo+(ck —cpB T N)Xy (849

t— t -
=c¢'X+(cy —cpB IN)xN

De donde, si CL —c;B"lN 20, puesto que Xy = 0, se cumple que: c'x2c'x y por fo tanto X ¢s punto

extremo.
En particular, supongamos que la j-ésima componente ¢ ; — CLB_la j es negativa. Consideremos:

x=X+Ad ; (8.46)
donde:
-Ba ;
d i= (8.47)
¢

donde ¢; es un vector unitario de n-m componentes y con un 1 en la posicion j-ésima. Entonces, a partir
de las expresiones anteriores:
t t— -1
clx=c x+7t(cj—c;B a) (8:48)

. . i t— -1 B .
consiguiendo ¢ x<c¢ X para A>0 puesto que ¢ j—ch a; <0, debiendo considerar los dos casos

siguientes en funcion del valor de y i =B “a j

Caso1: (y;<0)

Obsérvese que Ad; = 0, y puesto que AX =b, entonces Ax = b para x =X +Ad ; ¥ para todos los valores
de A. Por Io tanto, x es factible si y s6lo si x = (. Evidentemente, esta condicién se cumple para todo A =
0siy < 0. Por lo tanto, utilizando ¢'X+A(c, ~chBla ;) se puede comprobar que para este caso el
valor de la funcion objetivo no estd acotado. Es decir, se ha determinado una direccion d; para la cual

t t -1
cd;=¢c;—cyB a; <0.
Caso 2: (yi> 1)

SeaB'b=b y sea A definido mediante

b, b,
A= min _1Yij>0 =—20 (8.49)
lsism| y, Yy

donde yj es la i-€sima componente de y;. Bn este caso, ias componentes de x =X +Ad ; vienen dadas por
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- _b .
xBi:bi——yij parai=1,-.-,m
1
_ (8.50)
X, = il
;=
yrj
y todas las otras x; son igual a cero. Las componentes de x distintas de cero sélo pueden ser
Xg,»-:Xp_ -Xp_, ., Xp_ ¥ %. Por lo tanto, como méxime puede haber m componentes de x

diferentes de cero, siendo facil comprobar si sus correspondientes columnas en A son linealmente
independientes. Por lo tanto, el punto x es también un punto extremo. En este caso, decimos que la
variable b4sica X abandona la base y en su lugar la variable no bdsica x; entra en la base.

Hasta ahora hemos visto pues, que dado un punto extremo, se puede comprobar si es Optimo y por lo
tanto no continuar buscando, o bien, determinar una direccién que nos puede conducir a una solucion no

acotada, 0 a una solucion mejor.

¢ El algoritmo simplex
A. Inicializacién

En primer lugar se debe determinar un punto extremo x con su base B, Si no se dispone de dicho punio,
entonces existen dos procedimientos posibles para obtenerla:

Opcion 1; “Método de las Dos Fases”

En este método, Ias restricciones del problema se alteran utilizando variables artificiales de forma que
sea facil obtener un punto extremo del nueve sisterna. Concretamente, las restricciones se modifican de
la siguiente manera:

Ax+x, =b

xx. >0 (8.51)
donde x, es un vector artificial. Entonces, x = 0 ¥ x, = b constituye un punto extremo del anterior
sisterna. Puesto que solo se obtendra una solucidn factible del problema original cuando x, = 0, se puede
utilizar el método simplex para minimizar la suma de las variables artificiales partiendo de su valor
exiremo original. Esto nos Heva a resolver el siguiente problema en la Fase 1;

min etxa
$.t. Ax+x, =b (8.52)

%%, 20

donde e es un vector de unos. Al final de la Fase 1, tendremos que x, # ), o bien, x, = 0. En el primer
caso, se concluird que ¢l sistemra original es inconsistente, o sea, que’la region factible estd vacia. En el
segundo caso, las variables artificiales habrdn desaparecido de la base, y por lo tanto, habremos obtenido
un punto extremo del sistema original, Utilizando este punto extremo, la Fase 2 del algoritmo simplex

minimizari la funcién objetive original.
Opcion 2: “Método de la M”

De la misma forma que en el método de las dos fases, en este método se modifican las restricciones
introduciendo variables artificiales de forma que el punto extremo del nuevo problema sc obtenga de
forma inmediata. A continuacién se asigna un coeficiente de coste M a cada una de fas variables
artificiales de forma que hard que su valor caiga a cero rapidamente. Esto nos leva a resolver el

siguiente problema:
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min Ctx+M.'3ixa
.t Ax+X, =b (8.53)

X%, 20

A confinvacién se puede aplicar el método simplex, sobre dicho problema, sin especificar un valor
numérico para el coeficiente M simplemente manejando los coeficientes de la funcién objetivo
correspondientes a M para las variables no basicas como un vector separado. Si al terminar Ta aplicacion
del método simplex, x, = (0, entonces se ha alcanzado la solucién del problema original. En caso
contrario, si x, # 0, se puede concluir que el probiema original no tiene solucion factible.

B. Ciclo principal
FPaso 1

Sea X un punto extremo con base B. Entonces se debe calcular; ¢, B™'N~cy,. Si el resultado es no
positivo, entonces el algoritmo debe finalizar: x es un punto extremo Gptimo, En caso contrario, debemos

gscoger la componente positiva mayor de c;B_la i—Cj-Sly;= B™'a ; <0, entonces el algoritmo debe
finalizar, el valor de Ia funcién objetivo no estd acotado a lo largo de la direccion:

-y,
X+ . Az20 (8.54)
]

donde ¢; es un vector de ceros excepto en la posicion j-¢sima donde tiene un 1. Por otro laso si: y; >0,

iremos al paso 2.

Paso 2

Determinaremos el {ndice r a partir de:

; b
A= min =iy >0p=—20 (8.55)
I<i€m Vs Y

donde y; es la i-ésima componente de ;. En este caso, las componentes de x =X +Ad ; vienen dadas por

’n bl’ -
xBi:bi——yij parai=1,---,m
yrj
— (8.56)
oD
i=
yl'j

y todas las otras x; son igual a cero. A continuacidn formaremos la nueva base borrando la columna ap ¢
introduciendo a; en su lugar. Finalmente volveremos al paso 1.

¢ Formato Tableau del método simplex

Supongamos que tenemos la base inicial B correspondiente a un punto extremo inicial. La funcién
objetivo y las restricciones s¢ pueden escribir de la siguiente manera:

Fila Objetivo: f—cpxg —cy =0
Filas Restriccion: Bxg +Nxy =b

Estas ecuacicones se pueden mostrar en €l siguicnte “tableau simplex”, donde las entradas en la columna
RHS son las constantes que aparecen en la parte derecha de las ecuaciones:
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f x4 x4 RHS
1 —cp | —ek 0
0 B N b

Las filas restriccion se actualizan multiplicando por B™', mientras que las filas objetivo se actualizan
afiadiéndoles cg' veces las nuevas filas restriccidn, obteniendo el siguiente tableau actualizado b

f X " RHS
f 1 o cLB 'N-c) cpb
XB 0 I BN b

Debe observarse que las variables bisicas se han colocado en la parte izquierda, y que b=B"'b. Porotro
lado los valores de las variables bésicas y de la funcién objetivoe f se han colocado en la parle derecha del

tableau. Asi mismo, el vector ¢y B™'N-cy, v lamatriz B™'N se han almacenado debajo de las variables

no bisicas.

El tablean que acabamos de presentar muestra toda la informacién necesaria para realizar ¢l paso 1 del
algoritmo simplex:

1. Si ctBB_lN— C;, <0, entonces el algoritmo finalizard, puesto se ha llegado al punto éptimo.

2. BEn caso contrario, examinaremos la fila objetivo, escogiendo una variable no bésica que cumpla
c;B_la ;—¢;20. 81y, = B~la i <0 entonces ¢l algoritmo finalizard, puesto que el problema tiene una

funcién objetivo no acotada.

3. Por otro lado, si y, =B—1aj >0, puesio que b ¢ y; estdn almacenadas debajo de RIS y x

respectivamente, entonces el valor de A dado por

. bi br
A= min _':Yi;>0 =—2zz0 8.57)
Isism |y, Yy

se puede calcular ficilmente utilizando los datos del tablean. La variable bdsica xg,, correspondiente ai
minimo valor dado por la expresién anterior deberd abandonar la base dejando paso a la variable x;,

4. Finalmente, el tableau se deberd actualizar para reflejar la nueva base. Esta actualizacion puede
realizarse pivotando entre la fila xg, y Ia columna x; de la siguiente manera:

(a) Se debe dividir Ia r-ésima fila correspondiente a xg, por yy.
(b) Multiplicar la nueva r-ésima fila por y; a la vez que se resta dicha cantidad de la i-ésima

filaparai=1,...mconi=r
(¢) Multiplicar 1a nueva r-ésima fila por CEB_Iaj —¢; a la vez que se resta dicha cantidad de

la fila objetivo.
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8.5 Solucién del Problema Separable Linealizado mediante Simplex [Bazaraa93]

El problema que se desea resolver es el problema de optimizacién separable linealizado:

n T
max{min} X ¥ f, A
j=1k=0

st X i gkjjlkj {<,=2}b;, parai=1--,m
j=1k=0 (8.58)

.
ﬁ: lkj =1 paraj=1,---,n
k=0

?&kj =0 paratodok,j

Tal como hemos comentado anteriormente este problema seria un problema lineal si fuera porque para
cada valor de j, se requiere gue no més de dos valores Ay sean distintos de cero y ademés adyacentes.
Para resolver el problema se propene utilizar el método simplex, utilizado para problemas lineales, de 1a
forma tradicional pero restringiendo la entrada a la base de tal manera que s¢ cumpla que mas de dos
valores Ay scan diferentes de cero para una valor de j dado, y ademés se cumpla la condicién de

adyacencia.

Después de afiadir las variables de holgura al problema separable lincalizado, se puede escribir de la
siguiente manera:

max{min} Z = fA
s.t. GA=b (8.59)
A=0

donde la matriz G contiene m + n filas y ¥ r; + s + n columnas (siendo s el nimero de variables de

holgura que se han afiadido.
Se puede demostrar que cuando se utiliza el método simplex con la entrada a la base restringida se

alcanza un punto en el cual:
Zy;—f; 20 (8.60)
para cualquier valor de Ay que pueda entrar Ja base. Entonces, podemos afirmar que se ha alcanzado un
méximo relativo del problema separable aproximado con respecto a las variables x;. Dicho de otra forma,
8i X es €} valor de x que corresponde a 1a solucitn final basica Ao, habiéndose obtenido x, a partir de Aq
gl
mediante x; = 150 AeXy

s Critica al Método Simplex: problemas con los éptimos locales

El método de aproximar linealmente un problema de optimizacién no lineal separable nos ha permitido
abordarlo con técnicas propias de problemas de optimizacion lineal, es decir, con ¢l algoritmo simplex.
En general, utilizando esta técnica s6lo seremos capaces de determinar un Optimo local (maximo o
minimo) para ¢l problema aproximado y por lo tanto un 6ptimo local aproximado para el problema
original. Sdlo cuando las funciones f; (x;) ¥ g5(x;) poscan las propiedades adecuadas de convexidad o
concavidad podremos asegurar que se ha alcanzado un 6ptimo global para ¢l problema aproximado, y
por o tanto, una aproximacion al 6ptimo global para el problema original.
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8.6 Programacion Entera Mixta aplicada a problemas separables linealizados
[Fuente®5}

Hasta el momento en este capitulo se ha presentado la técnica de linealizacidén a trozos como un posible
método de solucién de problemas de optimizacién no lineales separables. El algoritmo propuesto para
resolver el problema linealizado resultante, el algoritmo simplex, no puede garantizar que la solucién
del problema aproximado sea el optimo global. S6lo en determinados casos particulares cuando las
funciones objetivo y restriccion rednen determinadas propiedades de convexidad/concavidad. En esie
apartado se propone la utilizacién de la programacion entera mixta como una técnica alternativa al
algoritmo sunplex para poder resolver el problema separable linealizado garantizando que el éptimo
calculado para dicho problema es el 6ptimo globai.

¢ Introduccion a la programacion entera mixta

En primer lugar, vamos a presentar los problemas de programacion lineales enteros. Un problema de
programacion lineal entero es un problema de programacién ne lineal que serfa lineal si no fuera por el
hecho de que algunas o todas las variables solo pueden tomar valores enteros. El problema de denomina
problema entero si todas las variables s0lo pueden tomar valores enteros, mientras que se denomina
problema entero mixto $i $6lo algunas de Ias variables deben tomar valores enieros. Un probiema

entero en general puede escribirse de la siguiente manera:
min {max} cx
i Ax=D (8.61)

xz0

donde x; para jeJ es una variables entera. Si J es un conjunto vacfo, entonces el problema de
optimizacién es un problema de programacion lineal,

s  Solucién de un problema separable linealizado

Al principio de este capitulo se ha visto como se podia transformar un problema de optimizacién no
lineal en un problema lineal a trozos. A continuacién sc ha presentado el algoritmo simpiex con
restriccion de entrada en la base como un posible método de solucion del problema aproximado
obtenido. El problema de esta técnica es que s6lo puede garantizar un 6ptimo local del problema
aproximado, excepto para situaciones particulares en las cuales las funciones objetivo y restriccion
posean ciertas propiedades de convexidad/concavidad. En este apartado vamos a ver como se puede
formular el problema de optimizacién aproximado como un problema de programacién entera mixta.
Resolviendo dicho problema se obtendr4 para cualguier tipo de funciones objetivo y restriccidn el 6ptimo

global.

A. Forma §

Empezaremos en primer lugar por transformar el problema aproximade para ¢l caso en que se hayva
utilizado 1a linealizacién en forma 8. Para este caso el problema de optimizacién aproximado se podfa

formular de 1a siguiente manera:

max{min} 3 3 (AF, )5, - El £,
-

j=1k=0
st _Zikio(Agkjj)Skj{ss=92}bi_%g{)ij parai=1,---,m (g2
=lk= =

0<8,,<1 paraiodok,j

donde ademads se requiere que si Skj > () entonces ﬁuj =lparau=1, ... ,k1
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Para convertir dicho problema a un problema de programacién entera mixta lo que debe hacerse es
representar la condicion: “si &; > 0 entonces 8, = 1 para u = 1, ..., k-1 utilizando variables enteras.
Obsérvese que la condicioén anterior es equivalente a decir: 3.1 = 0 excepto ;= 0. Para representar
estas restricciones, se introducirdn un conjunto de variables yr; que s6lo podran tomar valores enteros 0
6 1. Supongamos que para cada k y j, se introducen las siguientes resiricciones;

akj 2 Yy,

(8.63)
8(1<+1) P SV

Entonces si Yy =1, de las restricciones anteriores se deduce que 8= 1, o sea, 8= 1y que Sﬁm)j <l.o
sea, no se aplica ninguna restricci6n sobre 3(c.1y;.

Por otro lado, si yi; =0, entonces se requiere que & 2 0, es decir, no se aplica ninguna restriccion sobre
Oy, mientras que 8(x.1y <0, 0 sea, 81y = 0.

Se observa por o tanto, que mediante estas dos nuevas restricciones y la variable entera v que se ha
introducido se consigue lo que s¢ deseaba, traducir la condicién que acompafiaba al problema

aproximado al formato de un problema entero.

Asi mismo, las restricciones anteriores garantizan que si yy; =1, entonces se debe cumplir que y, =1
parau =1,..., k-1. Se puede comprobar facilmente que si s¢ toma y; =1 y Wi,y =0, como ejemplo de un
caso que no cumple Ia anterior afirmacion, se llega a la contradiccién de que 6,; <0y &; = 1.

Para garantizar que las variables enteras yi; toman sélo valores 0 6 1, sélo hace falta imponer la
siguiente restriccion adicional = 0 para todo k y j. No es necesario imponer las condiciones 0 <y < 1
porque las restricciones & = yh; ¥ 0 < 8 < 1 aseguran que Wy no pueda tomar valores mayores que la

unidad.

Teniendo en cventa todo lo comentado anteriormente el problema separable linealizado se puede
formular comg el siguiente problema de programacién entera mixta:

max{min} i i (Af, )Skj - ifoj
=1

j=lk=0
n 5 n
st X i (Agkij)ﬁkj {S,:,E}bi - 2g()ij parai=1,---,m
j=1k=0 =l
0<8,,<1 paratodok,j
8y —Wy; 20 paratodok, j (8.64)
]

(k) — Vg <0 paratodok, j

Yy 20 cony,; entero, paratodok, j

B. Forma A

De forma andloga el problema de optimizacién aproximado mediante la forma A puede también
formularse como un problema de programacion entera mixta, con la finalidad de poder garantizar que el

Optimo que se va obtener sea global.

Tal como vimos al inicio del capituio un problema no lineal separable se podia aproximar utilizando la
forma A de la siguiente manera:
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max{min} i i fkj?\.kj

J=lk=0

n T
st X i gkjj?\'kj {S,:,E}bi parai=1,---,m
=lk=0 (8.63)

ilkj=1 para j=1,---,n
k=0
Ay 20 paratodok, j

debiéndose cumplir que para cualquier j, no més de dos Ay pueden ser positivos (diferentes de cero) y
ademds los dos que sean diferentes de cero deben ser adyacentes.

La formulacion de dicho problema como un problema de programacion entera mixta, implica traducir
adecuadamente, utilizando variables enteras, las restricciones sobre que Ay pueden ser diferentes de cero.
Para ello introduciremos un conjunio de variables enteras y; que s6lo pucdan tomar valores 0 6 1. A
continuacidn impoendremos la siguiente condicion:

2y, =lparaj=1--,n (8.66)
k

* Relacidn entre el 6ptimo del problema original y aproximado

Si la longitud de la rejilla utilizada para aproximar a linealmente a trozos las funciones no lineales del
problema original se escoge lo suficientemente pequeiia, el valor del 6ptimo del problema original se
puede aproximar tanto como se desee al valor del Sptimo del problema aproximado. Para probar esta
afirmacion, presentamos los siguientes teoremas cuya demostracion puede encontrarse en “Nonlinear
Programming” de Bazaraa [Bazaraa93].

Teorema:

Consideremos los problemas original P y aproximado AP, respectivamente, tal como se han enunciado
en las primeras secciones de este capitulo. Para j¢L, supongamos que fj Y & para i = 1. m son

convexas, y ademads, sean fj y ﬁij- sus aproximaciones lineales a trozos en el intervalo [a b i 1. Para jg L
y para i=1,..m, sea ¢; tal que ’g'i}. (xj)ls C; para x; € |a;,b;]. Ademas, para j¢l. sea ¢ tal que
f"j (x j)ISCj para x; € [a;,b;]. Para jeL, sea 8J- la méxima longitud de rejilla utilizable para 1a
variable x ;. Entonces se cumple que:

f2fE=iE)-c

§(x)2g,(x)28,(x)~¢ parai=1,--,m

donde:
o= max {5}

c, = 22cj8j-

j#L

con

c = ZZCEjﬁj parai=1,.--,m
jeL
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Teorema:

Consideremos el problema original P, tal como se ha definido en la primera seccién de este capituio. Sea
L={j:f;,g; parai=1.-,m sonlineales}. Para jeL, sean f.y gij las aproximaciones lineales a
trozos de f; y g, parai =1, ..., m respectivamente. Sea el problema aproximado AP al probiema
original, y sea ¢l problema aproximado lineal a trozos LAP, supongamos que f ;yg;parai=1,..mson

convexas, Sca X uma solucidn éptima al problema P, Sea X jparajeLy ivj para v = 1,...k; una solucién

A

k.
- | 6ptima para el problema LAP tal que el vector X , cuyas componentes % jparajely &, = ilvjxvj para
v=1
jeL, es una solucion Gptima para el problema AP. Sean ii, 20 los multiplicadores de Lagrange éptimos
asociados con la restriccion g, (x) <0 parai= 1, ..., m. Entonces se cumple que:

(a) X es una solucidn factible del problema P.

O O< () ~f(X) <c(l+ 2 ﬁi } donde ¢ se calcula de la forma indicada en ¢l teorema anterior,

i=1

Los multiplicadores de Lagrange i, parai= 1,..,m a los que hace referencia el teorema anterior estin
disponibles de forma automatica a partir del tableau simplex 6ptimo del problema LAP. De forma que.
cuando se resuelve el problema aproximado, se puede utilizar dicho teorema para determinar 1a méxima
desviacion
F(R) - (D) <1+ 20;) (5.67)
i=1

del valor real de la funcitn objetive del problema original. Debe observarse que al reducirse la Iongitud
del paso de ia rejilla utilizada para aproximar linealmente a trozos las funciones f i ¥ 8 ¢ se hard

menor, y por lo tanto, se obtendrd una mejor aproximacion del éptimo real.

¢ Generacion de los puntos de la rejilla

La precisién de este método de optimizacién depende en gran medida del mimero de puntos de la rejilla
utilizada para cada variable. Sin embargo, a medida que el nimero de puntos de la rejilla aumenta, el
nimero de variables en el problema lineal aproximado LAP también aumenta. Una alternativa
consistiria en utilizar inicialmente una rejilla poco fina para utilizar mas adelante una rejilla m4s fina
alrededor de Ia solucidén éptima obtenida con la rejilla gruesa. Una alternativa atractiva consiste en
generar los puntos de la rejilla a medida que resulte necesario. Este enfoque es el que se discutird a

continuacién.

Consideremos el problema de optimizacion aproximado linealmente a trozos LAP. Sea X, para
v=1--,k; y j¢L la r¢jilla de puntos considerada hasta ¢l momento. Sea % i bara jeL y ?Aij para
v=1--k; y j¢L la solucién del problema lineal aproximado LAP. Ademds, sea i, 20 para
i=1,---,m los multipticadores de Lagrange 6ptimos asociados con las m primeras restricciones , y sea

k:
V. para jeL el multiplicador de Lagrange asociado con la restriccitn 27\»\4 =1. Obsérvese que la
v=1

~

solucién X ;, A, G,y ¥ ; satisface las condiciones de Kuhn-Tucker para €l problema lineal aproximado.

El objetivo es determinar si se debe considerar una rejilla de puntos adicional para cualquiera de las
variables x; para j¢ L a fin de conseguir una mejor aproximaci6n lineal a trozos en el sentido que, si al
considerarla en la definicién del problema lineal aproximado, el valor minimo de la funcién objetivo
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serd menor, Para algdn jgL., supongamos que considerdramos un punto de la rejilla X Se puede

verificar facilmente que
Jis}
f, (xﬂ)+§ﬁigjj(xﬁ)+§j 20 (368

entonces, si hacemos iﬁ =0 se cumplirdn las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema lineal

revisado. Sin embargo, puesto que no sabemos donde se encucntra este nuevo punto de la rejilla,
podremos responder a la pregunia de si todos los x; tales que a j=X%;=b; para jeL satisfacen la

condicién anterior resolviendo los siguientes subproblemas para cada je L.

min £, (x,)+ 28, (k) + 9,
i=l (8.69)

. <x.<h.
s.t. aJ_xJ_bJ

Si el valor minimo de la funcién objetivo es no negativo para todo je L, entonces no podemos encontrar

una nueva rejilla de puntos que contradiga a f; (ij )+ Zﬁigij (xTi )+ \*rj 20.

El teorema que presentaremos a continuacidn permite asegurar, si es el caso, que 1a solucién actual es Ja
éptima del problema original P y si el valor minimo de la funcién objetivo es negativo para algin jeL,
se pude obtener una mejor aproximacion para el problema original P. Ademads, el teorema proporciona
las cotas sobre el valor 6ptimo la funcién objetivo del problema P a cada iteracion.

Teorema:

Consideremos ¢l problema original P tal como se ha definido en la primera seccin de este capitulo. Sea
L={j:f;,g; parai=L---,m son lineales}. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f (%) es
de la forma ¢;x; y g; (xj) es de Ia forma a;x; parai=1, .., my para jeL. Utilizando la rejilla de
puntos xy para v = 1,... , k; para j¢L, sea el problema lincal agroximado LAP. Para jeL, supongamos
que f;y g, son convexas parai=1, ..., m. Sea fcj- parajel y ?ij parav=1, .. kK yjeL el ptimo del
probiema lineal aproximado LAP con un valor de la funcién objetivo asociade Z . Sean Wi, =0 para

k.
i=1, .., m los multiplicadores de Lagrange asociados con Ias restricciones zlvj =1 del problema

v=]

lineal aproximado LAP. Para cada jg L, consideremos el siguiente problema:

m
min fj(xﬁ)+§,ﬁigij(xﬁ)+ffj

st a;=x; Sbj
donde [a;, by] con &, b; = 0 es el intervalo de interés para x;. Sea z; el valor éptimo de la funcién objetivo
del problema de optimizacién anterior. Entonces, se cumple que:

gL =l j=1 F
una solucién Optima del problema originat P.
() Si z;+9; 20 para todo jgL, entonces >?=()‘c},---,f(n)t es una solucién optima del problema

i1} n n k;
(@ 27;~20;p; < 26;(X;)< 2 f;(%;)<% donde %, =2M—ij para jeL y X=(%,,-.%,)" es
=1 v=1

original P. Ademds, 2. f, (X;) = .

=1
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(c) 8i Z. +¥, < Opara algiin je L, sea x,; la solucin optima que condujo a Z; <—¥ ., entonces afiadiendo
i i g i i

el punto x; a la rejilla que define ¢! problema lineal aproximado LAP, s¢ obtendrd un nuevo
problema lineal aproximado LAP con una valor pata Ia funcién objetivo que no serd mayor que Z .

Utilizando como base los resultados presentados en este teorema, vamos a describir un procedimiento
para la generacitn de la rejilla de puntos necesaria para obtener un problema lingal aproximado LAP
que nos permiia resolver un problema de la forma

min £, (x ;)
=1

i} .
Egij(xj)so parai=1.-,m {(8.70)
j=l

x;20 paraj=1---,n

Sea L={j:f;,g; parai=1-.,m sonlineales}. El procedimiento que presentaremos a continuacién

permitird obtener una solucién déptima para el problema de optimizacién anterior utilizando el método
simple sin base de entrada restringida si g es convexa para i = 1,...m y jeL, y f ; s estrictamente

convexa para je L.

Paso 0. Inicializacién. Definiremos a by 2 0 de forma que todos los puntos factibles satisfagan
x;€[a;,b;] para jeL. Para cada j¢ L, seleccionaremos una rejilla de puntos. Sea k; igual al nimero de
puntos de la rejilla para je L.

Paso 1. Resolucion del problema lineal aproximado LAP. Sea la solucién 6ptima X X; parajeLy 7L j para
v=1, ., kyj€L. Sean 4, los multiplicadores de Lagrange asociados con las primeras m restrlccmnes,

ysea v i bara j¢ L. ¢l multiplicador de Lagrange asociado con E hvj =

v=]
Paso 2. Resolucién dei problema de optimizacion
min f (x )+zu gq(x )-t—v

s.L. a, ij sbj
para jeL. Sea z; para jeL, el valor éptimo de la funcién objetivo. Si E- +i‘r- 20 para todo jeL,
entonces el algoritmo finaliza, siendo la solucién éptima del problema original P X , cuyas componentes

son x parajely x = Skvjxvj En caso contrario, saltaremos al paso 3.
v=1

Paso 3. Sea Ep +i‘r = min (z + V. )<0 Sea Xy, la solucion dptima que conduce a z < — v . Sea
&L

v= kp +1, entonces reemplazamos k; por k.1 y saltamos al paso 1.
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8.7 Métodos Computacionales de Programacion Entera Mixta [Fuente95]

A continuacion presentaremos algunos de los métodos computacionales para resolver un problema de
programacion entera mixta. Un problema de optimizacion entero mixto es un problema con la

siguiente estructura
max (¢ x +hTy)

s.t. Ax+Gy<h

xz0,y=0 (8.71)
xe Z"

ye R*
Para este problema de optimizacion la regién factible se define como el conjunto
S={xeZ;.ye R} :Ax+Gy<b} (8.72)
Un punto [xT , yT ]T € S se denomina factible. Al punto [x T , y*T lT € §, tal que
ch*+bTy* Ech+hTy para [xT,yT]E S {(8.73)

se le denomina solucidn éptima del problema.

La técnicas béasicas de resolucion de este tipo de problemas se bajan en el concepto de la relajacién. La
idca bésica dc la relajacion es sustituir el problema original por otro mds ficil de resolver en el que se
relajan alguna o algunas de las condiciones, obteniéndose de su resolucién una cota de la funcién
objetivo del programa original. Mediante un proceso iterativo que integre esta relajaciones y las
resolucidn de los subproblemas, se va acotando cada vez mds Ia funcidn objetivo deseada hasta que se

llega a la solucion final.
Una relajacion del programa entero PE

max {ch: xe 5} (8.74)

la constituye cualquier subproblema PR de la forma

max {Zpp (x):x€ Spp } (8.75)
con las propiedades siguientes;
Spr 23 (8.76)
y
cTx< Zpp (X) paraxe§ (877

Las propiedades anferiores se escogen con ¢l siguiente criterio;

“si el problema (PR) no es factible, tampoco lo es (PE). Si (PR) si es factible, los valores de las
Junciones objetivo cumplen que Zpg <zpp 7

La relajacién mas evidente que s¢ puede utilizar de un programa entero resulta de cancelar la restriccion
de que las variables han de ser enteras. Si el conjunto o regién factible S, del programa entero se define

S=PnZ" (8.78)
la relajacion lineal es
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max {ch :xe P} (8.79)

donde P={xe R":Ax<b,x20}.

Los dos grupos de algoritmos que se presentarcmos a continuacioén €stan siguen un esquema general de
algoritmo basado en relajaciones sucesivas del problema original. La estructura de dicho algoritmo es el

siguiente:

Algoritmio de Relajaciones Sucesivas
Paso 0. Inicializacion. Hacer i=1, w' =0y 7 = -0, Escogerun 8%’ 0§ tal que 2’ > ¢ x para x € S.
Paso 1. Relajacidn. Resolver el problema PE relajado PR®

max{zﬁ)(x):xe SS)}

Paso 2. Comprobacidn de Optimo. Sea x? la solucién del problema anterior, R®. Si xPeS§ y
zi{) = ch('), ésta es la solucién 6ptima de PE. La funcién objetivo 6ptima es w =Tk =g

Paso 3. Mejora de la solucion. Hacer w = zg), 2 =¢"x% i x" € 8 y i< i+1. Escoger S;l tal que
S(;S;;’1 QS'R y z};'l(x) 1al que cTx< z‘;l(x)éziR (x) para x € S con Sgl #SiR o zj;l(x) #z"R(x). Ir

al paso 1.

s Algoritmo de los Planos Cortantes de Gomory
El problema que resuelve dicho algoritmo es

max {c x:x € §°) (8.80)

donde
S°={xeZ":Ax=b,x20} (8.81)

esta escrito de 1a siguiente forma
max {x :[xo,xT]T € SO} (8.82)
donde
§° ={x, e Z',xe Z' 1x,—c ' x=0, Ax = b} (8.83)

Supondremos que se dispone de una solucién y base Optimas de 1a relajacion lineal del programa entero.
El problema se puede escribir entonces

max X,

s. L. xBi+Zaij:am parai=0]1,:--,m
jE€H

i .
Xp € Z, vparai=l,---,m (8.84)
7' x, e 7! i=1--,m
x;€ 2, xp . parai=1..,

1 -
x,€Z, parajeH
donde x, = X, Xp,> i=1,...,m, son las variables basicas y x;, j€ HcN={I,---,n}, las no bésicas.
Como esta base es factible en el programa primal y dual se cumple que &, 20 para i=1,...,m y que
a4, =0para je H.
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Suponiendo que en el problema anterior existe un I tal que a,, € Z' se tiene la siguiente proposicién que

define el corte fraccionario de Gomory:

.= 1 .
“sia, & 47, se tiene que
' 1
e = +X,y X €2, (8.85)
jeH
0 13

donde f; = a; -I_?iijj_pam je Hy £, =2, —'_'imJ es una desigualdad vdlida en §77.

El algoritmo completo para resolver programas enteros puros (no hay variables reales) basandose en los
cortes de Gomory es el se presenta a continuacicn,

Algoritmo de los Planos Cortantes de Gomory

Paso 0. Inicializacion. Haceri=1, 257 =x, y S¥ = {x, e R,xe R :x, ~¢ x=0, Ax=b}
Paso 1. Resolucidn de la Relajacién Lineal. Resolver el problema PE relajado PR
max {x, : [xo,xT]T € Sg)}

Si PR’ es factible y tiene solucion Gptima, supongamos que es [xg) ,(x(i) )T ]T, continuar,
Paso 2. Comprobacion de Optimo. Si x e Z. . ésta es la solucidn 6ptima del programa entero.

Paso 3. Comprobacicn de no factibilidad. Si PR no.es factible, el programa entero original no es

factible,

Paso 4. Adicidn de un corte de Gomory. Bscoger una fila xg + > ﬁi(ji) X; = i, conil ¢ Z'. Hacer
_prii}
jeH

1
Z, £% =Xy =0, X €Zy
el corte de Gomory de esa fila. Hacer
(+0) _ ol oH | _
SR =S Mix,eR, xe R 2 fix =%, =1
€ Hm
Paso 5. Hacer i < i+1 e ir al paso 1.

* Algoritmo de Branch and Bound

Este algoritino se inscribe dentro de la familia de los denominados algoritmos enumerativos. El conjunto
{§":i=1,...,k} se denomina division de ia regidn factible del programa entero mixto, S si

k .
s=Js' (8.86)
i=l

Una divisi6n s¢ denomina particién si S'ASi=@ para i,j =1,...,k con i#j. Sea el problema de
optimizacién entero mixto PE'
max {c'x+h'y:xeS'} (8.87)

donde {§' }L es una division de S, entonces se cumple que la solucién al problema entero mixio zppy S¢
determinara mediante
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i
Zppm = . max {Zpg ) (8.88)

s

La divisién de la regidn factible se suele hacer de forma recursiva. La forma mds simple de hacer dicha
division es la indica en la Fig. 8.2, En ella

§%% —g(xe B™x, =8, € {0,1},paraj=1,...,k} (8.39)

S]Zl 8122

Fig. 8.2 Divisién recursiva de una
region factible

Esta division asi obtenida es una particién de S. Llevada a un extremo, la division del conjunto factible
contempla la enumeracién de todos los elementos de S. En problemas pricticos la enumeracién y
an4lisis de todos los elementios del conjunto factible es inviable cnando el ndmero de variables es grande.
Por lo tanto, al implementar practicamente dichos métodos se debe contemplar alguna forma de eliminar
ramas en el 4rbol de bisqueda que s¢ forma, al que en lo sucesivo denominaremos arbol enumerativo.

Si 1a region factible S se divide en subconjuntos {Sl,v--,Sk }. ¥ se puede establecer de alguna manera
que no es necesario 4 partir de un determinado momento seguir dividiendo un subconjunto S', se dice
entonces que el arbol enumerativo puede podarse a partir del nudo correspendiente.

El 4rbol enumerativo se puede podar a partir del nudo correspondiente a §' si se cumplen cualquiera de
las siguientes condiciones:

(@) No factibilidad: $' = @ ‘
(b) Optimalidad: se ha llegado al 6ptimo de PEM'

(¢) Existencia de un valor dominante: Zpgy < Zppy _
Para no tener que resolver el problema de programacion entero mixio PEM' se pueden utilizar diversos

procedimientos. El més habitual: la relajacion de programacién de PEM., o sea, PL' con s’ gSiE,L y
ziPL z ch+hTy para xe §',
Por lo tanto:

El 4drbol enumerativo puede podarse a partir del nudo correspondiente a un conjunto Stsise cumple
cualguiera de Ias siguientes condiciones:

(a) No factibilidad: ¢l programa PL' no es factible
(b) Optimalidad: 1a solucién 6ptima (x b, , ¥4 ) de PL cumple que x};, € 8"y que 7 =¢' xp, +h" yp,
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(c) Existencia de un valor dominante; ziPL <2z, donde z ;. es el valor de alguna solucién factible de
PEM.

El algoritmo de Branch and Bound aplicado a la resolucion de un problema de programacion entera
mixta tiene la signiente estructura:

Algoritino de Branch and Bound

Paso 0. Inicializacion. Hacer L={PEM}, §°=8, Z° =co y 2,5 = —co.
Paso 1. Comprobacicn de final. $i L=, la solucién (x°,y°) con funcién objetivo
=¢'x°+h'z°

Zppm

es Optima.
Paso 2. Seleccion del problema, relajacidn lineal y resolucion. Seleccionar y borrar de L un problema

PEM', Resolver su relajacién lineal PL', Sea zLL ¢l valor déptimo de la funcién objetivo de este problema
y (X iPL, yiPL Jsu solucién 6ptima si existe.
Paso 3. Poda. Si zipL < Zppy Saltaremos al paso 1, mientras que si xiPL ¢ S' saltaremos al paso 4, y

L i T_i T i T i T i
finalmente 8i xpp €S ¥y ¢ Xy +h yp > Zpp,, hacer 2, =¢ Xy +hyy . Borrar de L todos los

subproblemas tales que 7' <z pp - 91 chiPL +hTyipL = Z;’L saltaremos al paso 1, si no, entonces saltar al
paso 4.
a1k 1k
Paso 4. Divisidn. Sea {S 4 }  una divisién de S. Afiadir los problemas {PEM1J }
j=

=i _ _i
o al, donde Z° =z

paraj=1,...k y saltar al paso 1.

Analicemos con un poco més detalle el funcionamiento de este algoritmo.

A. Criterios de eliminacién (poda}

Al resolver las relajaciones lineales, los criterios de rechazo presentados anteriormente: no factibilidad,
optimalidad y valor dominante son aplicables directamente. Supéngase que lIa relajacion lineal en ¢l
nudo £ del drbol enumerativo PL' es

max {ch+hTy:xe Sl (8.90)

donde
Sp ={x20:A'x<b'} (8.91)

Si el programa lineal PL' tiene solucién éptima, y Ia designamos mediante x', entonces las condiciones.
para eliminar el nudo £, y por fo tanto sus nodos hijos son:

(a) No factibilidad: el programa PL’ no es factibie, o sea, SipL =¢,
(b) Optimalidad: x' € Z"
(c) Existencia de un valor dominante: z;,L < Zpg, donde z . es el mejor valor de las soluciones factibles

encontradas hasta el momento,
B. Division

La division se debe hacer afadiendo condiciones lineales, debido a que se usa relajacidn lineal en cada

nudo del 4rbol enumerative. Una forma evidente de hacer esto es tomar
§=8'us? (8.92)

con

§'=Sn{x20:d"x<d,} y§? =Sn{x=0:d"x2d, +1}, donde [d",d_]e Z

del programa lingal inicial PL°

Hoa .
" 8i x” es 1a solucién
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max {CTx+hTy:x20,AJ(+Gy$b} (8.9%)
entonces el vector [dT ,d° ]T se puede escoger de manera que d < d"x° < d, +1. Proceder de esta
forma es lo m4s recomendable pues se obtiene un x° & S ll,L S %,L, lo que permite que para i=1,2,

ziPL =max{c' x+h'y:xe SLL} <Zg (8.94)
En la prictica s6lo se usan vectores [dT,d° ]T muy concretos:

(a) Dicotomias de variables. En este caso d=e j para algin je N. El punto x° serd no factible en las
relajaciones resultanies si x;.’ VA vd, =|_ij, tal como se muestra en la Fig. 8.3. Ndtese que si

X; € Bl, la rama izquierda hace x i= 0 v la derecha x i= 1. Una importante ventaja practica de esta

divisién es que las restricciones lineales que se afiaden a la relajacion lineal correspondiente son
simples cotas inferiores o superiores. S6lo serd necesario en la optimizacién del nuevo programa
lineal tener en cuenta esas nuevas cotas y resolverlo mediante el método dual del simplex, de forma

que el tamafio de [a base serd el mismo.

Fig. 8.3 Division en un arbol enumerativo
por dicotomia de la variable x;

(b) Dicotomias de cotas superiores generalizadas. Si ¢l problema tuviese cotas superiores generalizadas,

Z X; = 1 (8.95)

jeQ
para algin Q < N, la division a llevar a cabo serfa !a de la Fig. 8.4. Obsérvese que x° serd no factible en
la relajacion resultante si

0< Zx;’ <1 (298
j€Q;

donde Q,, es un subconjunto no vacio de Q.

Fig. 8.4 Dicotomia debida a la existencia
de cotas superiores generalizadas
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(c) Si una variable x; estd acotada, 1 jSX;Su;, otra forma de proceder seria considerar cada valor
“entero posible de x; por separado, tal como se indica en la Fig. 8.5. Como se puede comprender, si el
nimero de variables es un poco elevado, pudiendo tomar cada una varios valores enteros, el
problema puede adquirir yn tamafio gigantesco. Ningtn solver de programacion entera mixta utiliza
dicha posibilidad.

Fig. 8.5 Division del 4rbol enumerativo
en tantas ramas como valores
enteros puede tomar la variable entera x;

Debe observarse que cada una de las parficiones expuestas es una particion. Bn lo que sigue
supondremos que la division se realiza por dicotomia de variables.

C. Seleccion del nudo a estudiar

Una de Ias operaciones de més trascendencia del algoritmo de branch and bound queda reﬂejada en el
paso 2 de ésle: dada una lista L de subproblemas activos o, dicho de otra forma, de subdrboles del 4rbol
enumerativo cont nudos no rechazados, qué nudo elegir como el proximo a examinar. Las opciones son

dos:

(a) analizar uno siguiendo una reglas preestablecidas
(b) escoger unc de acuerdo con la informacién disponible en ese momento sobre las cotas de las

variables, mimero de nudos activos, ctc.

La primera opcion la podriamos encuadrar dentro de un apartado denominado de reglas aprioristicas
mientras que la segunda opcién en otro de reglas adaptativas.

Existen multitud de reglas aprioristicas que se pueden utilizar. La més extendida es la denomina LIFO
(“Last In First Out”), que consiste en analizar primero todos los nudos hijos de un determinado nudo y
tuego volver hacia atrds escogiendo otro del mismo nivel del nudo padre que no haya sido todavia
analizado, Esta regla, junto con otra que determine qué variable va a ser la de separacion siguiente y con
cudl de las dos ramas a que esta separacién da lugar empezar, permiten analizar el problema en su
totalidad. La regla LIFQ tiene dos ventajas fundamentales:

(a) La relajacitn lineal de un nudo hijo se obtiene de la lineal del nudo padre sin més que afiadir una
restriccion simple de cota en una variable. A partir de la solucién Optima del programa lineal que
define ¢l nudo padre, utilizando el métedo dual del simple, sin reinvertir 1a base ni modificar Ias
estructuras de datos substancialmente, se obtiene la que define el nudo hijo.

{b) La experiencia dice que las soluciones factibles s¢ encuentran mas bien en puntos profundos del drbol

enumerativo.

Otra regla aprioristica que se puede utilizar es la denominada busqueda en amplitud o anchura. Consiste
en analizar todos los nudos de un determinado nivel antes de pasar al otro mas profundo. Aunque esta
variante no obtiene resultados practicos relevantes compardndolos con los de la anterior, si es muy usada
en codigos especializados en la resolucion de programas especiales en variables binarias que utilizan

técnicas heuristicas.
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Cualquiera que sea la regla, los criterios mas razonables que deben considerarse para seleccionar un
nudo a analizar son:

{a) Escoger aquel nudo que se ha de estudiar en cualquier caso. Si sélo existe un nudo con la cota mas
alta, estudiarlo. Es decir, cuando un nudo se rechaza, escoger aquel de los todavia no analizados que
tenga la cota superior mas alta independientemente de su posicion en el drbol. Dicho de otra forma,

si L es el conjunto de nudos a analizar, escoger aquel i € L, que maximice Z'.

(b) Escoger aquel nudo gue con mayor probabilidad contenga una solucién dptima. Aunque esto puede
parecer evidente, la razdn de hacerlo asi estriba en que una vez obtenida una solucién Gptima,
aunque no se puede inmediatamente probar que es el caso, si se habrd conseguido el maximo valor

posible de Zpg. Esto es muy importante para sucesivas podas. Para hacerlo, si z' <7', escoger un

. o i
nudo i€ L que maximice Z .

(c) A pesar de que intentar enconfrar una solucién ptima es muy deseable, a veces puede resultar mads
prictico iratar de encontrar rapidamente una solucién factible X tal que cTi> Zpg- El criterio
-l
Z -z

max ——— 4 8.97

icl. 7'-%
que se denomina de mejora rapida, trata de conseguir este objetivo. Obsérvese que un nudo i en el
que ' > Zppy Serd mds adecuado que otro j en el que Z’ < Zpeng- Mds atin, los nudos para los cuales
la diferencia z'—-Z' es pequefia deberdn tener preferencia. Es de suponer que tales nudos

proporcionardn ripidamente una solucion factible del problema. EI criterio de la mejora rédpida se
una en bastantes solvers como la opeidn por defecto a utilizar una vez que se conoce la primera

solucion factible.
D. Seleccion de la vartable de separacién

Una vez ya se ha elegido un nudo i a analizar, asociado a este nudo habrd un programa lineal de

solucién x'. El siguiente paso, el pasc 4 del algoritmo de branch and bound, a llevar a cabo consiste en
escoger la variable que va a definir 1a divisidn que parta de ese nudo i. En lo que sigue restringiremos

esas posibilidades de eleccion al conjunto fndice N ={je N:x§ 3 ZI}. La evidencia empirica de
muchos afios de utilizacién de este procedimiento demuestra la importancia fundamental que tiene el
escoger bien un je N’. Los criterios para ello suelen variar de unos solvers a otros. Los que exponemos
a continuacién son los més aceptados y se basan en el cilculo previo a la toma de decisién de unas

degradaciones o penalizaciones en que se puede incurrir en el valor de Z' al requerir que una variable
%; que no es entera deba serio. Veamos pues en que consiste la seleccion basada en penalizaciones,

Dado el vector solucidén del programa lineal que estd siendo considerado en el nudo i
n
Xy, =+ 2A;(-x;) para i=1--,m (8.98)
j=ml
y el valor de la funcidn ohjetivo
n
Xo = 5{)1:) + Zaoj (““Xj) (8.99)
j=mtl
Obsérvese que en esta Gitima expresion los &, para j=m+1,---.n, son los costes reducidos de las

variables no bésicas. Consideraremos la eleccién de la variable de separacién dentro de dos apartados
generales: que esa variable se elige del conjunio de las hasicas y del de las no béisicas,

(a) Yariables bdsicas

Supongamos que en el nudo i alguna variable bésica x, no es entera debiendo serlo, es decir
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0
Xp =ap0+‘Z?p}(—xj)znpo+fpo (8.100)
J=m+

donde ny,; denota 1a parte entera de x,, |_xP _l y £y Ia parte fraccionaria.

Coma ya mencionamos en el apartado correspondiente, la division que definird Ia variable x, es

=
X, 20, +1

(8.101)

Ahora bien, de la teoria de dualidad, y mds concretamente del aigoritmo dual del simplex, podemos
deducir que la imposicion de lanueva cota x, 20, +1 a la variabie x,, implicard un empeoramiento del

valor de la funcién objetivo; como la variable bdsica x, realizando una iteracién del método dual del
simplex, pasaria como minimo a ser no bésica, otra variable no bésica, x;, que estuviese en uno de sus
limites, se incrementaria o decrementarfa segiin estuviese en el inferior o superior. Es decir, se reduciria
¢l valor de la funcidn objetivo en una cantidad o penalizacién que vendria dada por la expresién:

an.
Py =min (1- fpo)% six; =1, (8.102)
Jg;<0 T
o0 por
. Boj
Py=min (I-f)—— six; =u, (8.103)
j’ﬁp_|>0 _apj

Razonando de manera similar, la imposicién de la nueva cota X, S0, ala variable x, implicard un
empeoramiento del valor de la funcion objetivo que vendré dado por la expresion;

an-

Py =min f, % six; =1l (8.104)
Ja>0 - Ty
o por
. 50} :
Py=min f,—= six;=u, (8.105)
joipj(‘o _apj

Cualquier solucién entera que se pudiese obtener partiendo del nudo | estaria por consiguienie acotada

superiormente por
max {X, ~Py,x, - Py} (8.106)

Se podré conseguir una mejor solucidn desde el nudo £, si y s6lo, si
min {P;, P} <X, —2Zpgy (8.107)

para cada variable basica que no sea entera debiendo serlo. Si esta condicién no se cumple se abandona
el nudo i pues no tiene interés seguir analizdndolo.

Si todas las variables x, camplen la condicidn anterior, fas cuestidn siguiente a solventar es qué variable
de separacidn se elige. Existen dos principios basicos que cabe considerar para tomar dicha decision. El
primero es elegir aquella con la penalizacion asociada mds pequefia. El segundo, escoger aquella
variable con una penalizacién asociada mis grande y comenzar impeniendo el limite opuesto al que
determina dicha penalizacién. Si, por ejemplo, la penalizacién mds grande asociada a una variable x;, es
Py, comenzaremos a analizar ¢l problema que resulte de imponer a esa variable la nueva cota np,
incluyendo en la lista de nudos a analizar mas adelante el que resulte de imponer la cota npy+l. La
justificacién de este proceder es evidente: si se almacenan las peores soluciones, una vez se encuentre
una buena, se rechazarin ripidamente buena parte de los nudos que queden en 13 lista.
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Cuando varias de las variables gue debiendo ser enteras y no lo son violan la condicién anterior,
conviene simultineamente acotar todas esas variables con los Ifmites opuestos a los que violan la
condicidn, almacenando estos wltimos ¢n la lista: ¢s probable que sean rechazados muy poco después,

(b) Variables no basicas

En el apartado antetior se han analizado las penalizaciones que sobre la funcién objetivo acarrean la
imposicidn de unos nuevos limites al problema como consecuencia del hecho de que una determinada

variable bédsica, debiendo ser entera, no 1o es.

Si una variable x4 €s no basica en una determinada solucion, ha de ser entera y estd en uno de sus limites
saperior o inferior eniero, cualquier cambio en su estado, para seguir siendo eniera, deberd serlo en una
cantidad como mfnimo igual a 1. La penalizacién por efectuar este cambid estd inmediatamente
determinada por el coste reducido de esta variable, es decir, a,, . Si la mejor solucién entera factible
obtenida hasta ese momento es Xo., la que determina, continua o entera, aquella en la que la variable que
10s ocupa toma el valor x, &$ X, ¥ la penalizacion 50:; cumple gue E{,q Z Xy Xg,, 684 claro que no
interesa moverla del estado en que se encuentra pues no mejoraria X se impondria un nuevo limite
inferior o superior a x4 igual al limite en el que estuviese para que en lo sucesivo permaneciese fija. Todo
esto, claro estd, para cualquier rama de bdsqueda de inferior nivel que partiese de algin nudo en el que
se hacen estas consideraciones.

La consideracién de que las variables no bisicas han de ser enteras se puede usar para determinar unas
penalizaciones Py y Pp més estrictas. En efecto, recordemos que al imponer una nueva cota X, 2D +1
a una variable, suponiendo que en una iteracion del método dual del simplex esa x, pasase a ser como
minimo no bisica con esa nueva cota, una variable no bisica x, habria de moverse del limite en que
estuviese, Si estuviera en su limite inferior o superior, ese incremento vendria dado por la expresion

it .=
£ sz <0 y o ox_ =1 (8.108)
-3 rq 9 g
Pq ;
0 por
l—fp(} . 0 ~
- sid, >0 y x, =u (8.109)

De igual manera, al imponer la nueva cota x b < N, a la variable, alguna variable no bdsica X, variaria

su valor en una cantidad dada por la expresion

pr .-
— sia_>0 y x_=I (8.110)
5 Pq q q
pq
0 por ;
pr .
— sia_<0 y x_=u (8.111)
5 Pq q q

Ahora bien, al considerar las variables xq no bdsicas enteras, las cantidades anteriores serdn por lo
general no enteras. Si son estrictamente mayor que cero y menor que uno, s¢ pucde volver a usar el
hecho de que x, debe ser entera, en el sentido de pensar que si cambia su estado, para seguir siendo
entera, ese cambio deberd ser una unidad, como minimo, siendo la penalizacion de la funcidn objetivo
por ese cambio su coste reducido a qu. En consecuencia, la penalizacion por incrementar la variable

basica x, a, al menos ny+1, incrementando o decrementando una variable no bésica x; que debe ser
entera, sera
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_ _ l_fpo .- 0 -1
max | a,, ,a,, = sia, <0 y x =l @112
pPq
0
1-f ,
7, .4, —— ia 0 = 8.113
max aoq,aoq . smpq > Yy Xq -—Uq (8. )

Pq

De igual manera, la penalizacion por dectementar x, a, al menos, iy, incrementando ¢ decrementando
una variable no bisica x; que debe ser entera, serd

f

— — p0 .=
max |8y, .80, = sia,, >0 y x =l (8.114)
a
Pq
0
fD
Ay 3y, ——( sid, <0 = 8.115
IAX | &y, g = sia,, <0 y x,=u, (8.115)

pd
Las nuevas penalizaciones Py y Pp a utilizar serdn pues

A (A-1,)/(-3,) sijeM

v =jag:20 HlaX{ﬁoj,EOj (lmfpo)l(mﬁpj)} sijey[ N =1 (8.116)
0
: _ Ay (1-f,,)/(-2,) sijeM |
fu :j,g:;l;o max {505,501- (l—fpg)/(—ﬁpj.)} sijey] MR (8.117)
y
RN Af /T,  sijeM . »
D j’apj;»o max {onjojfpolapj} sijel PN (8.118)
0
) _ Aif, /T,  sije M ‘
Py = _min six, =u, 6119

Jay <0 max{?ioj,ﬁujfpo lﬁpj} sijel

don J es ¢l conjunto indice de las variables no basicas que han de ser enteras y M ¢l de las no bdsicas que
1o han de ser enteras. Estas penalizactones m4s estrictas permiten encontrar una buena solucidn entera
sin necesidad de analizar todos los nudos. Igual que antes, cualquier solucion entera que se pudiese
obtener a partir del nudo i estaria acotada superiormente por

* *
max{x,—Py,x,—Ppy} (&8.120)
El nudo i se podra desechar si, para coalquier x;,
. * *
min{P;, Py} 2 x) —Zppy (8.121)
El resumen de todas estas consideraciones es que, incorporando los sencillos cdlculos descritos al
analizar un nudo, es posible determinar unas penalizaciones que permiten desechar muchas alternativas

de separacién: esto permite reducir substancialmente el tiempo de célculo de obtencién de 1a solucion
dptima de un programa enterc mixio por el procedimiento de branch and bound.
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8.8 Solvers de Programacion Entera Mixta: MOMIP [Fuente95]

Los solvers de programacion entera mixta son programas informdticos capaces de resolver problemas de
optimizacién del tipo
max (ch +hTy)
s.t. Ax+Gy<hb
I £x<gu,
(8.122)

I, sy=<u,

xeR”

ye ZF

Existen muliitud de solvers que implementan los algeritmos, bédsicamente de tipo branch and boumd,
para la resolucidn de este tipo de problemas: MOMIP, LINDO, MINTQ, ...

A continuacion pasaremos a analizar la estructura general de un solver de programacion entera mixta,
como se le debe proporcicnar la especificacién del problema y finalmente analizaremos el solver de
programacion entera mixta utilizado en esta tesis, MOMIP,

8.8.1 Ficheros de Especificacidn de Problemas

La especificacion del problema a resolver se realiza en Ia mayoria de solvers de programacidén entera
mixta y general en los solvers de programacion lineal y programacion entera mediante un fichero con
formato MPS (“Mathematical Programming Systems”). Este formato fue creado por IBM. Un fichero

con formato MPS contiene por lo tanto 1a especificacién del problema a resolver por el solver, El fichero
MPS se divide en una serie de secciones delimitada por las siguientc palabras clave:

NAME
ROWS

INT
'l.{-HS
i.l.AN GES
i.}'OUNDS

ENDATA

El formato MPS ¢s sin duda el mds extendido en el mundo entre los c6digos comerciales que resuelven
problemas de optimizacién, El detalle del formato de este fichero se puede encontrar en el manual de
usuario de cualquier solver de optimizacion que lo utilice o en cualquier libro de optimizacién que trate
la optimizacion lineal y entera como por ejemplo el libro de De la Fuente O’ Connor [0’ Connor95].

8.8.2 Estructura General de un Solver de Programacion Entera Mixta
La estrucoura de un solver de programacidén entera mixta es la siguiente:

1* Etapa: “Entrada de datos”

¢ Lectura de las especificaciones del proceso de optimizacion,
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¢ Lectura del fichero de datos del problema de optimizacién a resolver en formato MPS.
22 Etapa: “Resolucion inicial del problema de programacion entero mixto”

¢ Resolucién del problema mediante relajacion lineal? utilizando el método simplex revisado,

¢ Presentacion de los resultados
0 Si el problema tiene variables enteras, se¢ procede a la siguiente etapa, En caso contrario, finaliza el

programa.

3® Etapa: “Aplicacion del algoritmo branch and bound aplicando relajaciones lineales”

¢ Comprobacién de la solucién dptima del programa lineal, rechazdndose el nudo y por tanto no
generdndose a partir de €1 ninguna rama si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) La solucion del problema lineal no es factible

(b} El valor de Ia funcién objetivo del problema lineal es peor que la mejor solucién entera
obtenida hasta el momento

(c) La solucién del problema lineal es enfera.

¢ Célculo de las penalizaciones para cada variable bésica no entera que deberia serlo. También se
comprueba la existencia de separaciones forzadas para variables no bisicas. Como variable de
separacidn se escoge aquella con la mayor penalizacion. La siguiente accién se lleva a cabo en la
direccion opuesta a la méxima penalizacion. La variable de maxima penalizacién se afiade a la lista
de Ias que se analizardn mis adelante, generdndose dos nuevas ramas del drbol numerativo,

¢ Resolucién de la relajacion lineal del nudo del 4rbol numerativo siguiendo la regla LIFO. Para ello se
utitiza el método primal del simplex. Una vez resuelto el problema se pueden dar alguna de las
siguientes situaciones:

(d) Si la solucidén conseguida es entera factible, se escoge otro nudo de la lista y se vuelve a

comenzar el ciclo primal.
{e) En casoe contrario, s¢ vuelven a calcular las penalizaciones de cada variable basica.

4 * Etapa: “Presentacion de los resultados del problema de optimizacion”

¢ Presentacién del valor de 1a funcién objetivo
¢ Presentacion del valor de las condiciones
¢ Presentacidn del valor de las variables

8.8.3 El Optimizador MOMIP

MOMIP- es un solver de optimizacién desarrollade en Ci++, que permite resolver problemas de
optimizacién entera mixta de tamafio medio utilizando e! algoritmo de branch and bound. Este software
ha sido desarrollo en un instituto de investigacién austriaco denominado ITASA (“International Institute

for Applied Systems Analysis™). [Ogryczak96]

El algoritmo de branch and bound implementado por MOMIP es el siguiente:

Algoritmo de Branch and Bound de MOMIP

Paso 1. Definimos ¢l nodo 0 mediante la relajacién lineal del problema original y la solucién 6ptima
disponible de dicho problema. Si todas las variables de la solucién son enteras, la bisqueda ha
finalizado. Fijamos el contador de nodos examinados a cero, n = (), fijamos el valor de corte inicial,
elegimos el nodo 0 como el nodo de bifurcacion, k = 0, y escogemos la variable de bifurcacidn.
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Paso 2. Definimos los nodos n+1 y n+2 como los subproblemas del nodo k de acuerdo con Ia variable de
bifurcacidn preseleccionada, n=n+ 2.

Paso 3. Optimizamos el problema asociado con el nodo n+1. Si el problema no es factible, entonces lo
eliminamos de posteriores andlisis. Mientras que si la solucién satisface las condiciones de optimalidad,
entonces almacenamos la mejor solucion entera encontrada hasta ahora, modificamos ¢l valor de corte y
eliminamos todos aquellos nodos que podamos de Ia lista. Finalmente, si la solucién no satisface las
condiciones de optimalidad, entonces seleccionamos una nueva posible variable de bifurcacion.

Paso 4. Optimizamos el problema asociado con el nodo n+2. Si el problema no es factible, entonces 1o
eliminamos de posteriores andlisis. Mientras que si la solucién satisface las condiciones de optimalidad,
entonces almacenamos la mejor solucion entera encontrada hasta ahora, modificamos el valor de corte y
eliminamos todos aquellos nodos que podamos de la lista. Finalmente, si la solucién no satisface las
condiciones de optimalidad, entonces seleccionamos una nueva posible variable de bifurcacion.

Paso 5. 51 la lista de nodos a analizar estd vacia, la bisqueda ha finatizado. La mejor solucién entera es
la 6ptima. Si no existe ninguna selucién entera, el problema no tiene solucién entera. En caso de que la
lista no esté vacia, escogemos ¢l siguiente nodo de bifurcacion k de la lista y eliminados ¢l nodo actual

de Ia misma, y volvemos al paso 2.

El valor de corte inicial se define en MOMIP por defecto a o para Ios problemas de maximizacion y a
-eo para los problemas de minimizacién, aunque el usuario puede especificar un valor diferente mediante
el pardmetro CUTOFF. La biisqueda se restringe entonces a soluciones enteras que hagan que ¢l valor de
la funcién objetivo sea mejor que el pardmetro CUTOFF. Cuvando se encuenira una solucién entera,

entonces el pardametro CUTOFF se fija a:

CUTOFF =V - MINMAX x OPTEPS x [VI

donde: V es ¢l valor de la funcion objetivo asociado a la solucién entera, OPTEPS es la tolerancia
relativa asociada al valor Gptimo y MINMAX es 1 para la minimizacién y -1 para la magimizacion,

8.9 Aplicacién de la Programacion Separable a la Generacion de Envolventes

s Planteamiento del problema
Para poder calcular las envolventes en tiempo real pero sin aumentar Ia incertidumbre total lo gue

hacemos es truncar la expresién exacta presentada en el apartado anterior. Este truncamiento nos
permite calcular 1as envolventes del sistema en el instante k tomando una ventana de longitod L que se

va desplazando a medida que pasa el tiempo:

_ AL L-1
X, =A"x, | +A 7 Bu,_ | +-+Bu,,

de manera que se calcala el valor de las envolvenies en el paso k a partir de la incertidumbre en los
pardimetros;

Ae[a™,A"] y Be[B7,B7]
y a pariir de la incertidumbre en los estados al inicio de la ventana:

- +
K € [Xk—L’Xk—L]

con lo coal el problema del célculo de las envolventes para cada instante de tiempo k consiste en la
resolucion de los dos problemas de optimizacion siguientes:
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xt =max(A"x, +A""Bu, +-+Bu,,) x; =min{A x| +A" Bu,_ +-+Bu, )
SLIX, | € [x;_L,x,*;_L] SEiX, g € [X;L,x;L]

Ac[am,A%] Ae[am,a]

Be[B",B"] Be[B,B")

Se puede demostrar analiticamente y mediante simulaciones que para una longitud L de Ia ventana del
orden del tiempo de establecimiento del sistermna no existe diferencia entre las envolventes calcuiadas por

¢l método exacto y el método aproximado.

La idea de utilizar una ventana soluciona por lo tanto el problema del crecimiento del cdlculo a realizar
a medida que aumenta el tiempo a la vez que garantiza que el resultado cbtenido se aproxima al
resultado ¢xacto. El problema que queda abierto y que se analiza en el siguiente apartado es como se
resuelve el problema de optimizacion planteado.

¢ Resolucién del problema de optimizacion utilizando programacién entera mixta

Centrémonos en un uno de los dos problemas de optimizacién que debemos resolver; la determinacién
del valor de la envolvente maxima en un determinado instante de tiempo:

x5 = max(A Lx oL TA LRy aer++Bu, )
SLi%,_ | € [x;_L,x:_L}
Ae[am,A%]
Be[p.B')
Para simplificar la explicacion, y sin pérdida de generalidad, situemos en un caso concreto:
e un sistema de primer orden; A=ayB=b

s una ventana temporal: L = 2
con lo cual ¢l problema de optimizacion a resolver s¢ transforma en:

x} =max(a’x,_, +abu_, +bu )
- +
SEX 5 € [XD—Z’XB-—Z]
ae [a_,a+]

be [b7,b*]
Teniendo en cuenta que para un determinado instante de {iempo U, ¥ Un1 serdn valores conocidos:

€1 =1Un
€ =1Up )

y realizando el siguiente cambio de variables:

X1 = Xn2
X2=3a
X3=b
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E1 problema de optimizacién se puede reescribir como, el problema de maximizar la funcidn de tres
variables y=f(x;,x;,%3) dentro del cubo determinado por las cotas de dichas variables:
» = max(x] )
X, =max{X;X, +C;X, X4 +CyX,
SLIX € [xf,xf] =Ix",x"]
- o+ -+
X, € [Xz:xz] =[a ,a ]
x5 € [x5,x} | =[b7,b"]
En general, este problema sera un problema de optimizacion no lineal v no convexo. Este tipo de
problema presenta ¢l problema de los 6ptimos locales. La mayoria de algoritmos para este tipo de

problemas no pueden mas que garantizar un 6ptimo Iocal, puesto que se basan en una semilla como
punto de arranque. Si dicha semilla se encuentra cerca de un Gptimo local ¢l algoritmo convergera hacia

el mismo.
Tal como hemos visto en el capitulo anterior para el caso de tener un problema separable y en el que

aparecen productos entre variables elevadas a productos s¢ puede aplicar la programacion entera mixta
como un métedo de resolucidn aproximado, pero que garantiza que se alcanza el 6ptimo global.

¢ Transformacion de la funcion objetive en una funcion lineal mediante un cambio de variable

Para poder aplicar el método de la programacién entera mixta en primer lugar se debe aplicar un cambio
de variable que transforme la funcién objetivo en una funcién lineal. 8i introducimos las variables z, vy z,
de la siguiente manera:

Zy= xgxl

2y =XpX;3
La funcidn objetivo se transforma en una funcién lingal;
Z14+C1Z3+C2X3

quedando el problema de optimizacién transformado en;

+
X, =max (Z;+C;Z; +C,X,)
A AN

Se observa que el nuevo problema de optimizacién obtenido presenta una funcién objetivo lineal pero
unas resiricciones no lineales.
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¢ Linealizacidn de las restricciones formadas por los productos

Las restricciones no lineales que han aparecido estdn formadas por los diferentes productos entre
variables que contenia la funcién objetivo. Estos productos se pueden linealizar aplicando un cambio de
variables logaritmico y una linealizacién a trozos, En primer lugar, vamos a tomar Iogaritmos de cada
uno de los productos a linealizar: :

logz, =2logx, +logx,

log z, =log x, +log x;

St ahora realizamos los siguientes cambios de variable:

w, =logz,
w, =logz,
v, =log x,
v, =logx,

vy=logx,

las anteriores expresiones logaritmicas se transformarén en:

W, =V, +2v,

WZ :VZ +V3

De forma el problema de optimizacién quedara transformado en:

+
X, =max (Z, +C;Z, +CyX;)
A AN
w, =v,+2v,

Wy =V, +vy

w, =logz,
w, =logz,
vy =logx,
v, =logx,
vy=logx,

-+
xle[xl,xl]

[xz. %]
Xy € |Xy, X,

Z, € [z;,z;]

v, € [vl"v;'] z[log X; ,log x;']

v, € [v;,v;] =[10g X,.log x;]

vy € [v;v;] =[10g x4, log x;]

W, € {w[,w?] =[log x; (x;)%,log x} 3’

W, € [w;w;} =[10g X,X,,log x;x;]
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Finalmente, lo que queda es linealizar los logaritmos a trozos utilizando una linealizacion tipo A o tipo
3, tal como se explicado al principio de este capitulo.

Utilizando una linealizacion a trozos tipo A con una rejilla de seis puntos para cada uno de los
logaritmos, por ejemplo, la restriccion w, = log z,
se transformard en:

W= WAy, T WAy + WAy AW R g WA WAy
2y =Ty A, +Zip Ay + 2Ry 2 Mg F 2 A 2y A

Ay, =L, <0

A 1,
Mo~y —1; <0
A‘ld —I,
A=y -1 <0

A,-I,<0

A, TAG A FA FA A =1
I,e{01}

I,e {01}

1, e {01

I, € {01}

I, € {0.1}

(—L,; <0

-1, <0

donde:

. - + - + ..
{Wia Winy Wic, Wig, Wie, Witk € (W, W) 1Y {210, 211, Z1c, Z1d, Zaer Z1r} € [2], 2] ] SO las rejillas de punto
correspondientes a la variables wy y 2; relacionadas a través de logaritmo,

Atas Ao, Adg, Aads Aes Agr $ON variables reales de interpolacidn
L1, Tva, Ior, 1g1, Ieq sOm variables enteras binatias que garantizan las condiciones de adyacencia

Andlogamente se procederia a la linealizacion del resto de logaritmos. Una vez linealizados todos los
logaritmos se habria traducido el problema original no lineal y no convexo en un problema lineal a
trozos que para garantizar que se determine el 6ptimo global deberia de ser resuelto utilizando un solver
de programacién entera mixta.

¢ Resolucion del problema mediante un solver de programacion entera mixta

Una vez linealizada la funcién objetivo y las restricciones mediante aproximaciones lineales a trozos, el
problema obtenido es un problema de optimizacién entero mixto. Este problema se puede resolver
mediante algoritmos de Branch and Bound combinadas con las técnicas de resolucién de problemas de
optimizacion lineales del tipo simplex. Todos los solvers de programacién entera mixta utilizan como
formato de entrada del problema ¢l formato de fichero MPS. Por lo tanto, una vez obienido el problema
de optimizacion lineal a trozos se deberia de traducir al formato MPS, para que pudicra ser resuelto por
un solver de programacién entera mixta.
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8.10 Implementacion de un Generador de Envolventes basado en esta técnica

Para poder resolver el problema de la generacion de envolventes utilizando programacion entera mixta
se debe desarrollar un programa informatico que realice las siguientes funciones:

» obtencién de la funcién objetivo como suma de productos de variables elevadas a potencias

¢ linealizacién de la funcion objetivo mediante cambios de variable

» linealizacion de las restricciones mediante la aplicacion de cambios de variable logaritmicos y
linealizacion a trozos

¢ introduccidn de variables binarias y planteamiento del problema como un problema de optimizacién
entero mixto

¢ traduccion del problema al formato MPS para poder ser resuelto por alguno de los solvers estandar
de programacion entera mixta

¢ solucién del probiema mediante el solver de programacion entera mixta

¢ obtencién de los resultados

Veamos como se podrian conseguir cada una de las funcionalidades anteriormente mencionadas.

8.10.1 Estructura del Generador de Envolventes

El sistema informatico que se ha desarrollado para generar ias envolventes utilizando 1a técnica de
optimizacién global descrita en este capitulo estd compuesto de los siguientes bloques funcionales:

manipulador algebraico: MAPLE

linealizador: programa desarrollado en C

traductor de formato LINDO a formato MPS

solver del problema de optimizacién entera mixta; MOMIP

extractor de la solucion: programa desarrollado en C

manipulador del fichero MPS: programa desarrollado en C

sistema de generacion de envolventes en tiempo real: programa desarrollado en C

& * & 6 o

La interrelacién entre estos blogques funcionales se muestra en la Fig, 8.6,

8.10.2 Descripcidn def funcionamiento de los médulos funcionales

Una vez descrita la estructura del sistema informdtico que se ha desarrollado para la generacién de
envolventes en tiempo real, vamos a describir cada una de las unidades funcionales que se¢ han

identificado.

* El manipulador algebraico

El primer problema que debe resolver nuestro sistema informético es Ia obtencién de una expresion para
la funcién objetivo manipulada en forma de sumas de productos de variables ¢levadas a potencias. Para
conseguir realizar este proceso de forma automética se precisa de un manipulador algebraico. Se podria
haber construido dicho manipulador, pero en el mercado existen manipuladores algebraicos muy
potentes con Io cual resulta innecesario su desarrollo. EI manipulador algebraico que se ha utilizado es el
programa matemético MAPLE.

¢ El linealizador

Con la expresion de la funcién objetivo manipulada, el siguiente médulo funcional, que lo hemos
denominado linealizador, extracrd los productos de la funcién objetivo mediante un cambio de variable y
los linealizar4 mediante un cambio de variable logaritmico previo v una linealizacidn a trozos utilizando
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MAPLE

LINEALIZADOR

TRADUCTOR
MPS

MOoMIP fipem M ANTPULADOR
MPS

EXTRACTOR
SOTTICTON

GENERADOR
ENVOT . VENTRS

’

ENVOLVENTES

Fig. 8.6 Generacién de las envolventes
utilizando programacién entera mixta

variables binarias. A partir de del problema linealizado construird un fichero tipo LINDO que contendrd
dicho problema. Este méduio funcional ha sido realizado mediante un programa en C.

El funcionamiento del mismo es ¢l siguiente:

1. A partir del fichero MAPLE que contiene la expresién de la funcicén objetivo linealizada, el
linealizador va extrayendo cada uno de los productos y los va almacenando en una Tabla de
Productos.

2. A partir de la Tabla de Productos se¢ aplica sobre cada uno de ellos la linealizacién a trozos previo
cambio logaritmico que nos separa cada uno de las variables del producto.

3. A continyacién se introducen las variables binarias y se calculan las cotas superior e inferior de cada
una de las variables del problema

4. Finalmente se construye un fichero tipo LINDO que contiene el problema de optimizacién traducido
a un problema de programacién entera mixta apto para ser resuelto con el selver adecuado,
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* El traductor de formato LINDO a formato MPS

La mayoria de solvers de programacion entera mixta que existen en el mercado utilizan como formato de
entrada de los problemas a resoiver el formato MPS. El solver que se ha utilizado en este proyecto
denominado MOMIP utiliza también dicho formato. Por lo tanto, se¢ ha tenido que afiadir al sistema
informéitico de gencracién de envolventes mediante programacién entera mixta un traductor que
tradujera del formato LINDO obtenido por MAPLE al formato MPS. Este médulo ha sido desarrollado

también en C,
El funcionamiento del traductor es el siguiente:

1. En primer lugar, el traductor lee completamente el fichero que contiene el problema de optimizacion
entera mixta contenido en ¢l fichero LINDO aimacenando el contenido de dicho fichero en diferentes
tablas: Tabla de Coeficientes, Tabla de Variables, Tabla de Coeficientes RHS, Tabla de Variables

Enteras y Tabla de Cotas Minimas/Mdéximas de las Variables.
2. A partir del contenido de las tablas anteriores se construye el fichero MPS que contenga el problema.

¢ El traductor de formato MPS a formato LINDO

Ei formato MPS ¢s adecuado para los solvers de programacion entera mixta pero no para €l usuario.
Para poder leer y ver de forma inteligible el contenido de un fichero MPS se ha desarrollado otro
traductor que permite obtener un problema entero mixto especificado mediante un fichero MPS en el
formato LINDQ. Este médulo ha sido desarrollado en C.

El funcionamiento del traductor es el siguiente:

1. En primer lugar, el iraductor lee completamente el fichero gue contiene el problema de oplimizacién
entera mixta conienido en el fichero MPS almacenando el contenido de dicho fichero en diferentes
tablas: Tabla de Coeficientes, Tabla de Variables, Tabla de Coeficientes RHS, Tabla de Variabies
Enteras y Tabla de Cotas Minimas/Maximas de las Variables.

2. A partir del contenido de las tablas anteriores se construye el fichero LINDO gque contenga el

problema.
* El solver de problemas enteros mixtos

Dicho mddulo funcional tiene como finalidad encontrar la solucién a un problema de programacién
entera mixta. En el mercado existen multitud de solvers que permiten resolver este tipo de problemas es
por ello que no se ha desarroflado en este proyecto un solver especifico sino que se ha utilizado uno de
los existentes. El solver que se ha utilizado se¢ denomina: MOMIP (“Modular Optimizer for Mixed

Integer Programming”).
El funcionamiento de este programa es el siguiente:

1. Se ejecuta el programa indicdndole cual es el fichero en formato MPS que contiene el problema de

programacion entera mixta a resolver,
2. Después de procesar dicho fichero, resuelve el problema contenido en el mismo devolviendo un

fichero gue contiene la solucion al problema. Se trata de un fichero propio del programa MOMIP.

s FE] extractor de soluciones de fichero solucion de MOMIP

Una vez se ha resuelto el problema de optimizacién entera mixta con ¢l programa MOMIP devolviendo
la solucién del mismo en un fichero solucidn, se precisa de un mddulo funcional que capture la solucién
contenida en dicho fichero para su utilizacién en el célculo de las envolventes,

El funcionamiento de este modulo es el siguiente:

1. Se analiza el fichero solucién hasta extraer la solucién al problema de programacién entera mixta.
2. Una vez localizada y extraida dicha solucion se envia al médulo de célculo de envolventes.
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¢+ Kl modificador de ficheros MPS

Resuelto el problema de optimizacion para el instante actual para cada una de las variables de estado, se
debe preparar cada uno de los ficheros que contienen los problemas de optimizacion para que contengan
el problema que nos proporcionaré el valor de las envolventes en ¢l siguiente instante de tiempo. Esta es

la misién del médulo modificador de ficheros MPS

El funcionamiento de este madulo es el siguicnte;

1. A partir de un fichero MPS que contiene el problema de optimizacion que nos proporciona el valor
de la envolvente mdxima/minima para una de las variables de estado en el instante actual, se debe
modificar dichero fichero para que contenga el problema de optimizacién que nos proporcionara el
valor de las envolventes maxima/minima en el instanie siguiente.

2. Las modificaciones que se deben introducir al problema son las siguientes: modificar las constantes
de la funcién objetivo reflejando el valor actual de las entradas al proceso y modificar las cotas de las
variables de estado de forma que contengan el valor de las mismas L pasos hacia atrds. Al cambiar el
valor de las variables de estado también cambiarin el valor de las cotas de los productos donde

intervengan dichas variables.

¢ El generador de envolventes

Este es el médulo que utiliza el resto de médulos para generar para cada instante de tiempo ¢l valor de la
envolvente méxima y minima mediante la resolucion de los correspondientes problemas de

programacion entera mixta

8.10.3 Aplicacidn sobre varios ejemplos

Para comprobar el correcto funcicnamiento del generador de envolventes hasado en programacion entera
mixta se han utilizados ejemplos que ya han sido utilizados en el capitulo 3 de esta tesis: un ejemplo
basado en un sistema de segundo orden y un gjemplo real basado en el servosistema de posicionamiento
de los alabes de una wrbina de gas utilizada en el proyecto ESPRIT TIGER,

A. Ejemplo de aplicacion a un sistema de segundo orden

El sistema de segundo orden que hemos escogido tiene el siguiente modelo en el espacio de estados
discreto

X, = Ax, +Bu,

con los siguientes valores nominales parg sus parametros;

0 02048 1
A, = B=
i 18953 0
La tnica matriz que tiene pardmetros acotados en intervalos es A, siendo su valores méximos y
minimos, respectivamente;

0 —0.9038 0 —0.9058
Amax = y Amin =
1 18963 1 18943

Utilizando el generador de envolventes construido utilizando la técnica de la programacién entera mixta
las envolventes generadas para este sistema para diferentes longitudes de ventana se muestran en la

Fig. 8.7.
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Cavelop Genaralar using Inleger Progriamming

i Ervelop Generata using Miked Intoger Programming

T S

(¢c) Longitud de Ventana L =3

Fig. 8.7 Generacion de las envolventes
del sistema de segundo orden
para diferentes longitudes de ventana
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B. Un ejemplo real: el sistema TIGER

El modelo del servosistema de posicionamiento de los alabes se puede reescribir utilizando la
representacién normalizada en el espacio de estado como:

x(k+1)=Ax & + B uk
donde:
4,—8,8 —a,—3, ¢ -025

A = =
8 1 Cy 1

1 -a,s, ) (1 ¢,
B = =
0 s 0 «c,

siendo el valor de los pardmetros inciertos:

¢, € [0.6797, 0.7335] ¢, €[01032,03372]

¢, € [-0.0212,-0.0035] ¢, € [0.0155, 0.09232]
Utilizando el generador de envolventes construido utilizando la técnica de la programacién entera mixita
las envolventes generadas para este sistema para diferentes Iongitudes de ventana se muestran en la

Fig. 8 8,

(b) Longitud de Ventana L =10
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_'; - . Envelop Generslor wsing Mixed Inleget Progiamming

{c) Longitud de Ventana L. =7

Fig. 8.8 Generacion de las envolventes
del sistema TIGER para diferentes longitudes de ventana

8.11 Conclusiones

En este capitulo se ha propuesto resolver el problema de programacién global asociado al problema de
generacion de envolventes mediante el nuevo algoritmo presentado en esta tesis, utilizando 1a propiedad
de separabilidad de la funcién objetivo, La programacion separable es un cldsico dentro del campo de l1a
optimizacién, pudiéndose encontrar en la mayoria de los libros de optimizacion.

El método de optimizacién basado en la programacion separable resulta atractivo puesto que utiliza
como método de optimizacion final el método simplex, que es uno de los métodos mas conocidos y
utilizados, combindndolo con una bisqueda binaria de tipo branch and bound, pudiéndose combinar
generalizando a un problema de programacién entera mixta,

Con esta técnica se han obtenido buenos resuttados al aplicarla a 1a generacion de envolventes, pero la
dificultad aparece en todo el tratamiento simbolico asociado con la transformacion del problema original
separable pero no lineal, en un problema lineal a trozos formulado como un problema de programacicn
entera mixta y bajo el formato adecuado para que el optimizador que implementa dicho algoritmo pueda
resolverlo correctamente. Asi mismo, una vez obtenido el Gptimo, debe de reformularse todo el
problema, linealizacion incluida, para la determinacién el siguiente 6ptimo asociado al siguiente
instante de tiempo. Todo ello hace que el método sea excesivamente lento y complejo para poder ser
aplicado a la generacion de envolventes en tiempo real, aungue los resultados obtenidos son buenos,
pudiéndose determinar ¢l ¢ptimo con la precisién deseada sin mas que decidir cuantos puntos se
utilizardn en la rejilla de linealizacidon.

Comparando estd técnica con la presentada en ¢l capitulo anterior, ambas técnicas como, se ba
enfatizado en los titulos correspondientes a ambos capitulos no son técnicas de optimizacion global
Zenerales, sino que son téenicas que aprovechan la estructura particular del problema de optimizacion
que aparece al aplicar el nuevo algoritmo de optimizacion de envolventes a un sistema lineal invariante
con el tiempo, pero con pardmetros inciertos cuyo valor esta acotado dentro de un intervalo.

Otro punto de contacto entre ambos algoritnos y en general entre la mayoria de algoritmos de
optimizacién global, tal como hemos comentado, en el capitulo donde se presentaban las caracteristicas
principales de los problemas de optimizacion global, es Ia utilizacion de la bdsqueda mediante el
algoritmo de branch and hound.
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Capitulo 9:
OPTIMIZACION GLOBAL
MEDIANTE BRANCH AND BOUND
Y ALGEBRA DE INTERVALOS

En este capitulo se presenta el dlgebra de intervalos aplicada a la optimizacion global de funciones
utilizando ¢l algoritmo branch and bound. Los resultados que se presentan basicamente proceden de los
trabajos de Ratscheck [Ratscheck84] Ratscheck[88], Hansen [Hansen92] y Kearfott [Kearfoit96],
mateméticos que han desarrollade un conjunto de algoritmos basados en el dlgebra de intervalos clésica
0 de Moore [Moore66] junto con el algoritmo de branch and bound para determinar el Gptimo global de

una funcién.

A diferencia de las técnicas de optimizacion global presentadas en los capitulos anteriores que
explotaban la estructura particular del problema, las técnicas de optimizacién global basadas en el
algebra de intervalos y en el algoritmo de branch and bound son técnicas de aplicacion més general que
son aplicables a una gama muy amplia de probiemas de optimizacion, tanto con restricciones como sin

restricciones.

9.1 Introduccién al Algebra de Intervalos Clasica

Bl algcbra de intervalos cldsica fue introducida por R.E. Moore [Moore66], por ello también se 1a conoce
como 4lgebra de Moore. Dicha dlgebra en la definicién de una aritmética dentro del conjunto de los

intervalos cerrados reales. Si X=[x",x"]y Y=[y",y"], entonces las cuatro operaciones bdsicas de
dicha aritmética s¢ definen mediante

XoeY={xoylxe X,ye Y} para o€ {+~%/} (©.1)

de donde, ei resultado de la aplicacién de cada una de las operaciones basicas sobre los intervalos X e Y
proporciona otro intervalo Z, que se corresponde con el rango de valores que puede tomar la operacién

de cada punto del intervalo X con cada punto del intervaio Y.
Aunque la definicion anterior caracteriza dichas operaciones matematicamente, 1a utilidad del 4lgebra

de intervalos se debe a las definiciones operacionales de dichas operaciones sobre intervalos
X+Y=[x +y ,x" +y"]
X-Y=[x -y"x"-y]

X*Y =[min{x"y ,x"y", x+y_ , xJ'y+ Lomax{x'y , x"y+,x+y_ , x+y+}]

1 1 1 _ +
—=[—7F,——] si x >0 o si x <0
X x x
1
X/Y=X*—
' Y

Es obvio, a partir de la definiciones anteriores que ni el reciproco de un intervalo ni 1a divisién de
intervalos estdn definidas cuando 0 € Y. Sin embargo, bajo determinadas circunstancias puede ser atil
poder trabajar con cocientes de intervalos que contienen el cero, para ello existc una dlgebra de
intervalos exiendida o de Kahan-Novoa-Ratz.
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9,2 Extension Intervalar de Funciones

Una aplicacion inmediata del dlgebra de intervalos cldsica es la obtencién del rango de valores posible
de wma funcion intervalar. En primer lugar, vamos a definir que se entiende por funcién intervalar o

extension intervalar de una funcion:

¢ Extension Natural

“Sea f : R" — R una funcién definida a partir de una expresién o algoritmo que implica las cuatro
operaciones aritméticas elementales, entonces una extensién natural de f, cuyo rango de valores sobre el
intervalo X se indica mediante £(X), se obtiene reemplazando cada ocurrencia de x por el intervalo X y
realizando todas las operaciones entre intervalos de acuerdo con las definiciones operacionales que se

han introducido en el apartado anterior”.

Se puede demostrar que:

“§i F(X) es la extension intervalar natural de una funcién f(x), v X es un intervalo real contenido dentro
del dominio de la funcién f(x), entonces F(X) contiene el rango de f(x), R[f(x)] para xe X, es decir

RIF(0)]={f(x)Ixe X}cFX) ©2

Dicha propiedad de la extension intervalar de una funcién se denomina propiedad de inclusion™.

Si bien la aritmética de intervalos cldsica al ser aplicada en la determinacién del rango de las
operaciones aritméticas reales obtiene resultados correctos, no sucede los mismo, en general, cuando se
aplica a la determinacion del rango de funciones a partir de su extensién intervalar.

Por ejemplo, si se desea evaluar el rango de Ia funcién
f(x)=x"-x

en el miervalo X=[0,1] utilizando la aritmética intervalar aplicada directamente sobre la extensidn
intervalar de 1a funcion f(x) s¢ obtendra

[0,17% +[0,1]=[0,1]-[0,1} =[-1,1]

cuando el rango de f(x) sobre dicho intervalo es [-1/4,0]. Por lo tanto, la aplicacion directa del 4lgebra de
mtervalos sobre la extension intervalar de funciones sobrestima ¢l rango de la funcion. Dicha
sobrestimacion se debe a que la variable x se supone de forma implicita que varia de forma
independiente en ¢l término x* y en el termino -x. Es fenémeno aparece cuando una variable aparece
mas de una vez en una funcién. A este fenémeno se le denomina ¢l problema de las multiincidencias o
de la dependencia intervalar. Debido a este fendmeno expresiones algebraicas equivalentes en la
aritmética real cuando son evaluadas utilizando la aritmética intervalar producen resulitados diferentes.
Por ejemplo, si la funcion presentada anteriormente se rescribe como

f(xy=x(x~1)
entonces al aplicar de nuevo el dlgebra de intervalos para evaluar el rango de la funcién se obtendra
[0,10([0,1]- 1) =[0,1}{-10] =[-1,0] = [-1,1]
Sin embargo, aunque diferentes expresiones equivalentes de una misma funcién al ser evaluadas

utilizando extensiones intervalares y la aritmética intervalar produzcan resultados diferentes, se puede
demostrar que la aplicacién de la aritinética intervalar sobre la extension intervaiar de una funcién

proporciona una cota del rango real de la fncién.
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Una medida de 1a calidad de Ia extensidn intervalar F(X) de una funcién f(x} es el exceso de tamafio en
la determinacidn del rango que introduce, exceso que se mide de la siguiente manera

w(F(X)- w(R[f(X)D)  ©3
medida introducida por Moore.

Una medida del decrecimiento asintético del exceso de tamaiio cuando el tamafio w(X) decrece se.
denomina orden de convergencia de F, y es debida también a Moore. Asi, 1a extension intervalar de

una funcién F es de orden >0 si

w(F(X) - w(RLE(X)]) = O(w(X)*) ¢4
sea, si existe una constante 0 tal que

w(F(X) - wR[£(X)]) < cw(X)* ©5

De cara a obtener resuitados computacionales rdpidos es importancia escoger extensiones intervalares de
funciones de orden ol tan grande como sea posible cuando w(X) se hace pequeiio.

Un concepio parecido, aunque independiente del orden, es ia idea de funcién de Lipschitz. Una funcién
extension intervalar s¢ denomina de Lipschitz si existe un nimero real K, denominada constante de

Lipschitz, tal que
w(F(X)) £ Kw(X) (9.6)

s “Centered Forms” (Formas Centradas)

Las “centered forms” son extensiones intervalares de funciones con caracteristicas especiales
introducidas por Moore. Las “centered forms” mads utilizadas con las “meanvalue form” o forma del
valor medio y 1a “Taylor form” o forma de Taylor,

“Sea f : R" — R una funcién diferenciable v sea F'(X) la extensi6n intervalar del gradiente £ de la
funcién f, entonces se define

T,(X)=f()+(X-)"F(X) @

donde ¢ es ¢l punto medio de X, o cualquier otro punto de X, como la extensién intervalar en
“meanvalue form” de la funcidn f, o también, conocida como extension del valor medio”. Normalmente
F(X) sc puede calcular a través de la extensién intervalar natural de £(x), o bien, mediante

diferenciacion automatica.

Se puede demostrar que si 1a extensién intervalar de £, F' es Lipschitz, entonces la extensién intervalar
de la funcidn f, T, tiene un orden de convergencia igual a 2. Dicha demostracién puede ser encontrada

en [Ratsckhck84].

“Sea f : R" — R una funcioén dos veces diferenciable y sea F*(X) la extension intervalar de la matriz
Hessiana 7 de la funcién f, entonces se define

Té (X) = () +(X—0) f () +1(X-) F (X¥X-¢) ©.8)

donde ¢ es ¢l punio medio de X o cualquier otro punto de X, como la extension intervalar en “Taylor
form”, o también, conccida como extension de Taylor de la funcién 7.

Se puede demostrar que st f es dos veces diferenciable y f°° tiene una extensién intervalar F*° acotada,
entonces la extension intervalar de Taylor de £, T; tiene un orden de convergencia igual a 2.
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9.3 Evaluacion Local de Funciones Intervalares: libreria LIA InC++

Tal como sc ha visto en el apartado anterior, la aplicacién del dlgebra de intervalos clasica junto con la
idea de la extension intervalar de una funcién permite evaluar el rango de una funcion. Esta técnica de
evaluacién es local puesto que no tiene en cuenta las dependencias globales entre las diferentes
instancias de las variables en la expresion. Existen diferentes implementaciones de la dlgebra de
intervalos cldsica sobre diferentes lenguajes de programacion estdndar, entre ellos:

Triplex de Cole y Morrison
Pascal-SC de Bohelnder

Fortran-SC de Kulish

IP++ de Alander

PBasic de Aberth

VPl de Ely

LIA InC++ de Hyvonen y De Pascale

* Laimplementacion del Algebra de Intervalos escogida: LIA InC++

En concreto nos centraremos en esta dltima implementacion del dlgebra de intervalos clasica. Dicha
libreria permite evaluar el rango de una funcién aplicando el Algebra de intervalos cldsica sobre su
extension intervalar. Utilizando C++, implementa un objeto denominado Inferval que implementa un
intervalo. Sobre dicho objeto se definen las operaciones del dlgebra de intervalos.

LIA InC++ ademds afiade una serie de extensiones al 4dlgebra de intervalos clasica que le permiten:

1, Intervalos abiertos

Las implementaciones tradicionales del Algebra de intervalos consideran s6lo intervalos cerrados. Ello se
debe probablemente a los problemas que enunciamos a continuacién que hacen que el significado de un
intervalo abierto quede poco claro desde el punto de vista matematico:

(a) Los errores de redondec debidos a la precision del ordenador que se esti utilizando corrompen las
precisién de los lHmites de los intervalos. Mediante técnicas de redondeo externas normalmente sélo se

puede calcular la cota exterior del resultado real.

(b) La existencia de muiltiples instancias en la expresién intervalar que se estd evaluando normalmente
produce un intervalo resultante de mayor anchura que la real, lo que hace que la informacién sobre el
extremo abierto del mtervalo resulte poco Ttil,

Sin embargo, desde €l punto de vista practico, la informacién sobre el limite de un intervalo es abierto o

“cerrado es a menudo importante debido a que los limites suelen ser los puntos mds importantes de un
intervalo. LIA InC++ permite trabajar con intervalos abiertos y semiabiertos del tipo (x,y), [x,%) v (x,y].
El primer problema que se ha presentado se resuelve desde el punto de vista practico representado el
resultado con una precisién menor que la que se ha utilizado para realizar los célculos. Por otro lado, el
segundo problema que s¢ ha presentado es simplemente aceptado como algo inevitable, si la expresion
intervalar que se estd evaluando posee muiltiples instancias de una misma variable la utilidad del
resultado obtenido disminuye, tanto si se utilizan intervalos abiertos como cerrados.

2. La nocion de infinito

La noci6n de infinito es implementada: intervalos con limites cuyo valor es -eo, 0 bien, +o< son tratados
adecuadamente extendiendo las reglas del 4lgebra de intervalos clasica para que funcionen

adecuadamente frente a dichos casos.
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3. Intervalos complemento

LIA InC++ implementa la idea de intervalos complemento y generaliza las reglas del dlgebra de
intervalos para poder operar con ellos. Un intervalo complemento significa “cualquier valor que no este
contenido en el rango indicado mediante los extremos del intervalo “ y se representa con los
delimitadores nsuales de un intervalo [ ] pero escritos al revés ] [. Utilizando intervalos complemento,
las reglas del 4lgebra de intervalos cldsica se pueden extender para determinadas situaciones
discontinuas no definidas en dicha 4lgebra, tales como la divisién de un intervalo que contienen ¢l cero.

4, Intervalos no conexos

LIA InC++ implementa también extensiones del dlgebra de mtervalos para poder operar con intervalos
no conexos, Un intervalo no conexo es un rango discontinuo de valores que se representa mediante un
conjunto de intervalos y de intervalos complemento. Por ejemplo:

{ (1’2)’ ]_417( }
La mayor limitacién del dlgebra de intervalos clasica y por tanto de la implementacion de 1la misma LiA

InC++ es que el rango de una funcién obtenido mediante la su aplicacién serd sobrestimado si la
expresion de la funcién contiene miltiples instancias. Para evitar este problema se debe de utilizar, lo

que se denomina ¢l dlgebra de intervalos global, o bien, la aplicacion del dlgebra de intervalos a la

optimizacién global.
9.4 Aplicacion del Algebra de Intervalos a la Optimizacién Global

La mayorfa de métodos de optimizacion global tienen al menos uno de los dos defectos siguientes, El
primer defecto es que ¢l método puede no ser capaz de garantizar que se hayan encontrado los dptimos
globales con una cierta tolerancia (algoritmos estocdsticos), Ello implica que los resultados obtenidos
estdn sujetos a cierta duda sobre su validez. Ei segundo defecto es que ¢l método solo puede ser aplicable
hajo condiciones muy restrictivas tales como el conocimiento de una constante de Lipschitz, convexidad,
separabilidad, etc. (este ¢s ¢l caso de la mayoria de algoritmos deterministas). Finalmente, si se intentan
resolver 1los problemas de optimizacion global utilizando (écnicas cldsicas basadas en técnicas de
descenso es muy probable que se llegue a 6ptimo local en lugar de un a un 6ptimo global.

Estos problemas sor inherentes a la dificultad de resolver el problema de optimizacién giobal, lo que
{ieva a menudo a mucha gente a creer que Ja optimizacion global es un tema intratable.

Los problemas anteriormente comentados se pueden evitar utilizando herramientas y (écnicas basadas en
el Algebra de Intervalos en combinacion con algoritmos de Branch and Bound. Dentro de este marco se
pueden determinar los Sptimos globales para una amiplia gama de funciones. '

Las ideas basicas detrds de tales algoritmos para optimizacién sin restricciones se pueden expresar con
una notacién minima y sin ninguna referencia al dlgebra de intervalos. Dichos principios incluyen la
comprobacién sobre el rango de la funcidn objetivo asf como un test computacional de unicidad y

existencia.

El problema de optimizacién global a resolver se puede reformular de la siguiente manera: sea ¢ una
fimcién de R" —» R sicndo XeR® el rango valores de la funcién para el cual se desea determinar el
dptimo y sean C(X) = (¢, (X),-- ,cm(X))T:R“ —R™ las restricciones del problema de optimizacion,
entonces los algoritmos de Branch and Bound que vamos a presentar en este capitulo permiten
determinar de forma rigurosa las cotas inferior y superior de la funcién objetivo ¢ dentro del problema
de optimizacidn siguiente:
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min  ¢(X)
t.g.: ¢(X)=0 i=L-,m
x. <x. i:]’...,u j:l’...’q_u ©.9

X, 2x;, i=L-,n j=q-p+1,---,q

y para cada X eX que minimiza ¢, permiten determinar las cotas a; < x: <b; tales que b, —a, se
puede hacer tan pequefio como se desee y aseguran mateméticamente pero a la vez automdticamente que
existe un dnico punto critico dentro de cada: X={X=(x;,--,x }a; <x, <b , 1<i<n}. Las

restricciones de tipo desigualdad
g;(X)=0, l=sjspn @10

se pueden intreducir en el problema anterior utilizando variables de holgura

Crj (XD =g (X)+x 5, Xy 20 (9.11)

Ademds, la caja inicial X=(x, ..., x,} define una limitacidn artificial en la regién de bisqueda, mientras
que:

- +
le < xlJ < xij {9.12)

representan restricciones de tipo cota para un subconjunto de variables. Normalmente, como veremos
més adelante, si existen restricciones de tipo cota resulta ventajoso tratarlas de forma separada de las

restricciones de tipo igualdad y desigualdad.

Sea X el vector intervalar o caja inicial de bisqueda, los algoritmos de Branch and Bound mantienen
una 0 mis de las siguientes listas: una lista 1 de cajas a procesar, una lista U de cajas de tamafio
reducido y una lista C de cajas para las cuales se ha verificado que contienen puntos criticos.

El patrén que siguen dichos algoritmos es el siguiente:

Algoritmo 1: Branch and Bound

Entrada: una caja inicial X,
Salida: una lista C de cajas sobre las que se ha provado que contienen puntos criticos v una lista U de
cajas para las cuales la funcién objetivo toma valores pequefios pero que no han podido ser eliminadas.

Paso 1. Inicializacién de ia lista L colocando en 1a misma la region inicial de busqueda Xo.
Paso 2. Mientras L = &,

(a) Extraer la primera caja X de lalista L

() Procesar X hasta llegar a:

¢ Eliminar X

* Reducir el tamafio de X

¢ Determinar que X conticne un 1inico punto critico, para entonces determinarlo con un alto grado de
precision

* Subdividir X para que sea més facil poder eliminar, reducir o verificar 1a unicidad de las subcajas asi
obtenidas

(¢) Insertar una o m4s cajas obtenidas a partir de X en las listas L, U y C, dependiendo del tamafio de las
subcajas resultantes obtenidas a partir del paso 2(b) v de si el test computacional de existencia en este
paso ba determinado un tnico punto critico
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Muchos detalles, tales como criterios de parada y tolerancias, no se detatlan en el Algoritmo 1 que
acabamos de presentar. Dichos detalles difieren para cada uno de los algoritmos. Una combinacion de
diversas técnicas son utilizados por los diferentes solvers de optimizacién global basada en intervalos
para realizar el paso 2b del Algoritmo 1. A continuacién se presenta la estructura genérica del algoritmo
utilizado por dichos algoritmos para la determinacién del rango de la funcién objetivo asf como para la

verificacion de los puntos criticos.

N ST o B A NS 7 A NI = A
{31 Ug VA Cnionces acscartamos Ay a0anaonamos €

Algoritmo 2: Determinacion del Rango y Verificacion de los Puntos Criticos

Entrada: una caja X y una cota superior determinada de forma rigurosa ¢ del minimo global.
Salida: una o m4s cajas obtenidas a partir de X, o bien, la informacién de que X no puede contener el
minimo global, o bien, la mformacién de que X contiene un punio critico.

Paso 1. Comprobacién de la Factibilidad: (s6lo para problemas con restricciones)

(a) Abandonar el algoritmo si se demuestra que X no es factible. Para i = T hasta m:

e Calcular una cota de para el rango de cada una las restricciones ¢; (X) sobre X,

o S5i0e ¢(X) entonces descartamos X y abandonamos del algoritmo.

(b) Probar computacionalmente, si ¢s posible, que exista al menos un punto factible en X.

Paso 2. Comprobacién del Rango o “Test del Punto Central”
(a) Calcular una cota inferior $(X) del rango de ¢ sobre X.
{b) §i dicha cota es ﬂlperior a la cota superior del rango de la funcidn objetivo disponible hasta el

momento ${X) >{ entonces descartamos X y abandonamos el algoritmo.

Paso 3. Actualizacion de la Cota Saperior del Minimo

Si el problema es sin restricciones o su factibilidad ha sido probada en el paso 1b, entonces:

(@) Utilizar el dlgebra de intervalos para calcular una cota superior de la funci6n obbjetivo $(X)sobre la
caja X.

{b) Actualizacién de la cota superior de la funcién objetivo a partir del resultado obtenido en el apartado

anterior: § < min{$,$(X)}

Paso 4. “Test de Monotonicidad™
{a) Calcular una acotacién del grandiente de la funcién objetivo V¢(X) del rango de V¢ sobre X, (Debe

notarse que si X es m4s fina, es decir, si alguna de Ias restricciones tipo cota estdn activas sobre X,
entonces se debe utilizar un gradiente reducido)

NN s b ponetomane W o ohondoanammos

X7 14
4 cnla} 875 15 0.5 15 T S —

'gsllmlo.
Paso 5. “Test de Convexidad”
Si la maltriz Hessiana qu) no es positiva definida sobre X entonces eliminamos X y abandonamos el

algoritmo.

Paso 6. “Convergencia Cnadratica y Existencia Computacional: Unicidad”

Utilizar el método intervalar de Newton (con las condiciones de Fritz-John para el caso de que existan
restricciones) para realizar uno o més de los siguientes pasos:

¢ Reducir el tamafio de X

¢ Eliminar X

s Verificar que existe un dnico punto critico eén X,

Paso 7. “Biseccion o Teselacién Geométrica”
Si el paso 6 no se traduce en un cambio significante en X, entonces biscccionaremos X a lo largo de la

direccién de una coordenada (o bien, en caso contrario teselaremos X), devolviendo todas las cajas
resultantes para procesarlas posteriormente.
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9.5 Aplicacion a Problemas de Optimizaciéon Global con Restricciones

* Verificacion de la Factibilidad
Con las restricciones deben realizarse los siguientes cdlculos:

(a) Utilizar las restricciones para eliminar partes de la regién X que no sean factibles
(b) Probar 1a factibilidad respecto a las restricciones desigualdad
{c) Probar la factibilidad respecto a las restricciones ignaldad

Si las resiricciones desigualdad se convierten en primer lugar en restricciones igualdad, las técnicas de
precondicionado junto con el método intervalar de Gauss-Seidel, o bien, con el método intervalar de
eliminacién de Gauss pueden ser utilizadas directamente sobre el sistema de m X n restricciones,

¢ Resiricciones igualdad y desigualdad

A primera vista, los problemas con restricciones desigualdad parecen mds faciles que las restricciones
igualdad. Esto se debe a que Ia factibilidad puede ser probada, a veces, sin utilizar ¢l método de Newton
intervalar: simplemente acotando el rango de cada restriccion desigualdad d; utilizando aritmética
intervalar, y a continuacién comprobar gue las cotas superiores obtenidas son todas negativas, es decir,

comprobando que d; (X) <0 para cada j.

¢ Restricciones tipo cota

Las restricciones tipo cota, a; < x; <by; son tratadas descomponiendo la region en todas las posibles

subregiones de dimensiones menores, tal como se ilustra en la Fig. 9.1 para n = 2. Esta subregiones se
colocan en la lista L y son procesadas de la forma usual, excepto que se utilizan Jos gradientes y matrices
Hessianas reducidas en el método de Newton intervalar sobre las regiones de menor dimension. Si todas
las cajas se almacenan en L, no es dificil prever que el nimero total de cajas de todas las dimensiones asi
obtenidas ser4 37, donde p es ¢l nimero de restricciones de tipo cota. Sin embargo, si se dispone de una
buena cota superior § del minimo global, entonces muchas de las cajas pueden ser eliminadas durante

el proceso de “peeling”.

o

.):'./ s e
%{0 oy

-
R
L

SRk

Fig. 9.1 Proceso de “peeling”

La estructura del algoriomo que proporciona la lista de cajas de dimensién inferior se puede describir en
forma recursiva de la siguiente manera:
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Algorifmo 3: “Peeling” the Boundary

Paso 1. Tomamos ¢l indice de coordenadas actual i, la caja X =(x,,--+,x ), la lista I de los indices de
las coordenadas de la caja X que ya se han considerado, y la lista L de las cajas que ya se han generado
para ser procesadas posteriormente.

Paso 2. Si i ¢ I entonces:
(a) Procesamos la caja de cotas inferiores:

» Fijamos todas las coordenadas de X excepto la i-€sima a las correspondientes coordenadas de X,
 Fijamos la i-ésima coordenada de X a x, (cota inferior de dicha coordenada).
s Creamos una nueva lista de indices [, a partir de la lista anterior I y del indice en curso i
 Sii=n entonces almacenamos X en la lista L, sino ejecutamos el algoritmo con i+1, X, A T
reemplazando i, X y I, respectivamente.

(b) Procesamos la caja de cotas superiores.

+ Fijamos todas las coordenadas de X excepto la i-ésima a las correspondientes coordenadas de X,
Fijamos la i-ésima coordenada de Xa X; (cota superior de dicha coordenada).

¢ Crcamos una nucva lista de indices I, a partir de la lista anterior I y del indice en curso i.

 Sii=n entonces almacenamos X en la lista L, sino ejecutamos el algoritmo con i+1, X, y I
reemplazando i, X vy I, respectivamente.

(c) Procesamos la caja interior:

» Fijamos X=X.
¢ Creamos una nueva lista de indices I, a partir de la lista anterior I y del indice en curso i.

¢ Sii=n entonces almacenamos X en la lista L, sino ejecutamos el algoritmo con i+1, X, ylI..
reemplazando i, X y 1, respectivamente.

La numeracién de las nueve cajas de dimensiones 2,1 y 0 de la Fig. 9.1 representa el orden en gue
aparecerian en la lista L. si cada caja generada con i-n, se almacenara en los pasos 2(a)ii, 2(b)iii y 2(c)iii
del Algortimo 3. El orden de procesado del Algoritmo 3 sc puede ver como un recorrido a través de un
arbol ternario, como en el de la Fig. 9.2. Los niveles correspondientes a este drbol corresponden a las
coordenadas i, con laraiz eni =1 en ¢l nivel superior y las hojas en i = n en el nivel superior. Tal como
se presenta en la Fig. 9.2, el orden en que Ias hojas aparecen en L es de izquierda a derecha,

{Ia1,b1],[az,b2])

(an,[2z,b2]) (by,[az,bz]} (fa1,bi],]a2,b2])

.

(aran)  (azbo) (by,b2) Tavbilbyy (2t [azba])

(ardazbe]y (@uaz)  (bifazbe]y ([aibi].az)
(<] (]

Fig. 9.2 Arbol asociado al proceso de “peeling”
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Por supuesto, la implementacion del Algoritio 3 tiene los siguientes pasos adicionales:

¢ Eliminar las cajas X y X antes de realizar un procesado posteriores o almacenamiento en L
comprobando ¢(X) o ¢(f() y el gradiente reducido de ¢ sobre X o X.

+ No considerar las coordenadas i para las cudles las cotas a; < x; <b, representan 1a exiension de la
regién de busqueda, y no restricciones reales del problema.

Estos pasos no se han introducido en la presentacién del Algoritmo 3 por claridad. Sin embargo, pueden
resultar indispensables para reducir el nimero de cajas en L a un nimero prictico. Debe observarse que
dichos pasos pueden podar el arbol de 1a Fig. 9.2 en ¢l nivel més alto.

Ratz [Ratz94] propone una técnica alternativa para evitar !a posibles expansion exponencial en el
ndmero de cajas en la lista 1. cuando se aplica el algoritmo de “peeling” anterior, En el algoritmo de
Ratz, partes de los lados se ponen en la lista L cuando un método de Newton intervalar reducido después
de que rechace segmentos como posibles soluciones. El algoritmo de Ratz sigue lo siguientes pasos:

Algoritme 4: Algoritino de Ratz para restricciones tipo cota

El punto de partida del algoritmo es una caja X, con p de cuyas coordenadas x e X 8€ corresponden

a intervalos, y el resto de coordenadas corresponden a restricciones (ipo cotas activas.
Paraj=1ap:

Paso 1. Realizar un paso del método de Gauss-Seidel intervalar para la i; coordenada xijde X,

obteniendo X,
]

Paso 2. Si x, corresponde a una restriceion tpo cota activa y X; > X, entonces:
1 1 1

(a) Construir una caja X, cuya i-ésima coordenada sea X;, para i #1, y cuya ij -ésima coordenada sea
“'ij
(b) Colocar X, enlalista L.

Paso 3. Si X; corresponde a una restriccién tipo cota activa y X, > X, _entonces:
1 M ]

(2) Construir una caja X, cuya i-ésia coordenada sea X;, para i#i, y cuya i -ésima coordenada sea

Xij'

(b) Colocar X, enlalista L.

La estructura de un algoritmo de optimizacién de problemas con restricciones tipo cota que incluyera el
algoritmo de Ratz que acabamos de describir seria idéntico que ¢l algoritmo de optimizacion de
problemas sin restricciones. La dnica diferencia consistiria que en el pase de Newton intervalar seria
reemplazado por ¢l algoritmo de Ratz. Dicho algoritmo produce menos cajas que el algoritmo de
“peeling”, pero su utilidad debe aim ser verificada empiricamente. Concretamente, el algoritmo de
“peeling” evalda la funcién objetivo en muchas partes de dimension pequefia de los lados de la caja
inicial muy pronto en el proceso de branch and bound: esto se traduce en una mejor estimacion del
Gptimo global y por lo tanto en una eliminacién mas rapida de la cajas que no contienen el Gptimo.
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9.6 Utilizacion de los Métodos de Newton Intervalares

Los métodos de Newton Intervalares se utilizan en el analisis de los sistemas algebraicos no lineales que
aparecen durante la resolucion de problemas de optimizacidn global para:

(a) Reducir el tamafio de las regiones X, con una convergencia cnadratica del tamaiio de las mismas

hacia cero.
- (b) Probar computacionalmente (pero rigurosamente) Ia existencia de soluciones dentro de unaregicn X

(c) Probar que existe una tinica solucién dentro de la regién X
{d) Probar que no puede existir ninguna solucién dentro de la region X

9.6.1 Descripcién del método de Newton intervalar
Dada una funcién £, podemos aproximar el valor de la misma en un punto por

f(y)e f()+T(x,X)}(y—-x) (913
donde J(x,X) es el Jacobiano de la funcién f.

Siy es un cero de la funcién, entonces f(y)=(}, de forma que

De f(x)+T{x, X}y—x) (9.14)

Entonces, se define el conjunto solucién de dicha ecuacidn como:

S={y:f(0)+Jx' W y—x)=0} (©1%)

para todo x'e X. El conjunto S contiene cualquier punto y € X para el enal f(y)=0. Cuanto menor sea la
caja X, menor serd el conjunto S. El objetivo del método de Newton intervalar es reducir el conjunto X
hasta que el conjunto S sea tan pequefio como s¢ desee, de forma que un punto solucién y e Xesie

acotado con precision. Debe observarse que en general S no serd una caja.

Para determinar el conjunto solucidn, escribiremos a ecuacién a resolver de la siguiente manera:
F()+T(x,XHY-%x)=0 (9.16)

de forma que obtendremos una caja Y que contendr al conjunto solucién S.

Para enfatizar la dependencia de Y con X y x utilizaremos N(x,X) en lugar de Y, de forma que
definiremos el siguiente algoritmo iterativo para resolver la ecuacion anterior

£(x, ) +T(x, X OINGE, X )~ X, ] =0
X =X NN LX)

{9.17)

para k=0,1,2,... donde x; debe ser un punto de Xy. Una buena eleccion para x; es el centro de X, m(Xy).

El primer paso para resolver la primera de las ecuaciones del algoritmo iterativo es multiplicar dicha
ecuacion por una inversa aproximada B del cento J° de la matriz J(x,X). Cuando J° es singular, se debe
subdividir la caja X en dos y trabajar con cada caja por separado. De esta forma, se obtendrdn matrices I°
diferentes para las nuevas cajas que probablemente no serén singulares.

Si definimos:
M(x, X)=BIx,X)

.18
r=—Bf(x) @19

¢l algoritmo iterativo anterior, se puede escribir de la siguiente manera
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Mx X OINX, X )-x 1=1
Xis = X AN, Xy )

(2.19)

Normalmente, nos referimos al método de Newton intervalar en el cual se resuelve la primera ecuacion
del algoritmo iterativo anterior mediante un paso del método de Gauss-Seidel. Entonces, 1a iteracién

anterior se puede escribir de la siguiente manera

. , |
N, =Xi+(M5i)_lri_ZMij(Xj_xj)_ ZMH(XJ‘_XJ)J

=1 =il 9.20)

X, =N, nX,

A continuacién vamos a describir los pasos del método de Newton intervalar propuesto por Hansen. El
algoritmo supone que la caja de bisqueda inicial X viene dada. A medida que algoritmo opera con
dicha caja, va generando subcajas a partir de ella. Estas subcajas se almacenan en una lista L micntras
esperan a ser procesadas. La caja que esté procesando actualmente el algoritmo se elimina de dicha lista
cuando es escogida para ser procesada. Los pasos del algoritmo son los siguientes:

Algoritme 5: Algoritmo de Newton Infervalar
Paso 0, Inicializacién del algoritmo colocando la caja inicial X™ en la lista L.

Paso 1. Si la lista L estd vacia, el algoritmo se detiene. En caso contrario, se escoge la caja que mis
recientemente se ha afiadido a la lista como caja a procesar, A dicha caja la denominaremos X, Una vez
seleccionada se elimina de la lista L. Utilizando la aritmética de redondeo, calculamos una aproximacion

x para el centro de la caja m({X).

Paso 2. Calculo de J(x,X} utilizando una expansién basada en

n
f(y) € f(X)+Z(Y1 "Xi)gi (X17"':Xi :Xi+17"'»xn)

i=1 :
sea, utilizando una expansién que tenga tantos argumentos reales como sea posible. Una alternativa
mejor ¢s calcular 1a funcidn maitriz de la pendiente G(x, X} en lugar de J(x,X). Una vez determinada la
funcion J{x,X), se calculard una aproximacion J° para ¢l centro de J(x,X). Para a continnacién calcular
una inversa aproximada B de J°. Finalmente, se calculard M(x,X)=BJ(x,X), f(x) y t(x)=-BI(x).

Paso 3. Si M(x,X) es diagonal dominanie, entonces saltaremos al paso 12.

Paso 4. Aplicaremos un paso del método de Gauss-Seidel para resolver M(x,X)[N(x,X}-x)=r(x). Durante
¢l proceso, se realizard la interseccién X’ = X m N, El conjunto resultante X° puede resultar vacio, una
@inica caja, 0 Una caja Con agujeros en una o mas componentes. $i X’ no estd vacio, denominaremos Y’ a
la caja mis pequefia que contiene X'. Por lo tanto, Y'=X" si X es una tinica caja. En caso contrario, Y’

es igual a X’ excepto que no tiene agujeros.
Paso 5. §1 X7 esta vacio, entonces saltaremos al paso 1.
Paso 6. 5i Y’ satisface w(Y )<ey y "f (X)H <E&p, entonces mostramos Y’ y saltamos al paso 1.

Paso 7. §i X’ contiene un agujero en una de sus componentes, de forma que si dicha componente viene
representada por el intervalo [a,b] y el agujero viene representado por el intervalo (b,c), la eliminacion
de dicho agujero comportard la creacién de dos subintervalos [a,b] y [¢,d]. El agujero se considerara
adecuado dividirlo si se cumple min{c—a,d—b} = 025w(X"), deforma que saltamos al paso 12,
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Paso 8. Comprobamos si el algoritmo ha conseguido progresar suficientemente. Para ello, evaluaremos

D de acuerdo con
n+47

5n+88

D+ w(X) - max{w(X,) - w(X,)}

utilizando Y’ en lugar de X'. Si D < 0, entonces fijaremos el flag F=1, renombraremos Y’ como X y
saltaremos al paso 4. Si D>0 y el flag F=1, resetearemos F haciendo F=0, colocaremos Y’ en la lista L y

saltaremos al paso 1.

Paso 9. Si Y'=X, saltaremos al paso 10. En caso contrario, ntilizaremos

Jij (x, X)’

i
T, 2w(X )X
i=1

para seleccionar la componente de Y™ a subdividir. Entonces subdividiremos Y™ por la mitad utilizando
la componente seleccionada, y colocaremos las dos mitades en la lista L, y saltaremos al paso 1.

Paso 10. Utilizaremos

T, 2w(X)X Jij.(x,X)]
i=1

para seleccionar los tres, 0 menos si existen menos, mejores componentes de Y’ para subdividir, Si n=2
seleccionaremos sélo dos, 0 uno si s6lo existe uno. Entonces subdividiremos Y’ por la mitad cada de una
de las componentes seleccionadas, colocando las subcajas asi generadas por las subdivisiones en la lista

L, saltando al paso 1.

Paso 11. Bmpezaremos por el mayor agujero determinado por min{c—a,d—b}>025w(X') como el

mas adecuado para realizar la subdivision, subdividiendo Y’ por dicho aguyjero. Continuaremos hasta
que s¢ hayan realizado tres subdivisiones o no haya mas agujeros adecuados para ser subdivididos. A
continuacion colocaremos las subcajas asi generadas en la lista L, y saltaremos al paso 1.

Paso 12, Trataremos de descomponer M(x',X) en un producto LU de factores triangulares, sin realizar
intercambios para realizar pivotes. Si la descomposicion no se puede completar debido a que la divisién
por un intervalo que contiene el cero, saltaremos al paso15.

Paso 13. Resolveremos LIUI(yfx) =r{x). Una vez determinada cada una de las componentes de
N(x,X), aplicaremos la interseccion ¥ g (k) mN(x(k) ,X(k)), denominando al resultado X', Si X’
es vacio, entonces saltaremos al paso 1.

Paso 14. Si se satisface el siguiente criterio: Oe f I(x), entonces M(x,X) es diagonal dominante y
N(x,X) o X, mostraremos X’ y saltaremos al paso 1. En caso contrario, saltaremos al paso 16,

Paso i5. Resolveremos M(x, X)(y-x)=r(x) para y utilizando el método de Gauss-Seidel, para a
continuacién realizar la interseccién X 9 = x (¥ ('\N(X(k) WX & }, denominado al resultado X°, Si X’
es vacio, saltaremos al paso 1. En caso contrario, saltaremos al paso 14.

Paso 16. Comprobaremos si el algoritmo ha realizado suficiente progreso en el paso 13 evaluando D

mediante
n+47

5n--88

D+ w(X)—maK{W(Xi)‘W(X;)}

SiD <0, saltarcmos al paso 17, en caso contrario saltaremos al paso 23,

Memoria de 1a Tesis 267




Aportacidn a la Generacién de Umbrales Adaptativos Capitulo 9

Paso 17. Calcularemos J(X) donde J(X) es independiente de x. O sea, todos los argumentos de todos los
elementos de J son intervalos. Calcularemos una aproximacién para J° =m(X)} y una inversa
aproximada B de I, para a continvacién calcular M(X) = BI(X).

Paso 18. Empezando en el punto m(X), realizaremos la iteracién 200 = 29 _ Bz para determinar un
cero de f en la caja X. El resultado se indicard mediante x. A continvacién calcularemos f(x) y r(x) =

Bf(x).
Paso 19. Trataremos de descomponer M(X) en un producto LU' de factores triangulares. Si la
descomposicién no se puede completar debido a la division de un intervalo que contiene el cero,

saltaremos al paso 15,

Paso 20. Resolveremos LIUI(y—x) =r(x)para y, para a continuaciéon realizar la inderseccién
X — x® Nx® |, X ™) denominando al resultado X’. Si X’ estd vacio saltaremos af paso 1.

Paso 21. Si se satisface el siguiente criterio; Qe f ! (x), entonces M(x,X) es diagonal dominanie y
N(x,X) > X, mostraremos X’ y saltaremos al paso 1.

Paso 22. Comprobaremos si ¢l algoritmo ha progresado suficientemente después de gjecutar el paso 20,
Para ello evaluaremos I utilizando
n+47
5n+88
Si D<0, renombraremos X’ como X, fijaremos ¢l flag F’=1, realizaremos €l paso 18 y saltaremos al paso
20. 8i D>0 y F’=1, resetearemos ¢l flag F', F'=0 y saltaremos al paso 17,

D+ w(X)—max{w(Xi)—W(X;)}

Ji(x, X)I seleccionaremos la mejor componente de 1a caja a dividir,

n
Paso 23. Utitizando T, = W(Xj)z,
i=1

para una vez realizada la seleccién subdividir la caja por la mitad por dicha componente. Para a
continuacién colocar las dos mitades en la lista L v saltaremos al paso 1.

9.6.2 Utilizacién del método de Newton intervalar en el algoritmo de optimizacién global

Un método de Newton intervalar es un operador N(X,F) ascciado a una funcién F: R® — R definida
sobre una caja X. Intuitivamente los métedos de Newton intervalares se pueden ver como métodos para
acotar ¢l conjunto solucion del siguiente sistema lineal intervalar:

A(X—x_)=-F(x,) (9.21)

Bl punto x° es el punto medio de la caja X, una aproximacion a un solucién de F(X) = 0, o cualquier otro
punto que se haya escogido de forma apropiada (normalmente, aunque no siempre, x_ € X). La matriz
intervalar A se puede escoger de forma que sea una matriz Lipschitz. En particular, la evaluacion de la
matriz Jacobiana de F conduce a una matriz A que es Lipschitz, siendo adecuada para la mayoria de los

C4s0s.

El método de Newton intervalar no s¢ aplica directamente sobre Ia ecuacion A(X—x_)=-F(x,}, sino
sobre la ecuacion precondicionada

YA(X-x,)=-YF(x,) ©.2)

donde Y es una matriz de p x p que hace que el conjunto solucién de la misma sea m4s facil de acotar
que €l de la ecuacién original. Sin embargo, el conjunto solucién de la ecuacién A(X—x_)=-F(x ) es

en general un subconjunto de la solucién de la ecuacién precondicionada.
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En la liferatura existen: diversas formas de acotar el conjunto solucién de ambas ecuaciones. Existen tres
métodos muy comunes de calcular las cotas de los intervalos del conjunto solucidn de las mismas.
Dichos métodos son: el método de Krawczyk, el método de Gauss-Seidel y el método de eliminacién de
Gauss intervalar,

Sean Y las cotas obtenidas sobre el conjunto solucién de la ecuacion A(X~Y)=-F(Y). Entonces,

enemos que:

¢ Sea A una matriz pendiente para X basada en x, (o en una matriz Lipschitz sobre X). Si Y < int(X)
{0 sea, si Y esti contenido en el interior topoldgico de X), entonces existe una solucién de F(X) =0
en X,

¢ Sea A una matriz pendiente para X basada en x, {0 en una matriz Lipschiiz sobre X}, 8i YnX=o
entonces no existe ninguna solucién de F(X) = 0 en X.

¢ Sea A una matriz Lipschitz sobre X. Si Y cint(X) (o0 sea, si Y estd contenido en el interior
topoldgico de X)), entonces existe una tinica solucién de F(X) = 0 sobre X.

e Sea A una matriz pendiente para X basada en x. (0 en una matriz Lipschitz sobre X), entonces
cualquier solucién de F(X)=0 en X estd contenida también en Y, Ademais, bajo ciertas condiciones,
reemplazando X por Y se consigue convergencia cuadritica hacia a cero del tamafio de las
componentes de X, permitiendo que las subregiones sean rigurosamente exploradas sin tener que
realizar un particionado excesivo.

Por lo tanto, la utilizacién de un método intervalar de Newton pucde tener diferentes objetivos
(existencia, umicidad, no existencia, o bien, reduccién del tamafio de X. Ademais, los métodos
intervalares de Newton se pueden aplicar a diferentes tipos de sistemas: sistemas no lineales en general,
multiplicadores de Lagrange, sistemas Fritz-John, etc. Basado en estas o otras consideraciones, se
pueden construir diferentes métodos intervalares de Newton. En resumen, los elementos que se pueden

varigr son:

(a) Eleccién del método de solucion: Gauss-Seidel, Krawczyk, o bien, eliminacién de Gauss intervalar

(b) Eleccidn del precondicionador
(¢) Eleccién de 1a matriz A (matriz pendiente o matriz Lipschitz, asi como su método de cdlculo)

(d) Eleccion del punto de base x..

9.7 Algoritmos de Hansen

En este apartado se presentan los diversos algoritmos propuestos por Eldon Hansen [Hansen92] en su
libro “Global Optimization using Interval Analysis”. Dichos algoritmos constituyen una referencia
obligada dentro de los algoritmos de optimizacion global basados en la bisqueda exhaustiva basados en
la técnica de branch and bound en combinacién con ¢l dlgebra de intervalos cldsica. Asi mismo los
solvers que se han utilizado durante la realizacion de esti tesis para resolver el problema de
optimizacién global planteando al aplicar el nuevo algoritmo de generacion de envolventes, se basan
también en estos algoritmos. En primer lugar describiremos el algoritmo de Hansen para probiemas de
optimizacion sin restricciones para a continuacion, presentar como se debe modificar dicho algoritmo
para el caso de problemas con restricciones tanto igualdad como desigualdad.

9.7.1 Optimizacién sin restricciones

El algoritmo de Hansen para resolver problemas de optimizacién sin restricciones, considera el siguiente
problema:

min globai f(x)

donde f es una funcién escalar de un vector x de n componentes. El algoritmo determinari el valor
minimo global f de f y los puntos X" en los cuales dicho minimo ocurre. Basicamente dicho algoritmo

funciona de 1a siguicn(e manera:
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Paso 1. Inicializacién del algoritmo con una caja X en la cual s¢ busca ¢l minimo global.

Paso 2. Eliminacién de las subcajas de X que no pueden contener ningin punto solucién, utilizando
procedimientos seguros de forma que, a pesar de los errores de redondeo, los puntos donde se alcanza el
minimo global nurca serdn borrados.

Paso 3, Tteracidn del paso 2 hasta conseguir un conjunto de puntos suficientemente pequefio. Puesto que
x" debe encontrarse dentro de este conjunto, su localizacion estd acotada. Entonces acotamos f sobre este

conjunto de puntos para obtener las cotas del minimo global f

Los procedimientos a utilizar el paso 2 son los siguientes:

(a) Borrar las subcajas en las cuales el gradiente g de la funcién f sca distinto de cero. Esto puede
realizarse sin utilizar las derivadas de g tal como se verd a continuacién. De forma alternativa, se
pucde aplicar ¢l método de Newton intervalar para resolver la ecuacién g=0, de forma que se puede
eliminar las subcajas en las cuales g=0.

(b) Muestrear T en varios puntos. El menor valor obtenido de dichos muestreos f esuna cota superior
del minime global £, Entonces se pueden eliminar las subcajas para las que se cumpla que f > f.

(c) Eliminar las subcajas en las cuales f no sea convexa.

A continuacién se presenta los pasos detallados del algoritmo de Hansen, y después de dicha
presentacion se comenta cada uno de ellos en profundidad. Asi pues el algoriomo de Hansen para
problemas de optimizacién sin restricciones es el siguiente:

Algoritmo 6: Algoritmo de Hansen sin resiricciones
Paso 0. Inicializacién del algoritmo colocando la caja inicial X“en la lista L.

Paso 1. Evaluaci6n de la funcion objetivo f en el centro de cada una de las cajas iniciales X contenidas
en la fista L;. Utilizacion del resultado para actualizar 1 .

Paso 2. Evaluacion de f(X) para cada caja inicial X contenida en L. El resultado obtenido se indicard de
la siguiente manera: [f4x), R3O0

Paso 3. Eliminacién de cualquier caja X contenida en 1 para la que se cumpla X)) > f.

Paso 4. Si la lista 1, estd vacfa, saltamos al Paso 13, En caso confrario, determinamos la caja X
contenida en la lista L; que tenga el menor valor de £(X). Seleccién de dicha caja como una de las cajas

a procesar a continuacion por ¢l algoritmo.

Paso 5. Test de monotonicidad: si 0 £ g;(X) para algin i = 1,....n entonces descartamos 1a caja X y
volvemos al paso 4.

Paso 6, Test de no convexidad: sea H la matriz Hessiana de la funcién f y hy un elemento de 1a diagonal
de dicha matriz, si by (X, ..., Xy) < 0 para cualquier i = 1, ... , n, entonces descartamos la caja X y
volvemos al paso 4.

Paso 7. Mediante el método lineal borraremos toda o parte de {a caja X,
Paso 8, Mediante el método cuadritico borraremos toda o parte de la caja X.

Paso 9. Aplicacion de un paso del método de Newton intervalar, Si el resultado es un conjunto vacio,
volvemos al paso 4. Mientras que si el paso realizado con el método de Newton intervalar prueba la
existencia de una solucién en ia caja X, registramos dicha informacion.
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Paso 10. 5i w(X) < ex, saltamos al pasc 12. En caso contrario, mezclamos cualquiera de los espacios
existentes en las componentes de X que se hubieran generado en el paso 9 con 1os espacios generados en
pasos anteriores. Si existen todavia cualquier espacio que satisfaga la condicion de divisidn, utilizaremos
los tres mayores para dividir la caja X en subcajas. Entonces saltaremos al paso 12. En caso de que no
quede ningdn espacio que cumpla la condicion de division, saltaremos al paso 11.

Paso 11. 5i X es una versién suficientemente reducida de la versidn de la caja que existia en el paso 4,
saltaremos al paso 12. En caso contrario, dividiremos la caja X en dos para les tres componentes con

mayor D, dende Di(X)=W[g;(X)]w(X;) para i=1,....n.

Paso 12. Para cada caja X resultante de los pasos 10 o 11, evaluaremos [ en ¢l centro y utilizaremos €l
resultado de dicha evaluacion para actualizar f . Ademis, para cada una de dichas cajas X, evaluaremos
w(X) y f{X). §i w(X) < ex y w[f(X)] < &, colocaremos X en 1a lista L,. En caso contrario, colocaremos X
en la lista L. Finalmente saitaremos al paso 4.

Paso 13. Para cada caja X contenida en la lista 1, habremos evaluado f(X) en el paso 12. El resultado
de dicha evaluacién se indicard mediante [f*(X), £(X)].

Eliminaremos cualquier caja que cumpla f1(X) > f. Al conjunto de cajas que han quedado sin eliminar
las denominaremos: X, ..., X® donde s es el nimero de cajas que han quedado sin eliminar.

Determinaremos la cota inferior para el 6ptimo global de f mediante: f = 11212 t* (X @ ).
<iss

Paso 14. Finalizacion del algoritmo.

A continuacion vamos a explicar con un poco més de detalle cada uno de los pasos del algoritmo de
Hansen, para el caso de problemas de optimizacién sin restricciones.

¢ ILa Caja Inicial (Paso 0)

Para un problema de optimizacion sin restricciones, la solucién del problema se puede encontrar en
cualquier punio a una distancia arbitrariamente lejana del origen. Puesto que en la prictica debemos
acotar el espacio de bisqueda, se restringira dicho espacio a una caja X.

» La Utilizacion del Gradiente (Paso 3)

Supongamos que la funcién f es continuamente diferenciable. Entonces, el gradiente g de f es cero en el
minimo global, aunque también g es cero en los minimos y méximoes locales y en los puntos de silla. El
algorimmo de Hansen utiliza el método intervaiar de Newton para determinar y acotar los ceros del
gradiente. Sin embargo, computacionalmente es muy costoso utilizar dicho método: se debe evaluar el
Jacobiano de g asi como varios procedimientos algebraicos. Por lo tanto, el algoritmo de Hansen utiliza
como test de monotonicidad un test més simple basado en el gradiente.

Sea X una subcaja de X'”. Sobre dicha caja evaluamos las componentes del gradiente g, o sea, gi(X) para
i =1, ..., n. El intervalo resultante se indica mediante: [g,-L(X), giR(X)]. Si g (X) > 0, o s, g{R(X) < 0,
entonces g(x) no es cero para cualquier x € X, Por lo tanto, no existe ningiin punto estacionario de f en

X. En particular, X no puede contener el minimo global,
Si el test del gradiente no tiene éxito al ser aplicado sobre X, entonces ¢l algoritmo de Hansen aplica el

método intervalar de Newton sobre dicho intervalo.

¢ La Cota Superior (Paso 3)

A medida que el algoritmo avanza, se evalita la funcién f en varios puntos de X, Cada valor de f
obtenido de esta forma es una cota superior del valor del minimo global f de f, debiendo hacer uso de la

mejor cota obtenida de esta forma.
Asi por ejemplo, si se ha calculado que el valor de fen x = 1: f(1) = 2, entonces podemos aftrmar que el

minimo global f < 2. De forma que si al analizar el intervalo X =[2, 10*], se obtiene £(X) = [4, 3-10°°] .
Entonces f(x) > 2 > ' para todo x € X, pudiéndose afirmar que el minimo global de f 1o se encuentra en

X.
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s LaBisqueda Real (Paso 7y §)

Cuanto mds cercano se encuenire la cota superior de f del minimo global f Y mayor serd el mimero de
puntos que se podran eliminar utilizando el procedimiento descrito en ¢l punto anterior, A continuacién
vamos a describir un método para decrementar el valor de la cota superior f.

(Cada vez que se genera una nueva caja X, se evalia la funcién f en su centro m(X) y se utiliza el
resultado para reducir la cota superior f siempre que sea posible. Bstd técnica es una técnica de
muestreo bastante simple para determinar x*, el punto donde se alcanza el minimo global. Por ello se
debe utilizar un procedimiento mds sofisticado. Supongamos gue la ¢valuacion de f en m(X) consigue
reducir 1a cota superior f , entonces es muy probable que existan puntos de X en los cuales { toma aiin
un valor menor, el procedimiento que se propone en este apartado pretende determinar dichos puntos.
Dicho procedimiento consiste en aplicar ¢l método infervalar de Newton en la caja X, Para ello,
calcularemos una aproximacidn de la inversa de B en el centro del Jacobiano intervalar. Empezando en

X, = m{X) definiremos
Xpy =X, —Bg(x,) paa k=12,.-- (923

Dicha bisqueda sc detendrd si f(x,;) = f{(x). En dicho caso, el penidltimo punto se utilizard para
actualizar la cota superior f.la bisqueda también se detendrd si xi4, €s punto que se encuentra fuera de
la caja X. En este caso, determinaremos ¢l punto x en ¢l cual el segmento lineal que une xp ¥ X4y Cruza
la frontera de X, entonces evaluaremos f en dicho punto y utilizaremos ¢l resultado para actualizar f .
Finalmente un tercer criterio de finalizacién se aplicard si el paso de actualizacion s¢ hace demasiado
pequedlo, es decir, si

[ x,]<e ©20
para un determinado £>0. En este caso, uiilizaremos el menor valor de entre f(x,) y f{Xy,) para
actualizar f .

e El Test de No Convexidad (Paso 6)

Si f(x) tiene un minimo en X, entonces f debe ser convexa en la vecindad de x™. Por lo tanto, la Hessiana
H(x) de f debe ser semidefinida positiva en x". La condicién necesaria para que la Hessiana sea
semidefinida positiva es que los elementos de la diagonal H;; (i =1, ..., n) de H sea no negativos.
Consideremos la caja X. Si Hy (X) < O paraalgini=1, ..., n, entonces Hy (x) < O paratodo x € X, Por
lo tanto, H no puede ser semidefinida positiva para cualquier punto de X. Por lo tanto, f no puede tener
un minimo en X, pudiéndose eliminar,

Existen otras condiciones suficientes que H debe satisfacer para que sea semidefinida positiva: por
gjemplo, los menores principales dominantes de H de todos fos 6rdenes 1, ..., n deben ser no negativos.
Podrfamos pues comprobar si una o0 més de estas condiciones se han violado sobre X, v por lo tanto
eliminarla. Sin embargo, ¢l esfuerzo extra probablemente no se veria compensado, con lo que sélo
comprobaremos {os elementos de la diagonal de 1a Hessiana.

e El Método de Newton Intervalar (Paso 9)

El método de Newtion intervalar descrito en la seccidn anterior se puede utilizar para determinar todos
los ceros dentro de la caja X que se este procesando del gradiente de la funcion objetivo £. Evaluando £
sobre todas las cajas solucidn, se pueden eliminar aquellos puntos estacionarios de f que no sean el

minimo giobal.

Este procedimiento es muy ineficiente, puesto que 1o que no se desea es determinar todos los puntos
estacionarios de f. Se utiliza el método de Newton intervalar para realizar gran parte del trabajo a
realizar en la resolucién del problema de optimizacién, pero se utilizan las técnicas vistas en los puntos
anteriores, en concreto, la utilizacién del gradiente, Ia utilizacion de la cota superior y el test de no
convexidad para reducir parte del trabajo. A estos tres técnicas se las conoce como procedimientos de
eliminacién porque su funcién es eliminar toda o parte de la caja X que se est procesando.
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La primera técnica basada en el gradiente trata de eliminar una caja, si lo consigue se obtiene ¢l mismo
resultade que se obtendria utilizando el método de Newton intervalar pero con mucho menos esfuerzo de
calculo. La segunda técnica basada en ¢l test de no convexidad, puede eliminar cajas que no contienen
ninguin punto estacionario con menos esfuerzo de célculo que el método de Newton intervalar, y a la vez
puede eliminar cajas que contengan puntos estacicnarios de f que no sean minimos, en cambio, ¢l
método de Newton no podria. Finalmente, la tercera técnica elimina subcajas en las que f es mayor que
la cola superior f del minimo global de f, pudiendo de esta manera eliminar cajas que contienen
minimos locales de f, mientras que el método de Newton intervalar no podria.

Al utilizar las técnicas anteriores en conjuncion con el método de Newton intervalar, no se utilizara
dicho método hasta que la iteraciones converjan en punto, puesto que dicho punto podria resultar no ser
un minimo global, sino que se utilizard dicho método a un pasc para a continuacién aplicar otros
procedimientos antes de aplicar una nueva iteracion del algoritmo. A este método de Newton intervalar
simplificado se le conoce como método de Newton intervalar especial.

Basicamente los pasos de dicho método especial son los siguientes:

Algoritme 7: Algoritmo de Newion Intervalar Especial

Paso 1. Inicialmente partimos de una caja X que es la que se esta procesando. Scbre dicha caja se
calcula el punto medio x = m(X), para a continuacién determinar J(x,X) a partir de la descomposicion
serie de Taylor de la funcién £. Una vez caleculado J(x,X) calculamos una aproximacion J° para el centro.
Sobre dicha aproximacién determinamos su inversa aproximada B utilizando un procedimiento que nos
permila caleularla agn en el caso de que J° sea una matriz singular. Finalmente calculamos M(x,X) =

BI(x,X), f(x) y r(x)=Bf(x).
Paso 2. 5i M(x,X) es diagonal dominante, saltamos al paso 5.

Paso 3. Realizamos una iteracion del método de Gauss-Seidel para resolver M(x, X)(y-x)=Bf(x) para y.
Durante dicha iteracion, realizamos la siguiente interseccion: X’=X ny que dos devuelve la caja X',

Paso 4. Regresamos al algoritmo principal.

Paso 5. Tratamos de resotver M(x,X)(y-x)=Bf(x) para y utilizando el método de eliminacion de Gauss ya
sea en forma directa o mediante factorizacidn triangular de M(x.X). Si el proceso falla debido a Ia
division de algun intervalo que contenga el cero, saltamos al paso 3, mientras que si el proceso finaliza
con éxito, nos devolverd una caja resultante que denotaremos mediante X° y volveremos al algoritmo

principal

¢ Acotacion del Minimo (Paso 13)

A continuacién vamos a describir como determinar una cota inferior menor f del minimo global f.
Supongamos que se ha ido aplicando el algoritmo de optimizacién de Hansen utilizando los
procedimientos descritos hasta el momento, eliminando la mayoria de la caja inicial X, Si s6lo quedan
s subcajas de X, todas de ella de tamafio pequefio: X (i=1,...,s), puesto que el minimo global X" no
puede haber sido borrado, debe estar contenido en alguna de dichas cajas.

Calcutaremos f(X?) para i=1,...,s de forma que [c;, d;] = f{X®). Tal como se ha descrito anteriormente,
se dispondrd de una cota superior f del minimo global. Si para algin i = 1,...,s determinamos que ¢; >{ ,
entonces X no puede contener el minimo global x", puesto que

f(x)2¢,>f2f 9.25)

para xe X®. Por lo tanto, se puede eliminar la subcaja X, Una vez borradas todas las subcajas de forma
que se cumpla que
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[¢]
1A
aad

; (9.26)
parai=l,...,s. Entonces, definiremos
f= min c, (9.27)
T 1gigs
Entonces
f<f <r (9.28)

sea, se dispone de las cota superior e inferior del minimo global . Supongamos que

f— E <e (9.29)

para algin £> (. En el apartado que presentaremos a continuacién mostraremos como asegura dicha
condicién. Entonces puesto que

F<fx)sf (030
para cualquier punto x en de cualquicra de las cajas que no se han eliminado, tendremos que
f(x)—f* <e (9.31)

para cualquier x. Por lo tanto, f(x) es una buena aproximacién para f para cualquier punto de cualquiera
de 1as cajas que 1o se han eliminado.

s Finalizacion del Algoritmo (Paso 12)

Puesto que el algoritmo de optimizacion que estamos utilizando subdivide la caja inicial X' en subcajas,
el mimero de subcajas almacenadas, y por lo tanto pendientes de procesar, puede crecer. A simple vista
puede parecer que dicho niimero de cajas creciera de forma exponencial, sin embargo, en la practica esto
1o sucede. Las cajas normalmente son completamente eliminadas, de forma que el mimero de cajas que

s¢ conservan es bastante reducido.
Se dispone de dos condiciones que se deben cumplir para dar por finalizado el algoritmo de

optimizacidn. La primera condicion ¢s que

wi(X)<ey (9.32)

pata cualquiera de las cajas que no han sido eliminadas por el algoritmo. La segunda condicidn que se

debe cumplir es que _
[-f<e, (9.33)

Esta tltima condicién asegura que f este acotada dentro de la tolerancia ep. Se supone implicitamente
que dicha tolerancia no se escogerd tan pequefia que los errores de redondeo impidan satisfacer la

condicion anterior.
s La Lista de Cajas (Paso 1 y 10)

El algoritmoe normalmente empieza su biisqueda sobre una determinada caja inicial X, aunque podria
también empezar sobre un conjunto de cajas dentro de las cuales se busca el minimo global, No existe
ninguna desventaja si la region de basqueda estd formada por cajas que no conectadas entre si.
Simplemente colocaremos las cajas iniciales en la lista L; de cajas a procesar.

A medida que el algoritmo progresa, generalmente la caja inicial X se divide en subcajas. Dicha
subdivision se puede hacer mediante subdivisién directa, o bien, ¢liminando agujeros en una
componente de una caja formada utilizando e} método intervalar de Newton, A medida que se generan
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nuevas cajas, s¢ colocan en dos listas. La primera lista L, consiste de cajas X para las cuales no se

cumple uno o ambos criterios de finalizacion
w(X)sey

wlE(X)l<ep
La segunda lista L, consiste de cajas X para las cuales se cumplen ambos criterios de finalizacion,

(9.34)

o Eleccién de la Caja a Procesar (Paso 1y 10)

Siempre que el algoritmo de optimizacidn genera una nueva caja X, esta se coloca en la lista de cajas
apropiada. Cuando el ciclo del algoritmo principal empicza, 1a caja a procesar se escoge de la listaL;. A
continuacién vamos a describir como se realiza dicha elecci6n.

Antes de que 1a caja se coloque en la lista L, se habra evaluado £(X). Sea [f%(X), f£(X)] el resultado de
dicha evalvuacién. La caja a procesar escogida de la lista L, serd aquella que tenga el menor f(X). Sila
caja X es pequefia, este procedimiento tiende a escoger cajas que contengan puntos en los cuales la
funcion f sea igual o se aproxime al mfnimo global ', aumentado la velocidad de convergencia puesto
que el procedimiento explicado en el apartado correspondiente a la utilizacién de la cota superior dei
minimo global para eliminar cajas funciona mejor cvanto menor es. Mientras que si X es grande,
entonces £(X) tiende a ser mucho menor que el valor de £ en X debido al problema de 1a dependencia-
entre vartables al evaluar f, Por lo tanto, coando L, contiene cajas grandes, ¢l procedimiento tiende a
escoger ya sea una caja en al cual f es pequefia o una caja en la cual se deba reducir sy tamafio para
obtener informacién mas precisa sobre la funcién f y sus derivadas. La reduccitn del tamaiio de X sc
producird ya sea por algoritmo de optimizacion, o porque, se divide en paries.

s Subdivisién de una Caja (Paso 11)

En un paso u otro, el algoritmo de optimizacion evalda la funcién objetivo, su gradiente y su Hessiana
sobre la caja que se estd procesando. Cuanto menor sea esta caja, menor serd las variacién de la funcion,
el gradiente y la Hessiana sobre la misma. Ademds, cuanto menor sea la caja, mejores serdn las cotas
que se obtendrén al evaluar el rango de dichas funciones sobre dicha caja. Por 1o tanto, el algoritmo de
optimizacion es tanto mas eficiente cuanto menor serd la caja que se esta evaluando.

Cuando el algoritmo no consigue reducir significativamente el tamafio de una caja X, esta se debe
dividir en partes dividiendo una o mds componentes de X por la mitad. Si se dividieran simultdncamente
las k componentes, se generarian 2* subcajas. Si k es grande, se generaria un nimero excesivo de
subcajas. Normalmente se escoge k=3, aunque es factible escoger un valor un poco mayor. Dicha
eleccién creard ocho nuevas cajas. Sin embargo, si n=1 0 n=2 entonces se realiza una sola subdivisién en

cada dimension,

Supongamos ¢l siguiente caso. Si aplicamos el algoritmo de optimizacién sobre la caja inicial y no se
obtiene ningin progreso, entonees dividimos la caja en una dimension y aplicamos el algoritmo a caja
subcaja. Si el algorimo no consigue progresar en ninguna de las subcajas, se¢ vuelve a dividir cada
subcaja por la mitad de nuevo. Este proceso se repite hasta que tengamos 2 cajas y se haya aplicada ¢l
algoritmo sobre cada una de ellas. En total, el algoritmo se habrd aplicado 2! + 1 veces. Ahora
supongamos que s¢ realizan todas las divisiones sin aplicar el algoritmo de optimizacion hasta que se
hayan generador las 2" cajas. Entonces, se aplica ¢l algoritmo. En este caso se habrd aplicado ¢l
algoritmo 2* veces. Obsérvese que el primer caso el trabajo es siempre menos de dos veces el trabajo que

se debe realizar en el segundo caso.

Por lo tanto, teniendo la cantidad de trabajo necesario, en principio es bastante indiferente Ia forma de
proceder. Sin embargo, donde el algoritmo precisa una gran cantidad de cdlculo es cuando aplica el
método de Newton intervalar. Si una subcaja puede ser eliminada aplicando cualquiera de los métodos
de eliminacién de subcajas que hemos presentado, entonces la aplicacién del método de Newton no es
necesaria evitando una gran cantidad de caleulos. Cuanto menor sca la caja, mas probable sera que no
debamos aplicar ¢i método de Newton intervalar. Por lo tanto, puede resultar interesante ¢l subdividir
cada caja en subcajas antes de aplicar el algoritmo. Aungue por otro Iado, cada aplicacién del algoritmo
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reduce el tamaiio de la caja sobre la que se aplica, por lo tanto, aplicando el algoritmo cada vez que una
caja ha sido subdivida también tiene ventajas.

Al escoger la componente de la caja a subdividir, el algoritmo debe intentar determinar aquella sobre fa
cual la funcién f varia més. Sea x;, =m(X,} parai=1,...n y definamos

E{)=f(xy,..,% 1,6, X0 %) (9.35)

Como una medida de cuanto varfa f cnando x; varia sobre X, se podria utilizar

W, mexﬁ(f)”mti“ﬂ(t) (9.36)

donde ¢l miximo y el minimo son sobre t€ X, Serfa razonable pues subdividir 1a j-ésima componente de
Xsi

Wj = miax W, @3
para i=1,....n. Debe notarse que W, depende s6lo de un dnico valor de x, para cuyos fndices k=1.,...,n con
k=i, En principio, W; no serd el mismo para otros valores en X, de estas variables x,. Sin embargo, la
determinacién de W, es otro problema de optimizaci6n, aunque en la préctica puede ser aproximada por

wlF (X; )] (9.38)

Por lo tanto, se subdividira la caja X; por ¢l valor de i que tenga w[F (X;)] mayor. El problema es que
para determinar ia componente de X, para el cual W; es mayor, deberfamos calcular los n intervalos
F{X,) para i=1,...,n. En su lugar, se propone utilizar oiros resultados utilizados para otras finalidades,
reduciendo el estuerzo de célculo total. A continuacién vamos a ver como funciona esta forma
alternativa de determinacion de la componente de la caja X; a subdividir.

Sea Xi=[a,b] 1a caja a subdividir, entonces se define
G =g, (X X L X g en X)) (9.39)
donde g; es la i-ésima componente del gradiente de £, Asi mismo se define,
M= tgli)lcl. GV

1

M, = max G, (t)
te X,

1

{9.40)
De donde, es obvio que se cumple

B
max Fi(t)SFI.(a].)+,rMidu
te X,

3

(9.41}

b;
min F ()2 F (a;)+ ,rMidu
teX; 3

pot 1o tanto, puesto que
M, —m, Sw[G, (X1 042
tendremos que
max E ()— min F, (1) < w[G; (X)Iw(X;) (9.43)
eX, teX;

En esta relacién, las variables x; para j=1,..n y j#i aparecen implicitamente como m(X). Si se
reemplaza cada x; por X| en ¢l miembro derecho, la relacién anterior es cierta para cualgquier x€X; con
j=1,...ny j#i en el miembro izquierdo. O sea, para todo x;
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max F (1)~ min FE ()£ D . (X 9.44
b L (1) o (=D (XD (9.44)
donde
D. (X)=wlg, (X}w(X,) (9.45)

para i=1,...,n. Las desigualdades utilizadas para derivar la expresion distan bastante de ser precisas. Por
lo tanto, no se puede afirmar que ¢l indice i para ¢l cual D(X) sea el mayor, sca también ¢l tiene mayor
W,. Sin embargo, se espera que exista una buena correlacion enire ambas cantidades. Por lo tanto, en et
algoritmo de optimizacién se supondrd que la componente de X para la cual Dy(X) sea la mayor es la
mds adecuada para realizar la subdivisidn.

Por lo tanto, para determinar cual es la componente a subdividir, se debe calcular g(X) para i=1,....n,
Esto no implicard ningin célculo adicional, puesto que dichos cdlcuios también se deben realizar para
poder aplicar el test de monotonicidad. Esta es la razén fundamental para utilizar este procedimiento

para seleccionar la componente a subdividir.

9.7.2 Optimizacion con restricciones

A continuacién vamos a describir como se debe modificar el algorimmo de Hansen para problemas de
optimizacién sin restricciones cuando se desea aplicar sobre problemas de optxmlzau:lon con
restricciones. El problema que pretendemos resolver es el siguiente:

min global {(x)
sujetoa p,(x)<0 parai=1,---,m (9.46)
q;(x)£0 parai=1..,r

donde se supone que f(x) es dos veces continuamente diferenciable y que las restricciones pi(x) v q:(x)
son continuamente diferenciables.

Tal como en el caso de optimizacién sin restricciones, se supone que la caja inicial donde se desea
determinar el minimo global X viene dada, de forma que el algoritmo de optimizacién determinara el
minimo global de f(x) sobre dicha caja inicial sujeto a las restricciones dadas. Si alguna de las

restricciones desigualdad es de tipo cota

a—-x. <0 {9.47)

o bien,
x.—b=0 (9.48)

entonces dichas restricciones determinan alguna de las caras de X©. Cualquier otra cara de X
escogida por el usnario del algoriumo de optimizacion, no se considera una restriccion sino simplemente
un limite del espacio de bisqueda del algoritno.

El enfoque utilizado para resolver este problema de optimizacién es €l mismo que para el caso anterior.
El algoritmo va eliminando subcajas de la caja original X que no puedan contener 1a solucién global.
El algoritmo se detiene cuando las cotas sobre x* y £ son suficientemente estrechas. Ambos algoritmos
utilizan las mismas subrutinas pudiéndose utilizar un Unico programa para resolver ambos iipos de

problema.

La diferencia fundamental entre el caso con restricciones del caso sin restricciones, es que un punto para
ser un minimo global o local es que el primer caso se deben de cumplir las condiciones de Pritz-John en
dicho punto, o bien, alternativamente las condiciones de Kunh-Tucker.

Las condiciones de Fritz-John se pueden escribir de 1a siguiente manera:
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u, VE(x) +iu1—Vp]- () +2v, Vg, (x) =0

i=1 i=1
up;(x)=0 parai=1,--,m (9.49)
q;(x)=0  parai=1---,r

u; >0 parai=1,---,m

donde uy,..., 0, Vi,...,V; son multipticadores de Lagrange. Las condiciones de Fritz-John normalmente no
incluyen una condicién de normalizacién, por lo tanto, habra mas variables que ecuaciones.

Las condiciones de Fritz-John difieren de las condiciones de Kuhm-Tucker, utilizadas m4s normalmente,
en la inclusion del multiplicador de Lagrange u. Si se fuerza a que ug=1 y se omiten las condiciones de
normalizacién, lo que queda son exactamente las condiciones de Kuhn-Tucker, Cuando se utilizan estas
tiltimas condiciones se supone que las restricciones no son linealmente dependientes en ¢l minimo.

A continuacion veamos de que forma se pueden utilizar las restricciones dentro del algoritmo de
optimizacién para climinar subcajas que no puedan contener el minimo global. Cuando se aplican las
condiciones de Fritz-John, el algoritmo estard buscando una solucién x” en una determinada caja X. Siel
problema de optimizacién a resolver tiene una restriccion igualdad que no se satisface en ningiin punto
de la caja X, entonces dicha caja se puede eliminar. Por lo tanto, dada una caja X, evaluaremos la
funcidn restriceién igualdad g para i=1,...,r sobre X, obteniendo ¢l siguiente resultado

q;(X) =[q; (X).q) (X)] 9.50)

Si qiL (X)>0, o bicn, qiR(X) <0 para cualquier i=1,...,r, entonces no existe ningin punto x€X en el
cual qi(x)=0), vy por lo tanto se puede eliminar X,

De forma similar, evaluaremos las restricciones desigualdad sobre X, obteniendo
L R
P (X) =[p; (XD, p; (X)] 9.5

Si piL(X) >0 para algin i=1,...,m, entonces p(x) > 0 para todo x€ X, O sea, no existe ningiin punto
xeX en el cual la condicién p; (x) <0 sea satisfecha. Por lo tanto, se puede eliminar X. Mientras que si
piR(X) < ( para algin i=1,...m, entonces p(x) < 0 para todo xeX, Por lo tanto, esta restriccion en
particular no estd activa para ningin punto de X, pudiéndose ignorar cuando se esta buscando una
solucién dentro de dicha caja.

Por lo tanto, antes de comprobar si se cumplen las condiciones de Fritz-Yohn sobre la caja X que se estd
procesando, se aplicaran los tests anteriores, de forma que al aplicar las condiciones de Fritz-John sobre
1a caja s6lo se tendrdn en cuenta aquellas restricciones desigualdad que estén activas,

Para verificar las condiciones de Fritz-John sobre 1a caja se utilizard el método de Newton intervalar

para determinar si existe algin punto en dicha caja que las verifique.

A continuacion se presenta ¢l algoritmo de Hansen para el caso de que se desee aplicar a un problema de
optimizacién con restricciones desigualdad. En la descripcién de dicho algoritmo se puede apreciar
como se utilizan las restricciones y las condiciones de Fritz-John para eliminar subcajas de la caja

original que no pueden contener el minimo global.
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Algoritmo 8: Algoritmo de Hansen con restricciones

Paso 1. Para cada caja X contenida en la lista Ly, s¢ determina su centro aproximado x. Evaluacion de la
funcion f en ¢l centro x de cada una de las cajas contenidas en las lista L;. EI resultado de dicha

evaluacion se utilizara para actualizar el valor de f.
Pase 2. Para cada caja X contenida en 1a lista Ly, si f(x) <f <oosiendo x el centro de las cajas, entonces
realizaremos una biisqueda lineal para trata de reducir I.
Paso 3. Para cada caja inicial X contenida en la lista L,, evaluaremos f{X). El resultado de dicha
evaluacién proporcionard [f(X), £2(X)].
Paso 4. Eliminacién de cualquier caja X en L, para la cual f(X) > T .
Paso 5, Si la lista L, estd vacia, entonces saltaremos al paso 17. En caso contrario, elegiremos Ia
siguiente caja X de la lista L; que serd procesada por el algoritmo que tenga el menor valor de (X, v se
climinar4 de lalista L,.
Paso 6. Evaluacion de las restricciones sobre la caja X: pfX] = [pX), piCO1. Si p(X) > 0 para
cualquier i = 1, ..., m (es decir, X no es una region factible), saltaremos al paso 5. En caso contrario,
paracadai= 1, .., m, determinaremos el conjunto I para el cual 0 € p; (X). Si el conjunto 1 estd vacio,
entonces X es una regién factible con toda seguridad. 81 I no estd vacio, saltaremos al paso 9.
Paso 7. Test de monotonicidad. Si 0 ¢ g; (X) paraalgini=1, ..., n saltarcmos al paso 5.
Paso 8. Test de no convexidad. Si H; (X) < 0 para cualquieri =1, ..., n saltaremos al paso 3.
Paso 9. Si f = oo, saltaremos al paso 10. En caso contrario, evaluaremos una aproximacién del centro x
de la caja X, asi como f(x) utilizando la aritmética intervalar. Si f8(x) < [, saltaremos al paso 10. En
caso contrario, aplicaremos el método cuadritico que utiliza la desigualdad f(x) < para borrar toda la
caja X, o bien, sOlo una parte. Si la caja resultante, a la que denominaremos de nuevo X, estd vacia
saltaremos al paso 5. En caso contrario, registraremos todas las partes que puedan ser borradas de la caja
resultante y saltaremos al paso 10,
Paso 10. Eleccion de Ias restricciones que deben ser aplicadas. Adicién de la restriccion f(x) - £ < 0 si
se cumple:
501

£ 0-£4 %)
Si no aplica ninguna restriccion, saltaremos al paso 11. En caso contrario, se linealizard ¢l conjunto de
restricciones  resultantes, Resolucidn del problema de optimizacién aplicando el conjunto de
desigualdades lincales resultantes. Si el conjunto solucién estd vacio, saltaremos al paso 5. En caso
contrario, registraremos todas las partes de la caja solucion que puedan ser borradas y saltaremos al paso
11. Si las parte que pueden ser borradas se solapan con las que se han generado en el paso @ entonces, se
mezclardn unas con otras.
Paso 11, Modificacion de las condiciones de John incluyendo las funciones restriceion p; cuyos fndices
pertenezcan al conjunto I obtenido en el paso 6. Aplicacién de un paso del método intervalar de Newton
a las condiciones de John modificadas. Si el conjunto sclucidn estd vacio, entonces saltaremos al paso 5.
En caso contrario, saltaremos al paso 12. En caso de que el método intervalar de Newton pruebe la
existencia de una solucion, esta informacidn debe registrarse.
Paso 12. Si w(X) < ex entonces colocaremos X en una lista temporal L” y saltaremos al paso 13. En caso
contrario, mezclaremos las partes de la caja X que se hayan generado en ¢l paso 11 con las parte
generadas en pasos anteriores. Si existen partes que satisfagan las condiciones necesarias para ser
subdividas, utilizaremos las tres mas grandes para dividir la caja X en subcajas, colocdndolos en la lista
L’. Si no existe ninguna parte de la caja X que pueda utilizarse para subdividir 1a caja X en subcajas,
saltaremos al paso 15.
Paso 13. Actualizacién de T a partir de cada una de las cajas contenidas en la lista temporal L’ tal como
se describe en los pasos T y 2.
Paso 14, Para cada caja X de la lista temporal L', evaluaremos w(X) y f(X). Si w(X} < gx y w[f(X)] < &5,
entonces colocaremos X en la lista L,. En caso contrario, colocaremos X en la lista L;. Saltaremos al
paso 3.
Paso 15. Si w(X) < ex y wlf(X)] < &g, entonces colocaremos X en la lista L,. Saltaremos al paso 5. En
€aso contrario, saltaremos al paso 16.
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Paso 16. Si X es una version suficientemente reducida de la caja con la que se empezé en el paso 5,
colecaremos la caja X en la lista L; y saltaremos al paso 5. En caso contrario, X en dos para tres de las
componentes. Colocaremos las cajas resultantes en la lista L” y saltaremos al paso 13,

Paso 17. Para cada caja X de la lista 1,, habremos evaluado f(X) en el paso 14, obteniendo [f(X),

f4(X)]. Borraremos cualquier caja de la lista L, que cumpla £ (X) > f.Sean X*, .., X¥ las cajas que
1o se han eliminado, donde s es el nidmero de dichas cajas. Determinaremos

£=min £*(X%)
I<i<s

_f_R = man fR(X(i))
I<i<s

Paso 18. Finalizacién del algoritmo. Si después de la finalizacién del algoritmo T <eo entonces sabemos
que existe un punto factible en la caja inicial. Por lo tanto, podemos afirmar que el minimo de la funcién

f cumple:
f<f <f

y que, para cualquier punto x de caja de una las cajas que no s¢ han climinado:
f(x)-f <eg

Ademads, para cada una de estas cajas se cumplird también;

w(X)<ey
Mientras que si al finalizar el algoritmo f = oo, significa que no se ha encontrado ningiin pumto factible,
Sin embargo, podemos afirmar que si existe algiin punto factible en X, entonces el minimo absoluto de
1a funcién f~ debe cumplir

r<i <tk

verificindose
FO-f <ep

para cualquier punto x de caja de una Ias cajas que no se han eliminado.

9.8 Solvers de Optimizacion Global basados en el Algebra de Intervalos

¢  GIA InC++: Global Interval Arithmetic and Optimization Library

GIA InC++ es una libreria de funciones realizada en C++ que permite obtener el rango de vaiores que
toma una funcion intervalar. Dicha libreria se basa en los algoriimos de branch and bound propuestos
por Ratscheck y Rokne [Ratscheck 84] [Ratscheck 88] y por Hansen [Hansen92).

Las principales caracteristicas de dicha librerfa son:

1. Optimizacion Algebraica

Utiliza un preprocesador algebraico previo a la aplicacién de los algoritmos de optimizacion que
determina la extension intervalar Optima de la funcién de la cual se desea evaluar el rango de valores.
Este preprocesado previo reduce mucho el tiempo de cdlculo incluso si se tiene en cuenta el tiempo
necesario para realizar las manipulaciones algebraicas.

2. Aritmética Intervalar Extendida

Los argumentos de las funciones pueden ser cualquiera de fos tipos de intervalos definidos en la libreria
LIA InC++, que se ha presentado en este mismo capitulo como una de las posibles impiementaciones
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practicas de la aritmética intervalar. Dicha implementacién de la aritmética intervalar permite manejar
intervalos abiertos, con extremos infinitos e intervalos no conexos (multiintervalos),

3. Reutilizacion de los Cdleulos

GIA InC4++ puede reutilizar los cdlculos numéricos anicriores de diversas formas con el objetivo de
minimizar los cilculos innecesarios, La fmplementacion de técnicas de reutilizacién de cdlculos permite

reducir también el tiempo de célculo,
4. Control Flexible de los Pardmetros de Cdlculo

La complejidad de cdlculo de las evaluacién global de funciones intervalares es en general impredecible.
Por ello, GIA InC++ proporciona facilidades en el control de 1os pardmetros de cilculo necesarias en las
aplicaciones précticas Los principales pardmeiros que se pueden controlar incluyen:

e Precision. GIA acota el rango de valores real de la funcién dentro de un criterio de precisi6én absoluta
o relativa definido por el usuario. Ademds, proporciona una aproximacién por defecto del resultado.
Las cotas inferior y superior conjuntamente indican cual es la precisién de la evaluacion que se ha
realizado.

o Tiempo Limite. El algoritmo de célenlo se puede interrampir si alcanza un tiempo limite fijado por el
usuario. Alcanzado dicho tiempo limite, GIA devuelve las cotas inferior y superior como resultado.
Esta posibilidad es bastante interesante puesto que permite establecer un compromiso entre la
precisién y el tiempo de célculo en aplicaciones en sistemas que deban funcionar en tiempo real.

o Limite de Divisiones. El algoritmo de branch and bound se puede controlar también acotando el
tamafio del espacio de busgueda.

e Modo Algebraico. Dispone de diversos mecanismos de optimizacién algebraica, permitiendo los
requerimientos de tiempo y espacio entre las optimizacion algebraica (ticmpo de definicién) ¥ la
evaluacién numérica (tiempo de evaluacién): a mayor optimizacidn algebraica menor sera el tiempo

de gjecucion, y viceversa.

La utilizacién de la librerfa GIA InC++ contempla los siguientes pasos: {ver el Apéndice de este capitulo
para ver una descripcién més detallada de la utilizacion de esta librerfa)

Utilizacion de la libreria GIA InC++

1. Construccion del objeto funcidn intervalar, al que denominaremos por ejemplo E, correspondiente a
la funcidén Y =F(X,,---. X, ).

Fijar los valores de los argumentos intervalares X, ,---, X .

Moedificar opcionaimente los pardmetros de célculo del objeto E si es necesario.

Evaluacion de E.
Lectura del resultado.

RPN
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9.9 Aplicacion a la Generacion de Envolventes

La aplicacién de la optimizacién global basada en el 4lgebra de intervalos que se ha presentado en este
capitulo a la resolucién del problema de optimizacién planteado al utilizar ¢l nuevo algoritmo de
generacion de envelventes que se propone en esta tesis pasa por:

Paso 1. Inicializacién. Determinar 1a expresién de la funcidn objetivo a optimizar para cada uno de los
estados del sistema del cual se quieren obtener las envolventes. Esta tarea se puede realizar con
cualquier programa de manipulacién simbélica como MAPLE.

Pase 2. Formulaciéon del problema de forma que el optimizador global basado en el dlgebra de
intervalos pueda resolver el problema de optimizacidn.

Paso 3. Solucién del problema de optimizacion asociado a cada una de las variables de estado
utilizando el optimizador global basado en el algoriomo de branch and bound y el dlgebra intervalos
Paso 4. Lectura de los resultados de la optimizacion y generacién de las envolventes en el instante de
tiempo actual,

Paso 5. Generacion de los nuevos problemas de optimizacion global asociados a cada una de las
variables de estado, para obtener el valor de las envolventes en el siguiente instanie de tiempo,
actualizando las cotas de los estados al inicio de la ventana temporal, a partir de Ios resultados obtenidos
en la solucién de los problemas.

Paso 6. Salto al paso 3.

Grificamente, esta secuencia de pasos se puede representar de 1a siguiente manera:

MODELO
SISTEMA
ALGORITMO
TRATAMIENTO L
ALGEBRAICO [ GENERACION
ENVOL VENTES
MAPLE

. OPTIMIZADOR | o
“_ -
ENVOLVENTES : GLOBAL

© GIAInC++ 1

GENERACION
NUEVC
PROBLEMA

GENERADOR
. ENVOLVENTES

Fig. 9.3 Generacién de las envolvenies
utilizando GIA InC++

En esta tesis se han probado el optimizador global basado en el digebra de intervalos: GIA InC++. Las
caracteristicas principales del cual se han presentado anteriormente se han presentado anteriormente.
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¢ Generacion de Envolventes utilizando GIA InC++

Para probar las técnicas de optimizacion global presentadas en este capitulo para resolver el problema de
oplimizacién que aparece al generar las envolventes de un sistema utilizando el nuevo algoritmo de
generacion de envolventes presentado en esta (esis uiilizaremos un sistema de segundo orden cuyo
modelo en el espacio de estado discreto es el que se presenta a continuacién

x,(k+D] [a, —a,[x,0)7 [1]
=[ +L Ju(k)
x,&+D] |1 0 [x,@] |0
con la siguiente incertidumbre asociada a los parametros del modelo:

a, € [13938,14338]
a, € [05865,0.6265]

Utilizando ¢l algoritmo de generacion de envolventes presentado en esta tesis, sobre este ejemplo con
una vetaba de longitud L = 35, los problema de optimizacién global que deben resolverse son los

siguientes:

Problema 1: “Envolventes para la variable de estado x,”

Funcion Objetivo:
x,, =f (x X a,,a,)= X ad —dx a’a, +3x a,a’-
ke T VR k- s R agk-ny 242 ) T Ay 1(k~1y3127 1k-1)3d1dy
4 2 2 3 4 2 pa
83X 5 01)8) ~|—3a2xz(k_maI — Ay Xg ey T4 —3aja, +a; +
2 +al— 1
a;—2aa, +a; —a, +a, +
Restricciones:
T~ +
Koy = [Xq -y > Xqp-py]

- +
Xage1) F[ X g1y > X20-1))
a;=[1.3938,1.4338]
a, = [0.5865,0,6265].
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Problema 2: “Envolventes para la variable de estado x,”

Funcién Objetivo:

_ 4 2 2
Xop = Iy (Xypopys Xogeery 1810890 = Xy )@y ~ 3Ky 08,8, + Xy 1435 —
3 ) 3 2
CIEPS ST +2a1a2x2(kﬁu +a; —2a;a, +a; ~a, +a; +1

Restricciones:

o= +
Xigely=[X oy X yeeny

- +
Kokl ={ X1y Xoe-ry]
a; = [1.3938,1.4338]

a, = [0.5865,0,6265].

In Fig. 9.4 y Fig. 9.5, se representan graficamente las dos funciones objetivo Xy = Fi(Xigry» XagLy, a1, 42)

¥ X1k = B(Xiar), Xegery, 21, &2), Suponiendo que Ias condiciones iniciales en los estados al inicio de la
ventana son igual a cero.

1004 \\\\ _—

N
NN
‘\\QQ\\Q\\\ s

et

N 25
\\\:}_\:@4«;5;;3 ST

RN
o 72
S

Fig. 9.4 Representacion gréafica de la funcién objetivo
para una ventana de longitud L=5
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Fig. 9.5 Representacion grafica de la funcién objetivo f,
para una ventana de longitud L=5

Para resolver estos dos problemas de optimizacion global utilizaremos el solver GIA InC++ que basado

el algoritmo de hiisqueda branch and bound y el dlgebra de intervalos, cuyas principales caracteristicas
va se han presentado en la seccién anterior.

Los resultados obtenidos utilizando este optimizador para resolver los problemas de optimizacion
asociados a la generacién de envolventes utilizando el algoritmo de generacidn de envolventes
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introducido en esta tesis, utilizando el ejemplo del sistema de segundo orden presentado en esta seccidn
para diferentes longitudes de ventana y empezando siempre en el instante de tiempo k = {), s¢ muestran
la Tabla 1. Las envolventes presentadas en dicha tabla corresponden a la variable de estado x;. De forma
angloga se podrian obtener las envolventes para la variable de estado x;.

L Envolvente Tiempo de
para el estado x4 Calculo

5 115.18649.,6.12189] 0 seg

10 | [4.27974,7.05731] (.33 seg
15 1 [4.22014.6.51874] | 53.72 seg
20 | [4.33664,6.51730] | 2800.65 seg

Tabla 1 Envolventes para la variable de estado x;

A partir de estos resultados, se observa que para una ventana de longitud mayor que L = 15, el tiempo de
cdlculo se incrementa mucho siendo imitil para su aplicacién en aplicaciones reales, donde se precisan
tiempos de cdlculo del orden diez veces inferiores al tiempo de respuesta del sistema que se desee
monitorizar. Asi por ejemplo, para una longitud de ventana L = 20 el tiempo de cdlculo necesario para
calcular la envolvente para un estado es de 2800 scg, mds de una hora y media. Estos resuitados han sido
obtenidos con el solver GIA InC++ con una precision de 10°, suficiente para considerar que los
resultados obtenidos son los exactos. Por supuesto que si se hubieran obtenido unos resultados con una

precisién menor, el tiempo de cdlculo hubiera sido menor.

A partir de los resultados obtenidos en el capitulo 3, se puede determinar analiticamente para este
ejemplo la Iongitud de ventana minima estable y la longitud de ventana casi estacionaria. La longitud de
ventana minima ¢stable es 1a longitud de ventana necesaria para evitar ¢l crecimiento incontrofado de Ia
incertidumbre afiadida por el algoritmo de generacidn de envolventes, mientras que Ia segunda longitud
de ventana es la longitud necesaria para producir aproximadamente, con s6lo un incremento del 5% en
la incertidumbre total del sistema, los mismos resultados que se obtendrian empezando los cilculos
desde el instante inicial k = 0. Para ei ejemplo del sistema de segundo orden presentado en esta seccién
dichas longitudes calculadas analiticamente a partir de las formulas del capitulo 3 son:

Minima Estable L.=7
Casi Estacionaria Laos=15

Tabla 2. Longitudes de ventana tedricas

A la vista de estos resultados una Iongitud de ventana L = 15 produce unas envolventes con un
incremento del 5% de la incertidumbre total presenten en el sistema. En la Fig. 9.6 se presenta la
envolventes correspondiente a la variable de estado x; generada utilizando el nuevo algoritmo de
generacion de envolventes junto con el algoritmo de optimizacion global de GIA InC++ vy utilizando una

longitud de ventana L = 15.
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0 5 1’0 1I‘5 2’0 2'5 30
Fig. 9.6 Envolvente para ia variables de estado x; generada a partir
del nuevo algoritmo de generacion de envolventes

y ¢l algoritmo de optimizacién global de GIA InC++
con una longitud de ventana L=15

9,10 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado un algoritmo de optimizacién global basado nuevamente en el
algoritmo de bdsqueda de tipo branch and bound, que utiliza como herramientas de acotacién y
verificacién de la existencia de soluciones en cada una de las particiones del espacio de soluciones a
descartar el dlgebra de intervalos cldsica. Este tipo de algoritmos han aparecido con mucha fuerza en
estos tltimos afios a raiz de los trabajos de Moore, Hansen y Ratscheck/Rokne. Los resultados obtenidos
de la aplicacion de dichos algoritmos a problemas de optimizacion global son muy esperanzadores
obteniéndose unos tiempos de cdlculo mucho mejores que los obtenidos con el resto de écnicas de
optimizacién global. Ademds, la posibilidad de que este tipo de algoritmos se paralelice, posibilidad,
presenta por Leclerc hace que estos tiempos de cdlculo adn se puedan reducir més, '

Los resultados obtenidos en la aplicacién de esta técnica a nuestro problema de optimizacion global
asociado con ¢l problema de generacion de envolventes utilizando el nueve algoritmo de generacidn
presentado en esta (esis también han sido los mejores si los comparamos con el resto de (écnicas que se
han utilizado, tanto a nivel de precisién como a nivel de tiempo de célculo.

Esto nos hace tal como se veré en el capitulo final de conclusiones proponer esta técnica como la téenica
a wiilizar par resolver ¢l problema de optimizacién global asociado con el problema de generacién de

envolventes.
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Capitulo 10:
GENERACION DE ENVOLVENTES COMO
UN PROBLEMA DE PROPAGACION
DE RESTRICCIONES INTERVALARES

Mientras que las técnicas que hemos visto hasta ahora utilizan el conjunto de restricciones como un
todo, por lo tanto, generan soluciones globales, las técnicas que se presentan en este capitulo basadas en
1a propagacion o consistencia de restricciones se basan en la generacion de soluciones parciales, gue se

propagan a todo el conjunto de restricciones.

Se puede decir que ias ventajas, que en términos de exactitud y validez proporcionan los métodos de
obtencién de soluciones globales, se mitigan en la prictica por el hecho que:

(a) Se requieren represcntaciones rigidas que son diffciles de manipular por no expertos.
(b) Son métodos no generales, va que sirven para casos especiales e incluso muy especiales, sujetos a

condiciones estrictas.
(¢) Presentan numerosos inconvenientes en 1a resolucion de problemas complejos.
{d) Frecuentemente estdn dirigidos por técnicas complejas donde el usuario no tiene control sobre los

mecanismos de decision.

En general, podemos decir que los métodos basados en redes de restricciones son muy ltiles para
describir aquellos problemas cuya solucién requiere satisfacer varias restricciones simultédneas.

10.0 Introduccion a los Problemas de Satisfaccion de Restricciones (CSP)

¢ Redes de Restricciones

Podemos decir que una red de restricciones se define de la siguiente forma

C={e. e}
R= Vz{x],---,xn} (10.1)
p={D,,-D,}

donde V es el conjunto de las variables de la red, tomando cada x; € Vvalores en un dominio I; y C es
el conjunto de restricciones de 1a red, y en cada restriccion ¢, € Cparticipan un conjunto de variables
que denotamos por Var(c;) y su cardinal indica la aridad de la restriccién.

Cada restriccidn es una relacién definida en un subconjunte de V. Las tuplas de esta relacién son todos
aquellos valores de las variabies que permiten que dicha relacién se cumpla. Formalmente, una

restriccion ¢ tiene dos parfes;

(a) El conjunto de variables de la restriccién, Var(c;)
(b) Una relacion rel; definida sobre Varfc;) que es un subconjunto del producto cartesiano de los

dominios de cada una de las variables.

Cada tupla de valores (v,,---,v, ) de las variables que participan en la restriccion ¢; v la verifican se
denomina una solucién. Por lo tanto, podemos también caracterizar una restriccion c¢; por el conjunto de
soluciones que la verifican y un conjunto de variables.

Una asignacién de un valor tinico del dominio a cada variable perteneciente a Var(c;) se denomina
instanciacion. Una instanciacién es una solucidn sélo si satisface dicha restriccion. El conjunto de
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soluciones 1o denotamos por Sol{c;). Cualquier forma de definir conjuntos seré adecuada para definir una
restriccion. Una forma posibie consiste en definir el conjunto por extensién, enumerando el conjunto de
las tuplas que estdn en la restriccién. Esta forma es adecuada cuando las variables toman valores en
dominios discretos, pero no cuando toman valores en dominios continuos. No obstante, se puede
expresar este conjunto de valores de forma intensional mediante intervalos, unidn de ellos o mediante

predicados.

Estas definiciones pueden extenderse al conjunto de restricciones C de la red de restricciones, de tal
forma que tenemos

Sol(C) =, Sol(c, )

(10.2)
Var(C) =\, Var(c,)

paraie {1,---,s}.

Sea un conjunto de variables x ={x,---,x } que toman valores en un dominio D, y un conjunto de
valores S, decimos que la proyeccién de § sobre 1a variable x;, y lo denotamos por I, S, es el conjunto

de valores
O _S={v,13Av,e D,---,Av, e D_,dv,, €D, , v, €D, parave S} (10.3)
siendo v={(v,,---, v, ).

Esto se podifa extender a la proyeccién sobre un conjunto de variables X y entonces la definicién
anterior de proyeccitn se transforma en

HyS=H, Sx---xII, § (10.4)
com X={(x,--, X, ).

Dado que la solucidn de una restriccién es un conjunto de valores para las variables que la componen,
podemos definir también la proyeccién de una restriccién de la signiente manera:

Sea ¢ una restriccidn sobre las variables {x,,---,x_}. La proyeccién de la restriccion ¢ sobre la i-ésima
variable, que se denota como <c,i>, tal que (1<i<n), es otra restriccién sobre la variable x; y cuyo
conjunto solucién es

Sol(<c,i>)={v;|dv, e D,+--,3v, , e D, ,,3v;, € D, ,---,v €D paa<v, ., ---,v >€ Sol(c)}

La proyeccién de una restriccion también se representa como HKi ¢, asi se puede decir
<c,i>=I_ ¢
X

¢ Representacion de Redes de Restricciones mediante Grafos

Las propiedades graficas de las redes de restricciones fueron inicialmente estudiadas para redes binarias,
Una red de restricciones binarias es aquella donde cada restriccién contiene dos variables. En este caso a
la red se le puede asociar un grafo, donde cada nodo representa una variable, y los arcos que fo conectar
son aquéllos correspondientes a las variables restringidas. También se usan los hipografos, donde otra
vez los nodos son las variables y los hiperarcos, dibujados como regiones, agrupan a las variables que
pertenecen a la misma restriccion,

Por ejemplo, la representacion de una res de restricciones binarias donde A, B, C, D, E representan
variables y las restricciones se establecen entre tuplas

{{A,B}, [A,C}, {D,B}, {C,D}, {E.B}}

se representa mediante el grafo de la Fig. 10.1
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D C

Fig. 10.1. Representacién grafica de una red
de restricciones binarias

En general, para restricciongs enire més de dos variables como la que se establece entre fas variables
AB,CD

A+B=C
A-D<B
A-2D=C
D*C<B

se puede representar bien como grafos denominados primales, como grafos denominados duales o como
grafos generales. En los grafos primales los nodos de nuevo representan variables y se establecen arcos
entre las variables pertenecientes a cada restriccion, tal como s¢ observa en 1a Fig. 10.2.

D c

Fig. 10.2. Representacion mediante
grafos primales

Los grafos duales pueden considerarse como una transformacion de redes no binarias en un tipo de red
binaria, donde cada restriccion representa un nodo, también llamado ¢-variable y se unen estos nodos
con un arco etiquetado con las variables que se comparten entre ellos, tal como se observa en la
Fig. 10.3. Por tanto estas redes pueden reselverse como redes binarias.

Fig. 10.3. Representacion mediante
grafos duales
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En este trabajo se utilizard una representacién para las restricciones en dominios continuos mediante
grafos bipartitos con dos tipos de nodos, unos que representan conjuntos de restricciones basicas (nodos
rectangulares) y otros que representan los conjuntos de variables (nodos circulares). Los arcos conectan
los nodos circulares con los nodos rectangulares que rcpresentan las restricciones bisicas cn la que

participan, tal como se muestra en la Fig. 10.4.

A+B>C

A-D<B D*C<«<B

A-2D=C

Fig. 10.4. Representacion mediante
grafos bipartitos

» Técnicas de Consistencia generales

La técnica de bisqueda con vuelta atrds, con sus numerosas variantes y mejoras propuesta por Dechter
[Dechter90] y algoritmos hibridos realizados con diferentes tipos de las anteriores varianies propuestos
por Prosser[Prosser93], aparccen como las principales técnicas para reselver un problema de satisfaccion
de restricciones (CSP). Pero con objeto de disminuir el espacio de bisqueda se disefiaron un conjunto de
algoritmos bhasados en técnicas de consistencia, de los que uno de los primeros fue ¢l algoritmo AC-3
propuesto por MackworthfMackworth77], que se aplica a una red de restricciones para cada uno de los
dominios finitos de las variables de las restricciones, En general este algoritmo y sus derivados se

denominan algoritmos de propagacion.

Los algoritmos de propagacién obtienen una descripcion del conjunto de posibles soluciones de una
manera eficiente pero propagando localmente los efectos de las restricciones. Su estructura general es Ia

siguiente:

Algoritmo de Propagacion de Restricciones

A=C
P=0
Mientras A 2 &
Sacar la restriccién ¢, de A
= Refinar(c;, D)
8i D’ es vacio
Salir por no tener solucién
sinosiD’ =D
V = Var({c;)
Para cada restriccion ¢, € P
Vi=VnVar(e,)

Si I, D=II,.D
Sacar ¢;de Py afiadira A
Fin Si
Fin Para
D:=D
Fin Si
Afiadirc; a P

Fin Mientras
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Este algoritmo trata de reducir ios dominios de las variables, eliminando aquellos valores que son
inconsistentes con las correspondientes restricciones. Se ha demostrado que para dominios finitos y
discretos este tipo de algoritmo es de complejidad polinomial. El algoritmo a partir de los dominios de
las variables D y teniendo en cuenta las restricciones C obtiene unos nuevos dominios para las variables
P. La eliminacién de los valores se lleva a cabo mediante el operador Refinar. El algoritmo finaliza
cuando encuentra el punto fijo, o bien, cuando no existe solucién. El operador Refinar(c,D), se aplica
iterativamente para que todos los valores de los dominios de cada una de las restricciones sean
consistentes, en definitiva se consigue que el punto fijo del operador Refinar para cada restriccion en los

dominios de las variables.

El operador Refinar estd muy ligado a otro operador, el operador Aproximacion, que s¢ define de la

siguiente manera:
“Sea un conjunto cualquiera M, y dos subconjuntos Ly W’ de M, el operador de Aproximacicn, denotado

como Aprex, es un operador que obtiene una aproximacién del conjunto M y tiene las siguientes
propiedades:

(a) Aproximacion del conjunto vacio: Aprox($J) = &

(b) Inclusion: p. C Aprox(L)

(c} Inclusidn mondtona: W C ' = Aprox()) < Aprox(’)
(d) Idempotencin: Aprox(Aprox(|L)) = Aprox(|L)

El operador Refinar para una restriccion ¢ sobre un dominic D se define como
Refinar(c,D) = Aprox (Sel{c)D)

La idea gue subyace en la utilizacion de este operador consiste en tener una restriccién y un dominio
para las variables de dicha restriccion, y eliminar de manera eficiente Tos valores de las variables que no
satisfacen dicha restriccion. La implementacion del operador Refirar serd posible, por lo tanto, si una
para una restriccion ¢ encontramos un algoritmo que provecte el conjunto resultante sobre cada una de
las variables. Este operador Refinar permite, como se expuso en el algoritmo de propagacion, propagar
por toda la red de restricciones los valores que satisfacen las restricciones. Las propiedades del operador
Refinar son las mismas que las que posee el operador Aproximacion y se derivan de ellas tal como
demostr¢ Benhamou [Benhamou97]. De forma resumida puede decirse que el operador es:

(a) Contractive: los elemenios refinados son mas pequefios que los elementos iniciaies.
{b) Correcto: cada solucién vilida de una restriccion estd dentro de los elementos refinados.
(c) Mondtono: ¢l operador Refinar manticne 1a propiecdad de inclusién al refinar conjuntos incluidos

unos en olros.
(d) Idempotente: el operador aplicado sobre un elemento ya refinado, produce el mismo resultado.

» Propiedades del algoritmo de propagacién de restricciones

Antes de establecer las propiedades del algoriomo general de propagacién de restricciones que acabamos
de presentar, se introducen las siguientes definiciones:

{(a) Red sin solucidn. Una red de restricciones R = (C,V,D) se dice gue no tiene solucion cuando su
conjunto de soluciones es vacio, es decir, Sol(R)=£), o bien, cuando existe solucién pero no se
encuentra dentro del dominio inicial de la variables del problema, es decir, Sol{R)~D=(J

(b) Consistencia local. Una red de restricciones R = (C,V,D) se dice consistente localmente crando

cumple que
Ve, € C implica D= Refinar(c,,D)

Es decir, ¢l nuevo dominio D'c D obtenido en sucesivos refinados es el mismo. En muchos casos se
suele [lamar red consistente localmente, red estable o quiescente. La consistencia local siempre
supone que el dominio de valores encontrado para las variables contiene la interseccitn del conjunto

solucion y el dominio de partida.
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(c) Consistencia global. Sea una red R = (C,V,D) consistente localmente en un dominio D, podemos
decir que dicha red es consistente globalmente si no existe otro dominio de valores mas pequefio,
que también haga la red localmente consistente.

Una vez introducidas estas definiciones podremos decir que el algoritmo de propagacién de restricciones
tiene las siguientes propiedades:

(a) Bl algoritmo finaliza, puesto que existe una funcién de cota ascociada al bucle que en cada paso de
iteracién tiende a cero. Dicha funcion se basa en el volumen de los hipercubos, que entre una
iteracion y la siguiente va disminuyendo o se mantiene igual de acuerdo con la propiedad contractiva
del operador Refinar. Si se mantiene el volumen del hipercubo inalterable, el cardinal del conjunto
de restricciones activas A disminuye, y por lo tanto nos encontramos més cerca de finalizar, va que Ia
condicidén de continuacion de Ia instruccidn iterativa requiere que dicho cardinal sea distinto de cero.

{b) El algoritmo consigue la consistencia local con cardcter general pero no la global, El algoritmo a
través del operador Refinar va instanciando las variables con dominios cada vez mas pequeiios, que
en sucesivas iteraciones hardn que dichas variaciones sean inferiores a un valor muy pequefio £
determinado previamente y que hard la red quiescente. Pero no podemos asegurar que dicha
consistencia sea global, ya que la aplicacién del operador Refinar se aplica a las restricciones de
forma aislada y no en toda la red.

{(c) ElI algoritmo consigue la consistencia global cuande el grafo asociado a la res sea aciclico, o cuando
las variables que forman parte de los ciclos tengan valores Gnicos.

e Caracteristicas de los sistemas de propagacién de restricciones

Todos los sistemas de propagacion de restricciones comparten el siguiente conjunto de propiedades
importantes:

(a) La propagacidn de restricciones consiste en una simple estructura de control aplicada a un médulo de
actualizacion simple. Por lo tanto, es fécil de codificar, analizar y extender. Es facil entender sus
acciones, explicarlas al usuario y monitorizarlas mediante algin mddulo externo inteligente.

(b) Se degrada de forma correcta bajo limitaciones temporales: interrumpiendo el proceso antes de su
finalizacién proporciona informacion Gtil disponible hasta ese momento,

(c) Es ficilmente implementable en paralelo, puesto que la actualizacién puede ser efectuada a través de
toda [a red de forma simultdnea. Excepto para el caso de Tos sistemas de inferencia de restricciones,
es posible implementar cada restriccidn en un inico procesador, que actualiza sus argumentos
siempre que cambien, o bien, a intervalos regulares,

(d) Se comporta bien en sistemas incrementales. Se puede afiadir una restriccion de forma incremental
incorporandola a Ia red, actualizando sus argumentos y propagando sus efectos.

{¢) El concepto de red de restricciones como un conjunto de conexiones locales funciona bien con lias
mismas suposiciones de localidad hechas en los sistemas de inteligencia artificial. Por ejemplo, los
programas de razonamiento fisico suponen que los efectos fisicos se propagan a través de las
conexiones entre componentes. Por lo tanto, las restricciones sobre valores fisicos relacionardn sélo
los pardmetros de unos pocos componentes interconectados y cercanos,

s Clasificacién de los sistemas de propagacién de restricciones

Se pueden distinguir seis categorias diferentes de propagacién de restricciones segin el tipo de
informacién que se actualiza:

¢ “Constraint Inference”, donde se infieren nuevas restricciones y se afiaden a 1a red de restricciones.
Ejemplos de dichos sistemas son: ENV de Kuipers [Kuipers84], Quantity Lattice de Simmons
[Simmons86] y CMS de Brooks [Brooks81].

s “Label Inference”, donde cada nodo se etigueta con un conjunto de posibles valores. En la
asimilacion, las restricciones se utilizan para restringir dichos conjuntos.
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¢ “Value Inference”, donde los nodos se etiguetan con valores constantes, y las restricciones se
utilizan para encontrar valores de los nodos no etiguetados a partir de los nodos etiquetados.
Ejemplos de dichos sistemas son: SKETCHPAD [Sutherland63] y THINGLAB [Borning77].

e “Expression Inference” es una generalizacién de “Value Inference”, en ¢l cual los nodos pueden ser
etiquetados con un valor expresado como términos de los valores de otros nodos. Cuando un nodo es
asignado a dos ctiquetas diferentes, estas se igualan y la ecuacion resultante debe ser resuelta. Un
cjemplo de un sistema de dicho tipo es CONSTRAINTS [Sussman80].

» ‘Relaxation”, donde se asigna a todos los nodos valores exactos, que puede que no sean consistentes
con las restricciones. El proceso de asimilacion propaga dicho valores a través de la red, hasta que se
consigue satisfacer cada una de las restricciones. “Relaxation” ha sido utilizado ampliamente en
disciplinas que no son propias de las inteligencia artificial para resolver problemas como el de las
gcuaciones en derivadas parciales [Southwell40].

» “Relaxation Labelling”, donde se asignan probabilidades de tomar varios valores a cada uno de los
nodos. La actvalizacion implica cambios en las probabilidades combinando las anteriores
probabilidades de dicho nodo con las probabilidades asignadas a los otros nodos. [Hummel33]

La propagacitn de restricciones se puede aplicar de forma absoluta o incremental. En Ia forma absoluta,
todas las restricciones estdn disponibles al principio del procesado, y estin fijadas a partir de ese
momento. En la forma incremental, se puede afiadir nuevas restricciones junto con la respuesta a

consultas,

Cada una de las seis técnicas de propagacion de restricciones presentan limitaciones y debilidades
particulares. “Relaxation” y “Relaxation Labeiling” son técnicas deductivas que no son consistentes: las
etiquetas derivadas no estdn ldgicamente relacionadas con las anteriores. Por lo tanto, son técnicas
dificiles de analizar y de enlazar con sistemas de inferencia méas generales. “Value Inference” y
“Expression Inference” s6lo se pueden utilizar si las restricciones son ecuaciones: no pueden ser
utilizadas con desigualdades. “Constraint Inference” y “Label Inference” son dificiles de controlar:
puede ser dificil evitar que lleguen a bucles infinitos. En “Constraint Inference”, puede ser dificil
asegurar que las nuevas restricciones obtenidas sean dtiles para Ia respuesta a consultas. “Label
Inference” presenta el atractive de que se trata de una técnica de deduccién consistente, s¢ puede utilizar
con restricciones de forma arbitraria y es mucho més ficil de controlo que [a inferencia de restricciones

general.
10.1 Satisfacciéon de Restricciones en Dominios Continuos

e Satisfaccion de restricciones con valores numéricos exactos

Los problemas de satisfaccion de restricciones muméricas normalmente funcionan con datos numéricos
exactos. Este tipo de sistemas se utilizan para resolver problemas expresados en los siguientes términos;

“Dado un conjunto de ecuaciones E que relaciona un conjunto de variables, donde los valores de las
variables de entrada vienen dadas, ¢l problema consiste en determinar el valor de 1as variables de salida

de forma que se satisfagan el conjunto de ecuaciones E”.
Por ejemplo, la f6rmula de conversion de grados Celsius (C) a grados Fabrenheit (F)
F=C*18+32

se puede representar como una red de restricciones. Si la variable C de entrada, temperatura en grados
Celsius, es conocida, entonces la variable F de salida, temperatura en grados Faherenheit se puede

calcular mediante dos cilculos locales:
X=C*18
F=X+32

Aplicando, 1as funciones locales inversas,
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C=X/18
X=F-32

el valor de la temperatura en grados centigrados C, se puede calcular a partir de valor de la temperatara
en grados Fahrenheit. Mediante esta propagacién de valores locales cualquier variable de la red de
restricciones se puede resolver globalmente a partir de las ofras sin tener que resolver las
correspondientes ecuaciones algebraicas, io cual en general es dificil y en ¢l case general imposible.

Los sistemas de restricciones con valores exactos utilizan también esquemas de relajacién iterativa en la
resolucién del problema, especialmente el método de Newton. En este método algunas de las variables
de entrada se consideran como variables semilla con valores asignados por el usuario, a partir de los
cuales el dicho algoritmo determinard los valores reales a partir de determinar los valeres que hacen
cero una funcién f(...) = 0. Por ejemplo, en el caso de una sola variable f{X), un nuevo valor de la
solucion Xy para x se puede estimar de forma iterativa mediante

f{x,)

= X —_
n+l n f’(X )
hasta que una solucion xn,, que satisfaga que f(x ;=0 sea alcanzada partiendo de un valor inicial de

semilla xg.

x (10.5)

Los sistemas de restricciones con valores exactos tienen las siguientes limitaciones:

(a) Manejo de datos inexactos. Bste tipo de sistemas aceptan sélo valores exactos como entradas
proporcionando valores de salida también exactos. En muchas aplicaciones, sin embargo, los datos
de entrada pueden ser ruidosos, inciertos e incompletos. En tales casos, las entradas serdn inexactas
proporcionando salidas también inexactas, siendo por lo tanto este tipo de sistemas inadecuados para
mangjar dichas situaciones de inexactitud.

(0) Resolucidn de problemas subrestringides. La propagacién de los valores en un sistema de
restricciones con valores exactos puede continuar sélo si existe al menos una restriccion local en la
cual todas excepto una de las variables relacionadas tiene valores, es decir, la situacién no es
localmente subrestringida.

(c} Resolucion de problemas sobrerestringidos. Un problema de satisfaccion de restricciones numéricas
puede ser también sobrerestringido, es decir, que no tenga soluciones. Sin embargo, normalmente
existen muchas posibilidades de hacer el problema resoluble de nuevo, Existen diversas estrategias
para seleccionar las variables a modificar,

(d) Tipos de variables fijas. En la propagacion de valores, el tipo de la variables, es decir, si es de
entrada o de salida debe ser fijado antes de realizar ¢l cdlculo. Sin embargo, a menudo es imposible
realizar dicha distincidn. Si un valor dado de 1a variable es modificado por el motor de propagacion,
entonces la variable es a la vez una variable de entrada y de salida.

Todos estas limitaciones pucden ser superadas generalizando el sistema de restricciones con valores
£xactos a un sistemas con valoras en intervalos.

» Satisfaccion de restricciones con valores intervalares
Este tipo de problemas se puede formular en los siguientes términos:

“Dado un conjunto de ecuaciones E que relaciona un conjunto de variables asociadas a dominios
intervalares, el problema consiste en refinar dichos dominios tanto como sea posible sin perder
soluciones exactas de E, es decir, determinando para cada variable el minimo subintervalo consistente

con su dominio”,

La formuiacién de un problema de satisfaccion de restricciones numéricas exactas se puede obtener
como un caso particular del problema de propagacién de restricciones intervalares, simplemente
distinguiendo entre variables de entrada y salida y asignando el dominio intervalar [x,x] a las variables
de entrada y el dominio [-oo, +co] de Ias variables de salida.
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La formulacién de un problema de satisfaccin de restricciones intervalares difiere de los problemas de
optimizacién matemética cldsicos debido a su naturaleza siméirica; el problema consiste en determinar
los rangos de todas las variables de un conjunio de ecuaciones de forma simultinea. Ademds, la
biisqueda se realiza a través de intervalos en lugar de a través de puntos exactos.

¢ Técnicas de consistencia en dominios continuos

El objetivo de las diferentes metodologias para obtener soluciones de este tipo de redes de restricciones,
consiste en aproximar el conjunto solucién de la red de restricciones. La aproximacién buscada es

Aprox(Sol{C)Yn 1)

Si este conjunto es vacio, no existe solucion para tal problema. Para implementar ¢l algoritmo de
propagacion presentado en el apartado anterior para el casc de dominios continuos, se debe
primeramente definir los operadores Refinar més adecuados sobre cada tipo de restriccion, asf como el
operador Aproximacién asociado. Tal como hemos dicho Ia representacién mas utilizada para expresar
el dominio de las variables reales es un intervalo real.

Cuando se utiliza el algoritmo de propagacion definido anteriormente sobre dominios continuos (o sea,
intervalos), los resultados que se obtienen son algunas veces demasiado pobres, debido a que las
restricciones sobre las que se puede definir ¢l operador de Refinar con garantias de obtener soluciones
correctas sen muy pocas. Para restricciones no lineales y con funciones trascendentes la ejecucion del
algoritmo se encuentra con los signientes problemas:

{a) La quiescencia prematura quc se puede alcanzar, va que el aigoritmo se detiene antes de obtener
una aproximacién lo més cercana al conjunto de posibles soluciones o antes de detectar la

inconsistencia.
{(b) La convergencia lenta hacia la solucidn, que hace que sea pricticamente imposible llegar a una

solucitn.
(¢) La consistencia local de 1a solucién obtenida hace que nos se detecten posibles inconsistencias.

Durante un tiempo estos resultados negativos fueron atribuidos a la complejidad analitica inherente a la
resolucion de lo sistemas de ecuaciones e inecuaciones. Los avances recientes no aparecen que lleguen a
estas conclusiones y proponen remedios v mejoras considerables,

» Algoritmos de alto grado de consistencia en dominios continuos

En Ja bibliografia se han expuesto diferentes niveles de consistencia para las redes de restricciones. Asi
se tiene: la consistencia de node, la consistencia de arco y la consistencia de camino, definidas y
generalizadas como k-consistencia y k-consistencia fuerte.

Una red es k-consistente si para una instanciacién dada de cualquier conjunto de variables k-1, que
satisfacen todas las relaciones directas entre estas variables, existe una instanciacién de la variable k-
&sima tal que los k valores que toma satisfacen todas las relaciones entre las k-variables.

Se puede, entonces, decir que la consistencia de arco se corresponde con la 2-consistencia y la
consistencia de camino con la 3-consistencia.

Desde el punto de vista algoritmico, las técnicas de consistencia de arco han sido objeto de una
particular atencién y se han propuesto diferentes algoritmos como: AC-1, AC-2 y AC-3 introducidos por
Mackworth [Mackworth77]. Este dltimo algoritmo es el que se ha denominado algoritmo de
propagacién. Mds tarde ba sido mejorada para dominios discretos, proponiéndose AC-4 por Mohr
[Mohr86], que fue generalizado como AC-5 por Deville [Deville91] y de nuevo revisado como AC-6 por
Bessiere [Bessiere93].

Para el caso de las consistencia de camino se han disefiado los algoritmos PC-1 por Mackworth
[Mackworth 77], que posteriormente fue revisado como PC-2 por el mismo y mejorado para dominios
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discretos como PC-3 por Mohr [Mohr86]. Los algoritmos de més alto grado de consistencia que la
consistencia de arco requieren herramientas para sintetizar restricciones,

La primeras implementaciones précticas de las técnicas de consistencia en dominios continuos usaron el
algoritmo de Waltz, similar al algoritmo AC-3 y las operaciones bisicas de la aritmética de intervalos
para refinar las etiquetas intervalares. Entre dichas implementaciones cabe destacar las realizadas por

Davis [Davis87].

Los algoritmos de consistencia de camino tales como PC-1 y PC-2, se aplicacién con éxito en
restricciones continuas de tipo temporal y espacial. Pere en el caso general, se puede decir que es dificil
ain siquiera alcanzar la consistencia de arco. No obstante varios autores han investigado algoritmos de
mas alto grado de consistencia en dominios continuos. Entre ellos destacan el algoritmo de propagacion
de tolerancias de Hyvonen [Hyvonen92], los algoritmos de k-B-consistencia de Lhom [Lhomme93], los
algoritmos de consistencia de caja de Benhamou [Benhamou94] y los algoritmos de consistencia basados
en quad-trees {4rboles 25 de SamHar [SamHar95]. A continuacién vamos a efectuar una breve

introduccidn a dichos algoritmos,

A. Propagacion de Tolerancias

Con objeto de implementar ei operador Aproximacion se definen en este método propuesto por Hyvénen
las ilamadas restricciones primitivas como aquellas restricciones

X, X) (10.6)

tales que Vie 1---k es posible encontrar dos funciones Fimjn y ™ tal que, para cualquier hipercubo
determinado por el dominio de las variables I =1, x---xI,, entonces:

F'min(Il""’Ii—l’liﬂv"',lk) yE I Ly Ly e 1) (10.7)

1

son los valores minimo y méximo de las proyecciones resultantes de aplicar dicha restriccién sobre los
¢jes del hipercubo. A partir de ellas el operador Refinar aplicado sobre una restriccion es de 1a forma

Algoritmo del operador Refinar

I':=I _
Para cada viec

Lo=T B (e L Ly o BV E™ (I Ly 1)
Fin Para

Este método usa inicialmente una generalizacion del algoritmo de Waltz para la consistencia local. Si
se tiene una restriccion c(x,,---,x, ), con objeto de buscar las funciones F; anteriores, se definen unas

funciones solucién de la forma
X = E G, X Xy X,) (10.8)

siendo f; la funcion resultanie de realizar las operaciones simbdlicas para despejar la variable x; de la
restriccion ¢(x,,---,x, ). Si se tienen las funciones solucién de una restriccion ¢, se puede comprobar la
consistencia local para una determinada variable x;, cuyo dominio es I;, cuando evaluamos la restriccicn
solucion para dicha variable tomandoe otras variables los valores de sus respectivos dominios.

Con estas ideas Hyvonen desarroll$ el algoriimo de propagacién de tolerancia local, que en sintesis
realiza la construccién de una agenda de funciones solucion, a partir de Ias restricciones del problema, y
se va comprobando la consistencia local de 1a forma anteriormente expuesta.

Sin embargo, la aplicacidn de estas ideas confleva un conjunto de inconvenientes:
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(ay La definibilidad de las restricciones, puesto que ciertos valores de las variables deben excluirse de la
definicion de las restricciones.

{b) La aplicabilidad de las funciones solucién, porque estids no pueden no estar definidas para ciertos
valores de los dominios. Por otra parte, para funciones solucién complicadas se hace necesario un
estudio de 1a monotonia de las mismas para obtener valores de la solucién de dichas restricciones.

La solucién a estos problemas viene del estudio del espacio de definicion para cada una de las funciones
solucion, dividiendo el espacio de definicion en tantos elementos como sean necesarios para que siempre
esté definida, y también estudiando los criterios de monotonia mediante las derivadas parciales. Esto
produce el primer inconveniente de este método, que es la explosién combinatoria de los dominios de

definicidn que se tienen que tratar con ¢l algorimmo.

Pero la aportacién mds importante de este algoritmo ¢s que permite generalizarlo para determinar ia
consistencia global a diferencia de otras aproximaciones donde esto no es posibie. La consistencia global
como se ha visto siempre implica la consistencia local, y cualquier solucién global estd recogida dentro
de los resultados obtenidos mediante la aplicacion del algoritino de propagacién de tolerancia. Pero éste
solo consigue consistencia local y por lo tanto tiene los siguientes inconvenientes:

(a) No obtener la solucién mds estrecha, y por tanto pueden aparecer soluciones no consistentes

globalmente.
(b} No detectar inconsistencias globales

Basicamente, ¢l que no se consiga 1a consistencia global se debe a la existencia de ciclos. No obstanie,
hay casos de restricciones donde al no haber ciclos, la consistencia local asegura la consistencia global,

Dichos casos son:

(a) Un conjunto de restricciones aciclicas
(b) Si en el conjunto de restricciones ciclicas, las variables que son ciclicas tienen valores constanies.

No obstante, tales casos s¢ dan raras veces, por io que Hyvonen propone dos métodos para mejorar su
algoritmo de propagacién de tolerancia local para conseguir la consistencia global: la particion
dinamica v la propagacién de tolerancia global.

La t€cnica de particién dindmica se basa en partir el dominio de unas de las variables del conjunio de
corte, dejando los demas dominios iguales, y si una de las partes hace inconsistente la red se elimina del
dominio. Después se continua con las demés variables del conjunto de corte. Esta técnica tiene dos
problemas importantes, por una parte encontrar la condicién de terminacién necesaria para que la
solucidn sea globalmente consistente, y por otra Ia eficiencia cuanto a cual es el numero de veces que
resulta. mas adecuado partir el dominio de las variables del ciclo para que el algoritmo no sea

computacionalmente muy costoso.

Ante los inconvenientes anteriores Hyvonen propone la técnica de propagacién de tolerancia global,
cuya idea principal se basa en encontrar las llamadas funciones solucion globales, que podemos decir
que son aquellas en que st se tiene un conjunto de restricciones C con variables Xy, ... , Xy, la funcién

solucidn global serfa
X, =CG(Xy, X[ Xy, %) (10.9)

que evalia el valor actual de x; cuando los valores de las restantes variables varian independientemente
dentro de sus tolerancias. Esto se realiza exclusivamente para aquellas variables que pertenecen al
conjunto de corte. Podemos decir que 1o que se hace es abstraer ¢l conjunto de restricciones en wna tinica

restriceién global para dicha variable.

B. Técnicas de Arco-K-B-Consistencia

La arco-B-consistencia propuesta por Lhomme [Lhomme93] consiste en considerar solamente los Iimites
de los dominios. Esta técnica consigue refinar la solucién mediante pariicion y refutacion. Si suponemos
una variable de un problema X con un dominio I, = [a,b], probaremos a restringir de acuerdo con los
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algoritmos de propagacién dicho dominio incrementado su extremo inferior. Sea el punto ce (a,b).
Entonces, se afade la restriccién X € [a,¢). Si la aplicacién de los anteriores algoritmos detecta una
contradiccion no podemos asegurar nada, pero podemos repetir el proceso con un punto con un punto ¢’
que esté més cercano a y repetir el proceso. Igual puede hacerse con el cxtremo superior del dominio de
la variable. Esta ¢s una tEcnica que permite conseguir soluciones més estrechas con respecto a las va
encontradas por las anteriores técnicas. Los métodos de particion pueden ser de varios lipos, pero una
posibilidad es partir el dominio en dos, y de nuevo cada parte en dos, etc.

C. Técnicas de Consistencia de Caja

La consistencia de caja ¢s una aproximacion de la consistencia de arco, ya que este tipo de consistencia
no puede ser automatiza en general cuando se trabaja con ndmeros reales y restricciones complejas. Por
ello se han propuesto diferentes tipos de consistencia, cuya idea fundamental es obtener la consistencia

local de manera més eficiente.

Se dice entonces que: una proyeccién de una restriccién <c,i> es consistente de arco con respecto a

I, x--.1, sisecumple
L =LinIl e=T, (cnl;) (10.10)

La consistencia de arco no puede calcularse eficientemente en restricciones complejas, debido a las
limitaciones de la representacidn de los nimeros reales en los ordenadores. Por tanio, es necesario
aproximar este concepto con otros que alcance un equilibrio entre su poder de reduccion, la complejidad
de las restricciones primitivas v la eficiencia computacional. Se han expuesto en la bibliografia
diferentes tipos de consistencia gue desde la m4s fuerte a la m4s débil son las siguienies:

(a) Consistencia intervalar. Una proyeccién de una restriccién <c,i> es consistente intervalar con

respectoa I, X---1  si se cumple
1, = Aprox; (1, rwl'[Xi c) (10.11}

La idea que subyace en esta nueva consistencia es adaptar la consistencia de arco a 1a precision de Ia
méquina, aproximando los nimeros reales por nimeros en coma flotante. E1 problema que presenta
es se deben manejar una gran caniidad de intervalos y su tratamiento puede legar a ser
computacionalmente muy complejo. Entonces se propone una nueva definicion que lene los espacios
entre intervalos separados.

(b) Consistencia por envolvente de una restriccién proyectada. Una proyeccion de una restriccion

<¢,i> ¢s consistente por envolvente con respecto a I x---1_ si se cumple
I; = Aproxg(I; NI, ©) (10.12)

Tanto la consistencia intervalar como la consistencia de envolvente son adecuadas cuando se trabaja
con restricciones primitivas, que no presentan muiltiples ocurrencias de una variable, pero son
demasiado exigentes cuando las restricciones son complejas, puesto que pueden requerir explorar
miiltiples combinaciones de los intervalos que aparecen en la restriccién, Por ello, se hace necesario
definir una consistencia menos exigente.

(¢) Consistencia de caja. Una proyeccién de una restriccién <c,i> es consistente por envolvente con
respectoa I, x---1  sise cumple '

I, =BC(I; ~{a; € RIE(,,---, I, Aprox{(a; )1, -, 1) (10.13)

donde Ces la extension intervalar de ¢. El concepto de exiensién intervalar de una restriccién se
expondrd mds adelante. Hay casos donde las restricciones son a la vez consistente por envolvente y
consistente de caja, como por ejemplo en las primitivas. Las diferencias mis imperantes se
encuentran cuando tenemos restricciones con miltiples ocurrencias para una variable. Se puede decir
que la consistencia de caja viene determinada por Ia extensién intervalar que use para el cilculo.
Para una extesion intervalar EI(c) la definicién de consistencia de caja es equivalente a la siguiente
definicién: Una proyeccién de una restriccion <c,i> es consistente por envelvente con respecto a
I, %---I, y un operador extensional EI si se cumple

Memoria de 1a Tesis 298




Aportacién a la Generacion de Umbrales Adaptativos Capitule 10

EI(C)(I]J MR In_l){l’1+8]?lf+1 ’ "'7In)AEI(C)(11J '..JIB_.l,![u?u _E],IH.I ' “',In) (10.14)

siendo [ el valor izquierdo del intervalo, # el valor derecho y £ un valor positivo suficientemente
pequedio. Entonces se puede decir que: Una restriccidn es consistente de caja con respecto a I v EI si
cada una de sus proyecciones ¢s consistente de caja con respecto a I y EL Un sistema de restricciones
es consistente de caja con respecto a I'y EI si cada restriccion es consistente de caja con respectoa Iy
EL Por lo tanto, se puede decir, de forma intuitiva que la condicidn anterior establece que los
intervalos no pueden ser podades més usando dicho operador extensional, La consistencia de caja
puede ser reducida a dos subproblemas que consisten en estrechar el intervalo correspondiente
usando una variacién del método de Newton intervalar. Estas técnicas consiguen 1a consistencia local
con intervalos mds anchos que la consistencia de arco, pero con una eficiencia computacional mejor,

D. Técnicas de Consistencia basada en Quad-Trees (drboles 2°)

Como consecuencia de los problemas ya discutidos de los algoritmos de propagacién de restricciones con
intervalos se ha propuesto un nuevo algoritmo para restricciones binarias. Dicho algoritmo estd basado
en la consistencia de arco y permite medianie una regla de propagacion apoyada en la identificacion y
clasificacion de extremos locales, obviar algunos de los problemas que el algoritmo de propagacién
presentaba. Dichos trabajos desencadenaron en trabajos posteriores de SamHar [SamHar93] que
pretenden  alcanzar la consistencia global mediante la utilizacion de quad-trees, un tipe de
representacion usada comiinmente en visién por ordenador y tratamiento de imagen, para la
representacién de las regiones que son soluciones posibles. En estos trabajos se muestran algoritmos
para procesar la restricciones y espacios de selucién de complejidad arbitraria, pero con una resolucidn
méxima prefijada. Logs métodos anteriores aproximaban las solucicnes medianie hipercubos, pero el
espacio de soluciones era la mayoria de veces demasiado ancho, introduciéndose demasiadas solucicnes
espircas. Sin embargo, en este método la regidn de solucién RKl _— puede aproximarse por una

descomposicion jerfrquica de su espacio de soluci6n en drboles 2*, donde el valor k depende del tipo de
consistencia que s¢ propone para €l problema. Este método aunque ¢s muy general, tiene el
inconveniente que resolver cualquier problema estd delimitado por el tiempo en que la resolucién se
considera aceptable. Se comprueba que la complejidad polinomial es solamente valida cuando se
cumplen ciertas condiciones de convexidad en las restricciones, y se garantiza que ¢l algoritmo termina
con una correcta solucién que no depende de la forma de las restricciones. Esto es una mejora
significativa sobre las técnicas anteriores que utilizan las restricciones mediante métodos iterativos que
se encuentran abocados a considerar los problemas de convergencia y estabilidad que hacen gue no se
pueda garantizar la terminacion del algoritmo. Pero el precio que se paga en este frabajo es la
discretizacién que se realiza, que dependiendo del tipo de problema puede ser demasiado grande.

10.2 Problemas de Satisfaccion de Restricciones Intervalares

Una vez presentada la problematica general de los problemas de satisfaccion de restricciones, vamos a
profundizar en tipo particular de problema para el caso en que las restricciones son intervalos.

e Sintaxis

Un problema de satisfaccién de restricciones intervalares (ICSP) se puede representar de la signiente

forma:
E,,.E,

Pi=X,,,P =X

(10.15)

donde E, son ecuaciones, P; son variables (explicitas) utilizadas en Ias mismas y X; son intervalos reales
cerrados: [a,b] = {xla <x< b}. P:=X asigna el intervalo X a la variable P, Si alguna de Ias variables P

no se le asocia valor, se supone por defecto que P; =[—oo,o0].
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Un par de cjemplos de problema de este tipo serian:

Ejemplo 1:
F=C*18+32
C:=[L5]
F=[27,35]
Ejemplo 2:
Z=X*Y
" +Z=-02
sin(-Z)+X+Y =04

Las funciones anidadas y = f(x,,---,x ) se pueden representar de forma equivalente como relaciones de

tipo restriccion {{xl,---,xn,y)}. Por lo tanto, E;,---,E  puede ser ficiimente descompuesto en un

conjunto equivalente de restricciones simples, la red de restricciones, representado cada funcitn
f(x,,---,x,) por un tnica variable (interna), y utilizando y en la restriccion huésped en lugar de

(X, %,
Para el ejemplo 2, presentado anteriormente la descomposicion que se propone es la siguiente:
{X*Y =2, X = X,, X[ +2=-02, -Z=X,, sin(X,)=X,;, X;+X=X,, X, +Y=-04}

donde X son las variables gue se han introducido para realizar la descomposicion de las restricciones en
restricciones simples.

e Semantica

La situacién de tolerancia
‘ {P:=X,, P =X} (10.16)

m'

en un problema de satisfaccion de restricciones intervalares (ICSP) se refiere al conjunto de situaciones
de valor exacto

{Pyi=xp, Pri=x %, € X,i=1,-,n} (10.17)

a las que denominamos extensiones.

Una relacién de restriccién {<x,---,x, >} correspondiente a una funcion x, =f(x,,---,x ) es
satisfecha por una extension, si y s6lo si, se cumple x  =f(x,,-+-,x _,) dentro de la misma.

Un problema de satisfaccion de restricciones intervalares (ICSP) es admisible, si y solo si, su situacién
de tolerancia posee una extension que satisfaga todas las restricciones, es decir, 1as ecuaciones tienen
una solucidén dentro de los intervalos:

“AP:=x, € X, P i=x_€X_}
tal que se satisfacen todas 1as restricciones Ey, ..., By

Por ejemplo, el Ejemplo 1 presentado anteriormente, presenta un problema ICSP admisible porque
C:=1€[1,5) y F:=33.8 e [27,35] satisfacen la Unica restriccion que posee.

Una variable P,:=X, es consistente, si y solo si, todas las instancias P.:=x.xe€ X, pueden ser
satisfechas respecto a todas las restricciones por alguna extension:

“Vxe X, EI{F’I:=)(1 € X, Pi=x, P i=x_¢€ Xm}
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tat que se satisfacen todas la restricciones E,..., By”

De forma intuitiva, una tolerancia no debe contener valores “extra” que no puedan ser satisfechos por los
intervalos dados.

Una situacién de tolerancia es globalmente consistente, es decir, es una solucién de tolerancia
{global), si y s6lo si, cada una de sus variables es consistente. Una variable es localmente consistente, i
y s6lo si, es consistente respecto a todas las restricciones a las que estd conectada directamente. La
consistencia local de una situacién (solucién) de tolerancia, significa que todas las variables son
localmente consistentes, Por ejemplo, el Ejemplo 1 es global v localmente inconsistente, porque
C:=4 € {1,5] no puede ser satisfecho por ningdin F € [27,35].

Una situacién de tolerancia

S={P:=X,,--,P =X} (10.18)
es mas general que
§'={P;:=X],--, P =X} (10.19}

siy solo si, Xi’ ¢ X, parai=1,---,n, y se indica mediante $' —, S.

La relacion de generalidad — es reflexiva, antisimétrica y transitiva, de donde, podemos afirmar que
una ordenacién parcial en el conjunto de las situaciones de telerancia de un ICSP. De forma intuitiva,
las situaciones forman una jerdrquica de generalidad definida por C_. Por ejemplo, parte de la refaci6n
<, para el Ejemplo 1 se presenta en 1a Fig. 10.5, con las relaciones mas generales en la parte superior de
la reticula. Las situaciones consistentes se presentan en negrita frente a la situaciones inconsistentes que
se presentan ¢n letra normal. Las situaciones inadmisibles se presentan en cursiva, Las situaciones

inconsistentes puede ser admisible o inadmisibles.

Fi=[-o0,400], Ci={-c0,+00]

F:=[0,400], C:=[0,+eo] Fr={-00-98], C:=[-2,500]

F:=[27,35], C:=[1,5]

F:=[33.8,35], C:=[1,1.666...] /\

_340_111/
F:=(}], C:={}

Fig. 10.5. Reticula de sitvaciones para la restriccion
F=C * 1.8 + 32. La consistencia se indica con negritas
mientras que la inconsistencia se indica ¢n letra normal,

La inadmisibilidad s¢ indica en cursiva.

Memoria de la Tesis 301




Aportacion a la Generacion de Umbrales Adaptativos Capitulo 10

Mateméticamente, la estructura resultante es una reticula (“lattice™) L:{S,uS ,ms}, donde g
representa la uni6n, mientras que g representa la interseccién de situaciones S definidas,

respectivamente, de la siguiente manera:

{Pi:zxi}us {Pi:=Yi}={Pi::XiuYi} parai=1,---,n (10.20)

{Pi::Xi}uS {PI,:=Yi}={Pi::Xi uYi} parai=1,---,n (10.21)

La menor cota superior de las soluciones de un problema de satisfaccion de restricciones intervalares
(ICSP) se denomina la solucién comiin general menor (LGCS). La LGCS generaliza las soluciones
numeéricas exactas S; de un 1CSP, asi como las soluciones de tolerancia més generales mediante:

LGCS =0 {S i } (10.22)

Los valores de Ias variables en la LGCS no se pueden representar siempre como intervalos continuos. Si
P:=X, en la solucién S;, P:=X, en la solucién Sy, y X, nX, ={}, entonces P:=X, UX, es un

intervalo discontinuo en LGCS =8, uyg S,. Por ¢jemplo, la LGCS del problema

X*=v
Y:=[4,9]

)
X:=[-32]u[2.3], Y:=[4,9]}.

A la coleccibn de conjuntos D =X, X de intervalos mituamente excluyentcs se denoming

divisidn y s¢ representa como

b= [Xm , Xl,zlxz,l ’xz,zl"""n; ’Xn,Z] (10.23)

donde X; =[Xm,xi,2] parai=1, ..,0y X;, <X;; parai=1, .., n-1. Alos intervalos X; se los
denomina constituyentes de la division D. Por simplicidad, la constituyencia se indicard mediante
X, € D, aunque la divisién D es en realidad un conjunto de valores reales. Un intervalo formado por un
tinico valor (singleton) [x,x] constituyente de una divisidn D se representa como el valor exacto x. Por
gjemplo:

[2.071U[0,0] 10" 11 = [~0.07[0.0/0" 1] = ~=07]0fo 1]

donde X y x” representan, respectivamente, un nimero ligeramente menor y mayor que x.

Mediante Ia generalizacién de la nocion de intervalo mediante la nocidén de division, cualquier conjunio
de soluciones de un ICSP se puede representar mediante un Unico LGCS. Aunque siempre podemos
continuar utilizando intervalos continuos como caso especial, si es necesario. La idea de utilizar
divisiones ¢n lugar de intervalos contrasta con otros enfoques utilizados en trabajos como el de Davis
[Davis®7]. El problema que aparece cuando sélo se utilizan intervalos se debe a que se deben generar
conjuntos de soluciones intervalares, lo que conduce a un gran nimere de soluciones que pueden hacer
que el problema sea computacionalmente intratable.

s Solucion

La formulacién que se habfa dado en la seccitn anterior de un problema de safisfaccién de restricciones
intervalares se puede reescribir de la siguiente manera en térmimos de Ia reticula de soluciones:
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“Dado un problema de satisfaccidn de restricciones intervalares (ICSP), su solucidn consisie en
determinar su solucion comiin general menor (LGCS)”

Por ejemplo, ¢l Ejemplo 1 presenta el problema determinar los intervalos (divisiones) mutnamente
consistentes con la restriccién

F=C*18+32
C.=[L5]
F.=[27,35]

Un algoritmo de solucién de dicho tipo de problemas deberia detectar las inconsistencias y refinar las
tolerancias siguiendo la reticula de la Fig. 105  hasta llegar a la solucidn
{C:=[1,1666...], F.=[33.8,35]}. Si sc continuara refinando las tolerancias climinariamos extensiones

numéricas de la ecnacion; la LGCS es la solucion mds ajustada que generalizada todas las soluciones de
un problema ICSP.

10.3 El Algoritmo de Waltz

Fue el primer algoritmo propuesto para resolver redes de restricciones intervalares. Dicho algoritmo
refina cada restriccion, utilizando el operador Refinar sobre cada una de las restricciones y nodos de la
red hasta que ya no consigue mejorar la solucidn,

El operador Refinar utilizado por el algoritmo de Waltz se define de la siguiente manera: sea C una
restriccion sobre los nodos Xj,..., X, Sea S; el intervalo asociado al nodo X, Entonces

Refinar(CXp={a; € SjIEi (a;je.8;, 1=k iz] Cla,--.a;.-.a.)} (10.24)

o sea, Refinar(C. X)) es el conjunto de valores para X; que son consistentes con la restriccién C y con
todos Tos valores del intervalo S;. Un valor & se encuentra en el conjunto Refirar(C,X) si a; forma parie
de §j y de la k-tupla a,...,a, gue satisface C y todos los valores del intervalo S;.

EI opcrador Refirar(C,X;) es consistente en el sentido de que si una tupla satisface Ia restriccion y los
intervalos iniciales para cada una de las variables que la forman, entonces la tupla refinada obtenida al
aplicar el operador Refinar también satisface el intervalo refinado. Asi mismo, puesto que dicho
operador es consistente y que el algoritmo de Waltz es simplemente una iteracién de Hamadas al
operador Refinar es también consistente, de forma que dado un conjunto de valores que satisfacen todas
las restricciones y los intervalos iniciales, entonces dicho conjunto de valores tambicn satisfacerd los

intervalos determinados por el algoritmo de Waltz.

El algoritmo de Waltz tiene la siguiente estmctura:

Inicializacion de una lista L con todas las restricciones.
Mientras l1a lista L no este vacia
Extraer restriccion C de 1a lista L.
Aplicar ¢l operador Revisar sobre C,
Para cada intervalo X; refinado
Para cada restriccion C'# C que utilice X;
Afiadir C’ alalistalL
Fin Para
Fin Para
Fin Mientras
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En dicho algoritmo se utiliza ¢l operador Revisar para refinar todos los intervalos asociados a una
determinada restriccion, devolviendo el conjunto de intervalos modificados.

El algoritmo para el operador Revisar tiene 1a siguiente estructura:

Inicializacion de la lista C de intervalos modificados por el operador,
Para cada intervalo X; que forma parte de la restriccion C
Aplicar el operador Refinar sobre dicha restriccién C e intervalo X|
Si el intervalo refinado es el intervalo nulo
Entonces el algoritmo finaliza debido
a la inconsistencia de las restricciones
En caso contrario si S # S; entonces
Si =5
Afiadir ¢l intervalo X; ala lista de intervalos de C
modificados por el operador Revisar
Fin Si
Fin Para

Veamos un ejemplo de aplicacién del algoriimo de Waltz sobre un red de restricciones concreta:

X+y=2z
Y=<z
xe[L10] ve(38] ze[2,7]

Dicha red de restricciones se puede representar de la siguiente manera:

RESTRICCIONES RESI: X +Y=2 S Y<Z

NN

Xef1,10]

NODOS Ze[2,7] Yei3,8]

Fig. 10.6 Red de restricciones asociada al ejemplo
resuelto mediante ¢l algoritmo de Waltz

El algoritmo de Waltz aplicado a este ejemplo procedera de la siguiente manera: la lista de restricciones
inicial L contendr4 las dos restricciones de 1a red: RES1 y RES2. A continuacion la restricciéon RES1 ()

serd extraida, y puesio que:

(a)x=1ley =3, entonces z 2 4, de forma que las cotas sobre z se modificardn hasta [4,7].
{(b)z<T7ey =3, entonces x < 4, de forma que las cotas sobre x se modificaran hasta [1,4].
Puesto que x, z han cambiado sus cotas, afiadiremos la restriccion RES2 a 1a lista.

A continuacion la restriccién RES2 (y <x) serd extraida de la lista, y puesto que:
{a) x <4, entonces y < 4, de forma que las cotas sobre y se modificardn hasta [3,4].

(b) y =3, entonces x = 3, de forma que las cotas sobre x se modificardn hasta [3,4].
Puesto que x, y han cambiado sus cotas, afiadiremos la restriccién RES1 a la tista.
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A continuacion la restriccion RES1 (x+y=z) serd extraida de Ia lista, v puesto que:

(a) x 23 ¢y 23, entonces z > 6 de forma que las cotas sobre z se modificardn hasta [6,7].
Puesto que sélo z ha cambiado sus cotas y no existe ninguna otra restriccién a parte de RES1 que tenga a
Z como variabie, entonces no se afiadird ninguna restriccion a la lista.

Finalmente, debido a que ya no existen més restricciones a procesar en 13 lista el algoritmo finalizar4,

10.4 Propagacién de la Tolerancia

En primer Iugar, repasaremos la nocidn de funcién intervalar, para a continuacién presentar un
algoritmo de propagacién intervalar local.

¢ Funciones intervalares basicas

Tal como hemos visto en capitulos anteriores la aritmética o 4lgebra intervalar (IA) trabaja con
a+b
intervalos cerrados X =[a,b]={xla< x<b}. El valor > se denomina ¢l centro mientras que el

valor b-a se denoming la anchura del intervalo X, El dlgebra de intervalos es una generalizacidn del
dlgebra de valores exactos ordinaria: cualquier mimero real X se puede representar como un intervalo de

" un Grico valor [x,x].

El algebra de intervalos, también, generaliza las funciones reales f(x,,--,x, ) mediante las
correspondientes funciones intervalares F(X,,---, X ) de acuerdo con

FX,, - X)) ={f(x,~,x)Ix,e X, parai=1,..,n} (10.25)

Las variables en mayiiscula se utilizan para indicar que son variables intervalares. De forma intuitiva, se
puede ver que F(X,,--+, X ) evalia el rango de valores de la funcién f cuando x,,---,x, toman valores

independientemente dentro de los correspondicntes intervalos. Asf, por ejemplo las funciones
intervalares racionales se pueden definir la siguiente manera;

A+B={a+blac A,be B}

A—-B={a-blae A, be B}

A*B={a*blae A,be B}

A/B={a/blac A,be B} si0¢ B

(10.26)

La generalizacion intervalar de otras funciones bdsicas como X7, exp(X), sin(X) puede también definirse
facilmente.

Desde el punto de vista computacional, utilizaremos las definiciones de dichas funciones intervalares
que nos proporcionen directamenie los limites de los intervalos resultado. Asi, por ejemplo, las
definiciones anteriores pueden reescribirse de 1a siguiente manera;

[a.b]+[¢,d]=[a+c,b+d]

[a? b]_{C?d] = [a_ d7 b_ C’]

[a,b]*[c,d]= {min(ac, ad, be, bd), max{ac, ad, bc, bd) }

[a,b}/[c,d]=[a,b]*[1/d,l/c} si O¢g[c,d]

{10.27)

En el dlgebra de intervalos, una funcién intervalar F se denomina una extensién de su restriccién real £
si F(X,,.--, X y=f(x,--,x,) para todos los argumentos real. Para funciones anidadas complicadas £,
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¢ a menudo dificil o incluso imposible definir una extension intervalar exacta, aunque siempre se
pueden enconirar extensiones que cumplan

FX, -, X )2 {f(x,++,%x, Ix; € X, parai=1,.--,n} (10.28)
que proporcionan intervalos mayores que ¢l rango de valores real de la funcién f.

¢ Propagacién intervalar local

Cualquier funcién exacta x, =f{x,---,x ;) se puede definir de forma equivalente mediante la
relacién restriccion REL(f) = {< x,--,x >Ix, =f(xy,---,x,_{)}. En la propagacién intervalar local,
las condiciones de consistencia local de la restriccién f se definen mediante funciones solucidn
simétricas

EXp, e X Xy X)) = {x 1<, %500, x, >€ REL(f), x; € X parai=1,---,n}

donde E (X,,---,X ) evalda el intervalo de todos los posibles valores cuando el resto de variables

varian independientemente dentro de sus tolerancias. Debido a que esto es lo que realizan las funciones
intervalares del dlgebra de intervalos, las funciones solucién se pueden obtener algebraicamente a partir
de las cxpresiones de las restricciones. Asi, por ejemplo, las funciones solucién de la restriccion
X+Y=2Z2son X=2-Y,¥Y=2-XyZ=X+Y,.

Si las funciones solucion de una restriccion F son Y, =F (X, X ), Y, =FX,,--,X,),
entonrces, utilizando la definicién de consistencia, las variables son localmente consistentes con respecto
aF, siysélosi;

Y, CR(X, X e Y, B (X X)) (10.29)

La condicitn para asegurar la consistencia local en un problema ICSP se obtiene cvando se cumple la
condicion enunciada anteriormente para cada una de las restricciones del problema: una situacién es
localmente consistente, si y solo si, todas las funciones solucién del problema ICSP evaldan intervalos

mayores (C) que el valor de sus variables.

A continuacién se presenta un algoritmo que se puede utilizar para determinar la LGCS local. El
algoritrno utiliza como entrada las funciones solucién del problema ICSP y los valores iniciales de las
tolerancias de las variables. El algoritmo elimina los valores imposibles mediante la operacién
interseccion presentada en ¢l apartado anterior hasta que se cumpla Y ¢ F(X,,---,X ) para todas las

funciones solucion,
» Algoritmo de Propagacion de Tolerancia Local

El algoritmo de propagacion de tolerancia local tiene Ios siguicnte pasos:

Algoritmo de Propagacién de Tolerancia Local

Paso 1. Inicializacién de la Agenda con las funciones solucién de las restricciones del problema ICSP
{en algin orden).

Paso 2. Inicializacién de § con el valor inicial de la tolerancia para las variables del problema ICSP.

Paso 3, Para cada funcién solucién X := F{...) de la Agenda hasta que csta cste vacia, Agenda = {}
realizaremos las siguientes operaciones:

(a) Evaluaremos la siguiente funcién solucién de la Agenda, X':= F{...)
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(b) Si X’ es igual al valor de X en §, entonces climinaremos de la Agenda todas las funciones solucidn
que provengan de la misma restriccién que F(...), y volveremos al paso 3. En caso contrario Int := X

{elvalorde X en S)
{c) Silnt = {}, entonces devolveremos como solucién { }, La red es inconsistente, por o tanto no existe

solucion.
(d) Si X X’ entonges eliminaremos X := F{...} de la Agenda. En caso contrario, haremos X =Int en S,

Agenda := Agenda  { Funciones Solucion que utilicen XJ - {X:=F{...)].

Paso 4, Volveremos al paso 3.

Por ejempio, consideremos el Ejemplo 1 utilizado anteriormente:

C*18=X, X+32=F
C=[13], X:=[-wo,=], F={2735]

Las funciones solucién correspondientes a las restricciones son;

Restriccicn Funciones Solucidn
C*1.8=X X=C#1.8, C=X/1.8
X+32=F F=X+32, X=F-32

La agenda inicial de funciones solucién de esta red de resiricciones es, por ejemplo (cualquier
ordenacioén de dichas funciones es posible):

X=C*18, X=F-32, C=X/18, F=X+32

En la tabla que se presenta a continuacion muestra como el algoritmo de propagacién intervalar
funciona sobre el ejemplo que acabamos de presentar. Los valores finales que se obiienen para las

variables son:

C=[11666...], X:=[183]), F=[338,35]

¢ Comparacién con el Algoritmo de Waltz

Ambos enfoques se pueden utilizar para obtener soluciones locales consistentes similares. La principal
diferencia entre ambos enfoques ¢s que el algoritmo de propagacion de la tolerancia las funciones
solucidn de las restricciones se utilizan en la agenda mientras en el algoritmo de Waltz se utilizan
directamente las funciones restriccion. El algoritmo de propagacién de la tolerancia tiene la siguientes
beneficios: en primer lugar, las condiciones de consistencia se pueden definir en términos de funciones
solucion intervalares. En segundo lugar, el control de la propagacion es mas flexible: el orden de la
evaluacién de las funciones se puede redefinir después de cada paso. En tercer lugar, el procedimiento
utilizado por el algoritmo de propagacidn de la folerancia es ur sistema basado en reglas del tipo
“forward chaining”, en el cual las reglas son las funciones solucién, Esto sugiere que las técnicas de
compilacion de las reglas y las técnicas para generar deducciones utilizadas en los sistemas de valores
exactos se puede aplicar en la propagacion de la tolerancia. Y finalmente, el algoritmo local de
propagacién de la tolerancia local se puede gemeralizar a fin de obtener soluciones globalmente
consistentes de una forma que no es posible mediante el algoritmo de Walltz.,

Un inconveniente que presentan ambos algoritmos cuando trabajan sobre dominios continuos es que
facilmente pueden caer en un bucle infinito, incluso para problemas ICSP muy simples. Por ¢jemplo,
consideremos el siguiente problema ICSP:
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Y=2*X
X=Y
Xi=[0,00]
Y:=[0,e]

Los valores de X ¢ Y son biseccionados de forma continua y la situacién sélo converge de forma
asintdtica hacia la solucidn {X:=0,Y:=0}. Ejemplos de problemas ICSP con convergencia asintdtica
constituyen un desatio para desarrollar técnicas que permitan representar los problemas ICSP de una
forma computacionalmente més eficiente y para desarrollar estrategias para la gestidn de la agenda en el
algoritmo de propagacion de 1a tolerancia o en el filtro de Waltz. En la prictica, este problema se puede
resolver definiendo un nivel de precision por debajo del cual dos intervalos se consideran iguales, dando
por finalizado el algoritmo. En cualquier caso, la precisién del ordenador con el que estemos trabajando
establece dicho nivel. Los problemas de errores de redondeo se pueden manejar con ¢l dlgebra de
intervalos de una forma muy adecuada: redondeando los limites inferior por abajo y los lmite superiores
por arriba nunca se pierden las soluciones. Mientras que en sistemas que trabajan con valores exactos
nunca se puede garantizar dicha seguridad.

s Tratabilidad de la propagacién intervalar

Las técnicas de consistencia local se pueden aplicar sobre problemas de satisfaccién de restricciones
discretas de forma eficiente, Por ejemplo, la consistencia de tipe arc se puede obtener con un tiempo
lineal con respecto al niimero de restricciones binarias. En ¢l caso intervalar, sin embargo, es facil
formular problemas de satisfaccién de restricciones intervalares que consuman mucho tiempo de
computacion y que convetjan sélo de forma asintética hacia 1a solucién. Por lo tanto, es dificil estimar la
complejidad en tiempo de célculo de este tipo de problemas. Dicha complejidad depende fuertemente de
la precisién deseada. En términos de complejidad en tiempo teérica, 1os sistemas que razonan con
restriceiones intervalares se comportan mal. Afortunadamente, evaluaciones empiricas han demostrado
que en la prictica funcionan de forma ripida y efectiva sobre problemas de tamafio razonabie.

¢ Ejemplo de aplicacion

Vamos a aplicar la propagacion local a un problema de disefio. La tarea consiste en distribuir ¢l tiempo
de trabajo que deben invertir n investigadores que deben dedicar a m proyectos. Por ejemplo,
supongamos que tres investigadores a, b y ¢ con capacidades de dedicacién en horas A, B y C deben ser
distribuidos en tres proyectos pi, p2 ¥ ps que requieren una dedicacion de recursos Py, P; v P; horas
respectivamente. La variable XY indica el tiempo de trabajo que un investigador con la capacidad X
dedica a un proyecto que requiere Y recursos. Por ¢jemplo, APy es el tiempo asignado al investigador a
en el proyecto py. Las restricciones algebraicas para dicko problema son las siguientes:

A+B+C=P +P, +P, =TOTAL Total de horas trabajadas

AP, +BP, +CP, =P,

AP, +BP, +CP, =P,/ Dedicaci6n a los Pr oyectos

AP, +BP, +CP, =P,

AP +AP, +AP, = A

 BP; +BP, +BP; =B ¢ Dedicacién de los Investigadores

CP, +CP, +CP, =C
El problema se puede representar como una hoja de cdlculo en la cual AP, BP; v CP;parai=1,2,3 se
utilizan como variables de entrada y A,B,C, P,, P, y P, son las variables de salida que se desean calcular,

Sin embargo, mediante las hojas de céleulo actuales o mediante sistemas de propagacion de valores
exactos los cdlculo aritméticos no se pueden realizar a menos que el problema esté perfectamente
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restringido. En este caso no es posible: al principio de la solucién del problema, la distribucién de 1a
dedicacion de la mayoria de los investigadores es mas o menos desconocida y debe ser fijada de forma
simultinea. Los valores de las variables inciertas no se pueden representar en absoluto mediante valores
exactos. Es muy difici! ver cudles son las combinaciones de las variables de entrada para las cudles se
podrian calcular un conjunte de pardmetros de salida descados. Un cambio en cualquier variable puede
afectar cualquiera de los otros valores de las variables. Es bastante dificil para el usuario seguir la pista
de todas las posibles interacciones.

Utilizando técnicas de valores exactos se llega a tener gue uiilizar una tediosa iteracion donde se deben
probar los valores de las variables de entrada, calcular Ios valores de las variables de salida y los
resultados evaluados respecto a las restricciones del problema hasta que se llega a una asignacién de
variables satisfactoria. Los esquemas de relajacién, que se utilizan para automatizar este tipo de
iteracién, son dificiles de aplicar en situaciones como esta donde el nlimero de valores a probar cs
clevado. Ademas, s6lo se puede encontrar una solucion, dicha solucién es exacta y no puede reflejar la
inexactitud de los datos de entrada.

Los algoritmos de resolucion de este tipo problemas basados en Ia propagacién de ia tolerancia pueden
solucionar estos problemas. Inicialmente, el usuario establece los intervalos para las variables tan
anchamente o tan estrechamente como desee. Si el usuario sugiere asignaciones de intervalos
inconsistentes, €l sistema puede refinar los intervalos hasta determinar la solucién comidn general menor
para el problema. La resolucidén del problema continua no por iteracion sino de forma “top-down™: el
problema se va refinando paso a paso por el usuario y por el sistema hasta que se Hlega a determinar una
solucion satisfactoria. Por ejemplo, los intervalos iniciales podrian ser:

{AP.:=BP.:=CP,:= A:=B:=C:=[0,160],
P.:=TOTAL:=[0,480}},
i=123.

Si el usnario establece que P,:=[160,480], entonces la propagacion local de la tolerancia puede deducir
los siguientes refinamientos P,:=[0,320], P,:=[0,320] y TOTAL:=[160,480]. Aceptado dicho
resultado y restringiendo mas el problema diciendo que A no deberia (rabajar en el proyecto P; menos de
120 horas, o sea, AP,:=[120,160], entonces la propagacion local de 1a tolerancia puede deducir las

siguientes siete modificaciones:

P:=[120,320] P,:=[160,360] P,:=[0,200]
AP,:=1040]  AP;:=[040] A:=[120,160]
TOTAL:=[280,480]

En este ejemplo, s6lo se ha cambiado el limite de un pardmetro en una red de restricciones simple. En
general, los limites inferior y superior de varias variables pueden ser modificados de forma simultines, y
se pueden aparecer restricciones mas complejas gue simple sumas.

La propagacién local de la tolerancia refina preblemas de satisfaccién de restricciones intervalares
mondtonamente inconsistentes pero admisibles. El algoritmo de propagacion de la tolerancia se ha
extendido también para tratar problemas de satisfaccién de restricciones intervalares inadmisibles. En
este caso las tolerancias proporcicnan el mecanismo para determinar el minimo ensanchamiento de los
intervalos para las variables inadmisibles basado en la informacién presente en el problema de
satisfaccion de restricciones intervalares. Este tipo de paso de inferencia no monotdnico es necesario de
cara a ayudar al usuario de una hoja de cdlculo basada en intervalos en la reformulacién de problemas de
satisfaccidn de restricciones intervalares de forma inteligente.

10.5 Las Condiciones de Aplicacion

o El problema

En los algoritmos de propagacién de la tolerancia local y de filtrado de Waltz, las variables intcrvalares
deben ser calculadas respecto a las variables relacionadas de una u otra forma. Sin embargo, dichos
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cilculos no siempre se pueden realizar directamente. Las precondiciones para los intervalos de los
problemas de restricciones intervalares debe ser establecidas por dos razones fundamentales:

(a} Definibilidad de las restricciones. Ciertos valores para las variables deben ser excluidos de 1a
definicién de las restricciones. Por ejemplo, en la restriccion X/Y=Z todas las situaciones Oe Y son
implicitamente no permitidas. En general, Y puede ser una expresion de complejidad arbitraria.

(b) Aplicabilidad de las funciones intervalares. Las funciones intervalares necesarias no siempre se

pueden definir o aplicar ficilmente:

¢ Definibilidad. Una funcién solucién puede no ser definida para todos los valores de los
argumentos. Por ejemplo, en la restriccién X *Y =Z, 1a funcion solucién X =Z/Yno se
puede calcular si (e Y. Sin embargo, en este caso, el valor Y:=0 no es excluido por la
definicién de la restriccion tal como sucede con la restriccidon X *Y = Z: dicha restriccion
puede ser satisfecha por cualquier X si Y:= 0 y Z:=0.

¢ Miltiples Valores Discontinnos. Una funcién solucién puede no evaluarse en un tnico
intervalo. Por ejemplo, en la restriccion x* =Y, la funcién solucion para X debe evaluar
dos valores X:=[1,2] y X:=[-1,-2] s1 Y:=[14].

¢ Monotonicidad, Para funciones intervalares simples, como las funciones racionales, los
valores se obtienen ficilmenie considerando las cotas inferior y superior de los argumentos
intervalares porque las funciones se comportan mondtonamente. Sin embargo, en general y
para funciones més complicadas este no es el caso, precisando un anslisis intervalar mas

complejo.

A conlinvacitn, presentaremos dos téenicas generales para resobver los problemas de aplicacién (1) y (2)
que acabamos de introducir. Ambas técnicas se basan en la idea de descomponer un problema de
satisfaccion de restricciones intervalares ICSP de forma exhaustiva en un conjunto de subsituaciones que
se comporten bien sin perder o introducir nuevas soluciones. En primer lugar, vamos a mostrar como se

puede conseguir dicha descomposicidn.
¢ Descomposicion de Situaciones

Un conjunte de divisiones D; para las variables P; con i=l,...n de un problema de satisfaccion de
restricciones intervalares define su descomposicidn en un conjunto S de subsituaciones, es decir, en un

espacio intervalar:

S={{P:=X{,-,P =X MX! e D,,i=1-,n} {10.30)

Por ejemplo, el espacio intervalar correspondiente a las divisiones X € [—es,0 10,1} y Y& [-1,17 [1,+0] &5
{Xi={-0 LY:=[-11 ]}, {Xi=[-=,0" ], Y:=[Le=]}, {(X:=[0,1], Y =[-L,1" 1}, {X:=[0,1], Y:=[1,<]} }

Estamos interesados en descomposiciones S que satisfagan las siguientes propicdades:

(a) “Completitud”. Todo valor de solucidn exacta contenida en los intervalos de la solucién original es
una solucidn de una sitwacion en ¢l espacio S, es decir, la descomposicién no pierde o duplica

soluciones.
(b) “Consistencia”. Todo valor de solucion exacta de las situaciones en S es una solucion de la sitvacion

original, es decir, la descomposicidén no introduce nuevas soluciones exactas.

El problema de las condiciones de aplicacion, presentado anteriormente, se puede resolver
descomponiendo la situacién original del problema de propagacion de restricciones intervalares de una
forma completa y consistentc en un espacio de aplicacién, en ¢l cual se pueda Hevar a cabo el
razonamiento intervalar. Dicho espacio se determina de la signiente manera:
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Algoritmo para la determinacidn del Espacio de Aplicacién

Paso 1. Para cada tipo de restriccién (por gjemple, X*Y =7, X/Y =Z, etc.), se determina un espacio
de definicidn local en ¢l cual se define la restriccién. Supondremos que las divisiones de las variables

son finitas.

Paso 2. Cada espacio de definicién local (obtenido en el paso 1) se descompone posteriormente en el
espacio de aplicacion local de cara a hacer posible 1a definicién de las funciones solucién, de forma

conveniente,

Paso 3. Para una determinada red de restricciones, los espacios locales de aplicacién (obtenidos en el
paso 2) se combinan en un espacio de aplicacién global, en el cual es posible la propagaci6n intervalar.

Paso 4. Ei espacio de aplicacién real para un determinado problema de satisfaccion de restricciones
intervalares se construye mediante la interseccion del espacio de aplicacién global (obtenido en el paso
3) con los intervalos del problema de satisfaccién intervalar,

Los pasos 1-3 se pueden realizar “a priori” para una determinada red de restriccion de un problema de
satisfacci6n de restricciones intervalares. Sélo el paso 4 se debe realizar dingmicamente con respecto a
una determinada sitvacion. A continuacion, vamos a describir con mas detalles cada uno de los pasos

anteriores.
A. Descripcion del Pase 1: “Espacio Local de Definicion™

Cada funcién restriccion primitiva (X/Y =2, log, Y =Z, etc.} define un espacio de definicién local
dentro del cual se define la restriccién y que contiene todos los valores exactos posibles de la restriccion.
Por ¢jemplo, ¢l cspacio de definicidn local de la restriccion logy Y = Z tiene dos situaciones:

({Xe {07 17117, e}, Y:=[0",00], Z:=[—00,c0]} }

puesto que la base X de la funcidn logaritmo no puede ser negativa oigual a 1 y el argumento Y debe ser
positivo, Mientras que el espacio definicion local de la restriccion Y =X “ serfa diferente.

B. Descripcion del Paso 2: “Espacio Local de Aplicacién”

De cara a garantizar que las funciones solucién se puedan definir y calcular facilmente, a menudo, se
debe descomponer el espacio de definicién local en el espacio de aplicacién local, A continuacion, se
presentan dos criterios ttiles para esta tarea:

O Criterio de Definibilidad.

En primer lugar, una funcién sotucién X, =F(X,,---,X ) debe estar definida para todos los valores de
los argumentos x, € X, ,---,x, € Xy debe evaluar un intervalo vinico continuo dentro de X {(de otra
manera F no seria una funcién). Por g¢jemplo, el espacio de definicién de Ia restriccién multiplicacién

X*Y=7Zes
{{X:=[-00,00], Yi=[—00,00], Z: =[—00,00] } }

Sin embargo, la funcidn solucién Y =Z/X en X*Y =Z no se puede calcular si 0 e X aunque X:=0 es
un valor posible en el espacio de definicion, Una situacion parecida se produce para la fimcién
X=2Z/Y. Descomponiendo atn mds el espacio de definicion se resuelve el problema: casos
excepcionales con e X y 0e Yse pueden considerar separadamente utilizando el siguiente espacio de

apiicacién local de nueve situaciones:

{{X & [~o0,07HI0",c0], Y €[-e0,07 100", a0], Z: = [~00, 0]} }
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Ahora las situaciones 0 e X o (e Ysdlo se producen cuando X:=0, o bien, Y:=0, y las funciones
solucitn para X e Y en estos casos puedan definirse a partir de Ias restricciones 0*Y =2 y X*0=2Z,

respectivamente:

X: siY=0entonces X sino Z/Y
Y: siX=0entoncesY sinoZ/X
Z: X*Y

Intuitivamente, en el espacio de aplicacién local, los casos excepcionales se separan en subespacios
distintos para los cuales las funciones solucion se pueden definir separadamente mediante las diferentes
ramas de Ias definiciones de funcidn condicionales.

O  Criterio de Monotonicidad.

Al evaluar una funcién soluciéa intervalar, los puntos méiximo y minimo de la correspondiente funcién
exacta deben ser determinados. Esto puede ser realizado de forma conveniente mediante la
descomposicion del espacio de definicion en subsituaciones en las cuéles las funciones solucién puedan
ser definidas en términos de las cotas de los argumentos intervalares, de ia misma forma que para las
operaciones basicas. Una condicidn suficiente para poderio realizar es la monotonicidad: diremos que
una funcién intervalar Py =F(P,,---,P ) es mondtona en una sitacién {P:=X,,---,P = X, }siy
s6lo si la correspondiente funcién exacta f es mondétona con respecto a cada argumento P; dentro del
intervalo X; para i=2,..,n. Bsto significa que si incrementamos cualquier argumento dentro de su
intervalo, el valor de la {funcién siempre, ¢ bien, s¢ incrementa, o bien, se decrementa
independientemente de los valores de los otros argumentos (dentro de sus intervalos). Por ejemplo,
Z=X/Y es mon6tona cuando X c[0,5] vy Y[0T,e0], porque zZ=x/y se incrementa al aumentar
X, ¥ € [0+,<>o], y se decrementa al aumentar y, x € [0,0]. Las condiciones de monotonicidad se pueden
determinar considerando las derivadas parciales df(x,,---,x )/dx, parai =1, ., n de Ia funcién: la
funcién Y =F(X,---,X ) es mondiona si las derivadas parciales no cambian de signo dentro de los

intervalos dados x, € X, parai=1, ... n.

Una funcién mondtona necesariamente tiene sus valores minimo y maximo en los extremos del los
intervalos dados. Por lo tanto, el valor de una funcién solucion monétona Y =F(X,,---,X )

correspondiente al valor de una funcién exacta y = £(x,,---,x_ ) se puede calcular facilmente mediante

Y =[min({f{x,,---, X )X; =min(X, }, o bien, X, = max(X,) parai=1,---,n}),

max({f(X,---, X )IX; =min(X; ), o bien, X; = max(X,) parai=1,...,n})]

donde min({v,,---,v_ D v max{{v,,---, v_}) significan los valores m4ximo y minimo v; para i=1,...n,
respectivamente, y min(X) y max(X) son los minimos y méximos del intervalo X.

La monotonicidad garantiza que las cotas de las funcién solucidn se puedan calcular a partir de las cotas
de los argumentos. Sin embargo, una funcién puede tener sus valores mdximos y minimos en los
extremos de los intervalos de sus argumentos pero ser no mondtona. En este case, la monotonicidad es
un criterio innecesariamente fuerte y el espacio de aplicacién consistirA de muchas situaciones
innecesarias, En principio, esto no es un problema puesto que no se pierde o se introduce erréneamente
ninguna solucién puesto que la descomposicion es completz y consistente. Sin embargo, una
descomposicion innecesariamente grande conlleva calculos innecesatios,

Por ejemplo, la restriccion X° =Y con ae {24,--} tiene el espacio de definicion
{{X:=[-co, 400}, Y:=[0,4oc]}} vy las funciones solucién exactas

x=1,(y) =ty

y=f,(x)=x
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La fumcidn intervalar para X estd definida, es decir, se evalda en un dnico intervalo: si los valores de X
positivos y negativos se consideran por separado: X € [-o0,07 10,007 .
Con esta condicion, las derivadas parciales

df, (y)/dy = i(l/a)y%'l

df, () /dx =ax"™

no cambian de signo. El espacio de aplicacion local es, por Io tanto
[{X € [—eo,(} 1),00], Y:=[0,20]}}
Asipara Xi=[x,,x,] e Y:=[y,,y,] obtenemos las funciones soluci6n siguientes

X: s X [0, ] entoces [y% , y;A] $ino [—yzlA,—yllA]

Y: [min(x],x5), max(x],x5)]

Estas definiciones resuelven el problema de los valores en muiltiples intervalos. Por cjemplo, si
Xi=[—ee,00], Y:=[1,4] y a=2, el problema puede ser considerado respecto a los valores X:={—sa,0" ] y
X:=[0,e0] separadamente, determindndose los dos resultados siguientes X:=[-2,~1] y X:=[1,2] para

cada subsituacion.
Por 1o que hemos visto, la condicion de monotonicidad sugiere que los valores de X positivos y negativos

deben ser considerados separadamente, Esta es una condicién estricta innecesariamente para situaciones
donde Y es de la forma Y:=[0,y,] puesto que entonces los valores de X se¢ podrian representar

mediante un intervalo continuo. Por ejemplo, si Y:=]0,4] y a = 2, entonces X:=[-2,2]. Mientras que si
utilizaremos la descomposicién propuesta anteriormente obtendriamos dos soluciones X:=[-2,0" ] y
X:=1{0,2]. La solucién m4ds general X:=[-2,2] se podria obtener generalizando las dos soluciones
mediante la operacion U/ sobre la reticula de situaciones. Sin embargo, seria més eficiente no considerar
el intervalo X en partes sino definir la funcién solucitn directamente de tal forma que el caso especial
Y:=[0,y,]1 fuera evaluada correctamente.

Situaciones mds complicadas se producen si al exponente a anterior se le permite tomar valores
intervalares, es decit, es una variable, Hagamos que la restriccion resultante X' =2 tenga el espacio de
definicién

{{X:: {010‘)}7 Y: = [—oe, m], Z:: [0! oo]}}

Las funciones solucién exactas son:

x=f =z
y=f, =log, (z)
z=f =x’

Las condiciones de definibilidad para estas funciones nos proporcionan las siguientes divisiones:

X € [007 1", ] debidoay =log, (z)
Y e [—o00700% ] debidoaz=x"7

Ze 00" ] debidoay =log, ()

Las derivadas parciales de las funciones solucién son:
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1
ar, /dz=z(1/y-1)1y, df_/dy= (zA MIn(z)) -y ™)
df, /dz=1/(zIn(x)), df, /dx=—1In(z)/ (xIn(x)*)
df, /dy=x" In(x) df, /dx =y

A partir de las derivadas df, /dy y df, /dx se puede establecer un punto adicional de divisién., Z=1,

debido al criterio de monotonicidad, Utitizando Ia division refinada Z e [O!0+,1_|1,oo], se obticnen las
siguientes funciones solucién

X=[x,,x;] siY=0entonces (si Z =0 entonces ( sino X),

sino si Z = 0 entonces 0,

sino [min({z,” }),max({z;"” })] para i=12;
Y =[y;.¥,] siZ=0entonces (si X =0cntonces Y sino {})

sino si X =1entonces Y,

sino [min{{log x (z,)}), max({log % (z,)Plparai=12;
Z={z,,2,] siX=0entonces(

sino [min({x;" }), max({x]" })] parai=12.

Por ¢jemplo, ningin valor (lo cual se ha indicado mediante {}) para Y puede salisfacer la restriccién
XY =ZsiZ=0y X=0.

Como conclusidn, las funciones solucién locales y el espacio de aplicacién local se determinan mediante
la divisién del espacio local de definicidn de cada restriccién de forma gue las funciones solucién se
puedan definir de forma conveniente en cada subsituacion., Los criterios de definibilidad vy
montotonicidad proporcionan las reglas para seleccionar los puntos de division: las funciones solucién
deben estar definidas y ser mondtonas en cada subsituacién.

C. Descripcion del Paso 3: “Espacio Global de Aplicacién®

Una variable X se puede utilizar en una red de restricciones en k restricciones, k > 1, que restringen los
valores de X con divisiones de aplicacién locales Dy, ..., Dy, Diremos que Ia divisién de aplicacién

global X ¢s

D={Xm X, 1X, e D;,i=L-- .k} qo3n

Esta division establece de forma intuitiva los rangos en los cuales todas las variables en Ia red esta
definidas con respecto a X y las funciones soluci6n en las cuales X se puede utilizar como argumento.
Ninguna valor exacto de X es excluido o introducido en las posibles soluciones. Esto significa que Ia
aplicabilidad de la propagaci6n intervalar en una red de variables Py,...,P, con respecto a todas las
restricciones y todas las funciones solucién se puede garantizar de una forma completa y consistente en
el espacié de aplicacién global § definido como

S={{P:=X,,--,P:=X HX, € D, esladivisién global de aplicacién de P, ,i=1,---, n}
Por ¢jemplo, consideremos la red de restricciones

X +PX=Q={X’=Y,,P*X=Y,,Y,+Y, =Q}
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Los espacios locales de aplicacién para las restricciones P*X =Y, y X = Y; se han presentado en el

apartado anterior, micnitras que el espacic local de aplicacién para la restriccion suma X+Y =7 es
{{X:=[—o0,00], Y:=[—00,00}, Zi=[—00,00]}}. El espacio global de aplicacion de Ia restriccién

X2 4+PX= Q es, por lo tanto

$ = {{X & [-02.0710, 2] "[=>,0” 100" +e0] = [~o0,0 710" <],
Y, :=[0,e0][—e0,00] = [0, =],

P& [—o0,0” 007 ,4o0],

Y, = [—eo, 0] [ o0, 00] = {00, 0],

Qi=f-o0,}}}
La notacién X € D, aqui significa que X puede ser cualquier intervalo constituyente dentro de la
division D, En este caso S representa un conjunto de nueve situaciones intervalares,

D. Descripeion del Paso 4: “Espacio Real de Aplicacion”

Supongamos que un problema de satisfaccion de restricciones intervalares ICSP con los siguientes
intervalos iniciales para las variables del problema S={P:=X ,.--,P :=X }y con el espacio de
aplicacion global G={{P:=Y, e D,,...,P,:=Y e D }}. De cara a resolver el problema de
satisfaccion de restricciones intervalares ICSP tendremos que considerar S con respecto a cada
subsituacion en G, es decir, con respecto a las situaciones:

S ={P:=X,"Y,--,P =X nY }
{P:=Y,,--,P:=Y }e& G} (10.32)
={{P, e X, nD,,-,P, € X nD_}}

§’ se denomina el espacio de aplicacién actual. El espacio de aplicacién actual contiene todas las
soluciones exactas posibles del problema ICSP en exactamente una de sus subsituaciones,

Por ¢jemplo, el problema de resolver la ecuacidn X' -2X=3 corresponde a un problema de
satisfaccidn de restricciones infervalares con lared

2 2
X +PX=Q={X"=Y,,P*X=Y,,Y,+Y, =Q}
y con [a situacion inicial

[X:=[—o0,00], Pr= 2, = 3, Y, : = [o0,00], Y, = [—o0, 00]}

El espacio de aplicacion actual se¢ obiiene por interseccion de la situacién inicial con ¢l espacio de
aplicacién global.

{{X € [-0,07 10107 ;+e0], Y, € [0, ],
P:=-2,Y, = [—co,4e}, Q:=3}}

s Bisqueda en ef espacio de aplicacién

Un problema de satisfaccion de restricciones intervalares puede ser resuelto después de determinar su
espacio de aplicacion actual 5. Cada subsituacién de S puede contener soluciones. El algoritmo que se
presenta a continuacion realiza una bisqueda de fas scluciones de forma exhaustiva para un problema de
satisfaccién de restricciones intervalares sobre el espacio de aplicacién actual. La idea de dicho
algoritmo consiste en instanciar las variables en un orden determinado sobre los constituyentes de los
intervalos de las divisiones que definen el espacio de aplicacién actual. Después de cada instanciacion,
todas las funciones solucién aplicables y atiin no satisfechas respecto a las variables ya instanciadas son
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aplicadas. De esta forma, los extremos de los intervalos no utitizados se detectan rdpidamente y sc
comparten los cdlculos comunes en diferentes subsituaciones. Una buena heurfstica para escoger el
orden de instanciacion es instanciar los nodos con divisiones pequeiias, los intervalos estrechos, y con
elevada conectividad, en primer lugar. De esta forma, los extremos no utilizados es probable que se
encuentren mas facilmente y que los cdlculos mis comunes sean compartidos.

Algoritmo de Resolucidn de un problema ICSP

Paso 1. Soluciones: ={}
Paso 2. Divs := divisiones que definen el espacio de aplicacion actual del problema de satisfaccidn de

restricciones intervalares ICSP en un determinado orden.

Paso 3. Si alguna D € Divs estd vacia, entonces devolver {}
Paso 4. Instanciar las divisiones (Divs:=Divs, Vars:={}, §:={})
Paso 5. Devolver U, Soluciones,

Vamos a continuacion a detallar el procedimiento para instanciar las divisiones.

Algoritmo de Instanciacién de Divisiones (Divs, Vars, 8)

Paso 1. Si Divs = {}, entonces Soluciones := {S} U Soluciones, y volvemos,

Paso 2. D = la siguiente divisién de variable in Divs,

Paso 3, Var ;= la variable de D

Paso 4. Vars ;= {Var} U Vars (Variables Instanciadas)

Paso 5. Fns = {X, =F(Xy, ..., Xu) 1 X; € Vars, i=1,....n} (Funciones Solucidn aplicables del problema
de satisfaccion de restricciones intervalares con las variables instanciadas)

Paso 6. Newlns := {X, = F(X,,....X,) € Fns | Var € {X, ..., X,}} (Estas Funciones Solucién son
aplicables debido a Var)

Paso 7. Para cada Int € D realizar: (Bisqueda sobre las divisiones constituyentes)

S’ :=8 u {Var ;= Int} (Instanciacién de. Var en la situacién actual S)

§°:= aplicar ¢l Algoritmo de propagacion local de la tolerancia con Agenda := NewFns v situacién
inicial §°, pero s6lo considerando funciones aplicables Fe Fns durante la propagacion,

§i 8’ # {}, entonces instanciar las divisiones (Vars: = Vars, $:= §°, Divs: = Divs - D) (Recursivamente)
sino continuar con el siguiente Int en el paso (7} (para determinar 1os extremos inadmisibles)

Por ejemplo, al resolver

X' +PX=Q={X"=Y,,P*X=Y,,Y,+Y, =Q)
en ¢l espacio actual de aplicacidn

{{X & [~=,07 0107 4o, Y; & [0, 0],
Pi=—2,Y, = [—o0,400],Q:=3}}

podemos utilizar el siguiente orden P, Q, Yy, Y, X. Después de instanciar P:=-2, Q:=3, Y,:=[0,e0] y
Y, :=[—ec,o=], las funciones solucién de la restriccién Y, +Y, =Q pueden ser aplicadas mediante el
procedimiento de propagacién local. La sitvacidn resultante se considera mediante la instanciacién de X
con los constituyentes de [—oo,0” 00, co] y mediante funciones solucién adicionales (NewFns) que

tienen X como un argumento (funciones originadas a partir de x? = Y, y P*X=Y,). Como resultado,
encontraremos mediante el procedimiento de propagacion local las dos raices X:=—1 y X:=3 como
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puntos fijos correspondientes a las instanciaciones X:=[—c0,07] y X:=[07 0], respectivamente (X:=0
se encuentra que ¢s inadmisible.

¢ Propagacién de las Divisiones

Avunque €l aigoritmo que hemos presentado para resolver problemas de satisfaccién de restricciones
intervalares funciona bien en este dltimo ejemplo, su aplicacién en general presenta, a menudo,
problemas. Es computacionalmente costoso porque los cdlenlos a lo Iargo de diferentes caminos de
bisqueda pueden ser en parie redundantes (las fimciones solucién deben ser evaluadas en situacicnes
que se solapan). Ademads, se puede acabar generando muchas soluciones aunque originalmente nosotros
s6lo estaviéramos interesados en determinar un dnico intervalo (o divisién) solucidn, En la préctica, el
algoritmo que hemos presentado sélo puede ser aplicado a problemas pequefios.

Para resolver los problemas que presenta este algoritmo, se propone la generalizacion de la propagacion
infervalar a una propagacion de divisiones. En este esquema se pueden propagar inmediatamente
valores en el espacio de aplicacién con todas las variables instanciadas en divisiones, obteniéndose una
solucidn constituida por una inica division. Aunque el cdlculo con divisiones es ligeramente mds
complicado que con los intervalos, Ia propagacidn de divisiones, tal como se describiri a continuacién ,
es mds adecuada en situaciones que presenten grandes espacios de aplicacién (es decir, espacios
consistentes de varias subsituaciones intervalares).

Pucde parccer que en la propagacion de divisiones todo lo que se debe hacer es generalizar las
definiciones de funciones solucion intervalares en funciones solucién sobre divisiones. Sin embargo,
aparece que la aplicacion de tales funciones en muchos casos subdivide una divisién en un conjunto de
intervalos cada vez mayor. y la propagacién cada vez se convierle en computacionalmente ineficiente.

Por ejemplo, supongamos que X:=[~<,0710",=]. Si una de sus funciones soluci6n evalia el intervalo
[—o,17 117,101, entonces se generard un nuevo punto de divisién X:=[—eo,0” 10" 171ll{*,10]. En
problemas que convergen asintdticamente, el nimero de intervalos de una divisién puede crecer mucho.
Por ejemplo, esto le sucede a X en X 24PX= Q en la situacion

{{X & [-o0,07 100" 4o, Y, € [0,00],
P= _2, Y2 L= [—oo’+oo]’ Q: = 3} }

El fenémeno de crecimiento de las divisiones en la propagacidn de las mismas se denomina el problema
de subdivision (“splitting problem™). A continuacién, mostraremos en primer Iugar como definir las
funciones solucion sobre divisiones y después como se puede resolver el problema de subdivisi6n.

A. Aritmética sobre Divisiones

Si s¢ representan las funciones sobre intervalos y sobre divisiones correspondientes a la funcién exacta f
por £ y I, respectivamente (por ejemplo, +; significa suma intervalar). Las funciones divisién
£, (D;..... D, Jcorrespondientes a una funcién intervalar £, (I,,...,1 ) se puede definir como sigue:

£,(Dy,--. D)=y, I M €Dy, I e D} (10.33)

Intuitivamente, la funcion intervalar se aplica a cada combinacién de fos intervalos constituyentes de los
argumentos, lo cual garantiza que los intervalos resultantes contienen exactamente todos los posibles
valores de la funcién exacta f. El operador uni6n crea la correspondiente divisién a los intervalos que
pueden presentar posiblemente partes solapadas. Por ejemplo, generalizando la multiplicacion intervalar
*; definida anteriormente a la multiplicacién de divisiones *4, el siguiente ¢jemplo se evaluaria de la

siguiente manera
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[-2,1B4]1*, [2,34,5]=
([-2,-11%; [2.3D W ([-2,-11%; [4,5D
3,41 [2,3Dw((3,4)%, {4.5]) =
[-6,-2][-10,~4][6,12]U[12,20] =
=[~10,-216,20]

El namero de constituyentes en la division resultante varfa entre 1 y k, *k, *--*k , donde k; es el
nimero de intervalos de 1a division I);, 1 = 1,....n. En el ejempio anterior, el miximo ndmero 2*%2 = 4 se
redujo a 2 porque los dos pares de intervalos se solapaban y podian combinarse mediante el operador
unidn.

Cuando se generaliza la propagacién intervalar a la propagacion de divisiones no deben realizarse
suposiciones adicionales respecto a las condiciones de aplicacion porque la definicién de la evaluacion
de una funcién sobre divisiones se reduce a la evaluacién de dicha funcion sobre intervalos. El espacio
de aplicacion real, por 1o tanto, puede ser utilizado también para la propagacidn de divisiones.

B. Solucion al Problema de las Subdivisiones

Como una solucién al probiema de las subdivisiones, se propone la aplicacion del siguiente principio de
“no subdivision’: en la propagacién de divisiones presentada en el algoritmo de propagacién de Ia
tolerancia la operacion de interseccion del paso (3.2) se reemplaza por el operador de interseccién de no
subdivision de divisiones M

D'm, D =U{[min(X; » D'}, max(X; n, D)X, € D} (10.34)

donde D’ es ¢l valor de una nueva divisién evaluada mediante una funcién solucién y D es el valor de la
antigua divisién en la situacién S. Intvitivamente, los constituyentes de una division se puede reducir
sélo desde ambos extremos pero no subdividir mds. A diferencia de resolucién de problemas de
propagacion intervalar ICSP, el algoritmo de propagacién de la tolerancia modificado a fin de que
utilice ¢l principio de no subdivision no considera los subespacios del problema ICSP separadamente
sino que determina la divisién solucién directamente.

El principio de no subdivision hace que la propagacién de las divisiones sea computacionalmente
factible. Sin embargo, el precio que se paga es que, en general, se cambia Ia interpretacion de los
intervalos en la solucién. No se puede ya garantizar que cualquier valor en los intervalos solucion sea
consistente (ya sca global o localmente), es decir, sean extensibles a una solucién completamente exacta
(local o globalmente). Sin embargo, se puede asegurar al menos que las cotas inferior y superior de las
divisiones constituyentes se puedan extender a soluciones completamente exactas (local o globalmente) y
que todas las otras soluciones deben residir dentro de las divisiones. Por ejemplo, para el problema ICSP

X+Y=2
X:=[1,218.9]
Y:=0
Z:=[—co,00]

obtenemos
Z=X+, Y =(12]+[0,0Du([8,9]-+[0,01) =12i8,9]

(utilizando la suma intervalar definida anteriormente). Sin embargo, aplicando el principio de no

divisién obtenemos
Z:=[1,2B.9], {~eo, 0] =[1,9]

aunque los valores 2 < Z < 8 no sean consistentes, Utilizando la propagacion de divisiones junto con el
principio de no divisién no se pueden filtrar los valores dentro de un intervalo constituyente de una
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division si los valores de los extremos son consistentes. La propagacion de divisiones es
inferencialmente més débil que las propagacidn de intervalos purcs combinados con el procedimiento de
busqueda presentade anteriormente para la resolucion de problemas ICSP. Sin embargo, la propagacidn
de divisiones nunca pierde o introduce nuevas soluciones. Por ejemplo, si aplicamos la propagacién de
divisiones junto al principio de no divisidn a

X' +PX=Q={X"=Y,,P*X=Y,,Y, +Y, =Q}
con el espacio de aplicacion real
{{X € [~=,07 1007 4], Y, € [0,],
P:=-2Y,:=[—00,400],Q:=3}}
no podremos determinar las soluciones exactas X := -1 y X := 3 que se habian obtenido anteriormente
mediante el algoritmo de solucidn de problemas ICSP. En su lugar, obtendremos la division solucién

X:={-15,---,07100% ,30...].

El principal beneficio que se obtiene de la propagacién de divisiones es la posibilidad de tratar con
espacios de aplicacion grandes en los cuales el algoritmo que habfamos presentado anteriormente se
volvia computacionalmente inviable. Después de determinar las cotas aproximadas de los valores
posibles mediante propagacion de divisiones se pueden obtener soluciones mis precisas considerando los
diferenies intervalos constituyentes separadamente. Si se utilizan sélo divisiones continuas, entonces la
propagacion de divisiones es equivalente a la propagacién de intervalos, mientras que si los intervalos
son simples valores para las vanables conocidas (“entradas’™) y intervalos grandes para las variables
desconocidas (“salidas”™), entonces la propagacidn de divisiones es idéntica a Ia propagacién de valores

exacios.

10.6 Consistencia Global

¢ Consistencia Local versus Global

La consistencia global siempre implica la consistencia local; cualquier solucién global G es wna
especializacién de la local LGCS L, G, L. La propagacion de la tolerancia local nunca pierde o

introduce nuevas soluciones globales. Sin embargo, presenta dos grandes problemas:

(a) Determinacion de la solucion mas ajustada

Mediante técnicas de consistencia local se pueden determinar cotas exteriores seguras para la solucién
aunque no necesariamente las mas ajustadas. Consideremos ¢l problema ICSP siguiente:

X+T=Y
Y+T=2
X:=1
T:={0,0]
Y:=[0,00]
Z=11

Utilizando propagacién local obtendremos a solucién local;

(X:=1, T:=[0,10), Y:=[1,11], Z:=11}

Esta solucién no es globalmente consistente porque T e Y no son globalmente consistentes. Si, por
gjempio, T = 9 obtendremos Y = X + T = 10 de la primera restriccién, sin embargo, 1a segunda
restriccion no puede ser satisfecha debido a que Y+T=19¢ Z=[1111}. La LGCS global del problema

ICSP es la siguiente

{X:=1LT:=5Y:=6,Z=11}
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{b) Deteccién de inconsistencia global

Si un problema ICSP no tiene solucién global, ello no implica que no pueda tener una solucidn local.
Por ejemplo, 1a solucitn local del polinomio

X*+2X? +3%X% 14X +5=0

compuesto de las restricciones X' =Y, X*Y=Zy X+Y=Z es

X ={-234...,-01..]
aunque el polinomio no tiene raices. Lo que nos dice la solucién local LGCS sélo es que si el problema
tuviera soluciones globales estas deberian encontrarse dentro de 1as tolerancias de la solucién local. Por
lo tanto, si la propagacién local no obtiene ninguna solucion, entonces podemos afirmar con toda certeza
que el problema no presenta ninguna solucién ya sea exacta o global. Sin embargo, de la existencia de
una solucién local, no se puede deducir una solucién giobal: la consistencia global implica la

consistencia local, pero no viceversa.

Existen, sin embargo, categorias de problemas ICSP para los cuales ia consistencia local implica la
global, es decir, es equivalente a Ia consistencia global. Para tales problemas 1a propagacién de la
tolerancia local es suficiente para determinar las soluciones globales. En particular, este ¢l caso de los
problemas ICSP cuya red de restricciones es aciclica. A continuacién presentamos un Teorema que se
deriva directamente de la investigacion sobre problemas de satisfaccion de restricciones (CSP) discretos
donde un problema CSP estructurade mediante un drbol consistente globalinente permite la generacion
de soluciones exactas:

Teorema 10.1: “Una red de restricciones aciclica es globalmente consistente si y sdlo si es localmente
consisiente.

La prueba de dicho Teorema, se puede realizar de forma intuitiva: seleccionando un valor para una
variable los valores de la variable relacionados localmente se pueden escoger de forma adecuada en una
situacién localmente consistente si las variables no estin relacionadas entre si, es decir, 1a red es
aciclica. Esto significa que las variables son globalmente consistentes, e¢s decir, la consistencia local
implica la consistencia global. Por otro lado, es evidente que la consistencia global implica la

consistencia local.

Asi por ejemplo, los problemas que aparecen en el problema ICSP

X+T=Y
Y+T=2Z

Xi=1, T:=[0,]
Yi=[0,=], Z=11

son debidos a la ciclicidad. En algunos casos, los ciclos se pueden eliminat reescribiendo partes de la
gcuactén de una forma aciclica equivalente. Por ejemplo, el problema ISCP anterior puede reescribirse
de forma aciclica Y =(X+Z)/2 mediante {a eliminacién de T. Aplicando la propagacién de la
tolerancia local a esta red se obtendrd siempre 1a solucion global.

A continuacién presentamos otro Teorema que establece un caso especial importante en cual cualquier
ICSP aciclico puede resolverse de forma global mediante propagacion de la tolerancia local.

Teorema 10.2: “5i las variables de cualguier "cutset” (minimo conjunto de nodos que cortan todos los
ciclos de una red) de una red de restricciones 8 toman un valor exacto, entonces 8 es globalmente
consistente si y s6lo si es localmente consistente.

Memoria de 1a Tesis 320




Aportacion a la Generacién de Umbrales Adaptativos Capitulo 10

Para probar este Teorema, también de forma intuitiva: asignando a las variables de un “cutset” valores
exactos las transformamos en constantes exactas, de esta forma se rompen los ciclos y conseguimos gue
1a red aciclica en la cuat las condiciones de consistencia local y global son equivalentes.

Desafortunadamente, los problemas ICSP no siempre se pueden representar de forma aciclica o tienen
un “cutset” de valor exacto. Para tales casos, se precisan técnicas de consistencias global mas potentes, A
continuacién, vamos a presentar dos de dichas técnicas: 1a subdivision dindmica y ia propagacion de la

tolerancia global.
e Subdivisién dinamica

Los Teoremas 10.1 y 10.2 sugieren que nos debemos centrar en la variables de “cutset” de las
restricciones para conseguir la satisfaccion global de las restricciones. Esta técnica ha sido también
utilizada en la generacidon de soluciones exactas en problemas de satisfaccidn de restricciones discretos.
El procedimiento de subdivision dindmica (“dynamic splitting™} utiliza esta idea. En primer lugar, esta
técnica determina Ia solucién local ficilmente disponibic S. Después de esto, § se¢ descompone en
subsituaciones respecto a una variabie de “cutset”. Para a continuacién determinar las situaciones locales
de entre de las subsituaciones, descomponiéndose el resultado de nuevo, y asf hasta que se alcanza una
solucién globalmente consistente. Un cutset adecuado (o varios) para un problema ICSP puede ser
determinados mediante una fase de compilacién separada antes de aplicar el procedimiento en diferentes
situaciones. El procedimiento supone ¢n ¢l paso (4) que se han podido identificar las soluciones giobales
0 que se dispon¢ de alglin otro criterio para finalizar la subdivisién: por ejemplo, el ndmero de
subdivisiones recursivas puede estar acotado. Un criterio parcial para identificar las soluciones globales

viene dado por el Teorema 5.2

Algoritmo de Subdivisién Dinamica de un problema ICSP

Paso 1. S := Local LGCS obtenida mediante el algoritmo de propagacién de la tolerancia local

Paso 2. §i S={}, abortamos el algoritmo devolviendo “ICSP inadmisible”.

Paso 3. Si el ICSP es aciclico, entonces devolvemos S como la solucion global.

Paso 4, §i S es globalmente consistente (es decir , las variabies de cuaiquier cuiset tienen valores
exactos) o si se satisface cualquier otro criterio de finalizacion, entonces devolvemos S como la solucidn.
Paso 5. Escogemos una variable de cutset P.:= X de S mediante algin criterio (por ejemplo,
seleccionamos Ia variable cuyo intervalo tenga la mayor anchura). _

Paso 6. Subdividimos X de forma exhaustiva en intervalos {X,,---, X} mediante algun criterio (por
¢jemplo, biseccionando X).

Paso 7.Creamos la descomposicién (S ,---,5,} correspondiente a P.=X,,--- . P:=X .

Paso 8. Aplicamos la subdivision dindmicaacada S, ,---,5 .

Paso 9. Devolvemos la generalizacion u,_ {S}}, donde S son las soluciones que se han obtenido en ¢l
paso (8). De forma opcional, el conjunto {S!} se puede devolver si estamos interesados en obtener los

conjuntos solucion.

La subdivisitn dindmica funciona porgue con valores de variables mds acotados, 1as soluciones globales
se pueden determinar mediante criterios locales de una forma més precisa. Por ejemplo, consideremos ¢l
problema de determinar las rafces positivas de

X -9X+4=0

A partir del valor injcial X:=[0,4e0] la propagacién de la tolerancia Iocal determina la solucidn local
LGCS X:=[045...,2.74...] en el paso (1). En el paso (), 1a variable de cutset X se puede subdividir. Si
biseccionamos X en X:={045...,1.6" ] y X:=[16,2.74...] y resolvemos los correspondientes ICSP (paso
(8)), determinamos las soluciones globales X:=045.. y X:=2.74... sin tener que realizar mais
subdivisiones.
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La subdivisién dindmica ofrece un enfoque para resolver el problema de Ia incompletitud de Ias técnicas
de relajacion de valores exactos numéricos. Con estas técnicas, asi como con el método iterativo de
Newton, no s¢ pueden sicmpre determinar todas las soluciones o determinar si existe una solucién.
Mediante la propagacién de la tolerancia local, es posible considerar problemas con espacios infinitos
sin perder soluciones. Si la propagacién de la tolerancia local falla, podemos estar seguros que no exisie
solucién dentro de los intervalos. Por ejemplo, el polinomio de cuarto orden

X*+2X? +3%% +4X+5=0
se encuentra que es inadmisible biseccionando la solucién local

Xi=[-234...-01.]
s6lo una vez. De esta forma, se puede probar numéricamente que el polinomio anterior no tiene
solucién. La propagacién de la tolerancia s¢ podria también aplicar en esquemas de relajacion con
valores exactos para determinar Ios rangos adecuados para los valores iniciales de las variables de

prueba/error.
Sin embargo, el algoritmo de subdivision dindmica presenta dos grandes problemas:

(a) La Condicion de Finalizacidn. El procedimiento supone que se pueden identificar las variables y
sitvaciones globalmente consistentes (paso (4)). En general, es dificil y es preciso utilizar alguna
condiciébn de finalizacion ad hoc. El Teorema 10.2 establece que s$6lo una condicién
innecesariamente estricta para la consistencia global. Se precisan criterios generales en situaciones
globalmente subrestringidas en las cuales las variables de cutset pueden tener valores de tolerancia
no exactos y ser ain globalmente consistentes. De otra forma, se puede llegar a una subdivision .
posiblemente infinita y sin utilidad cuando se trata de determinar solucidn cada vez més precisas con

respecto a Ias variables de cutset.

(b) Eficiencia. Incluso si se pudieran identificar las soluciones globalmente consistentes y su ndmero
fuera finito (o se dispusiera de otras condiciones de terminacién), la subdivisién puede generar un
gran ndmero de soluciones intermedias localmente consistentes que se pueden identificar como
giobalmente inadmisibles solo después de realizar posteriores subdivisiones, 1o cual puede resultar

computacionalmente ineficiente.

El algoritmo de propagacién global de la tolerancia que se presenta a continuacidn es wn intento de
resolver estos problemas.

10.7 Propagacién de la Tolerancia Global

¢ Laldea

Supongamos que la red de restricciones S con variables Py,...,P,. La funcién
P, =F(P,.-,P_,P,.--,P,) para 2<i<n, se denomina la funcién solucidén global respecto a § si
evalia los valores de P; cnando las variables argumento P,,--,P_;,P,,,---,P,  varian

independientemente deniro de sus tolerancias. Por 1o tanto, P; es globalmente consistente en S si y s6lo si

P, cF(P,,---,P_, P, ,---, P, ). Obviamente, la utilizacién de funciones solucion globales en lugar de

las correspondientes locales durante la propagacion de la tolerancia local, permitird determinar
soluciones globales con respecto a 8. Sin embargo, esto es normalmente infactible; en primer lugar, la
resolucion de funciones solucién globales algebraicamente es normalmente dificil o imposible, En
segundo lugar, de esta forma un problema ICSP siempre deberia ser resuelto globalmente incluso si
fuera computacionalmente mds econdmico utilizar técnicas locales en alguna parie de la red de
restricciones. En tercer lugar, seria descable resolver el problema ICSP en partes locales simples cnando
fuera posible y utilizar técnicas globales mas complicadas s6lo cuando fuera necesario.

Una de las ideas clave de esta seccidn es que la observacion de que es suficiente con determinar
funciones solucién globales solo con respecto a algunas variables criticas y s6lo con respecto a algunas
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subredes de la red de restricciones original. De esta forma las soluciones globales se pueden determinar
sin tener que sacrificar todos los beneficios que comporta el razonamiento local simple. A conrtinuacion
se presentan cuales son las funciones solucién a la que se deben utilizar durante la propagacion de la
tolerancia de cara a garantizar la consistencia global. La técnica de utilizar funciones solucidn locales y
globales junto con el algoriome de propagacién de la tolerancia local para resolver problemas ICSP se
denomina algoritmo de propagacion de la tolerancia global,

Ei Teorema 10.1 nos indica que la consistencia local no es equivalente a la consistencia giobal debido a
la presencia de ciclos. Un ciclo es un conjunto de variables conectada circularmente unas a otras
mediante una cadena de restricciones diferentes matuamente a las que denominaremos restricciones
ciclicas. Por ejemplo, la red de la Fig. 10.7 tiene un ciclo {T, Y} con dos restricciones ciclicas.

;+.—MY\+ Z

Fig. 10.7 Red de restricciones ciclica

Si todas las variables ciclicas fueran globalmente consisientes en una situacion localmente consistente,
entonces la sitvacién seria también globalmente consistente. Ademds, es suficiente con determinar las
funciones sélo con respecto a las restricciones ciclicas correspondientes a los ciclos formados por las
variables, debido a que la consistencia local con respecto a las restricciones aciclicas restantes se alcanza
mediante la propagacion de la tolerancia local. Ademéas, no se deben considerar ciclos que son
subconjuntos de otros ciclos: es suficiente con tratar con el conjunto de los ciclos mayores LS que
contengan todos los otros ciclos. Denominaremos una seleccion de ciclos de este tipo loop cover. De una
forma més precisa, la agenda de funciones solucion en el algoritmo de propagacién de 1a tolerancia local
que hace falta para la consistencia global en el algoritmo de propagacién de la tolerancia global se
obtiene mediante el procedimiento que presentamos a continuacion,

Algoritmo para la determinacién de la Agenda de la Propagacion de la Tolerancia Global

Paso 1. Determinar las variables ciclicas P,,---,P_de la red de restricciones y su correspondiente loop
cover LS. Sean los conjuntos de los mayores ciclos a través de Pj,--,P : LS, CLS,.--,L§_cLS,

respectivamente.

Paso 2. Determinar el conjunio G; de todas las funciones solucién para cada variable P, i=l1,...n,
correspondientes a los ciclos L.e LS,. Las funciones solucién para cada P;, i=1,...,n, en la agenda son:

Gyu{Funciones Solucién Locales para P; excluyendo aquellas funciones Iocales que s¢ originan a partir
de las restricciones ciclicas correspondientes a los ciclos LS, (es decir, los ciclos a través de Py)).

Paso 3. Para las variables no ciclicas Py, anadir las funciones solucidén normales en la agenda.

s Determinacion de las funciones solucién globales

Las funciones solucidn globales de una variable P con respecto a un ciclo (paso (2) del algoritmo
anterior) se pueden determinar en dos pasos:

Paso (A). Se construye una ecuacién algebraica simple equivalente a las restricciones ciclicas del ciclo
eliminando Ias ofras variables ciclicas,
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Paso (B). Obtenemos P de la ecuacién obtenida en (A) algebraicamente, es decir, deducimos la funcion
solucién global.

El paso (B) puede ser dificil o imposible de realizar debido a las limitaciones del dlgebra o del solver de
problemas algebraicos utilizados. Ademds, la reglas algebraicas intervalares deben ser tenidas en cuenta.
En primer lugar, se presentar un ejemplo en ¢l cual estos problemas no son importantes para
continuacién discutir el caso general.

El problema ICSP siguiente
X+T=Y
Y+T=Z
X:=1, T:=[0,e0]
Yi=[0,00], Z:=11

presenita, tal como hemos visto anteriormente, un ciclo {Y,T}. Las ecuaciones para resolver Y y T se
obtienen eliminando T y Y respectivamente (paso A);

X+(Z-Y)=Y
X+T=Z-T

Las fimciones soluci6n globales para Y y T se obtienen facilmente en el paso (B):
Y=(X+2)/2
T=(Z-X}/2

La agenda para la propagacion de la tolerancia global se obtienen mediante el algoritmo presentado
anteriormente, de la siguiente manera:

Paso 1. Las variables del ciclo son {Y,T} y los ciclos a través de ellas son LS = {{Y, T}}.
Paso 2. Las correspondientes funciones solucién globaies son:

Y=(X+7)/2

T=(Z-X)/2

Las funciones solucion locales:
Y=X+T

Y=2-T
T=Y-X
T=2-Y

ya no se utilizardn més debido a que son debidas a las restricciones ciclicas.
Paso 3. Para las otras variables X y 7 se utilizan las funciones solucion locales X=Y-Ty Z=Y +2Z.

La agenda para ia propagacion de la tolerancia global es, por lo tanto:
Y=(X+2Z)/2
X=Y-T
T=(Z-X)/2
Z=Y+T

Mediante esta agenda se puede siempre determinar Ia solucién global.

Por ejemplo, la solucién global a este probiema ICSP
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{X:=1,T:=3,Y:=6,7Z=11}

se obliene a partir de Ta solucion local

[X:=1,T=[0,10], Y:=[111], Z=11}.

Debe notarse que la longitud de la agenda en la propagacién de la tolerancia global es menor que en el
caso local debido 4 que para los pardmetros del ciclo las funciones locales correspondientes al ciclo se
han reemplazado por una tnica funcién global. Sin embargo, la funciones solucion globales tienen
expresiones funcionales mds complicadas.

En ¢l ¢jemplo que acabamos de presentar, las funciones solucién globales se pueden derivar y utilizar de
forma t4cil. Sin embargo, en el caso general aparecen dos problemas importantes:

(a} Limitaciones Algebraicas. Las finciones solucién globales no se pueden normalmente resolver por
medios algebraicos. Este es un problema comun a todos los sistemas de razonamiento algebraico. Sin
embargo, en nuestro enfoque la dificultad de manipulacion de una red algebraica se reduce porque es
suficiente con obtener las funciones solucién globales sélo con respecto a los conjumtos de
restricciones ciclicas correspondientes a los ciclos. Dichos conjuntos son, en general, aunque no
siempre, menores que ¢l conjunto de la red de restricciones, Ademds, es posible deducir y utilizar
s6lo algunas funciones globales durante la propagacién de la tolcrancia dependiendo de las
limitaciones del solver de problemas algebraicos disponible. Lo cual daria una solucién mejor que ia
solucidn local pero peor gue las global. Debe observarse también que incluso en el caso de algunos
ICSP ciclicos la propagacion local de la tolerancia lega a determinar la solucién global. Por ejemplo,
utilizando 1a propagacién de la tolerancia local se puede determinar la solucién del problema ICSP

altamente ciclico siguienie
Z=X*Y
eX +Z=-02
sin(-Z)+X+Y =-04

(b) Evaluaciones aritméticas algebraicas. Ademas de resolver los problemas de ecuaciones algebraicas,
la cvaluacion numérica de funciones intervalares comporta algunos problemas especificos de los

intervalos.

A continuacion, los problemas (1) y (2) son discutidos con mas detalle y se presentan técnicas
adicionales basados en la aritmética intervalar para resolverlos.

¢ Andilisis Intervalar

Un problema clave en la propagacion de la tolerancia global es como evaluar el rango de valores de
funciones solucién intervalares globales anidadas F(X,,---,X ). La principal dificultad que se
presentan cuando se Heva a cabo dicha evaluacién es que la aritmética intervalar difiere de la aritmética
de valores exactos en algunas leyes algebraicas bésicas. Por c¢jemplo, la ley distributiva
[*(J+K}=1*J+I*K no s¢ cumple en la aritmética intervalar. Dicha aritmética s6lo cumple Ia ley
subdistributiva;
I+K) c+IK
Asi por ejemplo: '
[L21*([-11]+[1,2]) = [0.6]

CIL2]*[-LI+[L.2]#[1.2] =[-1,6]

Como consecuencia de ello, diferentes extensiones intervalares F de una misma funcién de valores
exactos f puede evaluar diferentes valores de intervalos con los mismos argumentos incluso si F y f
fueran equivalentes desde el punto de vista de valores exactos. Si la extension F evalta el rango real de

valores se denomina extension optima.
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Funciones intervalares bésicas como las operaciones basicas (+,-,%,/) son &ptimas. En cambio, los
problemas aparecen cuando dichas funciones se combinan en formas anidadas come las que se ha

presentado anteriormente.

Se han desarrollado diferentes formas para representar y evaluar funciones intervalares F. La m4s simple
es la extensidn natural que se obtiene reemplazando las variables reales por las variables intervalares en
la funcién restriccidn real f. La extensién natural no es necesariamente ptima. Sin embargo, se puede
demostrar que ¢s mondtona inclusiva. Esto significa que si F(X,---, X ) es una extensién natural finita
basada en variables intervalares X, .-+, Xy las operaciones de la aritmética intervalar Optimas bésicas,

entonces
X X, X5 Xy, X, X,
implica F(X[,--, X )< KX, ,---,X )

para todo conjunto de infervalos X;.,....X, para el cual el conjunto de operaciones de la aritmética-
intervalar estén definides en F. Intuitivamente, ia extensién natural garantiza la evaluacion de un
superconjunto (<) de valores reales. Si se restringen los intervalos de los argumentos, 1a extensicn
proporciona también valores més restringidos. Sin embargo, a menos que no se cumpla la igualdad
F(X1,--,X,)=F(X,,-,X,), F no es éptima. Las extensiones naturales de las funciones solucion
globales obtenidas utilizando las reglas algebraicas ordinarias se pueden por lo tanto aplicar durante la
propagacion de tolerancia global sin perder la completitud o consistencia del razonamiento. De estn
forma, se pueden obtener intervalos mis estrechos que utilizando propagacion de tolerancia local pura,
aunque la consistencia giobal no se puede garantizar a menos que se utilicen las funciones 6ptimas.

Existe una clase importante de funciones intervalares que se sabe ¢ue son dptimas:

Teorema 10.3: “Si la expresion de una funcion intervalar Y =F(X,,---,X)no presenta miltiples
instancias de las variables (o si las variables con mifltiples instancias tienen valores exactos, lo que las
convierte en constantes), entonces F es Optima si las operaciones bdsicas estdn definidas y son

dptimas”,

Asf por ejemplo, las funciones solucién :
Y=(X+Z)/2

X=Y~-T
T=(Z-X)/2
L=Y+T

del ejemplo.que estabamos utilizando anteriormente no presentan miiltiples instancias de las variables,
por lo tanto, son dptimas y determinan la intervalo solucién global. El Teorema 10.3 que acabamos de
presentar admite la siguiente interpretacién topoldgica: las funciones intervalares que no presentan
miltiples instancias de las variables se corresponden a redes de restricciones aciclicas.

Desafortunadamente, no es normalmente posible obtener las funciones solucién globales (6ptimas) sin
mitltiples instancias de las variables. En estos casos, la red de restricciones no converge necesariamente
hacia la solucién global, incluso peor, normaimente no es posible obtener las funciones globales debido a
las limitaciones del dlgebra, a menos que se trate con ecuaciones algebraicas simples como las lineales.
Sin embargo, es siempre posible determinar (por eliminacién de las otras variables ciclicas) al menor

una funcién recursiva global de la forma
X=F(,X,-)

donde el valor de la variable X aparece probablemente una o més veces en la expresion funcional de F.
A fin de determinar el rango global real de los valores de X se precisa un anglisis intervalar més

profundo.
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En el campo de la aritmética intervalar, se han desarroliado técnicas numéricas y algebraicas para
evaloar los valores 6ptimos o al menos mas precisos de las funciones intervalares que puedan ser
obtenidos mediante la evaluacion directa de la extension natural. Dichas técnicas también pueden ser
aplicadas a funciones recursivas del tipo presentado anteriormente. A continuacidn presentamos una

revision de Ias mismas:

A. Técnicas Numéricas

Existe una forma, tedricamente simple y siempre aplicable, de determinar numéricamente el rango rcal
de valores de funciones intervalares. Supongamos una funcion intervalar F(X,,--- X, X, ,---, X ),
donde X, ,---, X aparecen mis de una vezy X ,,---, X aparecen solo una vez en F. Dividamos cada

X, =[a,b] parai=1, .., k en m subiniervalos Dy
D, ={fa,x,L[x;.x, }---,[x__;.a]} (10.36)
Entonces F(X,,---, X, X ;.. X, ) se puede calcular de la siguiente manera:

F(le"':stxk+1;""xn):

. (10.37)

AE(Y -, Y X, XY, e Dy, i=1-- k)
Skelboe [Skelboe74] muestra que considerando X, , .-+, X, en partes cada vez mds pequefias, ¢s decir,
incrementando el valor de m, se pueden obiencr aproximaciones arbitrariamente préximas del valor real
de F. Esta técnica resuelve, tedricamente, el problema del cilculo de los valores de la funcién solucion
global. Sin embargo, la aplicacién directa de dicho método significa que F deberia ser evaluada m®
veees, 1o cual es computacional muy costoso. Un algoritmo simple para reducir ¢l nimero de
evaluaciones de la funcién se presenta ¢n [Skelboe74], refinada en [Moore79] y més desarrollada en
[Asaithambi82]. La técnica se puede extender a fimciones recursivas de la forma presentada
anteriormente mediante la iteracién de los valores de X convergentes hasta que se alcanza un punto fijo
con una determinada precision.

Ei problema que presentan también ios métodos numéricos anteriores es que son especialmente
ineficientes si los valores de F convergen lentamente, es decir, si FF estd lejos del éptimo. A continuacion,
presentamos formas de F(X,,---,X,) mds éptimas y con una mayor velocidad de convergencia que la

que se puede obtener con la extension natural.

B. Técnicas Algebraicas

Un problema central al que se enfrenta la investigacién en el campo de la aritmética intervalar es el
siguiente: Cual es la extension més 6ptima y con mayor velocidad de convergencia para representar una-
fimcién intervalar?. En general, esta cuestién aiin no estd resuelta pero se han desarrcllado diversas
formas dtiles de representar extensiones intervalares. Algunas de las formas mds conocidas se¢ presentan

a continuacion:

(1) Modificaciones Algebraicas. La extensién intervalar natural de una funcion se puede modificar
utilizando 1las propiedades de la ariunética intervalar, Por gjemplo, utilizando la propiedad
subdistributiva es siempre mas wtil utilizar la forma I*(J+K) en lugar de I*J+I*K. Asi, por ejemplo,
para polinomios yzZaixi, por ¢jemplo, y=ax3 +bx” +ex+d, la correspondiente extension
intervalar utilizando dicha propiedad y=d+x(c+x(b+ax)), denominada Esquema de Horner,
normatmente produce unos intervalos més estrechos y ademds con menor esfuerzo computacional
que la extension natural.

(2) Extensiones del Valor Medio y de Taylor, La extensién intervalar del valor medio de una funcién Fy,
estd basada en el teorema del valor medio. Para una funcién de una tnica variable F(X), esta
extension es la siguiente F_ (X =f{c)+F(X)(X~¢) donde ¢ es el centro de X, o en general, ce X.

La extension del valor medio de una funcidn de n variables F(X,, ... , X;) se define de la siguiente
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manera B (X) =1(c) %»Fi'(X)(}(i —¢) parai=1,....n y donde X es el vector (X,,....X,) v Fi’ (X)es el
vector de derivadas parciales de F con respecto a X;. Se ha demostrado que la extension del valor
medio es también inclusiva monétona y se puede obtener ficilmente para el caso de funciones
racionales e irracicnales. A menudo, pero no siempre, dicha extension obtiene unos intervalos mas
estrechos que {a extension natural, La extension del valor medio se utiliza como la base del método
de Newton intervalar que se puede utilizar para evaluar el rango de una funcién con la precisién
deseada. La extensin del valor medio Fi,(X) es el caso de orden k =1 de una extensién mds general,
la extensién de Taylor T (X), basa el desarrollo en serie de Taylor de una funcién

(1)( } )l (k)( X)

k!

T, (X) = f(c)+z e (X — c) (10.38)

donde f¥(x) indica la n-ésima derlvada de la funcién f(x). Para el caso de una funcién
multidimensional existe un desarrollo anélogo.

(3) Extensiones centradas. La extensidén centrada de una funcién F(X,,....X,) se define mediante

F (X, X, ) =1(c; o, c )+GX, —¢ -, X ~¢c,) (10.39}
donde ¢; es ¢l centro de X. La idea de la extension centrada es desplazar el origen en ¢; de forma que
el vaior de los argumentos de la funcién caigan alrededor de 0, lo cual minimiza los valores
absolutos de los limites intervalares, y las funciones intervalares deben evaluear intervalos de menor
tamafio. Las extensiones centradas normalmente proporcionan mejores resultados que 1as extensiones
naturales, pero no son necesariamente 6ptimas ni inclusivas mondtonas.

Las diferentes extensiones intervalares puede evaluar rangos radicalmente diferentes para una funcién
en un determinado imtervalo. Por ejemplo, para la funcién polindmica

y=x"-10x" +35x% —50x + 24

al utilizar las diferentes extensiones intervalares presentadas hasta el momento para evaluar el rango de
dicha funci6n en el intervalo X:=[(,4] se han obtenido los siguientes valores

Extension Valor
Natural [-816,840]
Horner [-256,384]
Valor medio {-116,116]
Centrada [-24,36]
Exacta [-1,24]

Tal como se observa en la tabla anterior ninguna de las extensiones obtiene el rango exacto, o sea, cl
optimo. Las extensiones estdn ordenadas en dicha tabla en orden de mayor precisién con respecto a
dicho ejemplo. Experimentalmente, este orden parece que se mantienc al menos para funciones de tipo
polindmico, pero en general el orden puede ser diferente para diferentes tipos de funcién.

Hasta el momento, no existe un método universal para determinar la extension intervalar Gptima, sino
que debe evaluarse la funcién utilizando diferentes extensiones y utilizar la interseccion de las
soluciones para deferminar la mejor aproximacién. La mejor manera de determinar el rango de valores
de una funcién es combinar técnicas algebraicas con técnicas numéricas, es decir, determinar una
extension intervalar eficiente y aplicar entonces ¢l método de Skelboe o Hansen sobre la misma para
evaloar con la precision deseada el rango de la funcidn. La evaluacién de funciones intervalares
complicadas mediante técnicas numéricas es a menudo computacicnalmente costoso. Por 1o tanto, es
aconsecjable cuando sc utiliza el algoritmo de propagacion de tolerancia global colocar dichas funciones

al final de Ia agenda.
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C. Condiciones de Aplicacién

Las técnicas de ariumética intervalar presentadas en los apartados anteriores suponen que las funciones
intervalares estin acotadas y definidas dentro de los intervalos donde se evaldan. Por ello, en general se
deberdn formular las condiciones de aplicacién para la aplicacién del algoritmo de propagacién de
tolerancia global. En el caso del algoritmo de propagacién de tolerancia tocal, dichas condiciones se
podian determinar ficilmente para funciones algebraicas basicas debido a su simplicidad algebraica. La
determinacion de dichas condiciones para funciones con expresiones anidadas es um poco més
complicado. Por ¢jemplo, dada la funcién

X=A/(B-C*D)

puede ser aplicado s6lo si Og (B—C*D).

El problema de la determinacién de las condiciones de aplicacién del algoritmo de propagacion de
tolerancia global se puede resolver mediante la evaluacion de cada funcidn béasica F(X;,....X;) en una

expresién anidada mediante
F(D,nX,,---,D, "X ) (10.40)
donde D; para i=1,...,n es la division del espacio local de aplicacién del argumento X; v las funciones se

evalian utilizando la aritmética de divisiones presentada en secciones anteriores. Por cjemplo,
supongamos que la funcidn anterior estd compuesta de tres funciones basicas anidadas:

{X=A/X,,X, =B-X,,X, =C*D}

La evaluacion de las condiciones de aplicacion para la situacién
{A:=1, B:=[1,2], C:=[-1,3], D:=[-2,07107,2]}

se realizaria de la siguiente manera:

Funcién Condicién

X,=C # D = [-6.6] Ninguna condicién: D, = D= [, =]
X, =B-X;=[-5,8] Ninguna condicién: Dg = D = [-eo, o]
X = AIX;N-o0, N 107, o] =[-e0, -1/511/8, 0] [Da = [-e0, o2}, D, = [0, 07107, o0]

Después de la evaluacion de una funcién bisica anidada, el operador unién de la aritmética de divisiones
1o deberia de ser aplicado: se obtienen resultados mas Optimos aplicdndolo s6lo una vez después de
evaluar la funci6n mas externa.

Asi mismo, la siguiente técnica de localizacién de funciones solucién puede ser utilizada en la
evaluacién de funciones intervalares. La funcién solucién global anidada Y = F(.) puede ser
representada como una red de restricciones S. Si S es aciclica, es decir, Y = F(...) no tiene muiltiples
incidencias de una misma variable, entonces si se afiaden las funciones solucién de S en la agenda y se
aplica el algoritmo de propagacion de la tolerancia local, P contendra el valor del intervalo real de F(...).
Sin embargo, es suficiente con afiadir a la agenda s6lo aquellas funciones sotucién locales de Y = F(...)
que correspondan a sus funciones anidadas explicitas. Si Y = F(...) tiene miiltiples instancias de la
misma variable, entonces el problema de determinar el valor real de Y se puede representar
recursivamente como un problema ICSP con lared Y = F(...). De esta forma el problema de resolver un
problema ICSP globalmente se pude reducir a pequefios problemas ICSP si Y = F(...) tiene menos
restricciones que €l problema ICSP original.

Resumiendo, las actuales técnicas numéricas de la aritmética intervalar hacen posible evaluar el rango
real de una funcion intervalar con la precision deseada. Esto significa que evaluando las funciones
solucion global de un problema ICSP utilizando dichas técnicas, se pueden determinar las soluciones de
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un problema ICSP con la precision deseada. La eficiencia de dichas técnicas dependen de la extension
intervalar utilizada para representar ¢l problema ICSP y sus funciones solucién giobales, asi como el
algorimo de evaluacién numérico utilizado,

10.8 Solvers de Problemas con Restricciones Intervalares: ICE InC++

A continuacion presentamos la librerfa ICE InC++, implementacion practica de los algoritmos de la
propagacitn de la tolerancia presentados en este capitulo para resolver problemas de satisfaccién de
restricciones intervalares. Dicha libreria se diferencia de los softwares basados en “constraint logic

programming”’ en:

¢ ICE InC++ no descompone las restricciones en restricciones funcionales primitivas. De esta forma,
las restricciones individuales se pueden resolver globalmente. Los softwares que utilizan
descomposicion sélo pueden determinar soluciones locales, obteniendo por lo tanio unos intervalos
resultado con una anchura mayor.

* Desde el punto de vista prictico, un problema importante de los softwares basados en “constraint
logic programming” es su dificultad de integracién con las posibles aplicaciones que se puedan
realizar, puesto que dichos softwares normalmente estin basados en lenguajes tipo PROLOG de
dificil integracion con aplicaciones realizadas en lenguajes mis estdndares como C++. En cambio,
ICE InC+-+ se ha realizado en C++ en forma de libreria ficilmente portable entre diferentes sistemas
evitando de esta manera los posibles problemas de integracion y eficiencia.

Mediante Ia libreria ICE InC++, un problema de satisfaccion de restricciones intervalares se define
mediante:

s un conjunto de ecuaciones y desigualdades
* ¢l valor de los intervalos iniciales de las variables
y opcionalmente, los pardmetros de cileulo: tales como el nivel de precision absoluta o relativa, el

tiempo limite para el cdlcuio, etc.
La librerfa tiene dos modos de funcionamiento;

e En el modo de acotacién de la solucién (“sotution bounding mode”), la salida es un conjunto de
valores de intervalos obtenidos mediante el refinamiento del valor de los intervalos iniciales, o bien,
la indicacion de la infactibilidad del problema de satisfaccion de restricciones intervalares, Se pueden
ejecutar diversas operaciones de relajacion para aumentar los intervalos de cara a convertir un
problema infactible en uno factible,

¢ En el modo de determinacion de 1a solucidn, se obtienen 1...n soluciones exactas, o bien, se detecta la

infactibilidad del problema.

Si los célculos se interrumpen debido al tiempo limite de cdlculo establecido, la libreria devuelve los
resultados parciales obtenidos hasta ese momento.

La libreria ICE InC++ utiliza una combinacion de técnicas basadas en:

analisis intervalar,
optimizacién global,

dlgebra computacional y
propagacion de la tolerancia.

e & @

ICE se caracteriza por ser un sistema de filtrado local, que evalda les restricciones individuales
independientemente unas de otras. Sin embargo, ICE InC++ determina cotas mds estrechas que los
sistemas de filtrado local tradicionales debido a que posee las siguientes caracteristicas avanzadas:
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o Aritmética Intervalar Extendida. ICE InC++ utiliza una aritmética intervalar extendida en la cual los
intervalos pueden ser multintervalos discontinuos, Una sifuacién intervalar con multintervalos se
corresponde a un conjunto de situaciones continuas. Durante el procese de resolucion de restricciones
esta subsituaciones se pueden considerar scparadamente mediante un esquema de busqueda, lo cual
en general proporciona cotas més estrechas que ¢l filtrado simple.

* FEvaluacion Global de Restricciones. Los valores de las variables durante el proceso de evaluacion
de las restricciones se determinan mediante rutinas de optimizacién intervalar globales, siguiendo los
algoritmos propuestos por Ratschek y Rokne [Ratschek84][Ratschek88] y por Hansen [Hansen92].
Para cada restriccion, se puede determinar el verdadero rango de valores para cada variable que
posca una sola instancia. Para variables que poscan miiltiples instancias dentro de 1a restriccién el
rango que se determina es atin sobredimensionado. ICE In C++ no descompone las expresiones de
las restricciones en restricciones primitivas. De esta forma las dependencias entre instancias de
variables pueden ser capturadas obteniéndose resultados mas ajustados.

* Optimizacidn Algebraica. ICE In C++ hace uso también de optimizacién algebraica, para intentar
transformar las restricciones en una forma algebraicamente més adecuada para que se le aplique el

andlisis intervalar.

El corazén de la libreria ICE InC++ es la clase Ice que se utiliza para representar un problema de
satisfaccin de restricciones intervalares. Se utiliza un conjunto de métodos asociados con esta clase para
insertar/eliminar restricciones, establecer los valores de las variables, establecer los pardmetros de
célculo, evaluar las funciones y leer los resultados. Un objeto fce se mantiene automéiticamente
internamente coherentes después de las modificaciones introducidas por et usuario.

La aplicacién de la clase Ice en un programa en C++ conlleva realizar los siguientes pasos:

Utilizacion de la libreria ICE InC++

1. Crear una instancia Ice, a la que denominaremos por ejemplo E.

2. Insertar/Eliminar las ecuaciones o desigualdades intervalares asociadas al problema de satisfaccicn
de restricciones intervalares.

3. Establecer los valores para las variables que forman parte del problema de satisfaccion de
restricciones intervalares.

4. Modificar, opcionalmente, los pardmetros de calculo, por ejemplo, los niveles de precisién deseados

del objeto Ice si es necesario.

Evaluar E y leer los resultados.

6. Repetir los pasos 3,4 y 5 si es necesario.

s

10.9 Aplicacion a la Generacion de Envolventes

El problema de generacién de envolventes utilizando el algoritmo propuesto en esta tesis a la vista de la
teoria expuesta en este capitulo se puede formular como un problema de satisfaccién de restricciones
intervalares. En primer lugar, vamos a recordar de nuevo la formulacién de dicho algoritmo.

10.9.1 Formulacién del problema de satisfaccién de restricciones

Basicamente el algoritmo consistia en determinar para cada una de las variables de estado del sistema el
valor méximo y minimo en el instante de ticmpo actual, teniendo en cuenta el valor de las variables de
estado L. instantes hacia atras, donde L era longitud de la ventana temporal, y teniendo en cuenta que los
parfimetros del sisterna eran constante entre instantes de tiempo pero de valor incierto pero acotado en
un intervalo. La formulacidn matemdtica de dicho algoritmo era la siguiente:
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Xu =max(A oot +AL_1BUn—L+"'+Bun—1) xg = min(Aan_L +AYBu, +---+Bun_1)
S0 X €[Roxiy | $4:% e €KLty |

Ac[am.A"] Ac[am,A%]

Be[B,B"] Be[B,B*]

que de una forma més compacta se puede expresar como:

X, =maxx, :max{Aan_L + nZ_iA"_lBuiJ X, =minx, zmin[Aan_L + niA“'IBui}
i=n—L i=n—1,
SEIX, 1, e[x;_L,xj_L] S XL E[X;—L’XI—L]
Ae[am,A%] Ae[am,AY]
Be[B",B| Be[B,B]

que a su vez se puede reescribir como un solo problema de satisfaccion de restricciones intervalares de la
siguiente manera:

-1
P . _ AL n—1
 Restricciones: X, =A X, .+ ZA Bu,

i=n-L

Variables: X, € (—oo4e0), Xy p E[X;L,x;'_[l], A E[A“,A+], BE[B_,B+}

Es decir, el problema tendrd tantas restricciones como variables de estado tenga el sistema, cada
restriccion se obtendrd a partir de 1a expresion matemitica que proporciona el valor de un estado en el
instante actual en funcién del valor de los estados al inicio de 1a ventana y en funcién del valor de los
pardmetros del sistema. Asi, para un sistema con k variables de estado, X =(x 17> Xy ) tendremos k

restricciones una para cara variable de estado:

E: x,,=f(X,_,A,B)

E,: x, =f(X _,AB)
en cada una de estas k restricciones aparecerdn una de las variables de estado en el instante actual, las &

variables de estado en el instante L instantes hacia atrds, o sea, al inicio de la ventana y los parémetros
del sistema. Por lo tanto, este problema de satisfaccidn de restricciones intervalares tendrd como

variables las siguientes:
* variables asociadas a las variables de estado al instante actual

Pr=Xu, o, Pyi= X
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¢ variables asociadas a las variables de estado al instante al inicio de Ia ventana
Piey i= Xi@1y o » P 1= Xty
» vatiables asociadas a los pardmetros de la matriz A del sistema
Pocer =51, .o, Poxsaene 1= A
¢ variables asociadas a los pardmetros de la matriz B del sistema
Porseriar 1= by, ooy Pogenear 1= by
Para cada una de estas variables €l intervalo de valores asociado es ¢l siguiente:

+ variables asociadas a las variables de estado al instante actual
- + - +
Kimlxy o x 1 X=Xy, X )
e variables asociadas a las variables de estado al instante al inicio de la ventana
Xt =] x], I Xow =l x, .
ki =[ Xi(n-Ly> X](n—L)]"" » Xok = Xi(a-1)> xk(n—[,)}
» variables asociadas a los pardmetros de 1a matriz A del sistema
. -+ - +
Xogar 1= [3—11, all}’ ey X2k+k*1; ={akk ’ akk]
e variables asociadas a los pardmetros de la matriz B del sistema
- .F - Lt
Kokrkrirr = {bl » b1 1. os Xoksosrar = [bk » bk]

Una vez formulado el problema de generacién de envolventes como un problema de satisfaccién de
restricciones intervalares, deberemos resolverto con alguno de los métodos para resolucién de este tipo
de problemas. Puesto que los intervalos que estamos buscando para cada unas de las variables de estado
en el instanie actual son los intervalos exactos, deberemos utilizar un método que nos pueda garantizar
que los intervalos encontrados son globalmente consistentes. El dnico método que puede garantizar tal
consistencia es el método de la propagacitn de tolerancia global propuesto por Hyvénen [Hyvonen] y

que se ha expuesto anteriormente,

Dicho algoritmo estd disponible mediante la libreria ICE InC++ desarrollo tal como hemos visto por el
grupo del propio Hyvonen. La utilizacion de dicha librerfa también se ha presentado en la seccién
anterior,

La aplicacién del algoritmo de propagacion de la tolerancia global para resolver el problema de
satisfaccion de restricciones intervalares que se ha presentado en este capitulo a la resolucién del
problema de optimizacién planteado al utilizar el nuevo algoritmo de gencracién de envolventes que se

propone en esta tesis pasa por:

Paso 1. Inicializacién, Determinar la expresién de las funciones restricciones para cada uno de los
estados del sistema del cual se quicren obtener las envolventes. Esta tarca se puede realizar con

cualquier programa de manipulacién simbdélica como MAPLE.

Paso 2. Formulacidn del problema de satisfaccion de restricciones intervalares de forma que el solver
basado en Ia propagaci6n de la tolerancia global, ICE InC++, pueda resolverlo.

Paso 3. Solucién del problema de satisfaccién de resiricciones intervalares utilizando el solver ICE

InC++.
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Paso 4. Lectura de los resultados del problema de satisfaccién de restricciones intervalares y
generacion de las envolventes en el instante de tiempo actual,

Paso 5, Generacidén del nuevo problema de satisfaccién de restricciones intervalares, para obtener el
valor de las envolventes en ¢l siguiente instante de tiempo, actualizando las cotas de los estados al inicio
de la ventana temporal, a partir de los resultados obtenidos en la solucién del problema asociado al

instante actual.
Paso 6. Salto al paso 3.

Gréficamente, esta secuencia de pasos se puede representar de la siguiente manera;

MODELO
SISTEMA

1

ALGORITMG
TRATAMIENTO P
LGEBRAICO i GENERACION
ENVOLVENTES

ENVOLVENTES ‘—E— S(I)Ié:IFR f— E

ICE InC++ 1

GENERACION
NUEVO
PROBLEMA

: GENERADOR
: ENVOLVENTES

Fig. 10.8 Generacidn de las envolventes utilizando ICE InC++

10.9.2 Aplicacién a un sistema de segundo orden

El sistema a partir del cual gencraremos las envolventes utilizando el nuevo algoritmo de generacion
presentado en esta tesis y para calcular las envolventes a cada instante resolveremos el algoritmo
utilizando ¢l método de propagacién de la tolerancia global para problemas de satisfaccion de

restricciones intervalares propuesto por Hyvénen.

El modelo discreto del sistema de segundo orden en el espacio de estado es el siguiente
x,(k+1) a, -a,|x(k) 1
= +H k)
&eD] [T 0 {x,(k)] LO
con los siguientes pardmetros del modelo inciertos

a, € [13938,14338]
a, € [05865,0.6265]|
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Si aplicamos €l nuevo algoritmo de generacion de envolventes a este sistema y formulamos el problema
resultante como un problema de satisfaccion de restricciones intervalares obtendremos, para ¢l caso que

£5c0jamos una ventana temporal L = 5,

Restricciones:
5 3 2 4 2 2
Ejt Xy =X )8 — 4%y 1878, 43X 1885 —ayXy 1y 385X, 18]

3 4 2 2 3 2
—a3Xy.1) Fa) —3aj8, +a; +a; —2a;3, +a; —a, +a; +1

. _ 4 2 2 3
Byl Xo =Xy @) = 3Ky @18y +X 1,85 =88, X5y

2 3 2
+2a1a2x2(k_u +a) ~2a,a, +a; —a, +a, +1

Variables:
P xp={-c0,400)
Py Xym(00,400),
p o +
3 X=X ey X -]
Py =[x, *
a0 Xy X0 1y Xoge1y]

Ps  a;=[1.3938,1.4338]
P a,=[0.5865,0,6265]

In Fig. 109 y Fig. 10.10, se presenta la representacion grifica de las funciones restriccidn
correspondientes a las restricciones Ey v B,

AR

NS
S

NSRS

Fig. 10.9 Representacion grifica de la funcidn restriccion E,
para una ventana de longitud L=3
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Fig. 10.16 Representacion grifica de la funcion restriccion B,
para una ventana de longitud L=5

Para resolver el problema de satisfaccion de restricciones intervalares ulilizaremos la iibrerfa ICE InC++
que implementz el algoritmo de propagacion de la tolerancia global.

Los resultados obtenidos con este solver al resolver el problema de satisfaccién de restricciones
intervalares asociado al problema de generacién de envolventes sobre el ejemplo del sistema de segundo
orden presentado en esta seccién para diferentes longitudes de ventana y empezando siempre en ¢l
instante inicial k=0 son los que se muestran en la Tabla 1. Las envolventes calculadas corresponden a

las variables de estado x; y x.

L Envolvente Envolvente Tiempo
para ¢l estado x; | para el estado x, Calculo
3 1 [5.18649.6.12189] { [4.67125,5.16882] 0.17 seg
10 ] [4.27974,7.05731] | [4.53032,7.16635] 9 seg
15 [ [4.22014,6.518741 | [4.14801,6.57872] 900 seg
20 | [4.33664,6.51730] | [4.34751,6.50320] | 28000 seg

Tabla 1. Envolventes para las variables de estado x; y x;

A partir de estos resultados, se observa que para una venlana mayor que L=15 el tiempo de cilculo
aumenta de forma que resuita de poco interés para aplicaciones reales. Por ejemplo, para L =20 el
tiempo de célculo que hace falta para obtener las envolvenies es 28000 seg, que equivalen
aproximadamente a 8 horas de calculo. Todos estos resultados se han obtenido utilizando ICE TnCt++
con una precision de 10°°, suficiente para considerar los resultados como exactos. Evidentemente, si se
hubiera exigido una precisién menor el tiempo de cédlculo serfa menor.

A partir de los resultados obtenidos en el capftulo 3 de esta tesis, podemos determinar cual es la longitud
minima estable y cual es la longitud minima estacionaria. Recordemos, que la longitud minima estable
¢s la longitud de la ventana necesaria para evitar un crecimiento incontrolado de la incertidumbre
debido al algoritmo de generacién de envolventes utilizado, mientras que la segunda longitud de ventana
se corresponde con la longitud necesaria para producir aproximadamente, con s6lo un incremento en la
incertidumbre total del 5%, los mismo resultados que se obtendrian si los cdlculos de las envolventes en
¢l instante de tiempo actual se refirieran siempre al instante inicial k = 0, que tal como hemos visto este
es la Gnica forma de generar las envolvenies sin aumentar la incertidumbre. Aplicando las expresiones
obtenidas en el capituio 3, podremos obtener analiticamente las anteriores longitudes de ventana, parael
ejempio del sistema de segundo orden que estamos utilizando
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Minima Estable L.=7
Casi Bstacionaria Lyos=15

Tabla 2. Longitudes de ventana tedricas

A partir de estos cilculos, observamos que la ventana de longitud 15 produce las envolventes del sistema
con un incremento del 5% en la incertidumbre presente en el sistema, respecto al caso exacto. En la
Fig. 10.11 se muestran las envolventes para las variables de estado X; y %, utilizando la longitud de
ventana L = 15 utilizando el método de satisfaccién de restricciones intervalares presentado en este

capitulo.

5 10 15 2¢ 25 30

i} 5 1I0 1<5 EID éﬁ 30 0
(a} Variable de Estado x, (b) Variable de Estado x,

Fig. 10.12 Envolventes para las variables de estado x; y x,
a partir del nuevo algoritmo de generacién de envolventes y
utilizando el método de satisfaccion de restricciones intervalares
con: una longitud de ventana(l.=15)

10.10 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una nueva técnica para resolver el problema de optimizacion asociado
con el problema de generacién de envolventes mediante el nuevo algoritmo de generacién de
envolventes presentado en esta iesis. Esta nueva técnica a diferencia de las técnicas presentadas en los
capitulos anteriores no trata de resolver el problema como si fuera un problema de optimizacién sino que
trata de resolverlo como un problema de satisfaccion de restricciones, y en concreto de restricciones
intervalares. Existen un conjunio de técnicas para resolver este tipo de problemas, de entre las cuales en
este capitulo nos hemos centrado en la propuesta por Hyvonen y que se denomina de propagacién de la
tolerancia. De la misma forma que los problemas de optimizacién tienen el problema de la existencia de
soluciones dptimas locales que podian hacer que si se utiliza un algoritmo de bdsqueda local basado en
un punto semitla a partir del cual se inicia la bisqueda utilizando la informacién que proporcionan las
derivadas alcanzara uno de estos puntos Optimos locales y quedara atrapado en él vy finalizara dando
coma solucion dicho punto, con 1o cual no se puede tener la certeza si la solucién alcanzada es la Gptima
global o es una de local, los problemas de satisfaccion de restricciones tienen también un problema
parecido el denominado problema de la consistencia local. Es decir, muchos algoirtmos de resolucion de
probiemas de satisfaccitn de restricciones se detienen cuando alcanza la consistencia local, no pudiendo
garantizar en general, salvo en dcterminados casos concretos, donde las restricciones cumplen unas
determinas propiedades de aciclidad, que se alcazari la consitencia global. Sin embargo, el algoritmo de
propagacién de tolerancia de Hyvonen combinado con los algoritmos de optimizacién global basados en
la biisqueda branch and bound y el dlgebra de intervalos puede garantizar la tolerancia global.

El hecho de que se proponga resolver el problema de optimizacién asociado al problema de generacion
de envolventes como un problema de satisfaccion de restricciones intervalares se debe tal como se ha
comentado a lo largo de este capitulo a que se trata de un enfoque mucho m4s general, puesto que ¢l
problema de generacion de envolventes se traduce en un dnico problema de satisfaccién de restricciones
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donde cada una de las ecuaciones que proporcionan las envolventes para uno de los estados del sistema
se puede ver como una de las restricciones del problema.

Sin embargo, si comparamos los resultados obtenidos utilizando como método de resolucién del
problema de generacion de envolventes las técnicas de satisfaccién de restricciones frente a las técnicas
de optimizacion global basadas en la bisqueda de tipo branch and bound presentadas en el capitulo
anterior, observamos que si bien los resultados a nivel de precisién que se pueden obtener con ambas
técnicas son fas mismos, el tiempo de cdleulo necesario para obtener los mismos resultados con [a misma
precision es mucho més elevado cuando se utilizan las técnicas de satisfaccion de restricciones
implementadas en ICE InC++ que si utilizamos las técnicas de optimizacién global implementadas en
GIA InC++, Ellos nos conduce a que ¢l método a utilizar para aplicaciones cn tiempo real en las que se
deseen utilizar las envolventes como método de deteccién deberemos de utilizar las técnicas de

optimizacion global de GIA InC++.

Si bien la utilizacién de las técnicas de satisfaccién de restricciones permiten una formulacidn mis
compacta del problema de generacién de envolventes que la que proporcionan las técnicas de
optimizacién global, puesto que resolviendo un sélo problema de satisfaccion de restricciones obtenemos
directamente todas las envolventes del sistema, mientras que si utilizamos las técnicas de optimizacidn
global deberemos de resolver un problema de optimizacién global para cada una de las variables de
estado del sistema. Ello podria nos podria llevar a pensar que en este ¢aso ¢l tiempo total deberia de ser
mayor que para cl caso de la resolucién del tnico problema de satisfaccion de restricciones intervalares,
pero en la practica se demuestra que el tiempo necesario para este segundo ¢aso es mayor debido a que ¢l
tipo de problema de satisfaccion de restricciones intervalares que debemos de resolver estara compuesto
por dos restricciones que a su vez deberdn de ser resueltas con (écnicas de optimizacion global al
contener miltiples instancias de la misma variable. Ello conileva que el tiempo como minimo sea igual
al de resolver los dos problemas de optimizacién global directamente utilizando el solver de
optimizacion global, pero ademds a ese tiempo se le debe afiadir el tiempo de preparacion del problema y
la aplicaci6n del algoritmo de propagacion de la tolerancia global.

" Memoria de 1a Tesis 338




Capitulo 11

i
|
]
i
i
|
i




Aportaci6n a 1a Generacién de Umbrales Adaptativos Capitulo 11

Capitulo 11:
INTEGRACION DEL ALGORITMO DE GENERACION DE

ENVOLVENTES CON ALGORITMOS DE
DIAGNOSTICO DE FALLOS

En este capitulo se pretende dar una perspectiva de como el algoritmo de generacién de envolventes
pueden integrarse facilmente dentro de un sistema de deteccion y diagnéstico de fallos basado en
modelos. En definitiva, este es el capitulo de aplicacién de la generacion de envolventes a la finalidad
para la cual al inicio de esta tesis habia sido pensada: la generacion de umbrales adaptativos en el
contexto de la deteccién y diagnostico de fallos en procesos industriales. En este capitulo vamos a
presentar todos los ingredientes necesarios para llegar a construir un sistema de deteccién y diagndstico
de fallos robusto: vamos a presentar una variante de un algoritmo de diagnostico de fallos ya existente el
algoritmo DMP completdndolo con los algoritmo de deteccion de fallos basados en la gencracién de
residuos y evaluacién de los mismos mediante umbrales adaptativos generados mediante envolventes. El
guidén de este capitulo podria resumirse en ios pasos a seguir para implementar un sistema de deteccién y
diagnéstico de fallos siguiendo este nuevo algoritmo DMP que lo hemos denominado mejorado:

Modelado del Sistema con Faflos

Generacion de los Residuos a partir de las Ecuaciones de Paridad
Generacién de los Umbrales Adaptativos (Envolventes)

Toma de Decisién mediante Légica Fuzzy

Generacion de Residuos Estructurados

Matriz de Sensibilidad de los Residuos frente a los Fallos

Vector de Fallos

& = o & & o

11.0 Modelado de 1a Dinamica del Sistema con Fallos

Aungue los procesos industriales son normalmenie procesos continuos, 1os algoritmos de diagndstico de
fallos trabajan normalmente con datos discretos o muestrados. Por lo tanto, normalmente se utiliza un
modelo discreto para describir la dindmica del sistema. Asi mismo, se supone gue los modelos utilizados
serdn modelos lineales, de forma que en el caso de trabajar con un sistema cuya dindmica sea no lineal,
el modelo lineal se obtendra a partir de 1a linealizacién de su dindmica alrededor del punto de trabajo.

¢ Ecuaciones del Sistema
Consideremos un sistema con m entradas y p salidas

u(k) =[u; k), u, (k)]

Y(k):[yl(k)vﬁyp(k)] (1L.1)

donde k es la variable que representa el tiempo discreto. Entonces ¢l modelo del sistema expresado en el
espacio de estado puede expresarse como

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)

{11.2)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

donde x(k) es el vector de estado con dimensién n y A,B,C y D son matrices constantes. Andlogamente,
la dindmica del mismo sistema se puede expresar mediante un medelo del tipo entrada-salida descrito

mediante
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y(k)=S(z)u(k) (11.3)

donde cada elemento de la matriz S(z) es una funcién de transferencia, o sca, una funcién racional del
operador desplazamiento z. Bl mismo sistema puede también escribirse como

H(z)y(k) =G{(z)uk) (11.4)
donde H(z) y G(z) son matrices polinémicas en 7!

G(z)=G, +G;z" +-+G 2"
(11.5)

H(z)=1+H;z " +--+H,z "

siendo H(z) una matriz diagonal. El modelo entrada-salida estd relacionada con el modelo en el espacio
de estado mediante

S(z) =C(zI~A) ' B+D (11.6)
por lo tanto

G(z) =CAdjI-z"A)2 ' B+D
aLn

H(z) =[Det(I-z ' A)Jl

En la préctica, el modelo entrada-salida casi nunca se obtienc a partir del modelo en el espacio de
estado, sino que se obtiene directamente de la fisica del sistema y mediante identificacion de pardmetros.

s Modelado de los Fallos
A partir del modelo en el espacio de estado, los fallos se modelan normatmente de la siguiente manera

1(k+1)= Ax(k) + Bu{k) +Fp(k)

(11.8)
y(k) = Cx(k)+Du(k) +q(k)

donde u(k) y y(k) son las observaciones, o sea, el valor de control para las entradas y el valor medido por

los sensores para las salidas, p(k) y g(k) son los vectores de fallo y F es Ia matriz de fatlos. Ei vector p(k)

puede ser de cualquier dimension: sus elementos representan fallos en actuadores, determinados fallos

en la planta, perturbaciones y fallos en los sensores que miden las entradas. Por otro lado el vector q(k)

contiene los fallos en los sensores que miden las salidas. La matriz de fallos F se supone conocida. Los
fallos son modelados como funciones desconocidas en el tiempo y normalmente no se hace ninguna

suposicién sobre su comportamiento temporal.

Al transformar la representacién del sistema con fallos en el espacio de espacio al modelo entrada-
salida, introduciremos una representacion mas detallada del modelo de los fallos que nos permitird
profundizar en la naturaleza de los diferentes fallos. Incluyendo los fallos en la planta y las
perturbaciones junto con las entradas y descomponiendo el vector de entradas observables u y el vector

de fallos asociados An segin

u=[uCJ Au :[—Auc (11.9)

donde:

uy son los valores medidos para las entradas medidas y Auy son los fallos en los sensores de entrada.
ue son los valores de control para las entradas controladas y Auc son los faflos en los actuadores.
up es el valor de tas perturbaciones de entrada y fallos en la planta y Aup, es su valor actual
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Estos valores estén relacionadas con los verdaderos valores, es decir, con los valores reales de la planta
de acuerdo con

o
Uy = Uy —Auy,

ue =uc+Au. (11.10)
up =Aug
y* =y-Ay
tal como se muestra en la Fig. 11.1.
up =Aup,
AUC l
+
Uc '
PLANTA | $
Uy >
+
+ Ay —*
Auy +
+
y
Ui

Fig. 11.1 Modelo de 1a planta con fallos

Las ecuaciones que representan el modelo entrada-salida relacionan las variables reales de la planta.
Utilizando las relaciones que relacionan las variables reales con los fallos obiendremos las siguientes

relaciones
y(k) = S(z)u(k) + Ay(k)— S(z)Au(k}

H(z)y(k) = G(z)u(k) + H(z)Ay(k) - G(z)Au(k) (11.11)

En ambas ecuaciones, los dos primeros términos representan las observaciones mientras que los otros
dos contienen los fallos y las perturbaciones. Tal como hemos comentado anteriormente, no se ha
realizado ninguna suposicién sobre el comportamiento temporal de los fallos y las perturbaciones.

Debe observarse que solo se han considerado fallos y perturbaciones aditivas. Aunque en la mayoria de
los casos es suficiente, en determinados casos puede ser mecesario considerar también fallos
multiplicativos. Dichos fallos aparecen debido a cambios en pardmetros de Ia planta. Lo que hace dificil
su tratamiento es que los coeficientes en las ecuaciones del modelo no son constantes, sino que que

contienen variables de la planta.
11.1 Generacién de Residuos mediante Ecuaciones de Paridad
¢ Ecuaciones de paridad a partir del modelo entrada-salida

A partir del modelo de la planta con fallos

y(k) = S(z)u(k) + Ay(k) —S(z)Au(k) (11.12)
en su forma explicita, o bien,

H(z)y(k) = G(z)uk) + H(2)Ay(k)-G(z)Au(k)  1.13)
en su forma implicita.
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Los residuos simplemente se definen como

e(k) = H(z)y(k) - G(z)u(k)

(11.14)
= Ay(k)—S(z)u(k)

a partir del modelo explicito.
O bien

e’ (k) = H(z)y(k) - G(z)u(k)
= H(z)Ay(k)-G(z)u(k)

(11.15)

a partir del modelo implicito .

Ambas ecuaciones son ecuaciones de paridad que poseen las siguientes propiedades:

1. En ambas ecoaciones, ta primera linea corresponde a la forma computacional (es decir, contiene a
las variables observables) mientras que la segunda linea corresponde a la forma interna (es decir,
contiene a los fallos). |
2. e(k) depende de las variables observables y los fallos a través de una funcién de transferencia. Estas ‘
ecnaciones de paridad son del tipo ARMA, o tipo Output Error. Mientras que e’ (k) dependen de ‘
las variables observadas y los fallos a través de polinomios. Estas ecnaciones son del tipo MA, o tipo i
Polynomial Equation Error. Debe observarse que la conversion entre los formatos ARMA y MA
solo requiere la multiplicacion/division a través del comin denominador de las fumciones de
transferencia.
3. En ambas ecuaciones, cada residuo escalar depende s6lo de una de las variables de salida (en la
forma computacional) y en una de los fallos de la salida (en la forma interna). Dichas
ecuaciones/residuos se denominardn ecuaciones de paridad o residuos primarios.

Au(k) Ay(k) Au(k) Ay(k)
L ® éf_. *
uk)——O— S u . S(z) ] R y(k)
+
(k)
M S G(z) —»(fc— H(z) |
e'(k)
(@ (b)

Fig. 11.2 Ecuaciones de Paridad: (a) Tipo ARMA (explicitas) y
(b) Tipo MA(implicitas)

Las ecuaciones de paridad multiplicadas o divididas por polinomios o funciones racionales de z y
combinadas son también ecuaciones de paridad. Por lo tanto, ecuaciones residuales adicionales pueden
ser generadas a partir del conjunto primario mediante transformacién lineal

r{k)=V(z)e(k)
. . (11.18)
r (k)=W(z)e (k)

Memoria de ia Tesis 342




Aportacion a la Generacion de Umbrales Adaptativos Capitulo 11

donde los elementos de la matriz de transformacion V(z) son funciones racionales de z v las ecuaciones
de paridad resultantes se encuentran también en el formato ARMA mientras que los elementos de W(z)
son polinomios en z y as ecuaciones resultantes se encuentran en formato MA. El disefio de un conjunto
de ecuaciones de paridad consiste en seleccionar la matriz de transformacién de tal manera que los

residuos r(k) o T (k) posean ciertas propiedades deseadas.

Debe remarcarse que cada ecuacion de paridad de tipo ARMA es explicita para una de las salidas y que
las ecuaciones ARMA (ransformadas se pueden siempre bajo esta forma. Dicha forma corresponde a la
interpretacion mds natural de una relacién de consistencia, en la cual el valor actual de una salida se
compara con ¢l valor estimado por el modelo a partir del resto de variables, segin se muestra en la

Fig. 11.3.

salida
observada

+ —
entradas —¥ MODELO () » residuo
salida
estimada

Fig. 11.3 Generacion del residuo mediante la salida estimada
y observada

11.2 Robustez en los Residuos: Umbrales Adaptativos
Todos los modelos de plantas estén sujetos a etrores de modelado. Dichos errores aparecen debido a:

o las imprecisiones iniciales del modelado
¢ derivas lentas debidos al paso del tiempo, fugas, elc.
e variaciones ciclicas debidas al ciclo de trabajo de la planta, cambios en Ia temperatura, etc.

Los errores de modelado pueden afectar las estructura del modelo (aproximacién de orden inferior de
sistemas de orden superior) y a sus parimetros,

El generador de residuos se construye a partir del moedelo nominal de la planta, de forma que cualquier
discrepancia entre el mismo y la planta real conducird a la obtencién de residuos diferentes de cero en
ausencia de fallos. Por lo tanto, los errores de modelado pueden interferir gravemente con los algoritmos
de deteccién y diagnosis que se estén utitizando. Por 1o tanto, conscguir que los generadores de residuos
sean insensibles a los errores de modelado es de gran importancia. Este es ¢l problema al que las
técnicas de deteccion robustas se enfrentan.

Consideremos las ecuaciones del sistema en el espacio de estado

x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)

{(11.17)
y{k} =Cx(k)+Dulk)

bien, andlogamentie ¢n la forma entrada-salida

H{z)y(k) =G(z)u(k) (11.18)

si introducimos, en las ecuaciones anteriores (A°,B°,C°,D°) y (H"(z),G"(2)), respectivamente,
para describir €l comportamiento nominal de la planta y (AA°,AB°,AC°,AD°) y (AH° (z),AG® (z))
para describir los errores de modelado, por lo tanto, 1a relacién con el sistema verdadero (A,B,C,D) v
(H(z),G{z)), valdra respectivamente
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A =A+AA
B® =B+AB
(11.19
C° =C+AC
D° =D+AD

para el caso del modelo en el espacio de estado, mientras que para el modelo entrada-salida

G’ (2) = G(2) + AG(z)
(11.20)

H® (z) = H(z) + AH(Z)

Si ahora utilizamos el modelo nominal del sistema en la forma entrada-salida para generar los residnos,
los residuos producidos por Ios errores de modelado vaidran:

e’ (k) = AH(2)y(k) — AG(z)u(k) (1.21)

Analégamente utilizando el modelo en ¢l espacio de estado para generar el residuo, concretamente, si
utilizamos un observador

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + K[y(k) — Cx (k)] = (A — KO)x (k) + Bu(k) + Ky(k)
r(k) =y(k)-Cx(k) '

(11.22)

Si definimos el error de estimacién como e{k)=X(k)—x(k) entonces la expresion del observador
anterior se puede reformular como

e(k+1) = (A-KC)e(k)
r(ky =Cx(k)

(11.23)

Por lo tanto, los residuos debidos a los errores de modelado valdran, para este caso

e(k+1)=(A° —K°C®)e(k)—(AA - K°AC)x(k)— ABu(k)
(11.24)

r(k) = C e(k)— ACx(k)

En ambos casos, se observa que a diferencia de las ecuaciones que describian los residuos que
aparecerfan en presencia de fallos aditivos, ahora las matrices son desconocidas mientras que las
variables que las multiplican son conocidas o observables. Se trata de una diferencia sustancial que lleva
a que el problema de robustez frente a los errores de modelado sea intratable con los tratamientos
utilizados para desacoplar el efecto de Ias perturbaciones de tipo aditivo presentados hasta ahora.

Desafortunadamente, no existe una solucidn completa al problema de generacin de residuos robustos.
Por lo tanto, no es postble construir un generador de residuos que sea completamente inmune a todos los
errores de modelado a la vez que mantiene su sensibilidad frente a los fallos. Las soluciones parciales
que en la literatura se sugieren para afrontar el problema de la robustez en al generacién de los residuos

siguen alguna de las siguientes estrategias:

+ Suponer que la incertidumbre en ¢l modelo se puede caracterizar por un conjunto finito de variantes
de modeios. Entonces es posible disefiar un generador de residuos individual que funciones
razonablemente bien para cuvalquiera de las variantes contenida en el conjunto, Esta estrategia fue
propuesta por Lou [Lou86] v Frank and Wunnenberg {Frank89].

¢ Suponer que todos los errores de modelado se pueden deducir a partir de 1a incertidumbre de un
conjunto de pardmetros, Entonces, se pueden calcular las derivadas parciales de los residuos respecto
a dichos pardmetros, de forma que se pueden construir generadores de residuos en linea con
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sensibilidad parcial igual a cero, o bien, generadores de residuos con la menor sensibilidad posible
escogidos a partir de un conjunto precalculado, Esta estrategia fue propuesta por Gertler [Gertler90].

Por otro lado, la utilizacion de residuos estructurados para el caso de fallos aditivos proporciona un
cierto grado de robustez inherente frente a los errores de modelado. Ello se debe a que los errores de
modelado dificilmente producirdn exactamente ¢l mismo cédigo de error que el que producird uno de los

fallos posibles.

Un enfoque alternativo a la deteccién robusta de fallos implica calcular, en linea o fuera de linea, los
residuos que pueden aparecer bajo ciertas suposiciones de errores de modelado y fijar tos umbrales de
test de acuerdo con los residuos asi calculados, dichos umbrales se denominan umbrales adaptativos.
Estas técnicas tal como hemos comeniado en Ios primeros capitulos se denominan técnicas pasivas. Hste
enfoque fue propuesto por Horak [Horak88] para el caso de considerar la incertidumbre estructurada y
Emami-Naeni [Emami88] para el caso de considerar la incertidumbre como desestructurada.

La generacién de umbrales adaptativos utilizando un modelo con incertidumbre estructurada se realiza
mediante 1a generacion de las envolventes utilizando alguno de los algoritmos de generacion de las
mismas. En nuestro caso, utilizaremos el nuevo algoritimo de generacion de envolventes presentado en

esta tesis.

s Generacidn de umbrales adaptativos utilizando envolventes

La deteccidn de fallos en sistemas dinamicos se basa en la comparacion de la respuesta del sistema
monitorizado con la estimacion de dicha respuesta utilizando un modelo del sistema. La comparacién se
puede realizar directamente sobre las medidas, o bien indirectamente utilizando una cantidad calculada
tal como las innovaciones de un estumador. Si se dispone de un modelo exacto del sistema monitorizado,
incluso 1a menor diferencia entre las respuestas medida y estimada constituye una indicacién fiable de 1a
existencia de un fallo. Puesto que en esta situacién ideal, el modelo del sistema no contiene
incertidumbre sobre la dindmica del sistema real, el test de la existencia de un fallo puede utilizar un

umbrat cero.

En cambio, si existen errores de modelado, el modelo no representa la dindmica del sistema
exactamente, Consideremos la siguiente descripcidn general de un sistema dindmico con incertidumbre

en el modelo
(O =[A, +A_Ix(t)+[B_+B, Ju(t)

(11.25)
y()=[C, +C, x()+[D, +D,_Ju(t)
donde las matrices Ay, By, G, v D representan el modelo nominal del sistema, mientras que las matrices
intervalares A., B, C. y D, representan la incertidumbre sobre los pardmetros del modelo. Cada uno de
los elementos de dichas matrices es un intervalo definido por una cota inferior y superior, Asi el valor
del elemento ag de la matriz del sistema A, se encuentra dentro del intervalo a ; —a; a; Sa; +ag,

donde 2a; es la anchura del intervalo.

En algunos sistemas, la incerfidumbre intervalar en los pardmeiros de las ecuaciones del modelo se
pueden relacionar con la tolerancia de los componentes y su valor se puede determinar anaiiticamente,
Sino se dispone del modelo analtitico del sistema, 1a incertidumbre intervalar en los pardmetros se debe
determinar de forma experimental, Una forma fcil es realizar una estimacion de los mismos utilizando
las técnicas de identificacion de sistemas, Entonces los intervalos de incertidumbre asociados a los
pardmetros s¢ pueden obtener a partir de las varianzas del valor de los mismos proporcionadas por el

propio método de estimacion.

El modelo dei sistema con incertidumbre en los pardmetros tal como se ha descrito mediante la ecuacién -
anterior sélo dispone de los rangos en ios que se encuentra cada uno de los pardmetros del sistema
cuando no estd en fallo, pero no se dispone de su valor exacto, Por 1o tanto, el sistema de deteccién de
fallos basado en dicho modelo deberd comparar 1a respuesta obtenida a partir de las medidas del sistema
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real con un gran nidmero de respuestas posibles obtenidas variando los pardmetros inciertos del modelo
del sistema dentro de su rango de valores posibles. De forma que ¢l sistema de deteccion de fallos deberd
de indicar la existencia de un fallo si la respuesta medida no se puede justificar a partir de ninguna de
las respuesta estimadas a partir del modelo, y concretamente, por ninguna de las correspondientes a la
peor cembinacién de pardmetros, o sea, a las envolventes del sistema.

El sistema de deteccién de fallos no debe producir falsas alarmas frecuentes. Por lo tanto, puesto que los
valores reales de los pardmetros del sistema son desconocidos, el test de deteccion debe suponer que nos
encontramos frente a la peor combinacion de pardmetros posible, de forma que ¢l umbral de deteccion
serd lo suficientemente grande para evitar falsas alarmas. Sin embargo, dicha consideracién introduce
conservadurismo en ¢l test de deteccidn, debido a que la desviacion real de los pardmetros no sicpre
sera la peor posible la mayoria de las veces, Como consecuencia de ello, el uso de un umbral que es
demasiado grande para los valores reales de los pardmetros del sistema se traducird en fallos no
detectados. Este conservadurismo es inevitable si se desean evitar las falsas alarmas, siendo el precio a
pagar por el hecho de desconocer el valor exacto de los pardmetros,

El mejor test de deteccién en sistemas con pardmetros inciertos es aquel que no introduce mas
conservadurismo del propio debido a la incertidumbre en los pardmetros. Dicho test utiliza para cada
instante de tiempo el menor umbral posible para evitar falsas alarmas en presencia de la peor desviacion
posible en los pardmetros del sistema. La especificacién del mejor test es Gnica, por lo tanto, existe un
inico test que cumpla dicha especificacion y sus prestaciones delimitan el Hmite de la detectabilidad de
los fallos. Dicho test se corresponde con la definicidn de las envolventes del sistema. Por 1o tanto, la
generacion de las envolventes de un sistema nos proporcionard el minimo umbral posible para cada

instante de tiempo.

El minimo umbral posible es igual a la maxima variacion posible de la desviacién de una medida (o de
una funcion de las medidas) de su valor calculado a partir del modelo nominal del sistema. Este valor
gptimo del umbral garantiza que incluso para la peor desviacion posible en los pardmetro que no es
considerada como fallo, o sea, aquella que produce la mayor desviacién en Ias medidas, no producira
una falsa alarma. El minimo umbral posible se puede calcular de forma exacta mediante la simulacion a
partir del modelo del sistema, empezando en el instante inicial y finalizando en el instante actual, a la
vez que se varfan los valores de los pardmetros inciertos para conseguir el maximo valor posible en el
valor de las medidas. El algoritimo de generacién de envolventes presentado en esta tesis, determina los
valores de los pardmetros inciertos que maximizan las desviaciones en las medidas sin tener que estudiar
todas las combinaciones posibles de los pardmetros. El algoritmo determina asi mismo los pardmetros
que minimizan los valores de las medidas. El intervalo definido por el valor miximo y minimo para
cada instante de tiempe, la envolvente, es el intervalo de medidas alcanzable. Dicho intervalo incluye
todos las medidas que el sistema sin fallo podria Ilegar a generar. El intervalo define la menor regién
umbral posible: su anchura es la suma del menor umbral posible para desviaciones positivas y negativas
de las medidas respecto a su valor nominal. La regién umbral menor posible representa el
conservadurismo inevitable de cualquier test de deteccion de fallos que utilice un modelo con errores de

modelado en los pardmetros,

Debido a que ef menor test posible depende de las entradas v estados pasadas y actuales, dicho test debe
recalcular el menor umbral posible a cada instante de tiempo. Cualquier método de deteccién de fallos
que no recalcule el menor umbral posible a cada instante de tiempo afiade mayor conservadurismo al
proceso de deteccion y funcionard peor que el test dptimo que hemos definido, siendo incapaz de detectar
fallos tan pequetios como los que detecta el test Optimo sin producir frecuentes falsas alarmas,

11.3 Toma de Decision bajo Incertidumbre

Una vez generado el vector de residuos, utilizando cualquiera de las téenicas de generacidn de residuos
presentadas hasta el momento, se debe analizar la informacién contenida en el mismo. Esta fase de
denomina fase de toma de decision. El vector de residuos contiene informacién se los fallos, pero
desafortunadamente también sobre el ruido, la perturbaciones existentes en el sistema y los errores de
modelado. En ausencia de ruido, perturbaciones y errores de modelado, el vector de residuos mostraria
después de un anélisis logico o un método de clasificacién, cual es ¢l fallo o fallos existentes en el
sistema real. En la prictica existird ruido, perturbaciones v errores de modelado, por lo tanto, en la toma
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de decisién se deberd de tener en cuenta su efecto y serd necesario separarlo del efecto que producen los
fallos sobre los residuos.

Para analizar, el vector de residuos bajo Ia presencia de incertidumbre debida al ruido, las perturbaciones
y los errores de modelado se dispone de las siguientes técnicas:

s Meétodos estadisticos, que (rabajan con cada elemento del vector de residuos como si fuera una
variable aleatoria de media cero, en ausencia de fallos. La declaracién de un residuo como
significativo se realiza en funcidn de Ios pardmetros estadisticos que definen un comportamiento, en
la préctica los mds utilizados son la media y la desviacion tipica.

Métodos deterministas, que trabajan con cada elemento del vector de residuos determinando cudl es
el valor maximo y minimo que puede tomar teniendo en cuenta la informacién disponible sobre los
errores de modelado y el ruido. Estas técnicas se conocen también como técnicas de generacion de

umbrales adaptativos.

Una vez determinado el valor umbral, ya sea por métodos estadistico, ¢ bien, deterministas se debe
decidir si se ha violado dicho umbral y si dicha violacién es consecuencia de la existencia de un fallo.
Para tomar dicha decisién existen las siguientes técnicas:

s Meétodo de los dos umbrales, consistente en establecer dos umbrales, uno superior vy otro inferior,
sobre el pardmetro estadisiico que se elija, normalmente la media o la desviacién tipica, y un
contador del nimero de veces que cada residuo sobrepasa dichos umbrales. Si sobrepasa el wmbral
superior ¢l contador se incrementard en 1 y si se €l que se sobrepasa es el inferior se decrementard en
una unidad. Adicionalmente se establecerd un limite en ¢l contador que serd el que determine si ese
residuo es declarado significativo o no. El paso siguiente seria crear para cada residuo un vector de
dectsidn binario que valdria O si el contador estd por debajo del limite y 1 en los momentos que esté
por encima. De esta forma, un fallo serd detectado si este conjunto de vectores binarios coincide con

el patrén de este fallo.

» Meétodo basado en la légica fuzzy. En la etapa de decisién, de una forma u otra, se compara el
valor del residuo con un umbral. Cuando el umbral (ya sea fijo o adaptativo) es un valor numérico la
decision es muy sensible a pequefias perturbaciones. Una alternativa 5 utilizar un umbral numérico
es utilizar un umbral difuse. La utilizacion de umbrales difusos en la etapa de decisién permite
evitar los efectos de la incertidumbre y de las falsas alarmas reduciendo el ndmero de falsas alarmas

y de alarmas no indicadas.

La “fuzzificacion”™ de los residuos consiste en asociar su valor a un determinado conjunto difuso. En
el contexto de diagndstico de fallos, se puede interpretar como la “fuzzificacion” del umbral de
decision, Vamos a explicarlo mediante un ¢jemplo. Supengamos que se ha generado un vector de
residuos #{u,y) con la ayuda de alguno de Ios métodos de generacién de residuos visto hasta ahora,

Para la deteccion 'y aislamiento de failo el residuo debe cumplir las siguientes condiciones ideales
evaluadas mediante “ldgica binaria™:

r=0 para =0
(11.26)

r#0 para =0

En la practica, debido a la incertidumbre asociada al modelo y al ruido asociado en las medidas, es
necesario asociar “wmbrales binarios” mayotes que cero para evitar falsas alarmas. Esto implica una
reduccién de la sensibilidad en la deteccién de fallos, y con Ia eleccidn del umbral sélo se puede
alcanzar un compromiso entre la sensibilidad del detector de fallos y la tasa de faisas alarmas.

Para evitar este problema, se puede fuzzificar el residuo o evaluarlo mediante un “wmbral difuso”,
deforma que su evaluacion se realice mediante “ldgica fuzzy”. Llegados a este punto, en primer lugar
se debe determinar la magnitud del residuo hajo condiciones normales de funcionamiento del proceso
cuando solo estan presentes los efectos de los errores de modelado y el ruido en las medidas (las
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denominadas “entradas desconocidas™). El conjunito difuso {cero} o {sin fallo} quedari caracterizado
por una funcién de pertenencia definida de la siguiente manera:

P (x2xe X = [01} (1127

donde X={x.%z,....X,} €s el universo de discurso y li,(x) es la funcidn de pertenencia asociada de 1a
forma mostrada en la Fig. 11.4, donde el pardmetro a, debe asignarse de forma proporcional a la
amplitud del ruide y los efectos de la incertidumbre en el modelo, El pardmetro 8 se debe escoger
como la varianza del ruido presente en el proceso y de las influencias de los errores de modelado.

A1)
F 3

> T

0 a, ap+0

Fig. 11.4 Funcién de pertenencia del conjunto difuso {cero}
bajo perturbaciones y incertidumbre en el modelo

De forma similar se puede definir el conjunto difuso {uno} o {con fallo}. Consideremos la Fig. 11.5.
En la Fig. 11.5a se muestra €l método convencional de evaluacién del residuoe con un umbral fijo. Ei
maximo del residuo caracterizado por 1 puede representar una perturbacién mientras que ¢l maximo
caracterizado por 2 puede ser debido a un fallo. Tal como se puede ver en dicha figura, el maximo de
1 no sobrepasa el umbral T, sin embargo, esto podria suceder con un pequefio incremento en la
perturbacién o que conllevaria [a aparicién de una falsa alarma. De forma andloga, cambios
infinitesimales en el segundo méximo podrfan provocar la no deteccién del fallo.

Si ahora aplicamos sobre el umbral T un “suavizado” transforméndolo en un intervalo de longitud
finita de acverdo con la Fig. 11.5b y definimos ¢l conjunto {uno} mediante la funcién de pertenencia
Mo(x) de acuerdo con Ia Fig. 11.5¢. Esta modificacion implica que un cambio pequeiio en el valor del
maximo del residuo 1 o del residuo 2 alrededor de T provocard un pequefio cambio que evitari 1a
sefializacion de falsas alarmas o la no deteccion de fallos, El efecto de que pequefios causas se
traducen en grandes efectos (inestabilidad estructural del sistema de diagndstico de fallo) se pueden
evitar mediante este “svavizado” del umbral de deteccién. Mediante la composicién de los conjuntos
difusos {cero} y {uno}, sc obticne el diagrama de pertenencia del residuo tal como se muestra en la
Fig. 11.6. Evidentemente, la “fuzzificacién” del umbral se puede interpretar directamente como la

“fuzzificacion” del residuo.,

(@) )

Fig. 11.5 Umbrai de decisién binario vs umbral de decisién difuso

Memoria de la Tesis 348




Aportacién a la Generacién de Umbrales Adaptativos Capitulo 11

La funcién de pertenencia mostrada en Ia Fig.11.6 se puede considerar como la forma mads simple de
“fuzzificacién” del umbral o del residuo mediante dos conjuntos difusos: {cero} v {umo}, o bien,

{pequeiio} y {grande}.

W(r)
F 3
{cero} {umo!
1
0 »r
0 i, a+0

Fig. 11.6 “Fuzzificacién” del residuo mediante dos
conjuntos difusos {cero} y {uno}.

Esta “fuzzificacién” puede extenderse a un nidmero mayor de conjuntos difusos posibles: {pequeiio},
{medio} y {grande}de acuerdo con la Fig. 11.7. La forma de la funcién de pertenencia se puede
asignar mediante el conocimiento heuristico que se tenga del proceso, o bien, mediante funcion de
distribucion estadisticas, o bien, mediante aprendizaje utilizando redes neuronales (ajuste de los
conjunios y reglas difusas mediante redes neuronales).

)

A

{pequefio} {mediano)} {grande}

»r
0 a a,+8

Fig. 11.7 “Fuzzificacién” del residuo mediante tres
conjuntos difusos {pequefio}, {mediano} y {grande}.

11.4 Residuos Estructurados

Mientras que un tnico residuo es suficiente para detectar un fallo, es necesario un conjunto de residuos
para aislar un fallo. Para facilitar el aislamiento, las propiedades del conjunto de residuos dehen ser
mejoradas en alguna de las siguientes formas;

» Fn respucsta a un dnico fallo, s6lo un subconjunto de residuos sensibles a este tipo de fallo deberdn
ser distintos de cero. Este enfoque se conoce como residuos estructurados y fue propuesto por
Gertler and Singer [Gertler90] v Ben-Haim [Ben90].

» En respuesta a un unico fallo, el vector residuo queda confinado en una direccion especifica del fallo.
Este enfoque se conoce como residuos con direcciones prefijadas y fue propuesto por Beard

{Beard71].

Una de las formas d¢ mejorar las propiedades de los residuos consiste en generar vectores de residuos
r(k) de forma que, en repucsta a un determinado fallo pj, o bien, g;, s6lo un determinado subconjunto de
residuos sensible a mismo sea diferente de cero. En términos geométricos, r(kip) y rklq) quedarin
confinadoes a un subespacio del espacio de paridad determinado por un subconjunto de los vectores de
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coordenadas. A dichos conjuntos de residuos se les denominard estructurados. Un conjunto estructurado
cumple que cada residuo es completamente insensible a un subconjunto diferente de failos.

La ventaja de los conjuntos de residuos estructurados es que el andlisis de diagnosis consiste
simplemente en determinar cudles de los residuos son diferentes de cero. El test de umbral puede ser
realizado sobre cada residuo de forma independiente, y consiste en una decisién booleana, donde un “17
indicada test positivo, Combinando ¢l conjunto de estos bits de informacion en un vector binario se
genera un cédigo o firma del fallo. El conjunto de todos los posibles cédigos de fallo nominales forma

el conjunto de cédigos,

Para la deteccidén de todos los fallos, ningin oédige de fallo nominal deberia contener todos los
elementos iguales a cero. Un requerimiento minimo para el aislamiento del fallo es que todos los codigos
de fallo nominales sean distintos. Un cdédigo de fallo que satisfaga estos dos requisitos se Ie denomina

débilmente aislante.

Bajo condiciones de test estadistico (entorno con ruido o errores de modelado), un cédigo de fallo
deébilmente aislante no es suficiente. Los umbrales normalmente estdn fijados a valores altos y un fallo
de tamafio moderado puede generar un c6digo de fallo degradado, el cual algunos “I” han sido
reemplazados por “0”. Para evitar esta falta de aislamiento del fallo en dicha situacién, el conjunto de
codigos deberfa cumplir que ningdn c6digo degradado fuera idéntico a un c6digo valido. Dicho tipo de
conjunto de codificacion se denomina fuertemente aislante,

Diversas estructuras especiales de residuos han sido propuestas en la literatura que pueden ser
interpretadas dentro del formalismo de los residuos estructurados. Estas estructuras incluyen conjuntos

donde cada residuo es afectado por:

¢ Todos los fallos excepto uno.
¢ Sdélo uno de los fallos de los sensores
s Sélo uno de los fallos de los actuadores

El desacoplo de los residuos frente a las perturbaciones se puede manejar como un caso especial de
residuos estructurados: sélo los residuos que no son afectados por la perturbacion con incluidos en el

conjunto.

Para satisfacer 1os requerimientos de aislamiento, es necesario o deseable generar vectores de residuos de
s > m dimensiones. Puesto que el niimero de salidas independientes es sélo m, existirdn s-m relaciones
entre los residuos en el espacio de paridad s-dimensional extendido.

* Generacion de los residuos estructurados a partir de las ecuaciones de paridad

Los residuos estructurados pueden ser generados a partir de las ccuaciones de paridad estructuradas,
tanto el formato ARMA como en el formato MA, segiin Gertler y Singer [Gertler85, Gertler90]. Una
ecuacion de paridad estructurada es aquella que estd completamente desacoplada de un subconjunto
fallos. Dichas ccuaciones se obtiene a partir del conjunto primario de ecuaciones residuales obtenidas
mediante el procedimiento descrito anteriormente, Debe observarse que los residuos primarios e(k) y
e’ (k) son estructurados: cada residuo es afectado sélo por una de los fallos de salida, mientras que no es

afectado por los m-1 fallos de salida restantes,
El procedimiento de transformacion se puede aplicar de forma que cada vez se obtenga una ecuacién de

paridad. Para una ecuacion de tipo MA
1, (K)=w (DH@YK) -G(Duk)] (1128

donde w;r (z) es um vector de transformacién de m polinomios cuyos elementos deben ser determinados.

La ecuacion objetivo se especifica en términos de su estructura. Para que ri* (k) no resulte afectado por
el fallo de una entrada Au; o por ¢l fallo de una salida Ay ;- S€ requiere que

Memoria de a Tesis 350




Aportacién a la Generacién de Umbrales Adaptativos Capitulo 11

w; (2)g,(2)=0
(11.29)
w;r(z)h}- {(z)=0

respectivamente, donde g, y h, son las matrices columna de G(z) y H(z) respectivamente. Cada una de
las condiciones anteriores se corresponde con una ecuacion homogénea para los im elementos de wiT (z).
Se debe satisfacer m-1 de tales condiciones para que r: (k) no se vea afectada por m-1 fallos, tanto de
entrada como de salida.

En el proceso de transformacion, todos 1os polinomios se manejan como entidades simples. Puesto que
las ecuaciones son homogéneas, uno de los elementos de wiT(z) debe ser elegido. Eligiéndolo

adecuadamente, la solucién serd un polinomio. Se puede demostrar que ¢l grado de las ecuaciones de
paridad resultantes nunca exceders el orden del sistema n: si D = { entonces no excedera n - s, donde s,

es el numero de entradas ¢liminadas de la ecuacion.
Las condiciones de existencia de las ecuaciones de paridad estructuradas estdn relacionadas con las

propiedades de las columnas de la matriz G(z). Las propiedades mds importantes son las siguientes:

Aislamiento mutuo. Si para dos columnas cualquiera g(z) y gi(z) existen un par de polinomios ¢{z) y

cfz) tales que
¢;(2)g;(z)+¢;(2)g;(2) =0 (11.30)

condicién que implica dependencia lineal de polinomios, entonces no ¢s posible crear ecuaciones de
paridad que no estén afectadas por uno de los fallos Au; y Au,; mientras que sea insensible al otro, En

este caso, los dos fallos no son mdtuamente aislables. El aislamiento mutuo es una propiedad
fundamental del sistema: la no existencia de dicha propiedad s6lo puede ser corregida mediante un
cambio en el sistema {isico, por ¢jemplo, afiadiendo un sensor.

Alcanzabilidad. Para que una ecuacién no se vea afectada por s, entradas y s, fallos en las salidas
(su+sy=m-1), se debe crear una matriz ($,+1)xs, Gi(z), incluyendo las columnas de G(z) que pertenezca a
las s, entradas y excluyendo las filas que pertenezcan a las s, salidas. Entonces las ecuaciones no son
alcanzables si se cumplen alguna o ambas de las condiciones siguientes:

¢ alguna de ias submatrices s,xs, de Gi(z) pero no todas no son de rango completo
s cualquiera de las matrices [G, (z)ig j (z)], donde g;(z) es una columna fuera de Gj(z), no es de rango

completo
Obsérvese que para el conjunto de ecuaciones de paridad residuales r (k), las columnas de la matriz de

incidencia [W(z)G(z)W(z)H(z)] forman ¢l conjunto de codificacion.
11.5 Propiedades de la Matriz de Incidencia

Se define la matriz de incidencia IT para las ecuaciones de paridad obtenidas mediante

¢ (k) = H(z)y(k)~ G(z)u(k)
= H(z)Ay(k) - G(z)u(k)

(11.31)

como una matriz booleana cuyos elementos estin definidos de la siguiente manera:

Ty =1 si f;#0
(11.32)

T =0 si ' =

donde w;; = lindica que una desviacion en la medida de la variable j-ésima, originada por ruido o por un
fallo, influye en el residuo i-¢simo, y m; =0 indica lo contrario. Si consideramos que cada fallo estd
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asociado directamente a una variable j-ésima, lo cual es evidente para los fallos en sensores y actuadores,
el elemento T;; indica si el fallo j-ésimo serd detectado por el residuo i-ésimo. Un ejemplo de matriz de

incidencia pedria ser

Yi ¥z ¥s Uy Uy U3 my
n 1 0 0 1 1 0
, ¢ 1 0 1 1 1 0
r, 0 0 1 1 1 1

Para ¢ste caso, la declaracién de r; y r; como residuos significatives y no de r,, levaria a la conclusion
de que se ha producido un fallo asociado a la variable us, suponiendo que no se ha presentado an fallo
miltiple. Sin embargo, los fallos asociados a las variables u; y u, no pueden diagnosticarse de forma tan
inmediata para el sistema dado. La formalizacion de estas ideas intuitivas lleva a las siguientes

definiciones:

» El conjunto de residuos obtenidos a partir de las ecuaciones de paridad tiene una estructura sensible
al conjunto de fallos asociados a las variables observadas, entradas o salidas, si ninguna de ilas
columnas de su matriz de incidencia IT tiene todos sus elementos nulos.

» Dicho conjunto de residuos tendrd una estructura débilmente aislante si todas las columnas de IT
son distintas.

* Mientras que dicho conjunto de residuos tendrd una estructura foertemente aislante si todas Ias
columnas de I1 tienen al menos dos elementos distintos entre si.

Es decir, ¢l conjunto de ecuaciones escogidas para describir el sistema tendra una estructura sensible si
podemos detectar todos los fallos como discrepancias entre el comportamicnto tedrico y el real, Ademds,
si tiene estructura débilmente aislante, en ausencia de ruido se podrén diagnosticar todos sus fallos. Por
dltimo, una estructura fuertemente aislante, ofrecerd mayor robustez al ruido en el diagnéstico de fallos,
e incluso permitird detectar, en algunos casos, miltiples falfos. En general, 1a minima distancia entre los
patrones binarios que identifican cada fallo, columnas de la matriz I, permite medir 1a capacidad de
diagnéstico de un sistema, y por lo tanto su rosbustez frente a ruidos y perturbaciones.

Los modelos originales del sistema rara vez satisfacen las condiciones anteriormente citadas para su
diagnosticabilidad. Por ello, puede ser de gran interés la transformacién de la estructura del modelo en
otra mas adecvada. El nuevo modelo puede tener mas, menos o las mismas ecuaciones que el original. Si
fucsen mds, algunas serian linealmente dependientes, pero Ia estructura de la matriz de incidencia seria
distinta, La transformacién del modelo puede verse como una recolocacion de los ceros en las ecuaciones

de paridad.
11.6 Matriz de Sensibilidad de los Residuos frente a los Fallos

La definicién de sensibilidad de una funcién de transferencia G(s) con respecto al pardmetro a fue
introducida por Bode como:

S_dlnG(s,a)HdG'(s,a) a
" dlna  da G(s,a)

(11.33)

Dicha definicion pretende medir la influencia de pequefias variaciones de un parimetro sobre una
funcion de transferencia o sistema con realimentacién. A continuacion vamos a ver como se aplica al
estudio de la sensibilidad de las ecuaciones de paridad residuales frente a la existencia de diferentes

fallos.
* Sensibilidad de las ecuaciones de paridad frente a los fallos

Dada 1a ecuacién matricial que describe el modelo entrada-salida del sistema en forma MA
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H{z)y(k) = G(z)u(k) + Hz)q(k) + F{z)p(k) {11.34)

incluyendo los fallos er los en los sensores de salida q(k) v en las variables de entrada pk). En
particular, sea la ecuacién de la salida i

b, (2)y, (k) =g (2)u; (K)+ g} (Du, (K)+-+2 (Du, (k) +h, (2)q, (k) +
(11.35)

+E; (2 (k) + £ (Dph () +-+F. (z)p’ (k)

El cilculo del residuo ri(k), se hard a partir de los pardmetros estimados mediante identificacién de
parimetros:

r; (k) = b, (2)F, ()~ 8 Dy, (K)-..~8" ()i _ (k) (11.36)
cuyo significado es

r; (k) = h; (2)q; (k) + £ ()P} (K)+-+F. (2)p.. (k) (1137
La medida de la sensibilidad de cada residuo r;(k) frente a cada fallo fitk) se obtendrd utilizando la
definicion dada al inicio de esta seccion generalizada a intervalos significativos representados por A, e

interpretando ¢l fallo como pardmetro y la ecuacién del residuo como funcién de transferencia. Una
primera definicién de sensibilidad del residuo r,(k) respecto al fallo (k) serd:

. (k) T.(k
Sf(k):m‘(k) 5 ()
Af; (k) 1; (k)

{11.38) 3

El hecho de tomar incrementos de la forma Ar, (k) y Af ; (k) responde a ls situaciones reales, en la que

dichos incrementos deben medirse experimentalmente y su cardcter estocdstico no permite establecer
gran precision. El inconveniente de esta definicion es que la sensibilidad puede variar su valor en
funcién del tamafio de los intervalos tomados, sin embargo la precision para el diagndstico es més
cualitativa que cuantitativa.

Sin embargo, esta definicion no es (til debido a su dificultad de célculo, ya que nominalmente r, (k) y
f, (k) son ambos nulo. Si se tiene en cuenta sélo la primera parte de la definicién

: Ar (k

Sf(k):—‘(——)— (11.39)

Af; (k)
Para el caso en que se diagnostican fallos en sensores y actuadores esta ecuacion se traduce en

Ar (k) .
=h, (z) (11.40)

Af; (k)

Ar, (k) .

—=§!(z) (11.41)
Af . (k)

Para que estos polinomios en z represente un valor numérico de la sensibilidad es necesario adoptar un
segundo criterio, que ser estitico

S, :];i(z)L=1
S (11.42)
$!=g

! 1

z=1

o dindmico
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1
5, —max{ Zhik (z)} (11.43)
Im

N I i
S; = max{ Z§jk‘ (z)} (11.44)
k=0

I<m

si bien este segundo criterio en la prictica no resulta dtil, debido a que la necesaria utilizacién de filtros
sobre los residuos oculta en general los picos que mostraria el efecto de la sensibilidad dindmica.

En la practica esta definiciones resultan insuficientes al no tener en cuenta la existencia de ruido que
oculta la informacion de la existencia de un fallo. Esto significa que las sensibilidades anteriores quedan
condicionadas por la cantidad de ruido que aparece en los residuos habitualmente. Es decir, 1a
desviacion tipica de los residuos o en su caso las envolventes establecerdn los mirgenes de confianza
para la declaracién del residuo como indicative de 1a presencia de un fallo.

Sea o; la estimacién de la desviacién tipica del residuo r(k), en auvsencia de fallo, entonces es
conveniente definir la sensibilidad como
g
Sdj =— (11.45)
4]

i

Esta sensibilidad estd calculada a partir de un valor absoluto del fallo, pero en general la magnitud el
fallo se mide de forma relativa al valor nominal de Ia variable a la que afecta, por 1o que la sensibilidad

relativa se deberia definir como
N
Sdl =—X; (1146
G

1

donde X,

; representa una estimacion del valor medio de ia variable x; asociada al fallo f;, siempre y

cuando
lxj[zs (11.47)

Si el valor medio de una variable es muy préximo a cero se puede tomar una estimacion de su varianza
o’ (x j,) . entonces la definicidn de la sensibilidad relativa se debe reescribir de la siguiente manera
N
Sdr} =—-6 (%) (11.48)
G;
La interpretacion de esta sensibilidad de forma cuantitativa, a través de su valor absoluto, permite
predecir la detectabilidad del fallo f; mediante el residuo ri(k). Ademds, la interpretacion del signo de
dicha sensibilidad, permite deducir ¢1 sentido en el que se produce el fallo, a partir del conocimiento del

residuo.

Las estimaciones propuesta para la medida de la sensibilidad de los residuos frente a los fallos estin
limitadas por 1a calidad del modelo, asf como por el conocimiento que pueda obtenerse sobre los fallos
del proceso. Las estimaciones iniciales, obtenidas a partir de los datos experimentales del sistema en
ausencia de fallo, pueden ser mejoradas con los datos histdricos de fallos que se recojan,

11.7 Vector de Fallos: Estimacion del Tamarno del Fallo

Finalmente, se propone un método para estimar ¢l tamafio del fallo a partir de la informacién que nos
proporcionan los residuos y la informacién de Ia sensibilidad de cada una de las ecuaciones de paridad
respecto a cada uno de 10s fallos, La estimacion del tamafio del fallo tiene una dobie finalidad, en primer
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lugar aislar el fallo o fallos mas significativos y en segundo lugar dar una medida de la importancia del
mismo.

Para estimar el tamafio del fallo partiremos de la definicién de sensibilidad

Ar, (k)
Afj(k)= g (11.49)
© bien, andlogamente:
AF (1) Ar (k) 1
(K)=—"7"T— (11.50)
! sd! o

1 1

bien, finalmente

Af (k) Ar (k) 1
— = — (11.51)
X; Sd! o,
Es decir, si se considera que existen 1; elementos en la columna j-ésima de 1a matriz de sensibilidades

Sd; Sd; .- Sal .. sg”
Sd, Sd7 . sa) .. sa?
0= '1 '2 ) 'J. ' Dn (11.52)
Sd; sa? ... sd) .. sa
1 2 i n
|Sd,, $dZ .. sal .. sa® |

tales que lSd f ] > &, siendo e un valor que limita la sensibilidad minima que debe tenerse en cuenta para

detectar la presencia de fallo, las expresiones proporcionadas anteriormente permiten realizar una
estimacion del tamafio del fallo segiin

1 & Ar
Af, =— 2 — (11.53)
Ilj i=t SlJ
para todo $7 tal que ISdij’>£.
Por otra parte, definiendo
(111
R ‘Sdi|>s
w =y 1; 3d; o (11.54)
0 si lSdflSs
0 bien,
1 1 1 ‘
| s lSdfl‘;va
Wr! =11 Sdr; o; (11.55)
0 sifsai]<e

s¢ pueden definir las matrices
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(Wll W W W
WO W W
A= o {11.56)
w} Wi2 e W W
W, W W) W, |
Yy
[ Wi, Wr! Wr/ wr,”
Wr, Wi Wr; Wr,
A = ) ' - ‘ ' (11.57)
lwr owe e we e wey
1 2 i a
[ Wr,  Wr, o Wrlo o Wr |

donde se han considerado m ecuaciones de paridad y n posibles fallos. La columna j representa los pesos
con los que los residuos son afectados por ¢l fallo f;. La fila i representa los pesos del residuo 1,(k) frente

a cada fallo.

Esta formulacién permite realizar una estimacidn directa del vector de tamafio de fallos AF mediante
AF=1" (k)A (11.58)

0 hien, del tamafio relativo
AF. =1 (KA, (11.59)

11.8 Metodologia de Diagnosis basada en ¢l algoritmo DMP

La metodologia de diagnosis de fallos Diagnostic Model Processor formulada por Petti [Petti9?] parte se
suponer que se dispone del modelo del proceso, formado por un conjunto de ecuaciones que describen su
funcionamiento. Estas ecuaciones pueden ser desde simpies ecuaciones que permiten determinar el
rango de valores esperado para una determinada variable hasta ccuaciones més complicadas como, por
ejemplo, ecuaciones diferenciales. Asociada con cada ecuacién del modelo existen wmos Iimites de
tolerancia que indican cuando dicha ecuacién ya no es representativa de la dingmica del proceso. Las
cenaciones del modelo se escriben en una forma tal que su valor en condiciones ideales deberia ser cero.
Pero Ia existencia de ruido, errores de modelo y failos evitan que valgan cero. La discrepancia de cada
ecuacion respecto a cero se denomina residuo tal como hemos visto hasta ahora. Los limites de
tolerancia son los valores inferior y superior esperados cuando el residuo esté libre de fallos, dentro de
los cuales la ecuacién se considera que se cumple y por lo tanto, el residuo no es indicativo de la
presencia de un fallo. Asi mismo asociado con cada ecuacién existen una serie de condiciones que si se
cumple, se garantiza la satisfaccién de la misma.

¢  Vector de Residuos

La metodologia de diagndstico empieza calculande un vector de residuos a partir de la ecuaciones del
modelo en forma residual, e, a partir de los datos obtenidos a partir de medidas realizadas sobre el
proceso real P. El residuo para la j-¢sima ecuacién del modelo depender4, por lo tanto, de la ecuacién
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matcmatica de dicho residuo C;, de las medidas realizadas P i del cumplimiento de las condiciones para
la satisfaccion de la misma, dicha dependencia se puede expresar de la siguiente manera

e; =CJ(P,a) (11.60)

* Vector de Satisfaccion de las Ecuaciones Residuales: Toma de Decision

Puesto que los residuos obtenidos a partir de las ecuaciones del modelo no son uniformes en magnitud,
se normalizan a valores comprendidas entre -1 y 1 indicando cual es el grado de satisfaccién para cada
ecuacion: ( indica que Ia ecvacién es satisfecha a la perfeccion, 1 indica que la ecuacién es violada
severamente por exceso y -1 indica que la ecuacién es severamente violada por defecto. El cdlculo de
dicho valores a partir de las ecuaciones residuales forman el vector de satisfaccidn, sf, que evalda de
forma fuzzy el grado de violacién de cada residuo respecto al valor de tolerancia aceptable T y
proporciona un valor normalizado entre -1 y 1. La forma de calcular dicho vector de satisfaccién es
través de la funcitn de pertenencia de Kramer, aplicada sobre el residuo y su tolerancia. Para la j-€sima

ecuacién del residuo,

e./1)"
sf; = —2J— (11.61)
(e, /)"
El valor de sfj es positivo para residuos ¢; positivos, mientras que es negativo para residuos e; negativos.
La funcién de Kramer es una funcién sigmoidal general con una pendiente que viene determina por la
constante n. Si la tolerancia no es simétrica respecto al origen, se utiliza una tolerancia superior para
residuos positivos y una de inferior para residuos negativos.

¢ Matriz de Sensibilidades

A partir de las ecuaciones residuales, se define una matriz de sensibilidad, S, que describe la relacion de
cada ecuacién del modelo con sus condiciones de cumplimiento. Esta matriz se utilizard para ponderar
los valores del vector de satisfaccion sf, para obtener 13 evidencia de 1a existencia de un fallo, El j-ésimo
elemento de la matriz S, que representa la sensibilidad de la j-&sima ecuacién del modelo respecto a ia
i-ésima condicién de cumplimiento se calcula como sigue

dC; / da,
Si=—1T 71— {11.62)
"‘z’l

Cuanto mayor sea la derivada parcial de una ecuacién respecto a una condicién de cumplimiento, mas
sensible serd dicha ecvacion a detectar desviaciones de su cumplimiento. De forma similar, ecuaciones
que posean una tolerancia 7 elevada, serd menos sensibles puesto que son mas dificiles de violar. Las
ecuaciones del modelo que son independientes de una condicién de cumplimiento tienen asociada una
sensibilidad para dicha condici6n igual a cero. Muchas ecuacién del modelo pueden ser no lineales en
algunas condiciones de cumplimiento. En esc caso las derivadas parciales se estiman mediante
aproximaci6n lineal. Asi mismo, las condiciones de cumplimiento pueden ser:

1. Implicitas respecto a una ecuacion (por ejemplo, para el caso de fallos en sensores ¥ actuadores) en
cuyo caso, la sensibilidad frente a la condicién de cumplimiento vale 1, a menos que la experiencia
demuestre o contrario.

2. Explicitas respecto a una ecuacién (por ejemplo, para el caso de faflos en ¢l propio Proceso) en cuyo
caso, la sensibilidad se obtiene mediante la derivacion parcial de la ecuaci6n del modelo respecto la

variacidn del pardmetro del modelo.
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¢ Vector de Fallos

Para obtener una conclusién sobre si se satisface una condicién de cumplimiento, que normalmente, se
asocia a un estado de fallo, se deben combinar las evidencias obtenidas a partir de las medidas realizadas
sobre el proceso real y ponderadas a través del vector de satisfaccién, sf, con su importancia relativa
obtenida a través de la matriz de sensibilidad S. El método de combinacién proporciona una medida
normalizada del grado de cumplimiento de cada condicién, a;, que permile realizar contrastar las
evidencias obtenidas a partir de las medidas realizadas sobre el modelo, que pueden indicar la presencia
de tallos. El vector de fallos, F se define mediante

N
=8 (11.63)

1 N
2[4
=1

donde N es el niimero de ecuaciones del modeio. Este método de combinacién permite que los valores de
sf que son mis sensibles a desviaciones de una condicién a; sean tenidos en cuenta con un peso mas
tmportante en el cdlculo de Fi. Un valor de una componente del vector de fallos, F, cerca de -1 6 1 es
indicativo de la presencia de un falio debido a la violacién de la condicién a;,

s Puntos débiles de la metodologia DMP

La metodologia DMP es muy adecuada para a partir de un conjunto de residuos estructurados de los
cuales ya s¢ conocen los umbrales de variacién (tolerancias) determinar cual es la causa del fallo. La
metodologia, sin embargo, no incluye como generar los residuos estructurados ni como determinar los
umbrales de variaci6n. En este trabajo proponemos completar dicha metodologia proponiendo un
mecanismo para la generacion de los residuos y un mecanismo para la generacién de los umbrales.

11.9 Nueva Metodologia de Deteccion y Diagnosis de Fallos: DMP mejorado

A continuacion vamos a presentar una nueva metodologia de diagnosis de fallos hasada en el algoritmo
Diagnostic Model Processor (DMP) que recoge muchas de las ideas expuestas ha ahora en este capitulo;

» Normalizacién de los residuos respecto a su posible rango de variaciones aceptable (tolerancia o

desviacidn tipica)
¢ Deierminacion de una matriz. de sensibilidad de cada residuo frente a cada fallo
* Determinacién de um vector de fallos combinando combinando !a matriz de sensibilidad con los

residuos.

Sin embargo, dicha metodologfa recoge algunas ideas que se han expuesto que son importantes y que no
recoge la técnica bésica basada en el andlisis de los residuos estructurados:

* Definicién de un vector de satisfaccion de los residuos que evalia en tiempo real mediante
evaluacién fuzzy el grado de significacion de cada uno de ellos.

¢ Definicién de un vector de fallos que proporciona cual es ¢l fallo o fallos méas significativos a base
combinar la satisfaccién de cada residuo con su sensibilidad.

Por otro lado, 1a metodologia DMP no proporciona;

¢ Como determinar los residuos ni que nimero de residuos se debe escoger, ni tampoco una forma de
cvaluar con los residuos escogidos Ia propiedades de aislamiento que poseen.
* Tampoco proporciona la forma de determinar para cada instante de tiempo cual es ¢l valor de

tolerancia o desviacién tipica aceptable para residuo.

Teniendo en cuenta todo 1o expuesto hasta el momento proponemos una nueva metodologia de
deteccidn y diagnéstico de fallos robusta que tenga en cuenta todo lo que se ha expuesto en este capitulo
¥ qQue resumimos a continuacion:
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e Generacion de residuos estructurados a partir de ecuaciones de paridad teniendo en cuenta la
propicdades de aislamiento a través del estudio de la matriz de incidencia.

e Generaci6én del vector de satisfaccion de cada residuo siguiendo la definicién proporcionada por la
metodologia DMP, basada en una comparacién difusa con el rango de tolerancia o variacién posible
de cada residuo

o Generacién en tiempo real del rango de tolerancia o variacién posible para cada residuo teniendo en
cuenta los errores de modelado, el ruido y el punto de funcionamiento del proceso sobre el que se ha
realizando la monitorizacién. La generacién de dichos rangos de tolerancia para cada residuo se
realizaré mediante el algoritmo de generacién de envolventes propucsto en esta tesis.

e Cilculo de Ia matriz de sensibilidad de cada residuo frente a los posibles fallos que pueden ser de
tipo explicito (fallo en sensores y actuadores) o de tipo implicito {fallos en el propio proceso)
utilizando la definicion de sensibilidad dada por la metodologia DMP. En la definicion de
sensibilidad dada por DMP aparece para cada sensibilidad su normalizacion respecto al rango de
variacién del residuo sobre el cual se estd calculando. Dicha tolerancia es proporcionada también por
el algoritmo de generacién de envolventes.

e Célculo del vector de fallos utilizando para la determinacién del primero la definicion dada por
DMP, combinando ¢l vector de satisfaccion de los residuos con la matriz de sensibilidad utilizando
una media aritmética ponderada.

e Estimacién del tamafio del fallp utilizando la forma de cdlculo propuesta por la metodologia de
andlisis de residuos estructurados.

Real

Real Ou{put
e Plant

eI

Input : Residual '

- Generatton | Sensors :

i
' Predicted e e e haaaaaa-
: Quiput n
i

¥

Plant . , :

1+ o | Satisfacti :

| Model —Pé—rb o ,
oo . Residual :

f

mammmmmmamemamann. -

: Envelop :' T Fault Fault
e = L =
. Generator Threshald © 1 Vector Logic :

e L}
: Threshold (Zeneratinn :l Fault
: Sensibilty | !
' Matrix '
' Fault Diaonnsis '
a4

Fig. 11.8 Diagrama de Bloques del Sistema de Deteccion y Diagndstico de
Fallo basado en DMP mejorado

11.10 Ejemplo de Aplicacion del DMP mejorado

En este apartado presentaremos los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo de deteccién y
diagnéstico de fallos DMP mejorado sobre un proceso de laboratorio basado en dos tanques de agua

interconectados.

El proceso funciona de la siguiente manera: una bomba envia agua al primer depdsito desde un depdsito
general, Desde este depdsito ¢l agua cae libremente a um segundo depdsito a través una tuberfa, desde
donde wvuelve al depésito general a través de ofra tuberfa. Bste sistema puede ser medelado

~ matemdticamente utilizando las leyes de 1a hidraulica.
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Para poder medir las variables significativas del proceso de cara a poder monitorizar su correcto
funcionamiento se han instalado en la planta cinco sensores que permiten medir: ¢l caudal de la bomba
(Qy), el nivel del tanque 1 (h;), el caudal de la tuberia 1-2 (Q12), ek nivel del tangue 2 {(h,) y el caudal

de salida del tanque 2 ().

Fig. 11.9 El sistema de dos deposilos interconectados

11.10.1 Modelo del proceso

En primer lugar, vamos a deducir las ecuaciones del modelo del proceso:
e Ecuacion del modelo de la bomba
Q,(k)=2alU, (k}+b
donde Qy, es el caudal de 1a bomba, U, es la tensién de la bomba y (a,b} son los pardmetros del modelo
de la bomba.
o Ecnacidn del modelo de la tuberia que une el deposito 1y 2
Q0 =[h () -h,(K)]*A+B
donde Q3 es ¢l caudal de la tuberia 1-2, by es el nivel del depdsito 1, hyes el nivel del depésito 2 v (A,

B) son los pardmetros del modelo de la wberfa.
e Ecuacion del modelo de la tuberia que une el depdsite 2 y el general
Q,(k)=h,(kK)*C+D

donde Q, es ¢l caudal de la tuberia 2, hy es el nivel del depésito 2 y {C, D) son los pardmetros del

modelo de 1a tuberia.

s Ecuacion del modelo del depdsito 1
T
hyde 1) = ==[Q, (0= Qe (0] +8, (0
1
donde Q.2 es el caudal de la tuberfa 1-2, hy es el nivel del depGsito 1, Qy es el caudal de la bomba, 8 es

¢l drea de la seccion del depésito 1y T es el periodo de muestreo.

s Ecuacion del modelo del depdsito 2
T
h, (k+1) = 3—[le ®—Q,w]+h, (k)
1

donde Qy es el caudal de la tuberia 1-2, h; es el nivel del dep6sito 2, Q es el caudal de la tuberfa 2, S,

es el 4rea de la seccion del dep6sito 2 y T es el periodo de muestreo.

e Modelo del sistema
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A partir de Ia aplicacién de dichas leyes al sistema de depdsitos s¢ puede deducir el modelo del sistema
completo en el espacio de estado, obteniéndose un sistema de segundo orden

hi(e+D] by ()

Byt D]~y 0] T

donde h,(k) y hy(k) son los niveles de los depdsitos y u(k) es la tension en la bomba. Utilizando las
técnicas de identificacion de sistemas podemos determinar las cotas para los pardmetros del sistema

[-00427 00523 [-00459 00485
mx 100523 -005641 0 P | 00485  —0.0608
00131 00497 00131 00461

B, = B =
mx T 00536 Y UMt | 0 _00578

11.10.2 Generacion de las envolventes utilizando el nueve algoritmo

Si proporcionamos las matrices de parfmetros del modelo sistema de depdsitos intercomectados
obtenidas en el apartado anterior y le proporcionanios la misma entrada que le estamos aplicando al
sistema real, el software de generacion de envolventes que hemos desarrollado proporciona los

siguientes resultados:

Fig. 11.10 Generacién de Envolventes para
el sistema de depésitos interconectados
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11.10.3 Aplicacion del algoritmo de diagnéstico DMP

A partir del modelo del proceso obtenido en el punto 11.10.1, vamos a aplicar la metodologia de
diagndéstico DMP.

e Residuos, Tolerancias, Suposiciones y Vector de Satisfaccion

En primer lugar a partir de las ecuaciones del modelo, obtendremos las ecuaciones residuales de paridad
utilizando su forma explicita 0 ARMA. Cada unas de estas ecuaciones de paridad lleva asociados unas
suposiciones que si no se cumplen €l residuo violatd la tolerancia permitida, o sea, el umbral a partir del
cual se considera indicativo de fallo, Utilizando las envolventes generadas a partir del nuevo algorittno
de generacion de envolventes se obtendrén las tolerancias para cada una de las ecuaciones residuales.
Finalmente a partir de las tolerancias y las ecuaciones residuales se definirdn las componentes del vector
de satisfaccion, que tal como hemos dicho lo que nos indica ¢s $i la violacidn de un determinado residuo
es no significativa compardndolo con su folerancia o umbral, y utilizando como l6gica de decisién la
logica fuzzy implementada agui mediante una funcion sigmoidal. En la tabla 1 se presentan las
ecuaciones de paridad, las componentes del vector de satisfaccion y las suposiciones asociadas a cada

ecuacién de paridad,

Ecunaciones de Paridad | Vector de Satisfaccion Suposiciones
El sensor de caudal estd OK {a;).
¢ (el I, )4 El pardmetro a de la bomba estd OK (az).
e = Qp - Qp S 1 4 .
+(e, /7,) El patdmetro b de la bomba estd OK (aa).
El sensor de candal de la muberia 1-2 estd OK (ay).
; (e, 17,)* El pardmetro A de la tuberfa 1-2 est4 OK (as).
ez =Qp2 —Qpp S = 4 i ; ;
1+ (62 / Ty ) El pardmetro B de la tuberia 1-2 estd OK. (ag).
El sensor de caudal de la tuberia 2 esta OK (a5).
¢ (33 /14 )4 El parametro C de la tuberia 2 estd OK (ag).
e3=Q; -0 Ss = 4 ; : <
1+ (63 / Ty ) El parametro D de fa tuberia 2 esta OK (as).
(e 4 It 4)4 El sensor de nivel del tanque 1 estd OK {aq0).
G4=hi—h1 Sf47 4 L ién del -
1+ (34 /1;4) a seccion del tanque 1 estd OK (ay).
f (35 It 5)4 El sensor de nivel del tanque2 estd OK (ass).
65=l}2—h2 85_1 4 - z
+ {65 /14 ) La seccidn del tanque 1 esta OK (azs).

Tabla 1. Residuos, Vector de Satisfaccién y Suposiciones para
el sistema de dos tangues interconectados

o  Matriz de Sensibilidades

El siguiente paso en la metodologia DMP consiste en calcular Ia matriz de sensibilidad, Cada uno de los
componentes de dicha matriz mide el grado de sensibilidad de cada ecuacion de paridad respecto a la
violacién de cada uno de los residuos. En 1a tabla 2 se presenta la matriz de sensibilidad para el sistema

de dos tanques interconectados.
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€1 €2 €3 €4 €s
A ' S“=-Il—l Spp =10 Sy =10 Su=0 S;5=0
Ty
Q S Y 83 =0 Sy =0 g _ -, S;3=0
Il * e,
! - T
a Sy=v— S5 =0 Sy =0 S35 =0
S # s,
as Sy =0 S”:Ill S;=0 Sy =0 Si=0
2
as S5 =0 sszzﬁf__hd S5y =0 s =‘_T:h1“h2] 55=M
[ * S [rslS;
a5 Se1=0 S 1 Se3 =0 S L T
“ sy ® e,
a7 35=0 Sn,=0 Sy = ﬁ S9=0 Ss5=0
3
ag Sg =0 Sgy =0 G, o h Seq =0 - Ihy
33 |13| 85 ITSISZ
g Sqy =10 Sy =0 Sg3 = -_—1 Sy =0 Sg5 = ——I—
[5] {ts[S
U Sio1 = Sipz =0 $10=0 Siou = 4 S1es =0
2
an Sin=0 S1i2 =0 $112=0 g, = —T[Qp —Qn] Sy5=0
- [v[s?
a2 Spu =0 Si22 =0 Si23 =0 S124 =0 Syps = o
sl
a3 Sygy =0 Sy =0 Sy3 =0 S5 =0 Sy = T[Q,-Q
fesis?

Tabla 2, Matriz de Sensibilidades
e Vector de Fallos

Una vez definido el vector de satisfaccién y la maitriz de sensibilidades, ambos deben combinarse junto
con la tolerancia obtenida a partir del algoritmo de generacion de envolventes en el vector de fallos, que
relaciona cada viclacion de una ecuacién de paridad con la violacién de la suposicién asociada. En la
tabla 3 se¢ muestran las componentes del vector de fallos para el siguiente de los dos tangues

interconectados.
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Suposicidn Vector de Fallos
as Fy =sf,
a _—S—f}—_ TSf4
T 51,
b=
—
LTI TR
as _S_€1_+ Tsf,
T S114
BT
——
T 547
34 F4 =Sf2
as —£+ Tsty  Tsfs
E = T, Sit. S,
T 1T T
— +
T, §;7, 8,75
g —ﬁ-i- TSf4 _ TSfS
E - Ty, ST, Sy7s
s 1 T T
o + %
12 SIT4 8215 ‘
a’T F‘] :Sf3 ‘
as —&+ Tst;
Ty SyTs
L
_+.__.
T3 T
F 1Y _&_{_ Tsts
Ty SyTs
B=—
_+_
Ty 15
g0 Fip = sf,
ap; Fyy =st,
a Fj, =sf;
a3 Fj; = sf5

Tabla 3. Vector de Falios

o Logica de Diagndstico

El dltimo paso de la metodelogia DMP consiste en implementar una 16gica que permita mapear cada
uno de los fallos en los componentes a fallos en ¢l proceso. Los fallos posibles que deseamos identificar

son los siguientes:

Fallo en la Bomba
Fallo en Ia Tuberia 1-2
Fallo en Tuberia 2
Fallo en el Depdsito 1.
Fallo en el Depisito 2.

En nuestro ¢jemplo esta ldgica se implementa mediante una tabla de la verdad, que mapea los valores
del vector de fallos sobre cada uno de los posibles fallos que se desean identificar,
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11.10.4 Resultados experimentales de la implementacién Sistema de Diagndstico

A continyacién se presentan una aplicacién del sistema de diagnéstico robusto presentado anterior
aplicado sobre el proceso industrial de laboratorio basado en los dos tanques interconectados que se ha
descrito en la seccidn 3 de este trabajo. Para poder diagnosticar correctamente los fallos de la planta se
han instalado cinco sensores que miden: caudal de 1a bomba (Qy), nivel del deposito 1 (hy), caudal de la
tuberia 1-2 ((Q12), nivel del depoésito 2 (h,) y caudal de la tuberia 2 (Q;). La implementacién del sistema
de diagndstico se ha realizado utilizando el entorno LabWindows/CVI de National Instruments. En Ia
Fig.6 y Fig.7 se presentan algunos resultados de dicha implementacion real, donde se muestra la
deteccién de dos fallos graduales: uno sobre la bomba y otros sobre el depésito 2,

(b)

Fig. 11.11 (a) Fallo Gradual en la Bomba y
(b) Fallo Gradual en el Depdsito 2
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11.11 Inclusiéon de medidas de sensores en el algoritmo de generacion de
envolventes

Una vez presentada la nueva metedologia de deteccion y diagnostico de fallos a continuacién vamos a
presentar como el algoritmo de generacion de envolventes puede incluir o tener en cuenta las medidas de

los sensores.
Para ello, en primer lugar vamos a recordar como funciona un estimador de estado.
11.1.1 Estimacién d Estado

¢ Estimadores de orden total

Un método para calcular todos los estados de un sistema dindmico que s¢ pueden considerar es a partir
del modelo de la dindmica de la planta en el espacio de estado

i‘k(t) = AX(t)+ Bu(t) (11.64)
donde % es la estimacion de los estados reales. Si se conoce el valor de los pardmetros del modelo A y B
y la entrada al sistema u(t), entonces la estimacién de los estados del sistema serd correcta siempre que
s¢ conozca ¢l estado inicial del sistema x(0), de forma que podamos hacer igualarla a X(0):

%(0) = x(0) (11.63)

En la Fig. 11.12 se muestra la esttuctura de este estimador de estado, que a partir de ahora
denominaremos de “lazo abierto”.

X
> Planta
u > rem——
Real Sensor y
Models X Model ’
elo slo o
Planta "1 Sensor y

Fig. 11.12 Estimador de Estado en Lazo Abierto

Sin embargo, es precisamente la falta de informacidn acerca de x(0) lo que requiere Ia construccién de
un estimador, De otra forma, los estados estimados seguirian exactamente los estados verdaderos. De ahi
gue si se desconoce cual es el estado inicial real del sistema y se toma igual a cero su estimacion, los
estados estimados presentarfan un error continuamente creciente, o bien, un error que tenderia muy
ientamente a cero. Ademds, los errores en la estimacidn debido a la incertidumbre asociada al modelo

harian que el cdlculo divergiera muy lentamente del estado real.

Para estudiar la dindmica de este estimador de estado se define el error de estimacién como:
e, (D) =x()— (1) (11.66)

Por 1o tanto, la dindmica de este error en el sistema vendrd dada por:

&, (1) =Fe_(1)

. (11.67)
e, (0) =x(0)—X(0)
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El error converge a cero para un sistema estabie, A estable, pero no existe la posibilidad de influir en la
velocidad de la convergencia del estado estimado hacia es estado verdadero. Ademas, el error esti
convergiendo a cero a la misma velocidad que la dindmica natural de sistema, o sea, de A. Si dicha
velocidad de convergencia fuera satisfactoria, no se requeriria realizar ninguna correccion de la
estimacién a partir de las medidas obtenidas a partir de alguno de los sensores colocados en la planta. Si
por el contrario, la velocidad de convergencia no es la adecuada, se deberia utilizar dicha correccion.
Para ¢llo deberfamos recurrir a4 un esquema de estimador como en el que se muestra en la Fig, 11.13 en
el que se corrige continuamente la prediccidn realizada por ¢l modelo del sistema mediante 1a diferencia
entre la salida medida por un sensor colocado en ia planta y la estimacidn que nos proporciona el
modelo. Tal como se puede observar en la Fig. 11.13 la ecuacidon que describe la dindmica de este
cstimador, que denominaremos estimador de “lazo cerrado” viene dada por

R(t) = AR(t) +Bu(t) + L{y (1) - CR(1)) (11.68)
donde L. es una ganancia proporcional
T
L=[l,i,,--.1,] {11.69)

que se elige a fin de alcanzar unas caracteristicas de error satisfaciorias.

X
u P Planta Sensor
Real
o § Y
X v
Modelo Modelo
Planta Sensor

Ganancia
Estimador

Fig. 11.13 Estimador de Bstado en Lazo Cerrado

La dindmica del error se puede obtener mediante

e, (D =(A-LC), (t}+G,w(t) (11.70)

La ecuacion caracteristica del error vendra dada por

detlsI-(A-LC)=0 (11.71)

Si se elige L. de forma que A-LC tenga rafces razonablemente rpidas y estables, entonces ¢,(t) decaers a
CEro mientras no exista una entrada perturbante w(t), independiente de ex(0), pudiéndose ademds elegir
que dicha dindmica sca mas rapida que la dinamica del sistema en lazo abierto A,

Se puede observar que la ecuacion de la dindmica del error estd forzada solamente por el término wi(t).
Esto es consecuencia de la suposicion de que A, B y C son idénticas en la planta y en el estimador. Por
lo tanto, para w(t)=0, el error calculado e(t) convergird a cero y se mantendri en dicho valor,
independientemente del entrada u(t). En cambio, si no se tiene un modelo muy preciso de la planta, es
decir, existe incertidumbre asociada con A, B y C, Ia dindmica del error ya no estard gobernada por la
ecuacién anterior. Sin embargo, generalmente se podré elegir L de manera que 1a dindamica del error sea
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cstable y su valor de dicho error sea razonablemente pequefio, incluso con errores de modelado y entrada
perturbantes.

¢ Estimadores de orden reducido

En ¢l caso de los estimadores de orden total, el vector de estado se reconsiruye totalmente empleando la
medicion de alguno de los estados mediante un sensor. Si los sensores no tuvieran ruido, pareceria
redundante el hecho de estimar también Ios estados que se estin midiendo directamente, la pregunta es
como reducir la complejidad del estimador completo empleando los estados que se miden directa y
exactamente. La respuesta es utilizar como veremos en este apartado utilizar un estimador de orden
reducido. Sin embargo, en la prictica, debido a la existencia de ruido en las medidas proporcionadas por
los sensores, resulta mejor implantar un estimador de orden total, debido a que ¢l estimador filtra ¢l
ruido asociado con las mediciones a parte de estimar los estados que no son conocidos.

El estimador de orden reducido disminuye el nimero de iniegradores requeridos en el mimero de salidas
medidas. Para determinar este estimador, se divide el vector de estado en dos partes: una parte x,, que se
mide directamente (x,=y), y otra x,, que representa los estados restantes que hay que calcular. Si a las
matrices del sistema se les hacen las particiones correspondientes, la descripcion completa de dicho

sistema viene dada por

rka Aaa Aab Xa _i Ba
[‘ = J+ u (11.72)
Xy Ava Ay lx, B,

o

La dindmica de los estados no medidos viene dada por

Xy =Ax, +A X, +Bou (11.73)
Entrada conocida
donde los dos dltimos términos de la derecha se conocen y pueden considerarse como la entrada en fa
dindmica x. Como x,=y, y la dindmica de los estados medidos viene dada por la ecuacién escalar

X, =¥y=A,_,vy+A_ x, +B,u (11.74)

Si se agrupan los dos términos conocidos en la ecuacion anterior

y—A_ y-Bu=A x, (11.75)
Medida conocida
se obtiene una relacion entre cantidades conocidas en el lado izquierdo, consideradas como mediciones,
y los estados desconocidos en el lado derecho. Por tanto, las ecuaciones anteriores tienen la misma
relacién con el estado x, que la ecuaci6n original con el estado x. Siguiendo esta linea de razonamiento,
s¢ pucden establecer las siguientes sustituciones en las ecuaciones del estimador original para obtener un
estimador (de orden reducido) de los estados no medidos x,
X4 Xy
A Ay,
Bu<- A y+B,u
¥y« y-A_,¥y-Bu
Ce A,

Por tanto, las ecuaciones del estimador de orden reducido se obtienen realizando las sustituciones
anteriores en el estimador de orden total
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Xy =AX, +A y+Bu+L(y-A, y-B,u-A_%,) (11.76)
Entrada Medida
Si se define el error del estimador como

X, =%, —X, (17D

entonces la dindmica del error vendra dada por

=(A,, -LA )%, 0L
¥ Su ecuacion caracteristica vendra dada por

det[sl—(Abb —LAab)] =0 (1179
Finalmente, se pude reescribir la ecracion que nos proporciona Ia estimacién de 1os estados no medidos

Como )
X, =(A,, ~LA )X, +(A,, ~LA, Jy+(B, -LB_ )u+Ly (11.80}

En dicha ecuacién aparece la derivada de las medidas del sensor. Dicha derivacién, en general,
amplificard el ruido, de manera su empleo resulta inaceptable. Para ¢vitar que aparezca la derivada de
las medidas del sensor en la ecvacion del estimador, se introduce un nuevo estado

x, =%, —-Ly  qnsp

de forma, que en funcidn de este nuevo estado, la expresion del estimador de orden reducido vendrs
dada por .

%, =(A,, -LA, )ib +{(A,, —~LA_)y+(B, —LB, ju (11.82)

en la que la derivada de las mediciones no aparece directamente,

11.1.2 Inclusion de medidas de sensores ¢n el algoritmo de generacién de envolventes

El algoritmo de generacion de umbrales adaptativos presentado en esta tesis se ha formulado hasta el
momento para verificar una medida obtenida mediante un sensor de una de las variables del sistema real
confrontindola con la prediccién de dicha medida obtenida mediante el algoritmo de generacién de
envolventes a partir de un modelo del sistema con una incertidumbre en sus pardmetros conocida y
partir de ia entrada del sistema. Tal como estd formulado dicho algoritmo serfa capaz de monitorizar y
detectar fallos en sistemas con un \inico sensor. Pero si se dispone de mds de un sensor, puede resuliar
ventajoso incluir Ia informacién adicional proveniente del resto de sensores en el algorimo de
generacion de envolventes. De forma que el algoritmo de generacién de envolventes podra contrastar la
medida de un sensor frente a la prediccién proporcionada por el modelo con incertidumbre en los
parametros conocida, las entradas y la informacién proporcionada por el resto de sensores. La
informacion adicional proporcionada por el resto de sensores reducira ¢l tamaifio del intervalo dentro del
cual se debe encontrar la medida del sensor monitorizado para que el algoritmo de deteccién no indique
que s¢ ha producido un fallo. La reduccién del tamafio de los intervalos de validez de las medidas
obtenidas por ¢l sensor monitorizado, permitird 1a deteccién de fallos de menor tamafio.

Durante el proceso de maximizacion/minimizacién para la obtencién del intervalo de validez de Ia
medida del sensor monitorizado, el algoritmo de generacién de envolventes selecciona el valor de
pardmetros del modelo que determina la historia temporal de todos los estados del sistema. Si se dispone
de medidas adicionales, pero dichas medidas no son consideradas por el algoritmo de generacién de
envolventes, existirdn discrepancias entre los estados calculados mediante dicho algoritmo y las medidas
obtenidas mediante los sensores. El algoritmo supondra que se produce la peor variacién posible de los
pardmetros, de forma que predecird la peor historia temporal posible para los estados del sistema. Por
otro lado, las medidas obtenidas de los sensores, reflejan el hecho de que la mayoria de las veces no se
producen ni la peor variacién de los pardmetros ni la peor historia temporal posible de los estados. Si
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una de las medidas adicionales disponibles es un estado del sistema, el problema presentado hasta este
momento puede ser resuelto eliminando el estado y las correspondiente fila v columna de la matriz del
sistema, y afladiendo un nuevo término de entrada definido como el producto de la columna climinada y
el estado medido. El algoritmo de generacién de envolventes puede entonces aplicarse al sistema
reducido asi obtenido, simple que dicho sistema sea estable,

En general, sin embargo, no todas las medidas disponibles se corresponden a estados, v a menudo el
sistema reducido es inestable. Para estos casos, se puede utilizar una versién del algoritmo de generacién
de envolventes que utilice una estructura de {ipo observador que tenga en cuenta las medidas adicionales
y que se pueda aplicar a todo tipo de sistemas, tanto los que al construir el sistema reducido sean estabies
como inestables. Dicha version del algoritmo de generacién de envolventes utiliza el siguiente modelo

del sistema como punto de partida

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + K[z(k) - y(k)]
y(k) = C,x(k)

(11.83)

donde 1a matriz C,; incluye solo aquellas filas d¢ 1a matriz C que corresponden a las medidas adicionales,
y z(k) es el vector de medidas proporcionadas por el sensor situada en la planta correspondientes a las
medidas obtenidas mediante el modelo y(k). La matriz de ganancia K tiene la misién de asegurar que las
salidas del sistema predichas por el modelo tomaran valores préximos a las medidas obtenidas por los
sensores dorante ¢l proceso de optimizacién, evitando gue el algoritmo de optimizacion utilice valores de
estados que no estén de acuerdo con las medidas. Al seleccionar la matriz de ganancia K se debe de
tener en cuenta que se consiga la mixima proximidad posible entre ¢l valor de las medidas obtenidas
mediante los sensores y la estimacion realizada por el modelo, dejando en un segundo plano cual es ia
posicion de los polos del sistema en lazo cerrado.

11.12 Alternativas para el aislamiento de fallos en sensores

En la mayoria de aplicaciones industriales, el sistema de deteccion y aislamiento de fallos debe de
monitorizar diversos sensores de forma simuitdnca. El algoritmo de generacion de envolventes
presentade en esta tesis es un blogue constructivo muy potente para la deteccién de fallos en sistemas
dindmicos con errores de modelado en los pardmetros conocidos.

El sistema de deteccién y aislamiento de fallos multisensor basado en el algoritmo presentado en este
trabajo mds simple utiliza un algoeritmo de generacién de envoiventes para cada sensor tal como se ha
presentado inicialmente, es decir, sin utilizar ninguna informacién adicional sobre las medidas obtenidas
por otros sensores, Dicho sistema de deteccidn y aislamiento de fallos proporciona cobertura a todos los
sensores y puede manejar multiples fallos en varios sensores sin ningdn procesado adicional. El estado
de cada sensor es determinado por su correspondiente algoritmo de generacién de envolventes. La
desventaja de este enfoque es su conservadurismo debido a que no tiene en cuenta las otras medidas
disponibles, tal como se ha explicado en la seccién anterior.

Generador |, Estado
Sensor 1 Envolventes Sensor 1
Sistema _.O___*._' Generador Estado
—
Real Envolventes Sensor 2
O Sensor 2
Generador > Estado
Envolventes Sensor 3
Sensor 3

Fig. 11.14 Sistema de Deteccion y Aislamiento de Fallos de miiltiples sensores
mediante el algoritmo de generacién de envolventes simpie
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Un sistema de deteccidn y aislamiento de fallos mds complejo utiliza un algoritmo de generacién de
envolventes que aprovecha la informacion adicional disponible proporcionada por el resto de sensores.
Dicho sistema proporciona unos intervalos para la medidas posibles obtenidos a partir del algoritmo de
generacion de envolventes menores, y por lo tanto, puede detectar fallos menores que el sistema que no
tiene en cuenta las otras medidas. Sin embargo, la utilizacion de medidas adicionales abre la posibilidad
de tomar una decision de cual es la causa del fallo, debido a se esta utilizado informacién proveniente de
Otros sensores para monitorizar el estado del sensor.

Estado

Generador
——®  Sensor 1

Envolventes

Sensor 1

s i;[earluzt : Sensor 2
@ Sensor 3 G 4 Estad
.._._..’O_— > enerador tado
Sensor 1

Envolventes

-

Fig. 11.15 Sistema de Deteccion y Aislamiento de Fallos de muiltiples sensores
mediante ¢l algoritmo de generacion de envolventes modificado

Este problema se puede resolver utilizando més de un algoritmo de generacién de envolventes para cada
sensor. En el caso més general, en ym sistema con N sensores, se deberfa utilizar N-1 algoritmos de
generacion de envolventes para cada sensor, donde cada algoritmo uiilizarfa todas Ias medidas
disponibles excepto una. El fallo del sensor j-ésimo seria aislado si los N-1 algoritmos aplicados sobre él
indicaran el fallo, y los N-1 algoritmos aplicados al resto de sensores del sistema que no utilizan el
sensor j-ésimo no lo indicaran. Esta l6gica se puede extender a fallos en diversos sensores simultdneos.

11.13 Efecto del ruido en las medidas

Hasta ¢! momento se ha supuesto que el sistema dindmico monitorizado estd libre de ruido. Esta
suposicién es una aproximacion correcta en sistemas dindmicos en los cuales el efecto de los errores de
modelado es mucho mayor que ei efecto del ruido. En muchos sistemas, sin embargo, el ruido en los
sensores y en el propio proceso no se puede despreciar. Para incluir ¢l efecto del ruido en los sistemas de
deteccion de fallos basados en el algoritmo de generacién de envolventes que hemos presentado en este

trabajo existen dos enfoques posibles.

El primero de ellos incluye ¢l efecto del ruido aditivo en el sensor y el proceso dentro del modelo general -
del sistema dindmico dado por 1a ecuacién

x(k+1) = Ax(k) +Bu(k)

(11.34)
y(k) = Cx(k)

donde A, B y C son las matrices del sistema, cuyos elementos tienen un valor dentro de un intervalo,
simplemente incluyendo a dicho los vectores de ruido. Cada componente de dichos vectores es un
intervalo que acota el valor del ruido. Si el ruido se sabe que es de tipo Gaussiano, dichos intervalos
quedan fijados a 33c. Entonces, el algoritmo de generacion de envolventes calcula el intervalo de
valores posibles para las medidas obtenidas por el sensor monitorizado incluyendo el efecto aditivo del
ruido y de forma que se produzcan falsas alarmas debido al ruido. Es decir, el ruido queda modelo como
un offset que es constante durante la ventana temporal de procesado.

Una segunda forma de considerar el efecto del ruido es mds apropiada para sistemas en los cuales es
necesario un tratamiento estadistico mds riguroso. Este enfoque se basa en el hecho de que las
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covarianzas del ruido ¢n los sensores calculadas a partir del modelo nominal constitvyen una buena
aproximacion de las covarianzas del ruido ¢n los sensores del sistema monitorizado si las variaciones en
los pardmetros son relativamente pequefias. EI método de deteccion de fallos consiste en el cilculo de los
intervalos de las medidas de los sensores monitorizados con el algoritmo de generacion de envolventes
como si el ruido no estaviera presente, y en el cdlculo de las covarianzas del ruido en los sensores como
si los errores de medelado no estuvieran presentes. El test de la existencia o no de fallo en el sensor se
reduce en determinar si el hecho de que una medida proporciona por el mismo esté fuera del intervaio
predicho por ¢l algoritmo de generacion de envolventes es estadisticamente significativa en presencia del
ruido. Por ejempio, si la mitad de la anchura del intervalo de valores posibles del sensor y 1a desviacién
estédndar del ruido son iguales, el cruce del limite del intervalo de medidas posibies por 1a medida del
sensor en un fnico instante de tiempo no es estadisticamente significativo de la existencia de un fallo.
Pero si la medida permanece fuera del intervalo durante un largo periodo de tiempo, entonces si que es
indicativo de la existencia de un fallo. Existen diversos trabajos de investigacion actualmente en marcha
(ver [Horak88], [Travé97]) en los codles se estdn desarrollando algoritmos rigurosos de decisién para

este problema en particular.

11.14 Método Alternativo de Deteccion: “Distancia al Espacio de Atractores”

Uno de los problemas que presentan las envolvenies cuando son aplicadas a la deteccion de fallos es que
no todos los puntos que estdn dentro de la envolvente corresponden con situaciones reales posibles, es
decir de no fallo, puesto que al utilizar una aproximacion de tipo hipercubo de la regién de estados
posibles se pierde la relacitn entre los valores que pueden tomar los estados. Para evitar este problema se
propone utilizar como indicador de si existe fallo o no primero ¢l que una medida este dentzo de Ia
envolvente y a continuacién que la distancia al espacio de atractores de Ia familia de sistemas descrita
por el modelo intervalar sea la que corresponde. Para ello utilizaremos los resultados obtenidos en el
capitulo 3 donde se formulé matemdticamente el nuevo algoritmo de generacion de envolventes.

En primer lugar recordaremos la definicién de atractor, asi como del conjunio de atractores de un
sistema con un modelo con parimetros acotados en intervalos.

La estabilidad del sistema
Xgo1 = A(S)xp + B(s)uy para se § (11.85)

implica que x, tiende al punto x(s) cuando {—seo.

Se define un punto atractor o punto de régimen permanente del sistema para ¢l pardmetro 5 y u, = u
como el inico punto fijo del sistema, por lo tanto:

x(s)=A(s)x(s}+B(s)u (11.86)

El conjunte atractor F = {x( s) |s € S}se define como €l conjunto de todos los puntos atractores de la

familia de pardmetros S. Las distancias siguientes nos seran utiles:

8y = maxmin |x—y|_ (11.87)
xeX, yek
dp= _ %eE"x_ vl (11.88)

Es decir, & representa qué tan cerca estd un punto de X, conjunto de todos los estados posibles del
sistema en el instante k, de su vecino mds cercano de £ mientras que d; ¢s la méxima distancia entre

puntos de X; y E.

La envolvente se define como el valor mdximo y minimo para cada uno de los estados del sistema para
cada instanie de tempo k. El problema que presentan las envolventes es que contienen combinaciones
de estados imposibles de alcanzar por la familia de sistemas que nos describe el modelo con pardmetros

inciertos.
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Como una forma alternativa de determinar si ¢l conjunto de valores de los estados actuales es susceptible
de indicar un fallo en ¢l sistema, en lugar de ver si dicho conjunto de estados se encuentra de cada una
de las envolventes de cada uno de los estados del sistema, s¢ propone calcular la distancia minima de
cada estado al conjunto de atractores. Si dicha distancia es superior a la mixima distancia tedrica a Ia
que deberfan encontrarse los estados del sisterna para que la envolvente fuera convergente, entonces
podemos afirmar que ¢l sistema presenta un fallo.

Matemdticamente 1o que se debe calcular es la méxima distancia de cada uno de los estados medidos
respecto a los puntos atractores y comparar dicha distancia con la maxima distancia tedrica a la que
pueden encontrarse los estados del sistema en el instante actual para que Ia envolvente sea convergente.

O sea: existe un punto y* & E tal que:
d = min "x— y" (11.89)
yeE -

donde x representa los estados del sistema medidos por 1o sensores. Por lo tanto:
y* =arg min”x~y” {(11.90)
yeE -

De donde:

} (11.91)

EY
T Xn _.yn

:Ixz _Y;

T

bien, _
d="x—y ":max{x1~y1,yl — X Xy " ¥y, ¥y Xy, X, —yn,yn—xn} (11.92)

Por lo tanto, los problemas de optimizacién que se deben resolver son los siguientes:

minx; -y, st yeE
miny, —x, st yeRE
minx, -y, st yeBE (11.93)

miny,—-x, st yekE

queddndonos con el valor maximo de todos ellos.

Si dicho valor mdximo supera la distancia maxima a la que pueden estar los estados del sistema en el
estado actual para que la envolvente sea convergente, podemos afirmar con toda seguridad que se ha
producido un fallo en el sistema. Dicha distancia viene dada por:

8, <Ed, (11.94)
con & =1%x(s) p(s)] siendo x el nimero de condicién de la familia de mairices A y p su radio espectral.
Veamos un e¢jemplo concreto para ver como podemos aplicar este variante del nuevo algoritmo de

deteccion de fallos. Supongamos que el sistema es un sistema de segundo orden que posee el siguiente
modelo en el espacio de estado:

x, (k+D7] [a, —az}:xl(k)} [1]
Lz(kﬂ)]_[l 0 x, (k) +LOJ“(k)

a, € [1.3938,14338)
a, & [05865,0.6265]

con:
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El conjunto de atractores de este sistema cuando la entrada u(k) = 1 se puede determinar de la siguiente
manera:
x, (k) a, -a,|x{k 1
= + k)
X, (k) i 0 1x,(k){ [0
-1

[ -1
ok
x, (k)|
al—l—azj

a,-1-a,
cuya representacion grifica es la que se muestra en Ia figura:

de donde operando se llega a:

7 T T T T

Fig. 11.16 Espacio de atractores y obtenida por el sensor

En régimen permanente la envolvente vale:
%, € [4.2974,6.5488]
x, € [4.2974,6.5488]

Para ver como funciona el cilculo de la distancia al punto de atractores, supongamos que la medida que
nos proporciona el sensorparak =5es: x; =6y x, = 5.

Para este mismo instante de tiempo las correspondientes envolventes de dichos estados toman los
siguientes valores:

X, € [51865,61219]
X, € [4.6713,5.1688]

por lo tanto, la situacién medida por los sensores es de no fallo cuando en realidad es de fallo.

Para determinar la minima distancia de la medida tomada con los sensores respecto al espacio de
atractores se deben resolver los siguientes problemas de optimizacion:
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min d, =x, -y,

1 1
st. y,+———=0 sty +——=0
a,—1-a, a,—-1-a,
1 i
y, +————=0 . Yyt =0
a;—1-a, a;—1-a,
a,-a; <0 a;~a; <0
a, -a, <0 a, —a, <0
a,~a, <0 a,~a, <0
a,-a, <0 a,—a, <0
min dy =x, -y,

1 1
s.t, y1+—1—=0 sty +——=0
a;—1-a, a; —-1-a,
1 1
Yo +——=0 yo+——=0
a,;—1-a, a,~1-a,
a;~a; <0 a;—a) <0
a; —a,; <0 a, -a,<0
a,—a, <0 a,—a, <0
a,~—a, <0 a,-a, <0

Por otro lado, utilizando las expresiones que nos proporcionan la maxima distancia a la que podemos

‘estar de cualquicr punto del espacio de atractores en cada instante de tiempo para que la envolvente sea
convergente:

6, <§d
donde:

£, =x(s)p(s)’

K(s) es el nidmero de condicion de la tamilia de matrices A(s) y p(s) es su radio espectral.
Asi, por ejemplo para k=5 ¢on 1=20 tendremos:

85 <&,0d,,

s =k(s)p(s)”
En este gjemplo:

d, =65488
& = 00611

por lo tanto, la distancia minima al espacio de atractores deberia ser:

603999

Por otro lado, se ha determinado la ventana de longitud minima estable y la ventana minima casi
estacionaria obteniéndose los siguientes resultados:

L.=7
L0_05 = 20
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Una vez determinada la distancia tedrica a la que deberfamos encontrarnos en un determinado estado de
tiempo vamos a calcular utilizando la TOOLBOX de Optimizacion de MATLAB la distancia minima a
los puntos atractores a la que efectivamente se encuentra el sistema utilizando como referencia la medida
de los estados del sistema obtenidos mediante los sensores. Si suponemos que los sensores nos han
proporcionado la siguiente medida: Xy, = 6 y Xom = 5, entonces la solucién a los problemas de
optimizacién anteriores que nos proporciona MATLAB, para el caso en que mantegamos x, constante y
busquemos el punto x; del espacio de atractores que se encuentra a minima distancia del estado real

medidoe, s la siguiente:

X1 =5
X2 =5
2;=1.4000
a;=0.6000

A cotinuacién, mantendremos la x, constante y buscaremos la x,. La solucién que nos proporciona
MATLAB cs la siguiente;

X=6
X2=6
a=1.4232
a,=0.5898

Por lo tanto la minima distancia al espacio de atractores es 1, para los dos casos. Con lo cual podemos
afirmar que la medida obicnida es indicativa de un fallo puesto que la minima distancia para este caso

deberia ser
8<03999

11.15 Conclusiones

En este capitulo se¢ presenta la generacién de envolventes como el mecanismo para la generacién de
umbrales adaptativos necesario para construir un sistema de deteccién y diagnéstico de fallos robusio a
partir del modelo del sistema con incertidumbre intervalar en los pardmetros del mismo. La integracion
de la técnica de generacion de envolventes dentro del sistema de deteccién y diagnéstico de fallos se ha

propuesto llevarla a cabo de la siguiente manera:

* utilizando la generacion de residuos utilizando la técnica de las ecuaciones de paridad, aunque
tambicn como de ha demostrado mds adelante en este capitulo seria también posible levarla a cabo
utilizando la técnica de generacion de residuos basada en observadores.

® una vez generados los residuos su valor debe ser evaluado mediante un umbral que para nuestro caso
serd un umbral dindmico obtenido mediante las envolventes.

¢ finalizada la evaluacion de los residuos estos se pueden combinar adecuadamente para obtener una
malriz de incidencia con las propiedades de aislabilidad de los fallos deseada.

e asi mismo, utilizando la técnica DMP se obtendrd la sensibilidad de cada uno de los residuos
respecto a cada uno de los posibles fallos que se desean detectar, de forma que combinando el vector
de residuos evaluados, al gue DMP denomina, vector de satisfaccién con la matriz de sensibilidad, se
obtendr el vector de fallos, a partir del cual, se podr4 diagnosticar la existencia de un fallo.

La técnica de generacion de umbrales adaptativos a partir de las envolventes por lo tanto es fAcilmente
integrable dentro de un sistema de deteccitn y diagndstico de fallos, proporcionando ademaés robustez a
dicho sistema frente a la incertidumbre existente sobre el valor de los pardmetros del modelo, y tal como
hemos visto en el primer capitulo de esta tesis, minimizando el ndimero de falsas alarmas debidas a
errores de modelado, y maximizando el niimero de fallos detectados a la vez que es posible detectar los
minimos fallos posibles teniendo en cuenta la incertidumbre existente en el modelo del sistema,
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Capitulo 12:
CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

12.1 Conclusiones Generales y Aportaciones de la Tesis

En esta tesis se ha presentado un nuevo algoritmo para la generacién de envolven(es a partir del modelo
del sistema con incertidumbre estructurada. La generacitn de envolventes es una de Fas posibles técnicas
para la generacion de umbrales adaptativos dentro de los métodos de deteccion robustos, y en concreto,

dentro de los métodos robustos pasivos.

Después de realizar un repaso al estado del arte tanto sobre los métodos de deteccién robustos como
sobre los métodos de gemeracion de envolventes podemos afirmar que el método de generacién de
envolventes propuesto en esta tesis es novedoso y ademads obtiene unas envolventes exactas, o bien, con
1a aproximacidn deseada por el usuario a diferencia del resto de métodos existentes hasta el momento.

El nuevo método de generacién de envolventes soluciona los problemas que padecen la mayoria de
métodos de generacidn de envolventes existentes y que son:

+ ¢l wrapping
el problema de las multiincidencias
e ¢] problema de los dptimos Iocales
s ¢l problema de la propagacion de la incertidumbre

todo ello gracias a4 que ¢l nucvo algoritmo tiene en cuenta que para que el método utilizado para Ia
generacion de envolventes no aumente la incertidumbre ya existente en ¢l sistema debe de partir siempre
del la incertidumbre existente en el estado inicial del mismo donde se supone bien conocida, o bien, si
no se parte del instante inicial partir de L muesiras hacia atris donde L es ia longitud de una ventana
temporal deslizante y su valor tal como se ha demostrado en esta tesis es del orden del tiempo de
establecimiento del sistema. Es decir, la ventana temporal debe capturar el régimen transitorio del
sistema. Al partir, por lo tanto, de L pasos hacia atrés el problema del wrapping, es decir, Ia inclusién de
estados espureos durante la generacion de las envolventes debido a la aproximacién en forma de region
hiperrectangular del espacio de estados posibles también desaparecers tal como se ha demostrado tanto

de forma analitica como mediante simulaciones.

El ﬁroblema de las multiincidencias y de tos 6ptimos locales se evita utilizando t€cnicas de optimizacion
globales que garantizan de forma rigurosa que se obtendra el 6ptimo global con la precision descada por

el usuario.

Al evitar por lo tanto el problema del wrapping, ¢l problema de las multiincidencias y el problema de los
Optimos Iocales también se evitard del problema de la propagacién de la incertidumbre, evitdndose la
produccion de envolventes inestables. La incertidumbre afiadida por el nuevo algoritmo estd controlada y
¢l usuario puede decidir que cantidad de incertidumbre admite en aras a mejorar ¢l tiempo de célculo.

La tesis ha supuesto en todo momento que el modelo del sistema que se estaba utilizando era el modelo

lineal y que los pardmetros entre instantes de tiempo se mantenian constantes aunque su valor podia no
ser conocida sabiéndose sélo que estaba acotado dentro de un intervalo.

12.2 Conclusiones sobre el Nuevo Algoritmo de Generacion de Envolventes

Después de realizar un repaso a todos los algoritmos existentes de generacion de envolventes en la
bibliografia se llega a la conclusién que ninguno de ellos obtiene unas envolventes correctas al cien por
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cien, todos los métodos tienen algdn punto débil. Ef método que presentamos ¢én esta iesis tiene la
ventaja de que puede llegar a producir las envolventes correcias y exactas utilizando una ventana
temporal suficientemente larga. Basicamente los dos puntos clave del nuevo algoritmo y que permiten
afirmar que el nuevo algoritmo puede generar unas envolventes correctas y exactas som:

+ ¢l no propagar la incertidumbre de um paso al siguiente sino el utilizar una ventana temporal que
permite si es suficientemente larga que el efecto de la incertidumbre de los estados al inicio de la
misma haya desaparecido al final de la misma, de la misma manera que desaparece el efecto de las
condiciones iniciales en el régimen permanente de un sistema.

e ¢l utilizar técnicas de optimizacion global que permiten explorar todo el espacio de valores de
pardmetros y estados asegurando que el valor de la envolvente calculada es el correcto.

Los aspectos que “a priorf” pueden mejorarse SOt

e ¢l tiempo de cdlculo del algoritmo puesto que al utilizar 1a ventana temporal y para sistemas de orden
superior la expresién de la funcidn objetivo puede alcanzar un tamafio dificil de manejar por los
solvers de optimizacion

» ¢l tamaiio de las expresiones a manejar y su complejidad puede llegar a hacer este nuevo algoritmo
intratable para sistemas de orden superior, aunque éste no es un problema especifico del algoritmo
que presentamos en esta tesis si no en general de todos los métodos de generacion de envolventes,
pero al trabajar con una ventana temporal este problema se agudiza puesto que 1as expresiones tienen
una longitud superior al tener que considerar los valores de los estados desde el inicio de 1a ventana

temporal.
12.3 Conclusiones sobre la Formulacién Matematica del Nuevo Algoritmo

Uno de los puntos fuertes del nuevo algoritmo de generacion de envolventes es que se ha conseguido una
formulacién matemética del mismo que ha permitido demostrar de forma rigurosa su correcto
funcionamiento a la vez que se ha conseguido determinar analiticamente uno de los parametros claves

del mismo: ia Iongitud de la ventana temporal.

Para realizar dicha demostracién lo que se han utilizado herramientas basicas de digebra. Basicamente,
1a formulacién matemadtica del nuevo algoritmo consiste en intentar demostrar que longitud de ventana

se debe utilizar para que:

s ¢n primer lugar, la incertidumbre del sistema debido al algoritmo de generacion de envolventes no se
propague de forma descontrolada generando unas envolventes inestables. A esta longitud de ventana
ia hemos denominada minima longitud de ventana estable.

¢ en segundo lugar, la incertidumbre del sistema no aumente mas de un cierto porcentaje respecto al
caso exacto, es decir, el caso en el que se utilizara una ventana temporal infinita. A esta longitud de
ventana la hemos denominado longitud de ventana casi estable para un determinado un incremento

de incertidumbre.

Las longitudes de ventana necesarias obtenidas a partir de la formulacion matemadtica del algoritmo de
generacion de envolventes se han utilizado sobre varios ejemplos de aplicacién comprobandose que
efectivamente dan los resultados correctos.

Intuitivamente, la longitud de la ventana correcta para producir unos resultados parecidos a los
obtenidos cont el método exacto parece que deberia ser del orden del tiempo de ecstablecimiento.
Recordemos que este tiempo representa el tiempo necesario que necesita ¢l sistema para que alcanzar
desde el dltimo cambio de consigna el 2% 6 el 5% del valor final. Efectivamente, en este caso la
intuicion se confirma al generalizar la formulacién del algoritmo a tiempo continuo. Obteniéndose, que
efectivamente la longitud de la ventana para obtener un resultado equivalente al obtenido con la ventana
de longitud infinita es del orden del tiempo de establecimiente, pero ademdés, se comprueba que la
longitud de ventana minima estable es del orden de la constante de tiempo del sistema, un resultado
nuevo que no se ha habia intuido, pero que se puede comprobar mediante simulaciones,
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12.4 Conclusiones sobre Ja Resolucion del Problema de Optimizacion asociado

Tal como hemos dicho al principio de este capitulo uno de los puntos claves del nuevo algoritmo es la
formulacién del problema de la generacién de las envolventes como un problema de optimizacion, de
forma que ¢l problema de generacién de envolventes se trasnforma en un problema matemadticamente
bien formulado, y la solucién del mismo permitird obtener las envolventes correctas. El problema es que,
si bien 1a formulacién del problema de optimizacion es simple pero a la vez sélida y rigurosa, incluyendo
todos los comportamientos posibles del sistema y representandolos de una forma compacta, la resolucion
del mismo no es tan simple. De entrada el campo de la Optimizacién ain es un campo en plena
investigacion, la mayoria de los métodos existentes sélo pueden garantizar que la solucion alcanzada es
un optimo local y no un dptimo global. Ello se debe a dichos algoritmos basan Ia bisqueda de la solucién
del problema de optimizacién en la bisqueda en el valor de la pendiente de la funcién objetivo obtenido
a partir de la derivada partiendo de un punto semilla. Por lo tanto, si se escoge incorrectamente ¢l punto
semilla tom4ndolo cercano a una solucién local, el algoritmo de optimizacion obtendra como solucién
dicha solucién local. Solo para el caso em que ¢l problema de optimizacion redna las siguicntes

propiedades:

+ funcién objetivo convexa
¢ region factible determinada por las restricciones también convexa

es decir, sélo para el caso de problemas de optimizacién convexos, para los cuales sélo existe una
solucién, y por lo tanto, la solucién local coincide con la global, los métodos de optimizacion clasicos
pueden garantizar que el 6ptimo alcanzado es el global. Sin embargo, ¢l problema de optimizacién que
aparece al aplicar el nuevo algoritmo de generacién de envolventes 1o es un problema convexo, puesto
que si bien la region factible es una regién convexa, se trata de un regién hipercabica, la funcion
objetivo no es general convexa puesto que se trata de una funcién lineal de tipo polinomio de varias
variables, que en general contendra coeficientes positivos y negativos.

Por lo tanto, 10s métodos de optimizacion clasicos basados en bisqueda local en el espacio de soluciones
no nos son itiles para la resolucién del problema de generacién de envolventes mediante el nuevo
algoritmo, puesto que podremos asegurar que los Optimos alcanzados se correspondan con Opltimos
globales, con lo cual se obtendrian envolventes incorrectas. Al alcanzar un Optimo local en lugar de uno
de global se estarian obteniendo unas envolventes subdimensionadas, perdiéndose muchos estados
posibles. Se ha debido, por lo tanto, recurrir a métodos que nos puedan garantizar de forma rigurosa y
con la exactitud deseada el Gptimo global, debiéndonos pues introducir dentro de una de las disciplinas
en la que en los dltimos afios la investigacién ha sido muy intensa, me refiero al campo de la
Optimizacién Global. Se trata de la disciplina que estudia métodos y algoritmos para determinar optimos
globales de problemas de optimizacién. Evidentemente las técnicas utilizadas son diferentes de las
utilizadas por los métodos de Optimizacion Clésica (Local). Existen dos grandes familias de técnicas: las
técnicas deterministas y 1as técnicas estocdsticas. En principio, en nuestro caso nos hemos centrado en
las técnicas deterministas pueso que son las tnicas que pueden garantizar de forma rigurosa que
alcanzardn el 6ptimo global, ain que el nimero de pasos necesario no se puede predecir, puesto que
depende del tipo de problema, Dentro de las técnicas deterministas existen también multitud de técnicas,
aungue una de las m4s utilizadas en la técnica de “branch ad bound”, que consiste en una busqueda
exhaustiva dentro de un 4arbol binario, del cual se van descartando casos a parlir de la realizacién de
pruebas sobre cada uno de los nodos para comprobar su factibilidad o infactibilidad como solucion del

problema,

El problema de optimizacin que aparece al utilizar el nuevo algoritmo de generacién de envolventes ha
debido, por io tanto, ser resuelto por alguna técnica de optimizacion determinista y basada en branch
and bound. Debido a la naturaleza del problema de optimizacién al que nos enfrentamos: funcion
objetivo no lineal y de tipo polinémico, este tipo de problema de optimizacién se conoce también como
problema de optimizacién geométrico. Los problemas de optimizacion geométricos aparecen en multitud
de problemas de ingenieria. En concreto, cuando los coeficientes de la funcién polinémica pueden tomar
valores positivos y negativos, el problema de optimizacién geométrico se denomina problema de
optimizacién signomial. Su solucién global es posible mediante ¢l algoritmo de Falk, basado en una
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biisqueda de tipo branch and bound sobre problemas convexos obtenidos mediante relajaciones sucesivas
del problema original, Cada uno de los problemas convexos obtenidos deben de ser resueltos mediante
un algoritmo de optimizacién cldsico. Se trata de un método que si bien garantiza que se alcanza el
éptimo global, su convergencia es muy lenta y ademés la complejidad de calculo es alta debido a que
cada uno de los problemas convexos deben de ser resueltos mediante la aplicacién de un algoritme de

optimizacién clasico.

El problema de optimizacién a resolver puede calificarse también como un problema no separable,
puesto que, si bien la funcién objetivo es no lineal, ésta es de tipo polinémico, ¢s decir, formada por
sumas de monomios. Cada uno de estos monomios es su vez una funcidn no lineal. Por lo tanto, Ia
funcién objetivo estd compuesta por la suma de funciones no lineales. Los problemas separables pueden
ser resueltos de forma global utilizando una aproximacién lineal a trozos de cada una de las funciones
no lineales, formuldndose un problema aproximado y lineal a trozos. Este tipo de problema se puede
formular como un problema de programacién entera mixta, que para resolverlo, se ha wiilizado, de
nuevo, el algoritmo de branch and bound sobre un conjunto de nodos, dada uno de ellos, representado un
posible problema de optimizacién lineal, que se podrd, por lo tanto, resolver como un problema de
programacién lineal. Este método es bastante adecuado para resolver el problema de generacion de
envolventes, ¢l problema estriba en preparar el problema a resolver linecalizindolo a trozos y
traduciéndole a un formato adecuado para que un solver de programacion entera mixta pueda resolverlo,
En cunanto al tiempo de resolucién del problema, una vez preparado es aceptable para problemas de

tamafio normal.

Un método alternativo a los métodos basados en la naturaleza del problema son 1os métodos que utilizan
el dlgebra de intervalos como método de acotacién del rango de la funcién junto con el algoritmo de
biisqueda branch and bound. Estos métodos de los cuales uno de los algoritmos m4s conocidos es el
algoritmo de Hansen, permiten oblener el éptimo global de la funcién objetivo del problema de
generacion de envolventes de una forma bastante répida y eficiente, siendo éste ¢l método que mejores
resultados nos ha proporcionado de los que se han probado. Asi mismo parece que en ¢l futuro la mejora
de este tipo de algoritmos continuard intentado aumentar su velocidad de convergencia y reduciendo €l
tiempo de cdlculo, introduciendo mejoras en el dlgebra de intervalos que tengam en cuenta la
interactividad entre las variables que hacen dicha dlgebra tenga tendencia a sobreestimar ¢l rango de la
funcién, utilizando procesadores en paralelo, etc.

Finalmente, s¢ ha propuesto plantear el nuevo algeritmo de generacién de envolventes como un
problema de satisfaccion de restricciones intervalares, Esta propuesta es muy atractiva puesto que ofrece
una formulacién del problema a resolver mucho méas compacta, puesto que el problema de generacidn de
envolventes de un sistema, se traduce en un tinico problema de satisfaccion de restricciones intervalares
cuya solucion a cada instante nos proporciona directamente el valor de las envolventes para cada uno de
los estados del sistema. En cambio, con las técnicas de optimizacion global anteriores se deberia resolver
dos problemas de optimizacion global para cada wno de los estados del sistema, uno para la envolvente
superior y otros para la envolvente inferior. Para resolver el problema de satisfaccion de restricciones
intervalares se utilizara el algoritmo de propagacion de tolerancia global de Hyvonen. Este algoritmo se
basa en la obtencién de una agenda de funciones solucion globales, que pueden ser resueltas
dependiendo de si son ciclicas o aciclicas, es decit, de si contienen o no multiincidencias con el
algoritmo de propagacién de tolerancia local o con un algoriomo de optimizacion global basado en
branch and bound y 4lgebra de intervalos. Los tiempos de cdlculo obtenidos con este método superan en
general a [os obtenidos con utilizando directamente los algotitmos de optimizacion global basados en

branch and bound y dlgebra de intervalos,

Después del estudio exhaustivo de técnicas de optimizacién levado a cabo a lo largo de esta tesis, si
tuviera que apostar hoy en dia por un algorimo de optimizacién global de entre los estudiados escogeria
el algoritmo de optimizacién global basado en branch and bound y 4lgebra de intervalos debido a su
mayor generalidad, prestaciones y velocidad de célculo obtenido, ademas su facilidad de utilizacién. Un
problema de optimizacién global tratado con este tipo de optimizador no precisa un tratamiento previo
tan complicado como el necesario en un algoriimo como el de programacion entera mixta. O al menos,
dicho tratamiento queda incluido dentro del optimizador,
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Un aspecto que todos estos métodos de resolucién del problema de optimizacion asociado al algoritmo de
generacién de envolventes tienen en cuenta es la precision con la que se desea obtener la solucion. De
ante mano el usuatio de dichos algoritmos puede fijar con que precision desca obtener el Oplimo
(maximo o minimo)} de la funcién objetivo. De esta forma se puede reducir la precision del resultado
para asi reducir el tiempo de cafculo, llegdndose a un compromiso entre ambos. Lo que si es evidente es
que a mayor precisién mayor tiempo de célculo. Recordemos que el algoritmo de gemeracitn de
envolventes debe de poder funcionar en tiempo real para poder ser itil como mecanismo de deteccién de
fallos, objetivo tltimo del mismo. Es por ello, 2 que podemos preferir no obtener tanta precision en el
resultado para reducir ¢l tiempo de cilculo, pero en todo, momento sabremos el resultado exacto dentro
de que franja se encuentra. Es decir, resultado final obtenido por el algoritmo de optimizacion nos
proporcionard para cada valor de la envolvente (inferior o superior) un intervalo de anchura dos veces la
precision fijada, que deberd de ser tenido en cuenta por el algoritmo de deteccion de fallos basado en la
envolvente. Esto significa, que el algoritmo de deteccién basado en la envolvente no debera comprobar
s6lo si 1a medida obtenida del estado del sistema estd dentro de Ia envolvenie sino que también si estd o
no dentro del intervalo asociado con la envolvente superior e inferior.

1 . \ :
0 5 10 15 20 25 30

Fig. 12.1 Envolventes con la franja de incertidumbre
debida a la precisién en la optimizacién

12.5 Conclusiones sobre la Integracion con Métodos de Diagnostico

Una vez las envolventes del sistema han conseguido ser generadas adecuadamente, estas envolventes
pueden ser utilizadas tal como se ha visto en los primeros capitulos de csta tesis como umbrales
adaptativos a utilizar en el momento de la deteccion. Segiin s¢ ha visto cuando se utiliza el modelo
incierto de un sistema para utilizarlo para detectar fatlos en el mismo, para que el método de deteccion
sea robusto frente a esta incertidumbre el método de deteccidn debe de tenerla en cuenta en ¢l momento
de realizar dicha deteccion. La incertidumbre puede ser tenida en cuenta en el momento de la generacién
del residuo, en este caso hablamos de robustez activa, o bien, en el momento de la comparacién del
residuo con €] umbral de deteccion, en este caso hablamos de robustez pasiva. Las envolventes al
utilizarlas como umbrales de deteccion constituyen por lo tanto un método de deteccion robusto pasivo.
Los umbrales de deteccion a utilizar para ¢l caso de utilizar modelos con incertidumbre dependen del
punto de funcionamiento del sistema, asi como de si el sistema en régimen permanente o ¢n régimen
transitorio, por lo tanto, no pueden ser umbrales fijos sino que deben ir cambio con el punto de
funcionamiento y con ¢l régimen del sistema. Dichos umbrales con estas caracteristicas son los que se

consiguen con las envolventes.

Asi mismo, al utilizar un método de diagndstico junto con el método de deteccion de fallos basado en las
envolventes dicho método de diagnéstico utiliza también umbrales para considerar a los residuos como
significativos y para medir los significativos que son. De entre estos métodos, uno de los més utilizados
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es el algorione DMP. Dicho aigoritmo contempla sdlo la fase de andlisis de los residuos, pero no
contempla ni su generacién ni su evaluacion. En este trabajo proponemos un algoritmo DMP mejorado
gue incluya los métodos de generacidn de residuos estructurados basados en ecuaciones de paridad,
como método de evaluacion de los mismos las envolventes y como método de diagnéstico el algoritmo
DMP pero utilizando como tolerancias a utilizar para evaluar el grado de significacion de los residuos la
tolerancia obtenida a partir de las envolventes.

La estractura del sistema de deteccion y diagndstico propuesto se muestra a continuacion en la Fig, 12,2,
En dicho diagrama pueden apreciarse tres bleques importantes: la generacién del residuo, la evaluacién
del mismo mediante la generacion de las envolventes y finalmente el diagndstico del fallo mediante el

analisis de una bateria de residuos estructurados.
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Fig 12.2 Diagrama de bloques del sistema de deteccién
y diagnéstico de fallos
12.6 Trabajo Futuro

Después de todos los temas abordados a lo largo de esta tesis han quedado muchos puntos abiertos que
podrén ser abordados en firturos trabajos de investigacion o tesis. De hecho en determinados aspectos,
como por gjemplo, en el tema de integracién del algoritmo de generacién de las envolventes con
algoritmo de diagnodstico Ia tesis sdlo ha apunto una posible via de integracion debiéndose de explorar
con mayor profundidad y rigor.

Dentro de 1os puntos que a mi entender merecen una mayor profundizacion son los siguientes:

+ obtencion de los modelos con pardmetros inciertos
integracion del algoritmo de generacién de envolventes con algoritmos de deteccién

s estudio del problema del ruido en los sensores

s correccidn de la prediccion efectuada por ia envolvente de los estados del sistema con medidas de
sensores

¢ estudio del algoritmo de deteccidon basado en la distancia al espacio de atractores en rcgimen
permanente

+ ¢l problema de trabajar con 1a incertidumbre a diferentes niveles: modelos, transformaciones, etc.

s mgjora del tiempo de cilculo del algoriano de generacién de envolventes mediante diversas técnicas.

e aplicaciones reales para validar y contrastar 10s resultados tedricos

¢ realizacion de benchmark con otras técnicas de generacién de umbrales adaptativos

A continuacién vamos a desgranar un poce cada uno de estos puntos:
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12.6.1 Obtencion de los Modelos con Parametros Inciertos

A lo largo de toda esta tesis se ha partido de la suposicién de que se disponfa de un modelo con
pardmetros inciertos. Pero las pregunta son: ;cémo sc ha obtenido dicho modelo? ;qué técnicas existen

para obtener modelos con parédmetros inciertos?

El tema del modelado de sistemas con pardmetros inciertos es atin hoy un tema abierto de investigacién.
Un primer enfoque posible a dar al tema es intentar generalizar {as técnicas de identificacién de sistemas
tradicionales basadas en criterios estadfsticos, bdsicamente en técnicas relacionadas con los minimos
cuadrados, para a partir de los resultados obtenidos por dichas técnicas obtener el modelo del sistema
con pardmetros inciertos. Puestc que dichas téenicas nos proporcionan para cada uno de los pardmetros
del sistema su valor medio y su desviacion estdndar, podriamos suponer que el modelo con pardmetros
inciertos se podria cbtener tomando como acotacién de la incertidumbre la desviacion estindar
proporcionada por los métodos de identificacion estadisticos. Las prucbas realizadas durante esta tesis
sobre esta forma de obiener los modelos con pardmetros inciertos han proporcionado resuliados
decepcionantes, puesto que los comportamientos del modelo aproximado obtenido engloban muchos mas
comportamientos que los reaimente cbservados.

Otra forma de atacar el tema de los modelos de sisternas con pardmetros inciertos es recurrir a técnicas
de identificacion deterministas.

12.6.2 Integracidn de la Generacion de Envolventes con Algoritmos de Diagndstico

Al final de esta tesis se ha realizado una propuesta de posible integracién del la generacién de umbrales
adaptativos mediante envolventes con algoritmos de diagnéstico para asf de esta forma desarrollar un
sistema de deteccion y diagnostico completo. Creemos que el estudio de tales tipos de sistema merece
una mayor profundidad para estudiar aspectos como: minimas fallos detectables, indice de fallos
perdidos, etc. Asi como comprobar mediante aplicaciones pricticas la bondad de este tipo de sistemas de
deteccion y diagnéstico de fallos compardndolos con otras estrategias ya sean basadas en modelos ya

sean basadas en el conocimiento.
12.6.3 Estudio del Problema del Ruido, Imprecision y Fallos en los Sensores

Un problema que siempre estd presente cuando tratamos de temas de deteccion de fallos es €l problema
del ruido e imprecision en 1os sensores. Sin embargo, sin bien se trata de un tema omnipresente nunca se
Ie dedica la atencién que creo que se merece estudiando comeo evitar o tener en cuenta en la medida de lo
posible su efecto, de forma que el esfuerzo que se realiza al (ener en cuenta la incertidumbre en el
modelo del sistema utilizando por gjemplo un umbral adaptativo generado obtenido a partir de las
envolventes del sistema no quede enmascarado por ¢l efecto del ruido e imprecisién en los sensores. Asi
mismo resulta interesante si el tema de deteccion de fallos en sensores debe ser tratado de forma
hardware mediante técnicas de redundancia fisica de sensores, 0 bien, es mds adecnado su tratamiento

mediante técnicas de redundancia software.,
12.6.4 Correccion de la Predicciéon de Ias Envolventes mediante Lecturas de Sensores

Durante la mayor parte de la tesis se ha considerado que 1as envolventes generadas a partir del modelo
del sistema con pardmetros inciertos no eran corregidas en ningdn momento por la lectura de los
sensores. En los capitulos finales se ha sugerido una posible forma de correccion de las predicciones de
los valores de los estados del sistema mediante lecturas de sensores disponibles en el sistema utilizando
la estructura de un observador. Creemos que esa es la via correcta puesto que ofrece mayor grado de
libertad al disefiador del sistema de deteccién de fallos que el de efectnar un reset completo de los
estados del sistema en base a Ias medidas obtenidas por los sensores. Creo que este tema deberia ser
objeto de estudio y sobre todo de experimentacién en aplicaciones reales,
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12.6.5 Estudio del Algoritmo de Deteccién basado en la Distancia al Espacio de Atractores

Al final del capitulo anterior se ha propuesto un nuevo algoritmo de deteccién basado en el cdlculo de Ia
distancia de los estados reales del sistema al espacio de atractores del sistema en regimen permanente y
su comparacion con la distancia tedrica a lo que dichos estados deberian encontrarse utilizando los
resultados obtenidos en el capitulo de dedicado a la formalizacién matemética del algoritmo de
generacion de envolventes. Este nuevo algoritmo de deteccidn debe ser considerado con mayor atencion
que la se ha dedicado en esta (esis, puesto que resulta un enfoque muy atractivo y puesic gue ademaés
consigue completar el enfoque de la deteccién realizada solo mediante las envolventes. Si se utilizan s6lo
las envolventes como método de deteccidn de fallos medidas de los estades del sistema que caen dentro
de las mismas no asegura la no existencia de fallo en el sistema, debido a que ia envolvente realiza una
aproximacion hiperrectangular del espacio real de estados posibles. En cambio, la deteccion basado en el
calcuio de 1a distancia al espacio de atractores es un indicador méas preciso de si el sistema se encuentra
0 no en fallo que la simple comprobacién de si los estados del sistema se encuentran dentro del

hiperrectangulo definido por las envolventes.
12.6.6 Mejora del Tiempo de Cilculo del Nuevo Algoritmo de Generacién de Envolventes

El nuevo algoritmoe que propone esta tesis creemos que proporciona unos resultados 1o suficientemente
buenos como para dedicar un mayor esfuerzo en la mejora del tiempo de célculo. Para conseguir dicha
mejora se proponen las siguientes estrategias a estudiar:

e Ifecto del tiempo de muestreo sobre Ia longitud de la ventana temporal. Tal como hemos visto a Io
largo de esta tesis la longitud de la ventana temporal ¢s una pieza clave para el buen funcionamiento
del algoritmo de generacitn de las envolventes. Pero existe un compromiso entre la longitud de la
ventana, €l tiempo de célculo y la incertidumbre afiadida a 1as envolventes generadas. Por lo tanto, la
reduccidn de dicha longitud sin afectar la incertidumbre incorporada a las envolventes es un objetivo

deseable. Una de las forma de reducir dicha longitud es la de utilizar un tiempo de muestreo mayor, .

Recordemos que en control digital existe una regla que nos indica la velocidad a Ia que debe
realizarse el muestreo para que el modelo obtenido sea el adecuado para realizar el control. Dicho
tiempo se obtiene como una fraccién del tiempo de subida del sistema, en concreto, 1a franja de

valores posibles es la siguiente:

tT tl’
- <T <L
15 4

i
El valor usual que se toma es T, = -14 Es decir, se toman unas diez muestran durante el ticmpo de

subida del sistema. Por otro lado, hemos visto que la longitud L de Ia ventana es del orden del tiempo
de establecimiento ;. Puesto que el tiempo de establecimiento es del orden 2,5 veces el tiempo de
subida t,, ¢llo implica que durante el tiempo de establecimiento se toman unas 25 muestras, con 10
cual la Jongitud de la ventana es del orden de 25. Si en cambio en lugar de tomar como tiempo de
muesireo 1a décima parte del tiempo de establecimiento toméramos la cota inferior de los valores
posibles, 0 sea, un cuarto ¢llo implicarfa que tendriamos cuatro muestras durante ¢l tiempo de subida
del sistema, o bien, aproximadamente, 10 muestras durante el tiempo de establecimiente. Con lo cual
la longitud de la ventana se reduciria hasta 10 muestras. L.os tiempo de cilculo obtenidos con dicha
longitud son mas que aceptables, del orden 33 ms para un sistema de segundo orden utilizando el
algoritmo de optimizacion global basado en branch and bound y dlgebra de intervalos,

e FEfecto de la aproximacidn hiperciibica del espacic de estados sobre la longitud de la ventana
temporal. Otra posible forma de reducir Ia longitud de la ventana temporal es intentar utilizar una
mejor aproximacion de la region de estados posibles. Recordemos que el efecto de la ventana
temporal es eliminar el efecto de los estados espiireos contenidos dentro de la caja hipercibica en la
que encerramos la regitn de estados posibles. Si en tugar de encerrar la regién de estados posibles en
una caja hipercibica utilizAramos un poliedro convexo que s¢ ajustara mejor a la regién real de
estados posibies, el niimero de estados espiireos a tener en cuenta por ¢l algoritmo de generacion de
envolventes seria menor, con lo cual su eliminacidén también serfa més ficil, reguiriéndose una
ventana temporal menor. Ademads recordemos que el efecto wrapping era provocado por encerrar la
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region de estados posibles mediante una caja hipercibica. Utilizando otro tipo de caja se podria
mitigar este efecto.

o Paralelizacion del algoritmo de generacidn de lus envolventes. Puesto que se deben de resolver dos
problemas de optimizacion diferente para cada estado del sistema, uno para la envolvente superior y
otro para la envolvente superior, ello implica que para un sistema de orden n se deben resolver para
cada instante de tiempo 2n problemas de optimizacién simultineos, que podrian ser llevados a cabo
por 2n procesados en paralelo. Por lo que acabamos de comentar, el algoritmo de generacidn de
envolventes se trata de un sistema facilmente paralelizable, puesto que ademais estos 2n problemas de
optimizacion son independientes entre si, con lo cual no existe penalizacién en el intercambio de
informacion entre los procesadores puesto que cada problema se puede resolver independieniemente

de los demas.

¢ Paralelizacion del algoritmo de optimizacidn global. Si utilizamos tal como hemos dicho el
algoritmo de optimizacién global basado en el algoritmo de branch and bound y dlgebra de intervalos
podemos pensar tambicn paralelizar dicho algoritmo. De hecho existen diversos estudios y tesis sobre
la posible paralelizacién de dicho algoritimo. Entre ellos 1a tesis de Leclerc [Lecierc92]. Con Io cual
tiempo en la optimizacion adn se reduciria mas.

12.6.7 Aplicaciones Reales para validar y contrastar los resultados tedricos y de simulacién

Después de todo ¢l trabajo prescntade en esta tesis resulta evidente que para acabar de validar y
contrastar los resultados fedricos y de simulacion se deberd proceder a aplicar el nuevo algoritmo de
generacion de envolventes junto con el algoritmo de optimizacién asociado sobre aplicaciones reales.
Recordemos que esta tesis nacié de una aplicacion real ¢l proyecto ESPRIT TIGER, donde se pretendia
detectar y diagnosticar fallos en tiempo real sobre un sistema complejor una turbina de gas, BEste
proyecto en la actealidad se estd continuando a través del proyecto TIGER 1L La idea de Ia de poder
aplicar este nuevo algoritno en ese nuevo proyecto y ademds contrastar este nuevo aigoritmo con ideas
provenientes de otros grupos como el de Lounise Travé del LAAS de Toulouse que estdn trabajando en ¢l
mismo proyecto utilizando sus propios enfoques de generacién de envolventes,

12.6.8 Realizacion de Benchmarks con otras técnicas de Generacion de Umbrales Adaptativos

Hemos visto que la generacién de envolventes es una forma posible de generacion de umbrales
adaptativos pero existen otras formas. De esta diversidad de enfoques para resolver el problema de la
generacién de umbrales adaptativos ha nacido la idea de realizar una comparacién entre dichos
enfoques. Para ello s¢ esta construyendo un ejemplo de sistema para poder realizar un benchmark este
las diversas técnicas de generacién de umbrales adaptativos. Inicialmente ya se estd realizando un
Benchmark entre nuestra técnica de generacion de umbrales adaptativos basada en la generacién de
envolventes con las técnicas de generacion de umbrales adaptativos propuestas por Frank y Ding

[Ding94].
12.6.9 Generalizacién del nuevo algoritmo a sistemas con modelos no lineales

Finalmente, la idea es intentar generalizar este algoritmo de generacién de envolventes para el caso de
que se utilice un modelo no lineal del sistema. En principio, las ideas de la ventana temporal y de Ia
optimizacion contintian siendo aplicables. Ahora se tratard de ver como intentar conseguir una cieria
generalizacidn en la obtencién de la funcidn objetivo, para poder tratar de wna forma m4ds o menos
uniforme cualquier sistema con modelo no lineal.
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