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ANEXO 1. PROTOCOLO DE LASENTREVISTAS

ENTREVISTA 1.

ENTREVISTA SEMIESTRUCTURADA PARA INDAGAR LAS ESTRATEGIAS
DE ENSENANZA UTILIZADAS POR EL PROFESORADO DE
MATEMATICA EN COLOMBIA

¢COMO ENSENAR EL CONCEPTO DE DERIVADA?

Objetivo: profundizar en algunos aspectos relacionados con la ensefianza del concepto

de derivada en bachillerato.

Partiremos del supuesto de que se desea ensefiar €l concepto de derivada a alumnos del
grado 11 en Colombiay que, para €ello, se ha dividido esta ensefianza en tres fases. una
de iniciacion del concepto, una de institucionalizacion (introduccion) del concepto y
otra de aplicacion del concepto. Se planteara entonces las siguientes situaciones para
cada una de las fases, y se redlizaran dos entrevistas como estrategia para facilitar la

dindmica de las secciones de trabajo con |os profesores.

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢Qué finalidades consideras que se persiguen con la ensefianza de las Matematicas
en la Educacion secundaria? ¢Consideras que es importante la Matematica en €l

curriculo de la Secundaria?

2. ¢En qué contexto educativo seria mejor introducir € concepto de derivada? ¢Desde

queé disciplina (asignatura) consideras que seria mejor introducirlo?

3. ¢Qué aspectos consideras que seria conveniente que e profesor/a tuviera presente a
lahoradeiniciar laintroduccion del concepto en el aula?



4. ¢Como se puede motivar alos estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?

5. ¢Cud eslajustificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir

el concepto de derivada? ¢Para qué sirve este concepto? ¢y atus estudiantes?

6. ¢Con qué conceptos previos debe estar familiarizado el alumnado antes de introducir
el concepto de derivada? ¢Qué modelos matematicos debe mangjar los estudiantes

para acceder a concepto de derivada?

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

7. A continuacion te presentamos dos definiciones del concepto derivada, extraidas de
los libros de texto més utilizados del grado 11 en Barranquilla, para que las valores y

comentes si |as consideras adecuadas para ensefiar alos estudiantes de este nivel:
LIBRO 1. “Definicion de Derivada”

“Seaf unafuncionrea. LaDERIVADA def esotrafuncion que simbolizaremos por f’
y tal que su valor en cualquier punto x = x de su dominio esta dado por laexpresion:
f(x+h) —f(X

)= im , Siempre que el limite exista’.
h—0 h

LIBRO 2: “Definicion dela Derivada de una funcion”

“Laderivadadef en x viene dada por:

' f(x+AX)— f(X)
F'(d= lim ————, Supuesto que existatal |imite.”
Ax—0 AX

LIBRO 3: “Definiciéon: Derivada de una funciéon”

Sea x un nimero del dominio de una funcion f, determinada por la ecuacion y = f (x).
Laderivada dey respecto a x, representada por dy / dx se define como:



£1(%) Ay f(X+Ax) - f(X)
X) = lim = |lim——————————— g oo ite”
A0 AxS0 Ax , Si el limite existe

8. ¢Cud piensas que es € significado del concepto derivada?
9. ¢Como introduces en clase € concepto de derivada?

10. ¢Qué opinas del uso de los aspectos histéricos y evolutivos en la ensefianza de los
conceptos mateméticos? Para el caso concreto del concepto de derivada que puedes

comentarnos, ¢Jo utilizas?

11. ¢Qué opinidn tienes acerca de la aparicién o no-aparicién de este concepto en los
textos de matematica de cualquier nivel educativo? ¢Crees necesaria su ensefianza en

el bachillerato? ¢Por qué?

12. ¢Qué gjemplos utilizas en clase para que los alumnos comprendan el significado del

concepto derivada? ¢Por qué?



ENTREVISTA 2/3

EVALUACION DEL CONCEPTO DE DERIVADA

FASE DE APLICACION DEL CONCEPTO:

Se tomaran como referente dos de los instrumentos que hemos disefiado en esta

investigacion, para orientar € didlogo con los profesores acerca de la aplicacion del

concepto de derivada. Los instrumentos son |os siguientes:

Evauacion sobre el concepto de derivada (examen) realizaday proporcionada por €l
profesor investigado.
Cuestionario disefiado por la investigadora: Evaluacion simulada por un profesor de

matematicas para evaluar la comprensién del concepto de derivada.
¢En qué situaciones particulares utilizas méas frecuentemente el concepto de
derivada o e célculo de la funcién derivada de funciones (calculo de velocidades,

razones de cambio, problemas de la recta tangente, etc)?

¢Qué aspectos del concepto derivada crees que necesariamente deben figurar en

una evaluacion de su aprendizaje?

¢COmo sabes que tus alumnos han aprendido el concepto de derivada?

Podriamos hablar de este examen que tu redlizaste...

¢Qué opinidn tienes de la evaluacion realizada por e profesor X sobre dicho
concepto, me explicas la respuesta que das a cada item?

Me puedes hacer algin comentario sobre las dificultades que crees que puedan

tener tus estudiantes al resolver este examen.

¢Cuales crees que son los posibles errores esperados?



ENTREVISTA 4

VINETAS SOBRE EL CONCEPTO DE DERIVADA

¢Qué es una derivada? Definelo o explicalo como desees.

I
¢Qué significa que laderivada de lafuncion y = x2 sealafunciony = 2x? Explica

y justificala solucion.

[
Usando solo una calculadora, puedes conseguir un método para calcular €l valor
aproximado de laderivadadef (x) =4*, en x = 2. Explicay justificalasolucion.

Y
Si tienes @ gréfico de la siguiente funcién:

a. Escoge la funcién derivada que le corresponde entre los gréficos de las

funciones representadas a continuacion:

P N %

L] [ . ]

b. Justifica la respuesta escogida y por qué la no-eleccion de las otras dos
opciones.




Observalas siguientes gréficas:

Grafical: Indica e punto de la gréfica donde |a pendiente de la recta tangente es
maxima (positiva) y € punto donde es minima (negativa). Indica también los

puntos donde es cero.

Gréficall: Indicae punto de la gréfica donde la velocidad del movil es méxima
(positiva) y € punto donde la velocidad del movil es minima (negativa). Indica

también donde vale cero.
Gréaficallll: Indicae punto de la gréfica donde la funcién crece mas deprisay €l
punto donde decrece més rapidamente. Indica los puntos donde la tasa

instantanea de variacion es cero.

Nota: Utilizalos siguientes indicadores para sefiaar |os puntos de las gréficas:

- Para valores mayores (0 de crecimiento més rgpido) —

- Para valores menores (0 de decrecimiento mésrgpido)  — D

- Paravalores nulos — @
VI

Aquiles tiene una velocidad doble que la velocidad de una tortuga. Si a iniciar la
persecucion la tortuga tiene una ventaja de 1 Km, ¢Alcanzara o no Aquiles a la
tortuga?

En caso afirmativo: ¢A qué distancia del punto de partida de Aquiles crees que

éste alcanzara alatortuga? Justifica tu respuesta.




ENTREVISTA 5

SOBRE LOSINSTRUMENTOSELABORADOSPOR EL
PROFESOR

Entrevista semiestructurada para discutir y ampliar la informacién que nos
proporcionaron los profesores mediante la elaboracion y construccion de los siguientes
instrumentos de la investigacion que han sido entregados y estudiados previamente a la
entrevista por parte de la investigadora. Esta estara condicionada a cada una de las
dudas que tengamos sobre los instrumentos proporcionados por los profesores, por
tanto, no hay un guién predeterminado sino que se construira dependiendo del caso de

cada profesor.

e Programacion de la asignatura de Matemética de 11°.

¢ Disefio delaunidad didacticadel concepto de derivada.



ANEXO 2.

TRANSCRIPCION DE LA ENTREVISTA 1: ENSENANZA DEL
CONCEPTO DE DERIVADA (FASES DE INTRODUCCION E
INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO)

Profesor A

I. DATOSDEL PROFESOR:
Titulacion: Licenciaturaen Mateméticay Fisica
Fecha de graduacion: 1974
Formacion continuada:
e Maestria en Educacion: Acciones pedagogicas (1993)
e Cursos doctorales en Educacion
e Cursos de formacion continuada ofrecidos por el MEN (actualizacion pedagdgica)

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢Qué finalidades consideras que se persiguen con la ensefianza de las Matematicas
en la Educacion secundaria?

R/: Bueno yo creo gque la matematica es una disciplina que forma mentalmente a la
gente, no solo la matematica sino las otras disciplinas también, pero por la misma
natural eza que tiene la matematica ensefia al os estudiantes a tener un proceso 16gico,
yo diriague limpio de lo que es pensar, tener una buena organizacion de las ideas, de
lo que es tener una buena estructura, un orden, una deduccion, principios... O seala
matematica por sus propias caracteristicas es muy ordenada y contribuye con otras
ramas, a mi manera de ver, que los estudiantes tengan buena capacidad de
pensamiento.

2. ¢Consideras que es importante la Matematica en el curriculo de la Secundaria?

R/: Por supuesto, es importantisima porque como te decia, uno de los objetivos en
general, y en la matemética particularmente cuando se educa a estudiante es que
tenga una buena formacion cognoscitiva, es decir en e conocimiento, en su éticay
en la estética. Y las mateméticas a mi manera de ver, estudiando todo el desarrollo
histérico de ella persiguen estos tres principios.

3. ¢En qué contexto educativo seria mejor introducir e concepto de derivada? ¢Desde
gué disciplina (asignatura) consideras que seria megjor introducirlo?

R/: Bueno, yo pienso que la derivada tiene mucha relacion con el mundo, o sea aunque
esté en € contexto de la matematica no es ajeno a que la derivada se haga en €l
campo de lafisicao en e de laquimica o en laeconomia o en el campo de la misma
vida corriente... Yo normalmente cuando ensefio comienzo preguntédndole a los



estudiantes qué creen ellos que es una derivada y posteriormente en la medida en la
gue ellos van soltando sus ideas iniciales se van encontrando con alguno g emplos, y
podemos llegar en las conversaciones a ver que su propio desarrollo corporal, fisico
y mental es una derivada.

E: ¢Qué tipo de respuestas encuentras cuando indagas las ideas previas de los
estudiantes?

Bueno, hay desde muy elementales, desde muy nocionales a encontrar algunas
definiciones o ideas de ellos mas estructuradas. Por g emplo, que algun estudiante
puede decir que la derivada es una razon de cambio e inclusive dan algin gemplo...
Bueno yo entiendo que como mis estudiantes han visto previamente el concepto de
velocidad y el de pendiente en afios anteriores... estos conceptos les sirven de
referencia... bueno eso supongo... que les ayuda...

4. ¢Qué aspectos consideras que seria conveniente que €l profesor/a tuviera presente a
la hora deiniciar laintroduccién del concepto en el aula?

R/: Yo creo que comenzar con lo que los estudiantes conocen del tema... con sus ideas
iniciales o preconcepciones y a partir de alli con ellos ir construyendo € concepto.
Ahora como prerrequisitos matematicos entiendo que deben mangjar el limite, tener
unaideadel limite por o menos intuitivamente, deben conocer la pendiente, esto me
parece que es basico y tener algunos eemplos de relaciones, desde relaciones
aritméticas mas sencillas hasta relaciones aplicadas en e mundo de la quimica como
por ejemplo la densidad, por ejemplo la velocidad en lafisica.. ademés el manejo de
la recta, de la funcién lineal porgue esto le va ayudar bastante a tener un concepto
mas estructurado cuando se llegue a las definiciones mas formales de la derivada.

5. ¢COmo se puede motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?

R/: Yo creo que hay que crear un ambiente de confianza en los estudiantes, porque si
bien es cierto de que se estd hablando de un concepto formal en el campo del célculo,
pues se debe comenzar con cosas muy relacionadas de la vida corriente y se
aprovechan entonces los conceptos que ya mangjan como de pendiente y de
velocidad; ademas relaciones como ofertay demanda, que estas cosas |e permitan ver
al estudiante mas el concepto antes de formalizarlo.

6. ¢Cudl eslajustificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir
el concepto de derivada? ¢Para qué sirve este concepto? ¢ Y a tus estudiantes?

R/: Yo diria que se puede responder desde dos puntos de vista, desde la cotidianidad y
desde fenébmenos de la vida que ayuden a entender la derivada como una razén de
cambio... ahoralo otro desde un punto de vista formal, y la justificacion es tener que
decir que hay situaciones que requieren de un calculo muy refinado y necesitan
calculos anivel micro, muy puntualesy que hay veces se necesita ir desde un valor x
auno Ax... y entonces solo la derivada en un puntito que casi no se ve, pero ya desde
el punto de vista cientifico y formal, se necesita un limite que es €l que da la
derivada... Esarazon de cambio yaanivel diferencial.

7. ¢Con qué conceptos previos debe estar familiarizado e alumnado antes de
introducir el concepto de derivada? ¢Qué model os matematicos debe manegjar 1os
estudiantes para acceder al concepto de derivada?

R/: En €l previo... me parece que un concepto importante es e de pendiente... ahora
dentro del mismo curso previo € concepto de limite, me parece también que las



aproximaciones numericas para calcular la variacion de un punto a otro cuando la
distancia se hace cada vez mas pequefia es también necesaria. Ahora las funciones
por supuesto y del dominio de la funcién.

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

8. A continuacion te presentamos dos definiciones del concepto derivada, extraidas de
los libros de texto mas utilizados del grado 11 en Barranquilla, para que las valores
y comentes s las consideras adecuadas para ensefiar a los estudiantes de este nivel:

LIBRO 1: “Definicion de Derivada’

“Seaf unafuncién rea. LaDERIVADA def es otrafuncién que simbolizaremos por
f’ ytal que su valor en cualquier punto x =X de su dominio esta dado por la
expresion:

f(x+h) — f(x

)= 1im , Siempre que € limite exista’.
h—0 h

LIBRO 2: “Definicion dela Derivada de una funcion”

“Laderivadadef en x viene dada por:

f(x+ M%) — f(X)

)= jim ————— ' imite”
Ay Ax , Supuesto que existatal limite”.

LIBRO 3: “Definicion: Derivada de una funcion”

Sea x un numero del dominio de unafuncion f, determinada por laecuaciony = f (x).
Laderivada dey respecto ax, representada por dy/dx se define como:

() Ay f(X+AX) - (X
X = Im —_— = Im -_— 1 1 1 1 X
A)(l_)oAX AXI_)O Ax , Si @ limite existe

R/: Indiscutiblemente |as que aparecen aqui son la definicion formal de la derivada, tal
como estan agqui formalmente me parecen bien y yo las he utilizado, de pronto s
algun reparo tuviese que hacerle es a la cuestion metodolégica, es que no debe
comenzarse con esta definicion, ya esto 1o mencioné antes, porque de pronto el
estudiante no llega a entender ese f (x +h) — f (X) enseguida. Pero es eso, pero me
parece interesante que se tenga bien claro lo que significa la derivada en todas sus
acepciones y, pues éstas que me presentas son € modelo matemético de la derivada.
Normalmente he visto que |os estudiantes se familiarizan més, en cuanto a simbol os,
con e f (x + h), me parece que le da como més facilidad a la hora de entender el
concepto porque cuando ven e Ax parece que fuera distinto, yo no encuentro la
razon todavia pero tienen mayor dificultad para comprender. Entonces hay que
estarles haciendo siempre algunas aclaraciones sobre eso, aunque cuando se les
explicalo que es un Ax y las diferencias que hay con el diferencial dx entonces ellos
ya comprenden, pero claro esto con alumnos de ingenieria porque en € bachillerato
solo lo defino con h. Para explicar 1o hago poniendo el ejemplo del mundo macro y
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el micro, ambos se explican en términos de diferencias pero el Ax hace referencias a
diferencias en el mundo macro perceptible, mientras que el dx hace referencia a
diferencias infinitesimal es imperceptibles del mundo micro o cientifico.

9. ¢Cuédl piensas que es € significado del concepto derivada?

R/: Yo creo que la derivada es una razén de cambio, fundamentalmente yo la veo como
una razén de cambio entre variables, ahora mateméticamente también podria
decirte que es un limite. O sea la derivada yo la veo para que mis estudiantes la
comprendan como una razén de cambio entre variables.

10. ¢Coémo introduces en clase €l concepto de derivada?

R/: Yo iniciadlmente siempre arranco de l0s conceptos previos porgue me parece que
desde el fundamento constructivista es una manera de ir sacando a los estudiantes
gue creen ellos que no saben nada de un concepto, y entonces es interesante
explorar las nociones y las preconcepciones gue tienen y ademas porque
histéricamente fue asi, las cosas no salieron ya acabadas sino que se fueron
construyendo dialogando... Puede que sea un poco més lento pero el estudiante
entra en un ambiente de méas dinamica y de mayor confianza, y una vez con los
gemplos de unos y de otros ya se empiezan a hacer preguntas, porgue es una clase
més de tipo socratico es decir de preguntas que orienten, de contra preguntas, de
darle la oportunidad a estudiante para que se vaya desenvolviendo y luego
atacarlos a preguntas para que el concepto se vaya clarificando siempre con muchos
giemplos de la vida practica. Y después ya si entramos a formalizar €l concepto a
través de otras actividades como lectura previa en € libro de texto, es més, el
mismo texto este que seguimos tiene esa vision de que e estudiante debe ir
construyendo sus ideas a partir de ciertas exploraciones hasta llegar pues a la
formalizacion por parte mia o del propio libro de texto. Ahora me he encontrado
con casos de estudiantes muy aventajados porque en los cursos hay mucha
heterogeneidad entre el alumnado, entonces con los que estan mas avanzados yo
trato de hacer un poco de lo que plantea Vygotsky con la zona de desarrollo
proximo, o sea de retarlos con lagunas situaciones mas compleas, por encimade lo
gue ellos conocen, para ver qué responden y después entramos a formaizar las
respuestas dadas. Pero en general lo introduzco con casos concretos de lafisicay de
la economia para después ya entrar a formalizar el concepto, pero nunca arrancar
con la definicién formal. Las situaciones muchas veces las saco de los mismos
textos y otras de mi propia experiencia. Y como te digo nunca comienzo por la
definicién, porque alguna vez 1o hice y los alumnos pueden hasta memorizar €l
concepto pero sin llegar a comprenderlo, en cambio con lo de proponer ejemplos
gue ayuden a dar significado el concepto, € aumno puede llegar no s€ s a
comprender el concepto pero si aver su significado en otras cienciasy en lavida. Y
luego puesya si se entra a la interpretacion geométrica de la derivada a la parte de
la representacion gréfica tradicional del paso de la recta secante a la tangente y en
algunos casos si es factible utilizamos la calculadora grafica para ver viendo
visualmente €l proceso del cambio... Lo que ocurre es que todavia no hemos hecho
masivamente e uso de software porque se cree en € medio que uno le esta
haciendo propaganda a las multimedia, y que estamos haciendo negocio con €llas,
pero como muchos estudiantes ya tienen calculadora entonces yo aprovecho y las
usamos en clase. Y luego de la representacion geométricay de lafisica, pues ya se
entra a la definicion formal de la derivada hasta ya entrar al algebra de la derivada
como te lo indico en la unidad didéctica
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E: Tengo una pregunta que hacerte para ubicarme un poco mas, ta primero
planteas la necesidad de indagar las preconcepciones, luego dices que hay una
exposicion del profesor sobre la interpretacion y definicién de la derivada y nos
remites al libro de texto, entonces, ¢qué papel juega €l libro de texto a la hora de
disefiar unidad didactica y proponer lastareasy situaciones?

R/: Es un medio, un medio mas para hacer una interaccion entre el profesor,
estudiante y el saber. Como igualmente puede darse una conferencia o un articulo o
gercicios escritos por € profesor, pero en general lo uso para mediatizar el
conocimiento. Ahora hay otra cosa es que esto se hace o se trabaja en dos niveles,
yo trabgjo con mis alumnos a nivel individual y a nivel de grupo, porque €l de
grupo me parece interesante porque los mismo estudiantes reconocen que aprenden
mejor en grupo, claro aqui hay que aclarar que este trabajo en grupo hay que
combinarlo con € trabgjo individual previo, porque s se dega todo en grupo
entonces |os estudiantes |o manipulan y quieren estar siempre en e mismo grupo y
se acomodan. Y hay que variar mucho, hacer grupos con diferentes criterios por
competencia, por rendimiento, sexo, etc. Y la otra es centrarnos en e trabajo
individual.

11. ¢Qué opinas del uso de los aspectos histéricos y evolutivos en la ensefianza de los

R/:

conceptos matematicos? Para €l caso concreto del concepto de derivada que
puedes comentarnos, ¢lo utilizas?

Esto es muy importante porque asi e estudiante se da cuenta como se dio
histéricamente el desarrollo de los conceptos y de los procesos, una de las cosas
gue mas me llama la atencién es que la historia de un concepto matematico ha
pasado en algunos casos muchos siglos, y en la escuela para enseflar esa clase a
Veces no ocupamos ni dos o tres sesiones en darlo, entonces la historia sirve para
gue €ellos se den cuenta de ese aspecto dindmico de la construccion del
conocimiento y entre otras cosas para que poco a poco vayan entrando en eso del
epistemol ogia del saber que es eso, su qué, su cOmo, su para qué, cuaes problemas
y su historia; y por otra parte también la historia da pie para que ellos también vean
gue estas personas en un tiempo con sus limitaciones construyeron |os conceptos,
algunos fueron muy brillantes, otros més bien luchadores y perseverantes, en fin
pero es un aspecto muy importan. Ahora para e caso concreto de la derivada a
veces se presenta la historia del concepto através de una lectura corta que aparece
en € libro de texto y que después pido que amplien por investigacion.

12. ¢Qué opinion tienes acerca de la aparicion o no-aparicion de este concepto en los

textos de matematica de cualquier nivel educativo? ¢Crees necesaria su ensefianza
en € bachillerato? ¢Por qué?

R/: Bueno esa ha sido una polémica, yo creo que €l problema no estd en qué aparezca o

no, sino en el tratamiento que se da del concepto. Yo si pienso que hay que situarse
en e contexto de los estudiantes y de pronto derivada uno puede dar hasta en €°,
pero depende de como se introduce, pues seria violento dar en 6° la derivada como
un limite pero hay mucho g emplos a ese nivel que podrian acercarlos a concepto.
Me parece que lo que hay que hacer es mangjar todos esos conceptos a nivel
estructural y poder introducirlos desde la pre-escolar y cada cual de acuerdo al nivel
se va introduciendo. Yo pienso que e problema es cuando se centra en el proceso
més algoritmico, a aspecto més formulistico y todo este truco matemético, pero es
gue si el concepto se dota de significado es interesante e importante que aparezca
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en €l curriculo de bachillerato. Y la reflexién seria con qué didéactica abordar ese
tema en ese nivel, con qué representacion, y contextualizarlo bien, y yo creo que no
habr& problemas.

13. ¢Qué gemplos utilizas en clase para gque los alumnos comprendan €l significado del

concepto derivada? ¢Por qué?

R/: Bueno ya lo he dicho no con la velocidad, €l costo marginal y en genera con

situaciones que involucren razon de cambio entra variables.

Profesor B

|. DATOSDEL PROFESOR:
Titulacién: Licenciaturaen Mateméticay Fisica
Fecha de graduacién: 1987
Formacion continuada:

Especialista en Ensefianza de las Ciencias Natural es (1994-1996)

Diplomado en Metodol ogia de Investigacion Pedagdgica (2000)

Cursos de formacién continuada ofrecidos por el MEN (actualizacién pedagdgica)
Autoformacion

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢Qué finalidades consideras que se persiguen con la ensefianza de las Matematicas
en la Educacion secundaria?

R/: A ver me vas a ser pensar asi en serio. Bueno nosotros orientamos un proceso de un
plan de area donde visionamos las matematicas que se trabagjan en todos los grados
de secundariade 6° a 11°. Y entonces, buscamos ali por g emplo:

Primero, que el estudiante pueda tener una cierta autonomia en el manegjo de un
conocimiento matemético. O sea que sienta é como cierta seguridad para
manegjarlo y hasta cierto nivel.

También otro es desarrollarles un pensamiento |6gico y la critica. Otra cuestion es
el andlisis y mangjo de los algoritmos de una manera no mecanica, o sea que €l
estudiante comprenda porgue cuando esta multiplicando degja un espacio. Por qué
lo debe hacer.

Otra cosa también importante es el manegjo del lenguaje y simbologia matemética,
gue le haga una interpretacion a ella. En doble via, del lenguge normal al
matemético y viceversa.

Y €l otro seria é mangjo de ciertos modelos mateméticos, bueno para que
resuelva problemas. Distintos problemas que puedan presentarseles de pronto en
Fisica, en Quimica o en las mismas Mateméticas.

2. ¢Consideras que es importante la Matematica en €l curriculo de la Secundaria?

R/: Claro que si es fundamental. O sea nosotros hablamos de educacion para la vida,
bueno digamos para la vida en € sentido de que el estudiante se pueda desenvolver
sin ir a una universidad, es decir, que s é necesita montar un negocio é necesita
manejar mateméticas. Entonces si va a una universidad, entonces necesita mangjar la
matematica en todos los frentes que vaya estudiar, yo diria que en todos los frentes.
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3.

Si va escoger por ejemplo la medicina. Yo me quedé maravillado por ejemplo de la
Fisica que debe conocer el médico, una fisica que es un bloque, Fisica aplicada y
bueno ese estudiante para mangjar Fisica debe mangjar las Mateméticas, manejar
Trigonometria, debe mangjar Calculo. Si va estudiar por ejemplo Electricidad en una
escuela técnica, ese estudiante va necesitar de conocimientos de la Fisica también por
tanto va necesitar de la Trigonometria, del Algebra, del Céculo. El abogado de la
Logica matematica... ES que yo pienso que si é va a ser o un profesional o un
tecndlogo o un negociante tiene que conocer mateméticas.

¢EN qué contexto educativo seria mejor introducir el concepto de derivada? ¢Desde
qué disciplina (asignatura) consideras que seria mejor introducirlo?

R/: Bueno yo diria que yo no veo como una sola asignatura... Y0 veo dos asignaturas,

4.

muy pero muy entrelazadas y que por lo general las separamos. Es el caso de la
Fisica con la Matematica. Eh... Yo he venido analizando en €l caso de la Fisica que
se trabgja en 10° alli hablamos de la velocidad media y € estudiante o que ve
normalmente es velocidad instantanea. En este caso en ver larelacion entre variacion
media y velocidad media; y luego ver variacion instantanea con velocidad
instantanea... Y esto es una relacion directa entre 1o que se trabaja en Fisica con o
gue se trabaja en Matematica. Yo le llamo variacién media y variacion instantanea
hay quienes le llaman razén de cambio o tasa de cambio. Yo le llamo variaciéon y
utilizamos eso en € triangulo en el delta gue simboliza la variacion y 1o hago con ese
término variacion, de cuanto a cuanto varia o cud es el intervalo de variacion.
Entonces vemos muy enlazados esas dos asignaturas. Eh... como €l estudiante trabaja
en 10 en Fisica, eso |o retomamos en 11° en Matematicas, paraintroducir €l concepto
de derivada y estudiar velocidad instantanea desde otra perspectiva desde la
perspectiva de |a derivada. Porque en 10° se estudia la velocidad y se centra en las
féormulas de la cinemética 'y yo creo que e estudiante muestra en su aprendizaje de
10° de Fisica puede ser bueno y que les sirve de muy buena base para introducir y
desarrollar € concepto de derivada en 11°.

¢Qué aspectos consideras gque seria conveniente que el profesor/a tuviera presente a
la hora deiniciar laintroduccién del concepto en el aula?

R/: Yo tediriaque & profesor debe tener pendiente o revisar que los estudiantes tengan

5.

unos ciertos fundamentos, ciertos fundamentos... por ggemplo, un manejo del dlgebra,
gue € alumno maneje bien la variacién de una funcién, la variacién mediay gue €é
maneje bien e concepto de pendiente de una recta, vy las funciones sus graficas, sus
ecuacion. Que € estudiante maneje |0 anterior con bastante claridad vy fijate td, que
en Fisica nosotros trabajamos magnitudes directamente proporcionales y trabajamos
la ecuacion de la recta y eso también [o retomamos aca en mateméatica de 11° para
introducir |a derivada, 0 sea que habria gue hacer una parte inicia de recordar de
esos aspectos de la pendiente de la recta 'y su grafica, la grafica de una funcién. Yo
insisto en la gréfica porque es como visualizar una parte de conocimiento de pronto
gue esta abstracto y entonces a partir de ella que analice e interprete |0 que sucede
por elemplo con magnitudes directamente proporcionaes. Es decir que no es sdlo
suficiente € calculo de la pendiente, sino que también interprete también la gréfica,
interprete esa pendiente.

¢Como se puede motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?

R/: Bueno, uno retomando lo que vieron €l afio anterior en Fisica, o sea é dice aqui yo

voy atrabgar en algo que ya yo conozco. Dos, el aspecto historico y la aplicabilidad
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6.

de este concepto. Eh... del aspecto histérico gue los estudiantes alli tengan un
conocimiento de cémo transcurrié en la historia, entre |os grandes matemati cos cOmo
se construyd y desarrol|6 ese concepto de derivada y donde se aplica ese concepto de
derivada para €l bienestar del hombre. Entonces yo pienso que estos son aspectos
fundamentales para gue él se motive.

¢Cual eslajustificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir
el concepto de derivada? ¢Para qué sirve este concepto? ¢ Y a tus estudiantes?

R/: Cuando se le habla a los estudiantes de aplicabilidad del concepto en lavida diaria,

7.

ya se le est4 diciendo para qué sirve este concepto. Lo otro es que cuando nosotros
comenzamos a hacer un calculo numérico de una variacion instantanea, eso es algo
engorroso, ir _reduciendo un intervalo hasta cero, hasta muy préximo a cero...
Entonces eso es algo muy engorroso, y gue €l estudiante encuentre, se dé cuenta de
gue hay otro procedimiento mas agil y mas répido y fécil de hacerlo, entonces se les
dice bueno agui esta la importancia de esto de |as reglas de derivacion... Pero claro
sin descuidar 1o grafico, gue también es muy importante la interpretacion gréafica de
la derivada y de la funcién derivada. Ademés de esa gran aplicabilidad que tiene en
Fisica como yalo dije, en Geometria, Quimica, etc. Aqui también desde €l punto de
vista del procedimiento, de gue un procedimiento demasiado engorroso como €s €l
del cllculo numérico, eso de hacer las diferencias, las divisiones cada vez mas
pequefias, las aproximaciones. El va ver un procedimiento f&cil, répido y &dil,
entonces vaaver ahi lagran aplicabilidad y porque es necesario esa derivada.

¢Con qué conceptos previos debe estar familiarizado el alumnado antes de
introducir €l concepto de derivada? ¢Qué modelos matematicos debe manejar los
estudiantes para acceder al concepto de derivada?

R/: De conceptos previos de |os estudiantes, ya te he comentado algo... Yate hablé dela

pendiente, las variaciones medias e instantaneas, es decir |as variaciones en general.
Lo anterior seria basicamente. Hay otros 0 muchos matematicos gue introducen la
derivada desde el limite, pero yo |o hago desde una manera que muchos me dicen
osada y terca, o que pasa es que yo veo gue ese limite le complica mucho lavida a
los estudiantes, entonces si_hay otra forma de introducir la derivada que es por la
variacion, que € vea por eiemplo, que por ejemplo S te quieres aproximar a dos |o
puedes hacer tanto como se quiera por laizquierday por la derecha, y que si este lo
estamos aproximando por la izquierda por gemplo tomamos: 1,1... 1,9; 1,99;
1,9999... Viendo que esto se estd acercando cadavez a 2 y que practicamente va a ser
g 2.

E: pero entonces, ¢ta utilizas el concepto de limite o no?...

R/: Bueno si, pero 1o hago més como una idea intuitiva de limite, exacto! Ya eso |o
hariamos y entonces fijate comenzariamos a trabajar enseguida con la variacion
media, si hablandoles de velocidad media, hablandoles de pendiente. Retomaria fijate
aqui una situacion que la estaba pensando, €l de la funcion cuadréticay = x2; el de
un cuerpo que esta cayendo porque es que ellos ya lo estudiaron en Fisica de 10°, un
cuerpo en caida a través de una tabla de valores de altura y tiempo y ellos podréan
deducir la una ecuacion. Es decir que yo no les daria la ecuacion de la situacion
problema sino gue la deduciran de una tabla de datos. Es decir que no s6lo me gusta
trabajar con la ecuacion y a partir de ella e gréfico, sino que también € alumno a
partir de una tabla deduzca la ecuacién o de una situacion problema etc. Una cosa en
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laque quiero insistir de gue esa tabla nos permite ir hacia muchos lados por g emplo
buscar la ecuacion de la velocidad, la gréfica, nos permita hacer el célculo de la
velocidad mediay luego hacer el célculo de lavelocidad en un punto, en un instante.

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

8. A continuacion te presentamos dos definiciones del concepto derivada, extraidas de
los libros de texto mas utilizados del grado 11 en Barranquilla, para que las valores
y comentes s las consideras adecuadas para ensefiar a los estudiantes de este nivel:

LIBRO 1: “Definicion de Derivada”
“Seaf unafuncion real. La DERIVADA def es otra funcion que simbolizaremos por
f’ y tal que su valor en cualquier punto x = x de su dominio estd dado por la
expresion:

f(x+h)—f(X

lim , Siempre que € limite exista’.
h—0 h

f1(q =

LIBRO 2: “Definicion dela Derivada de una funcion”

“Laderivadadef en x viene dada por:

% f(x+AX)— f(X)
X — . _— H 4 H 77
lim , Supuesto que existatal limite”.

LIBRO 3: “Definicion: Derivada de una funcion”

Sea x un numero del dominio de unafuncion f, determinada por laecuaciony = f (x).
Laderivada dey respecto ax, representada por dy/dx se define como:

. Ay f(x+Ax) - f(X)
' =" 1lim o Nim T Sidl limite existe.
AX=>0 Ax—>0 AX

R/: Es que aqui normalmente no se utiliza una, pero yo veo de pronto, este limite debe
existir para poder hablar de derivada. Bueno, entonces yo aqui hablaria de una
variacion en caso de la nimero 2, de pronto esta por lo que tenemos la variacion de
la variable x. Pero aqui, fijate tu si de pronto nosotros interpretamos la nimero 1.
Este h, esta representando este deltay agui tenemos en el numerador de esta fraccion
la variacién de la funcidn. Es gue hay una similitud... aqui nos hablan en € 3 de
AYIAX, € Ay serefierealavariacion delafuncién y € Ax lavariacién de lavariable
X, que es similar a estala nimero 2... Pero yo utilizo o0 me doy mas con la nimero 2
porgue en la tercera los estudiantes no entienden este cociente Ay/AX 0 €S menos
complicado para mi_de explicarlo... Pero me gusta la 2 porque se explicita en un
lenguale matematico la variacion de la funcién cuando varia la variable

independiente.

9. ¢Cual piensas que es € significado del concepto derivada?

R/: El significado del concepto de derivada... Bueno ese significado... (risas)... Es...
Podiamos pensar que es... es la pendiente de |a recta tangente a una curva en un
punto... en un punto... perfecto... Pero otra cosa... entonces te decia que es la
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pendiente de |a recta tangente a la curva en un punto o también puede tomarse como
la velocidad instantanea de un cuerpo en un tiempo fijo... en un instante... En general
yo diria que es larazén de cambio entre dos magnitudes... Y 1o mejores eiemplos son
los anteriores...

10. ¢Como introduces en clase el concepto de derivada?

R/: Bueno, te comentaba que primero retomamos unas situaciones que se estudian en
Fisica de 10°, que son a partir de unas situaciones de posicién tiempo... con una
situacion precisa no... entonces entramos a estudiar la velocidad media y
analizamos alli y hacemos hincapié en lo de la variacion... méas bien un recordar
sobre la variacién de posicidn con respecto a tiempo, paralavelocidad media...

E: Pero gercicios como cual por gemplo... que tipo de gercicios me intentas
ilustrar...

R/: Bueno gjercicio como e que te planteo aqui (Ver unidad didactica)... de un auto
gue recorre cierta distancia en cierto tiempo... y se puede trabgjar a partir de una
tabla de datos y se hace alli un gréfico... si primero se hace € gréfico... después
deducimos las pendientes, se hace célculo de desplazamientos, célculo de distancias
y calculo de velocidades medias...

También trabajamos con la pendiente de |a recta tangente. Te hablé de lafuncion y
= X2, que es una funcion facil y muy accesible para los estudiantes... para que €l...
comprenda qué significa el cuadrado, su grafica, cdmo es... que es una pardbola y
es mas facil e trabajo con esta... Bueno quizas hay otras pero que uno no estudia...
Y otro aspecto que tomamos otra situacion es la de un cuerpo cayendo ali... que es
la de un cuerpo cayendo que ya ellos lo han estudiado en Fisica de 10°... Se le
presenta la situacién problema a partir de los datos registrados en una tabla, luego
gue elos hagan identificacion de variables y asi para que ellos deduzcan la
ecuacion, luego se les pide que hagan una graficay después que estudien y calculen
la velocidad media y la velocidad instantanea. Alli se trabaja con... como esto
también le dara de gréfico una pardbola también, se trabaja para que ellos
diferencien lo que es una secante de la recta tangente... Entonces ellos aqui van
viendo la variacién de esa secante como se va aproximando a la recta tangente
cuando nos acercamos a ese punto fino... en este caso a un tiempo fijo... Bueno yo
agui te doy esto que estoy escribiendo... las situaciones que te estoy hablando por
escrito... escribe y dice lo que hace... Bueno yo esto lo trabajo o les pido que
trabajen con valores numéricos pequefios... con interval os pequefiitos para que ellos
vean y hagan este procedimiento engorroso y entonces entren a valorar... Por
ejemplo aqui tenemos el Ay/At... de |a pregunta que me hiciste hace un rato. O sea
gue habldbamos de la definicion 2 y la 3... que era en lo que yo hago més
hincapié... Bueno entonces ellos hacen esos calculos y luego... 1o llevamos a que
hagan el célculo en un tiempo fijo... En como cuando el tiempo varia... que tiende a
cero, qué sucede con €l valor de la variable dependiente... Y se deduce o introduce
la velocidad instantanea en ese instante concreto... Luego hago... con este caso... yo
lo utilizo para hacer el cllculo para otros tiempos... como agui tenemos unos
tiempos que varian en la tabla de 0 a 5 seg. Entonces podemos hacerlos para
diferentes instantes concretos... por gemplo primero fue para 2 seg. Después se les
puede pedir para € instante 4 seg. , y esto a partir de cadlculo numérico... esto lo
harian ellos con mi orientacion... pero lo harian ellos... Pues esto es mas demorado
asi por este cdlculo numérico pero yo pienso que los estudiantes al tener que hacer
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este tipo de actividad tienen que pensar mas'y aprenden més... Que si yo lo hago de
maneratradicional que es explicandoselosyo...

Después de esto hacemos andlisis con funciones que €ellos puedan dar un gemplo
ellos y lo analizamos o yo se los doy... dependiendo de la ocasidn... y a partir de
este trabajo se introduce €l concepto de derivada como €l limite de la funcién
cuando la variable independiente tiende a cero... Pero claro en este caso puede ser x
o también t y asi se relaciona la derivada con la velocidad instantdnea y con la
pendiente de la recta tangente... Y relaciono los dos gjercicios anteriores descritos...
Y ya...

Si después hacemos més estudios con otras funciones o que ellos me plantean o que
yo se las planteo... si como te dije varia de acuerdo a interés del grupo... Alli...
podemos inmediatamente aprovechar este tipo de gercicios de... con... como el
cuerpo que va cayendo gue en este caso esy = 5t2... aqui se puede aprovechar para
gue ellos analicen las reglas de derivacion... por eiemplo la derivada de una
potencia... Si y ellos van haciendo conclusiones... Si porque cuando el tiempo es 2
nos da (por e cdculo numérico) 20 m/seg... que seria 10x2... Y cOmo se les pide
par otros instantes por giemplo 4 seg., por calculo numérico encontrarian que es 40
m/seg... que seria 10x4... Entonces pueden deducir que es siempre 10t... 0 sea que
el 2 baja a multiplicar y en general deducir la regla de la potencia... Entonces alli
podriamos aprovechar para que ellos analicen y vayan generalizando |a derivada de
una potencia... Lo gue trato con esto es ir minimizando tanto el darleslasreglas sin
gue ellos comprendan de donde salen y le vean sentido a uso algebraico posterior
de dlas... como instrumento facilitador de procesos menos tediosos y mas
précticos...

11. ¢Qué opinas del uso de los aspectos histéricos y evolutivos en la ensefianza de los
conceptos matematicos? Para el caso concreto del concepto de derivada que
puedes comentarnos, ¢lo utilizas?

R/: Yo te decia hace un rato que eso es poco usado, ¢verdad? Y en mi caso también es
poco usado, pero que muchas veces ocurre 'y en el caso de la derivada ocurre que tu
leyendo algo... algo sobre la historia de este concepto de la creacién y construccion
de este concepto... te das cuenta de que hay dos enfoques... Te permite la historia
cuando habla de Isaac Newton y hablan de L eibnitz... Entonces tu ves las diferentes
perspectivas que usaban estos mateméticos y... y... de pronto dices... bueno si este
hombre trabaj6 asi... Si Newton trabaj6 con esto de las fluxiones... y con esto de la
pendiente... entonces é se mete a estudiar la derivada sin usar e limite...
inicialmente... Y entonces esto me invita a decir bueno... entonces yo 1o doy por

aqul...

E: Tratas de decirme con esto que la misma Historia de las Ciencias te
proporciona estrategias de Ensefianza o entiendo mal

R/: Exacto... eso... tu lo dices mejor... Puede darme una estrategia de ensefianza que
es la que yo uso y ya te conté en la pregunta anterior... Bueno ahora creo que me
perdi me podrias repetir la pregunta por favor...

E: repito la pregunta

R/: Bueno por un lado te decia que me sirve como orientador de los procesos de
ensefianza y por otro lado sirve como motivacion a los estudiantes, o sea que
también entienda y se enteren los estudiantes y €l profesor que eso no ocurrié en un
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abrir y cerrar de 0jos, que eso costd dolores de cabeza, que son procesos largos la
de la construccion y evolucion de los conceptos... que es un proceso dindmico...
dialéctico... cambiante... Y que hubo tropiezos grandes y que vean como la gente
trabgj0... Por gemplo como lo hizo Newton, en ese Principia...

E: Perolo utilizas 0 no en la ensefianza de la derivada o s6lo lo conocestd

R/: Miraahora, ahorayo lo uso en una parte introductoriaa concepto, en la unidad
didactica te lo coloco... Yo lo aprovecho como motivaciéon a tema.. que €
estudiante alli valore esa construccion del concepto... los mateméticos que
trabajaron, cdmo trabagjaron... Que eso no fue en un abrir y cerrar de 0jos... que
vean la evolucion desde Newton y Leibnitz hasta Cauchy... tal y como se los
ensefiamos hoy... que fueron muchos afios de trabagjo... trabajo arduo... Que vean
como funciona la creacién del conocimiento cientifico y que entre a valorar algo
importante... que nosotros estamos en un medio donde el conocimiento lo valoran
unas pocas personas... que son especializadas en €l ramo y 1os demés no...

12. ¢Qué opinion tienes acerca de la aparicion o no-aparicion de este concepto en los
textos de matematica de cualquier nivel educativo? ¢Crees necesaria su ensefianza
en el bachillerato? ¢Por qué?

R/: Si yatelo decia que si esfundamental... O mas bien obligatorio... Es una cuestion o
concepto que tiene una gran aplicabilidad en la vida précticay en las demas éreas
de conocimiento que los estudiantes ven. En la Matematica... en las Ciencias... Y
entonces, si es de esa gran aplicabilidad |a derivada, para mi es obligatoria su
ensefianza o que aparezca en los libros de matematica de los dos ultimos grados y
para nosotros aparece en €l ultimo grado.

E: ¢Cuando hablas de aplicabilidad a qué te refieres?

R/: Te hablo de aplicabilidad en la misma matematica para entender y mejorar €l
andlisis de funciones... De aplicabilidad en |a vida cotidiana mediante € uso de los
maximos y minimos... Cuando se va a construir por elemplo un tangue (un
recipiente para recoger agua) para un liquido... y bueno dicen por g emplo... como
hacen para saber s tiene esta capacidad cud serd lo minimo de material que
necesitamos para construir si las dimensiones deben ser asi... Y entonces fijate la
derivada te da las herramientas potentes para hacer trabajos practicos... Y eso te
puedo hablar de otras ciencias en Biologia, Quimica... yate he hablado de laFisica,
otra en |la Economia... €l uso es potente par explicar muchos fendmenos... quizas
hay algunos méas que yo no conozco... Pero se que tiene mucha aplicabilidad... Por
gemplo & crecimiento de bacterias y poblaciones en generdl... en fin... Incluso los
cambios de los mismos alumnos... Pero fijate tu hay que reconocer que a veces los
profesores de Matematica tendemos a meternos siempre en lo de matemética... Y
ahoramenos mal los libros estén trayendo la aplicacion de ese concepto matematico
en otros campos... Por giemplo vi un libro aca que habla de algo en Economia... Si
mal no estoy, otra cosa de... de Quimica... Por ggemplo temperatura aqui... en este
gue utilizo yo hay mira... ademas de ventas... efc... Y esto ayuda mucho a los
profesores... o que hay en los libros...

13. ¢Qué gemplos utilizas en clase para que los alumnos comprendan el significado del
concepto derivada? ¢Por qué?

R/: Bueno... caso concreto gue te decia... la pendiente de |a recta tangente a una curva
en un punto; €l otro que te decia es el calculo de la velocidad instantanea... Son los
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dos de introduccion... Pero después todos lo que te hable de optimizacion... v
ejemplos aplicados en otras ciencias... Para gue vean la importancia del concepto
no sdlo en mateméticay fisicasino en lavida en general.

Profesor C

|. DATOSDEL PROFESOR:

Titulacion: Licenciaturaen Mateméticay Fisica

Fecha de graduacion: 1991

Formacion continuada:

e Cursos de formacion continuada of recidos por el MEN (actualizacion pedagdgica)

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢Qué finalidades consideras que se persiguen con la ensefianza de las Matematicas

en la Educacion secundaria?

R/: Para mi creo que las matematicas en la ensefianza secundaria tienen muchas

2.

finalidades, pero la méas importante para mi es que desarrolla el pensamiento 16gico,
también generaen el estudiante una actitud positiva hacia las ciencias, alin cuando en
la secundaria no se persigue mucho a nivel de educacion agui en Colombia €
término cientifico, pero si @ pedagdgico, entonces trata de que el estudiante se vaya
motivando hacialas ciencias aun cuando no sea con conoci mientos rigurosos.

E: ¢Cuando hablas de pensamiento 16gico a qué te refieres?

R/: Me refiero a que el estudiante se vaya estructurando, un pensamiento 16gico, que
todos los procesos lleven a eso, un seguimiento 10gico de los conceptos mateméticos

¢Consideras que es importante la Matematica en €l curriculo de la Secundaria?

R/: Yo creo que si, porque las mateméticas no son solamente una parte simboldgica es

3.

Mas que eso, es casi toda una vida cotidiana, |a matemética es fundamental en todas
las ciencias, y como es fundamental en todas €ellas es 16gico que se dé en secundaria,
porque este es € primer edabon para que una persona siga profundizando sus
conocimientos en todas las areas.

¢En gqué contexto educativo seria mejor introducir €l concepto de derivada? ¢Desde
gué disciplina (asignatura) consideras que seria megjor introducirlo?

R/: Normalmente cuando uno trabagja la derivada se nota que desde la fisica es méas

prudente o pertinente trabagar este concepto, pienso yo gue seria con € movimiento
uniforme y el acelerado también seria un buen punto de partida para tratar la
derivada

E: ¢Peroy por qué no lo haces entonces?

R/: Bueno debe ser porque las matematicas, como te habia dicho por ser una de las
ciencias mas exacta y como abarca muchas tematicas de la economia, también se
utilizan mucho la derivada, en lafisica, tal vez en la biologia también en termino de
incrementos de poblaciones. Entonces yo pienso que se hace desde la matemética
porque la matemética es la que le da el argumento matematico, la estructura l6gica,
el aparato formal, pero sus aplicaciones son muchas en muchos campos de otras
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ciencias. Es decir, que creo que es megjor que se introduzca desde la matemética
indiscutiblemente y como aplicacion lo llevariaala parte de lafisicay |la economia.

4. ¢Qué aspectos consideras que seria conveniente que el profesor/a tuviera presente a

la hora deiniciar laintroduccién del concepto en el aula?

R/: Bueno yo creo que € aspecto fundamental seria la parte de variacion y cambio, si

S.

porque la derivada eso es o que nos esta indicando un cambio que existe en una
funcién determinada. Y por tanto, yo pienso que eso se debe tener en cuenta €l
concepto de razon de cambio y el concepto de funcién. O sea obviamente la derivada
[leva implicita una funcion, entonces, yo estoy hablando de los cambios que pueden
ocurrir en unafuncién determinada con respecto a otra variable.

¢Coémo se puede motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?

R/: Yo creo que debe ser la parte de otras ciencias, por ejemplo de lafisica, ami me da

6.

laimpresion de que normal mente cuando uno trabaja la derivada en 11° se trabaja ya
cuando el estudiante a manejado bastantes conceptos de movimientos, y yo creo que
es fundamental la derivada pero s se toma inicialmente como aplicacion, no
comenzar como hacemos normalmente que es trabajar la definicion, luego gercicios
y finamente la aplicacion. Yo creo que deberiamos comenzar en términos de
aplicacion ain cuando la persona no domine mucho la parte del dgebra de derivada
Porque realmente pasa que los alumnos los centramos en hacer gjercicios de dgebra
de derivadas y muchas veces acaban y no saben la aplicacion del concepto... Y
siempre aparecen a final de la unidad las tipicas preguntas de por qué y para qué
sirve este concepto.

E: Bueno ahora me hablas de lo que deberia ser, pero en la actualidad cémo lo
haces

R/: Bueno yo lo trabajo en con base en incrementos de funciones 'y su representacion
grafica que es o que yo veo mas rico, pero hay que cambiar en eso y me doy cuenta
ahora, creo que deberiamos cambiar y trataré de que no se quede en simples palabras
contigo.

¢Cudl eslajustificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir
el concepto de derivada? ¢Para qué sirve este concepto? ¢ Y a tus estudiantes?

R/: Yo creo que simplemente hasta la misma naturaleza nos obliga a hablar de este

concepto, el mismo quehacer diario nos obliga, por gemplo, los estudiantes hoy en
dia estén bastante relacionados con la parte econdmica, y hoy en dia vemos los
incrementos, en la prensa gréficas de funciones que llevan implicitas razones de
cambio entre magnitudes, por gemplo la tasa de natalidad, etc., que considero que
influyen y que ayudan a motivar el aprendizaje de este concepto, pero habria que
usarlas més en € aula de clases, porque estas representan cambio y la derivada
representa una razon de cambio y se puede ver en diferentes facetas de la vida
cotidiana. Yo creo que en general es darles a entender que este es un universo
cambiante y que llevaimplicito el concepto de derivada.

E: Y a tus estudiantes se lo enfocas de esta forma o solo lo tienes claro ti y no lo
trasladas al aula cuando ensefias

R/: Bueno yo creo que cuando me diste la evaluacion esta del profesor X, esta que
conteste sobre la derivada, a veces yo he llegado a creer que muchas veces uno cree
gue porque uno lo sabe e estudiante o debe saber, yo creo que ese es uno de los
grandes errores que hemos cometido y que seguimos cometiendo en términos de que
a veces uno conoce 0 maneja e conocimiento de la materia pero en el momento de
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llevarlo pedag6gicamente al aula no lo transmite, yo pienso que tal vez eso uno lo
trata como de esquivar dar muchas cosas especificas centradas en reglas, algoritmos
y ya, y creemos que |o que para nosotros es facil para el alumno también y ese es un
gran error... Y laverdad es que muy pocas veces me preocupo por hacer hincapié en
eso en la parte de aplicaciéon y funcionalidad de la derivada... y de utilizar variedad
de elementos por gemplo tablas o gréficas como la evaluacién esta que nos
mostraste... pero claro supongo que este profesor no tiene los problemas que yo
tengo de tiempo, de cantidad de trabgjo, de perdida de tiempo por problemas en el
pueblo, de que los nifios no tengan libro y por comodidad me centro con & que
cuento en €l colegio y claro he de aceptar que lo sigo y punto... y lo més fécil es dar
lo algoritmico y eso eslo que hago.

7. ¢Con qué conceptos previos debe estar familiarizado € alumnado antes de
introducir el concepto de derivada? ¢Qué modelos matematicos debe mangjar los
estudiantes para acceder al concepto de derivada?

R/: Bueno uno ve en los libros que siempre se arranca por |los conceptos de interval os,
funciones y limite, casi siempre son los tres blogues conceptuales que uno maneja
previamente para entrar al concepto de derivada, sobre la base del concepto de
funcionesy andlisis de funciones que son también fundamental.

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

8. A continuacion te presentamos dos definiciones del concepto derivada, extraidas de
los libros de texto mas utilizados del grado 11 en Barranquilla, para que las valores
y comentes si las consideras adecuadas para ensefiar a los estudiantes de este nivel:

LIBRO 1: “Definicion de Derivada’

“Seaf unafuncionreal. LaDERIVADA def es otrafuncion que simbolizaremos por
f’ ytal que su valor en cualquier punto x = x de su dominio esta dado por la
expresion:

f(x+h) - (X

') = i , Siempre que €l limite exista’.
h—0 h

LIBRO 2: “Definicién de la Derivada de una funcion”
“Laderivadadef en x viene dada por:

% f(x+AX) - f(X)
X — . _— H 4 H 77
lim , Supuesto que existatal limite”.

LIBRO 3: “Definicion: Derivada de una funcion”

Sea x un numero del dominio de unafuncién f, determinada por la ecuaciéony = f (x).
Laderivada dey respecto ax, representada por dy/dx se define como:

. Ay f(x+Ax) - f(X)
' = 1lim o im T Si el limite existe.
Ax—0 Ax—0 AX
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R/: Todas a fina nos estan diciendo lo mismo que es € concepto de derivada,
normamente yo utilizo en el aula latercera que es lamas formal. Tal vez yo utilizo
esta porgue en esta uno nota que hay méas simbologia, que es mas rigurosa desde la
matemética y esto acerca més al estudiante a concepto de derivada desde la
formalidad matematica. Entonces aqui hace uno hincapié en la ssmbologia que es
importante en mateméticas. Las demas dicen lo mismo, pero me quedo con la 3
porque maneja mas la parte simbdlica de las matematicas.

E: Qué opinas sobre si @ hecho de mangar tantos simbolos no puede traer a los
estudiantes dificultades para acceder al concepto, o tu haces bien las aclaraciones
R/: Claro, de pronto es posible eso, pero debe ser que como yo particularmente
cuando trabajo la parte de limite siempre trato de que € estudiante manegje y tenga
claridad sobre el mangjo de simbolos que f (x) =y, Ay/Ax significa un cambio, f *(X)
es derivada... Porque es que cuando uno comienza a mangjar la derivada yo planteo
unos gjercicios donde se gjerciten en el uso de simbol os.

9. ¢Cual piensas que es € significado del concepto derivada?

R/: Para mi el concepto de derivada nos expresa una variacion entre una variable
dependiente con respecto a una independiente cuando esa variacion de la variable
independiente tiende a cero, 0 sea cuando esa variacion es muy pequefia.

10. ¢Como introduces en clase el concepto de derivada?

R/: A ver yo siempre he trabajado més la parte de g ercitacion, de gjercicios del dgebra
de derivada pero casi siempre cuando yo arranco con el concepto de derivada yo
parto del incremento de una funcion, después hacemos la razén entre dos
incrementos y por ultimo hablar de que la variacion de la variable independiente
tiende a cero apoyandonos en e gréfico, y asi defino la derivada en término de
limite. Luego hago bastantes gercicios trabajando este concepto la parte
algoritmicay procedimental, luego se dan unos teoremas fundamentales del agebra
de la derivada para que sea més &gil €l proceso y por ultimo se empiezan a hacer las
derivadas con las reglas de derivacion de forma muy mecanica. Ah ojo casi sempre
hago gue trabajen los mismos gjercicios que trabajaron con la definicion que los
hagan con las reglas para que vean la diferencia entre un proceso y €l otro... para
gue vean que se les agiliza més. Basicamente son gjercicios algoritmicos donde
usen los dos procesos y tengo que aceptar que no coloco muchos gjercicios donde
se trabgjen construccion de gréfica y demas, porque creo que de momento lo
importante es la destreza en la utilizacion de agoritmos... Lo otro se podra
introducir mejor después... porque es que no hay tiempo...

11. ¢Qué opinas del uso de los aspectos histéricos y evolutivos en la ensefianza de los
conceptos matematicos? Para el caso concreto del concepto de derivada que
puedes comentarnos, ¢lo utilizas?

R/: Yo pienso que son fundamental es pero sinceramente no los trabajo en el aulay en el
caso concreto de la derivada a veces habla un poco para hablar de la simbologia,
para justificar que una simbologia era de Leibnitz, por gjemplo, 0 asi... pero en
término general no lo trabajo para que voy a mentirte.
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12.

R/:

¢Qué opinion tienes acerca de la aparicion o no-aparicion de este concepto en los
textos de matematica de cualquier nivel educativo? ¢Crees necesaria su ensefianza
en el bachillerato? ¢Por qué?

Yo pienso que & concepto es fundamenta y debe aparecer, y mas ain s €
estudiante tiende a seguir una carrera universitaria, pero 1o que si noto es que casi
siempre aparece a fina y que se debe buscar el mecanismo para poder terminar
toda esta tematica por € factor tiempo... Y entonces me toca hacer o centrarme en
un trabajo mas en lo algoritmico y la parte aplicacion es bastante floja... Pero si no
contamos con tanta intensidad horaria no se puede hacer mas.

13. ¢Qué gemplos utilizas en clase para gque |os alumnos comprendan €l significado del

R/:

concepto derivada? ¢Por qué?

Bueno casi siempre me apoyo mas en € movimiento uniforme y el variado, y
comienzo a trabagjar eso de velocidad y aceleracion... ahora también desde afios
atrés he venido trabajando con la economia, porque €l colegio es de especialidad
contable, y entonces algo de costo marginal y etc., pero casi siempre me baso mas
en la parte de velocidad y aceleracion paratrabajar la parte gréficadel concepto.

Profesor D

|. DATOSDEL PROFESOR:

Titulacion: Licenciaturaen Mateméticay Fisica

Fecha de graduacion: 1994

Formacion continuada:

e Cursos de formacion continuada ofrecidos por el MEN (actualizacion pedagdgica)

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1

R/
vida cotidiana, resolver problemas, sentar las base para solucionar problemas de

2.

R/:

¢Qué finalidades consideras que se persiguen con la ensefianza de las Matematicas
en la Educacion secundaria?
entre las finalidades tenemos, capacitar al joven para solucionar problemas de la

orden cientificos, desarrollar el pensamiento abstracto y el 16gico formal y en general
crear una base solida para las matematicas de orden superior.

¢EN qué contexto educativo seria mejor introducir el concepto de derivada? ¢Desde
gué disciplina (asignatura) consideras que seria megjor introducirlo?

En e momento en el que el estudiante tiene un dominio de los prerrequisitos parala
comprension del calculo... lo cual puede variar de un colegio a otro... yo creo que es
desde las matematicas desde donde se debe introducir € tema de derivada... porque
las otras disciplinas como la fisica, quimica y comerciales pueden ayudar en la

aplicacion del concepto... pero insisto yo creo que debe ser desde la matemética de

11°... porque he de confesar que de matemética financiera lo trato poco es que no me

gusta.

¢Qué aspectos consideras que seria conveniente que el profesor/a tuviera presente a
la hora deiniciar laintroduccién del concepto en el aula?
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R/: Bueno la experiencia aporta muchos elementos sobre €l trabajo con derivadas... y
uno como docente debe tener unos prerrequisitos 0 mas bien asegurarse que €
alumno los tenga... que es el dominio a mi juicio de los conceptos de intervalo,
desigualdades, inecuaciones, funciony limite.

4. ¢Como se puede motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?

R/: Haciendo énfasis en la importancia que tiene ala aplicaciéon de la derivada en la
solucién de problemas de otras ciencias como la fisica y otras, dentro de la misma
matemética en la solucion de problemas como por ejemplo, hallar la ecuacion de la
recta tangente a una curva, el desarrollo de gréficos, etc.

5. ¢Cual eslajustificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir
el concepto de derivada? ¢Para qué sirve este concepto? ¢ Y a tus estudiantes?

R/: A ver hacer énfasis en que es un concepto fundamental en el campo de la
matemética por las mismas aplicaciones que e hombre le ha encontrado en las
distintas &reas del conocimiento y porgue ademés ha contribuido a solucionar
problemas dentro de la matematicay fuerade ella.

6. ¢Con qué conceptos previos debe estar familiarizado el alumnado antes de
introducir el concepto de derivada? ¢Qué modelos matematicos debe mangjar los
estudiantes para acceder al concepto de derivada?

R/: Pues & alumno debe estar familiarizado y dominar el agebra basica, funciones
polindbmicas, trigonométricas... una cosa muy importante es e dominio de la
geometria analitica, €l estudio de lalinearecta, la pendiente, y otros de mucha mayor
importancia como lo es el limite de unafuncién.

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

8. A continuacion te presentamos dos definiciones del concepto derivada, extraidas de
los libros de texto mas utilizados del grado 11 en Barranquilla, para que las valores
y comentes si las consideras adecuadas para ensefiar a los estudiantes de este nivel:

LIBRO 1: “Definiciéon de Derivada”

“Seaf unafuncién rea. LaDERIVADA def esotrafuncidn que simbolizaremos por
f’ ytal que su valor en cualquier punto x = x de su dominio estd dado por la
expresion:

f(x+h) —f(X

lim , Siempre que € limite exista’.
h—0 h

f1(x) =

LIBRO 2: “Definicion de la Derivada de una funcion”
“Laderivadadef en x viene dada por:

f(x+AX) — f(X)

f'(X)z I _ H Tmite’
AX|r_n>0 Ax , Supuesto que existatal limite”.

LIBRO 3: “Definiciéon: Derivada de una funcion”
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Sea x un numero del dominio de unafuncién f, determinada por laecuaciony = f (x).
Laderivada dey respecto ax, representada por dy/dx se define como:

. Ay f(x+Ax) - f(X)
' =" 1lim o im T Si el limite existe.
AX—0 Ax—0 AX

R/: Bueno yo trabgjo la primera porque creo que es mas facil de comprender para los
estudiantes, estos simbolos como Ax, dy, etc., trato de evitarlos incluso porque me
cuesta buscar la mejor forma de ensefiarlos y por eso prefiero la del h, que es un
nimero que varia'y nos complica menos la vida atodos... Y no se pierde por €elo la
rigurosidad.

9. ¢Cual piensas que es € significado del concepto derivada?
R/: Es e limite del incremento relativo de una funcién cuando e incremento de la
variable independiente tiende a cero

10. ¢Como introduces en clase el concepto de derivada?

R/: bueno... primero se debe trabgjar sobre el incremento de una funcién, que el alumno
tenga muy claro esta definicion... pero haciendo énfasis en el lenguaje gréfico...
Después pasar a incremento relativo de una funcion, también haciendo hincapié en
gue se trabaje mucho en la interpretacion gréfica... después a partir de un gjemplo
sencillo de una funcién... por ejemplo de una pardbola y = x* se estudia €l
comportamiento del limite de un incremento relativo cuando Ax tiende a cero en un
punto de dominio... puede ser x =1 0 X = 2... Pero apoyandome en lagréfica.... ahy
lo relaciono enseguida con el concepto de velocidad mediay velocidad instantanea
de lafisica. Y después ya se pasa a las reglas de derivacion... y alos problemas...
Porque es mucho maés rapido que con €l limite.

11. ¢Qué opinas del uso de los aspectos historicos y evolutivos en la ensefianza de los
conceptos matematicos? Para e caso concreto del concepto de derivada que
puedes comentarnos, ¢lo utilizas?

R/: El aspecto histérico forma parte de la motivacion para el estudio de este concepto...
Yo creo que es importante que los estudiantes ubiquen e momento, las
circunstancias y los problemas que dieron origen a concepto matematico. Yaen €l
caso concreto de la derivada es interesante... explicar como la derivada nace al darle
solucion a un problemade lafisica... como era el estudio del movimiento producido
por diversas variables y ademas todo € problema del estudio del calculo de la
pendiente de la recta tangente a la gréfica de una curva... y ni que decir de las
diferentes maneras en que abordaron el problema Newton y Leibnitz y de la
solucion paralela que cada uno de ellos encontré al problema.

Ahora s lo aplico en clases... si porque la experiencia me ha demostrado que €l
alumno muestra mayor interés cuando se les hace un en foque histérico en la
ensefianza de |a matematica.

12. ¢Qué opinidn tienes acerca de la aparicion o no-aparicion de este concepto en los

textos de matematica de cualquier nivel educativo? ¢Crees necesaria su ensefianza
en € bachillerato? ¢Por qué?
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R/: ES un concepto a mi parecer primordial en la matemética por la relacion que tiene
con otras ciencias y su aparicion facilita la solucién de muchos problemas
tecnologicos... Ademés considero que S es necesario la ensefianza a nivel de
secundaria porque los alumnos se apropian de este concepto a este nivel y
encuentran su importanciay aplicabilidad en otras éreas del conocimiento.

13. ¢Qué gemplos utilizas en clase para gque los alumnos comprendan €l significado del
concepto derivada? ¢Por qué?

R/: A ver utilizo gemplos donde... de funciones donde e aumno esté més
familiarizado... ejemplos de fendmenos fisicos, por decir el calculo de la velocidad
en un instante en un movimiento variado.

Profesor E

|. DATOSDEL PROFESOR:
Titulacion: Licenciaturaen Mateméticay Fisica
Fecha de graduacion: 1976
Experiencia docente: 24 afios
Formacion continuada:
e Profesor de fisica, fisica mecanica (facultad de Ingenieria y Educacion),
Estadistica, algebralineal y ecuaciones diferenciales
e Cursos de formacion continuada of recidos por el MEN (actualizacion pedagdgica)
e Master en Educacion

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢Qué finalidades consideras que se persiguen con la ensefianza de las matematicas
en la Educacion secundaria?

R/: Laensefianza de las matematicas en |a educaci 6n secundaria es una cuestion de vital
importancia, puesto que las matematicas estan en todos los espacios, en todos los
lugares, y a estudiante eso es lo que se le debe mostrar, como las matematicas se
involucran en todos los procesos de la vida cotidiana, en el mercado, en la economia,
en la administracion, en la ingenieria, en los procesos hioldgicos, y aln en la
literatura, la métrica. La matematica como decia Galileo Galilei: el universo es un
libro abierto escrito en lenguaje matematico. La finalidad Ultima de la ensefianza de
las mateméticas, yo pienso que es desarrollar el pensamiento 16gico y €l pensamiento
abstracto en los estudiantes.

2. ¢Consideras que es importante la Matematica en €l curriculo de la Secundaria?

R/: Claro que si, considero que es importante, porque ya te lo dije anteriormente.
Aungue considero méas importante el aspecto de la lecto-escritura, yo pienso que no
solamente leyendo y escribiendo se pueden lograr muchas cosas en los avances
cientificos, sino también desarrollando ese pensamiento critico que solamente la
matemati ca puede proyectar desde € punto de vista del conocimiento de |o abstracto.

3. ¢En qué contexto educativo seria mejor introducir el concepto de derivada? ¢Desde
gué disciplina (asignatura) consideras que seria megjor introducirlo?
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R/: Yo creo que... yo siempre he vivido convencido de que e céalculo debe bajar, en mi

4.

concepto el calculo debe ensefiarse antes de la fisica porque conociendo e calculo
podemos interpretar muchos conceptos fisicos. En mi concepto, yo pienso que desde
un noveno grado ya debe incrementarse en los estudiantes el estudio del calculo
diferencial, por 1o menos, que facilitaria mucho € entrar a los conceptos fisicos.
Sobre todo, sabiendo lo que es el concepto de velocidad, el concepto de aceleracion,
gue no son més que aplicaciones del concepto de derivacion. Yo creo entonces que
se tendria que introducir desde el célculo diferencial, pero bgjandole un nivel méasy
adaptandolo a medio y a contexto en €l que se encuentra. Es decir, abordar la
ensefianza un curso antes del que se hace, pero teniendo en cuenta el nivel de
matematicas que posee ese estudiante, porque no es lo mismo ensefiarle a un nifio e
calculo diferencial en grado 11, que ensefiarlo en grado noveno, pero creo que si
seria positivo que cuando €l en grado noveno se hubiera metido, sumergido en el
campo de las funciones introducir € célculo diferencial, de una manera més
intuitiva, sin muchas cosas sofisticadas de las mateméticas, ir metiendo al alumno
poco a poco en e estudio de las funciones, la tasa de cambio, razén de cambio
promedio, aplicaciones, etc., y entonces lafisica se le hace mas fécil.

¢Qué aspectos consideras gque seria conveniente que el profesor/a tuviera presente a
la hora deiniciar laintroduccion del concepto en el aula?

R/: Bueno yo considero que el profesor debe tener presente que el estudiante tenga unos

conocimientos claros de unos prerrequisitos previos, por gemplo, que € alumno
domine las operaciones mateméticas algebraicas, que tenga un dominio del concepto
de funcion y como también el estudiante pueda hablar del valor numérico de una
expresion, de un polinomio, porque eso prima, porque muchas veces los estudiantes
esas operaciones elementales no las dominan y es lo que les dificulta un poco €l
tratamiento del tema. Pero yo creo que s el profesor se preocupa por gue estos
conceptos béasicos desde el punto de vista conceptua y procedimental e alumno los
domine, utilizando también un orden porgue no podemos olvidar los procesos
volitivos, un orden dentro de la cronologia del estudio, € estudiante puede lograr
muchos avances.

E: Es decir me hablas de operaciones algebraicas y del concepto de funcion, ¢a
parte de estos dos conceptos necesitas algo mas para que el estudiante pueda
comprender el concepto de funcién?

R/: Bueno, claro, indudablemente que hay un concepto primario como lo es el de la
factorizacién, un estudiante debe factorizar y saber qué es la factorizacion, no desde
el punto de vista de tener algo ahi como mecanico, sino algo significativo, qué es
factorar, desde el punto de vista significativo, el teorema del factor, el teorema del
residuo, la division sintética, integran muchos estos procesos y hacen que los
alumnos desarrollen més los concepto abstractos.

Ahora también e concepto de limite también juega un papel importante, saber por
gjemplo, que es un intervalo, en una funcién cémo esta definida en su rango y en su
dominio dentro de una gréfica, es interesantisimo también que el estudiante sepa
graficar una funcién y la teoria de conjuntos que no podria faltar, porque claro
imaginate tu que vas a hablar de funcion sin la teoria de conjuntos. Hay unos
conceptos que yo diria que estan arriba de este. Es decir que jerarquicamente
hablando, yo diria que los prerrequisitos son primordiales.
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5. ¢Cual eslajustificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir
el concepto de derivada? ¢Para qué sirve este concepto? ¢ Y a tus estudiantes?

R/: Parami e concepto de derivada yo creo que es uno de |os conceptos méas preciosos
gue tiene la matemética, y o vemos en la economia, en la administracion, en la
contabilidad, en los procesos de tasa de cambio, cuando hablamos de una velocidad,
de una aceleracidn, de todas estas cosas, de crecimiento y decrecimiento de
poblacion, de la demografia. En todas estas cuestiones, en todo en todo lo rutinario
del querer hacer y ser matemética. Y a mis estudiantes les sirve para involucrarse en
esos fendmenos y para estar preparado en una prueba de estado que les toca hacer
donde e gobierno siempre introducen algunas cosa de esto. Y ademéas para que
cuando lleguen ala universidad no pasar las dificultades que afrontan quienes no han
Visto estos conceptos.

6. ¢Con qué conceptos previos debe estar familiarizado el alumnado antes de
introducir el concepto de derivada? ¢Qué modelos matematicos debe manejar los
estudiantes para acceder al concepto de derivada?

R/: Bueno s te refieres a model os constructivitas.

(Bueno yo me refiero a al proceso de modelizar en matematicas, al proceso de
entender los aspectos de interpretar situaciones problemas o fendmenos con el
aparato formal de las matematicas)

Bueno yo estoy de acuerdo que €l alumno trabaje con grafica, si con lainterpretacion
de gréficas que le ayuden ainterpretar mejor €l concepto matematico, igualmente que
se formule problemas y se enfrente a la resolucién de problemas porque esto ayuda a
la construccion del conocimiento, teniendo como base |os €empl os anteriores que te
mencioné.

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

8. A continuacion te presentamos dos definiciones del concepto derivada, extraidas de
los libros de texto més utilizados del grado 11 en Barranquilla, para que las valores
y comentes si las consideras adecuadas para ensefiar a los estudiantes de este nivel:

LIBRO 1: “Definiciéon de Derivada”

“Seaf unafuncién rea. LaDERIVADA def es otrafuncién que simbolizaremos por
f’ y tal que su valor en cualquier punto x = x de su dominio esta dado por la
expresion:

f(x+h) —f(X

lim , Siempre que € limite exista’.
h—0 h

f1(x) =

LIBRO 2: “Definicion de la Derivada de una funcion”
“Laderivadadef en x viene dada por:

f(x+AX) — f(X)

f'(X)z I _ H Tmite’
AX|r_n>0 Ax , Supuesto que existatal limite”.

LIBRO 3: “Definiciéon: Derivada de una funcion”
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Sea x un numero del dominio de unafuncién f, determinada por laecuaciony = f (x).
Laderivada dey respecto ax, representada por dy/dx se define como:

. Ay f(x+Ax) - f(X)
' =" 1lim o im T Si el limite existe.
AX—0 Ax—0 AX

R/: Con relacion a estas definiciones que encuentro aqui, yo siempre he sido una
persona muy ecléctica, yo pienso que no hay libro malo hay estudiante perverso. Yo
pienso que cada libro tiene algo de positivo y por eso me gusta acoger las
definiciones como ellos las traen. Y o creo que € concepto de derivada aqui es claro,
€S preciso, porgue nos muestra una funcién incrementada, una funcion original y nos
muestra la tendencia del incremento de la variable dependiente y que esto de manera
intuitiva el estudiante lo trae, porque cuando le ensefiamos la parte de limite que esla
basica que es la més fregada de ellas, ya esto lo hemos metido en los estudiantes,
entonces ya tiene un concepto previo de la derivada que es importantisimo. Me
parece més dificil el concepto de limite cuando hablamos de épsilon y deltay esta
cuestion, que los estudiantes confunden mucho. Y por eso yo inicio e estudio de la
derivada de una manera intuitiva, més bien conceptualizando porque siempre he
vivido pensando que definir es muy dificil, definir encasilla mucho y las definiciones
no siempre son dadas a entenderse muy claramente. Creo que las tres definiciones
enmarcan un concepto claro de lo que es la derivada, |o dicen en diferentes palabras
pero es o mismo, me parece que hay es un cambio de nhomenclatura nada mas en
algunos aspectos.

E: ¢Pero cudl utilizasti en €l aula?

R/: Yo utilizo €l concepto este, me gusta utilizar el que tiene e Ax, la tercera, pero
claro algunas veces he utilizado € h también, porque claro yo trabajo por procesos y
s e estudiante investiga una definicion en un libro de texto que la definen con h, yo
tengo que adaptarme al estudiante y s otro con Ax, entonces yo me adapto al
estudiante y trataré de abarcarlo todo, es decir me es independiente el Ax que €l h, lo
gue trato es de centrarme en lo que el alumno quiere, en lo que el alumno entiende de
acuerdo como €l aencontrado € proceso en si.

E: Hace un rato hablabas de una definicion intuitiva, cuando hablas de esto, ¢a qué
terefieres?

R/: Bueno yo siempre he dicho que la intuicion es un tipo de razonamiento, porque
yo creo que en el fondo para poder intuir hay que conocer. Entonces, cuando hablo
de la definicion de un concepto intuitivamente me estoy refiriendo a que uno le
muestra al estudiante como son las cosas no con e fin de definir sino con € fin de
que € entiendalo que uno quiere decir.

E: A ver me podrias aclarar porque no me queda claro cuando dices que
conceptualizas intuitivamente
R/: Lo que digo es como unaideaintuitiva... como...

E: Podrias concretarme para € caso de la derivada ¢qué seria conceptuar

intuitivamente?
R/: Lo conceptualizo a partir de una funcion incrementada a la cual le resto la
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funcién original, entonces ali hallo un Ay, o sea € diferencia de la variable
dependiente. Luego divido entre e diferencial de la variable independiente y ya
obtengo un cociente incremental de lafuncién, y de ese cociente incremental hallo el
l[imite del cociente incremental cuando Ax tiende a cero, a eso es lo que llamo yo la
derivada de funciony’.

9. ¢Cual piensas que es € significado del concepto derivada?

R/

10

11

R/:

: Bueno €l significado del concepto de derivada no es més que una razon de cambio.

Eso simplemente, aplicado en otras &reas del saber, como en la Economia para hallar
el costo marginal, utilidad... Y en e campo de la matematica geométrica para
calcular érea volumen, area... Ademas para calcular cambios de movimientos en la
fisica como es la velocidad, la aceleraciéon. Si una razén de cambio promedio en
pocas palabras.

. ¢Como introduces en clase € concepto de derivada?

R/: Si parto del concepto intuitivo o de la idea intuitiva de limite, yo defino el
incremento de una funcion, y €l cociente diferencial y luego aplico € limite
cuando € Ax tiende a cero y después hacemos gercicios, si bastantes, para que
guede claro. Después que introduzco e concepto de derivada trato que los
estudiantes lo interprete geométricamente, y esta interpretaci on geométrica basado
en el concepto de lo que es una recta secante que poco a poco va tendiendo a un
punto hasta que coincide o se confunde con unatangente, y alli el estudiante tiene
latendencia de o que es llegar a un punto sin tocar ese punto. Inclusive me gusta
mucho utilizar la paradoja de Zendn de Aquiles y la tortuga, porgue es una
muestra bien chévere de lo que es & concepto de limite y de derivada y para
explicar las funciones asintéticas es genial. La uso mucho... porque meter al
estudiante a comprender estos conceptos no es facil, entonces utilizo este giemplo
solucionandolo gréficamente para poder obtener buenos resultados en la
aplicacion de este concepto. Después de la interpretacion geométrica, doy unas
técnicas de derivacion utilizando los teoremas de derivacion: derivada del
producto, del cociente, de una funcion polindmica, de una exponencial, etc., esto
lo voy dando con gercicios de aplicacion de tal manera que €ellos puedan utilizar
esto a manera de obtener mas répido la derivada de una funcién cualquiera. Es
decir, utilizar las técnicas como palancas para que hagan menos esfuerzos para
realizar sus ejercicios.

. ¢Qué opinas del uso de los aspectos histéricos y evolutivos en |a ensefianza de los

conceptos matematicos? Para e caso concreto del concepto de derivada que
puedes comentarnos, ¢lo utilizas?

Yo soy un enamorado de la biografia de la matemética... porque yo siempre he
vivido convencido de que un buen profesional en el campo donde se mueva debe de
saber biografia de su materia, biografia de su asignatura, porque asi 1o que hace es
hacer la matemé@ica més humana y la matemética necesita eso, porque
genéricamente los estudiantes han perdido el amor hacia ella porque no se a
humanizado la matemética. Narrarles a los estudiantes antes de una clase un pasge
biogréfico de la matematica de algin matemético ilustre que ha hecho cosas
extraordinarias eso les fascina a los estudiantes. Y esto nos lleva a meternos en
conceptos como la matemética recreativa. A mi me gusta que los estudiantes
piensen sobre los problemas de los mateméticos, porque aparentemente a los
estudiantes no les importa quién inventd la teoria de conjuntos, pero saber en la
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forma como George Cantor se meti6 en la teoria de conjuntos, esto les enriquece a
ellos. Saber como Euler se metieron en e cuento de las representaciones de los
diagramas eso es interesante, o0 ver como Leibnitz y Newton se introdujeron en el
concepto de la derivada eso es muy bonito.

E: Concretando un poco para el caso de la ensefianza de la derivada, ¢utilizas o no
aspectos historicos, y cuales?

R/: Si los utilizo, porque por gemplo yo tengo unos textos en donde se narra
muchos apartes acerca de la historia de como por gjemplo los sefiores Galileo y
Barrow dependian mucho de la intuicion y la especulacion, y de los emplos
précticos para calcular razones de cambios, ya que carecian de un método genera y
de una definicién clara de este concepto. Sin embargo, con el descubrimiento de
Newton y Leibnitz, e método del calculo se convirtid en una apreciable
herramienta. Entonces en ese aspecto se lo digo a mis estudiantes, cOmo estos
hombres contribuyeron a ver mas claramente los conceptos matematicos que
parecen dificiles o que parecen muy abstractos. Por tanto, llevo las historias de
Newton y Leibnitz a la clase y los narramos... O a veces los pongo a investigar y
aprendemos entre todos. Lo importante, es meterlo en la cultura de eso. Como yate
dije nosotros trabagjos por proceso y les damos unas preguntas para que €ellos
investiguen, y entonces entre estas meto una de lo que Ilamo biografia de la
matemética

12. ¢Qué opinion tienes acerca de la aparicion o no-aparicion de este concepto en los

R/:

13.

textos de matematica de cualquier nivel educativo? ¢Crees necesaria su ensefianza
en € bachillerato? ¢Por qué?

Bueno yo considero que € libro de matematica de cualquier nivel educativo que no
tenga este concepto esté desfasado, porque es uno de los conceptos mas claros, uno
de los conceptos mas necesarios en la aplicaciéon del mundo moderno, de la
informaticay de todo... la matemética primay entre |os aspectos que mas priman de
ella son los conceptos del calculo diferencial.

¢Qué gemplos utilizas en clase para que los alumnos comprendan el significado del

concepto derivada? ¢Por qué?

R/: Bueno yo creo que através del trabajo que has venido haciendo conmigo te he dicho

cuales son los g emplos que utilizo, por ggemplo e concepto de utilidad, el concepto
de tasa de cambio, € concepto de pendiente. Si porque € mismo concepto de
pendiente cuando estoy ensefiando |as partes de larecta en 10°, la pendiente de una
recta que prima para la cuestion de derivada cuando te hablaba de la secante y la
tangente a una funcion, estaba técito decirte cuando te hablaba de razon de cambio
ya te estaba hablando de pendiente, la pendiente es una razon de cambio. El
concepto de velocidad, €l de aceleracion, el de potencia, el de trabgo en fisica, €
de lavariacion de los volimenes cuando se le dice en los gercicios del &rea de una
esfera varia en funcion del tiempo, cudl seralavariacion s el radio disminuye auna
razon de tanto... Y asi... cosas asi por €l estilo 1o llevan a €ellos... los meten en la
idea, en € concepto central de derivada, para poder uno avanzar en los procesos
tiene uno que hacer esto... Sino no avanza en |0s procesos.
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ANEXO 3

TRASCRIPCION DE LA ENTREVISTA 2: EVALUACION DEL
CONCEPTO DE DERIVADA (ELEMENTOS SOBRE LA
EVALUACION QUE DISENAN Y REALIZAN LOS PROFESORES
DEL CONCEPTO DE DERIVADA)

PROFESOR A

1. ¢En qué situaciones particulares utilizas mas frecuentemente el concepto de
derivada o €l calculo de la funcién derivada de funciones (calculo de velocidades,
razones de cambio, problemas de |a recta tangente, etc.)?

R/: Bueno, situaciones probleméticas. Si de mi parte pienso que en los problemas de...
de variables relacionadas o de razon de cambio y en los problemas de optimizacion
de maximos y minimos... Ahora los estudiantes no son muy dados a estos eh...
Les cuesta un poco de trabajo porque encontrar la formula de la ecuacion para ellos
es dificil... Pero yo les coloco problemas y trabajamos sobre ellos. Sin embargo,
donde yo veo que a los estudiantes les gusta méas o les cuesta menos trabajo o se
desenvuelven mejor es en € caso del andlisis de una curva... O sea en €
crecimiento, decrecimiento, donde hay maximos, donde hay minimos. A pesar de
gue les cuesta trabajo ya elaborar o dibujar una curva... En donde yo veo facilidades
es que cuando la curva ya estd dada y entonces o que tienen que analizar es cud es
el comportamiento de ella. O sea, ami lo que me gusta es mangjar € criterio de los
distintos sistemas de representacion tabla, mapa, situaciones fisicas reales concretas,
igual también que la parte algoritmica eh... Hay veces que hay que hacerlo asi... la
mayoria de las veces lo hago centrandome mas en la parte algoritmica... Un
poco en contra de lo que uno... eh... que te digo yo... eh... quisiera, porque al
menos en el caso personal, ellos tienen que presentar un examen estandar
internacional 'y entonces, hay que entrenarlos... Afortunada o
desafortunadamente pero hay que meterles algunas cosas... Pero de todas
maneras este examen también trabaja con muchos sistemas de representacion, 0 sea
yacurvas dadas y tienen que analizarlas... Pienso que de parte mia me parece que es
en los problemas de optimizacion, de razéon de cambio, problemas de aplicaciones
fisicas, por gemplo de altura maxima, de aceleracion, de velocidad... y de parte del
estudiante yo veo que hay mejor facilidad y mayor gusto que en € andlisis de
graficas: crecimiento, decrecimiento... y con la grafica para elaborar... porque ya
dada es mas dificil adn... muy dificil...

(E: Pero dada la grafica)... jNo! que la tengan que elaborar... Cuando la tienen
qgue elaborar y el otro es otro... caso porque estamos trabajando es ya en €
manejo de la calculadora gréfica... Es decir cuando utilizo los medios



informaticos como herramienta... Alli s que les es mas facil... partir de la
grafica... Estotanto seveen d libro detexto...

2. ¢Qué aspectos del concepto derivada crees que necesariamente deben figurar en una
evaluacion de su aprendizaje?

R/: Yo pienso que e significado de lo que es la derivada, fundamentamente la
interpretacion geomeétrica de la derivada... Es algo fundamental... y también la
velocidad... M e parece igualmente que problemas de aplicabilidad a lo que esla
vida corriente, en donde hay una situacion real en la cual el estudiante tenga que
determinar que alli hay un crecimiento, decrecimiento, aplicando los conceptos de
recta tangente o de pendiente... M e par ece que los problemas de optimizacion son
también muy ricos para el concepto de derivada... Pero si € significado... la
riqueza en cuanto a ver que eso es una razon entre variables se puede ver en otras
ciencias, como lafisica, la economia... pero también en la propia matemética. Luego
ya pues... eso fundamentalmente como elementos centrales... como algo
significativo... Y muchas situaciones problemas que le demuestren a uno que €l
concepto de derivada estd aprendido que te digo yo... Encontrar la ecuacion de la
recta tangente a una curva con unas condiciones dadas... Aunque eso no quiere
decir quela parte algoritmica del calculo de derivaday eso se degje de lado, pero,
a mi me parece, que eso es mas de forma que de fondo en relacion con €
concepto... Porque d finy al cabo las formulas las tienen ali y las pueden utilizar
cuando quieran... Porque al finy a cabo las formulas las tienen dli... se las doy yo
en el examen... y las pueden utilizar cuando quieran... para problemas que tengan
que utilizar el algebra de la derivada, entonces yo se las escribo en la hoja de
evaluacion, porgue hay veces... Entonces a mi me parece que es una cosa S
interesante que la memoricen y eso... pero no como tan fuertey tan importante
como el hecho de que €los conozcan € manego de éstas... Es decir que me
importamés el uso que hacen de ellas en laresolucion de problemas.”

3. ¢Como sabes gque tus alumnos han aprendido el concepto de derivada?

R/: Yo pienso que en la medida en que ellos desarrollen las competencias de
interpretacion de una gréfica, € andlisis... que puedan andizar las funciones...
determinar interval os de crecimiento, decrecimiento, etc... Resolver problemas o sea
mediante la argumentacién... que demuestren pues su competencia propositiva, pues
en el sentido de pensar en qué pasara si se altera esta condicion o que pasara s aqui
sedaestoo s lacurvacasa... (Terefieres al pensamiento conjetural)... Si, aeso me
estoy refiriendo... En ese sentido cuando ellos puedan demostrar a través de la
resolucién de problemas la aplicacion de estas competencias... Entonces me parece
gue puedo decir que este estudiante ha aprendido el concepto.

4. Podriamos hablar de este examen que tl realizaste...

R/: A ver coméntame, tu divides el examen en dos partes... una parte que le [lamas
preguntas y otra parte que le llamas problemas y me llama |a atencién que esto (Un
listado de férmulas de derivacion) que muchos profesores |o colocan como objetivo
central de sus evaluaciones, tu lo planteas o |0 presentas en las evaluaciones como
marco conceptual para que los estudiantes lo utilicen en €l desarrollo de las
situaciones problemas que planteas... A ver me gustaria que nos comentaras que
persigues con cada una de estas partes por qué les proporcionas las formulas de las
derivadas a tus alumnos...



Bueno inicialmente e objetivo lo coloco para que ellos sepan e propdsito de la
evaluacion para que ellos sepan qué es o que se pretende buscar con la evaluacion.
Como es inevitable que para definiciones, para problemas tengan que utilizar €
algebra de la derivada, entonces yo se las escribo en la hoja de evaluacion,
porqgue hay veces... la experiencia me ha indicado que... por no conocer una
formula... ya sea por olvido o por los nervios en €l examen... los estudiantes no
resuelven y no razonan un problema... Entonces a mi me parece que es una
cosa s interesante que la memoricen y eso... pero no como tan fuerte y tan
importante como el hecho de que ellos conozcan e manegjo de éstas... Es decir
que me importa mas el uso que hacen de ellas en la resolucidon de problemas.
Entonces, (...) la primera parte es mas bien tedrica, de fundamento... Es decir
que expliquen con sus palabras que es la derivada para ellos... para uno ver s
todavia estan en un nivel de preconcepciéon o después de haber pasado ya por un
entrenamiento, si se puede llamar asi, de haber interactuado con alumnos, ya ese
nivel de razonamiento o de preconcepciones estd un poco mas refinado. De pronto,
sigue preconceptualmente, pero uno espera que lo hayan refinado, que elaboren
mejor unas proposiciones...lgualmente como notar as aca hay mucha cosa tedrica
de interpretacion de la recta tangente... eh... la parte esta también tiene que ver
con lo que te decia ahorita, cuando se le pregunta qué conclusiones puedes
describir de esto... Lo que se busca es que desarrollen e pensamiento
proposicional... pero primero han de calcular. Y luego que viene es una
combinacién entre la parte algoritmica con la parte aplicada, con la parte de dada
una curva como pueden combinar esa parte tedricay préactica para los maximos, |os
minimos... Sin embargo, donde yo veo que a los estudiantes les gusta mas o les
cuesta menos trabagjo o se desenvuelven mejor es en el caso del andlisis de una
curva... O sea en € crecimiento, decrecimiento, donde hay maximos, donde hay
minimos. A pesar de que les cuesta trabajo ya elaborar o dibujar una curva...
En donde yo veo facilidades es que cuando la curva ya esta dada y entonces lo que
tienen que analizar es cud es el comportamiento de ella. Y la otra parte fuertedela
derivada es la cuestion de los problemas que son situaciones fisicas o
geométricas en donde le permite a uno ver la integracion de esas cosas. ES una
amalgama pues, de la teoriay préctica, como la unidad lo dice... la derivada y sus
aplicaciones. Ah y el 4 gue tiene que ver con la economia... tl sabes para ver la
aplicacion en otras ciencias.... Sin embargo, tendria que decirte que esto es una
evaluacion de la unidad completa, pero previamente he ido haciendo evaluaciones
cortas durante € desarrollo de la unidad, pero manteniendo la misma clase de
situaciones problemas y manteniendo las mismas dos partes tedricas y practicas,
ademas de los modulos y talleres en grupo evaluativos.

PROFESOR B

1. ¢En qué situaciones particulares utilizas mas frecuentemente e concepto de
derivada o €l célculo de la funcion derivada de funciones (calculo de velocidades,
razones de cambio, problemas de |a recta tangente, etc.)?

R/: La que més uso es la de calcular la pendiente de la recta tangente a una curva, la
trabajamos esencialmente con el calculo de velocidad instantanea, o sea velocidad.
Porque mangjo la idea de que € estudiante cuando ve una situacion problema



2.

concreta va a comprender mas facilmente la situacion y aterriza en la aplicacion del
concepto de derivada.

¢Qué aspectos del concepto derivada crees que necesariamente deben figurar en una
evaluacion de su aprendizaje?

R/: Los aspectos de la derivada... Digo yo que € manejo de la razén de cambio... y

3.

luego ver la variabilidad de las variables X y y, para ver la tendencia de una cero y
como tiende la otra o ver aqué tiende la otra.

¢Cbémo sabes gue tus alumnos han aprendido el concepto de derivada?

R/: Cuando €ellos entran aresolver situaciones donde aplican este concepto... El caso del

4.

calculo gue ya nombramos de la velocidad instantanea o de la pendiente de la recta
tangente a una curva. LIamo curva ala grafica de una funcién. Es decir que sea capaz
de resolver situaciones problemas dados diferentes enunciados y diferentes
contextos... Me refiero como dije anteriormente a la velocidad en fisica o la
pendiente de la recta tangente en geometria u optimizacion en otras ciencias... Ya sea
que se le de unatabla o una gréfica o un problema, etc.

Podriamos hablar de este examen que tu realizaste. Cuéntanos qué persigues con
cada problema. Cual esla forma como enfocas la evaluacion.

R/: Yo con esta evaluacién me planteo el objetivo de aplicar el concepto de derivaday

sus propiedades en la solucion de problemas. Porque como te decia que cuando €l
estudiante entra a enfrentar una situacion... que es accesible a él... é puede entrar a
comprender megjor esa situacion y entrar a aplicar mejor € concepto de derivada.

En la primera situacion, que es un problema de estos normales que aparecen en los
libros o que quiero es que vean la aplicacion del concepto en la Geometria, tal y
como en realidad comenzd en la historia. Y mas que todo se centra en calcular la
derivada en un punto.

Con la segunda, ya esta es mas complicadita, y ya € alumno para hacerla tiene que
comprender el temabien, o seaes ver los criterios de 12y 22 derivada implicitos en el
gréfico. Es aprender a analizar la funcion a partir de su gréfico. Cosa que hemos
trabajado en clase, pero que tiene cierta dificultad para ello. Pero es que lo pongo
porque para mi es importante que el alumno pueda trabajar con el concepto en varios
contextos y el gréfico creo que es uno de los més complejos, porque €ellos esta
familiarizados es a pasar de laférmulaalatablay después graficar.

El tercero vaen lamisma direccion del anterior, pero aterrizado al campo de lafisica,
porque es que a veces en fisica grafican cosas y no saben que hay conceptos
matematicos que los estructuran y a mi me interesa que vean la aplicacién a otros
campos cientificos... Ah 'y ojo también con la base historica del problema, que yo les
he insistido en eso, por eso o pongo.

En cuanto a cuarto, es lo mismo que te dije con el anterior, solo que aqui se trabaja
el proceso algebraico, pero me interesa tanto la funcion derivada como la derivada en
un punto.

En e quinto, tenemos un problema que tiene que ver con maximo y minimo, tiene
que ver con € minimo de material que se requiere para que tenga un volumen de
16mm’. Este es mas 0 menos tipico también, pero claro estid e cuento de saber
encontrar la expresion que represente la funcién, alli esta la dificultad, porque el
resto es saber derivar con las reglas que ya se deben conocer de memoria.

En la sexta situacion, le hablamos de un balén esférico y estamos alli planteandole la
variacion del volumen en un intervalo de tiempo... lavariacion mediay luego cua es



la variacion instantanea en un tiempo. Cuando estamos hablando de la variacién
instantaneas del volumen en un tiempo fijo estamos alli exigiéndole la aplicacion del
concepto de derivada.

E: nos podias explicar que esperas que e estudiante realice al colocarle este
giercicio... Este parte de una situacion problema donde se le proporciona la
ecuacion del radio en funcién del tiempo

R/: Bueno primero se le pide que elabore unatabla de datos del volumen en funcion
esférico. Pero aqui €l estudiante debe saber la férmula del volumen de una esferay la
tabla tendria tres filas una con radio, otra con tiempo y otra con volumen. Y luego
que haga la gréfica si cree gque la necesita. Otra cosa importante de esta situacion es
que en €l item d) se le pide que busque la velocidad instantanea en cualquier tiempo,
paratratar de buscar la generalizacion... Es decir que vea la funcién derivada. O sea,
que en un tiempo halla la derivada en un punto, pero que hay una funcién derivada
gue para cada tiempo le permite hallar la velocidad instantdnea en cada punto del
dominio.

Bueno esto yo le llamo taller evaluativo, no 1o veo como un examen tradicional que
persigue medir €l grado de conocimiento del alumno. Aqui lo que quiero mirar es €
grado de comprensién del concepto, lo cual implica dominio conceptual y
procedimental, por tanto, el estudiante tiene la posibilidad de buscar sus apuntes, usar
libros... en general consultar porgue les pongo situaciones de interpretacion méas de
aplicacion de formulas... y en un tiempo de 2 horas clases. Ademas, yo yate he dicho
en la otra entrevista que para mi la evaluacion es formativa 'y continua, es decir que
tengo en cuenta todo el proceso del alumno, su participacion, € trabajo en pequefios
grupos y sus trabgjos individuales... por eso nunca le [lamo examen... sino taller
evaluativo...Y o acostumbro a colocarles en cada evaluacion o taller evaluativo una
frase 0 pensamiento que contribuya a su formacion integral en este les coloque:
trabaja con autonomiay responsabilidad

PROFESOR C

1. ¢En qué situaciones particulares utilizas mas frecuentemente e concepto de
derivada o €l célculo de la funcion derivada de funciones (calculo de velocidades,
razones de cambio, problemas de |a recta tangente, etc.)?

R/: Este, yo creo gque en la charla anterior estuvimos comentando gue normalmente yo
lo relaciono mas con la fisica, especificamente mas con el movimiento uniforme,
uniformemente acelerado, casi siempre... Pero cuando voy a hacer la evaluacion,
casi sempre tiendo a hacer la parte de gercicio solamente... Por lo que se ve esa
clase de gercicios es la que hemos mangjado mas directamente. (A ver cuando me
hablas de gjercicios te refieres a gercicios tipos donde buscas que los estudiantes
apliquen los algoritmos de la derivacion y las reglas de derivacion. Si me refiero ala
parte algoritmica, que apunta a resolver estos gercicios, cacular la derivada de una
funcion dada, pero casi siempre cuando uno hace la explicacién... casi siempre...
casi siempre trabajo con fisica... la parte de la economia... Claro que acaso ali en la
evaluacion que te di hay uno nada més... pero son muy pocos |os gercicios que uno
maneja en las evaluaciones entorno de eso... alaaplicacion...
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E: A ver segln yo observo en tu evaluacion del concepto de derivada, generalmente
los gjercicios parten de una ecuacion que te describa € movimiento de un cuerpo,
gue represente a una curva... 0 sea partes siempre de una ecuacion para que €l
alumno te aplique las reglas de derivacion en la solucion del mismo, desde una
per spectiva algoritmica

R/: Si laverdad es que es asi, tu o puedes ver bien en laevaluacion y los talleres que
te entregue, sin embargo te digo que en la clase y ali lo ves en algunos talleres,
aunque sea poco, yo les evallo la aplicacion del concepto en la fisica, en la
geometria... Porque es un tema gque uno da siempre es el de variacion y uno habla de
tangente y de recta normal y de esas cosas... Pero casi siempre la parte algoritmica
como ta lo planteas... Pero te repito en la parte de la charla en la introduccién al
tema para motivar alos estudiantes casi siempre o hago desde lafisica... Y entonces
les hablo del movimiento uniforme, de la aceleracion, de la velocidad... de los
cambios que se producen, pero méas gue todo en la parte esa de la charla, pero ya
propiamente en el examen busco aplicar y preguntar sobre la parte agoritmica...
reconozco ahora eso...

¢Qué aspectos del concepto derivada crees que necesariamente deben figurar en una
evaluacion de su aprendizaje?

R/: Bueno yo creo que siempre que uno habla de derivada eh... no sé por qué pero casi
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siempre uno maneja el concepto de los puntos criticos, puntos de inflexion, el signo
de laderivada... de que si es mayor que cero 0 menor que cero, igual a cero... Cas
uno siempre se manegja eso... siempre uno debe llevarlos en funcién de esos dos
puntos que son bastantes fundamentales... més que todo porque después |os vamos a
manejar cas siempre en la parte de aplicacion. (A ver cuando me hablas de
aplicacion te refieres al analisis de la monotonia de una funcién e interpretacion de
graficas. No... no més que todo a gercicios de maximizacion, optimizacién, de
razones de cambio... en lafase de aplicacion...

E: Me has hablado de los elementos conceptuales que consideras importante
evaluar, pero no me has hablado el sistema de representacion que utilizas para
evocar esas respuestas en los estudiantes, es decir a través de que enunciados, de
que forma preguntas a los estudiantes sobre estos elementos

R/: Bueno normalmente... uno... eh... lo coloca casi como una condicién como una
regla de juego, de que s la derivada es mayor que cero entonces la recta tangente es
asi... y la funcion es creciente... Entonces, entorno a eso uno comienza a hacer
giercicios... gercicios pero més que todo puro gercicios donde tienes que aplicar ese
concepto... quizas no lo hago en la parte de grafica... pero uno plantea... gercicios
donde se apliquen las formulas y generalmente partiendo de una ecuacion...

E: Me imagino que esta dinamica también reina en la clase no, donde lo que se
proponen y se desarrollan son gjercicios tipos donde se privilegia la representacion
a partir de ecuaciones y formulas y la aplicacion de las reglas de derivacion en la
solucion de algunos problemas contextualizados en la fisica 0 en la geometria pero
siempre fortaleciendo el lenguaje algebraico

R/: Si laverdad esque si... correcto...

¢Cbémo sabes gue tus alumnos han aprendido el concepto de derivada?

R/: Bueno la verdad es que... que... se supone que uno hace varios tipos de

evaluaciones, una puede ser con pasadas al tablero, con talleres, con examenes,
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etc.... pero de todas maneras uno casi hunca puede decir con certeza si un estudiante
aprendié o no un concepto... Pero... las evaluaciones que uno hace llevan un
proceso |6gico donde se determine si una persona manegja 0 no algunos criterios...
Por gemplo, no se s notaste que en la primera evaluacion... son simplemente
conceptos... mas nada no tiene que hacer gercicios sino simplemente conceptos, ya
en la siguiente evaluacion ya se van planteando gjercicios y se le va colocando una
serie de gercicios que tienen que ver con e desarrollo del programa que son
derivadas sencillas, derivadas implicitas y luego las razones de cambio... O sea, es
casi un proceso logico... Si € estudiante no... no...alcanzalos logros en la primera
evaluacion, uno puede decir que tiene que volver areformular esos conceptos. ..

Podriamos hablar de este examen que tu realizaste... Ahora queremos que nos
hables de la evaluacion que tu realizaste... la planteas en trestalleres...

R/: Ta vez esllevar alos estudiantes a la gjercitacion y entonces ya aqui... se supone

que s e ya pasO la primera evaluacion (la aprobd), ya... por |0 menos uno es
consciente que e estudiante puede resolver una serie de gjercicios, y por ultimo
vienen unos gjercicios que son de... de... derivada un poco més complegjas de
derivacion implicita... y después aplicaciones de las derivadas... Siempre con ese
proceso |6gico de las matematicas... En el primer punto trato de ver si manejan el
incremento de una funcion, como parte preliminar para comprender la regla de los
cinco pasos. Ya en e segundo les pregunto més concretamente sobre la regla de los
Cinco pasos, para mirar un poco como trabajan el limite... es decir la derivada... Con
el tercero es para ver como aplican lo anterior a un problema conocido como este... y
ya del cuarto en adelante es la aplicacién de lo que yo llamo teoremas sobre
derivadas... es decir, como aplican las reglas de derivacion para derivar funciones...
primero mas sencillas en la 4 y ya mas dificiles en la 5, porque tenemos funciones
trigonométricas y logaritmicas... Ahora con los gjercicios 6, 7, 8, 9 y 10 ya es de
aplicacion puraen el andlisis de la funcién para que terminen graficandola... los tres
primeros, quiero decir el 6, 7y 8 en intervalos del dominio, y el ultimo 10 en todo €l
dominio de la funcidn... ah y finamente el 1les para mirar la aplicacion de la
derivada en lafisica... que es o més importante... Ahora por si acaso yo les recuerdo
la definicion... porgue es importante esto...

E: Qué nos podras decir de los gercicios que planteas y de los sistemas de
representacion que utilizas, 0 sea de la forma en que los presentas o preguntas a los
estudiantes.

R/: Normamente, si nos damos cuenta... después de haber analizado la... la
evaluacion del profesor espafiol que tu me diste... La evaluacion del profesor si
correcto... Noto que la verdad es que uno... 0 yo particularmente, trato de evaluar
mas gue todo la parte de la algebrizacion de los conceptos... puros gercicios
rutinarios de resolver aplicando formulas... De pronto en la primera parte de la
evaluacion gue te entregué yo, donde trato de gue los estudiantes conceptualicen...
en realidad ahora veo después de reflexionar sobre el examen del profesor de Espafia,
gue en realidad lo que yo propicio es que los estudiantes se aprendan de memoria. ..
es decir de potencia la memoria mas que todo... y en la parte donde se supone que
son las aplicaciones de la derivada... seguimos casi siempre el mismo esquema. .. €l
esquema de colocar un gjercicio a partir de una férmula 'y pedirles en Ultima que lo
resuelvan aplicando reglas algebraicas de derivacion... A través de los conceptos de
puntos criticos, los criterios de la primera'y segunda derivada... criterios asi... Pero
creo realmente que hemos fallado ali... con base en la evaluacién esta que me



proporcionaste... y creo que de verdad que esa es bastante pertinente, completa y
rica... Y creo que deberiamos retomar y aprender de ella'y tomar algunos puntos
sugerentes que estan ali... paramejorala préacticanuestraen el aula...

PROFESOR D

1. ¢En qué situaciones particulares utilizas mas frecuentemente el concepto de
derivada o € célculo de la funcién derivada de funciones (calculo de velocidades,
razones de cambio, problemas de |a recta tangente, etc.)?

R/: O sea como aplicacion... Pues nosotros en el campo de las matematicas aplicamos
el concepto mucho mas en la fisica... nos vamos mas a la fisica, en los conceptos
de velocidad instantédnea, O depende del gréfico de v contra t nos puede dar por
giemplo aceleracion. Yaen el campo del colegio donde trabajo que es comercial...
pero tengo que ser sincero en decirte que muy poco tocamos la parte de aplicacion
en la economia...lo que seria costo margina o cosas asi... De verdad o hacemos
pero no le damos la importancia que deberia tener en un bachillerato comercial...
tengo que reconocer esto... porgue es que no nos alcanza €l tiempo y claro €
programa es tan largo que nos terminamos centrando en los procesos algebraicos
nada mas y olvidamos la interpretacion grafica, la geométrica, la fisica 'y otras...
Ademas trabajamos sobre la cuestion de la recta tangente, tratamos de que €
alumno... de pronto nos conformamos muy... COMo mMuy Poco... ho le exigimos
mucho a alumno sobre trabgjar e interpretar sobre esa representacion gréfica de la
recta tangente... Y finamente & andlisis de funciones... la monotonia... Y
problemas de aplicacion de razones de cambio... si optimizacion.... Si... o hacemos
de pronto una sola vez bien y nos conformamos con eso... De pronto no volvemos
a esto con funciones mas complejas o de pronto en un intervalo donde la funcion
presente mas dificultad para comprender e concepto de recta tangente... Y nos
vamos... eso s la practica nos dice que por € tiempo nos vamos més a los
algoritmos... s los algoritmos de las reglas de derivacion... s se les da una
ecuacion y se les pide a los aumnos que deriven la funcion utilizando las reglas...
mecanicamente nos quedamos con el agebra de derivada... y que de resultados,
gue simplifique y de pronto nos conformamos con eso... Esto pasa tanto en €l aula
de clases como en las evaluaciones... si... nos vamos mas a la parte algoritmica.

2. ¢Qué aspectos del concepto derivada crees que necesariamente deben figurar en

una evaluacion de su aprendizaje?

R/: O sea se deberia trabgjar 10 que es... € alumno comprenda realmente lo que es el
incremento relativo de una funcién, interpretacion gréfica de ese incremento relativo
gue es mucho méas importante que todo y que vea que esa secante en un instante va a
cambiar cuando la variacion se hace sumamente pequefia... cuando ese
incremento... ese Ax se hace pequefio y tiende a cero... esa secante se va a convertir
mas adelante en una recta tangente a gréfico de la funcion en ese punto... Eso... es
una de las cosas en las que hay que trabajar més sobre eso... hay que de pronto
motivar al alumno a que facilite también esa parte pues digamos con un poco de
dificultad... porque realmente tenemos unos alumnos con un nivel no muy optimo...
Si... O seacreo gue la experiencia me dice que €l programa hay que Reestructurarlo
dentro de nuestra institucion... hablando con los profesores de todo el érea... De
manera que la funcion se vea como un tema mucho méas importante... Yo diria como



un tema transversal que se vaya trabajando durante toda la secundaria... y que yaen
11° el alumno tenga mayor habilidad en interpretar una funcion en € plano... porque
esa falla la estamos observando y es una limitaciéon para poder desarrollar bien el
concepto de derivada... y hay que reestructurar el programa... pero me estoy dando
cuenta ahora que tu me estads haciendo estas entrevistas y me estds haciendo
reflexionar sobre mi trabgjo... Otra cosa es que ademés del concepto de funcién que
es importante para poder entender la derivada como una funcion, hay que tener claro
el concepto de pendiente... pendiente y de lo que es secante... porque hay alumnos
gue confunden esto... El concepto de pendiente que normalmente... eh... Sedaen
10° y no se explota bien... se deberia trabgjar mas esa funcion lineal, que
normalmente no se da bien la geometria analitica en 10° por falta de tiempo porque
nos centramos mucho en la trigonometria y esta absorbe mucho € tiempo y que no
les damos espacio importante ala interpretacion geométrica.

3. ¢Como sabes que tus alumnos han aprendido el concepto de derivada?

R/: Bueno evaluamos la parte por definicion, tomando una funcion sencilla el alumno
halla la derivada por definicion... Hace una interpretacion geométrica, con
sinceridad no con esa exigencia que deberia ser respecto a este concepto... De pronto
nos conformamos con muy poco de esta interpretacion... Yo creo incluso que €
alumno hace més bien lectura de gréfico y no interpretacion de funciones... Y nos
vamos mas aevaluar 1o que es el dlgebrade laderivada...

E: ¢A ver cuando me hablas de que dad la funcion el estudiante sea capaz de aplicar
la definicion, a qué te refieres cuando utilizas el término de definicion?

R/:Miralo importante es que el alumno entienda que ese incremento relativo visto en
el gréfico si... que viene a ser la pendiente... que en un instante esa recta va a tocar
la curva en ese punto y que no es € algebra de la funcion... de las férmulas de la
derivada... lo que va a decir s un alumno sabe 0 comprende un concepto o no...
porque hay muchos alumnos que te derivan perfectamente y te simplifican la
expresion, pero cuando le dices aplicar la derivada por definicion se hacen un enredo
en utilizar la formula del limite del cociente incremental... presentan muchas
falas...

4. Podriamos hablar de este examen que tu realizaste... Ahora queremos que nos
hables de |a evaluacion que tu realizaste. .. |la planteas en seis items... Qué
perseguiastu con ella...

R/: Bueno normalmente se le plantea una evaluacién final con seis puntos pero no... no
evaluamos los seis puntos solamente en una Unica evaluacion, Sino que nosotros
vamos evaluando por temas... a 1o largo del desarrollo de la unidad... lo que pasa
es que agui lo que te consignamos es €l tipo de gercicios que les ponemos en esas
evaluaciones para que tengas una idea global de la evaluacion que realizamos... En
cuanto a los primeros puntos que es encontrar € incremento en y de una funcion
dada... 1o que intento trabgjar es la aproximacién numérica, con ello lo que
gueremos ver es si e aumno puede o no trabajar la interpretacion numérica con
claridad... que se vea de pronto ampliando escalas para que se vea mejor € trazado,
para que se vea mejor la pendiente o € proceso de secante a tangente... Es decir,
paraver si visualizan mejor... no e alumno s o trabajamos con escala pequefia se
vuelve tedioso a ver eso ali... Entonces é deberia acostumbrarse a trabajar con



variaciones de escalas en el gréfico para poder ver mucho mejor el proceso, que le
facilite una mejor interpretacion de gréficos... El segundo punto si es el concepto de
la derivada como un limite... Eso es dada una funcion sencilla como es la
cuadrética... creo que el aumno debe realizar € problema sin ninguna dificultad...
después tomamos... El tercer punto es una de las aplicaciones del concepto de
derivada, hallar la recta tangente y la norma a una curva dada por medio de una
ecuacion. Luego en € punto cuarto, nos referimos a agebra de derivada, donde €l
alumno va aplicar las reglas de derivacion y la regla de la cadena. El quinto es un
problema de aplicacion de la de la derivada en la economia, como es la utilidad
marginal, ya que trabajamos en un colegio comercial, y por ultimo el sexto punto,
tenemos una funcion donde € alumno va encontrar los puntos criticos, intervalos de
crecimiento, decrecimiento, etc., en general tiene que hacer una andlisis de la
monotonia de lafuncién a partir del concepto de derivada.

PROFESOR E

1. ¢En qué situaciones particulares utilizas mas frecuentemente el concepto de
derivada o e célculo de la funcién derivada de funciones (calculo de velocidades,
razones de cambio, problemas de |a recta tangente, etc.)?

R/: En lo relativo a concepto de derivada... Bueno utilizo... Cuando voy a hablar del
incremento de una funcion... cuando voy a hablar del cociente diferencial... cuando
voy adefinir la pendiente de larecta tangente... que vaaser e limite hacia donde va
a seguir la secante en... a transportar € punto Q hacia donde esta P, el punto donde
la tangente corta a la curva... especificamente en eso... También cuando voy a
referirme a algunos conceptos basicos como son los conceptos de velocidad y
aceleracion, en lo que refiere ala aplicacion de la derivada... O también cuando voy
areferirme a concepto de utilidad o costo marginal... O cuando voy a referirme al
concepto de pendiente de unarecta...

E: O sea que estas haciendo referencia a elementos conceptuales que tu tienes en
cuenta cuando evalUas el concepto de derivada

R/: Si tiendo a que € estudiante... eh... lo analice desde el punto de vista de la
cotidianidad, que vea a concepto de derivada en la velocidad de un carro... que lo
VEO en una recta que estd en e tablero, en estas cuestiones... Es decir que é €
concepto... se de cuenta que €l concepto de derivada es un concepto que esta
inmerso en larealidad... que es un concepto que esta dado en la utilidad que puede
generar €l vender algo, en producir algo, en lo que refiere a costo margina en el
campo de la economia... delaadministracion, y en las aplicaciones Fisicas.

Bueno yo diria que en general habria que tener en cuenta a la hora de evaluar €
concepto de derivada... el concepto de funcién, una funcién original y una funcion
incrementada... Como también que € estudiante entienda bien e concepto de
incremento de una variable dependiente, como € de una variable independiente

2. ¢Qué aspectos del concepto derivada crees que necesariamente deben figurar en
una evaluacion de su aprendizaje?

R/: Bueno los aspectos de lo que es una funcion original y 1o que es una funcion
incrementada. También que |os estudiantes entiendan bien e concepto de incremento
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de una variable dependiente y el de una variable independiente, y que realmente €
concepto de incremento de la variable independiente va a depender de esa variacion
de la dependiente, y que no necesariamente tiene que ser el mismo valor, que porque
se incremente en 0,5 la otra también se va a incrementar en 0,5, y que € estudiante
comprenda que el concepto de incremento no siempre es aumento sino que también
es de disminucion.

Bueno yo lo que trato de decir, es que s ya € estudiante a interpretado gréfica y
analiticamente el concepto de derivada, que ya sabe o que es una secante a una
curva, la normal, la tangente, la pendiente de la recta tangente... Es decir cuando ya
domina estos conceptos. Entonces que ya tiene también definido la regla de los cinco
pasos, que en algunos casos dicen que son CiNco pasos y en otro que son tres pasos
para el calculo de la derivada a partir de la incrementacion, entonces que € conozca
ya detalladamente | os teoremas, para ya hacerlo més rapido, mas agilmente. Es decir,
gue cuando un estudiante ya se da cuenta que no trabagja tanto para calcular la
derivada de una potencia, etc., que ya sabe gque lo puede hacer directamente, se corre
menos riesgos de equivocarse. Claro que procuro que ellos apliguen esos teoremas,
pero que los demuestren, que sepan de donde salen y que no lo aprendan de forma
mecanica, Sino que interpreten, argumenten y propongan.

3. ¢Como sabes que tus alumnos han aprendido el concepto de derivada?

R/: Bueno hay muchas maneras de conocer s €l estudiante ha aprendido el concepto,
porgue es que yo acostumbro a hacer las pruebas diagndsticas, que veo dénde estéan
fallando y entonces ya profundizo con argumentos de ejercicios mas fuertes. Si se
logra detectar por ese &nimo, por ese querer hacer las cosas que se les nota a ellos...
Y que no es solo una evaluacion de un examen sino através de la observacion directa
de los progresos que uno ve en el aulade clase.

4. Podriamos hablar de este examen que tu realizaste...

R/: Bueno con la primera situacion problema lo que busco es que después de haber
conceptualizado sobre el incremento de una funcion é trate de recordar como
introduce el concepto a un calculo numérico. O sea que en este gjercicio sele dan las
funciones para que €l trate de introducir el concepto de derivada a través del calculo
numeérico. Ademas lo que se persigue es que alavez de estar utilizando los procesos
algebraicos se vaya introduciendo los procesos numeéricos que explican e concepto.
Porque fijate ta con el segundo gjercicio, entonces va desde que se da la funcion
original hasta que se busca la funcién incrementada y después la necesidad de
establecer un cociente diferencial y después la razén de cambio que le lleve a
encontrar un limite posterior.

Ya en el tercer gercicio, o que busco es que con la regla de los cinco pasos el
estudiante a través de ella se conscientice un poco en cudl es € proceso total que se
da para llegar a la derivada. Es decir que este recoge el proceso total de los dos
gjercicios anteriores. Telo repito, asi:

1. ldentificar lafuncién original

2. Identificar o calcular lafuncion incrementada

3. Hacer una diferencia entre la funcion incrementada y la funcion origina
(incremento de la variable dependiente)
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4. Dividir este incremento entre el incremento de la variable independiente y hallar
unarazon... unarazon de cambio... Y entonces esta razon de cambio me implica
que ya el estudiante aqui debe tener un concepto de lo que es la pendiente de la
recta secante y como esta recta secante se va acercando al punto de la tangente.

5. Sera halar e limite... Es decir que la pendiente de la recta tangente sera el
limite... Entonces alli aqui determina la derivada... Y no se dice que es la
derivada, se va llevando hasta que ya ellos se ambientado con esto... Pero ali
esta el concepto de limite... [o importante es que sepan operar con é... Entonces
le digo que han hallado |a derivada... entonces en €l préximo a pesar de que
hagan los cinco pasos yo les digo calculen la derivada de la funcion aplicando la
regla de los cinco pasos, y mato dos pgaros con una sola piedra... Porque se
ayuday se evalliatambién en |a parte esta de teoria de limite, que tampoco es un
concepto nada f&cil... Por eso te hablo del concepto de limite como idea intuitiva
de aproximaciones numericas.

En la cuarta pregunta de la primera parte, 1o que trato de sintetizar 1o que ha
hecho arriba... 0 sea que todo el examen lo que busca evaluar es el proceso,
porque ahora lo que tienen es que aplicar lo anterior para resolver esta situacion
del célculo de la ecuacion de larectatangentey lanormal.

Luego en la segunda parte tenemos otra evaluacion, ahora en esta parte, con €l
primer gjercicio, ya el estudiante conoce una serie de propiedades o teoremas
verificables sobre aspectos de la derivada de una potencia, de un producto, €tc.,
entonces aqui ya maneja todo lo evaluado anteriormente, es decir comprende €l
concepto de derivada, y ahora con estos gercicios va a probar estas reglas o
teoremas y le va a permitirse meterse mas en € concepto de derivada de una
manera mas rapida y fécil... Y a ellos les gusta porgque a la larga ve que lo
anterior era un trabajo muy largo, pero ahora aqui una derivada la va obtener
rapidamente sin tantos pasos.

También cuando ya vamos a referirnos a manejo de las aplicaciones, por
gemplo, en e gercicio de encontrar el area de un triangulo... ya el estudiante
verifica algunos de los conceptos dados... Es decir que aplicaciones tiene en la
cotidianidad el concepto. También ta observas que los puntos de inflexion,
puntos de méximo y minimo... es decir, desgraciadamente en este tema creo que
s me quedo un poco corto, porgue la verdad es que el tiempo es muy corto....
Pero de todas maneras trato de que ellos se vayan a la universidad con lo poco
gue se le da, con objetividad y claridad... es decir lo poco que se le da pero eslo
esencia, es decir, que trato es que se lleven los conocimiento minimos de ese
concepto... porgue yo solo tengo 3 horas semanales de 45 minutos.
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ANEXO 4

TRASCRIPCION DE LA ENTREVISTA 3: SOBRE EL PROCESO
DE RESOLUCION DEL CUESTIONARIO INDIRECTO

PROFESOR A

1. ¢Qué opinion tienes de la evaluacion realizada por e profesor X sobre dicho

concepto, me explicas la respuesta que das a cada item?

R/: Me parece un examen bastante inter esante, porque trabaja mucho esto que te

comente ahora, de distintos sistemas de representacion... Como en e primer
punto... 0 sea a partir de una situacion gréfica, también se puede trabajar la
interpretacion de la derivada y ir mangjando aca e concepto de derivada, la
teoria.... Realmente este tipo de gercicio es nuevo para mi... en el sentido de lo
gue yo hago en clase con mis alumnos. En e segundo punto igual, hay una
representacion grafica y analizar a partir de la grafica, pues, si puede ser que
una funcion sea la derivada de la otra. Este problema (sefiala €l tercer item) me
parece bueno, bonito de una situacion real préactica donde se combina la parte
de la derivada, y € estudiante ain no mangjando & concepto de derivada lo
podria realizar. La misma evaluacion, lo veo interesante porque le permite al
estudiante a aprender. O sea que la evaluacion no solamente, en este momento, se
convierte en un medidor, sino que también en un instrumento de aprendizaje.
Entonces por eso me parece interesante este tercer punto, es decir este tipo de
giercicio. lgual aqui hay una aplicacion fisica, pues que... que da para que
muchos estudiantes saquen a flote algunas preconcepciones, ya propias de la
fisica, que se dan mucho, ya que se da el caso que muchos van a decir que ahi los
carros chocan o los carros se interceptan y otros seguramente que no van a
decir eso. Pero veo iguamente gque en este punto, pues, los aumnos pueden
argumentar, pueden analizar y proponer. Y ya la parte esta, e del quinto punto,
pues es netamente un punto algoritmico y eslo que mas setrabaja.

Yo pienso que... a mi parece buena, por todo eso, porque trabaja los distintos
sistemas de representacion de una manera muy sencilla, que permite ver... ver
eh... es muy rica conceptualmente, la evaluacion... eh... y veo en € trasfondo de
eso a un profesor que tiene bien claro... la estructura pues de... del constructo
matematico, 0 sea hacer una evaluacion a partir de las competencias, de
argumentar, proponer, interpretar, porque es muy interpretativo el examen, no
se nota ahi una algoritmacién... muchos trucos mateméaticos, ni € manejo.
Porgue esto permite hacernos una critica, del por qué le estamos dando tanto... tanta
matematizacion pero en € sentido, de... memorizar... Aungue en €l examen gue yo
propongo, bueno, las formulas estan alli...



E: Podriamos entrar ahora a analizar las respuestas que diste a cada una de las
preguntas del examen, en relacion con las posibles respuestas que esperas que
puedan dar tus estudiantes, después de haber culminado la unidad del calculo
diferencial. Por gjemplo ante € item a) de la pregunta 1, tu planteas que € alumno
calcula la pendiente de la recta a partir de los dos puntos que les dan, y que luego su
ecuacion porque tiene puntos y la pendiente de la recta L, y ya obtenida la ecuacion
calculaf (5) que debe darle 3.

1-a) Calculo la pendiente de la recta L, luego la ecuacion. Obtenida la ecuacion
caculaf (5) en laecuacion que debe darle 3

R/: Bueno yo creo que €@ alumno lo redizaria asi, porque con e proceso
comprobariaquef (5) le debe dar 3, tal y como se ve en el gréafico.

E: En cuanto al item b del punto 1, me dice que como ya €l chico encontr6 la
ecuacion de la recta tangente en el punto a), ahora le tocaria calcular la derivada
dy/dx en x = 5, que representa la derivada de la funcién en € punto de tangencia, y
ademas afirmas que, seguramente el alumno deducira que f '(x) = ml, y por tanto
quef (5) serdlapendientedelarectal.

1-b) En la ecuacion de la recta tangente hallada calcula dy/dx en x = 5, que
representa la derivada de la funcién en e punto de tangencia, seguramente el
alumno deducird que f '(X)= m, f ' (5) seré la pendiente de la recta L que en
este caso da 2/5. (...) Si, porque €l f ’(5) como interpretacién es la pendiente de la
recta tangente en ese punto

R/: Si, porgque el f ' (5) como interpretacion es la pendiente de |a recta tangente en ese
punto.

E: en cuanto a la parte ¢) del punto 1, me podrias explicar mejor tu respuesta.

1-c) Como x = 5.08 apenas es 5.08 > 5, bastara hallar f (5.08) en la ecuacion de la
recta tangente que le dard algo mas de 3 (exactamente 3.032)

R/: Si, ellos pienso que responderian de esta manera, mira como €l valor en x es 5,
08 el incremento en la funcion apenas es de 0,08. Entonces como ya é tiene la
funcion, lafuncion de larecta L, pues simplemente le bastaria calcular f (5,08) en la
ecuacion de la recta tangente que le dard aproximadamente algo més de 3, mas
exactamente 3, 032, pues en 5, f (5) es 3y 5 por la derecha es 5, 08; entonces
seguramente cuando calculef (5, 08) le daraalgo mas de 3, pues ya sabe que 5, 08 >
5. Es por aproximacion, porque alli, alli en ese punto un poquito a la derecha o
un poquito alaizquierda, larectatangentey la curva coinciden.

E: En cuanto al punto 2, qué nos puedes decir al respecto

2. Los aumnos argumentarian que ninguna funcion sera la derivada de la otra,
porqgue ninguna de ellas es tangente a la otra en un punto (x, y)




R/: Por la gréfica, no sé si me suspenderan (risas y silencio de 10 segundos), bueno
yo pienso que los estudiantes dirian, mirdndolo por la parte de los estudiantes no,
que... eh... creo que contestarian que ninguna es la derivada de la otra, porque no hay
tangentes... Los alumnos argumentarian que ninguna funcion sera la derivada de la
otra, porgue ninguna de ellas es tangente a la otra en un punto (X, Yy), porgue nunca
habria una como recta tangente a la otra 0 tangente a la otra en un punto
determinado. Ah no ser que estas sean funciones trigonomeétricasy unaseasenoy la
otra sea coseno, pienso yo que los estudiantes 1o que van a contestar es eso, que
ninguna es la derivada de la otra, porque nunca habria una como recta tangente a la
otra o tangente ala otra en un punto determinado.

E: En cuanto al punto 3, qué nos puedes decir al respecto

3) a) El alumno observando la gréfica dira que el consumo de agua en 24 horas serd
de 20, pero algunos de ellos preguntaran por las unidades que no se especifican en la
gréfica.

b) Seguramente contestaran que entre 15 y 20 y muchos de ellos diran que en ese
intervalo el consumo es creciente.

c¢) Dirdn que el consumo alas 14 > alas 9 horas.

d) Contestaran que entre las 6 y 12 horas, porque en ese intervalo la pendiente es
mayor, pero no todos justificaran y contestaran la pregunta.

€) Aproximadamente 2 unidades, pero no podran expresar las unidades porque no se
especifican en la gréfica.

R/: Bueno si algo hay agqui que aclarar a la repuesta que di, es que en la pregunta de
gue cudnta agua se estd consumiendo y en qué unidades, entonces como no se
expresaen gey las unidades, ellos no lo van adar, pero es un punto bastante rico.

E/: Bueno tu que unidades supones que debeir en €l gedelasy.

R/: Bueno yo sé gue en ese gje debe haber litros, o que sé yo o cualquiera unidad de
volumen... porque sino tendran que decir unidades. Es posible que... los alumnos
generalmente no manejan las unidades, pero haber es interesante € punto, porque al
no colocar las unidades, creo que casi me atrevo a decir, que alguno va decir, bueno
en qué unidades las doy, sobre todo que cuando uno ensefia hace mucho énfasis en
las unidades, entonces seguramente que cuando no las vean en y porque en x dice
tiempo, se preguntardn algunos u otros la van a apuntar, de pronto no todos pero si
algunos.

E/: Enlo que respecta al punto 4, qué tienes que decirnos.

R/: En el caso de las velocidades de los coches en el punto P, eh... creo que... pienso
gue algunos van a decir que agui chocan y hay otros que van a ver gue no porque la
trayectoria aqui curvay aqui recta'y que estén agui en este segundo no pasara eso.
Pienso que, bueno hay una pregunta que en donde dicen que en qué momento los
coches tienen la misma velocidad, pues como ellos ya tienen el concepto, pues en
donde sean paraelas alarecta.

E/: En cuanto a como son las velocidades en € punto P, qué podrias decirnos.




4) a) Algunos alumnos dirdn que los coches A y B se interceptaran en e punto P,
pero otros analizardn masy observaran que latrayectoria del coche B es diferente de
ladel coche A, porque latrayectoriadel coche A escurvay ladel coche B esrecta.
b) Del andlisis anterior muchos alumnos deduciran que las velocidades serén
diferentes pues ya saben que la velocidad es una pendiente o una representacion de la
derivada.

¢) Para muchos alumnos las velocidades de los coches A y B seran iguales en €l
momento en que la tangente a la curva sea paralela a la trayectoria recta, pero no
todos los estudiantes desarrollaran ese razonamiento.

d) Seguramente que muchos estudiantes dirdn que en €l trayecto curvo, porque alli
hay mayor pendiente (sefiadla en lagrafica . y/)

R/: Ah... laverdad es que... no lo vi... lei mal... Pero de todas maneras en el punto P
las velocidades... como serian... uhm... (15 segundos)... serian la misma... ¢no?... A
ver, aqui esta recta... porque este punto seria de inflexion alli... pero... la verdad
esqueno s... uhm... d§ame pensarlo mejor... con mastiempo... después...

E/: En cuanto al Ultimo punto

5) Hallanf’(x) = 6x - 2

Halanf’ (2) = 10, que serala pendiente.

Seguramente que algunos estudiantes hallaran f (2) = 8, f (x) = 3x2 - 2x y yacon €l
punto (2,8) y m = 10, muchos cal cularan la ecuacion:

y-8=10(x-2) 6 y=10x-12 6 -10x+y+12=0

R/: Bueno, con este no hay ningun problema, pues muy tipico, de la aplicacion
dela analitica dela derivada. L o resolverian creo que muy facil.

E/: Me puedes hacer algin comentario sobre las dificultades que crees que puedan
tener tus estudiantes al resolver este examen. ¢Cuales crees que son los posibles
errores esperados?

R/: En este examen, bueno siempre... eh... normalmente todos los estudiantes en las
evaluaciones pues muestran alguna inseguridad, pero yo pienso que en genera |o
resolverian, porgue el concepto fundamental se ha trabagjado, y eso espera uno, pero
lo que pasa es que siempre hay... hay sorpresas, seguramente... bueno yo les he
colocado algun tipo de estos gercicios, no tan exactamente, eh... el examen
internacional con el que a ellos se le evallan, tiene mucho de este tipo de gjercicios,
sobre todo de representacion. Ademas, hoy por hoy agui en Colombia se esta
trabagjando mucho con este sistema, porque el examen nacional (pruebas ICFES),
ahora lo cambiaron y viene en esta forma, entonces, pienso que en su mayoria lo
podrian resolver. Las dificultades o no s& si son dificultades, pero mas bien la
omision de las unidades en € gercicio 3, pero no sé si esto es una dificultad, no
sabria expresarlo. Ellos que te digo yo, a€llos, si se puede hablar de dificultades, que
a los estudiantes les cuesta, pero ya mas por cultura, ser explicito en crear
proposiciones, pero esto es un caso més, me imagino yo de tipo cultural, en €
sentido de que a €ellos les cuesta €l trabajo de argumentar, escribir. Entonces ellos
quieren dar respuestas a los g ercicios de matematicas como 5, a, etc., son muy
laconicos en el sentido de crear proposiciones. Bueno yo pienso que el hecho de




que... desde la primaria y los afios iniciales y pasando por toda la secundaria, de
todos maneras los estudiantes tienen la tendencia a no crear buenos hébitos de
lecturay de escrituray esto se va notando; a pesar de que s€... ellosinclusive a veces
me dicen, usted que quiere que nosotros le expliquemos todo... porque yo les digo
gue hay que explicar, que hay que argumentar... Entonces ellos son muy dados a que
en |las mateméticas no se tiene porgue estar argumentando.

PROFESOR B

1. ¢Qué opinion tienes de la evaluacion realizada por e profesor X sobre dicho
concepto, me explicas la respuesta que das a cada item?

R/: Sobre esta evaluacion del concepto de derivada, mi primera impresion es que
para los estudiantes que manejamos nosotr os de bachillerato me parece fuerte,
fuerte en especial e item 2, si el punto 2 especialmente. Porque, de pronto...
porque presentan unas gréficas, no te dan cudl es la.. la féormula que
corresponde a cada una de esas graficas y te estan preguntando cudl es la
funcion y cudl esla funcion derivada, con dos graficos alli escuetos en un plano
de y contra x, entonces esto no es facil para un estudiante que nosotros
manejamos.

E: Pero por qué consideras tu que no es facil

R/: Te estoy diciendo una... no... no esta identificando cual es la ecuacién
correspondiente a la funcién, ni mucho menos la de la variables, o sea no conoce
ninguna de las dos, o0 sea para é facilmente no va a saber cudl es la funcién y
cual esla derivada. Eh... tiene que mangar una... una serie de conceptos como
la concavidad de la funcion, qué s es creciente o decreciente, para hacerla
corresponder con la funcién derivada, y entonces este tipo de cosas, un poco
abstractas no las mangja con facilidad el estudiante, de nuestro medio. Yo veo
este examen como para que € estudiante de secundaria coja un énfasis en
matematica, 0 sea que entre a profundizar el conocimiento matematico... porque €l
bachiller normal nuestro no hace esto.

E: Y qué diferencias ves entre este tipo de examen y € que tu realizas para evaluar
el concepto de derivada a tus estudiantes.

R/: Bueno, similitudes le veo el punto 3y & 4 que son situaciones problemas
similares a las que yo les planteo a mis estudiantes. Eh... la diferencia esta en €l
item1lye 2... Ah...y € item 5 este si que lo mang amos también, el item 5 donde
dan la funcién, dan la formulay alli en este caso e muchacho deriva y halla la
pendiente y halla la ecuacion de la recta tangente, este caso se maneja, pero en
lositems1y 2, tedan lafuncién aqui pero no te dan la férmula, estetipo de... de
casos no los mangja el estudiante, y de pronto uno mismo las maneja muy poco,
en general el profesor que orienta la mangja muy poco.

E/: Bueno explicame la respuesta que diste al item a) del punto 1.



1-a) f (5) = 3 porque €l punto (5,3) pertenece ala curva que representaay = f (x),
paax =5, y=f(5) =3

R/: Si, yo ademéas en otra hoja te escribi ademas de las respuestas, algunos
comentarios... entonces, en este caso nos dan una curva que corresponde a una
funcién f y nos dan el punto de tangencia de coordenada (5, 3) y nos preguntan f (5),
f (5) seria el valor de la segunda variable, de la ordenada, es decir f (5) = 3, porque €l
punto (5,3) pertenece alacurva, que representaay =f (X) y entonces parax =5,y =
3. Sin embargo, es posible que € estudiante no responda a esta pregunta por no
relacionar y con f (x), o sea(y = f (x)); concretamente f (5) =y en el punto (5,3) Esta
seria la dificultad, porque como te digo el estudiante esta acostumbrado a mangjar, y
=f (x) = 5x2 + 3, por gemplo. Es decir, que le den a é la férmula, que le den la
ecuacion.

E/: Bueno explicame la respuesta que diste para el item b del punto 1

1-b) La pendiente de larectatangenteay =f (xX) esm=Ay/Ax =3-1/5- 0= 2/5,
luego laderivadade f en & punto (5,3) seraf ' (x) = 2/5.

R/: En el b) laderivadaen 5... laderivada en 5 seriala pendiente de la recta tangente,
agui nos dan la recta tangente que pasa por los puntos de coordenadas (0,1) y (5,3), y
luego hallamos la pendiente por laférmulam = Ay/Ax =3 -1/5- 0= 2/5, luego la
derivada de f en el punto (5,3) sera f ’'(5) = 2/5. En este item yo no veria tanto el
problema, el estudiante debe tener claro que la pendiente de la recta tangente de f en
el punto (5,3) es la derivada en ese punto. Entonces alli, creo que no... no creo, sino
no tendria dificultades.

E/: Me podrias explicar ahora |la respuesta que diste para el item c del punto

1-c) f (5.08)~3 por el comportamiento de la curva (grafica) en valores cercanos ax =
5

R/: En € item c), este me dio una frenada, cuanto es el valor de f (x) en x = 5.08,
como solamente conocemos el punto de coordenadas (5,3) |a respuesta que yo daria
es que f (5,08) es aproximadamente 3 y lo miré de dos formas, bueno una forma
mirando la ecuacion de la recta tangente, entonces calculo f (5.08) y me da
aproximadamente 3, 02... o un valor préximo a 3. Y con la... en la gréfica también
mirando lo del limite cuando nos aproximamos a 5 por la derechay por laizquierda,
0 sea nos aproximamos a 3 por la derecha, 0 sea de esas dos formas la vi, pero no es
un valor exacto. Para €l estudiante para mi seria bastante dificil, porque é esta
acostumbrado a mangjar situaciones concr etas, 0 sea que é conozca la ecuacion,
laformula dela funcién eintenta calcular y asi no lo haria. Lo otro es que como
la respuesta no es un valor exacto... esto le daria problema porque no esta
acostumbrado a dar valores aproximados.

E/: En cuanto al segundo punto.




2. Si hay funcién derivada porque la marcada como f es creciente hasta—2y f ’ tiene
valores positivos, de —2 a —1 es decreciente f y f ' toma valores negativos. Otro
aspecto fue confirmar que de—2,5 a—1 f es concava haciaabajoy f ' es decreciente

R/: El segundo punto, ya yo diria que € estudiante nuestro no resolveria esta
situacion... no la resolveria porque entrarian unos elementos... unos elementos
en que € estudiante eh... no lo manegja con toda precision... yo trabajaria esta
situacién en e aula de clase para discutir en grupo... a mi me parece una
situacion poco adecuada para estudiantes de secundaria, estaria bien para un
universitario... Tal, para € caso de que la funcion aqui... yo diria que la funcién es
la de abajo que yo la marqué con f (x) y con el nimero 1 en € gréfico... Esta... En
este caso, aqui esta funcién es creciente, si la funcion es creciente, su derivada debe
ser con valores positivos, eso va desde menos infinito, aqui no aparecen valores de
este lado, hasta -2, luego de -2 hasta -1 es decreciente, si entonces los valores de la
derivada deben ser negativos, y agui estan negativos. Seguimos entonces, otro f es
aqui concava desde -2,5 hasta -1, si es concava hacia abajo entonces la funcion
derivada debe ser decreciente, como estd aqui (sefiala en el grafico la curva que
definio como f’ (X) con el numero 2). Y eso lo seguimos corroborando con los demés
intervalos.
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E/: Qué tienes que decirme en cuanto al punto 3.

3.-a) El consumo total de aguaen las 24 h fue de 20 m3, puesalas24 hle
corresponden 20 m3.

b) El consumodet=20at=24hesdeAC=20-15=5m3, 0seaqueenlas4h
tltimas del dia se consumen 5 ms.

c) El consumo alas 9 h es mayor, porque larecta tangente en este instante tiene
mayor pendiente que la recta tangente alas 14h.

d) Aproximadamente entre las 8 y las 12 seg. se esta consumiendo més agua porque
en ese interval o la pendiente de la recta tangente es mayor que en los demés puntos
del gréfico la pendiente de la recta tangente es mayor que en los demés puntos de la
grafica

€) A las 7:00 horas se esta consumiendo aproximadamente 0,75 m3, deducido del
grafico, porque lo que hago es aplicar la tasa media de variacién en valores muy
cercanos que pueda obtener del gréfico y entonces lo aproximo al valor que tendra en
ese instante. Entonces tomo el de 6 y €l de 8 que son los méas préximos que puedo




leer en e gréfico y entonces me da que aproximadamente es 0,75,

(7~ f(fgig(@ - 3‘215 :l—25=0,75m3”. Ahy se mide en m?3 o en litros, por segundo.

R/: Alli, e muchacho para poder responderlo debe tener claridad sobre el
concepto de derivada como la pendiente de la recta tangente, es decir el
estudiante debe dominar la interpretacion de gréficas, y en nuestro medio esto
es una debilidad, y ademas comprender a la derivada como pendiente de la
recta tangente. En este caso especifico la diferencia que veo con &l examen que yo
realizo es que agui te dan una gréfica, agui no hay férmula por ningun lado, en €
examen que yo realizo, doy una tabla de datos y pedimos una gréfica, y se entra en
hacer un andlisis similar. Aqui no usan ninguna ecuacion, sin embargo, en uno de
los problemas que yo planteo se entra a dar una tabla y a deducir una
ecuacion... Basicamente la... la diferencia aqui es que no trabgjan aqui con una
funcién que le den la ecuacion o laley que rige el comportamiento de la funcién... si
esa es la diferencia... Las dificultades que podrian tener en este punto es que... ver
cuando la pendiente de la recta tangente es mayor 0 s menor en un punto que en
otro... cuando més... tocara hacer la recta 'y la que tenga mayor inclinacion, mayor
tangente y si esta méas acostada tendr& menor inclinacién y por tanto menor tangente.
Eso basicamente deben mangjarlo ellos... Esto aqui no te piden hacer calculo
directo sino es analizar la pendi € dela tangente en cada punto, asi como te la
dibujo yo aqui en este caso,_~< ... y tendrian que hacer esto del dibujo para
resolverlo, esdecir trazar lastangentes.

Entonces en la pregunta en que me detendria a explicarte serialac), qué es mayor la
cantidad de agua que se estaba consumiendo alas 9 horas 0 alas 14 horas... Entonces
miramos lainclinacion que tiene larectatangente alas 9y laque tiene alas 14 horas,
entonces a trazar estas tangentes en este instante, vemos que a las 9 horas tiene una
mayor inclinacion, 1o que indica que hay un mayor consumo. Ah 'y en cuanto ala d)
bueno o mismo la tangente que tenga mayor inclinaciéon. En cuanto a la pregunta
en qué unidades se medira el agua que se estd consumiendo en un instante
especifico, me parece una pregunta muy interesante, porque € estudiante
descuida a menudo las unidades de medidas, y las unidades son interesantes... y
ademas alli entrariamos nosotros de pronto areforzar si € estudiante comete el
error de no escribir las unidades correspondientes o de escribir otras
equivocadas y también permite ver s los estudiantes entienden la derivada
como unarazon de cambio entre magnitudes.

E/: Y qué del punto 4, cuéntanos un poco...

4-a) El coche A ha recorrido la misma distancia que el coche B en ese tiempo. La
pendiente de larecta tangente en P es mayor que lade larectade B

b) Lavelocidad del coche A es mayor. EI mismo argumento dado en €l item a)

c) Si, pues hay un momento (aprox. 10 seg.) en que la recta tangente es paralelaala
recta (igual es pendientes)

d) En e punto P, porque la pendiente de la recta tangente es mayor en ese punto
(mayor inclinacion)

R/: 4 @) El punto 4 me gusté mucho, porque esto lo trabajamos en fisica... si
entonces, aca nosotros utilizamos automovil y aqui dice coches... El coche para




nosotros es el que tiene cabalo... (risas)... Bueno, aqui también se usa la recta
tangente a la curva, en la primera pregunta, sobre qué ocurre en € punto P de la
gréfica, entonces comencé a andlizar la gréfica desde abajo, desde antes del punto P a
la gréfica correspondiente al coche A y noté gque |la tangente tiene mayor inclinacién
en e punto Py esto significa que la velocidad en ese punto es mayor para el coche A
y eso hace concluir que en ese punto e coche A se alcanza a coche B para
sobrepasarlo no... Ese es |o del punto P... porque en realidad alcanza a recorrer la
misma distancia en el mismo tiempo...

b) En cuanto a cdmo son las velocidades en el punto P... de hecho la velocidad de A
es mayor que la velocidad de B, entonces son diferentes... Ademas hay que anotar
que la velocidad del coche B es constante... y la del A es variable, aumenta 'y luego
entraadisminuir...

c) Si en este instante... alos 10 segundos... alos 10 segundos, porque al trazar aqui la
recta tangente en este punto es paralela con la recta que corresponde a la trayectoria
del coche B y lo mismo ocurre aqui en aproximadamente que 3,5... Es decir en los
lugares donde |as rectas tangentes sean paralelas entre si. O sea que tengan la misma
pendiente, que en este caso es cero. Bueno yo creo gque el estudiante que ya tenga
bien claro lo que hemos repetido muchas veces de que la pendiente de la recta
tangente en un punto es la derivada en ese punto y que la derivada en un punto es la
velocidad en ese punto... Entonces si é manegja bien esto no tendra ningun
problema, y mas aun porque ya hemos visto problemas similares a este se
trabajan en fisica, de pronto no con curvas... no graficas con curvas como €l
coche A, sino gréficas rectas... pero el ya maneja de cierta manera desde fisica
de 10°, é maneja situaciones como estas.

d) Y s preguntas cua es la velocidad mayor y por qué es mayor, entonces alli usa
pendiente, calculala pendiente del gréfico de distancia contra tiempo.

E/: Qué errores posibles esperas gue tus estudiantes cometan frente a esta situacion
problema.

R/: Bueno... En cuanto a los errores posibles... que é descuide que €l caso que la
tangente sea paralela con la recta del coche B, que descuide esto, y diga entonces
gue nunca van a ser las velocidades iguales... Ese es un error posible... Que é diga
por ejemplo en €l b) que las velocidades son iguales... porque se cruzan los dos
gréficos... Esto para ellos es [6gico, es una idea del sentido comun... Esto obedece
simplemente porque ven el cruce de las dos gréaficas... o porque ellos hacen una
mala interpretacion del grafico porque no estan acostumbrado a trabajar con
ello confunde la trayectoria con € dibujo del grafico... y eso esalgo quelos lleva
acreer queenrealidad el carro A semueveen unacarreteracurvay el otroel B
semueve en una carreterarecta... Lo cual habria que trabajar mucho...

E/: Y por ultimo que tienes que decirnos del punto 5.

5.Si f (X) = 3x2- 2x, en e punto de abscisa 2, entoncesy =f (2) =8
f'(x)=6x-2,f’ (2) =10, estaseralapendiente... y como esta recta tangente pasa
por €l punto (2,8), entonces:

y-8/x-2=10= y-8=10x- 20 = -10x +y + 12 = 0 es la ecuacion pedida.

R/: Yo creo que ese seria el mas f&cil... (risas)... el mas facil de resolver, e que
mas se usa, si porque alli tendria que calcular unicamente la pendiente por la




derivada... Porque ya tienen la ecuacion... Este es e tipo de situaciones que ellos
manejan méas. Esta como que més facil paraellos... Yo lo resuelvo asi.

PROFESOR C

1. ¢Qué opinidn tienes de la evaluacion realizada por el profesor x sobre dicho
concepto, me explicas las repuestas que diste a cada item?

R/: Yo pienso que... que para mi particularmente me generd una crisis, puedo
decirte sinceramente, que después de haber resuelto esta evaluacion, creo que
hubo un cambio... Esa es la verdad... Pues uno arranca con €l primer gercicio,
aparentemente uno dice si uno tiene bien claro algunos conceptos... pero a
medida que uno va desarrollando se da cuenta que uno como docente a veces
como que tiende a que el estudiante memorice mucho, memorice los criterios...
guetalescriteriosy reglas de derivacion y que estos otros... pero cuando en si es
la aplicacion del concepto derivada, ya uno como que falla... Uno nota que por
ejemplo,

1-a) Segun la gréfica f (5) = 3, puesto que e punto (5,3) pertenece también a la
funciony =1 (x)

a) En la primera parte, dice encuentre f (5), el estudiante enseguida graficamente
creo que puede determinarlo, no creo que haya problema ahi...

1-b) Por definicién la pendiente de larecta tangente alafuncién esigual ala
derivada de ese valor (de laabscisa), esdecir: f ' (5) = pendiente=Ay/Ax=3-1/5-
0=2/5.

b) En esta parte también lo mismo, pero entonces aqui ya viene € principio de
derivada, € concepto de pendiente. Parece ser que en este gjercicio uno nota que
hay una l6gica, hay un proceso l6gico y que no se sale de unos lineamientos... La
verdad es que s el estudiante resuelve esto, eh... de hecho podriamos garantizar que
el estudiante comprende e concepto de lo que es una pendiente de la recta tangente a
lacurva

1-c) Podran decir es que me dalo mismo... casi lo mismo... e mismo valor... que €l
valor de f (5), porque €l intervalo es muy... muy cercano... se puede decir gque la
tendenciaes cas cero

b) Yo no sé.. yo tengo algunas dudas en cuanto a que yo reconozco que mis
estudiantes no podrian resolver la parte c. O a menos |o que creo yo que me
podran decir, es que me da lo mismo... casi |0 mismo... e mismo valor... que €l
valor de f (5), porque € intervalo es muy... se puede decir gque la tendencia es
casi cero... es lo que me podrian decir ellos, pero como aqui dice... sea |0 mas
exacto posible... estoy seguro que esa exactitud... no se si llamarla precision...
estoy seguro que no la darian porque no estan acostumbrados a trabajar en
clase gercicios asi... sino méas de aplicacion de algoritmos... reglas... derivar
ecuaciones.
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E/: Qué me dices del segundo punto

2. Llamemos las gréficas f y g, segun la gréfica g es la derivada de f, puesto que:
cuando g >0 entonces f es creciente y cuando g < 0 entonces f es decreciente y esto
esta acorde con los criteriosdef '(X) > 0y f ' (X) < O paraque f (X) sea creciente y
decreciente, respectivamente. Y en los puntos donde f tiene un maximo o un minimo
gescero... Oseasif eslafunciony g esladerivada

R/: Bueno pues esto si ya es... ya podriamos decir que una maravilla... Este, creo
que aqui se nota demasiado €l ingenio del profesor... yo no sé quién lo hizo...
¢fuiste th o qué?... Bueno, lo que si es cierto es que cuando uno ve este tipo de
gjercicio uno nota, de que s e estudiante logra resolver este gercicio es porque
en realidad comprende la aplicacion de... de los criterios de la derivada... de la
primera derivada... cuando es mayor que cero O menor que Cero.
Particular mente, para mi... para mi como docente me fue dificil... me fue dificil
el poder resolver esto, yo creo que nuestros estudiantes o mis estudiantes...
tampoco... no lo hubiesen hecho... Claro esta que los estudiantes de por si tienen una
habilidad, que uno no podria decir... como decir... 0 ser tajantes... Pero yo creo que
no lo harian... a mi me costé trabajo hacerlo y tuve que pensarlo varias veces, de
pronto un estudiante |o hubiese logrado, pues ellos tienen otras...

]

E/: Pero por qué tu crees que los estudiantes en general no podran resolver esta
situacién problema

R/: ES que no... es simplemente porque el profesor es un guia... y a veces uno... uno
como docente va encasillando a los estudiantes en €l tipo de gercicio que uno
siempre ha trabajado, entonces |os estudiantes casi siempre como que uno le limitao
le mata mucho la creatividad, esto simplemente es de creatividad, entonces €l
profesor que mont6 este taller, es un trabajo donde se ve que maneja mucho las
graficas y todo €l taller estd hecho asi en funcion de graficas, en funcion de la
conceptualizacion mas propiamente dicho. Yo creo que este segundo punto, me
dej 6 bastante inquieto sobre el mismo conocimiento que yo tengo de la derivada.
Ademds, porque nosotros como docentes, nOS preocupamos por proponer
gercicios donde los estudiantes tengan que resolver todo y dar respuestas
algoritmicasy no nos hemos preocupado por trabajar sobre andlisis de graficas.
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E/: Y qué tienes que decirnos del tercer punto.

3-a) Segun lagraficael consumo total de agua es de 20 m3

b) Lagréficamuestra que entre las 20 y las 24 h unalinearecta, o seaque e
incremento en el consumo es constante con respecto al tiempo.

) Segun lagréficaalas 9 h, lafiguraen ese punto presenta mayor inclinacion, o sea
gue la pendiente es mayor, con lo cual existe mayor variaciéon en el consumo es
positivo (ver punto a).

d) En €l punto A =12 seg., puesto que existe una pendiente mayor que en los demas
puntos del gréfico.

€) 1< consumo < 2, unidades3, cms, m3, 4 litros.

R/: En € tercero también, es una aplicacion muy buena de la derivada, uhm...
insisto, yo creo que... que aqui no solamente se manegja € concepto de derivada,
sino de muchos otros mas... Yo creo que de verdad, es un taller... un taller muy
completo, en cuanto se mang/an muchos criterios de representacion que yo no
uso en clase...

E/: Y qué tienes que decirnos del punto cuarto.

4-a) Punto de encuentro en su trayectoria

b) Las velocidades instantédneas son iguales, puesto que habran recorrido lamisma
distanciaaigual tiempo, pero esto no significa que los cuerpos lleven lamisma
rapidez, ni la mismavelocidad media.

c) En los puntos donde se intersecan las gréficas, son las vel ocidades instantaneas
iguales, ese instante |os dos coches se encontraran.

d) En el momento en el cua lagréficade A esta por encimade lade B y la pendiente
en esos intervalos sera mayor. Se debe analizar la gréfica y también mangjar €l
concepto de derivada o de la pendiente...

R/: En cuanto a punto cuatro, también yo creo que es una aplicacion muy buena
deladerivaday que noslleva aun concepto muy claro de velocidad, pero que en
la medida que uno empieza a analizar encuentra muchisimas cosas escondidas
dentro del mismo gjercicio... 0 sea que esuna... una caja de Pandora... (risas)...

E/: Pero qué errores esperas de tus estudiantes frente a la pregunta b)

R/: ... Yo creo que lo més usual es que nos dijeran que las velocidades son iguales...
gue nos dijeran que la velocidad en ese punto es igual, pero en ese instante, o0 sea
velocidad instantanea, porgque eso uno 1o hace ver, que no es velocidad media y
mucho menos rapidez que es o que uno mangjaen fisica... En cuanto aeso yo en la
parte de matematica... yo... yo hago bastante énfasisen eso... Y en cuanto alaUltima
parte, cuando crees que e coche A tiene mayor velocidad, si entonces, aqui s
analizamos la grafica, € estudiante debe analizar la gréfica y también mangjar €l
concepto de derivada o de la pendiente... si no logra hacer eso, obviamente nunca
podra determinar en qué instante el coche A puede tener mayor velocidad que € B...
0 sea que lo que te estoy planteandote, es que este tipo de taller o de evaluacion esta
en funcidn o en base de funciones, de graficas, pero que dicen mucho mas... que uno
en la medida que lo empieza a analizar eso no esta dando mucho més conocimiento
gue simplemente hacer unos gjercicios... hallen la derivada de esto... o de esto...
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E/: Y qué del quinto gercicio

5. S f (x) = 3x2 - 2%, entonces |la pendiente de |la recta tangente es f* (x) = 6x - 2.
Evauada en x = 2 la pendiente es igual a 10, puesto que la derivada nos da la
pendiente de la recta tangente ala funcion.

f(x)=3x2-2xevauadoenx =2, sera f (2) = 12 - 4 =8, entonces P (2, 8), como
este punto pertenece también a la recta tangente podemos aplicar la ecuacion de
punto pendiente:

y-8=10(x-2) =>y=10x- 12 = -10x +y + 12 = 0 eslaecuacion de larecta
tangente

R/: En cuanto al dltimo gjercicio... Eh... también... este s se mangja... Este es el mas
cotidiano... De pronto este si fue el mas facil... para que un estudiante lo pudiera
resolver... Este es 1o que él esta acostumbrado a hacer... La parte esta algoritmica de
desarrollar en € gercicio...

E/: Qué comentarios puedes hacernos sobre las posibles dificultades de tus
estudiantes frente a la resolucion de este examen

R/: Vamos atratar de fraccionarlas por preguntas... En la primera pregunta la parte @)
y lab), la podrian resolver bien, pero la c) eso le generaria crisis, pero que es muy
buena, porque esto los va a inquietar a ellos a explorar... a mejorar... Les generara
crisis porque como la gréfica, como obviamente no va alograr através de estos datos
conseguir que es f (x), por intuicién uno cree que va simplemente a reemplazar €l
valor de x, s entonces estoy seguro gue no va... que esto le vaa generar... Lo mismo
en la segunda, en la segunda si estoy convencido que... que no podra resolver...
quizas, bueno hubiera dicho algo, pero no creo gque hubiese logrado responderla. En
la tercera, yo creo que la... la parte... no, mentira hay una parte donde preguntan en
gue intervalo se ha consumido mas... si, si correcto... eh... a donde se ha consumido
més alas 9 h 0 alas 14 h. En este punto, bueno porque € se tiene que apoyar en la
graficay tiene que hacer uso del concepto de pendiente, que también esto le generara
algunos conflictos, pero se que estas la podran superar. En cuanto a cuarto, en €l
item d), cuando preguntan en qué momento el coche a tiene mayor velocidad, esta
parte, también les generaria conflicto a los estudiantes, porque tendria que analizar
los conceptos de pendiente y también tener en cuentalagréfica... en cuanto note, por
giemplo en e punto de 10 segundo estd4 por encima de la gréficay a la vez la
pendiente es mayor... En cuanto alas preguntas a) y b)... yo creo que lab) tiene 0 es
de més andlisis... El te va a decir lo que posiblemente ocurre... lo que s va... 0
también puede generarle como que un estado de... de mayor complicacién para él, es
la pregunta b) porque estamos hablando de velocidades, y uno aqui casi siemprevaa
tender a confundir de que como esto es una linea recta, estoy seguro que €ellos lo
podran plantear ya como un movimiento uniformemente acelerado... pero ellos
relacionan... Y del quinto no, esta es la parte algoritmica que es la que uno mangja...

PROFESOR D

. ¢Qué opinion tienes de la evaluacion realizada por € profesor x sobre dicho
concepto, me explicas las repuestas que diste a cada item?
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R/: Primero, felicito al profesor que realizo este examen, porque es un examen de
mucho andlisis, de mucha inter pretacion, que ayuda al alumno a... pues digamos
avisualizar mejor ese concepto de derivada sin utilizar muchos célculos... Es una
cosa de mucha importancia que vi en este examen. Creo que en general tiene...
hasta aplicaciones en la fisica de mucha importancia, €l concepto de velocidad,
el concepto de... razones de cambio... y de geometria la recta tangente... Me
parece un examen muy completo, creo que es un modelo a seguir y a cultivar aca en
Barranquilla. Yo creo sinceramente que mis alumnos no responderian facilmente
un examen como este, Creo que no, pues tendriamos que ensayar, pero primero
tendriamos que trabajarlo mas en el aula, hacer estetipo de preguntas, trabajar
con interpretacion de graficos y entonces asi si el alumno podria resolver este
tipo de problemas.

E/: Qué diferencias encuentras con €l que tu realizaste del concepto de derivada
R/: Si, de pronto aca se esta trabajando mas la observacion, la inter pretacion de
graficos y la aplicacion de conceptos... Claro que acé nos resulta complejo hacer
esto porque esto amerita costos en el profesor, de tiempo, de preparacion de
impresion, etc... Con esto no quiero escudarme, porque sé que con este tipo de
examenes e alumno avance sobre el proceso. Aca en Barranquilla, trabajamos
mas en e punto mas numérico, mas como funcion numérica y algebraica, en
nuestros examenes hay que hacer mas célculos algebraicos y en €l que tu me
presentas, en este setrabaja masla interpretacion... se esta trabagjando mucho mas
la interpretacion, que ojo... j es mucho més importante! Desde el punto de vista
conceptual, quelosva allevar a comprender mas ese concepto de derivada.

E/: Haber, podriamos ahora entrar a hablar un poco sobre las respuestas que diste
0 mas bien que daran tus alumnos a cada item, por ejemplo cuéntanos sobre la
respuesta a la pregunta 1, y sus respectivos apartados a), b) y ¢). Y s quieres
comentar seguidamente algo sobre |os posibles errores esperados en tus estudiantes.

1-a) Como larecta L estangente alacurvaen el punto (5,3) por lo tanto f (5) = 3ya
gue € punto (5,3) € f.

R/: @ Bueno de primer punto verdaderamente que la recta tangente esta
relacionando el punto (5,3) y ya un alumno a este nivel, pues puede manejar bien €l
concepto de que € punto 5 en e Dominio su imagen es 3, por tanto, f (5) = 3,
porgue la recta tangente toca a la funcion en ese punto. Entonces, 1os alumnos muy
pocos presentarian dificultad en este item.

1-b) f ' (5) = pendiente de larectatangente ala curvaen (5,3), entonces m=3-1/5
-0=2/5.

b) Bueno ya aqui si tenemos que trabajar mas, teniendo en cuenta de que los alumnos
yatienen el concepto de que la derivada representa la pendiente de la recta tangente
en ese punto. Y como nos estan dando dos puntos por donde pasa la recta tangente,
pues solamente es hallar la pendiente, asi: m=3-1/5-0=2/5.

No tendrén problemas, siempre y cuando sepa 'y maneje bien eso de que la derivada

representa esa pendiente de la recta tangente en dicho punto. Yo lo veo interesante
porque le estés preguntando a estudiante para mirar e grado de comprension del
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concepto de derivada, sin colocarlo frente a un problema de agebra, que lo asuste
mas.

1-c) f ' (5)= L8 =TO) - como Ax = 0,08 =f ' (5) = LC0W-TO) — 20, 08) ~f (5,
AX 0.08 5

08)-3= f(5,08)~ 3,05

c) Si € pues, este 5, 08, pues como no tenemos una funcion definida, es decir
como no tenemos la ecuacion o laley de esta funcién, pero si nos ayuda un poco
a observar que ese incremento relativo, se hace muy préximo a ese 5,08 y esto
nos ayudaria a calcular la imagen de ese 5,08 a través de ese concepto de
incremento relativo y nos daria un valor muy aproximado en el grafico. Ademas
lo interesante de este punto, es que acercamos a los estudiantes a trabgjar con valores
aproximados en matematicas y es algo alternativo al tipo de respuestas precisas que
siempre le pedimos gque nos den. Si porgue s bien es cierto que la matemética exige
precision, también la aproximacion es una parte valida del proceso matemético. Yo
creo que mis alumnos a que S van a presentar esa... pues mis alumnos, si van a
presentar dificultad, te lo digo sinceramente, porque... pues estas aproximaciones
nunca... nunca las hemos trabajado... sinceramente y menos a partir de un gréfico...
Pero me parece atener en cuenta este aspecto en €l futuro. Yo lo hago asi:

E/: Y en cuanto al segundo punto

2. Si hay funcion derivada, porque al observar las gréficas, los puntos criticos
(méximos o minimos) de una funcion f, corresponden a los ceros para la otra la
funcion f 7. Ademas la funcién f es creciente de -0 hasta—2, por tanto la funcion f
toma en este intervalo valores positivos, de -2 a —0.5 f es decreciente y f * toma
valores negativos, etc. Ademas, de -2,5 a -1 f es concava hacia abgo y f ' es
decreciente, etc.

R/: El segundo punto... si este segundo punto me parece de mucho... de
interpretacion geométrica y de tener claro ya... que €l alumno haya trabajo €
trazado de graficas, es decir que una funcion es la derivada de otra o no.
Digamos que si observamos |os puntos criticos que aparecen alli, serian cero parala
otra funcién, que si aparece en ambas, con lo cual aqui los estudiantes podrian decir
si corresponden y esta es la derivada de esta, pero en ultimas tendrian muchas
dificultades porque creo que este problema requiere del dominio de estos conceptosy
no sé hasta donde mis estudiantes los tienen, porque la verdad yo no pongo este tipo
de gercicios ni en los exdmenes, ni los hago en laclase...
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E/: Quétienes que decirnosdel punto 3

3-a) Zgjom =Q(tl) + Q(t2) +... + Q(tn)

b) Q(20)=15y Q(24)=20
[Q(24) - Q(20)}(24 - 20)
Q(20){24 - 20]+ >
15{4“% =60 - 10 = 50

) Q (9 =4 y Q (14) = 12, pero lainclinacion de larecta tangente alacurvaen 9 es
mayor que lainclinacion en 14, por tanto el consumo en 9 es mayor que en 14.

d) En €l tramo 8 — 12, se esta consumiendo agua, porque €l area bgjo a curva es
mayor que los otros tramos, y porque la pendiente de la recta tangente a la curva es
mayor que en los otros tramos. Por tanto, nos quiere indicar que alli hay mayor
consumo de agua.

€) Hay que hacer un célculo aproximado, porgue €l valor del consumo en este
instante 7, corresponde a latasa de variacion instantanea, de seguro las unidades
serén de capacidad / tiempo.

R/: Pues, haber este tipo de problemas de interpretacion grafica, pues se sale de los
problemas que normal mente nosotros colocamos aqui a discutir en el salon de clase o
gue le mandamos a investigar a los estudiantes, estos casi siempre estan mas que
todo centrados en los procedimientos algoritmicos. Y éste.. Si es de mayor... de
mucha interpretacion... exige interpretacion geométrica digdmoslo asi, ubicacién del
alumno con la gréfica en €l plano, y bueno yo creo que tendrian dificultades para
resolverlo porgue claro no estan acostumbrados... pero me parece muy bien y muy
sugerente.

a) Aqui vemos preguntas del consumo total de aguaalo largo del dia...

b) Del consumo de agua caliente entre las 20 y las 24 h, entonces observamos de que
la... de alli tenemos una funcidn lineal en ese tramo. Ahi la relacién entre consumo
de agua con respecto al tiempo... y |a pendiente seria una constante ahi.

C) Yaentre & tramo entre... entre... aqui hay una pregunta de que cud es mayor la
cantidad de agua que se esta consumiendo alas 9 o a las 14, observamos que la
pendiente es mayor en 9 con respecto a 14, la pendiente, la inclinacion de la recta
tangente a la curva, por lo tanto nos quiere indicar que alli _hay mayor consumo de

agua.
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d) En esta parte, creo que se esta consumiendo mas agua caliente en 10s tramos en
donde |a pendiente sea mucho mayor, o en & punto donde |la pendiente sea mucho
mayor. Alli aparece un tramo entre 8 y 12, parece mayor que en |os otros.

€) En cuanto a esta parte, la unidad es |la correspondiente a una tasa de variacion
instantanea, es decir medida de capacidad con respecto a tiempo... y & consumo
estaentre 1y 2. Entonces nos tenemos que referir a hacer un célculo aproximado.

E/: Enlo que respecta al cuarto punto

a) Los dos coches se encuentran aigual distancia en ese instante

b) El coche A tiene mayor velocidad que e coche B por tener mayor su pendiente
que representala velocidad y gue no es mas gue la derivada en ese punto.

c) Si, Si, donde las pendientes son iguales, es decir cuando la recta tangente a la
curva que representa el movimiento del coche A sea paralela alarecta gue representa
el movimiento del coche B.

d) Donde e tramo de la curva A tienen mayor pendiente que la recta B,
aproximadamente de 3,5 a 10 horas, siendo el valor mayor en P (como sefida en la
figura).

R/: @) Este gercicio es muy bueno... yo realmente |o he trabajado en la fisica pero en
matematicas no... pues agui me centro méas en gjercicios donde apliquen la parte de
los algoritmos de la derivacion..., €l cuarto punto habla de una grafica de distancia
vs. tiempo, Yy nos muestra la trayectoria de dos movimientos diferentes de dos
coches. En cuanto a la parte @) En este punto P lo que nos esta diciendo es que para
ese tiempo estan tomando la misma distancia. Y o creo que los alumnos ya deberian
tener base de esto, porque ya estamos en grado 11 y ellos ya vieron en fisica de 10°
vieron movimiento rectilineo y movimiento uniformemente variado, entonces yo
creo que si loresolveran... Yo no creo que los alumnos cometan €l error de decir que
ali hay un chogue o algo por €l estilo... No creo... Si e alumno interpreta bien, los
gréficos de x contra t y v contra t, no deberia tener dificultad ali... y podria
presentarte alguna dificultad en estos aumnos que no dominen esto, pero
observamos que de ahi en adelante sigue el movimiento, luego no podriamos pensar
que ali hubo un choque.
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b) En cuanto a las velocidades en € punto P, yo diria que es mayor... pues en coche
A por tener mayor pendiente que el coche B. La pendiente ali va representar la
derivada y la velocidad. Ahora, bueno... para los aumnos gque tengan facilidad para
lainterpretacion de gréficos en fisica de dos gréficos, si te responderan bien... Pero a
los alumnos que tengan dificultades muy... muy marcadas en esto y no sélo en el
grafico s no en la interpretacion del concepto de velocidad instantdnea como la
derivada en ese punto... como la pendiente de la recta tangente en ese punto... si... si
van a presentar dificultades... Pueden decir que son las velocidades iguales... pero
eso seriafuerte y habrialuego que trabgjar mucho para cambiarles estas ideas...

c¢) En cuanto alas velocidades iguales, si hay... y es donde tiene iguales pendientes,
es decir cuando las tangentes de la curva de movimiento de A sea paralela a la
trayectoria recta de B... Hay dos tramos, donde |a recta tangente... sean paralelas...
agui y agui... en 10 y 3.5 aproximadamente

d) El coche A tiene mayor velocidad en los tramos donde |a pendiente el grado de
inclinacién tiene mayor pendiente que la de la recta B... Por ejemplo en €l intervalo
gue vade 3.5 a 10 seg. aproximadamente... y méas concretamente también en el punto
P... bueno pero yo creo que los aumnos si van a tener errores, errores de los
conceptos fundamentales de la fisica... si... como interpretacion de la velocidad
instantanea como la derivada... es decir como la pendiente de larecta tangentea
la curva en eseinstante... en ese punto...

E/: Qué opinion tienes del dltimo punto.

f(X)=3x2-2x=f(2)=3.(22-2.2=3.4-4=12-4=8=>1(2) =8
f'(x)=6x-2

m=f'(2)=6:(2)-2=10=>m=10

y-yo=m(X-X0)

y-8=10-(x-2)

y-8=10x-20

10x-y-20+8=0

10x -y - 12 =0, esla ecuacion de la recta tangente.

R/: Bueno... En este gjercicio, pues, de pronto... no aca... ese es €l tipo... modelo
de gercicio que normalmente evaluamos... creo que los alumnos no presenten
ninguna dificultad... A no ser detipo algebraico... esdecir que se equivoquen al
aplicar laférmulas o al hacer los calculos... pero esto si 1o resolverian con mayor
facilidad...

PROFESOR E

1. ¢Qué opinién tienes de la evaluacion realizada por € profesor x sobre dicho
concepto, me explicas las repuestas que diste a cada item?

R/: Para ver, cuando ti me pediste que hiciera un examen del concepto de
derivada, yo no conocia este examen, sin embargo, observo que hay algunos
puntos que coinciden con los que yo coloco... Si es una prueba comun y
corriente que muestra... que puede mostrar en un momento determinado... el grado
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de avance de los estudiantes en cada uno de los temas propuestos. Sin embar go,
noto también que cuando se trata de gréficas hay que ser muy claro, porque a
veces una gréfica no se interpreta tan facilmente... Entonces la no-interpretacion
de una gréfica, sobre todo cuando no se trabaja sobre un papel milimetrado... Eh...
que claro que yo pienso que esto que estd aqui es una copia... Entonces no se puede
tener unavision clarade ellas... Yo creo que la mayor dificultad que yo veo en este
examen esta en la interpretacion de gréficas, porque considero que interpretar
grafica no es sencilla... interpretar gréafica... tienen uno que ir sobre el texto
original, para ver bien que quiere mostrarnos la grafica. Es posible también
nosotros adolezcamos de esto... pero hay que estudiar duro esto de andlisis e
interpretacion de graficos, sobre todo cuando se tratan de graficos en 2 dimensiones
y en 3 dimensiones... ver €l concepto de derivada ali no es fécil para nuestros
estudiantes... serian gjercicios nuevos para ellos...

E/: Qué opinion tienes de las respuestas que diste en € punto 1 al item a)

1-a) f (5) = 3 estaeslasolucion... e f (x) esta técito como quien dice, porque aqui el
punto (5,3) que es un punto comun donde la tangente se tropieza o tocaalacurvay =
f (x), vemos gue tiene una abscisa 5 y una ordenada 3

R/: “Eh... en cuanto al primer punto... yo observo gque es un punto sencillo que
cualquier estudiante puede resolver, obviamente mis alumnas me irian a
preguntar... estoy seguro que me preguntariany... Profesor... y = f (X) y cudl esla
formula de f (x), porque ellas no entienden y no estan acostumbradas a este tipo
de gercicios como este con aproximaciones... en € gque aqui digamos, € f (x)
esta tacito como quien dice, porque aqui € punto (5,3) que es un punto
comun donde la tangente se tropieza o toca a la curvay = f (x), vemos que...
gue ese punto, tiene una abscisa 5y una ordenada 3... Luego ali vemos que a
f (5) le corresponde 3... 3. Y entonces alli no hay ninguna cuestion, f (5) = 3 esta
eslasolucion.”

1-b). ML=3-1/5-0= 2/5= y-3=2/5(x-5) y-1=2/5(x-0)
By - 15 = 2x - 10 By -5=2x-0

oy =2x+5 Sy=2x+5
|y=2/5.x+1 | y=2/5.x+1

Debe definir un punto Q (en la curva) para asi encontrar la pendiente de la secante y
estudiar seguidamente el comportamiento de esta pendiente cuando e punto Q se
aproxime cada vez a P. Luego define la recta tangente a una curva en € punto P, como
aquella recta que pasa por (5,3) y tiene pendiente 2/5 = m, siendo m = 2/5 €l limite de las
pendientes de las rectas secantes cuando € punto Q se aproxima a P, si este limite existe.
P(5,3)y Q(x+Ax,f(x+AXx))

v f(x) PendientedeIarectasecantez—f(“AAx))(‘f(x)
o f(xrAW
e \\P > —El
7
— : — ., f(x+A)-f(X)
— ~ =|2/5= 2Xxa9= 1
7 X X+h Lim AX
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b) Ahora cuando nos hablan def ’ (x) Si tenemos entonces que tener presente, que la
funcion agui esy = f ( X) = 3 y vemos que ya hay una independencia de... ya...
justifica el paso alasolucién siguiente, ala derivada.

c) Y cuando se incrementa en 0. 08, ya si tuviésemos que hacer laresta de lafuncion
(5+ 0, 08) - 5, porque seria la funcién incrementada menos la funcién origina
dividido por el incremento. Entonces alli se va explicando claramente esto... Y esto
sera aproximadamente cercano a 3. Entonces si... si es un punto muy facil de trabgjar.

1-c) f ’(5#%; ya sabemos que Ax = 0,08; quef (5)=3y quef ' (5) = 2/5

=f’(5)~ W :>§ (0, 08) ~f (5,08)-3= f (5, 08) ~ 3,05

E/: Para ver, me gustaria que me comentaras algo sobre una expresion que dijiste al
inicio de la conversacion y es: que las alumnas te preguntariany = f (xX) y cual esf
(X), qué me puedes comentar al respecto.

R/: Porque genéricamente, ellas estan acostumbradas a que uno tiene que
definirles la funcién, es decir, hay que darles el f (x) igual a algo, o sea la
formula matematica. Por eso te decia que lo mas dificil es cuando vamos a
trabajar con gréficos. El estudiante tiene que meterse mucho en e concepto
para poder encontrar, y... las variables que se estan buscando. Sin embargo te
digo que, en eso estoy tratando de trabajar fuerte... Porque con la reforma de
las nuevas pruebas del estado que vienen ahora, juega un papel importante €l
concepto de funcidn, juega €l papel importante €l concepto de a través de una
grafica definir las variables de una funcioén, es decir interpretacion de graficos
para poder resolver los gercicios.. Este es un elemento positivo en esta
evaluacion.

E/: Ahora coméntanos algo del segundo punto de este examen

2. Més claridad en la grafica para poder resolverlo.

R/: Bueno en e segundo punto yo observo que hay dos funciones que si tienen algo
en comun... parece ser que una de €ellas es la funcién derivada de la otra, pero no se
ve claramente. Yo creo que no... que no se ve claramente... pero no es culpa de esta
evaluacion... sino que es culpa, creo yo de que... yo pienso que no hay como que un
papel milimetrado para que me pueda mostrar la variacion de una... Bueno a ver, una
esta por debajo de la otra, pero no tengo exactamente € punto. A ver esto estaraen el
centro en e centro, no se... Esto estd a cuanto agui arribita... no sé... Es decir no
puedo determinar bien porque no hay un... una.. eh... una... que te digo... la recta
metrizada no... no... no tengo un parametro claro... Entonces yo creo que aqui Si... S
van a tener problemas mis alumnas en la resolucion de este gjercicio, por la poca
claridad que tiene la gréfica, pero obviamente no es un gjercicio dificil, sempre y
cuando se conozca bien la distribucion y la escala de medicion en la que esta
Quisiera este gjercicio analizarlo més detalladamente... jpero después!

E/: Bueno explicame la respuesta que diste para el punto 3.
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3-a) 20 litroso m®

b) 20h > 15— P1(20, 15)= 2= _5

——— == transcurren 4 horas y se consumieron 5
24-20 4

litros
24h — 20 — P2 (24, 20)

c)9h—>4 =14h>9h
14h—12

d) Habria que determinar los puntos y observar entre qué horay qué hora se consume
mas.

e) Aproximadamente 1,8 litros o m*

R/: Cuando comencé a leerlo me extrafié de que no hubiera unidades de medicién,
pero a final veo que lo colocan aqui. Si... esto es un gjercicio donde no hay mas que
una... gréfica de Q contra t, donde se dice que... que en un hotel se consume agua
caliente durante un dia.. y nos da la funcion que va desde tal hora hasta €l
consumo... Que me imagino que seraen litroso cm 3 6 md...

a) Si en @ dia se consumen 20 litros 0 20 cm3, transcurrido 24 horas.

b) Entre las 20 y las 24 horas, bueno segun lo que puedo ver agui han transcurrido 4
horas y se han consumido 5 litros o cm3. Si_porque agui vemos |os puntos (24, 20) vy
e (20, 15)... Entonces, haciendo un cociente diferencial alli, se obtiene que en 4
horas se consumen 5 litros.

c) Observamos también como es mayor la cantidad de agua caliente gue se esta4
consumiendo a las 14 horas, porque a las 14 h ya se han consumido un total de 12
litros aproximadamente, mientras que a las 9 h se estén consumiendo apenas 4 litros
de agua caliente, mientras que a las 14 se han consumido 12 litros. Si el estudiante
puede establecer un punto... y compararlos... también agui es muy facil en el aspecto
de que é halle... |la pendiente de... de |la tangente a la curva en ese... ese punto y por
ali puede determinar facilmente estas cuestiones.

d) Cuando cree que se estaba consumiendo mas agua caliente, bueno eso... eso
depende, porque... depende del intervalo donde |o vaya a tomar... depende del
intervalo donde lo vaya a tomar, porque agui de 6 a 12 yo noto que hay un
incremento bastante grande en e consumo... Porgue de un litro gue se ha consumido
alas 6 delamafana, alas 12... 11 litros, 0 sea que se han consumido 10 litros, en esa
parte de agui, después fijate tU agui... desde las 12 en donde se han consumido
aproximadamente 10 litros hasta las 15... hasta las 20 se han consumido apenas 5
litros... 0 seala variaciéon depende donde €l tipo de horario gue quiera uno analizar...
yo creo que ali... cuando cree gue se esta consumiendo mas agua... Yo pienso gue
eso tiene una dependencia del intervalo que uno quiera medir.

€) Bueno alas 7:00 parece que se esta consumiendo casi 1,8 litros 6 m3... Bueno y las
unidades... tiene que ser unidad de volumen.

E/: Qué puedes comentarnos del punto 4.
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4-a) Se encuentran |los carros

b) Han recorrido espacios iguales en tiempos iguales

) no porque las distancias recorridas son diferentes y esto hace que la velocidad de
uno seamayor que ladel otro

d) Siempre porque B tiene aceleracion constante mientras A tiene aceleracion
variable

R/: Aqui... veo por gemplo que hay dos coches que se mueven verdad... hay una...
aqui vemos la aplicacién de la derivada en € concepto de velocidad, porque es €l
cambio de la distancia en la unidad de tiempo... Aqui vemos una recta, el coche B
parece que se moviera como en linea recta, pero con un movimiento acelerado, €l
coche A parece que tiene otro tipo de movimiento, un movimiento como curvilineo,
cierto... Sin embargo, ellos convergen en el punto P, esto nos da un significado que
en el punto P se encuentran 1o cual no quiere decir que llevaban una mima velocidad,
€S0 No quiere decir €so, Sin0 gue uno iba mas veloz que el otro pero gue lograron
encontrarse alli. A mi me dalaimpresién agui en P que el coche a es mas veloz que
el coche B, y... no creo... es decir, con la gréfica como no las estas presentando, no
creo que... que en algun momento, tengan la mima velocidad nunca, porque para
poder tropezarse ali... es decir en trayectoria el coche A parece recorrer mas
trayectoria que el coche B, porque mientras B recorre unarecta, A est recorriendo
una curva. Entonces creo que €l coche A... si analizamos esto desde el punto de vista
de definir una secante y una tangente para poder definir un cociente diferencia y
poder definir la tangente, vemos que e coche A debe tener mas velocidad que €
coche B, es més en la parte de acd, en toda la trayectoria yo pienso que el coche A
tiene més velocidad que el coche B.

E/: Crees que en algun instante los coches Ay B tienen la misma vel ocidad

R/: Yo no creo... ho creo, porque cuando pasan por aqui, por € punto P, agui nada
mas es un punto por donde pasaron, pero esto no quiere decir que tengan la misma
velocidad, porque se encontraron alli, aunque aqui hay un punto comun para los
dos... un punto que tiene una abscisa comun y una ordenada comun, pero esto me
indica que por ali iban...

E/: Y por dltimo qué tienes que decirme del punto 5.

e Esto lo pueden resolver antes de conocer las formulas o reglas de derivacion, utilizando
la derivada como un limite del cociente incremental de la funcién. Pero es muy largo.
¢ O de manera corta utilizando las reglas de derivacion: m=f ' (x) = 6x - 2, entonces.
m2)=f"(2)=6(2) -2 =10, Entoncescomom=2y f(2)=3(2)?-2.2=8
m=2yP(28) = y-8=10(x-2) (aplicando la ecuacion punto pendiente)
©Y 0jo: m=6x - 2 (indicala pendiente de arecta tangente en cada punto
del dominio de lafuncion).

R/: El quinto punto no es méas de lo que hemos venido hablando, es mas... es lo
mas tradicional, eslo que gener almente evaluamos. Esfacil.
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ANEXO 5

TRASCRIPCION DE LA ENTREVISTA 4. ENTREVISTA CON
VINETAS SOBRE EL CONCEPTO DE DERIVADA

PROFESOR A

I . ¢Qué es una derivada? Definelo o explicalo como desees.
R/: Yo veo ala derivada basicamente como una razén de cambio, pero a formalizarlo
desde la rigurosidad matemética es,

Ay f(x+AX) — f(X)

FOI= jim = i Ec. 1
B0 &S0 o

... la definicion formal, pero siempre ya desde e punto de vista didactico como
profesor de matematica todo € trasfondo que hay alli. Es muy importante eso que
guede bien claro, no quedarse nada més ahi, digamos ese es e modelo matemético,
pero que es un constructor de toda una discusion de por qué eso es asi, por g emplo:
desde la interpretacion geométrica, desde la interpretacion fisica desde el concepto
de pendiente y mucho més atras. Entonces termina alli, pero eso es digamos como
decir bueno esto (sefialando la ecuacion 1) como decir bueno, 1o representativo, €l
icono, pero detrés de ese icono hay toda una construccién de lo que es la derivada.

Es decir que desde |la interpretacién geométricala derivada es |a pendiente de larecta
tangente a la curva en un punto determinado, desde la fisica es una razén de cambio
por e emplo, buenos e emplos son |a velocidad instantanea, |la aceleracion, €l flujo de
un fluido en un tiempo determinado, € caudal, la relacion oferta y demanda en
economia en un punto determinado.

¢Qué significa que la derivada de la funcion y = x2 sea la funcion y = 2x? Explica y

justifica la solucion.

R/: S f (x) eslafuncion x2, la derivada 2x representalarectatangente ala curvaf (x) =
X2 en un punto (X, ), 0 Seala ecuacion 2x viene arepresentar el modelo matematico
de la recta tangente a la funcion f (x) = x2 en un punto (x, y). En el supuesto caso
que se diga f ’(0), ese f ’(0) vendria siendo la pendiente de esta curva, que
efectivamente seria en la parte donde tiene e minimo. O sea desde este punto de
vista esta el modelo estructural de lo que es derivada, pero cuando yatu le colocas o
le das un valor viene el caso especificoy digo que esf ' (1) me da2 en ese punto 1 en
donde agui también da 1, seria |la recta tangente a la curva f (x) = x2, verdad, cuya




pendiente da 2 v pues se puede inclusive calcular € angulo de la recta tangente con
la curva en ese punto.

Usando solo una calculadora, puedes conseguir un método para calcular e valor

aproximado de la derivada def x) = 4% enx = 2. Explicay justifica la solucion.

R/: Bueno ahi hay dos formas o hay varias formas. Una utilizar €l procedimiento de
derivar, se deriva una funcion exponencial, que esto tiene un algoritmo, tiene un
algebra y se calcularia después esa derivada en ese punto, que seria el logaritmo
natural. Ahora gue va representar, igualmente en ese punto 2 y su correspondiente
gue seria4 2 que es 16, en este punto (2, 16), representaria la recta tangente ala curva
exponencial 4 *. Ahora se puede hacer algoritmica mente, o sea utilizando la
derivada, igualmente se podria utilizar una calculadora de grafica para trabgjar esta
grafica en este punto y ver gue la recta es tangente efectivamente coincide, es decir
tanto la parte algoritmica como la parte gréfica

Y
S tienes & gréfico de la siguiente funcion:
a. Escoge la funciéon derivada que le corresponde entre los graficos de las
funciones representadas a continuacion:
L] [ . ]

b. Justifica la respuesta escogida y por gué la no-eleccion de las otras dos opciones.

R/: Bueno, esta no tiene ecuacion (sefialando a la grafica 1)

E: No simplemente tenemos el gréafico de esta funcion y tenemos estas otras tres,
entonces la situacion problema es, dada esta funcion (grafica 1), encontrar el
gréfico de su funcion derivada y justificar la respuesta elegida y por qué la no-
eleccidn de las otras dos opciones.

R/: Bueno hay que analizarlas a ver (pasan 10 segundos y pregunta nuevamente)
¢puedo escribir? (Respondo afirmativamente) (pasan 18 segundos mas y vuelve a
preguntar). O sea asi por observacién esto viene a ser una parabola cubica, gue seria
igual ax® vy laderivada seria 3x?, si eso es asi la primero seria la derivada de esta.
Pues si es la que més se aproxima porgue esta tiene origen cero, en este caso la |
serialaderivada.




E: ¢Y por qué no las otras dos?

R/: primero porque esta la Il volveria a ser una cubica y Il es una lineal, y la
derivada de esta funcion que me das es una cuadrética y la forma de la cuadrética es
esta (sefialando la | nuevamente).

E: ¢Tienes alguna otra argumentacion que dar o crees que con esta es suficiente?

R/: Bueno en ésta porque me di cuenta gue erala cubica, ahora de qué otra manera...
podria hacer una superposicién de estas dos gréficas a ver... para ver S es tangente
(sefiala la grafica lll eintenta ver si estangente a la curva de la gréfica 1)... Pero es
que € gréfico que me das me ayuda para saber cual eslarespuesta

E: ¢Pero en & caso que nos den graficos de funciones donde no sea facil identificar
la ecuacién que rige su comportamiento?

R/: Tendria que hacer un manejo gréfico verdad, tendria que hacer un manejo grafico
y de pronto aqui estoy cayendo un poco en por qué alo mejor contesté el punto 2 del
examen que me diste que elabord € profesor de Espafia, de pronto errbneamente,
porque agui uno no ve que esto sea (toma el instrumento examen y sefiala el gréfico
del punto 2)... eh... tangente en algun punto de ac4, pero mirando la derivada de esta
gue es esta (sefiala ahora las grafica 1 y la | de la vifieta) si es posible que una
curva sea la derivada de la otra, entonces posiblemente tenga un error en €, en €
procedimiento que hice en e punto 2 del examen... Pero claro! Yo me imagino
gue los estudiantes van a contestar asi, que Como es una curva con otra curva no
hay tangente. Pero s es posible... Si, s se mangja el modelo ¢no? Quiero aclarar
que aqui de pronto estoy muy sesgado a ver € modelo matemético para poder
trabajar con esto y de pronto mirar otra forma... gréfica seria. Pero me parece que...
(bajala voz a tal punto que no entiendo o que dice)

\Y
Observa las siguientes graficas:
Grafica |: Indica e punto de la gréfica donde la pendiente de la recta tangente es
maxima (positiva) y € punto donde es minima (negativa). Indica también

los puntos donde es cero.

Nota: Utilizalos siguientes indicadores para sefialar 10s puntos de las gréficas:

- Paravalores mayores (o de crecimiento mas répido) -
- Para valores menores (o de decrecimiento mas rapido) — E
- Paravalores nulos - @

R/: Pero en intervalos o en toda la gréfica.. Ah donde es méxima en la primera
grafica... En donde es maxima puedo dar méas de uno o uno sélo? (No los que tu
consideres)

E: Te repito la situacion, lo que te preguntamos es donde la tangente es maxima
(positiva), dénde es minima (negativa) y los puntos donde la tangente es cero.

R/: Ah... bueno, dénde es maxima, donde es cero, ahora si te entendi... dénde la
tangente es cero, ah bueno aqui es cero, aqui es cero, aqui es cero (sefialando en un



folio que le proporcionamos donde se encuentran los tres graficos)... Ahora aqui es
positivo entre este trayecto, agui es positivo y... ¢dénde es negativo?... bueno... aqui
es hegativo, y aqui es positivo.

E: ¢Dodnde crees que la funcidn tiene la pendiente de la tangente es maxima en qué
punto?

R/: Maxima, pero ;a gué te estas refiriendo a punto maximo o a dénde la funcidn es
creciente? Porque S es € punto maximo, maximo seria agui, dénde alcanza el punto
maximo (Sefiala en la grafica los puntos de las crestas, y afirma que el que esta mas
a la derecha del grafico es €l absoluto)... Pero este seria €l absoluto y los deméas
serian relativos... ya... Pero igualmente en |os puntos donde la derivada es maxima o
donde es minima, por ejemplo en & caso aqui |la derivada es cero, bueno asi 1o

entiendo yo...

&
L L

Gréfica Il Indica e punto de la gréfica donde la velocidad del mévil es maxima
(positiva) y & punto donde la velocidad del movil es minima (negativa).
Indica también donde vale cero.

R/: Bueno aqui es cero (sefiala la cresta donde la tangente es paralela al gje de las
X), 0 sea como |a velocidad es una derivada entonces aqui va a ser _cero, verdad.
Ahora, en todo este trayecto es positiva porgue todas las tangentes son positivas
(sefiala un intervalo de 0 hasta donde sefialé anteriormente v = 0), bueno aqui es
positivay entonces agui es negativa... y aqui también es positiva (sefiala un sequndo
tramo separado mas a la derecha) a ver aqui también es negativa... Si_aqui es

negativa.

E: A ver s te piden & punto ¢donde la velocidad es maxima y en qué punto la
velocidad es minima?

R/: Bueno, la méxima... € valor maximo de la velocidad... (20 segundos de
silencio)... seria aqui, €l valor maximo seria aqui (y sefiala la cresta en la gréfica de
la figura) y el minimo seria agui (y sefiala el final del gréfico), creo que me habia
equivocado”



Gréficalll: Indicael punto de la gréfica donde lafuncion crece més deprisay e punto
ddnde decrece més répidamente. Indica los puntos donde la tasa instantanea
de variacion es cero.

R/: donde crece mas deprisa... Bueno aqui de este intervalo hasta este intervalo
decrece bastante... agui es menos (lo coloca en € folio y sefiala €l tramo de la
izquierda de)... Ahora agui crece, positivo; agui también crece positivo; agui también
crece... En todo este intervalo crece. Ahora €l punto més bajo, jambién [o pides?...

Aqui es cero.

VI

E: Hay un problema clasico que le llaman “ |a situacién de Aquilesy la tortuga” , yo
no se s tu la habras oido, la situacion es la siguiente: AQUILES TIENE UNA
VELOCIDAD DOBLE QUE LA VELOCIDAD DE LA TORTUGA. S AL INICIAR
LA PERSECUCION LA TORTUGA TIENE UNA VENTAJA DE 1 KM, ¢A QUE
DISTANCIA DEL PUNTO DE PARTIDA DE ALQUILES, ESTE ALCANZARA O NO
ALATORTUGA?

R/: O sea que la velocidad de Aquiles es el doble que la velocidad que tiene la
tortuga (escribe e dato en un folio, VA = 2 Vit) y la tortuga tiene qué una ventgja de
un km... Yo pienso gue €ellos llegan al mismo tiempo, ellos tienen el mismo tiempo
verdad, ellos deben llegar al mismo tiempo... Y entonces la pregunta es st Aquiles
alcanza o0 no a la tortuga. Lo que pasa es que no encuentro agui como determinar
esto... No, no... (pasan 25 segundos), 0 sea Alquiles alcanzara alatortuga, porque la
velocidad d Aquiles es mayor que la de la tortuga 2 veces, al ser dos veces, en un
momento determinado €l iguala la tortuga, pero lo sobrepasa a llevar una velocidad
mayor y al recorrer una distancia que es la misma, ¢no?, o bueno pero e tiempo si,
porgue es un movimiento uniforme, entonces Aquiles alcanzara a la tortuga. Ahora,



¢A qué distancia? ¢Exactamente a qué distancia? (Dibuja un esquema en €l folio asi,
ydice: s esteesx...)

A T Pto. Encuentro. Va= 2 VT, tel mismo.
l ] J

F——1km. } x-1 —]

| } X_ 2(—)( t_ 1j SX=2X-2=X=2

1)VA:?X 2) V, :XT_l

x

t

E: S te pidiéramos que explicaras la respuesta obtenida, o sea qué significado tiene
ese2 Km.

R/: Bueno se refiere a que la diferencia entre Aquiles y la tortuga es de 1 km.,
¢cierto? Lo que le resta la tortuga para llegar a su punto final, seria esa diferencia, o
sea € total que le hemos llamado x menos la diferencia... entonces, ¢qué viene
representando el dos?, qué vendria representando € 2... (silencio de 10 segundos), en
este caso €... el...el 2 viene a representar la distancia completa a punto de llegada,
entonces como la distancia completa es el punto de llegada, en ese punto, o seaen la
meta exactamente, Aquilesigualariay sobrepasariaal limite alatortuga, o seaen ese
instante, en ese instante; Porque si miramos que X es igual a 2, y miramos esto aca
matematicamente, al reemplazarlo en el reemplazo de esto, 2 - 1 es lo que le hace
falta, eslaotra parte del kilometraje para que esto sea dos, 0 sea que exactamente en
la meta, exactamente en la meta, Aquiles va alcanzar a la tortuga, pero en la meta
exactamente.

PROFESOR B

I. ¢Qué es una derivada? Definelo o explicalo como desees.

R/: El concepto de derivada, laderivada en un punto viene siendo como la pendiente de
la recta tangente en un punto y que es igua a limite de |la variacion de la funcién
sobre |la variacién de la variable independiente, cuando |la variacién de |a variable
independiente tiende a cero. Y daria el eiemplo del caso de lavelocidad instantanea o
de la aceleracién en lafisica. En general es una razodn de cambio gque es € limite del
cociente incremental cuando el Ax tiende aO.

¢Qué significa que la derivada de la funcion y = x2 sea la funcion y = 2x? Explicay

justifica la solucion.

R/: Si f (x) eslafuncién x2, laderivada 2x, yo entiendo acaque f ’(x) = 2x, o seaquela
funcién derivada esigual a 2x. Lafuncion derivadade f (x) = x2 esf (x) = 2x. Mira
s tengo, f (x) = x2 derivo y es 2x, aqui para cuaquier X |le corresponde un f ' (x) =2x
y esta es la funcion derivada, o sea un F (X) = 2x, es decir otra funcion. Esto me da
cuaquiera de las rectas tangentes a la funcién f (x) = x2 en cualquier punto. Y
entonces e muchacho aqui s quiere hallar una tangente particular, basta con gue le
de € valor dex, si x = a, entonces aese ale corresponde un: f’(a) = 2a.




Usando sblo una calculadora, puedes conseguir un método para calcular € valor

aproximado de la derivada def (x) = 4%, en x = 2. Explicay justifica la solucién.

R/: Sif (x) =47 cud esladerivada de esta funcion exponencial en x = 2, ¢verdad?
Entonces yo primero calcularia la derivada en general f ’(x), que seria 4 *.In 4,
entonces se reemplazariael x = 2, f '(2) = 4 2. Ln 4, entonces con una calculadora
halariael Ln 4y lo multiplicaria por 4 2 = 16 y me da € resultado de lo que ti me
pides, 0 sea 22 aproximadamente

v

S tienes e gréfico de la siguiente funcién:

a. Escoge la funcion derivada que le corresponde entre los gréficos de las funciones
representadas a continuacion:

L] [ . ]

b. Justifica la respuesta escogida y por qué la no-eleccion de las otras dos opciones.

R/: Bueno €l gréfico de esta funcion corresponde, por su forma a una funcion cubica, y
su derivada corresponde entonces a una funcién cuadratica, porque si lafuncién tiene
potencia n, entonces la funcién derivada tendra potencia n - 1. Otro aspecto es que
cuando la funcion es creciente, y esta funcion que ti me das en e gréfico 1 es
creciente en todo su dominio, entonces los valores de la funcién derivada deben ser
positivos. Por tanto yo escojo la | y no las otras dos. Porque las otras dos toman
valores negativos en €l intervalo de («, 0) y ademas los grados de la funcion
derivada son de tercer grado y de primer grado en lall vy I11 respectivamente.

\
Observa las siguientes graficas:
Grafica I: Indica e punto de la gréfica donde la pendiente de la recta tangente es
méxima (positiva) y € punto donde es minima (negativa). Indica también
los puntos donde es cero.

Nota: Utilizalos siguientes indicadores para sefialar 10s puntos de las gréficas:

- Para valores mayores (0 de crecimiento mas rapido) —



- Para valores menores (0 de decrecimiento mas rapido) — E

- Paravalores nulos - @

R/: Bueno primero buscando |os puntos donde |a tangente es cero, encontramos varios
puntos... Perdon tu me dijiste un punto o varios puntos ¢donde la tangente fuera
cero? Yo losidentifico con |larectatangente, si es horizontal (paralelaa e delasx),
tiene pendiente cero. Ahora un punto donde la tangente a la recta sea maxima,
espera, creo que aqui (y va sefialando en €l folio que le proporcionamos), porque
agui veo que la tangente tiene la maxima inclinacion y ahora, decrecimiento, aqui va
creciendo, crece, decrece y agui decrece, 6sea seria menor, 0 sea agui la pendiente es
mas inclinada, 6sea aqui es menos, agui |a pendiente es minima, porgue la pendiente
tiene una inclinacion y la curva esta decreciendo y la inclinacidn esta en sentido
contrario al positivo, en sentido contrario, es decir los valores de la pendiente son

negativos.

I ¥
»
X
- y - S
v
Grafica I1: Indica @ punto de la gréfica donde la velocidad del mévil es maxima

(positiva) y @ punto donde la velocidad del movil es minima (negativa).
Indica también dénde vale cero.

R/: Bueno si me dices un punto donde tenga velocidad maxima, yo lo situaria por
agui, porgue agui la pendiente tiene una inclinacién grande y coloco € signo mas. Y
digo que la velocidad es cero, donde las tangentes son paralelas a ge x y sefiao
aproximadamente agui, entonces tenemos uno, dos puntos donde es cero y aca creo
gue también. Y agui te repito considero el valor maximo positivo. Por Ultimo, veo la
posibilidad de dos puntos, porque lainclinacion laveo casi queigual. jOjo!, Te hablo
de velocidad porgue estoy en un grafico de x vs. T, y la pendiente de la recta
tangente en un punto, que es |la derivada en ese punto, corresponde a la velocidad en

dicho punto.




Graficalll: Indicael punto de la gréfica donde lafuncién crece més deprisay €l punto
donde decrece mas rapidamente. Indica los puntos donde la tasa
instantanea de variacion es cero.

R/: Este es similar al anterior, pero como aqui esV vs. T, entonces quiere decir que
agui estamos hablando es de la aceleracion. Entonces en este intervalo grandecito es
aproximadamente cero, agui sera negativo, porgue decrece, y aqui veo también una
tangente horizontal por tanto también serd la variacion cero. Y aqui va creciendo,
entonces serd mas. Y en ambas la inclinacion es mayor. Te pondré en la gréfica un
chulito donde creo que crece méasy menos deprisa.

m

4

E: Hay un problema clasico que le llaman “ |a situacién de Aquilesy la tortuga” , yo
no sé s tu la habrés oido, la situacion es la siguiente: AQUILES TIENE UNA
VELOCIDAD DOBLE QUE LA VELOCIDAD DE LA TORTUGA. S AL INICIAR
LA PERSECUCION LA TORTUGA TIENE UNA VENTAJA DE 1 KM, ¢A QUE
DISTANCIA DEL PUNTO DE PARTIDA DE ALQUILES, ESTE ALCANZARA O NO
ALATORTUGA?

R/: (Silencio de 26 segundos)... Si como enfrento yo este tipo de problemas...
tratando de hacerlo con un poco de experiencia que se tiene. Planteando un esquema
donde tenga unos dibujos, uno donde esté Aquiles [y dibuja en una hoja] ... y mas
adelante a1 Km., esta latortuga, luego a una distancia méas adelante esté el punto de
encuentro... Si... es decir, que desde donde estd Aquiles hasta el punto de encuentro,
le llamo X, luego la distancia del punto de partida de la tortuga al punto de encuentro
serd X-1 Km., bueno yo tomo como dos movimientos uniforme, donde la velocidad
de Aquiles es € doble del de la tortuga. Entonces intento plantear un sistema de



ecuaciones lineal 2x2, fijate que voy a usar mateméticas. Dos movimientos
rectilineos, entonces la distancia X va a ser igual a la velocidad de Aquiles por €l
tiempo empleado, el tiempo empleado por ambos hasta el punto P de encuentro debe
serigual. Y ladistancia que recorre la tortuga hasta el punto de encuentro serd X - 1
Km., y serdigua alavelocidad de la tortuga por €l tiempo. Entonces trato de tener
un sistema lineal 2x2, sabiendo que la velocidad de Aquiles es e doble de la
velocidad de latortuga (ver hoja anexa, donde realiza los calculos) y llegaa X = 2.

A T =) Va= 2Vr, te mismo.

| | | 1) x=V,t  2)x-1=V,t
3) x=2(V.)t 4) x-1=V.1

| 1Km. | -1 s :

: | | B x it

| X | @) x-1 V.t

X=2(X=1)=>x=2x-2
Por tanto, x =2 Km.

Esto quiere decir que por este procedimiento algebraico, desde €l punto de partida de
Aquiles hasta el punto de encuentro hay 2 Km. y desde € punto de partida de la
tortuga hasta e punto de encuentro hay 1 Km., o sea que Aquiles se lo alcanza alos2
Km. Dél punto de partida.

E: S te pidiéramos que explicaras la respuesta obtenida, o sea qué significado tiene
ese2 Km.

R/: Ahora, la explicacion que le doy desde un punto de vista cualitativo es: cuando
Aquiles ha alcanzado el punto de partida de la tortuga, la tortuga ha recorrido 1/2 de
Km., cuando Aquiles avanza & % Km., la tortuga ha avanzado ¥4 de Km. mas...
(risas) y asi sucesivamente, indica esto que aqui se forma que... una progresion
aritmética... no... no una sucesion... (risas)... esto esta fregado... (risas)... estd bueno
este problema... (risas)... esunasucesion... 0 seaque s yo sigo con el cuento, cuando
latortugarecorre... (silencio de 10 segundos)... 0 seasi Aquilesllega al punto que ha
recorrido la tortuga, la tortuga se ha movido a su vez la mitad de esa distancia. Si
Aquiles se recorre esa mitad, |a tortuga recorre otra mitad de lo que habia recorrido
antes. O sea que Si seguimos con eso, se podriallegar aafirmar que la... (risas)... que
Aquiles no se alcanza a la tortuga (mas risas)... contrario a lo matematico, que
Aquiles no se alcanza la tortuga (risas)... Es un problema muy bueno... yo no lo
habia resuelto. Pero, es algo que degja a uno para pensar por largo rato, como es
posible que si yo analizo después desde un punto de vista cualitativo, puedo llegar a
la conclusion de que Aquiles nunca se va a alcanzar alatortuga, porque siempre vaa
ver una pequefia distancia que los va a separar, en Ultimas sera una pequefiisima
distancia, pero siempre habra una pequefiisima distancia entre los dos. En cambio
mateméticamente, mejor algebraicamente, al establecer un sistema linea 2x2, pues
me da un resultado de que s lo alcanza a los 2 Km. Entonces, Eh... enlazando €l
concepto matemético, yo diria que esto, € 2, vendria a ser un limite, un limite de
qué, deago... estoy pensando de qué seriay ese limite nos da 2, debe ser de alguna,
de... de la sucesion que nos da aqui, debe ser... si, jasi es!
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PROFESOR C

I. ¢Qué es una derivada? Definelo o explicalo como desees.

R/: Yo creo que en la primera charla estuvimos definiéndola, como una razén de
cambio entre una variable dependiente y una independiente, 0 sea como yo siempre
defino que la derivada es eso, es la razén de cambio entre esas dos variaciones, pero
cuando la tendencia es cero, de la variable independiente. Ademas, hay que tener
claro que la derivada en un punto es el valor de la pendiente de la recta tangente en
ese punto. Para definir la derivada casi siempre me apoyo mas en € movimiento
uniformey el variado, y comienzo a trabgjar eso de velocidad y aceleracion... ahora
también desde afios atras he venido trabajando con la economia, porgue €l colegio es
de especiaidad contable, y entonces algo de costo marginal y etc., pero casi siempre
me baso mas en la parte de velocidad y aceleracion para trabgjar la parte gréfica del
concepto

¢Qué significa que la derivada de la funcion y = x2 sea la funcion y = 2x? Explica y

justifica la solucion.

R/: ¢Qué significa?, para mi significa que esa es la derivada de la funcion, pero,
¢qué significa?, Aqui segun esto, me esta planteando que lafuncién f (x) = x2,
eh... cambia, cambia en un punto determinado, me imagino gque sera en un
punto determinado... (risas). Bueno en esta pregunta, estamos diciendo que la
funcion estaf (x) que es x2, cuya derivada es 2x por las reglas de derivacion se
gue es asi, entonces... estamos planteando aqui que... a final estaf (x) es una
curva ¢verdad? Y ésta (sefialando a la funcion y = 2x) viene siendo la ecuacion
gue va en un momento determinado, nos da €l valor de la pendiente de la recta
tangente... en un punto X 0 X,, que va atocar alagréficade lafuncion f (x), en
un punto... si en un punto, donde existe una variacion de la funcién.

Usando solo una calculadora, puedes conseguir un método para calcular el valor

aproximado de la derivada de f(x) =4 *, en x = 2. Explicay justifica la solucion.

R/: Si, si... habria que utilizar € logaritmo... Bueno agui uno debe utilizar el concepto
delogaritmo para, si para obviamentetratar de quelavariable x, que estd como
un exponencial baje, y después entonces a través de las tablas, 0 sea manejo de
tablas o calculadora puede conseguir se unos valor es posibles de €llos... Es decir,
creo que estoy enredando el asunto, mas bien podria hacerlo més sencillo utilizando
lasreglas de derivacion y la evaluaria en 2. Es decir, 42. Ln 4. Es claro esta mira,
que a pesar de esto, cuando yo hago los taleres, uno siempre lo hace en funcién de
variaciones, pero casi siempre con funciones que no son exponenciales, casi siempre
con funciones polinémicas, pero casi nunca se trabaja con este tipo de funciones, ya
aqui cuando uno utiliza este tipo de funciones, lo que aplica es la regla especifica de
derivacion, para resolver este tipo de derivadas y luego reemplazaria a resultado el
valordex = 2.

AV
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S tienes el gréfico de la siguiente funcion:

a. Escoge la funcion derivada que le corresponde entre los gréaficos de las funciones
representadas a continuacion:

L] ] m. ]

b. Justifica la respuesta escogida y por qué la no-eleccion de las otras dos opciones.

R/: Yo escogerialal, bueno de todas maneras, s estaes lafuncion (sefiala la grafica
1), esta es la funcion f (x), vamos a suponer que es una funcion elevada alan, la
derivada me daria elevada alan - 1, esta para mi podria ser una funcién cubica, y
entonces la derivada tendria que representar a una cuadrética, que es lal, y por eso

escojo lal.

E: ¢Y por qué no las otras dos?
R/: primero porque la |l volveria a ser de la misma potencia de lafuncion inicial y
[11 porgque es una de primer grado.

E: ¢ Tienes alguna otra argumentacion que dar o crees que con esta es suficiente?
R/: bueno, no yo lo entiendo asi.

\
Observa las siguientes graficas:

Grafica |: Indica e punto de la gréfica donde la pendiente de la recta tangente es
maxima (positiva) y e punto donde es minima (negativa). Indica también
los puntos donde es cero.

Nota: Utilizalos siguientes indicadores para sefialar 10s puntos de las gréficas:

- Paravalores mayores (o de crecimiento mas répido) -
- Para valores menores (o de decrecimiento mas rapido) — E
- Paravalores nulos - @

R/: Tendriayo que colocar los puntos aqui en esta hoja que me das o qué. (Slencio de
23 segundos), yo diria que aqui y aqui es cero, porgue aqui hay dos méximosy agui
un_minimo, relativo eh... porgue la derivada en estos puntos es cero, porgue son
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puntos criticos, porgue |a pendiente es cero agui en estos puntos. Y aca en este punto
|la derivada es maxima, porgue la inclinacién es maxima, creo gue aca también, pero
no aca lo seflalo como maximo, porque es mayor |la inclinacién, la pendiente tiene
mayor valor ahi positiva. Y _es minima aqui, es negativa porque |a pendiente tiene
mayor inclinacién, |la pendiente tiene valor ahi negativa.

- ' " X
| »
v
Gréfica Il: Indica el punto de la gréfica donde la velocidad del movil es maxima

(positiva) y & punto donde la velocidad del movil es minima (negativa).
Indica también donde vale cero.

R/: ¢Dénde la velocidad? Correcto... (silencio de 31 segundos)... Realmente por qué
uno agqui no trabagja con este tipo de gercicios... Bueno listo (silencio de 10
segundos)... Bueno supuestamente nosotros manejamos que la velocidad es el
cambio de ladistancia en €l cambio del tiempo, entonces |o gue me pides hallar es la
derivada, mas que todo la derivada, entonces donde exista mayor pendiente positiva,
ahi va a ser mayor |la velocidad, puede ser aqui. Aqui va ser cero, porque la tangente
es paralela a ge de las x y agui por gemplo, va a ser negativa y entonces la
velocidad es minima

[ X

‘.ll-'l-

Graficalll: Indicael punto de la gréfica donde lafuncién crece més deprisay €l punto
donde decrece més répidamente. Indica los puntos donde |a tasa instantanea
de variacion es cero.
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R/: Aqui... dénde es gue decrece... Aqui en este punto... hay un cambio, para mi debe
ser cero agui, la pendiente es nula... Y cuando decrece, agui en este punto porque la
pendiente es negativa, y crece agui porque |la pendiente es positiva y tiene mayor
inclinacion.

Il T

Vi

E: Hay un problema clasico que le llaman “ |a situacién de Aquilesy la tortuga” , yo
no se s tu la habras oido, la situacion es la siguiente: AQUILES TIENE UNA
VELOCIDAD DOBLE QUE LA VELOCIDAD DE LA TORTUGA. S AL INICIAR
LA PERSECUCION LA TORTUGA TIENE UNA VENTAJA DE 1 KM, ¢A QUE
DISTANCIA DEL PUNTO DE PARTIDA DE ALQUILES, ESTE ALCANZARA O NO
ALATORTUGA?

R/: No lo conozco... repite para ver... No han dicho en qué momento verdad, es
indeterminado saber hasta donde va llegar, y como es indeterminado es obvio que se
lo vaaalcanzar, pues porque esa velocidad es el doble. Ahora el punto donde lo vaa
ser, el punto de encuentro serg, bueno tendria que hacer la ecuacion, me imagino,
pero para mi que si lo alcanza, o tiene que alcanzar, puesto que la velocidad de
Aquiles duplicala velocidad de latortuga, es tanto cuando é llegue a2 Km... vamos
aver qué pasaen 2 Km... Cuando €l Ilegue ados Km., como es €l doble, seraen los 2
Km. Donde se encuentran, bueno no necesariamente tiene que ser en los dos Km.,
para ver... lo que le lleva es 1 Km. de ventaja, supondré que se encuentran a una
distancia cualquiera... y entonces tiene que ser en un punto P, en un punto de
encuentro... no podria decir exactamente que sea a los dos Km. Ahora cémo lo haria,
bueno tendriamos que suponer que la tortuga tiene una velocidad, y como me dices
que lade Aquiles es el doble. Ademas, suponer que hay una distancia de encuentro,
entonces como es un punto de encuentro, 1o que vamos a suponer es que la tortuga
para llegar a ese punto P deberd recorrer una distancia x; y Aquiles tendria que
recorrer X; + 1. Entonces yo plantearialo siguiente, utilizando las formulitas (escribe
en un folio)

A T P Va= 2V, te mismo.
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X, =V, t

X +1=V,1
X +1=2V, t
x1+1__1
2V V

Es decir que se encuentran a un Km. més adelante, 0 sea que a los 2 Km. si lo
alcanzaria, es decir, a2 Km. de Aquiles.

E: S te pidiéramos que explicaras la respuesta obtenida, o sea qué significado tiene
ese2 Km.

R/: Bueno este, lo que da la impresion es que la tortuga pasado un tiempo t, recorre
una distancia de 1 Km. y en ese momento podemos decir que Aquiles duplica la
velocidad, entonces si uno duplica la velocidad, entonces en el doble de la distancia
lo tendr& que alcanzar, eslo que yo podriadecir alli, no més.

PROFESOR D

I. ¢Qué es una derivada? Definelo o explicalo como desees.

R/: A ver |la derivada de una funcién en un punto la definiria como la pendiente de la
recta tangente que toca a la funcion en ese punto. Ademas diria que es €l limite del
incremento relativo cuando él incremento de la variabl e independiente tiende a cero.

[

¢Qué significa que la derivada de la funcion y = x2 sea la funcion y = 2x? Explica y

justifica la solucion.

R/: Pues agui cuando estamos derivando la funcidon y = x2 y su derivada es 2x, ésta es
el comportamiento de |la pendiente de |a recta tangente con respecto a toda la curva
en cualquier punto, es decir, que estamos hablando de otra funcidn... de la funcién
derivada... 0 sea que todas las tangentes en cada uno de los puntos de la funcién
inicial, se comportarian con esta regla funcional (2x). Es decir que éste es €
comportamiento general.

Usando solo una calculadora, puedes conseguir un método para calcular € valor

aproximado de la derivada de f(x) = 4, en x = 2. Explicay justifica la solucién.

R/: Bueno yo |lo haria aplicando |a regla de derivacion para funciones exponenciales y
luego reemplazaria €l valor de x. Es decir gue en este caso nos daria otra funcién,

s

que seria:

v=4"=> Iny=xIn4= (Vy).yY=Ind >y =v.In4 = Vv = 4*In4, seria
entonces, f ' (2) =42.Ln4=16.Ln4.Y logue meindicaria es |o mismo, este
resultado es otra funcién que nos indica el comportamiento de las tangentes a la
funcién inicial en los diferentes valores que puede tomar x.
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S tienes el gréfico de la siguiente funcion:

a. Escoge la funcidn derivada que le corresponde entre los gréficos de las funciones
representadas a continuacion:

L[] ] m. ]

b. Justifica la respuesta escogida y por qué la no-eleccion de las otras dos opciones.

R/: Esta esigua (sefialando a la |l v a la gréfica 1), no creo que la derivada de una
funcion sea laigual. Esto parece ser una parébola cubica... Me centrara a analizar €l
comportamiento de cada una de estas... La derivada de ésta (sefialando |a grafica
1)... daria positiva... Aqui las rectas tangentes son positivas, en este intervalo que
puedo ver, Aqui también... Ahora vuelvo a analizar por tramos a esta funcién de la
grafica 1, todas las tangentes tienen pendientes positivas, por tanto la funcién
derivada debe tener valores positivos, estar su gréfica sobre €l ge positivo de las y.
Entonces seriaestalal, yo creo que eslal. Ademas, parece que la gréfica una es una
funcidn cubica, con lo cual su derivada se debe acercar a una parabola a una funcion
cuadratica y es la | la gue mas se aproxima. Y no escojo las otras dos, porque
primero, la funcion derivada toma valores negativos de 'y, 1o cual no obedece con €l
comportamiento de la funcién inicial de la gréfica 1, ademas no puede ser su
derivada la misma funcion, ni la lineal, porque s es una funcion cubica debe
disminuir en un grado, y no mantenerse, ni disminuir en dos grados como lo hacen
las funciones 1 y 111 respectivamente.

Observa las siguientes graficas:

Grafica I: Indica e punto de la gréfica donde la pendiente de la recta tangente es
méaxima (positiva) y € punto donde es minima (negativa). Indica también
los puntos donde es cero.

Nota: Utilizalos siguientes indicadores para sefialar 10s puntos de las gréficas:

- Para valores mayores (0 de crecimiento més rapido) —

- Para valores menores (o de decrecimiento mas rdpido) — E
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- Paravalores nulos - @

R/: Primero busco los valores donde |a pendiente de la recta tangente es nulay son agui,
agui, agui y agui, porgue las rectas tangentes en estos puntos (los sefiala en € folio)
son paraelas a ee de las x. Ahora busco por inclinacién la méxima y la minima...
ya... aver donde tenga mayor inclinacion seriala maxima, pero hay muchos tramos...
me parece que aqui... Aqui seriala maxima (y coloca €l simbolo en la gréfica)... Y la
minima... donde tenga menos inclinacion... no _donde tenga menor inclinacion
negativa, es decir buscare tramos donde |a funcién esté decreciendo... Yo creo que
agui_porgue estd mas inclinada pero cuando la funcién esta decreciendo... Si agui es
[aminima.

Grafica I1: Indica @ punto de la gréfica donde la velocidad del mévil es maxima
(positiva) y @ punto donde la velocidad del movil es minima (negativa).
I ndica también dénde vale cero.
R/: Esta tangente de agui es nula, por la misma razén que la anterior, la recta
tangente en este punto es paralela ad e de las Xx. Ahora dénde es maxima, por
inclinacion mayor en tramos donde la funcidn es creciente, aqui la velocidad es
maxima, Yo Ccreo que agui... Y minima creo que aqui, porque la funcién esta
decreciendo y yo veo agui lamayor inclinacion negativa.... la pendiente es negativa...
si agui... Y busco las tangentes para hallar |a velocidad porgue la velocidad es una
derivada y por tanto al halar la inclinacidn o mas bien la pendiente de la recta
tangente en un punto, estoy hallando aproximadamente la velocidad del mévil en ese
punto. Es parecido a gjercicio anterior.
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Graficalll: Indicael punto de la gréfica donde lafuncién crece méas deprisay el punto
donde decrece mas rgpidamente. Indica los puntos donde la tasa
instantanea de variacion es cero.

R/: Bueno aqui en todo este tramo veo gue va decreciendo rapido la funcion, pero
me pides sdlo uno verdad, bueno escojo este porque hay mayor inclinacidn negativa,
la pendiente es mayor negativa, o sefialo aqui con un * v & simbolo (-)... Luego
siguiendo la gréfica veo gue en todo este tramo no hay variacion, te sefialo todo €l
tramo, porque me parece que aqui hay un tramo linea horizontal, por tanto la
pendiente es cero, con |o cual me indica que no hay variacién, y por ultimo... A very
doénde crece més rapido... pues aqui |afuncién va creciendo en todo este tramo, aqui,
agui, aqui, pero dénde con mas prisa de forma mas acelerada, creo gue aqui, porque
hay mayor inclinacién, |a pendiente es mayor positiva.

4

E: Hay un problema clasico que le llaman “ |a situacién de Aquilesy la tortuga” , yo
no sé s tu la habrés oido, la situacion es la siguiente: AQUILES TIENE UNA
VELOCIDAD DOBLE QUE LA VELOCIDAD DE LA TORTUGA. S AL INICIAR
LA PERSECUCION LA TORTUGA TIENE UNA VENTAJA DE 1 KM, ¢A QUE
DISTANCIA DEL PUNTO DE PARTIDA DE ALQUILES, ESTE ALCANZARA O NO
A LATORTUGA?
R/: Espérate un momento... comienza a dibujar en un papel... Yo supongo que lo
alcanza, porque Aquiles tiene una mayor velocidad que la tortuga, como |los tiempos
van a ser iguales y entonces, comienza escribir:

Va= 2V7, ta =t;, entonces:

A T P x+1  x

| : | A VT
[ 1Kkm. i x Km., =] x+1_ x

| | . V,

I x+1 | X+1=2x= x=1

Entonceslo alcanzaa2 Km. de Aquiles.

E: ¢Qué significa para nosotros que se encuentren y gue se encuentren en 2 Km?
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R/: Bueno tenemos que tener en cuenta de que estamos hablando aqui de un
movimiento rectilineo a velocidad constante y que el hecho de que latortugale lleve
una ventgade 1 Km. a Aquiles, se planteay se supone que como Aquiles tiene una
velocidad mayor lo debe alcanzar, al transcurrir algo de tiempo. Se encontrardn a una
distancia mas a la derecha, porque €l tiempo que gastarédn esigual. Y 1o veo como un
problema fisico de movimiento donde se plantea e encuentro de dos moviles o
cuerpos, que no tendria ninguna... ninguna dificultad para el encuentro.

E: ¢Qué significado tiene este 2 matematicamente?

R/: Si este valor tiene... pues, no nos vamos a poner ahora como la situacién de la
paradoja de que todavia entre dos puntos hay otro punto... 0 sea asi nunca no lo va
encontrar, no lo vaaalcanzar... Y 0 conozco esta paradoja porque me la plantearon en
el colegio en filosofia, y... pues... fisicamente y mateméticamente yo s€ que se van a
encontrar a dos kilometros de Aquiles... tomado como distancia de siempre...

E: ¢Como es eso que no lo vas a tomar cémo la paradoja, puedes explicarme un
poco?

R/: Yo no lo veo, ni lo voy atomar como la paradoja, porque partiendo del hecho de
que entre dos puntos siempre vamos a encontrar otro punto entonces nuncavaaver...
habria solo que hacer un limite de esa sucesion... éste nos permite en €l caso del
problema que me planteaste encontrar el resultado de encuentro que es dos... El dos
es el limite... y corresponde a una explicacion practicadel fendmeno y corresponde
o resuelve el problema paraddjico... de la explicacion del limite.

PROFESOR E

I. ¢Qué es una derivada? Definelo o explicalo como desees.

R/: Bueno una derivada no es mas que una razon de cambio promedio, sin tanta
complicacion. Lo conceptualizo a partir de una funcion incrementada a la cud le
resto lafuncion original, entonces alli hallo un Ay, o sea el diferencial de lavariable
dependiente. Luego divido entre e diferencial de la variable independiente y ya
obtengo un cociente incremental de lafuncion, y de ese cociente incremental hallo el
limite del cociente incremental cuando Ax tiende a cero, a eso es lo que llamo yo la
derivada de funcion y'. Y en cuento a significado del concepto de derivada no es
mas que una razon de cambio. Eso simplemente, aplicado en otras areas del saber,
como en la Economia para hallar el costo marginal, utilidad... Y en el campo de la
matematica geométrica para calcular pendientes, volumen, area.. Ademas para
calcular cambios de movimientos en la fisica como es lavelocidad, la aceleracion. Si
unarazén de cambio promedio en pocas palabras.

¢Qué significa que la derivada de la funcion y = x2 sea la funcion y = 2x? Explica y
justifica la solucion.
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R/: Eso significa que... cuando Ax—0 de la funcion f (x) es igual a limite cuando
AX—0 del cociente diferencial... o de la razon de cambio promedio,
f(x+AX) — ()
PO = \im
AX—0
Esta es la interpretacion tipo analitica, podriamos hablar también desde el punto de
vista... desde el punto de vista geométrico, eh... La pendiente de la tangente a la
curvavaaser € limite del cociente diferencial cuando Ax—0, que no es méas que la
derivada, 0 sea que 2x es... Este 2x me representa la tangente en un punto x, si
cada vez quetu le dasun valor a x, vas obteniendo cada una de las secantes a la
funcion, porgue tangente es una sola. Es decir, que hallarias una de las secantes
aproximandose a la tangente. Cada una de las secantes porque la tangente es
Unica, las secantes si hay bastantes. Pues cada vez que yo tome aqui un punto
referencial y le dé un valor a x asumo € punto para la pendiente de cada una de las
secantes... la pendiente de cada una de las secantes se van acercando y €l limite
de ellas esla pendiente de latangentey eso eslo que esta significando esto. O sea
gueal final el 2x me da la ecuacién de larecta tangente, eslineal, 1o ves ¢0 no?’

Usando sblo una calculadora, puedes conseguir un método para calcular € valor

aproximado de la derivada def (x) = 4, en x = 2. Explicay justifica la solucion.

R/: Bueno yo pienso que agui podriamos irnos por una funcion exponencial, trasladarla
a una funcion exponencial, luego podriamos irnos por una funcion logaritmica
también, entonces no es méas que decir que log y = x. Log 4, entonces después
derivar, o aplicar la regla de derivacion, afirmando quef '(x) = 4*In4=16.Ln 4,
en el caso de x = 2, es como 22.

v

S tienes el gréfico de la siguiente funcion:

a. Escoge la funcion derivada que le corresponde entre los gréficos de las funciones
representadas a continuacion:

L[] ] . ]

b. Justifica la respuesta escogida y por qué la no-eleccion de las otras dos opciones.

R/: Lall parece laidéntica sverdad? Pero podriaser estalalll, porque si yo coloco agui
estay trazo agui (y dibuja sobre la funcién de la gréfica 1, ala gréfica ll1), entonces
teniendo esta agui... no, no esta seria secante. Espérate un momento. Esta viene asi
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(uhm...) hace un ruido y sigue la grafica 1... (continda en silencio durante de 45
segundos)...

E: ¢Qué informacion te proporciona cada uno de estos gréaficos de las funciones
representadas?

R/: Bueno comienzo porque por ali no sé... ladelagrafical, eslafuncion cubica, la
delalll esunalinea, ladelall escubicatambién, eslaidénticaaladelagraficaly
la | esla cuadratica. Entonces como la grafica uno es cubica, su derivada sera 3x2 y
entonces... 0 sea que seriauna parabola... Ah, ahorasi entendi la pregunta, claro... ya
entendi |a pregunta... si, Si... escojo lal... porque es una parabola... Lo que pasa es
gue no te habia entendido la pregunta... si, Si.

E: ¢Y por qué no las otras dos?
R/: primero porgue estalall volveriaaser unacubicay |11 esunalineal.

E: ¢ Tienes alguna otra argumentacién que dar o crees que con esta es suficiente?
R/: No, no tengo mas.

\Y
Observa las siguientes graficas:
Gréfica I: Indica € punto de la gréfica donde la pendiente de la recta tangente es
maxima (positiva) y e punto donde es minima (negativa). Indica también

los puntos donde es cero.

Nota: Utilizalos siguientes indicadores para sefialar |os puntos de las gréficas.

- Paravalores mayores (o de crecimiento mas répido) -
- Para val ores menores (o de decrecimiento mas rgpido) - E
- Paravalores nulos - @

R/: Aqui parece que hay un maximo, aqui parece que hay un minimo (y sefiala del
gréfico los puntos ¢ y a, respectivamente)... ¢Un sblo maximo?... (Pregunta y le
recuerdo que lo que le estamos pidiendo es e punto donde considere que la
pendiente de la recta tangente es méxima, donde es minima y donde es cero)...
Bueno si, pero aqui hay un maximo... pero me esta pidiendo las pendientes de las
rectas tangentes... (pasan 20 segundos)... La pendiente de la recta tangente... Aqui es
paralelaaesta(sefiala el eie delasx) y agui |a pendiente de la tangente es cero... Por
eso agui hay un méximo (dice sefialando y dibujando sobre € punto c la recta
tangente y luego hace 1o mismo en los puntos b y a)... Aqui también es cero porgue
es paralelay aqui hay otro cero, porgue también es paralela. Para ver... Lo que pasa
es gque ahora tenemos que observar bien la gréfica para hallar |as pendientes maxima
y minima.... Fijate tu, aqui puede haber un punto... aqui hay uno bajando... Es
decir...cuando tenemos pendientes asi... (sefiala con el brazo rectas con inclinacion
positiva)... Y cuando las tenemos asi son negativas... ... (sefiala con el brazo rectas
con inclinacion negativa)... Ahora para buscar cua es la maxima y cua es la
minima, por g emplo, tenemos es... es... que observar bien la curva... Por gjemplo, S
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yO VOy a ver aqui, cuando vaya por aqui... no... no se... es que la curva no es... haber
Sl estoy por aqui busco esto aqui y esta pendiente es positiva.... (silencio de 10
segundos)

E: Te repito la situacion, lo que te preguntamos es donde la tangente es maxima
(positiva), donde es minima (negativa), en qué elementos te tienes que centrar para
poder concluir de todas |as tangentes que me estas sefialando cual consideras que es
la maxima y cual la minima.

R/: Ah... bueno... lo que tengo que ver de todas cudl es la mayor... la que tenga
mayor inclinacion y la negativala que tenga menor inclinacion... (comienza a dibujar
tangentes en el gréfico | y a marcar los angulos de inclinacién)... agui se ve asi...
aqui se ve asi... Entonces puede ser esta porque la inclinacion es la tangente al
angulo... puede ser esta agui... aqui colocaré un (+)... Y menos o0 negativa... ES
cuando el dngulo sea... sea mas agudo... mas obtuso... Este agui asi... Pero es que no
es muy clara la gréfica oye... agui... hay otro agui... aqui también hay otro... agui
también hay otro... si... si, agui hay un menos, agui asi también hay un menos... Y
dénde es menor... depende del gréfico... A ver... este esta asi... bueno la mayor
inclinacién negativa serd esta (y sefiala la tangente mas préoxima al punto a.)...
Bueno lo que pasa es que esta gréfica estd como gue un poco confusa oiste... Aqui
hay otra... pero lamenor eslaque yatedije... ésta... No... no setl que opinas...

Gréfica Il: Indica el punto de la gréfica donde la velocidad del movil es maxima
(positiva) y € punto donde la velocidad del movil es minima (negativa).
Indica también donde vale cero.

R/: Bueno aqui hay una tangente, ¢no?.. A ver, siendo que la velocidad también es
una... es una tasa de cambio, entonces aqui también hay una tangente, entonces, |o
gue pasa es que agui |la tangente es cero... Entonces, aqui |a velocidad es minima,
agui_en este punto es minima la velocidad, cuando viene aqui en esta parte agui...
Aqui es una pendiente positiva... Aqui es maximay agui se presenta una minima...
No se s lamiras de otramanera...

E: A ver 1o que aln no me queda claro es € punto ¢donde consideras que la
velocidad es maxima y en qué punto la velocidad es minima?

R/: Bueno, depende de, 1o que pasa... depende... bueno si el angulo agui es mayor, si
el 6 es mayor... y lainclinacion es mayor... Si, entonces aqui pongo €l simbolo que
me dices para velocidad maxima... el (+)... Pero agui también hay otra hacia abgjo...
Lo que pasa es que la irregularidad de |a curva a veces... agui_parece, agui viene
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agui... bueno yo creo que aqui es donde estd e minimo... aqui la velocidad es
minima, es negativa la inclinacién es mayor de la pendiente... bueno coloco €l (-)...
Pero el angulo agui es menor... Pero agui esta otra también negativay el angulo con
la horizontal es mayor... Entonces, la tangente de 90° es... a medida que € angulo va
siendo mayor la tangente va disminuyendo... entonces si es mayor la de menor
angulo... Vamos a ver, si aqui yo tengo tangente de 30° es seno de 30° sobre coseno
de 30°, 0 sea 1/2 sobre V3/2 da 1 sobre V3, daV3/3 da0, 5... y algo... Mientras gue si
yo voy a hablar de tangente de 60°, entonces me da seno de 60° sobre coseno de 60°,
me esta dando V3/2 sobre 1/2 y da V3 y V3 es mayor, 0 sea gue entre més grande es
el angulo es mayor |a cobertura, entre méas grande es el angulo mayor es... porque la
pendiente es la tangente, entonces entre mas grande es € angulo es mayor la
tangente... Entonces no sé decidirme entre |as dos, porque este punto es de estay este
de esta, entonces tendriamos que medir los angulos... Me parece que € mayor es
este... Bueno eso depende de la gréfica del andlisis de la gréfica... Pero sefialo este...
(lo sefalo con la letra T)

i
e
¥
Graficalll: Indicael punto de la gréfica donde lafuncién crece méas deprisay €l punto

donde decrece mas rgpidamente. Indica los puntos donde la tasa
instantédnea de variacion es cero.

R/: Para aceleracion... Por gjemplo aqui la variacién es cero, uhm... (Slencio de 15
segundos)... Bueno trazo aqui estay agui esta otra... Y0 creo gue aqui esta creciendo
mas deprisa... y un decrecimiento... agui... pero aqui hay uno mas peguefio... Aqui...
Aqui... Aqui hay un menos, pero agui hay otro menos... Bueno escojo este de aqui...
Y larazén lamisma que las anteriores...

e
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4

E: Hay un problema clasico que le llaman “ |a situacién de Aquilesy la tortuga” , yo
no sé s tu la habrés oido, la situacion es la siguiente: AQUILES TIENE UNA
VELOCIDAD DOBLE QUE LA VELOCIDAD DE LA TORTUGA. S AL INICIAR
LA PERSECUCION LA TORTUGA TIENE UNA VENTAJA DE 1 KM, ¢A QUE
DISTANCIA DEL PUNTO DE PARTIDA DE ALQUILES, ESTE ALCANZARA O NO
ALATORTUGA?

R/: Si la conozco... Pero la habia oido diferente... Pero es que aqui hace falta algo,
gue siempre que Aquiles recorra una distancia la tortuguita va recorrer la mitad de lo
que recorra €l... Uhm... Falta ahi eso que no me lo dices... Yo lo saco de dli... Yo
esto lo comparo con laecuaciony = 2, lo comparo porgue... y es la mejor manera
de explicarsela alas alumnas... Es decir es como una manera de explicarles |0 que es
una... una curva asintética... Porque x es la variable independiente e y es la
dependiente y entonces tu observas que cuando x vale O, y = 1... Voy a hacer una
variacion mas clara para que me entiendas lo que quiero hacer... (y realiza la
siguiente tabla de valores)...

-3 -2 -1 0
y [0.125| 0.25 | 0.50

X
=
N

|_\
N
IN

Fijate ta que el valor siempre va a ser el de abgjo... Fijate cuando x aumenta una
unidad y va aumentando el doble de su valor anterior, entonces si nosotros hacemos
una gréfica agui, vemos que nosotros colocamos a desde agui y debe ser una escala
diferente... Esto parami vaaser 1y este 2... (y realiza el siguiente grafico utilizando
los valores de |a tabla anterior)

A

0,33<0,333 < 0, 3333

1/3<03

A

Entonces observa tu esto... Siempre habra una diferencia asi éste |legué hasta donde
llegué siempre habra una mitad de la escala y esa es la relacion que yo digo...
Aquiles puede recorrer o que quiera para alla... que la tortuguita siempre le llevara
ventgja... mira date cuenta es el ejemplo mas clésico de lo que es una curva asintética
y la asintota... fijate tU sigue dando para acay veras que siempre va a dar la mitad...
Claro s tuviéramos una escala mas amplia lo vemos mejor... Esta ocurriendo de que
segun esta curva... Aquiles nunca alcanzara alatortuga

E: ¢Y s lotrasadas alarealidad qué crees que ocurre?
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R/: No, en larealidad es una paradoja... porgue es imposible, con un sato é se la
puede alcanzar... es una cuestion meramente es para explicar € infinito... En mi
concepto es para enfrentarse a infinito, es como decir 0,33 < 0, 333 < 0, 3333, y
asl sucesivamente van siendo cada vez menor, hasta que llegamos a una fraccion
periodica pura como 03; Sin embargo ellas tienen una tendencia a 1/3 y es maés fécil
representar 1/3 que representar esas en una recta, entonces practicamente Aquilesy
latortuga lo que muestra... es para que comprendamos un poquito lo que significa el
infinito, es un concepto muy particular, muy personal... Es decir, y para mostrar lo
gue es una asintota, porque es muy dificil que un estudiante entienda que esta curva
Se aproxima a esta recta y no la toca nunca, inclusive yo esto |o uso cuando voy a
hablar del concepto de limite para tender por laizquierda o por la derecha, sin asumir
el punto de latangencia.

E: A ver s estas de acuerdo conmigo, matematicamente seguin tu razonamiento no 1o
alcanza...

R/: No lo alcanza, si, pero es imposible que Alquiles no se lo vaya a alcanzar, en la
practica... Es una paradoja, si, simplemente... la paradoja de Zenon, se llama... Pero
es como simplemente, un gercicio de demostrar que la tortuguita siempre, recorra lo
gue recorra Aquiles, le llevaralamitad de lo que é recorra.

E: Crees que hay otras formas de solucionarlo

R/: Hay otras formas de resolverla, por ahi dicen que la paradoja de Zenén es facil
mirarla desde e punto de vista de fracciones periddicas, con fracciones periddicas
como las de este tipo que te mencione ahorita, con la expresion de la funcion
logaritmica, con la funcion exponencial, es posible mostrar 1o que significa, 1o que
quiere decir... Es como para mostrar este tipo de funcion, es decir, con eso trataron
como de hacer concreto un tema tan abstracto, concretizar un poco un tema tan
abstracto. Tu s entendiste 10 que te quiero decir, fijate tU, te vas acercando a esta
rectay nuncallegarés alarecta, ¢cierto?
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ANEXO 6

TRASCRIPCION DE LA ENTREVISTA 5 DOCUMENTOS
ELABORADOS POR EL PROFESOR (PROGRAMACION Y
UNIDAD DIDACTICA)

Profesor A

|. EN RELACION CON LA PROGRAMACION DE MATEMATICA DE 11°

E: El objetivo que planteas como general, cuando hablas de dimensiones
internacionales a qué haces referencia

R/: Nosotros en el colegio entendemos que el saber matematico no es un saber cerrado,
sino que es un saber universal, y que por ende cuando se trabaja con el alumno hay
que promover ese sentido, porque la matematica no es una asignatura cerrada sino
que tienen amplia conexion con todos los saberes de manera integral y que no se
quede en un nivel contextual local sino global.

E: Cuando hablas del pensamiento |6gico en el segundo objetivo a qué haces referencia

R/: Bueno el pensamiento 16gico en el sentido de que, es decir, la 16gica, la deduccion,
la induccidén, las inferencias, la intuicién son procesos a desarrollar, son partes
fundamentales de la organizacion mental, de la organizacion del pensamiento.

E: En quéte basas ala hora derealizar las programaciones

R/: Bueno en varios puntos, uno: sin perder la secuencia del programa emanado por el
Ministerio, dos: el programa internacional con el que se trabaja en el colegio,
entonces tratar de integrar estos dos, tercer: tratar de darle la siguiente secuencia, o
sea ser muy claro en qué se pretende ensenar, es decir tener claro que se pretende
ensefiar, otra cosa el qué ensefiar, los propositos, por supuesto los contenidos, que
sean los minimos pero lo mas significativos, que sea una secuencia logica por ser
matematica, digamos que esa es la parte del curriculo en cuento a lo pedagogico y ya
vendria entonces la parte didactica es decir la metodologia y los recursos, o sea como
ves prima mas el qué y el como es una subordinacién de qué en este caso del
programa. Es decir tener en cuenta qué se va ensefiar teniendo en cuenta los
parametros locales que da el Ministerio e Internacional por el programa en el que
estamos, recuerda que el colegio es bilingiie.

E: Con qué criterios seleccionas |os contenidos

R/: Bueno los criterios... en el colegio esta el departamento de matematica que es el
encargado de integrar los conocimientos matematicos desde preescolar hasta
bachillerato, encadenado con el programa internaciones, y de lo que se trata es de



hacer estructuras, tiene que ver mucho con que no se aparte de lo legal pero se tiene
en cuenta la autonomia que tiene cada profesor para organizar Yy disefar sus
programas pero que obedezca a una estructura que tiene la institucion y que da
cuenta de la parte local para que el estudiante tenga una buena preparacion para
presentarse a las pruebas nacionales e igualmente tenga una buena preparacion para
presentarse a la prueba internacional de acuerdo al nivel que le asignan al colegio.
Ahora después de esto la seleccion propia de los contenidos matematicos, el orden en
que los programas ya obedecen mas a la logica de la disciplina como la matematica
que ya es la que nos orienta en eso.

E: Consideras que € tratamiento del limite de funcionesy el de funciones debe ser un
prerrequisito para el concepto de derivada

R/: No necesariamente, yo pienso que no, es lo que normalmente se hace en matematica
pero de pronto podria uno ensayar el concepto de derivada sin previamente dar
limite, seria una buena propuesta, asi de momento nunca lo he hecho pero por la
pregunta que me haces, yo pienso que si se utiliza una buena didéctica y una buena
motivacion al estudiante y una buena introduccion, creo que la misma manera de dar
derivada puede extractarlo de la realidad y que la gente lo analice podriamos llegar a
ver que es un limite y después formalizarlo, no necesariamente podria ser
histéricamente limite y después derivada, pero no lo he hecho, me lo imagino ahora
por la pregunta que me haces y estoy haciendo el ejercicio mental para ver como
podria hacerlo.

EN RELACION CON LA UNIDAD DIDACTICA

E: Tienes algo que comentarme o decirme de la elaboracion de la misma. Dificultades,
cosas |lamativas etc.

R/: La verdad es que me parece interesante y de hecho creo que es una actividad
necesaria para el proceso de ensefianza, tener claro cada uno de los items de la tabla
que nos proporcionaste... pero claro el tiempo, no alcanza para hacer todo esta
reflexion, es verdad que con ella he aprendido, quiero decir, con el modelo que nos
proporcionaste, pero claro he de confesar que en la practica todo esta mas implicito...
mas pensado que escrito y aunque me ha ayudado de cara al futuro, tengo que ser
sincero y confesarte que ordinariamente el proceso de planificacion de una clase lo
centro en las definiciones y las tareas en su mayoria salen del libro de texto que pido
y que yo sigo, como ya te mencioné, de la Editorial Prentice Hill, porque va con la
vision que yo tengo de la matemadtica y seguirlo me ahorra esfuerzos.

E: Nos planteas una variedad de actividades, nos gustaria aclarar cuando planteas por
giemplo exposicion del profesor y nos remites a paginas del libro de texto, esa
exposicion va guiada por €l contenido del texto guia, qué papel juega € texto guia
dentro de la planeacion de una unidad didactica

R/: La funciéon ya yo lo dije anteriormente ya, es una mediacién, se toma una
preparacion con base a lo que el autor muestra alli pero sin ser un recital de eso, sino
simplemente a manera de guia, a manera de pardmetro porque de alguna manera al
estudiante hay que remitirlo a ese texto y entonces de alguna manera se trata de que
no encuentre divergencias entre lo que el profesor le expone y lo aparece en el libro



E:

de texto, aunque no es camisa de fuerza es mas uno siempre tiende a salirse un poco,
pero el libro tiene unos limites para que el lenguaje sea comun.

Cuando planteas talleres o trabajos en grupo, de dénde sacas los gjercicios que
propones

R/: Bueno hay dos formas, a veces se hacen exactamente las practicas que hay en el

E:

libro porque vienen estructuradas asi, el libro y la misma clase se hace partiendo de
que el estudiante siempre sabe algo, no consideramos al alumno como una tabla rasa,
no algo conoce pero hay que sacarlo, y asi lo plantea también el texto y luego viene
una practica con base a esa construccion que inicialmente han hecho los estudiantes;
en otras ocasiones se hace un taller o una practica diseflada por el profesor y no
necesariamente sacada del libro, pero la realidad es que muchas de las practicas son
tomadas del libro porque guarda coherencia con mi manera de pensar las
matematicas.

Cuando planteas actividades en clase de qué tipo son, 10s gercicios a qué apuntan

R/: Bueno hay trabajos individuales, después de una exposicion o de una construccion

E:

por parte del alumno, algunos realizan ejercicios en el tablero; en otras ocasiones las
actividades son grupales, pero las de grupo quisiera aclarar algo, los estudiantes
nuestros es muy dado a buscar el trabajo de grupo por facilismo, ellos generalmente
se entusiasman al principio pero después quieren hacer el grupo para sacar provecho
del que mas sabe por eso entramos a manejar eso con distintos criterios. De todas
maneras en las evaluaciones del curso ellos tienen inclinacién por el trabajo de grupo
porque consideran que aprende mucho mas, interactian mucho mas y eso se nota, es
mas hay muchas veces que parece ser que el lenguaje comun entre ellos es un
instrumento de mayor comprension que el mismo lenguaje que maneja el profesor,
pero para que no se manipule hay que ir aplicando distintos criterios para la
formacion de los grupos, rotativa, colocando monitores, etc. Por eso yo les aclaro que
esto es trabajo de grupo lo cual implica que deben trabajar todos y no trabajo en
grupo que es algo de remiendos.

En la parte 9 dice gjercicios sobre derivada de funciones y dices anexo gjercicios y
No estan, no sé si te paso 0 qué porque no |os anexaste

R/: Bueno de pronto se olvido, pero en ese caso son ¢jercicios del texto del mismo tipo,

E:

y son muy parecidos a los que aparecen en las evaluaciones que te entregué. Pero
cuando digo ejercicios de derivada, es de alguna manera para que los estudiantes
hagan una practica de la parte del algebra de las derivadas, mas que todo. Si se
toman del libro pero basicamente te repito es para que practiquen €l algebra de
derivadas: la dela suma, el producto, etc.

En cuanto al nivel de dificultad de las actividades que planteas en la unidad
didactica, entonces aqui hay cédigos que usas que me gustaria que aclararas €l
significado

R/: Bueno entonces en la primer clase, cuando coloco el cédigo MOT es de motivacion,

yo creo que aqui estd la dificultad en mis alumnos, porque yo considero que hay dos
tipos de motivacion intrinseca que tiene el alumno por si y las extrinsecas que son las
que proporciona el profesor, entonces esas que nace del fuero interno del estudiante
son las dificiles, porque le guste ese tema, porque lo vea interesante, aunque algunas
veces se motiva pero es lo que mas uno nota. Y ademads lograr que se expresen es
muy dificil y mas aun escribir, por eso es que hablo de esta dificultad. Y esta de



COT, a ver yo lo entendi como conclusiones cotidianas de acuerdo al tema que
puede dar el estudiante, por ejemplo, ellos consideran las clases muy formales a
pesar de que uno genere un ambiente de confianza, ese momento de formalidad
cuando un profesor les hace preguntas no lo logran romper, entonces eso es a lo que
me refiero. Y resultado de la falta de conocimientos anteriores bueno porque cuando
uno pide una interpretacion del concepto de derivada uno necesita que manejen el
concepto de pendiente o el de limite, entonces ese conocimiento inicial es clave y si
no lo tienen puede ocasionar problemas para comprender la derivada, por eso lo
coloco.

E: En cuanto a las actividades que consideras mas importante quieres argumentar algo
de cada una

R/: Bueno en cuanto a las preguntas obedecen mas bien a una estructura metodologica o
a una corriente pedagdgica, yo considero que el conocimiento pasa por una triada de
elementos: la realidad, el pensamiento y el lenguaje, entonces hoy por hoy pienso
que hay que extractarle a los estudiantes con preguntas lo que ellos estan observando
a su alrededor y como eso lo estan conectando o como lo pueden conectar con el
saber escolar. Entonces, desde la metodologia socratica, la pregunta a los alumnos es
motivante, entre otras porque crea un clima de confianza siempre que tenga un buen
tono, por eso es muy distinto pregunta qué piensas ti de la derivada o que crees que
es la derivada, de la pregunta define la derivada, porque ya en la segunda te debe
decir algo exacto, mientras que con las primeras son sus ideas. Ya después vendria la
segunda parte de la metodologia que seria tratar de desmontar eso que €l cree que es
lo correcto hasta que vea sus conflictos y llegar a conciliar algo que se acerque mas
al conocimiento cientifico. En cuanto al trabajo de grupo, bueno primero porque
permite que ellos interactuen y socializar el conocimiento, es decir como pueden
hablar alrededor de un tema, y sobre todo el aprendizaje entre iguales. Y finalmente,
con la exposicion, ya aqui me voy un poco a lo que plantea Ausubel, ya el profesor
es el que le da una organizacion a toda esa lluvia de ideas que han surgido del trabajo
en grupo o de las preguntas, entonces es el que formaliza y organiza las ideas.

Profesor B
|.EN RELACION CON LA PROGRAMACION DE MATEMATICA DE 11°

E: Te pedimos gque nos proporcionaras la programacion de Matematica de 11° y nos
entregaste un plan de area, nos gustaria que nos comentaras qué hay detras de este
plan de area

R/: Bueno hay una intencion, jcierto?, toda accion que uno hace tiene una intencion. La
intencionalidad es que el profesor de Matematica de secundaria, no solamente se centre
en la programacion y planificacion de la asignatura de un grado especifico. Si no que €l
tenga una vision integral de toda la matematica que se trabaja en secundaria. Més aun,
planteo que el debe conocer lo que se trabaja en primaria, debe conocerlo para que en
un momento dado ¢l sepa cuales son las fortalezas y debilidades del estudiante. Tenga
ya... 0 sea como que se adelante... se adelante un poco al pensamiento de los estudiantes
y diga ya... bueno yo espero que los estudiantes tengan estas dificultades, entonces voy
a prepararme estas acciones. Por eso yo planteo alli, eh... la propuesta integral y... y esto



no solamente es mi vision, es la vision de los colegas del area de matematicas de mi
colegio, ahi hubo aportes de mis colegas de area... Esto lo presentamos a discusion, se
hicieron varias jornadas de trabajo... este afio hace falta una reunion porque aqui yo les
estoy proponiendo el trabajo por competencias: la competencia argumentativa,
interpretativa y la prospectiva. Ya aqui hay algo escrito sobre esto y tenemos que
discutir si lo asumiremos o no. Ahora aqui aparece lo que se trabaja en matematica del
grado 11.

E: Cuando ustedes se sientan a elaborar un plan de area, sobre todo cuando tienen que
estructurar los contenidos, de qué se valen, ¢qué el ementos tienen en cuenta?

R/: Que te digo... bueno cuando se hizo la propuesta, nosotros nos salimos del esquema
de cualquier libro... Es decir que rompimos con ese esquema, bueno porque deciamos
que cada vez que uno se mete con un libro, el libro tiene una vision, que es distinta a la
de nosotros y entonces nosotros nos desgastamos tratando de cumplir con ese tema.
Entonces, ya hace varios anos que buscamos el libro de acuerdo a las necesidades y... y
eso de acuerdo también al tema... Si, porque hay autores que trabajan muy bien un tema
en matematica y otros no los trabajan igual... u otro tema en ese mismo libro no esta tan
bien manejado...

E: Es decir qué en tu caso no podriamos hablar del uso de un texto guia o €
seguimiento de un solo texto guia

R/: No, no hay un texto tinico. No hay un texto unico hay varios textos. El caso de
matematica de 11, te puedo nombrar unos que ya tienen unos afos, por ejemplo éste
matematica en accion 6, que es de la Editorial Mc Graw Hill que es del afo 79, es
viejito pero tiene cosas actuales. Este es un libro muy bueno también se llama
matematica 6, proyeccion al célculo, es un librito muy bueno de Editorial Pime, este
también tiene sus afos, es del afio 86... Pero es un libro, pero muy bueno... Y este que es
el 2000, se llama Alfa 11 de Editorial Norma, es un libro de actualidad y que tiene...
Bueno la intencion de las actividades que se trabajan es por competencia, que es la
novedad aqui en Colombia y otra novedad que tiene es que tiene dos Software
educativos... Pero que por desgracia no contamos con un laboratorio de informaética y
dificilmente por no decir que ningin estudiante tiene acceso en sus casas un
computador.

E: Centrandonos un poco en la programacion de matematica de 11° que tu elaboraste,
que referente sigues a la hora de estructurar los contenidos a desarrollar, en tu caso
por g emplo: primero un trabajo con funciones; luego €l estudio del limite, pero veo que
primero hay un enfoque intuitivo hasta llegar al concepto formal y e manejo de las
propiedades y €l algebra; y por ultimo € concepto de derivada, partiendo de la
interpretacion geométrica y la interpretacion cinematica del concepto, luego las
propiedadesy el calculo de la derivada. Lo que trato de preguntarte es ¢cual ha sido la
referencia que has tenido para proponer e desarrollo de estos contenidos, la
secuenciacion de los mismosy la jerarquizacion de los conceptos?

R/: Esta es una propuesta que yo hice a los colegas y que es la propuesta consensuada,
pero que no es precisamente la que yo pongo en practica. O sea, yo mismo la propongo
y la discutimos, pero juego con esos temas que estan alli, juego con una jerarquizacion.
Por ejemplo, el concepto de derivada que es del que estamos hablando ahora, yo lo
enfrento por la variacion media y la instantdnea... Pero fijate que alli como esta se
coloca o percibe desde la Optica de que primero veo el limite y luego la derivada... y esa
es la forma tradicional de ensefanza de este concepto en Colombia... el capitulo del
limite y luego el capitulo de la derivada... Pero fijate déjame aclarar... yo para introducir



el concepto de derivada no entro enseguida definiéndolo como un limite... al final
cuando formalizo el concepto si que lo hago a partir de la definicion del limite... porque
es un limite... pero para presentarlo a mis estudiantes lo hago a partir de la
interpretacion fisica y de la geométrica... Y esta nueva propuesta que yo hago... es el
resultado de mis lecturas personales de la Historia de la Derivada...

E: A ver s te entiendo bien, tu me dices que atendiendo a la jerarquia del curriculo tu
desarrollas primero el concepto de limite y posteriormente el concepto de derivada; sin
embargo, a la hora de introducir €l concepto de derivada y buscar la comprension de
los estudiantes del mismo, lo haces a partir de los dos problemas histéricos que
estuvieron en la génesis de este concepto, para luego definirlo en términos de limite...
R/: Mas aun... mas aun... estoy pensando... estoy pensando ahora que se puede trabajar
primero el concepto de derivada y a partir de este introducir el concepto de limite... Si
ahi mismo trabajar el concepto de limite... integrar alli las dos cosas... No... no separar
las dos cosas... primero limite y luego derivada... Yo considero que primero deberiamos
partir de algo concreto. Como lo es... yo te hablo de concreto es porque ellos manejan
la velocidad media y la instantdnea... eso ya lo manejan del afio anterior de 10°...
Entonces, eso es un buen punto de partida... en matematica ya ellos manejan lo que es la
pendiente de la recta, las funciones, el grafico de curvas, las rectas tangentes y
secantes... Es entonces conjugar las dos cosas que ya ellos conocen para aprovechar e
introducir el concepto de derivada y luego durante el transcurso de formalizacion del
concepto de derivada se puede introducir el concepto de limite... Porque durante la
tematica de derivada hay un momento en que se trabaja el concepto intuitivo de limite
(aproximacién de la recta secante a la tangente... el paso de la velocidad media a la
instantanea)... Por tanto se puede aprovechar esto para introducir formalmente el
concepto de limite de una forma mas significativa para los estudiantes... Porque es que
esa definicion de limite... eh... bueno es mi apreciacion... eh... los estudiantes parecen
que no tienen la comprension... de los intervalos en el cudl varia la funcion... No hay
una comprension real de los Ax, Ay, de los dy, dx, y al final ni de los x y los y...

Ahora espero haber dejado claro que en cierta manera los lineamientos curriculares son
los parametros que sigo para estructurar los contenidos, o sea nosotros hacemos la
propuesta no dejando de lado los lineamientos curriculares... No la hacemos nosotros
solos a la loca o teniendo en cuenta s6lo nuestros criterios... sino lo hacemos teniendo
como norte los lineamientos curriculares de matematica... Ahora lo bueno de los tltimos
lincamientos es que son lineamientos curriculares y no propuestas rigidas como las
anteriores... Sino que ahora te hablan del desarrollo del pensamiento numérico, del
pensamiento espacial, del pensamiento aleatorio, variacional, etc... Son cinco tipos de
pensamiento, ligados a los sistemas, es decir se trabaja con el enfoque de sistemas... El
enfoque de sistemas que nos propone el Dr. Vasco... Entonces, esa vision de los
Lineamientos curriculares, nos sirve de norte en unos textos que hemos venido
utilizando y que hay en la bibliografia que te cito en el plan de area... sobre libros que
nosotros tenemos en cuenta, no so6lo de matematica te menciono alli uno de
investigacion... Bueno por ejemplo el de Orovio y Ortiz sobre Educacion Matematica y
desarrollo del sujeto, ese es un trabajo que estdn haciendo un grupo de matemadtica de la
Asociacion distrital de educadores de Bogota. Ellos vienen haciendo una propuesta muy
buena... Eh... Rosario Cubero como trabaja con las ideas de los alumnos, también se
tiene... El enfoque de sistemas de Carlos Eduardo Vasco... que se llaman examen de
Estado para el ingreso a la educacion superior... O0sea que tomamos libros de
matematica, de didactica de las matematicas, de investigacion en la ensefianza de las



matematicas, de aprendizaje de los estudiantes y yo hasta de historia de las
matematicas... Ademas de las propuestas curriculares del gobierno para enriquecer la
propuesta. Lo otro que es muy interesante es lo de investigacion en el aula, nosotros
tenemos una copia del grupo de Sevilla y nos ha servido mucho para mejorar nuestra
vision sobre la ensefianza de las matematicas y sobre el aprendizaje de los estudiantes.
Esta propuesta se presentd formalmente al Colegio en el 97, pero la hemos ido
revisando cada afno y la mejoramos teniendo en cuenta los resultados y dificultades que
se tienen en el transcurso del afio... Y este afio por lo de las competencias se debe
revisar, porque ahora debemos dar mas ¢énfasis a desarrollar competencias
argumentativas, interpretativas, etc. En nuestros estudiantes y debemos revisar para ver
si se cumple o no.

II.EN RELACION CON LA UNIDAD DIDACTICA

E: Tienes algo que comentarme o decirme de la elaboracion de la misma. Dificultades,
cosas |lamativas etc.

R/: Siendo concreto y sincero, nosotros hacemos un plan de area y en un cuaderno
anotamos unas actividades para realizar... Estos apuntes son generalmente sueltos... No
es una cosa que sea el resultado de habernos sentado a reflexionar lo que vamos a hacer,
como y por qué... eh... como en esta propuestas que tu nos solicitaste que hiciera... en
donde uno tiene que colocar la descripcion de la actividad, el propdsito o
intencionalidad... o sea este es un tipo de trabajo que uno realmente descuida en la
realidad... Tengo que ser sincero en esto... se descuida este tipo de trabajo que tiene
mucha trascendencia e importancia, porque en la medida que uno planifica y disefia este
conjunto de actividades, uno tiene una visién mas clara de lo que quiere hacer en el aula
y le das como que... si... no como que, sino que le das una jerarquizacidn a las mismas
actividades y nos lleva a reflexionar sobre el por qué de una actividad sobre el propdsito
de las actividades, un proposito a lograr con los estudiantes. Yo pienso que uno como
orientador tiene un objetivo, un objetivo en cada actividad y el estudiante lo va a
explicitar con sus indicadores, con sus indicadores de logros como los llamamos...
porque los logros son del estudiante... porque hay algunos profesores que piensan que
los logros se tienen que programar desde antes porque esos son los que tienen que lograr
los estudiantes y yo creo que no es asi, sino que nosotros los profesores nos planteamos
objetivos como orientador, disefiamos actividades para que los estudiantes logren
construir ciertos conocimiento, siendo precisamente los estudiantes los que logran o no
alcanzarlos. Este trabajo o tarea que me pediste me parecié muy bueno, por eso porque
nos lleva a reflexionar sobre la intencionalidad de cada actividad y es un trabajo serio
que deberiamos hacer antes de la ensefianza, es una reflexion que se debe hacer asi
como tu lo planteas antes de las clases y acompafiado con esto debe haber una reflexion
durante el desarrollo porque hay cosas que se nos saldra de las manos y tendremos que
incorporar cambio en el camino y también debemos revisar y reflexionar después de
haberla desarrollado para incorporar cambios que nos permitan mejorar nuestro trabajo
y compartirlo porque un conocimiento que se comparte entre colegas o asi como
contigo serd un conocimiento mas fructifero y facil de mejorar.

E: Ahora quieres comentarnos algo de las actividades que el egiste como fundamental es
R/: Bueno mira yo elegi como nimero 1 el aspecto histérico, jpor qué la escojo?,
porque es lo mas descuidado que hay, el aspecto histérico no se tienen en cuenta ala
hora de elaborar una unidad didactica de un concepto cualquiera, yo creo que son muy



pocos los profesores que tienen en cuenta el aspecto historico y evolutivo de los
conceptos; o sea para que el estudiante vea como fue el proceso de desarrollo tanto del
pensamiento humano como del conocimiento matematico y para que el estudiante pueda
entre a valorar como hicieron los matematicos para llegar a la construccion de un
conocimiento, la aplicabilidad del mismo, las dificultades sociales y las propias del
mismo conocimiento matematico que tuvieron que superar a lo largo de la evolucion de
un concepto. Por esto la veo como una de las actividades mas importantes o0 como un
elemento muy fuerte dentro del desarrollo de esta temdtica, creo que ya te lo dije
anteriormente en otra parte de la entrevista, para mi las historia de las matematicas es
una aspecto clave a la hora de hacer las programaciones y a la hora de disefar y
desarrollar los conceptos... Y aclaro que me ha tocado estudiarla solo, porque
desgraciadamente en la Universidad no tocamos a profundidad una asignatura que nos
ayudara a los profesores en este aspecto, como tampoco recuerdo que la tuvieran en
cuenta mis profesores de matematicas en las clases.

E: A ver a mi me gustaria que me aclararas algo, que es lo que resaltas como
importante en esta actividad, que los estudiantes lean una historia (anexo %: actividad
1. O que me digas cual esla estrategia didactica que persigues con €ella.

R/: Bueno, ellos van a hacer una lectura, si claro, pero en grupo y la idea es que después
hacen una puesta en comun; o sea que ellos hacen una lectura en grupo y cada grupo
nombrard un relator, luego extraerdn las ideas principales del texto, generalmente
centradas en aspectos concretos del concepto y luego se hace una socializacion. Y la
idea ultima es que cada grupo tome una posicion frente a la parte histérica tratada, que
se ubique en el tiempo, que traten de identificar dificultades que tuvieron los cientificos
con los conceptos y que enumeren coémo las superaron. Qué traten de ver como ha
evolucionado el concepto desde sus inicios hasta como se lo presentamos hoy en la
clase... En tltima lo que busco es que se vea el caracter dinamico de la construccion del
conocimiento... Porque como siempre les estoy insistiendo en eso.

La segunda actividad escogida habla de la variacion media y la variacion instantanea, o
sea ver la relacion entre derivada y velocidad instantanea. Eso de pronto se nos dificulta
un poco por el tipo de trabajo que nosotros hacemos en fisica, pero el aspecto
matematico en si... vamos a hablar de la variaciéon media y de la instantdnea, en el caso
de una grafica, yo te mencioné a ti en la actividad 4 un trabajo con la funciéon y = x2,
entonces... primero un trabajo numérico combinado con uno grafico, y después uno
algebraico de calculo de pendiente de la recta tangente... La idea basica es ir viendo a
partir de la variacion media (pendiente de una recta) como se construye el concepto de
variacion instantanea la pendiente de la recta tangente en un punto y definirlo como la
derivada en un punto... la idea es que logren comparar esto con la velocidad instantdnea
que ya se habia trabajado en la actividad tres y vayan tejiendo un concepto de derivada
mas robusto y no solo quise presentarlo como una aplicacion de reglas de memoria...
sino trato de darle mas significado en las propias matematicas (pendiente de la recta
tangente) y en la fisica y otras ciencias o casos reales (variacion instantdnea)... Ese es mi
propoésito con esta actividad. Por eso pienso que es importante, porque se busca ir
guiando a los estudiantes a través del disefio de un ejercicio hacia la construccién de un
concepto mas complejo tratando intuitivamente el paso al limite, y claro lo importante
es la discusion del grupo o equipo de estudiante y la orientacidon que yo pueda darles en
la plenaria cuando ellos estén argumentado sus respuestas, sean matematicamente
correctas o no, porque de cada una de ellas incluyendo sus errores se pueden aprovechar
para mejorar la comprension del concepto. Ojo aqui se les permite usar sus apuntes, un
libro de texto, la calculadora (aunque muchos de ellos no tienen calculadora)... Ojo



repito mi papel es de orientador, pero claro si veo que un grupo no puede realizando
entro alli yo a hacerles preguntas mas concretas que les ayuden a salir adelante... pero
sobre todo que lo hagan ellos asi se apropiaran mejor del conocimiento. Ah otra cosa
que quiero remarcar el alumno hard calculo aproximado de velocidad instantanea,
concepto coherente con su sentido comun, porque ellos ven los cuerpos es su velocidad
instantanea...

La otra actividad que escogi fue la numero 6, la aplicacion del concepto de derivada,
para mi es trascendental... porque es la forma en la que ellos van a develar que tienen la
apropiacion del concepto precisamente cuando lo logran aplicar en un ejercicio de
matematica o de otra ciencia... 0 sea que lo que me interesa aqui bdsicamente es la
resolucion de problemas aplicando el concepto de derivada que ya hemos trabajado,
pero fijate retomo una situacion de una actividad que realizamos anteriormente y que
hemos venido retomandola hasta que el alumno tenga elementos mas formales de la
derivada para resolverlo... Es decir, que primero la vamos resolviendo intuitivamente,
luego se trabaja el paso de la variacion media a la instantanea y ahora se retoma para
resolverla con el concepto de derivada ya formal es decir derivando con la definicién
matematica de derivada. O sea con esto lo que trato de decir, es que yo no comparto eso
de que para saber si alguien comprende un concepto se le pida “digame la definicion de
derivada”, porque la pueden recitar de memoria, a mi me gusta ver como la aplican en la
resolucion de problemas y sobre todo si se salen del &mbito matematico, es decir que les
ayude el concepto de derivada a tratar matemdaticamente situaciones mas reales y
cercanas para ellos, alli es donde se ve si se domina o no un concepto.

Profesor C
I. EN RELACION CON LA PROGRAMACION DE LA ASIGNATURA

E: ¢Qué elementos tienes en cuenta cuando haces la programacion de matematica de
11? ¢En gqué te basas para escoger contenidos, Jerarquizacion de contenidos?

R/: Inicialmente la verdad es que trato de llevar una secuencia: primero repaso logica
matematica, luego desigualdades, el concepto de sucesiones, limites, derivadas y
finalmente integrales. Eso programo integrales pero la verdad es que nunca alcanzo a
desarrollarlo por el poco tiempo. O sea la verdad es que trato de llevar siempre este
orden logico de la matematica. Bueno ademas, primero que todo me baso en el mismo
plan curricular que monta el gobierno, luego en la misma experiencia que ya uno tiene
por la practica de tantos afios y es como definimos las tematicas que se van a dar en el
curso, claro estd que esto es modificable y flexible en términos de que a veces los
alumnos traen algunas inquietudes y uno entonces modifica un poco.

E: No entiendo porque en esta parte primero colocas incremento, incremento relativo y
derivada de una funcion; y posteriormente cuando hablas de la unida de la derivada
aparece primeo la interpretacion geométrica y la interpretacion fisica y después la
definicion de la derivada de una funcion.

R/: Sencillo, te estoy hablando de lo mismo, lo que pasa es que antes de definir la
derivada les hago un recuento de la historia del concepto es decir de la interpretacion
geométrica y de la fisica, pero no lo desarrollo es como si les dijera unas historieta
pequena, pero en realidad como bien te explico en el programa que te di para definir la



derivada lo hago construyendo la regla de los cinco pasos, es decir, primero les doy el
incremento de la funcidn, después el incremento relativo, después les explico el limite
del incremento relativo cuando Ax tiende a cero, y después les digo que esa es la
definicion de derivada. Y ya después es que desarrollo la interpretacion geométrica y la
fisica, casi mezcladas, y sigo el orden del programa teniendo como guia el texto de
matematica constructiva.

E: ¢Qué papel juega €l libro de texto dentro de las programaciones?

R/: Hay que tener en cuenta que donde yo doy clases son escuelas muy alejadas de la
ciudad y de muy bajo recurso econdémico, normalmente trabajo con los textos que estan
en la pequena biblioteca que tenemos en el colegio que contamos con aproximadamente
unos cinco ejemplares y entonces yo trabajo con este libro de texto por eso mas que
todo, condicionado con lo que tengo en el medio, atin cuando yo me ayudo con otros
libros como el de PHH que ya te dije y lo que hago es proporcionarle a los chicos
algunas fotocopias del material que necesito. De todas maneras el texto guia se utiliza
mas que todo en el aula de clases para que ellos hagan los talleres, pero en la medida en
que ellos siempre son de otros pueblos y se tienen que movilizar no pueden llevarse el
libro para la casa, sino solo el material que yo les proporciono, asi que el trabajo es en
clase. Y a mi me sirve para sacar definiciones, todo lo que hay que demostrar
conceptualmente, los ejercicios, saco los talleres, etc.

II.EN RELACION CON LA UNIDAD DIDACTICA

E: ¢Qué tienes que comentarnos del gjercicio de elaborar y disefiar la unidad didactica
del concepto de derivada?

R/: No que de todas maneras el instrumento que nos diste como guia es bastante
sintético y esquematiza bastante el trabajo que uno hace en clase. Ahora, en la medida
en la que fui haciendo me di cuenta que casi siempre repito lo mismo, o sea para mi al
hacer este trabajo que me pediste es un proceso en el que uno se da cuenta si tenemos
fallas en la practica, entonces en esa parte ha sido muy interesante. De todas manera ha
sido un trabajo muy interesante porque uno cada vez va perdiendo esa dindmica de
hacer por escrito el desarrollo de la unidad didactica y mucho menos reflexionar sobre
todos esos apartes que nos colocaste, yo de verdad me he dado cuenta que repito
siempre las mismas cosas. Es decir, que siempre defino conceptos y hago ejercicios casi
iguales en donde lo que me importa es la aplicacion de algoritmos... Tendré que cambiar
porque viendo la evaluacion del profesor de Espana que nos diste, si evalta toda esa
complejidad del concepto, con procesos algebraicos pero también con gréficas y todo
eso... bueno eso indica que las clases de ese profesor no solo se centran en resolver
problemas de algebrizacion sino que ha se ensefiar mas cosas... Asi que me he dado
cuenta ahora que fallo mucho...

E: Habia una parte que consistia en escoger tres actividades y justificar la eleccion y
no la veo aqui, tienes algo que comentar

R/: Es verdad que no lo hice pero puedo comentarte algo, normalmente casi siempre
arranco la clase con una pregunta de motivacion, siempre arranco asi, luego hago una
exposicion y planteo una serie de ejercicios, una serie de ejercicios que los estudiantes
tienen que hacer en grupo o individualmente para después hacer una puesta en comin
sobre el proceso de resolucion y resultados, y finalmente les coloco una serie de
ejercicios de ampliacion. Es decir que para mi las actividades claves son: tratar de
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buscar ideas previas de los estudiantes a través de preguntas para generar una crisis en
el conocimiento de los estudiantes, luego viene la exposicion del profesor y después
ejercicios de aplicacion y afianzamiento con trabajo en grupo y socializacion de
procesos y resultados.

Profesor D

|.EN RELACION CON LA PROGRAMACION DE LA ASIGNATURA

E: que aspectos tienes en cuenta al hacer la programacion de la asignatura de
matematica de 11°

R/: Para realizar la programacion tenemos en cuenta lo siguiente, el nivel académico de
los chicos, la intensidad horaria con la que contamos y los recursos bibliograficos. Lo
primero, porque es fundamental saber el estado con el que llegan los estudiantes, sus
dificultades en los conceptos que ya han desarrollado y que son prerrequisitos para la
asignatura del curso que van a desarrollar. Lo segundo, porque hay que ser realista y
confeccionar una programacion que se cumpla y no pretender dar tanto contenido y sin
calidad o darlo rapido y que los alumnos terminen el curso sin comprender qué han
dado y por qué lo han dado. Y lo tercero, porque a este colegio viene gente muy pobre y
muchas veces no compran texto guia, por tanto, partimos de lo que hay en el colegio y
nos acomodamos con estos libros.

E: ¢De dbénde tomas o con qué criterios escoges los contenidos a desarrollar en el
programa de matematica?

R/: Tomo la decision a partir de libros de texto de autores que tienen reconocimiento en
el area, ademas de los puntos que te sefiale anteriormente, yo creo que se deben tener en
cuenta 0 que es muy importante la secuencia tematica... pero yo me guio de autores
reconocidos en el area.

E: ¢qué criterios sigues a la hora de secuenciar los contenidos en el programa, es decir
gue podrias explicarme por qué planteas la siguiente secuencia de contenido en la
programacion que me proporcionaste: Funciones, limite de funciones, derivada de
funciones, maximos y minimos, razones de cambio relacionadas?

R/: Yo creo que la logica de la disciplina, porque en conceptos tan complejos como el
de limite y derivada subyacen conceptos mas simples que lo estructuran que requieren
ser identificados y desarrollados para una mejor comprension, por ejemplo, en la
definicion formal del limite aparecen conceptos de funcion real, valor absoluto,
intervalo, inecuaciones... que son necesarios para su comprension.

E: ¢Qué funcion juega €l libro de texto o texto guia a la hora de realizar la
programacion de la asignatura?

R/: Juega una funcion de vital importancia, porque alli suponemos que se determinan
los temas y los subtemas a desarrollar.

E: ¢Quéuso le dasal libro de texto dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje?

R/: A ver yo los veo como herramientas fundamentales, ya que sin ellos el estudiante
tendria dificultades para el proceso de investigacion. Ahora yo nos sigo linealmente un
libro de texto me apoyo del el pero puedo usar mas de uno...
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E: ¢De donde sacas las definiciones, los gemplos y gjercicios que presentas a tus
estudiantes en el aula de clases?

R/: En cuanto a las definiciones y ciertos ejercicios de los libros de texto, y algunos
ejercicios son producto de mi creatividad basada en mi experiencia... pero la mayoria
salen de los libros de texto...

[1l.  ENRELACION CON LA UNIDAD DIDACTICA

E: ¢Qué tienes que comentarnos del gjercicio de elaborar y disefiar la unidad didactica
del concepto de derivada?

R/: como ya te dije con el examen que hizo el supuesto profesor X de Espafa, que yo
creo que hiciste tu (risas...) este modelo que me diste de la unidad didactica es muy
bueno también, porque creo que contiene todos los elementos que deberiamos tener en
cuenta a la hora de preparar la enseflanza de un concepto, pero honestamente, para mi
ha sido dificil llenarlo y hacerlo, porque en la realidad no lo hago. Me parece perfecto,
pero con qué tiempo... Asi que es muy bueno y de ahora en adelante trataré de tenerlo
en cuenta, pero honestamente no estoy tan seguro de poder hacerlo... Ahora, lo que si
me permitird es ser mas critico con el texto guia que escoja, es decir, que de ahora en
adelante... con las preguntas que me has hecho, miraré que texto guia, que es el que uso,
tenga en cuenta los aspectos que hemos discutido en estas entrevistas... la historia, las
representaciones... en fin todo de lo que hemos venido hablando durante este mes... ;] No
se si respondo a tu pregunta?...

E: en la actividad 3 de la unidad didactica planteas una dificultad a la hora de tratar
el limite del incremento relativo, o sea el concepto de derivada... ¢A qué se debe esa
dificultad?

R/: A ver el nivel de dificultad que aqui tiene el alumno, lo va presentar no desde el
punto vista grafico... sino desde el punto de vista simbolico, abstracto... del hecho del
concepto limite en si... el alumno presenta dificultad... en el desarrollo del concepto
limite... este concepto le cuesta mucho trabajo al alumno.

E: Luego en la actividad 5 también planteas una dificultad con la regla de la cadena
R/: Si es la cuestion de que el alumno... presenta dificultad para identificar la derivada
interna y la externa, de pronto te la hacen mecanicamente, pero no la comprenden... yo
insisto mucho en las actividades para que alcancen esta diferencia y las identifiquen... el
alumno te lo hace y derivan bien mecanicamente, pero cuando tu le dices indicame cual
es la derivada interna y la externa... hay se quedan un poco...

E: Aqui en cuanto la actividad 7 que es la derivacién implicita

R/: Si... alli presentan dificultad cuando nos dan una relacion con dos o tres variables y
tiene que despejar y’... Es decir la dificultad que sefalo ahora es un poco mas de
algebra... Alli el alumno para despejar, agrupar, pasar al otro lado... le cuesta mucho... y
que... observar que tienen que tabular para buscar la recta tangente... alli cuesta mucho...
Sobre todo si la relacion es compleja.

E: Enla actividad 8 también has planteado otra

R/: Si... hay una dificultad no tanto en el trazado de graficas... o sea en el trazado de
graficas cuando el alumno ya entiende y se apropia de los criterios de la derivada, es
decir que los reconoce y los identifica... de pronto en el grafico no presenta tanto esta
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dificultad... ya sabe que hay un maximo o hay un minimo y sabe como ver decreciente y
creciente, lo puede manejar bien... el problema estd cuando vamos a pasar a los
problemas de aplicacion... Esto de relacionar las variables... de modelizar... Esa es una
gran dificultad que tenemos con los estudiantes... A ver yo he notado que es base de
geometria... cuando los problemas son de geometria... eh... de cono... de cilindro... el
alumno no relaciona muy bien esas variables y... y... no sabe de pronto decir cual de las
dos variables estan den dependencia una de la otra... Por tanto, hay que resaltar la
importancia de la geometria alli... hacer hincapié¢ alli... hay que repasar un poco las
cuestiones geométricas.

E: Por qué elegiste estas tres actividades

R/: Mira nosotros aqui viendo todas las actividades desarrolladas en la unidad, para mi
es de mucha importancia... lo que te decia lo que es el concepto de derivada... para mi la
representacion grafica de esa recta tangente a la curva en un punto es muy importante y
ayuda mucho a la comprension del concepto... Pero cuando ya uno termina de explicar
ese proceso se debe reforzar con talleres... con talleres y tratar de que al alumno no le de
pereza al alumno representar graficamente esto... te lo decia en la entrevista anterior...
que seria de mucha importancia que ese intervalo que se toma para ver el cambio de la
secante a la tangente se haga a una escala mas amplia, el alumno no vea dificultad de
colocar ese 2,001 como algo tedioso... si ampliamos la escala... es para que el alumno lo
maneje bien... y no va a permitir que el alumno se apropie mas de ese concepto...

La segunda actividad que escogi es la aplicacion de los criterios de la primera y segunda
derivada... Esto es para la realizacion de los trazados de grafica que los va hacer mas
facil, con mas soltura y también nos ayuda a resolver...

Y la tercera la coloqué, porque es un error que estamos cometiendo los profesores. Yo
especialmente confieso que lo cometo... sinceramente te lo digo cometo ese error de que
uno le presta mucha mas atencidn a esa parte mecanica de la derivacion... y de pronto el
alumno te deriva con mayor rapidez y piensa uno que el alumno comprende bien... Y no
caemos 0 no prestamos mas interés al trabajo con graficas o con otros registros... Y la
aplicacion de la regla de la cadena y de la derivada implicita... jpor qué?, porque quizas
uno como docente piensa que esa es la parte que los alumnos deben dominar mas... y es
un error... porque lo que debe manejar es la interpretacion del concepto en diferentes
contextos, analisis e interpretacion de graficas... etc... Pero confieso que me estoy
centrando en la parte mas algoritmica... y ahora me estoy dando cuenta con todas las
preguntas que me haces.

E: Por gemplo tu tienes aqui IPT = investigacion previa del tema, exposiciones,
gjercicios de papel y lapiz, actividades extraescolares, trabajo en grupo... Es decir de
estas actividades ¢cuales creesimportante y por qué?

R/: Para mi... yo creo que ya uno en 11° ya debe irse preparando a una cuestion de
mucha importancia... y es el de investigar temas... y eso lo pongo en practica yo... por
tanto la investigacion previa al desarrollo de un tema se les pide que investiguen sobre
ciertos conceptos... porque el alumno no llega sin nada... sino que se preocupa por
comprender algo y eso te ayuda a bordar la ensefanza de los conceptos y te facilita el
desarrollo de la clase porque ya traen algo previo y de lo que se trata es de que se
apropie... Entonces después uno puede socializar esto... y entonces cobra importancia
los trabajo en grupo... de pronto uno si expone un rato... pero ya no tanto como cuando
el alumno viene sin preparacion... Después y dependiendo del tema también hay
trabajos individuales... si es grafico mucho mejor individual porque asi uno detecta las
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dificultades de los chicos... y se les puede ayudar y después compartir en grupo...
porque yo trabajo con 50 alumnos...

Profesor E
|.EN RELACION CON LA PROGRAMACION DE LA ASIGNATURA

E: ¢Cuando tu haces una programacion en qué te basas?

R/: Bueno nosotros tenemos un grupo de profesores que estamos bastante integrados...
Trabajamos como 4area pero respetamos nuestras asignaturas... El area determina las
unidades modulares de aprendizaje... El profesor anterior me dice llegué¢ hasta aqui... o
sea hay un diagnostico inicial... por eso es que ti ves que nosotros introducimos unidad
cero de repaso, precisamente porque la unidad cero me permite trabajar con firmeza en
los prerrequisitos que necesitan los estudiantes para abordar el estudio de un curso
determinado... yo no puedo entrar a hablar de factorizaciéon a los alumnos sin haberle
hablado primero de productos y cocientes notables... Entonces hay una reunioén previa
para determinar las unidades modulares que se desarrollaran en un afio determinado... o
sea que el programa lo comenzamos a estructurara a partir de un diagndstico de los
profesores de la problematica de los estudiantes...

E: Y los contenidos ¢de dénde lo sacan... cdmo los eligen y con qué criterios los
estructuran?

R/: Bueno lo que pasa es que con la experiencia que tiene uno en la asignatura y los
programas que da el gobierno para empalmar las diferentes unidades modulares...
vienen determinadas ya en unos textos que el gobierno... ya... proporciona...

E: pero te cuento que hace dos afios yo vine a entrevistar profesoresy me encontré que
la mayoria no utilizaba los programas curriculares, ni los conocian o decian que no
habian... ¢td que opina de esto?

R/: Si hay... si hay, porque precisamente si quieres yo te lo consigo... por ejemplo los
lineamientos curriculares... Por tanto te resumo, primero estructuramos el programa a
partir de un diagnostico inicial de los estudiantes, luego la eleccion y secuenciacion de
los contenidos la hacemos, primero a partir de la experiencia docente y el conocimiento
que se tiene de los programas curriculares oficiales, de las estructuras de las unidades
modulares de aprendizaje de cada asignatura... Es mas pero tratamos madas bien de
escoger los temas centrales... los temas basicos... eh... que el estudiante se lleve los
conocimientos minimos... no llenarlos de tanto... Ahora ya te lo he dicho antes... en
nuestra programacion hay claro una teoria de ensefianza que es por procesos... nosotros
le damos a ellos el material y ellos a veces les toca investigar cosas mas profundamente
de lo normal... entonces nosotros tenemos que estar preparados para abordarla y
enriquecerla...

E: ¢Qué papel juega entonces €l libro de texto en su proceso de programacion?

R/: Bueno es que nosotros practicamente no tenemos un libro de texto... el colegio da
una bibliografia... yo no les exijo a los estudiantes un texto en particular... sino que les
doy libertad a que ellos me traigan el texto que ellos quieran... pero como se ponen de
acuerdo ellos... y generalmente hay una tradicion por tener un texto... entonces
seguimos el libro de matematica constructiva, pero yo he procurado quitar ese ambiente
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de texto... entonces ellos me ven llegar con un libro y de repente otro dia les saco el
examen de otro libro... claro que yo de antemano les doy fotocopia... y entonces al dia
siguiente veo dos libros en el salon de clase... Entonces tienen varios libros... Pero yo si
que sigo par sacar las definiciones, el orden de las clases y la mayoria de los ejercicios
del libro que te mencioné hace un ratito...

E: Por eso entonces, ¢qué papel juega entonces el libro de texto en su proceso de
programacion?

R/: Yo no diria texto guia... los textos juegan un papel importante porque de alli es
donde se extraen los ejercicios y donde se sacan las definiciones... El libro me permite
guiarme sobre cada uno de los temas... para que vayan entrelazados y no tener uno que
estar saltando y coger una cosa de aqui y otra de alld... o sea que me sirve para
secuenciar los temas... el libro siempre ayuda... Aunque yo me he acostumbrado mas a
guiarme por los titulos de un libro de texto... y que el titulo lo puede conseguir uno en
cualquier texto...

E: En cuento a las unidades que colocas aqui... tu siempre me has hecho énfasis en la
rigurosidad qué tienen en los prerrequisitos... 0 sea que este orden que me presentas
del programa de 11°.. ¢crees tu que es e que se deberia seguir para ensefiar la
matematica de 11°?

R/: Si ese es un orden ya estudiado como te dije por el grupo de profesores... porque tu
no puedes entrar en las funciones sino conoces estos prerrequisitos... pero cada unidad
tiene sus prerrequisitos... para tratar el limite de funciones hay que trabajar primero
funciones, para definir derivada hay que primero trabajar el limite, etc... Es decir que tal
y como lo planteo yo creo que se debe desarrollar el programa...

I1.EN RELACION CON LA UNIDAD DIDACTICA

E: ¢Queé tienes que comentarnos del gjercicio de elaborar y disefiar la unidad didactica
del concepto de derivada?

R/: Bueno estuvo bien, el instrumento que me diste fue una buena guia, pero claro estar
haciendo esto para cada una de las unidades es imposible, no creo que tu lo hicieras
cuando trabajabas aqui o (si?, porque es que yo no tengo tiempo. A ver, uno lo hace
implicitamente cada vez que va a dar la clase pero tener que escribirlo con tal
minuciosidad como tu me lo pides es imposible... ahora creo que el truco estd en
escoger un buen libro de texto que te facilite todo este proceso... porque claro un buen
libro de texto que trabaje bien el contenido matematico, que sea claro, que tenga buenos
y variados ejercicios sustituye a mi manera de ver todo esto que me pediste hacer... Con
esto no quiero decir que no sea bueno lo que me pides, pero en la realidad es imposible
y creo que nadie lo hace.

E: En la primera actividad hablas de la exposicion del profesor y justificas el por qué
Luego citas en € taller individual citas gercicios 3.1, 3.2 del libro de texto que de
pronto tienen una gran cantidad de gercicios... ¢Eso implica que lo deben hacer todos?
¢Oterefieresalatipologia de gercicios?

R/: No... no... lo que trato de decir es que de alli se sacan algunos ejercicios... o sea
ejercicios 3.1, 3.2, y 3.3... significa la fuente donde el estudiante va a buscar la
informacion y de alli yo le voy a evaluar en el taller... Esta es la fuente para informacién
de ellos... Y ya yo le llevaré el taller preparado en una hoja con bases en esos ejercicios
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siempre muy parecidos a los que yo te entregué a ti en la evaluacion... Es que el trabajo
es en procesos... y uno antes tiene que darle al estudiante las preguntas... Por ejemplo el
taller es de derivada, entonces yo antes le he dado la conceptualizacion todo el proceso
conceptual y procedimental... Ahora todo lo volitivo, es decir como quiero yo que ellos
me presenten el trabajo... porque se evalia todo el orden, el aseo, la presentacion del
tema, es integral... La evaluacion es integral y negociada con ellos, porque de un tema
puede evaluarse una o dos... En fin...
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ANEXO 7

ANALISIS DE LA PARADOJA DE ZENON DE AQUILES Y LA
TORTUGA EN LA DESCRIPCION DE LA COMPRENSION DE LOS
CONCEPTOS ESTRUCTURANTES DEL CALCULO
INFINITESIMAL QUE TIENEN PROFESORES DE MATEMATICA
EN EJERCICIO*

EdelmiraBadillo y Carmen Azcarate
Departament de Didactica de les Matematiquesi de les Ciencies Experimentals
Universitat Autonoma de Barcelona

Bellaterra, Espania
INTRODUCCION

En este documento se analizan |las respuestas dadas por siete? profesores de matemética
de secundaria en gercicio a una de las famosas paradojas de Zendn de Elea, la de
Aquilesy latortuga. La situacion problema que planteamos a estos profesores, adaptada

delaoriginal, fue lasiguiente (Badillo, 1999):
Aquiles y la tortuga corren una carrera. Aquiles tiene una velocidad doble que la
velocidad de latortuga. Si al iniciar la carrera se da a la tortuga una ventgja de 1 Km.,

¢ograra Aquiles alcanzarla?

El espectro de las respuestas que hemos obtenido nos muestra que los profesores

! Agradecemos la accesoria del Dr. Agustin Addriz-Bravo en la definicion de las categorias
epistemol égicas y metacognitivas de esta parte del trabajo de investigacion.



sostienen ideas clasicas acerca del movimiento y manifiestan en sus razonamientos
espontaneos rasgos similares a los del pensamiento aristotélico, con una concepcién
potencial del infinito (Garbin, 2000).

Este trabajo forma parte de un estudio mas amplio que persigue interpretar las
diferentes formas de conocer e concepto de derivada que tienen profesores de
mateméticas en gjercicio (Badillo, 2000b). Hemos considerado que la paradoja de
Zenon constituye una situacion potente para explorar la aplicacion de este concepto al
campo de la fisica y su rol histérico como solucion integradora a los dilemas de

divisibilidad y correspondenciadel espacioy del tiempo (Delgado, 1998).

Las respuestas dadas por los profesores muestran que, frente a esta version de la
paradoja de Aquiles y la tortuga, existen tres elementos independientes que pueden
aparecer en su resolucion:

1. El conocimiento de la solucion real del problema en el contexto fisico de la carrera
(la idea intuitiva de que el corredor mas veloz siempre alcanza al méas lento con €l
tiempo suficiente),

2. La reproduccion de los argumentos eledticos acerca de la divisibilidad infinita del
tiempo y del espacio, y

3. El conocimiento de la solucién formaizada a través de la aplicacion de las
ecuaciones diferenciales de movimiento de la cinemética clasica y, en algun caso,

mediante un modelo de seriesinfinitas.

Las distintas combinaciones de estos tres elementos nos han permitido definir una
tipologia para clasificar a los profesores. La presencia o ausencia de los diferentes
elementos da cuenta de si 1os profesores llegan a una solucién completa del problemay
S detectan el carécter paraddjico de la situacién cuando es abordada desde dos

manifestaciones distintas del pensamiento del sentido comun.

Para el analisis de las concepciones de los profesores frente a problema de Aquilesy la

tortuga hemos definido dos categorias, una conceptual y una metaconceptual. En

2 En este documento se analizan las respuestas de siete profesores de matemética en gjercicio de
Colombia, de los cuales, solo dos participaron en la tesina (profesores F y G) y cinco participaron en la
tesis(A,B,C,DYyE)



relacién con la categoria conceptual, las respuestas de los profesores nos permiten
ahondar indirectamente en su manegjo de los conceptos fundamentales del célculo
infinitesimal (nUmero real, infinito, serie, limite) y de la cinemética clasica (espacio,

tiempo, movimiento, encuentro).

La categoria metaconceptual apunta a estudiar el nivel de conciencia de los profesores
sobre sus procedimientos de solucién a abordar la situacién problema, sea como una
paradoja 0 como un gjercicio tipo de cinemética. El abordaje elegido puede condicionar
el uso que los profesores hacen de las diferentes formas de representacion (registros

semidticos) en el proceso de resolucion (Font, 2000).

Un aspecto relevante de nuestro estudio es que retoma un episodio central de la historia
de la ciencia que ha sido controvertido y ha generado multiples respuestas alo largo del
tiempo (Boyer, 1986). Hemos recurrido a la historia de la ciencia con € fin de que nos
ayude a indagar en algunos aspectos concretos del conocimiento profesional de los
profesores en gercicio; queremos ser capaces de incidir con fundamento tedrico en la
formacion inicial y permanente del profesorado de matematica (Llinares, 1998; Badillo,
1999).

En la primera seccidn elaboraremos brevemente el contexto historico de la paradoja de
Zendn. La segunda seccion contiene los instrumentos de andlisis que hemos disefiado
para la interpretacion de las concepciones de los profesores. En la tercera seccion se
presentan los resultados del andlisis de las soluciones que siete profesores de
matematica de secundaria dieron a nuestra version de la paradoja. Se establece una
tipologia de estos profesores con base en nuestro andlisis. Hay una cuarta seccion

dedicada alas conclusiones e implicaciones.

LA PARADOJA DE AQUILESY LA TORTUGA

Zendn, discipulo de Parménides y defensor de sus argumentos, vivio en Elea, a sur de
la actual Italia, alrededor del afio 450 a.C. Zendn de Elea es conocido por las llamadas
paradojas, con las cuales perseguia apoyar las tesis de Parménides sobre la

inconsistencia de los conceptos de multiplicidad y de divisibilidad infinita del espacio,



el tiempo y & movimiento. Para ello adopté e método dialéctico, que més tarde
Socrates usaria con e nombre de método indirecto de razonamiento; este consistia en
partir de las premisas que defiende el adversario para culminar reduciéndolas a
absurdo.

En la reconstruccion dial éctica que hace Tannery (Cajori, 1915), las cuatro paradojas de
Zenbn més conocidas (la dicotomia, la flecha, Aquilesy latortuga, y €l estadio) apuntan
en forma sucesiva y encadenada a diversos problemas de la concepcion pitagérica del
movimiento, entre ellos. que la cantidad (punto en e espacio o tiempo) no tiene
magnitud, que la suma de infinitas partes con magnitud es infinita, y por tanto no puede
ser recorrida en tiempo finito, y que, aceptada la divisibilidad infinita del espacio y del

tiempo, e movimiento esimposible.

La paradoja de Aquilesy la tortuga pintaa Aquiles “el de los pies ligeros’” compitiendo
en una carrera con unatortuga a la que se ha dado unaventgjainicial. Lo que se tratade
demostrar es gque Aquiles, por muy velozmente que corra, no podra acanzar nunca ala
tortuga. Cuando Aquiles haya alcanzado la posicion inicia de la tortuga, esta habra
avanzado alguna distancia, aunque sea pequefia, y cuando Aquiles haya recorrido esta
distancia, la tortuga habra avanzado algo mas lgos. El proceso continuard asi
indefinidamente, con € resultado paraddjico de que & veloz Aquiles no podra alcanzar

alalentatortuga.

En el razonamiento de Zendn, Aquiles no puede adelantar a la tortuga, porque para
hacerlo tendria que realizar un nimero infinito de actos en un periodo finito de tiempo.
Por lo tanto, la concepciodn pitagorica del espacio, € tiempo y € movimiento plantea
unainconsistencia con el hecho bien conocido de que Aquiles si alcanza alatortuga. De
ali el carécter paraddjico de la argumentacion. El vaor histérico de la paradoja radica
en su importancia como argumento contra la existencia de indivisibles o aomos

mateméticos como constituyentes del espacioy el tiempo (Delgado, 1998).

Las paradojas de Zendn en su conjunto fueron ideadas para resdtar las dificultades
conceptuales que surgen a intentar explicar e movimiento descomponiendo la

trayectoria espacia en puntos individuales ubicados uno a continuacion del otro, y



descomponiendo el tiempo en instantes discretos, distintos y diferenciados, que se
suceden unos a otros y que pueden ser puestos en correspondencia biunivoca con los

elementos de la particion del espacio.

Un aspecto notable es lo que se tardd en resolver estas paradojas satisfactoriamente: fue
necesaria la creacion de la teoria de las series infinitas y de algunas de las técnicas del
célculo diferencial para aclarar 10s enigmas que Zendn planted hace 2500 afios. Durante
los siglos XVII 'y XVIII, por gemplo, algunos mateméaticos se preocuparon por ver si
era posible extender la idea ya elaborada de suma ordinaria de conjuntos finitos a
conjuntos infinitos, tratando de mostrar que en algunos casos la suma de un conjunto de

infinitos nimeros puede ser finita (Apostol, 1998).

En la actualidad, centrados en la teoria de las series infinitas, la solucién a la paradoja
de Aquiles y la tortuga pone en evidencia que Zendn supone incorrectamente que la
suma de una infinidad de intervalos positivos de tiempo (en los cuales Aquiles recorre
los elementos de la particion del espacio) es infinita, de lo que deduce que Aquiles
nunca acanza a la tortuga. En la version que utilizamos en nuestra investigacion,
obtenemos una serie infinita convergente de la distancia que separa a los corredores,
que podemos describir asi: 1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32,..., 1/2". Esta serie convergente
tiende a cero cuando n crece indefinidamente, manifestando el hecho del encuentro. De
igual forma, el tiempo utilizado por Aquiles para recorrer estas distancias viene dado
por una serie similar, que también tiende a cero y cuya suma finita T representa €l
tiempo necesario para e encuentro. El proceso de paso a limite en este caso parece
invalidar la objecion de Zendn de que la suma de un nimero infinito de intervalos de

tiempo no puede ser nuncafinita.

S bien es cierto que las paradojas de Zendn en la actualidad tienen solucién
satisfactoria en el marco del [lamado andlisis estandar, utilizando los nimeros reales y
la teoria de las series infinitas (Alper y Bridger, 1997), ain hoy sigue abierta la
discusion sobre € significado histérico de estas paradojas. Existe un gran nimero de
trabaj os que aportan soluciones, e incluso hay autores que opinan gque dichas soluciones
no eliminan totalmente el caracter paradgjico de los argumentos, proponiendo asi

nuevas vias, en el marco del andisis no estandar, para reemplazar las demostraciones



clésicas (Garbin, 2000).

A lo largo de la historia se han elaborado distintas versiones de la paradoja de Aquiles y
la tortuga que, sin perder su esencia, se enfocan en diferentes cuestiones conceptual es
(Nafez, 1997). En nuestra investigacion, utilizamos una version particular de la
paradoja que puede ser considerada como una situacion problema familiar en €l
contexto de la cinemética escolar (problema de encuentro). Nuestra formulacion
obedece a la hecesidad de indagar sobre |os conceptos estructurantes de esta disciplina:
espacio, tiempo y velocidad, que pueden iluminar nuestro andlisis de la comprension
gue tienen los profesores del concepto de derivada en su aplicacion fisica (Azcérate,
1990).

HERRAMIENTAS CONCEPTUALES PARA EL ANALISIS DE LAS
CONCEPCIONES CON RELACION A LA PARADOJA

En un estudio preliminar (Badillo, 1999), definimos tres modelos de pensamiento en
torno a la paradoja tomando como ge las rupturas epistemolégicas que se han

presentado alo largo de la historia de la ciencia. Los model os definidos fueron:

1. El modelo de pensamiento griego, que pretende recoger algunos elementos del
pensamiento de Platon y de Pitdgoras, tomando como €e la posicion critica de
Aristoteles frente a estos dos sistemas fil 0soficos.

2. El modelo de pensamiento clésico, que hace referencia a las contribuciones clave en
torno a la constitucion de la dinamica como disciplina cientifica en los inicios de la era
moderna.

3. El modelo de pensamiento actual, que realiza una aproximacion a las soluciones ala
paradoja de Zendn en e marco de los model os de Cantor y de otros pensadores del siglo
XX.

Estos tres modelos fueron utilizados para una categorizacion inicial de los profesores
involucrados en ese estudio. Posteriormente (Badillo, 2000a), en un intento por
describir con més detalle las respuestas obtenidas, disefiamos tres instrumentos que nos

permitieran mostrar analiticay secuencialmente los diferentes razonamientos utilizados



por los profesores y definir una tipologia en relacion con la resolucién que dan a la

paradoja.

El primer instrumento consiste en unatabla de categorias analiticas que da cuenta de los
diferentes elementos constituyentes del abordaje que hace el profesor del problema. Las

cinco categorias que hemos propuesto son:

1. El profesor manifiesta conocer la solucion real. Desde el sentido comln o la propia
experiencia, sabe que Aquiles acanzardalatortugas se le da suficiente tiempo.

2. El profesor reproduce los argumentos eleaticos. Manifiesta conciencia acerca de los
problemas de divisibilidad infinita del espacio y del tiempo.

3. El profesor conoce la solucién basada en el calculo diferencial. Aplica
correctamente el aparato formal de la cinematica clasicay, en algun caso, un modelo de
seriesinfinitas.

4. El profesor percibe la contradiccion entre los tres registros anteriores. Ve el carécter
paraddjico de la situacion cuando es abordada desde multiples perspectivas. El grado de
conciencia acerca de la existencia de una contradiccion remite a la categoria
metaconceptual que desarrollaremos mas abgjo.

5. El profesor consigue la consistencia entre los registros contradictorios. Plantea
argumentos formales para apantallar la contradiccién descartando la solucion pitagérica

y usando el concepto de limite.

El segundo instrumento es una tabla de categorias andliticas que da cuenta de los
procesos metacognitivos que los profesores hacen explicito durante el abordaje y

solucion del problema. Las tres categorias que hemos propuesto son:

1. Verbaliza e caracter paraddjico de la situacion. Frente a dos o méas posturas
contradictorias, percibe la paradoja que se genera a intentar aceptarlas
simultaneamente.

2. Verbaliza su conocimiento del valor historico de la situacion. Reconoce la situacion
como una problemética que ha sido objeto de debate a lo largo de la historia de la
ciencia.

3. Verbaliza la necesidad de nuevas categorias conceptuales. Echa mano en su



argumentacion a modelos tedricos (como €l modelo de series infinitas) para

fundamentar la solucion planteada.

El tercer instrumento es un esguema que permite representar secuencialmente el
recorrido del proceso de resolucion de la situacion problema para cada profesor. Este

esguema se muestraen lafigura 1.

Paradoja de Zenén

Solucién b Solucién

formalizada| <= intuitiva
Conflicto

|

Reconciliacion

Figura 1. El tercer instrumento de andlisis de datos es un esquema donde se ilustran
secuencialmente | as posibles respuestas de | os profesores frente ala paradoja de Aquilesy la
tortuga.

LAS RESPUESTAS DE LOS PROFESORES A LA PARADOJA DE ZENON,
AQUILESY LA TORTUGA

Presentamos nuestra version de la paradoja a siete profesores de matematica en activo
del Departamento del Atlantico, Colombia. Recogimos sus respuestas por medio de una
entrevista individual semiestructurada (grabada en audio), que fue acompafiada por un

registro escrito del proceso de solucion. A continuacion resefiamos |as respuestas de |os



profesores analizadas a través de nuestros tres instrumentos.

A nivel global, las respuestas encontradas al plantear la paradoja a profesores en
gjercicio reflgjan que todos los profesores tendieron a contrastar la situacion problema
con larealidad; es decir que se observa lafuerza que tiene el razonamiento intuitivo ala

hora de abordar |a solucidn de problemas contextualizados.

PROFESOR A B |C |D|E |F |G
1. Manifiesta conocer la solucion real X [ X [X [ X [X [ X |x
(Aquiles alcanza alatortuga)

2. Manifiesta conocer los argumentos eleaticos X X | X X
(Problemas de divisibilidad de espacio y tiempo)

3. Conoce la solucién basada en € calculo diferencial [ X [ X | X [X X
(Aplicacion de la cinemética clasica)

4. Percibela contradiccion entrelosregistros X X | X X
(Veed carécter paraddjico)

5. Consistencia entrelosregistros X X

(Plantea argumentos para apantallar la contradiccién)

Tabla 1. Categorias analiticas que da cuenta de | os diferentes elementos constituyentes del
abordaje que hace el profesor del problema (Andlisis conceptual).

Si bien es cierto que cinco de los profesores abordan la solucion de la situacion como un
gjercicio tipo de la cinematica clasica, encontramos profundas diferencias en las
justificaciones que dan al resultado (el hecho del encuentro), pues solo tres profesores
fundamentan la solucion con el aparato formal del modelo de series infinitas. Uno de
ellos degja entrever la necesidad de un aparato formal para modelizar el fenOmeno
estudiado. Otros dos plantean un uso naturalizado de los conceptos, basado en la
utilizacion acritica de las ecuaciones de la cinemética clasica, sin [legar a comprender
los conceptos del precdlculo y del calculo infinitesimal inmersos. De igua forma,
encontramos que dos profesores reproducen en sus razonamientos los argumentos
eledticos en contra de la divisibilidad del tiempo y del espacio, evidenciando algunos
errores conceptuales, tales como una concepcion potencia del infinito y la no
formalizacion de conceptos del calculo infinitesimal, como limite y velocidad
(derivada).

En relacion con la categoria metaconceptual, resaltamos que solo dos de los profesores




verbalizaron su conocimiento sobre el valor histérico de la situaciéon planteada. Sin
embargo, sus argumentaciones fueron contradictorias. El profesor D muestra una
comprensiéon de los conceptos matematicos acorde con la evolucion histérica de los
mismos, mientras que e profesor E exhibe un ma mango de los conceptos
involucrados, evidenciando un esquema potencial del infinito que le impide comprender
conceptos como limite y derivada. En los razonamientos de tres de los profesores, que
se basan en e manejo algebraico de las ecuaciones de la cinemédtica clasica, no hay
preocupacion por buscar una fundamentacion sintactica para los conceptos inmersos
que permita apantallar las contradicciones que se presentan o justificar los

razonamientos realizados a la luz de model os tedricos actual es.

PROFESOR A |B |C |D |E |F |G
1. Verbaliza € caracter paradgjico de la X X | X X
situacion.
2. Verbaliza su conocimiento del valor histérico X | X
dela situacion.
3. Verbaliza la necesidad de nuevas categorias|x |X X
conceptuales.

Tabla 2. Categorias andliticas que da cuenta del nivel de conciencia de |os profesores sobre sus
procedimientos de solucién a abordar la situacion problema (Anélisis metaconceptual).

A continuacion nos centraremos en el analisis particular de cada uno de los siete casos
estudiados.

El caso del profesor A

Al plantearle la situacion problema al profesor A, encontramos que en una primera
instancia la contrasta con la realidad, afirmando que Aquiles alcanza a la tortuga.
Posteriormente aborda €l problema como un gjercicio tipo de la cinematica clésica,
logrando resolverlo correctamente con las ecuaciones de movimiento, y manteniendo la
consistencia entre los registros semidticos utilizados. EI hecho de no utilizar los
argumentos eledticos y centrar la solucion en la utilizacion de las ecuaciones del

movimiento uniforme, le impide ver el caracter paraddjico de la situacion.
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Inicialmente, el profesor hace una lectura del enunciado y presupone que Aquiles
alcanza a la tortuga porque tiene una velocidad mayor. Seguidamente, dibuja un
esquema que sintetiza los elementos planteados. La forma en la que enfoca la solucion
nos muestra que el profesor centra la situacion en un ambito fisico, pues plantea una

solucion basada en la cinemética clasica, partiendo de la ecuacion x = v.t.

Las argumentaciones del profesor A se centran en la hip6tesis de que los movimientos
realizados por Aquiles y la tortuga son uniformes. El profesor no da una respuesta
inmediata acerca de la distancia de encuentro; se ve en la necesidad de recurrir d
planteamiento de un sistema de ecuaciones lineales y a su resolucion por e método de

laigualacion, obteniendo asi correctamente la respuesta buscada.

Se observa que €l profesor utiliza una perspectiva de proceso (Asialaet a., 1996) de los
conceptos involucrados en la cinemética clasica, pues necesita e planteamiento de la
ecuacion x = v.t y su solucion para llegar a la respuesta requerida. La respuesta del
profesor esta enmarcada en un contexto algebraico, ya que la fuerza de sus
argumentaciones se basa en la manipulacion de las ecuaciones del movimiento de la

mecanica clésica, sin recurrir a otro tipo de argumentacién, sea geométrica o numérica.

Posteriormente, al indagar sobre qué interpretacion y significado otorga a resultado

obtenido mediante la manipulacion algebraica, € profesor nos comentalo siguiente:

“Bueno, se refiere a que la diferencia entre Aquiles y la tortuga es de 1 Km.,
¢cierto? Lo que le resta alatortuga para llegar a su punto final, seria esa diferencia,
0 sea el total que le hemos llamado x menos la diferencia... Entonces, ¢qué viene
representando el 2? ;Qué vendria representando el 27 (silencio de 10 segundos) En
estecaso €l... €l... €l 2 viene arepresentar la distancia completaa punto de llegada;
entonces, como la distancia completa es al punto de llegada, en ese punto, 0 sea, en
|a meta exactamente, Aquiles igualariay sobrepasaria al limite a la tortuga, o sea,
en ese instante, en ese instante; porgue S miramos que x es igual a 2, y miramos
esto aca mateméticamente, al reemplazarlo en el reemplazo de esto, 2 - 1 eslo que
le hace falta, es la otra parte del kilometraje para que esto sea 2. O sea que
exactamente en la meta, exactamente en la meta, Aquiles vaa alcanzar alatortuga,
pero en la meta exactamente.”

Hemos subrayado una parte de este fragmento de la entrevista realizada a profesor,
donde encontramos algunos elementos tedricos interesantes. Por un lado observamos

gue e profesor fue inducido por nuestra pregunta a dar significado a la respuesta
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encontrada, recurriendo a la sintaxis de los conceptos mateméticos que maneja en la
solucion del problema. Podemos inferir de su respuesta que dota de contenido a la
ecuacion utilizada, x = v.t, pues, aunque no explicita los conceptos inmersos, hace
referencia al concepto de limite. Podriamos decir que de alguna manera se refiere a
limite de la serie que se forma a partir de la diferencia de distancias entre Aquilesy la

tortuga, que converge a cero.

El profesor utiliza indirectamente en su argumentaciéon aspectos sintécticos de las
ecuaciones cinematicas del movimiento; suponemos que implicitamente los relaciona
con los aspectos formales del calculo diferencia. El profesor A no hace explicita una
formalizacion matemética elaborada que justifique su planteamiento, es decir, no hace
referencia alas sucesiones convergentes con la cual esta trabajando implicitamente, ni a
la suma infinita de los términos de las sucesiones, ni a limite de la misma, como
tampoco hace ninguna aproximacién numeérica, ni geométrica, de la situacion. Esto
permitiria inferir que quizés & enunciado de la situacion problema indujo este tipo de
respuesta en el profesor, quien no percibié laintencién de obtener la serie en el proceso

de modelizacién de los movimientos implicitos en el problema (Ramirez, 1999).

A continuacién, en la figura 2, se esboza la respuesta dada por € profesor A a la

Par adOj adeZendn { o No reconoce el valor histérico
1

2 \
Caréacter no
paraddjico

{- Ecuaciones de la cinematica

/

Solucién {- Hace referencia periféricamente al concepto de “limite”
formalizada

paradoja.

Figura 2. Esguema donde se ilustra el proceso de resolucion del profesor A, alasituacion
problema.
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En relacion con la categoria metaconceptual, encontramos que el profesor A no
reconoce €l valor histérico de la situacion. El no reflexionar metacognitivamente sobre
el proceso de resolucion le impide ver €l caracter paraddjico del problema, pues aborda

su solucién como un gjercicio tipo de cinematica.

El caso del profesor B

Encontramos que €l profesor B no reconoce la situacion como un problema histérico
fundamental en €l desarrollo de la matemética. Frente a problema, plantea tres tipos de
razonamientos. Inicialmente, aborda la solucion como un gjercicio tipo, y lo enfrenta
igual que el profesor A, planteando una solucién basada en la aplicacion de la ecuacion
X = v.t, a partir de los datos que se le proporcionan. Responde correctamente que
Aquiles alcanzara a la tortuga a una distancia de dos kilémetros de su posicién inicial,

después del manejo algebraico de un sistema de ecuaciones lineales.

La argumentacion que da para sustentar el planteamiento de estas ecuaciones es
considerar que tanto Aquiles como la tortuga se mueven con velocidades constantes;
por tanto se centra en el movimiento uniformey aplicala ecuacion x = v.t. Al igua que
el profesor A, inicialmente no ve el carécter paraddjico de la situacion problema, més
bien la enfrenta como un gercicio rutinario de la cinemética clasica. En la figura 3 se

ilustra esta primera argumentacion con las flechas en negro y el nimero 1.

El profesor B opta iniciamente por una perspectiva proceso de los conceptos
involucrados en la cinemética, que requiere e planteamiento formal de un sistema de
ecuaciones lineales para llegar a la respuesta. Dado que la fuerza de sus
argumentaciones esta basada en la manipulacién de las ecuaciones del movimiento de la
mecanica clésica, podemos inferir que su respuesta ubica la situacion problema en un

ambito fisico y en un contexto algebraico.
Posteriormente, en su intento por comparar la situacion problema con la realidad,

plantea €l acuerdo entre el resultado encontrado y lo que é considera que ocurre en la

vida real. Es decir que € profesor B no encuentra ninguna contradiccion entre los
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registros utilizados.

Al indagar sobre el significado que da al resultado hallado, observamos que el profesor
comienza a plantearse la solucién desde una “forma cualitativa’” (denominada asi por €
propio profesor). Es entonces cuando ve que esta frente a una situacion paraddjica:
primero da una respuesta formal y posteriormente reconstruye |os argumentos el eaticos,
llegando a la conclusién contradictoria de que Aquiles no alcanza a la tortuga. Esta
segunda fase de la argumentacién esta representada en la figura 3 mediante las flechas

de color grisy € nimero 2.

El profesor B percibe la contradiccion entre los registros que ha mangjado en la
solucion del problema; agui emerge la conciencia metacognitiva del conflicto entre las

diferentes argumentaciones que ha planteado para dar la solucion:

“(...) Ahora, la explicacion que le doy desde un punto de vista cuditativo es que
cuando Aquiles ha alcanzado el punto de partida de la tortuga, la tortuga ha
recorrido 1/2 km, cuando Aquiles avanza el 1/2 km, la tortuga ha avanzado 1/4 de
km més... (risas) y asi sucesivamente. Indica esto que agui se forma que... una
progresion aritmética... no... no, una sucesion... (risas) Esto esta fregado... (risas)
Esta bueno este problema... (risas) Es una sucesion... 0 sea que si yo sigo con €l
cuento, cuando la tortuga recorre... (silencio de 10 segundos) O sea, s Aquiles
llegaa punto que harecorrido latortuga, la tortuga se ha movido a su vez la mitad
de esa distancia. Si Aquiles recorre esa mitad, la tortuga recorre otra mitad de lo
que habia recorrido antes. O sea que si seguimos con eso, se podriallegar a afirmar
gue la... (risas) ¢que Aquiles no se acanza a la tortuga? (risas) Contrario a lo
matematico, que Aquiles no se acanza a la tortuga. Es un problema muy bueno...
yo no |lo habiaresuelto.”

Seguidamente viene la tercera fase, que hemos denominado de sintesis o reconciliacion,
representada en lafigura 3 con las flechas punteadas y € nimero 3. El profesor vuelve a
analizar la situacion con €l aparato matemético formal gque tiene construido, €l limite de
sucesiones, y ve que lo que se forma es una sucesion convergente de las distancias que
separan a Aquiles y la tortuga. Postula que esa distancia tiende a cero, porgue ya sabe
gue Aquiles y la tortuga se encuentran; concluye que las sumas parciales de los
términos de la sucesion tienden al limite finito 2. Es asi como logra plantear argumentos
para apantallar la contradiccién, pues asocialo que hizo inicialmente mediante procesos
algebraicos con |o que sabe que ocurre en la realidad y, finalmente, con los conceptos

mateméti cos formalizados:
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“Es ago que deja a uno para pensar por largo rato, como es posible que si yo
analizo después desde un punto de vista cualitativo, puedo llegar ala conclusién de
gue Aquiles nunca va a acanzar a la tortuga, porque siempre va a haber una
pequefia distancia que los separa, en Ultimas sera una pequefiisima distancia, pero
siempre habra una pegueilisima distancia entre los dos. En cambio,
mateméticamente, mejor algebraicamente, a establecer un sistema lineal de dos por
dos, pues me da un resultado de que si la alcanza a los dos kilémetros. Entonces,
enlazando € concepto matemético, yo diria que esto, € 2, vendria a ser un limite,
un limite de qué, de algo... Estoy pensando de qué seria, y ese limite nos da 2.
Debe ser de alguna, de... de la sucesién que nos da aqui, debe ser... i Si, asi es!”

En la figura 3 quedan esgquematizadas las diferentes fases de la argumentacion que

muestra el profesor B en la solucién de la situacion planteada.

Par adOj a de Zenc’)n { e No reconoce € valor histérico
1
2 Caracter Caréacter no
par addjico paraddjico

{- Ecuaciones de la cinemética

i

Solucién Solucién

” ) . {- Reproduce |os argumentos el eéticos
formalizada intuitiva

.

.,..‘ ““‘ 3
Conflicto

v

Reconciliacién {- Aparato formal del limite de sucesiones

Figura 3. Esqguemadonde seilustrael proceso de resolucion del profesor B, ala situacion
problema

El caso del profesor C

El profesor C manifiesta no haber escuchado ni resuelto nunca esta situacion problema
clasica dentro de la historia de la ciencia, y la identifica facilmente como un problema
tipo de la cinemética clésica. Expresa inicialmente la vision espontanea de que el mas

rapido siempre alcanza a maés lento, y asegura que en la préactica esto ocurre después de
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un periodo de tiempo suficientemente largo.

Un aspecto interesante es que €l profesor C, antes de abordar la solucién por un método
algebraico, da una respuesta correcta basada en e manejo conceptua que tiene del
movimiento uniforme. Posteriormente, y para verificar la respuesta dada inicialmente,
planteay soluciona, al igual que los profesores A y B, un sistema de ecuaciones lineales
de cinemética clésica. Parte del supuesto de que los dos corredores se mueven con
velocidades constantes, y propone la resolucion del sistema de ecuaciones de la forma
X = v.t por e método de sustitucion, Ilegando finalmente a la solucién correcta de que
Aquiles acanza a la tortuga a una distancia de dos kilometros de su posicion inicia, lo

que verifica su argumentacion inicial.

Encontramos consistencia en los registros que ha utilizado e profesor C en la
resolucion. Al indagar sobre el significado que tiene para é la respuesta hallada, €l
profesor responde utilizando argumentos que se basan en los postulados de la mecanica
clasica. No llega a modelizar |a situacién problema en ningun otro plano del calculo
infinitesimal. Los datos que tenemos solo nos permiten esbozar la hipétesis de que €l
profesor no encuentra la necesidad de buscar otro tipo de modelizacién del problema,

debido quizés alaformaen que él percibe e enunciado.

En lafigura4 quedailustrado el tipo de razonamiento desarrollado por el profesor C en

relacion con la situacion problema.

Par adoj ade Zen(')n { o Noreconoce el valor histérico
\1A
Carécter no
paraddjico
{- Ecuaciones de la cinemética

Solucién
formalizada

{- Ecuaciones de la cinemética
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Figura 4. Esqguemadonde seilustrael proceso de resolucion del profesor C, ala situacion
problema.

El caso del profesor D

El profesor D comienza trasladando la situacion a la vida real y supone que Aquiles
alcanza a la tortuga al transcurrir un tiempo determinado. Inmediatamente plantea la
solucion mediante la formulacion de un sistema de ecuaciones lineales, llegando a la

respuesta correcta.

Al igual que los tres profesores anteriores, el profesor D parte del manejo algebraico de
las ecuaciones de movimiento de la mecanica clésicay ubica la situacion problemaen e
ambito fisico. Lo interesante de su justificacion radica en la clasificacion tgjante que é
hace de la situacion problema, definiéndola como un egjercicio tipico y sencillo de

movimiento uniforme.

“Bueno, tenemos que tener en cuenta que estamos hablando aqui de un movimiento
rectilineo a velocidad constante, y que e hecho de que la tortuga le lleve una
ventaja de 1 km a Aquiles, se plantea y se supone que como Aquiles tiene una
velocidad mayor lo debe alcanzar a transcurrir algo de tiempo. Se encontraran a
una distancia més a la derecha, porque el tiempo que gastaran esigua. Yo lo veo
como un problema fisico de movimiento donde se plantea el encuentro de dos
moviles o cuerpos, que no tendria ninguna... ningunadificultad para el encuentro.”

Otro aspecto relevante dentro de su argumentacion es e conocimiento que tiene de esta
situacion problema y la especificacion que hace de ella en los ambitos matematico y
fisico, mostrando consistencia de l0s registros que utiliza para llegar a una correcta
solucion de la misma. Destaca también la riqueza para combinar las perspectivas

proceso y objeto de los conceptos utilizados.

El profesor D inicialmente toma la situacién problema como un gercicio tipo de la
cinemética, y no ve la necesidad de justificar los aspectos formales que subyacen; es
decir que toma el enunciado y lo resuelve correctamente a través del manejo algebraico
de las ecuaciones que plantea a partir de los datos que se le proporcionan. Observamos
como, en la medida en que indagamos en el proceso de resolucion que aplica, €
profesor D va proporcionando argumentos formales desde la teoria de conjuntos y la de
las series infinitas para respaldar los conceptos utilizados. EI manejo que tiene €

profesor de los conceptos y de los aspectos historicos de su construccion le permite

17



ubicar la situacion en dos momentos dentro de la historia: la actualidad y €l debate
histérico antes de la formalizaciéon de los conceptos del calculo. El profesor D logra
apantallar con argumentos validos cuaquier tipo de contradiccidn entre registros que

quisiéramos postular.

El proceso inicial seguido por este profesor queda ilustrado en la figura 5 mediante la
flechanegray el numero 1. Posteriormente, manifiesta conocer el caréacter paraddjico de
la situacién en la historia de la ciencia'y concluye que, gracias a aparato formal con €l
que hoy contamos en la fisica mateméatica, no podemos llegar a reconstruir los
argumentos eleaticos como se hacia hasta € siglo XVII1. Este dltimo razonamiento se

especificaen lafigura5 con las flechas de color grisy el nimero 2.

“Yono lo veo, ni lo voy atomar como la paradoja, porgue partiendo del hecho de
que entre dos puntos siempre vamos a encontrar otro punto, entonces nunca va a
haber... habria sdlo que hacer un limite de esa sucesion... Este nos permite, en €
caso del problema que me planteaste, encontrar el resultado de encuentro, que es
2. El 2 es e limite... y corresponde a una explicacion préctica del fenomeno;
resuelve el problema paradgjico... de laexplicacion del limite.”

Paradoja de Zenén { * Reconoce e valor histérico
1

2 —
Caracter Caracter no
par addjico par addjico

{- Ecuaciones de la cinemética

\
e

Solucién

i {- Aparato formal del Iimite de sucesiones y de la teoria de conjuntos
formalizada

Figura 5. Esqguemadonde seilustra el proceso de resolucion del profesor D, alasituacion
problema.

La respuesta dada por el profesor D nos permite inferir que @ muestra consistenciaen el
manegjo de los diferentes registros utilizados en la solucion del problema y habilidad
para trasladar los conceptos involucrados en la paradoja, tanto en el dmbito matematico

como en e fisico. Reconoce €l valor historico de la situacién problema y este
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conocimiento da coherencia a sus esquemas de los conceptos involucrados, como son
infinito (actual), teoria de series, relacion entre derivada y velocidad. En la figura 5

resumimos la formaen que el profesor aborda la situacion problema.

El caso del profesor E

Un aspecto interesante de la forma en que aborda el profesor E la solucion del problema
radica en que, alo largo de toda su argumentacion, defiende el caracter paraddjico de la
situacion. Inicialmente manifiesta conocer la paradoja de Zendn y la relaciona con la
version gue le presentamos, e inmediatamente reproduce los argumentos eleéticos en
contra del movimiento, y por tanto en contra de la divisibilidad infinita del tiempo y del
espacio. Posteriormente, con € propdsito de dar sentido a caracter paraddjico de la
situacion problema, plantea un gjercicio donde traslada anal 6gicamente |os argumentos
eledticos al andlisis de la funcién y = 2*. Es decir que busca elementos formalizados
dentro del andlisis funcional para dotar de significado a los argumentos defendidos por

Zendn de Elea:

“Si conozco la paradoja... pero la habia oido diferente. Pero es que aqui hace falta
algo, que siempre que Aquiles recorra una distancia, la tortuguita va a recorrer la
mitad de lo que recorra él... Falta ahi eso que no me lo dices... yo lo saco de alli.
Yo esto lo comparo con la ecuacién y = 2, lo comparo porque... es la mejor
manera de explicarsdlo a las aumnas... Es decir, es como una manera de
explicarles o que es una.. una curva asintética... Porque x es la variable
independiente ey es la dependiente, y entonces tu observas que cuando x vale 0, y
= 1... Voy a hacer una variacion mas clara para que me entiendas lo que quiero
hacer... (realiza la siguiente tabla de valores)

X -3 -2 -1 |0
y 10125| 025 | 050 | 1|2 | 4

=
N

A

Fijate tu que € valor sempre va a ser € de abgjo... Fijate que cuando x aumenta
una unidad, y va aumentando el doble de su valor anterior. Entonces, si nosotros
hacemos una grafica aqui, vemos que nosotros colocamos desde aqui y debe ser
una escala diferente... Esto parami vaaser 1y este, 2... (realiza €l siguiente grafico
utilizando los valores de |a tabla anterior)

A continuacién nos detendremos a analizar algunos conceptos que estan implicitos en el
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razonamiento que muestra el profesor E. En relacion con el procedimiento que utiliza
para plantear en andlisis de la funcion y = 2*, consideramos que el profesor muestra
elementos suficientes parainferir que tiene una concepcién potencial del infinito, que le
hace defender los argumentos eledticos. Basdndonos en los resultados de la
investigacion realizada por Garbin (2000), podemos sefidlar que la consideracion, por
parte del profesor, de que 0,3 < 0,333 y por tanto /3 y 0, 33333... son nimeros
distintos, es decir 1/3 > 0,3, es un obstaculo que pone de manifiesto la concepcion de
infinito potencial, es decir, la creencia de que a infinito no se llega sino que solo es
posible acercarse. Esta version de la paradoja lo lleva a defender € hecho de que
Aquiles nunca alcanzara a la tortuga, pues siempre habra una pequefia diferencia; en

este caso concreto, una “ pequefia mitad”.

Otro aspecto a resatar es la separaciéon de las respuestas tedrica y practica que da el
profesor E como solucién a la paradoja. Igual que los eledticos, conoce que en la
realidad €l maés veloz acanzard, a transcurrir un tiempo determinado, a menos veloz;
sin embargo, plantea argumentos contradictorios para la solucién de la paradoja. Deja
ver una inconsistencia entre los registros que utiliza en la solucion y no percibe la

contradiccién de dichos argumentos como problemética.

“No, en larealidad es una paradoja... porque es imposible. Con un salto, é sela
puede alcanzar... ES una cuestion meramente para explicar el infinito. En mi
concepto, es para enfrentarse al infinito. Es como decir 0,33 < 0,333 < 0,3333, y
asi sucesivamente; va siendo cada vez menor, hasta que Ilegamos a una fraccién
periddica pura como 0,3. Sin embargo, €llas tienen una tendencia a 1/3, y es mas
facil representar 1/3 que representar esas en una recta. Entonces, practicamente,
Aquilesy latortuga lo que muestra... es para que comprendamos un poquito lo que
significa el infinito, es un concepto muy particular, muy personal... Es decir, para
mostrar o que es una asintota, porque es muy dificil que un estudiante entienda
gue esta curva se aproxima a esta recta y no la toca nunca, inclusive yo esto lo uso
cuando voy a hablar del concepto de limite para tender por la izquierda o por la
derecha, sin asumir €l punto de latangencia.”

Nuestro interés por ahondar més en la argumentacion que € profesor E muestra frente a
la situacién problema, nos llevd a seguir preguntandole sobre los elementos
matematicos que utilizaba dentro de su razonamiento. Logramos develar que el profesor
basaba su justificacién en su concepcion potencial del infinito, como se ve claramente
en la ultima cita, lo cua le impedia ver otras posibles formas de abordar la situacion

problema.
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Ramirez (1999) sefidla que, cuando nos enfrentamos a una paradoja, 10 que se trata es de
buscar en qué parte de la argumentacién se ha fallado, y plantea los siguientes

inter rogantes a tener en cuenta:

“¢Nuestra intuicion no ha podido percibir con claridad la situacién o problema
planteado? ¢Hemos aplicado un concepto equivocado o0 usado inadecuadamente
una definicion? ¢Hemos aplicado mal una regla de un cierto procedimiento
estandar? ¢Nos hemos equivocado en aplicar la regla légica que se requeria o
usado unaregla gue no era pertinente en el caso tratado?’ (Ramirez, 1999)

Basandonos en la metodologia de andlisis propuesta anteriormente, podemos entender
por qué € profesor E no ve otra opcion para abordar la solucion de la situacion
planteada. En ningn momento acepta la necesidad de abordarla como un gjercicio tipo
de la cinemética; quizés esto se deba a la influencia que gjerce el conocimiento que

tiene de la solucion de la paradoja dada desde |a historia de la matemética.

“Hay otras formas de resolverla. Por ahi dicen que la paradoja de Zendn es f&cil
mirarla desde el punto de vista de fracciones periddicas, con fracciones periodicas
como las de este tipo que te mencioné ahorita, con la expresién de la funcién
logaritmica, con la funcidn exponencial; es posible mostrar lo que significa, lo que
quiere decir... Es como para mostrar este tipo de funcion; es decir, con eso trataron
como de hacer concreto un tema tan abstracto, concretizar un poco un tema tan
abstracto. Tu si entendiste o que te quiero decir; fijate ta, tu te vas acercando a esta
rectay nuncallegaras alarecta, ¢cierto?’

En términos generales, e profesor E presenta dos momentos en € proceso de
argumentacion frente a nuestra version de la paradoja, sintetizados en la figura 6. Un
primer momento, sefialado con flecha negra 'y nimero 1, donde e profesor reproduce
los argumentos el edticos en contra del movimiento, y un segundo momento en el cual e
profesor recurre a elementos formales del andlisis funcional para defender € caracter

paraddjico de la situacion problemay las ideas pitagdricas acerca del movimiento.

2 Par adOj adeZendn { o Reconoce e valor histérico
4/1

paraddjico 21
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Figura 6. Esquemadonde seilustra el proceso de resolucién del profesor E, ala situacion
problema

Caso del profesor F

Al igual que los profesores A y C, la profesora F plantea una solucién basada en el
manejo naturalizado de las ecuaciones de la cinemética clasica. No reconoce €l valor
histérico de la situacién problema ni genera procesos metacognitivos durante la
resolucion. Soluciona correctamente la situacion mediante una manipulacion algebraica
de las ecuaciones del movimiento rectilineo uniforme. Conoce la solucién de la
situacion en el contexto real, pero no compara los registros utilizados, lo cual lallevaa
no ver e caracter paraddjico de la situaciéon. La respuesta de la profesora F a la
situacion no nos permite inferir sobre los niveles de comprension que ella tiene de los
conceptos matematicos, pero si evidencia una fuerte per spectiva proceso de |os mismos.

L os razonamientos de la profesora a abordar la solucion de la situacion presentada se

Par a.dOj a de Zmén { o No reconoce el vaor histérico
\]_A
Caréacter no
paraddjico
{- Ecuaciones de la cinemética

Solucién
formalizada

muestran en lafigura 7.

{- Ecuaciones de la cinemética

Figura 7. Esquemadonde seilustra el proceso de resolucion de la profesora F, alasituacion
problema
Caso del profesor G
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El profesor G no logra solucionar la situacion; la aborda mediante un razonamiento
verbal (que denomina “a nivel de 16gica’) que reproduce los argumentos eleaticos en
contra del movimiento. Conoce que en la realidad el mas veloz alcanza al menos veloz
en un tiempo determinado; sin embargo, no utiliza con fuerza este argumento. El
profesor G plantea una solucién incorrecta que no confronta con la realidad; esto le
impide ver el caracter paraddjico de la situacion y laincoherencia e inconsistencia entre
los registros utilizados. Concluye que Aquiles nunca alcanza a la lenta tortuga, ya que
considera, igual que los eledticos del siglo V a.C., que a cada espacio le corresponde un
tiempo especifico, y s hay un nimero infinito de espacios se necesitara por tanto un
tiempo infinito. Este tipo de razonamiento y esta forma de abordar |os problemas fisicos
se corresponden con € razonamiento aristotélico, sustentado en un esguema potencial
del infinito.

“Se hace anivel de logica. Bueno, ahi dice que Aquilestiene el doble de velocidad
de la tortuga, supuestamente tiene el doble. Bueno, asi como esta... fijate que hay
una diferencia de 1 km... Aquiles recorre 1 km; ¢cudnto ha avanzado la tortuga?
Supuestamente ha avanzado la mitad, medio kilémetro. Entonces ya est4 a una
diferencia del punto de partida de 1 1/2 km. Seguimos avanzando: para Aquiles
recorrer ese medio kilometro, la tortuga avanza 250 m, quedaria 1/4 de km
pendiente. Para cubrir Aquiles ese cuarto de kilémetro, entonces la tortuga ya ha
recorrido 125 m, y ahi vamos (risas), es decir, /8 km... Y ahi vamos, hasta que
es0... hasta que es0... (risas) tiende ainfinito la fraccion esa... Es decir que nuncala
va alcanzar, Aquiles nunca alcanza a la tortuga. Ese es el andlisis que yo le doy...
No se la alcanza porgue siempre va haber una diferencia... siempre va haber una
mitad, y s siempre hay una mitad... nunca se lo va a alcanzar. Pero 0jo que en la
realidad si que se... se la alcanza, eh... Pero agui con los datos que me das... veo
queno.”

El profesor no reconoce el valor histérico de la situacion problema, pero tampoco la
aborda como un gercicio tipo de la cinemética clasica. Tampoco se genera en €l ningun
proceso metacognitivo que le permita ver las inconsistencias de los conceptos que
maneja, ni las incoherencias entre |os dos registros que utiliza en el discurso (el verbal y

el matemético).

En lafigura 8 seilustra el razonamiento del profesor G.

Par adOj a de Zenén { o No reconoce el valor historico

.
l..
.
.
.®

A
Car4cter
paraddjico
\23’

(o] SO| UCI onal Io Renrodiice |as arcl imentone al edticoc



Figura 8. Esquemadonde se ilustra el proceso de resolucion del profesor G, alasituacion
problema.

TIPOLOGIA DE LOSPROFESORESFRENTE A LA PARADOJA

En las respuestas de los siete profesores a la situacion problema encontramos los
diferentes elementos que aparecen resefiados en latabla 1. Los profesores presentan tres
combinaciones de las categorias, 10 cua nos permite definir tres tipos o perfiles de
respuestas dadas a la version de la paradoja que utilizamos en este estudio. Estos tres

tipos se exponen a continuacion:

1. Profesores eficaces no metacognitivos. Son profesores que muestran una vision
naturalizada de los conceptos mateméticos y fisicos (espacio, velocidad, tiempo),
reducida al mangjo acritico de las ecuaciones cineméticas del movimiento. Este
primer grupo esta conformado por los profesores A, C y F. Sus respuestas
dificilmente nos permiten explorar sus ideas sobre los conceptos estructurantes
involucrados, pues ellos no ven necesaria la reflexion sobre dichos conceptos,
reduciendo asi la resoluciéon del problema al manegjo algebraico de ecuaciones sin
contenido alguno (concepcion proceso de los conceptos). Solo el profesor A hace
referencia timidamente al concepto de limite, pero sin argumentos conceptuales
claros que le permitan asociarlo con el fenébmeno modelizado. Estos profesores son
conscientes de que en larealidad el més veloz alcanza al menos veloz en un tiempo
determinado; sin embargo, a no contrastar esto con la argumentacion eledtica, no
atribuyen caréacter paraddjico ala situacion.

Este grupo de profesores no reconoce el valor histérico de la paradoja de Zenon, lo cual

nos da pistas sobre la ausencia de la historia de la ciencia en su formacion inicia y

permanente y nos brinda argumentos para generar nuevos programas de formacion que

tengan en cuenta las situaciones histéricas que dieron origen a la construccion de los
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conceptos mateméticos.

2. Profesores eficaces metacognitivos. Estos profesores solucionan iniciamente la
situacion problema como un gercicio tipo de la cinemética clasica, utilizando
versiones naturalizadas de los conceptos €, v y t. Consideramos que quizas el
enunciado de la version de la paradoja que utilizamos en esta investigacion indujo
este tipo de respuesta en los profesores, que no vieron la necesidad de obtener una
serie en e proceso de modelizacion del fendmeno. Durante el proceso de resolucion,
fueron profesores que se detuvieron en justificar sus razonamientos, lo que los llevo
a detectar errores y contradicciones (caso del profesor B) a contrastar las diferentes
etapas de resolucion, y posteriormente, a buscar un modelo tedrico formalizado que
le permitiera apantallar dicha contradiccion, o a identificar la situacion con un
problema tipo de la cinemética clasica, pero mostrando una riqueza de en e esquema
exhibido (caso del profesor D) al justificar e punto de encuentro mediante la
coordinacion de diferentes representaciones de los conceptos matematicos
involucrados: referencia a infinito actual, definicion de la serie convergente y en
términos de limite de la serie. Encontramos coherencia entre los diferentes registros
semidticos utilizados, manifestando una comprension de los conceptos del calculo

utilizados que modelizan el problema planteado en un ambito fisico.

Encontramos dos tendencias en este grupo formado por los profesores B y D. El
profesor B no verbaliza su conocimiento del valor histérico de la situacion problema,
mientras que el profesor D manifiesta haberla estudiado en la asignatura de filosofia en
el bachillerato.

3. Profesores ineficaces. Este grupo esta conformado por los profesores E 'y G. Son
profesores que muestran inconsistencias en los conceptos matematicos que manejan,
pues tienen grandes problemas con los conceptos estructurantes involucrados en la
situacion. Exhiben una vision dd infinito potencial que les lleva a reproducir los
argumentos eleaticos en contra de la divisibilidad infinita del espacio, del tiempo y
del movimiento. En este grupo vemos dos tendencias, |os profesores que reconocen
el valor historico de la situacion y los que no lo conocen; sin embargo, su esquema

sobre el infinito potencial es un obstaculo para acceder a la comprension de los
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conceptos del caculo infinitesimal. Es curioso como € profesor E, cuyo esgquema
sobre € infinito potencial es tan fuerte, modeliza la situacion problema para dar méas
argumentos sobre la imposibilidad de la particion infinita del espacio y del tiempo.
Lo cua nos muestra que sus ideas son coherentes internamente, pero inconsistentes
con la matemética, pues é muestra serios errores conceptuales. La elicitacion de
estos razonamientos muestra la potencia de esta situacion problema en la deteccion
de obstéculos y errores en las formas de conocer 10s conceptos mateméticos que
tienen los profesores. Esto puede ser una componente clave en € disefio de

programas de formacion.

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES PARA LA FORMACION DEL
PROFESORADO

Los resultados de esta investigacion nos muestran una variedad de perfiles de los
profesores frente a las cuestiones epistemoldgicas y didécticas. La paradoja nos
permitio ver con alguna fundamentacion tedrica como los profesores manejan las ideas
clésicas del movimiento, y detectar que aln se mantienen en los razonamientos
espontaneos rasgos del pensamiento aristotélico, con una concepcién potencia del
infinito (Garbin, 2000).

Ladefinicion de las categorias conceptuales y metaconceptual es nos permitio identificar
diferentes rasgos en las respuestas de los profesores, tales como la presencia de
razonamientos aristotélicos, el uso de esguemas algebraicos en la resolucion de
problemas, sin reflexion tedrica de los conceptos inmersos en ellos, el desconocimiento
de episodios histéricos que han sido clave en el desarrollo de los conceptos
mateméticos, y la importancia de los procesos metacognitivos en la resolucion de
problemas. A nuestro juicio, estos elementos deberian ser tenidos en cuenta a la hora de

disefiar programas de formacion inicial y permanente (Badillo et al., 2001).

Otro aspecto significativo ha sido € rescatar episodios controvertidos de la historia de
la matemética como herramienta para €elicitar indirectamente las ideas que tienen los
profesores acerca de los conceptos del calculo infinitessimal. El estudio de casos y la
deteccion de obstacul os cognitivos en conceptos como infinito, limite, derivada, pueden

utilizarse en e disefio de casos idedes como herramienta en la formacion del
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profesorado.

BIBLIOGRAFIA

Alper, J. y Bridger, M. (1997). Mathematics, models and Zeno’'s paradoxes. Synthese,
110, 143-166.

Apostol, T. (1998). Calculus. Calculo con funciones de una variable con una

introduccién al algebra lineal. Barcelona: Reverté.

Asiada, M., Brown, A., DeVries, D.J., Dubinsky, E., Matthews, D. y Thomas, K. (1996).
A framework for research and curriculum development in undergraduate mathemathics

education. Research in Collegiate Mathemathics Education, 2, 1-32.

Azcarate, C. (1990). La velocidad: Introduccién al concepto de derivada. Bellaterra:

Universitat Autonoma de Barcel ona.

Badillo, E. (1999). Estudio del conocimiento profesional de profesores de secundaria
en Colombia: El caso de la relacion entre derivada y velocidad. Bellaterra: Universitat

Autonoma de Barcelona

Badillo, E., Aduriz-Bravo, A. y Azcéarate, C. (2001). Estudio del pensamiento de
profesores de fisica en activo acerca de la paradoja de Aquiles y la tortuga. Ensefianza

de las Ciencias, numero extra VI Congreso, 381-382.

Badillo, E. y Azcarate, C. (2000a). Conocimiento profesional de profesores de
matematica en secundaria. Las relaciones entre derivada y velocidad en la ensefianza
del célculo diferencial. Actas de les primeres Jornades d’ Educacio Matematica de

Catalunya, Mataro.
Badillo, E. y Azcérate, C. (2000b). Analisis de las respuestas de los profesores a la

paradoja de Zendn de Aquilesy la tortuga. Documento inédito sin publicar. Universitat

Autonoma de Barcelona.

27



Boyer, C. (1986). Historia de la matematica. Madrid: Alianza Universidad.

Cajori, F. (1915). History of Zenon's arguments on motion. American Mathematical
Monthly, 22.

Delgado, C. (1998). Estudio microgenético de esquemas conceptuales asociados a
definiciones de limite y continuidad en universitarios de primer curso. Bellaterra:

Universitat Autonoma de Barcelona.

Font, V. (2000). Procediments per obtenir expressions simboliques a partir de

grafiques. Aplicacions a les derivedes. Barcelona: Universitat de Barcelona

Garbin, S. (2000). Infinito actual: inconsistencias e incoherencias de estudiantes de 16

— 17 anos. Bdllaterra: Universitat Autonoma de Barcelona.

Llinares, S. (1998). Conocimiento profesional del profesor de mateméticas y procesos
de formacion. UNO. 17, 51-63.

Nuiiez, R. (1997). Infinito en lo pequeio y desarrollo cognitivo: paradoja y espacios

consensuales. Educacion matematica, 9 (1), 20-32.

Ramirez, J. (2001). Paradojas. Documento inédito sin publicar. Bellaterra: Universitat

Autonoma de Barcelona

28



ANEXO 8

TABLAS RESUMEN DE LAS RESPUESTAS DE LOS PROFESORES A LAS
PREGUNTASDEL CUESTIONARIO INDIRECTO Y DE LASVINETAS PARA
LA CONSTRUCCION DE LASREDES SISTEMICAS

item

Pr ofesor

Afirmacion

la

A

Calculalapendiente de larectaa partir de los dos puntos que les dan, y que luego su
ecuacion porgue tiene puntosy la pendiente de larecta L, y ya obtenida la ecuacion
caculaf (5) que debedarle 3

f (5) = 3 porque €l punto (5,3) pertenece ala curva que representaay = f (x), para
x=5y=f(5)=3

Segun lagréficaf (5) = 3, puesto que el punto (5,3) pertenece también alafuncién
y=f(x

Como larectaL estangente alacurvaen e punto (5,3) por lotanto f (5) =3 yaque
e punto (5,3) e f

f (5) = 3 esta eslasolucion... e f (x) esta técito como quien dice, porque agui €l
punto (5,3) que es un punto comin donde la tangente se tropieza o tocaala curva
y = f (X), vemos que tiene una abscisa 5 y una ordenada 3

1b

Con la ecuacién de la recta tangente hallada en el punto a), ahora le tocaria calcular
la derivada dy/dx en x =5, que representa la derivada de la funcién en e punto de
tangencia, seguramente el alumno deducira que f '(x) = mg, y por tanto que f '(5)
serala pendiente de larecta L

La derivada en 5 seria la pendiente de la recta tangente, agui nos dan la recta
tangente que pasa por los puntos de coordenadas (0,1) y (5,3), y luego hallamos la
pendiente por laformulam = Ay/Ax =3 -1/5-0=2/5, luego laderivadadef en el
punto (5,3) seraf ’'(5) = 2/5

Por definicion la pendiente de la recta tangente ala funcion esigual aladerivada de
ese valor (de la abscisa), esdecir: f’'(5) =pendiente= Ay/Ax=3-1/5-0=2/5

f (5) = pendiente de larecta tangente ala curva en (5,3), entonces:
m=3-1/5-0=2/5. El concepto de que la derivada representa la pendiente de la
recta tangente en ese punto

Define la recta tangente a una curva en € punto P, como aquella recta que pasa por
(5,3) y tiene pendiente 2/5 = m, siendo m = 2/5 el limite de las pendientes de las
rectas secantes cuando el punto Q se aproximaaP, si este limite existe.
f(x+AX) - f(X) . f(x+AX) - f(X)
—_—— m. = _ 7 7

AX - lA-erE] AX

Pendiente de la recta secante =

m . =3-1/5-0= 2/5

= y-3=2/5(x-5) y-1=2/5(x-0)
5y -15=2x-10 5y-5=2x-0
Sy =2x+5 Sy=2x+5
y=2/5x+1 y=2/5.x+1

1c

Como x =5.08 apenas es 5.08 > 5, bastard hallar f (5.08) en la ecuacion de larecta
tangente que le dara algo mas de 3 (exactamente 3.032)

0O|m

f (5, 008) ~ 3 por & comportamiento de la curva (gréfica) en valores cercanos ax =5

Casi lo mismo... el mismo vaor... que el valor def (5), porque el intervalo esmuy...
se puede decir que latendencia es casi cero

t(5) f(5+AAx))(f f(5) f (5+0.08) — f (5)

; como Ax = 0,08 =f *(5) = 008

%(O, 08) ~f (5, 08)-3 = f (5, 08) ~ 3, 05. Pues como no tenemos una funcién

definida, es decir como no tenemos la ecuacion o laley de esta funcion, pero si
nos ayuda un poco a observar que ese incremento relativo




item

Pr ofesor

Afirmacién

1c

f '(5):%; ya sabemos que Ax = 0,08; que f (5)=3y que f '(5) = 2/5
X

f(5+0.08) — f (5)
0.08

seriala funcién incrementada menos la funcién original dividido por el incremento.

Entonces ali se va explicando claramente esto... Y esto sera aproximadamente

cercano a3

—f ' (5)~ :é (0, 08) ~f (5, 08)-3 = f (5, 08) ~ 3, 05. Porque

... Ninguna funcioén sera la derivada de la otra, porque ninguna de ellas es tangente a
la otra en un punto (X, y). Los alumnos argumentarian que ninguna funcién sera la
derivada de la otra, porque ninguna de €llas es tangente a la otra en un punto (X, y),
porque nunca habria una como recta tangente a la otra o tangente a la otra en un
punto determinado. Ah no ser que estas sean funciones trigonométricas y una sea
seno y la otra sea coseno

Si hay funcién derivada porque la marcada como f es creciente hasta-2y f’  tiene
valores positivos; de -2 a -1 es decreciente y f ’ toma valores negativos. Otro
aspecto que confirma: de—2,5a-1f esconcavay f ’ es decreciente

Llamemos las gréficas f y g, segln la gréfica f es la derivada de g, puesto que:
cuando f >0 entonces g es creciente y cuando f < 0 entonces g es decreciente y esto
estéd acorde con los criteriosdef * (x) >0y f* (x) < 0 paraquef (x) sea crecientey
decreciente respectivamente

Si hay funcion derivada, porque al observar las gréficas, los puntos criticos
(méximos o minimos) de una funcion f, corresponden a los ceros para la otra la
funcion f . Ademas lafuncion f es creciente de -oo hasta—2, por tanto lafuncién f’
toma en este intervalo valores positivos; de -2 a —0.5 f es decrecientey f ' toma
valores negativos, etc. Ademds, de -2,5 a -1 f es concava hacia abajoy f ' es
decreciente, etc.

Mas claridad en la gréfica para poder resolverlo. Quisiera este gjercicio analizarlo
maés detalladamente... pero después

3a

El alumno observando la gréfica dird que el consumo de agua en 24 horas serade 20

w(>

El consumo total de agua en las 24 h fue de 20 m3, pues a las 24 h le corresponden
20 m?

Segun lagraficael consumo total de agua es de 20 m?

g0

$Q0= Q)+ Qt) +.. + Q(t,)
t=1

20 litros0 20 cm3 6 m?3

3b

Entre 15y 20 y muchos de ellos diran que en ese intervalo e consumo es creciente

w|>|m

El consumodet=20at=24hesdeAC=20-15=5m? oseaqueenlas4h
Ultimas del dia se consumen 5 m3.

La grafica muestra que entre las 20 y las 24 h una linea recta, o sea que €
incremento en €l consumo es constante con respecto al tiempo

Q(20)=15y Q(24)=20
Q(20) {24 - 20]+ [Q24) - Q0)}24-20) 15{4]+ [20-25}4) 60-10 =50
2 2
Del consumo de agua caliente entre las 20 y las 24 h, entonces observamos que la...

de alli tenemos una funcion lineal en ese tramo. Ahi la relacion entre consumo de
agua con respecto al tiempo... y la pendiente seria una constante ah

Entre las 20 y las 24 horas, bueno segun lo que puedo ver aqui han transcurrido 4
horas y se han consumido 5 litros o cm3. Si porque aqui vemos los puntos (24, 20) y
el (20, 15)... Entonces, haciendo un cociente diferencial alli, se obtiene que en 4
horas se consumen 5 litros.

3c

Dirén que el consumo alas 14 > alas 9 horas

w| >

El consumo alas 9 h es mayor, porque la recta tangente en este instante tiene mayor
pendiente que la recta tangente alas 14h.

Segun lagréficaalas 9 h, lafigura en ese punto presenta mayor inclinacion, o sea
que la pendiente es mayor, con lo cual existe mayor variacién en el consumo es
positivo

QO =4 y Q (14 = 12. Ya entre € tramo entre... aqui observamos que la
pendiente es mayor en 9 con respecto a 14, la pendiente, la inclinacién de la recta
tangente a la curva, por lo tanto nos quiere indicar que alli hay mayor consumo de

agua




item

Pr ofesor

Afirmacién

3c

Observamos también como es mayor la cantidad de agua caliente que se esta
consumiendo a las 14 horas, porque alas 14 h ya se han consumido un total de 12
litros aproximadamente, mientras que alas 9 h se estan consumiendo apenas 4 litros
de agua caliente, mientras que alas 14 se han consumido 12 litros. Si € estudiante
puede establecer un punto... y... también aqui es muy facil en el aspecto de que é
halle... lapendiente de... de latangente ala curvaen ese... ese punto y por alli puede
determinar fécilmente estas cuestiones

3d

Contestaran que entre las 6 y 12 horas, porque en ese intervalo la pendiente es
mayor, pero no todos justificaran y contestarén la pregunta

Aproximadamente entre las 8 y las 12 seg. se esta consumiendo mas agua porque en
ese intervalo la pendiente de la recta tangente es mayor que en los deméas puntos del
gréfico

En el punto A = 12 seg., puesto que existe una pendiente mayor que en los demés
puntos del gréfico

El tramo 8 — 12, se esti consumiendo agua, porque el &rea bajo a curva es mayor
gue los otros tramos. En esta parte, creo que se esta consumiendo més agua caliente
en los tramos en donde la pendiente sea mucho mayor, o en e punto donde la
pendiente sea mucho mayor. Alli aparece un tramo entre 8 y 12, parece mayor que
en los otros

Habria que determinar los puntos y observar entre que hora y hora se consume
més... depende del intervalo donde lo vaya atomar... depende del intervalo donde lo
vaya a tomar, porque aqui de 6 a 12 yo noto que hay un incremento bastante grande
en el consumo... Porque de un litro que se ha consumido alas 6 de la mafiana, alas
12... 11 litros, o sea que se han consumido 10 litros, en esa parte de aqui, después
fijate tu aqui... desde las 12 en donde se han consumido aproximadamente 10 litros
hasta las 15... hasta las 20 se han consumido apenas 5 litros... 0 sea la variacion
depende donde €l tipo de horario que quierauno analizar... yo creo que ali... cuando
cree gue se esta consumiendo més agua... yo pienso que eso tiene una dependencia
del intervalo que uno quiera medir.

3e

Aproximadamente 2 unidades, pero no podran expresar las unidades porque no se
especifican en lagréfica

A las 7:00 horas se esta consumiendo aproximadamente 0,75 m3/h, deducido del
gréfico. Se mide en m? o en litros, por segundo o por hora... se entiende la derivada
como unarazén de cambio.

1 < consumo < 2, unidades 3, cm3, m3, 6 litros.

1< Q (t) < 2. En cuanto a esta parte, la unidad es la correspondiente a una tasa de
variacion instantanea, es decir medida de capacidad con respecto a tiempo... y €
consumo esta entre 1 y 2. Entonces nos tenemos que referir a hacer un calculo
aproximado

Aproximadamente 1, 8 litros 6 m3. Bueno alas 7:00 parece que se estd consumiendo
casi 1,8 litros 6 m3... Buenoy las unidades... tienen que ser unidades de volumen

Los coches A y B se interceptardn en el punto P, pero otros andizardn maés y
observaran que la trayectoria del coche B es diferente de la del coche A, porque la
trayectoriadel coche A escurvay ladel coche B esrecta

El coche A ha recorrido la misma distancia que el coche B en ese tiempo. La
pendiente de |a recta tangente en P es mayor que la de larecta de B.

Punto de encuentro en su trayectoria

L os dos coches se encuentran aigual distancia en ese instante

Se encuentran los carros... Aqui vemos una recta, el coche B parece que se moviera
como en linearecta, pero con un movimiento acelerado, el coche A parece que tiene
otro tipo de movimiento, un movimiento como curvilineo, cierto... Sin embargo,
ellos convergen en e punto P.

4b

Las velocidades serén diferentes pues ya saben que la velocidad es una pendiente o
una representacion de la derivada

En cuanto a como son las velocidades en el punto P... de hecho lavelocidad de A es
mayor que la velocidad de B, entonces son diferentes... Ademas hay que anotar que
lavelocidad del coche B es constante... y ladel A esvariable, aumentay luego entra
adisminuir...

L as vel ocidades instantdnea son igual es, puesto que habran recorrido la misma
distanciaaigual tiempo, pero esto no significa que los cuerpos lleven lamisma
rapidez, ni lamismavelocidad media

El coche A tiene mayor velocidad que el coche B por tener mayor su pendiente que
representa la velocidad

item

| Profesor |

Afirmacion




4b

Han recorrido espacios iguales en tiempos iguales... Sin embargo, ellos convergen
en el punto P, esto nos da un significado que en e punto P se encuentran lo cua no
quiere decir que llevaban una mima velocidad, eso no quiere decir eso, sino que uno
iba més veloz que el otro pero que lograron encontrarse alli

Las velocidades de los coches A y B serén iguales en el momento en que la tangente
alacurvaseaparalelaalatrayectoriarecta

Si en este instante... alos 10 segundos... a los 10 segundos, porque a trazar aqui la
recta tangente en este punto es paralela con la recta que corresponde a la trayectoria
del coche B y lo mismo ocurre aqui en aproximadamente que 3,5... Es decir en los
lugares donde | as rectas tangentes sean paralelas entre si. O sea que tengan lamisma
pendiente

En los puntos donde se intersecan las gréficas, son las velocidades instantaneas
iguales, ese instante los dos coches se encontraran

En cuanto alas velocidades iguales, si hay... y es donde tiene igual es pendientes, es
decir cuando las tangentes de la curva de movimiento de A sea paradela a la
trayectoria recta de B... Hay dos tramos, donde la recta tangente... sean paraelas...
aqui y aqui... en 10 y 3.5 aproximadamente

No porqgue las distancias recorridas son diferentes y esto hace que la velocidad de
uno sea mayor que ladel otro

En el trayecto curvo, porque alli hay mayor pendiente

En & punto P, porque la pendiente de |a recta tangente es mayor en ese punto
(mayor inclinacién)

En e momento en € cua lagréficade A estapor encimadeladeB y lapendiente
en esos intervalos serd mayor... Se debe analizar la gréficay también manegjar el
concepto de derivada o de la pendiente...

El coche A tiene mayor velocidad en los tramos donde la pendiente el grado de
inclinacion tiene mayor pendiente que lade larecta B... Por iemplo en €l intervalo
gue va de 3.5 a 10 seg. aproximadamente... y mas concretamente también en €
punto P

Siempre en todo el movimiento... porque B tiene aceleracion constante mientras A
tiene aceleracion variable

Hallan f ' (x) = 6x —2. Hallan f ’ (2) = 10, que serala pendiente.

Seguramente que algunos estudiantes hallaran f (2) = 8,

f(x)=3x2-2x y yaconed punto (2,8) y m = 10, muchos calcularan la ecuacion:
y-8=10(x-2) 6 y=10x-12 6 -10x+y+12=0

Sif (x) = 3 x2- 2, en €l punto de abscisa 2, entoncesy =f (2) =8

f' (x) =6x-2,f’'(2) =10, esta serdla pendiente... y como esta recta tangente pasa
por e punto (2,8), entonces:

y-8/x-2=10=y-8=10x- 20 = -10x + y + 12 = 0 esla ecuacion pedida

S f (X) = 3x2 - 2%, entonces la pendiente de la recta tangente es f *(x) = 6x - 2.
Evaluada en x = 2 la pendiente es igua a 10, puesto que la derivada nos da el punto
por donde pasa la recta tangente ala funcion.

f(x) =3x2- 2x evaluado en x = 2, ser& f (2) = 12 - 4 = 8, entonces P (2, 8), como
este punto pertenece también a la recta tangente podemos aplicar la ecuacion de
punto pendiente:

y-8=10(x-2) =>y=10x-12 = -10x + y + 12 = 0 es la ecuacion de larecta
tangente

f(X)=3x2-2X=>f(2)=3.(22-2.2
=3.4-4=12-4=8 =1(2)=8

=f'(2=6-(2-2=10=m=10
y-yo=m(X-XO0)

y-8=10(x-2)

y-8=10x-20

10x-y-20+8=0

10x - y - 12 =0, esla ecuacién de larecta tangente.

m=f’ (x) = 6x - 2, entonces:

m(2)=f'(2)=6(2)-2 =10, Entoncescomom=2; f(2)=3(2)2-2.2=8
m=2yP(28)= y-8=10(x-2) (aplicando la ecuacién punto pendiente)
y=10x-12; Y gjo: m=6x - 2 (indicala pendiente de la recta tangente en cada
punto del dominio de lafuncion)
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CONSTRUCCION DE LASREDESSISTEMICAS

item Profesor Afirmacion

Yo veo ala derivada basicamente como una razén de cambio, pero a formalizarlo
desde la rigurosidad matemética es,

f1(0= Lim Y o Ljm LA - T
AX—>0 AX  Ax—>0 AX
A Desde la interpretacion geométrica, desde la interpretacion fisica desde el concepto

de pendiente y mucho mas atras. Es decir que desde la interpretacion geométrica la
derivada es |la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto determinado,
desde la fisica es una razén de cambio por ejemplo, buenos gemplos son la
velocidad instantanea, la aceleracion, e flujo de un fluido en un tiempo
determinado, el caudal, la relacion oferta y demanda en economia en un punto
determinado

El concepto de derivada, la derivada viene siendo como la pendiente de la recta
tangente en un punto y que esigual a limite de la variacion de la funcién sobre la
variacion de la variable independiente, cuando la variacion de la variable
B independiente tiende acero. Y dariael gemplo del caso de la velocidad instantanea.
En general es unarazdn de cambio que es el limite del cociente incremental cuando
el Ax tiendea.

Yo creo que en la primera charla estuvimos definiéndola, como una razén de
cambio entre una variable dependiente y una independiente, 0 sea como yo siempre
C defino que la derivada es eso, es larazon de cambio entre esas dos variaciones, pero
cuando latendencia es cero, de la variable independiente

A ver la derivada de una funcién en un punto la definiria como la pendiente de la
recta tangente que toca a la funcion en ese punto. Ademas diria que es € limite del

D incremento relativo cuando é incremento de la variable independiente tiende a cero
E Bueno, una derivada no es mas que una razon de cambio promedio, sin tanta
complicacion

Si f (x) eslafuncién x2, la derivada 2x representalarectatangente alacurvaf (x) =
X2 en un punto (X, y), 0 sea la ecuacién 2x viene a representar € modelo
matemético de la recta tangente a la funcion f (x) = x2 en un punto (X, y). O sea
desde este punto de vista estd el modelo estructural de lo que es derivada, pero
A cuando yatu le colocas o le das un valor viene e caso especifico y digo que esf *
(1) me da 2 en ese punto 1 en donde aqui también da 1, seria la recta tangente ala
curvaf (X) = x2, verdad, cuya pendiente da 2 y pues se puede inclusive calcular €
angulo de larecta tangente con la curva en ese punto

Si f (x)eslafuncion x2, la derivada 2x, yo entiendo aca que f ’ (x) = 2x, o seaque la
funcién derivada esigual a 2x. Lafuncién derivadade f (x) = x2 esf (x) = 2x. Mira
si tengo, f (X) = x2 derivo y es 2x, aqui para cualquier x le corresponde un f '(x)
=2x y estaeslafuncion derivada, 0 seaun F (x) = 2x, es decir otrafuncion. Esto me
T B da cualquiera de las pendientes de las rectas tangentes a la funcién f (x) = x2 en
cualquier punto. Y entonces e muchacho aqui si quiere hallar la pendiente de una
tangente particular, basta con que le dé valor de x, s x = a, entonces a ese a le
corresponde un: f’(a) =2a

Viene siendo la ecuacién que va en un momento determinado, en un punto X 0 X,
C vaatocar alagraficade lafuncion f (x), en un punto... si en un punto, donde existe
unavariacion de lafuncion.

Pues aqui cuando estamos derivando la funcién y = x2 y su derivada es 2x, ésta es
el comportamiento de la pendiente de la recta tangente con respecto a toda la curva
D en cualquier punto, es decir, que estamos hablando de otra funcién... de la funcion
derivada... 0 sea que todas las tangentes en cada uno de los puntos de la funcion
inicial, se comportarian con esta regla funcional (2x). Es decir que éste es €
comportamiento general.

Este 2x me representa la tangente en un punto x, si cada vez que tu le das un valor a
E X, vas obteniendo cada una de las secantes a la funcion, porque tangente es una sola.
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Pr ofesor

Afirmacién

Bueno ahi hay dos formas o hay varias formas. Una utilizar e procedimiento de
derivar, se deriva una funcién exponencial, que esto tiene un algoritmo, tiene un
algebray se calcularia después esa derivada en ese punto, que seriala funcién por
el logaritmo natural de la base. Ahora que va representar, igualmente en ese punto 2
y su correspondiente que seria 4 2 que es 16, en este punto (2, 16), representaria la
recta tangente a la curva exponencial 4

Si f (x) = 4%, cudl es la derivada de esta funcidn exponencial en x = 2, ¢verdad?
Entonces yo primero calcularia la derivada en general, f *(x), que seria 4%.In 4,
entonces se reemplazaria € x = 2, no s, f '(2) = 42. Ln 4, entonces con una
calculadora hallariael Ln 4y lo multiplicaria por 42 = 16 y me daria €l resultado de
lo que tu me pides, 0 sea 22 aproximadamente

Utilizarialas reglas de derivacion y laevaluariaen 2. Es decir, 42. Ln 4

Bueno yo lo haria aplicando la regla de derivacion para funciones exponenciales y
luego reemplazaria el valor de x. Es decir que en este caso nos daria otra funcién,
quesgriay=4* = Iny=xInd= (Uy)-y=In4d =y =y-In4 =
y' = 4*In4, seriaentonces, f’ (2) =42-Ln4=16-Ln4. Esoda22,y lo que me
indicaria es lo mismo, este resultado es otra funcién que nos indica €
comportamiento de las pendientes de las tangentes a la funcidn inicia en los
diferentes valores que puede tomar x

Aplicar lareglade derivacion, afirmando quef’(x) = 4*In4=16.Ln 4, en el caso
dex =2, escomo 22

O sea asi por observacion esto viene a ser una parabola clbica, que seriaigual a x3
y la derivada seria 3x?, si eso es asi la primero seriala derivada de esta. Pues si esla
gue mas se aproxima porque esta tiene origen cero, en este caso la | seria la
derivada... aqui uno no ve que esto sea (toma €l instrumento examen y sefiala €
gréfico del punto 2)... eh... tangente en alglin punto de aca, pero mirando la derivada
de esta que es esta (sefiala ahora las gréficas de la funcion y la | de la vifieta) si es
posible que una curva sea la derivada de la otra... Quiero aclarar que aqui de pronto
estoy muy sesgado a ver € modelo matemético para poder trabajar con esto y de
pronto mirar otraforma... gréfica seria.

Bueno € gréfico de esta funcidn corresponde, por su forma a una funcién clbica, y
su derivada corresponde entonces a una funcion cuadratica, porque si la funcion
tiene potencia n, entonces la funcién derivada tendré potencian - 1. Otro aspecto es
que cuando la funcidn es creciente, y esta funcion que ti me das en el gréfico 1 es
creciente en todo su dominio, entonces los valores de la funcion derivada deben ser
positivos. Por tanto yo escojo la | y no las otras dos. Porque las otras dos toman
valores negativos en el intervalo de (o, 0) y ademés los grados de la funcién
derivada son de tercer grado y de primer grado en lall y 111 respectivamente

Yo escogeria la |, bueno de todas maneras, si esta es la funcién (sefiala la gréfica
1), esta es la funcidn f (x), vamos a suponer que es una funcion elevada alan, la
derivada me daria elevada alan - 1, esta para mi podria ser una funcion cubica, y
entonces la derivada tendria que representar a una cuadrética, que eslal, y por eso
escojo lal

Esta es igua (sefialando a la Il y a la gréfica 1), no creo que la derivada de una
funcién sealaigual. Esto parece ser una pardbola cibica... Me centrard a analizar el
comportamiento de cada una de estas... La derivada de ésta (sefialando la grafica
1)... daria positiva... Aqui las rectas tangentes son positivas, en este intervalo que
puedo ver, Aqui también... Ahora vuelvo a analizar por tramos a esta funcion de la
gréfica 1, todas las tangentes tienen pendientes positivas, por tanto la funcion
derivada debe tener valores positivos, estar su gréfica sobre el gje positivo de lasyy.
Entonces seria esta la |, yo creo que es la |. Ademés, parece que la gréfica una es
una funcién cubica, con lo cual su derivada se debe acercar a una parabola a una
funcién cuadréticay eslal laque mas se aproxima.

La Il parece la idéntica, ¢verdad? Pero podria ser esta la lll, porque si yo coloco
aqui esta y trazo aqui (y dibuja en €l aire sobre la funcion de la grafica 1, a la
gréfica I11), entonces teniendo esta aqui... no, no esta seria secante. Bueno, lade la
gréfical, eslafuncién clbica, ladelalll esunalinea, ladelall escibicatambién,
eslaidénticaaladelagréficaly lal eslacuadrdtica. Entonces como la gréfica
uno es clbica, su derivada serd 3x2 y entonces... 0 sea que seria una parabola... Ah,
ahora si entendi la pregunta, claro... ya entendi la pregunta... si, si... escojo lal...
porque es una parabola... Lo que pasa es que no te habia entendido la pregunta




item

Pr ofesor

Afirmacién

I: Mé&xima, pero a qué te estés refiriendo al punto méximo o ¢a donde lafuncion es
creciente? Porque si es el punto méximo, maximo seria agui, donde alcanza el punto
maximo (Sefiala en la grafica los puntos de las crestas, y afirma que € que esta
mas a la derecha del gréfico es el absoluto)... Pero este seria €l absoluto y los
demés serian relativos... ya... Pero igualmente en los puntos donde la derivada es
méxima o donde es minima, por giemplo en el caso aqui la derivada es cero, bueno
asi lo entiendo yo...

I1: Bueno aqui es cero (sefiala la cresta donde la tangente es paralela al gje de las
X), 0 sea como la velocidad es una derivada entonces aqui va a ser cero, verdad.
Ahora, en todo este trayecto es positiva porque todas las tangentes son positivas
(sefiala un intervalo de 0 hasta donde sefialé anteriormente v = 0), bueno aqui es
positivay entonces aqui es negativa... y aqui también es positiva (sefiala un segundo
tramo separado mas a la derecha) a ver aqui también es negativa... Si aqui es
negativa. Bueno, la maxima... €l valor méximo de la velocidad seria aqui, €l valor
maximo seria aqui (y sefiala la cresta) y el minimo seria agui (y sefiala €l final del
grafico)

[11: donde crece mas deprisa... Bueno aqui de este intervalo hasta este intervalo
decrece bastante... agui es menos (lo coloca en e folio y sefiala e tramo de la
izquierda de)... Ahora agui crece, positivo; aqui también crece positivo; aqui
también crece... En todo este intervalo crece. Ahora € punto mas bajo, ¢también
pides?... Aqui escero

I: Bueno primero buscando los puntos donde la tangente es cero, encontramos
varios puntos... Yo los identifico con la recta tangente, si es horizontal (paralela al
gje de las x), tiene pendiente cero. Ahora un punto donde la tangente a la recta sea
maxima, espera, creo que aqui (y va sefialando en e folio que le proporcionamos),
porque agqui veo que latangente tiene laméximainclinacion y ahora, decrecimiento,
aqui va creciendo, crece, decrece y aqui decrece, dsea seria menor, 0 sea aqui la
pendiente es méas inclinada, 6sea aqui es menos, aqui la pendiente es minima,
porque la pendiente tiene una inclinacion y la curva esta decreciendo y la
inclinacion esté en sentido contrario a positivo, en sentido contrario, es decir los
valores de la pendiente son negativos.

I1: Bueno si me dices un punto donde tenga velocidad maxima, yo lo situaria por
aqui, porque aqui la pendiente tiene unainclinacién grande y coloco € signo més. Y
digo que la velocidad es cero, donde las tangentes son paralelas a ge x y sefido
aproximadamente aqui, entonces tenemos uno, dos puntos donde es cero y aca creo
gue también. Y aqui te repito considero el valor maximo positivo. Por Ultimo, veo
la posibilidad de dos puntos, porque la inclinacion la veo casi que igua. jOjo!, te
hablo de velocidad porque estoy en un grafico de e vs. t, y la pendiente de la recta
tangente en un punto, que es la derivada en ese punto, corresponde alavelocidad en
dicho punto.

I11: Este essimilar a anterior, pero como aqui esv vs. T, entonces quiere decir que
aqui estamos hablando es de la aceleracion. Entonces en este interval o grandecito es
aproximadamente cero, aqui serd negativo, porque decrece, y aqui veo también una
tangente horizontal por tanto también sera la variacion cero. Y aqui va creciendo,
entonces serdmés. Y en ambas lainclinacion es mayor

R/ 1: Yo diria que aqui y aqui es cero, porque aqui hay dos méximos y aqui un
minimo, relativo eh... porque la derivada en estos puntos es cero, porgque son puntos
criticos, porque la pendiente es cero aqui en estos puntos. Y aca en este punto la
derivada es méxima, porque la inclinacion es méxima, creo que aca también, pero
no aca lo sefid o como méximo, porque es mayor la inclinacion, la pendiente tiene
mayor valor ahi positiva. Y es minima aqui, es negativa porque la pendiente tiene
mayor inclinacion, la pendiente tiene valor ahi negativa.

R/ 11: Bueno supuestamente nosotros manejamos que la velocidad es €l cambio de
ladistancia en el cambio del tiempo, entonces lo que me pides hallar es la derivada,
més que todo la derivada, entonces donde exista mayor pendiente positiva, ahi vaa
ser mayor la velocidad, puede ser aqui. Aqui va ser cero, porque la tangente es
paralelaal ge delasx y aqui por gemplo, va a ser negativay entonces la velocidad
es minima.

I11: Aqui... donde es que decrece... Aqui en este punto... hay un cambio, para mi
debe ser cero aqui, la pendiente es nula... Y cuando decrece, aqui en este punto
porque la pendiente es negativa, y crece aqui porque la pendiente es positivay tiene
mayor inclinacion.




item

Pr ofesor

Afirmacién

I Primero busco los valores donde la pendiente de la recta tangente es nula'y son aqui, aqui,
aqui y aqui, porque las rectas tangentes en estos puntos (los sefiala en el folio) son paralelas a
gje de las x. Ahora busco por inclinacién la maxima y la minima... ya... a ver donde tenga
mayor inclinacién seria la maxima, pero hay muchos tramos... me parece que aqui... Aqui
seria la maxima (y coloca € simbolo en la gréfica)... Y la minima... donde tenga menos
inclinacién... no donde tenga menor inclinacién negativa, es decir buscare tramos donde la
funcién esté decreciendo... Yo creo que aqui porque estd més inclinada pero cuando la funcion
esta decreciendo... Si agui eslaminima.

11: Esta tangente de aqui es nula, por la misma razén que la anterior, la recta tangente en este
punto es paralela a eje de las x. Ahora dénde es maxima, por inclinacion mayor en tramos
donde la funcidn es creciente, aqui la velocidad es maxima, yo creo que aqui... Y minima creo
que aqui, porgue la funcién esta decreciendo y yo veo aqui la mayor inclinacién negativa... la
pendiente es negativa... si agui... Y busco las tangentes para hallar la velocidad porque la
velocidad es una derivada y por tanto a hallar la inclinacién o mas bien la pendiente de la
recta tangente en un punto, estoy hallando aproximadamente la velocidad del mévil en ese
punto. Es parecido a gercicio anterior.

111: Bueno aqui en todo este tramo veo que va decreciendo rapido la funcién, pero me pides
sdlo uno verdad, bueno escojo este porque hay mayor inclinacion negativa, la pendiente es
mayor negativa, lo sefialo aqui con un * y el simbolo (-)... Luego siguiendo la gréfica veo que
en todo este tramo no hay variacion, te sefialo todo el tramo, porque me parece que aqui hay
un tramo lineal horizontal, por tanto la pendiente es cero, con lo cual me indica que no hay
variacion, y por dltimo... A ver y donde crece mas répido... pues aqui la funcion va creciendo
en todo este tramo, aqui, aqui, aqui, pero dénde con maés prisa de forma més acelerada, creo
gue aqui, porque hay mayor inclinacién, |a pendiente es mayor positiva.

I: Lapendiente de |larecta tangente... Aqui es paralela a esta (sefiala € gje de las x)
y agui la pendiente de la tangente es cero... Por eso aqui hay un méximo (dice
seflalando y dibujando sobre el punto c la recta tangente y luego hace lo mismo en
los puntos b y a)... Aqui también es cero porque es paralela'y aqui hay otro cero,
porque también es paralela. Para ver... Lo que pasa es que ahora tenemos que
observar bien la gréfica para hallar las pendientes méaxima y minima... Entonces
puede ser esta porque la inclinacion es la tangente a angulo... puede ser estd aqui...
aqui colocaré un (+)... Y menos o negativa... Es cuando el angulo sea... sea més
agudo... mas obtuso... Este aqui asi... Pero es que no es muy clara la gréfica oye...
aqui... hay otro aqui... agui también hay otro... aqui también hay otro... si... si, aqui
hay un menos, aqui asi también hay un menos... Y donde es menor... depende del
gréfico... A ver... este esta asi... bueno la mayor inclinacién negativa sera esta (y
sefiala la tangente mas proxima al punto a.)...

I1: A ver, siendo que la velocidad también es una... es unatasa de cambio, entonces
aqui también hay una tangente, entonces, |0 que pasa es que aqui la tangente es
cero... Entonces, aqui la velocidad es minima, aqui en este punto es minima la
velocidad, cuando viene aqui en esta parte aqui... Aqui es una pendiente positiva...
Aqui es maximay agui se presenta unaminima... No se si lamiras de otra manera...
Bueno, depende de, lo que pasa... depende... bueno si el angulo aqui es mayor, si e
6 esmayor... y lainclinacion es mayor... Si, entonces aqui pongo el simbolo que me
dices paravelocidad maxima... € (+)... Pero aqui también hay otra hacia abgjo... Lo
que pasa es que lairregularidad de la curva a veces... aqui parece, aqui viene agui...
bueno yo creo que aqui es donde esta e minimo... aqui la velocidad es minima, es
negativa la inclinacion es mayor de la pendiente... bueno coloco €l (-)... Pero €l
angulo aqui es menor... Pero aqui esta otra también negativa y €l angulo con la
horizontal es mayor... Entonces, la tangente de 90° es... a medida que el angulo va
siendo mayor la tangente va disminuyendo... entonces si es mayor la de menor
angulo... Vamos a ver, si agui yo tengo tangente de 30° es seno de 30° sobre coseno
de 30°, 0 sea 1/2 sobre V3/2 da 1 sobre V3, daV3/3 da0, 5... y algo... Mientras que si
yo voy a hablar de tangente de 60°, entonces me da seno de 60° sobre coseno de 60°,
me esta dando V3/2 sobre 1/2 y da V3 y V3 es mayor, 0 sea que entre més grande es
el dngulo es mayor la cobertura, entre mas grande es el ahgulo mayor es... porque la
pendiente es la tangente, entonces entre més grande es € angulo es mayor la
tangente... Entonces no se decidirme entre las dos, porque este punto es de esta 'y
este de esta, entonces tendriamos que medir los angulos... Me parece que € mayor
es este... Bueno eso depende de la gréfica del andlisis de la gréfica... Pero sefido
este... (lo sefialo con laletra T)

I11: Para aceleracion... Por ejemplo aqui la variacion es cero... (Slencio de 15
segundos)... Bueno trazo aqui estay aqui esta otra... Yo creo que aqui esta creciendo
més deprisa... y un decrecimiento... agui... pero agui hay uno més pequefio... Aqui...
Aqui... Aqui hay un menos, pero aqui hay otro menos... Bueno escojo este de aqui...
Y larazén lamisma que las anteriores...




ANEXO 9.

EVALUACIONES SOBRE EL CONCEPTO DE DERIVADA

DISENADAS POR LOS PROFESORES

1. EVALUACION DEL PROFESOR A

2. EVALUACION DEL PROFESOR B

3. EVALUACION DEL PROFESOR C

4. EVALUACION DEL PROFESOR D

5. EVALUACION DEL PROFESOR E



1. EVALUACION DEL PROFESOR A

Evaluacion sobre el concepto de derivaday sus aplicaciones
Objetivo: Esta evaluacion tiene el propdésito de indagar si has comprendido e concepto
de derivaday sus distintas aplicaciones
Tiempo: 90 minutos

Recuerda las siguientes férmulas para derivar:

1. d (K)/dx =0 4.d (U + V)/dx = dUfdx + dV/dx
2. d(x)/dx =1 5. d (U.V)/dx = U.dV/dx + V.dU/dx
3. d (x")/dx = nx™ 6. d (UIV)/dx = ¥V-4U/ dx-U.dvijcx

V2
PREGUNTAS
1. ¢Explicacon tus palabras qué entiendes por la derivada de una funcién?

2. Escribe dos grandes gjemplos de la vida practica que expresen la derivada como una
razén de cambio.

3. a. ¢Cud eslapendientedelarectay = 2x + 1?
b. Calcula dy/dx
c. ¢Qué conclusion puedes sacar deay b?

4. Sealafuncién f (x) = 4x - xX*+ 3
a. Hallaf '(x)
b. Calculael punto critico de lafuncion o los puntos criticos
c. Determinasi € punto critico o |os puntos criticos son maximos o minimos
d. Elabora el bosquejo gréfico
e. ¢Quésignificaraf ' (1)?

PROBLEMAS

1. Si e &ea de un rectangulo es de 100 m? cudles deben ser las longitudes del
rectangulo cuyo perimetro sea minimo. Sol: 10my 10 m.

2. Laaltura de un objeto que se mueve verticalmente esta dada por s (t) = -16t> + 96t +
112, con s en piesy t en segundos. Calcula e tiempo t cuando alcanza su maxima
altura.

3. Cortamos un cilindro de una esfera maciza de madera de radio 8 cm., tal y como se
muestraen lafigura. Laaturadel cilindro es de 2h cm.
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a. Halle AE (radio del cilindro), en funcion de h.
b. Demuestre que € volumen (V) del cilindro se puede escribir como

V = 2zh (64 - h?) cm3

c. Determine, aproximando con tres cifras significativas, la atura del cilindro con €l
volumen méximo gue se puede obtener por este procedimiento

d. ¢Cud es & volumen del mayor cilindro posible? Dé su respuesta aproximando al
cmd

. Si C (x) = 3x* — 6x + 4 representa e costo total en délares de x unidades de una
mercancia:

a ¢Cuantas unidades de mercancia hacen €l costo minimo?
b. ¢Cudl es €l valor en dolares de ese costo minimo?



2. EVALUACION DEL PROFESOR B

TALLER EVALUATIVO 1
Objetivo: Aplicar laderivaday lafuncion derivada
M etodologia: De manera individual y en un tiempo de 90 minutos, analiza 'y resuelve
los siguientes problemas. Puedes usar apuntes, librosy calculadora.
Problema 1:
Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f (X) = x3 en (2,8). Haz €l

grafico delafuncién y de la recta tangente en dicho punto.

Problema 2:

> <

Paralagréficade lafuncién f determina:

Dominio y Rango de lafuncion f 0.04

¢Doénde la funcidn es creciente? 0.03 -
¢Donde lafuncion es decreciente? 0.02
Puntos criticos de la funcion
Puntos maximos para f

Puntos minimos para f < : : Ly x
¢Queé puedes decir de lagréficade -001-
lafuncion en general ?

0.01

NoogkrwdrE

-0.02]-

-0.03(-

Problema 3:

En la grafica x-t, indica en qué punto la velocidad v es positiva (v >0), donde la
velocidad es negativa (v < 0) o cuando es nula (v =0). Justifica tu respuesta y haz una
interpretacion del grafico. Podrias hacer un gréfico de v-t.

X
C

p t



TALLER EVALUATIVO 2

Objetivo: Aplicar e concepto de derivaday sus propiedades en laresolucion de
problemas.

Problema 4:

Al soltar un objeto y dejarlo caer libremente desde una altura de 100 m, su altura en el
instante t viene dada por lafuncién posiciony (t) = 100—-16t2, cony en my t en seg.

a. Hallalavelocidad en cualquier instante t.
b. Hallalavelocidad ent = 1 seg.,

Problema 5:

Se van a fabricar tanques en serie para almacenar fertilizantes quimicos, en forma de
cilindro circular recto completamente cerrado, cuya capacidad sea 16 © metros cubicos.

a) Hallemos las dimensiones que debe tener el tanque mas econdmico.

Problema 6:

Se infla un balon esférico de tal forma que a los t segundos €l radio r (t) = 2t (cm.).
Elabora una tabla de datos con las variables tiempo t en segundos y € volumen V en
centimetros cubicos, tomando incrementos de 1 segundo en lavariablet,
a) ¢Cudl es la variacion media del volumen de la tasa de variacién instanténea del
volumen del balon alos 12 segundos? ¢Y alos 15 segundos?
b) ¢Cual es latasa de variacion instantanea del volumen del balén a los t segundos
de empezarse balon entre los 12 y los 15 segundos
c) ¢Cuadl eslatasade variacion instantanea del volumen del balén alost segundos de
empezar ainflar?



.EVALUACION DEL PROFESOR C
Taller evaluativo 1
CSHF)={(xy) y=x>+1,x e R}, hallee incremento dey s x cambiade 1 a2.

. Sea el movimiento de un mévil dado por la ecuacion x = 4t*+ 3t + 5, donde x viene
dada en metros y t en segundos, halle la velocidad promedio y la velocidad

. . L . As . As
instantanea del movil. (Recuerde que: v, = ) Vig = i LQE)

. Hallar la ecuacion de la recta tangente y la recta normal en e punto dado, si h=i*-
2i,eni=1

. En € siguiente gercicio emplee laregla de los cinco pasos para hallar la derivada de
f(x) =2x*~x +5,

. Efectle las siguientes derivadas, aplicando |os teoremas sobre derivadas:

o f(X)=x*-5x°+5
o f(M=m’-5m*+1
o y=x/(x-2)"

Taller evaluativo 2

. Encuentre €l intervalo donde la funcidn es creciente y € intervalo donde la funcién
es decreciente, trace lagréficade lafuncién g (r) = r*+ 4r + 5

. Usando los teoremas sobre derivadas encuentre la derivada de las siguientes
funciones:

e g(x)=Jx-1?
e h(u)=Sen*5u
e m (V) =In[sec (2v)]

. Hallar dy/dx en el punto que seindica, x* — 4xy? + 2xy?, en (2,1)
Taller evaluativo 3
. Dada la funcién f (r) = r? + 1/2r — 1, en e intervalo -3<r<2, determinar e punto

minimo. ¢Existe la derivada en ese punto?. Si existe, ¢cudl es su valor?

. Estudiar la siguiente funcion, g (m) = ¥2m® + m? — 3m, analizar la derivaday utilizar
el resultado paradibujar lagréficade lafuncién en € intervalo -3<m<5.

. Andlizalafuncién f(x) = 2x* — 6x + 5, con referencia a maximos y minimos, puntos
de inflexion, concavidad y dibujalagréfica



4, EVALUACION DEL PROFESOR D
Objetivo: identificar e interpretar el concepto de derivaday sus diferentes aplicaciones.

1. Encontrar e incremento eny delafunciény = f (x) = x®—1. Si x cambiade 2 a2,1.
Representa gréficamente el incremento.

I f (X+AX
im

2. Utilizando la definicion £'(x) = X1, hallala derivada de:

y=f(x)=5x°+ 1.

3. Encontrar las ecuaciones de las rectas normal y tangente a la curva gue representa la
funcion determinada por laecuaciony = x* + x, en el punto (1,2)

4. Utilizalaregla de derivacion en los siguientes gjercicios:

a f(x)=x*

b. f(X)=(x—-3)(2x +4)
c. f(x)=(4x*-1)/x

d. f (x) = 2"

e. f (x) =sen(cosx)

f.F ) =f(X)= Vaxso

5. La utilidad obtenida al producir y vender x articulos se expresa por: P (x) = 200x —
3x%. Determinar la utilidad marginal. ;Cuéndo esigual a cero la utilidad marginal ?

6. Enlafuncion f (x) = x° + 4x* + x — 6, hallar:

a. Los puntos criticos (maximosy minimos)

b. Losintervalos donde lafuncion es creciente o decreciente
c. Laconcavidad

d. Dibujalas gréficas que cumple las condiciones anteriores.



5. EVALUACION DEL PROFESOR E

Prueba 1
. Después de conceptuar sobre el incremento de una funcion, trata de recordar como
introduces el concepto de derivada con un calculo numérico, dadas las siguientes
funciones:

e y=f(x)=x*+Xx, entérminos de x y Ax, cuando se pasade 2 a 2,25

. Encontremos el incremento relativo, Ay/Ax de lafuncion:
y=f(X)=x +1—4
X

. Aplicando laregla delos cinco pasos, encuentrala derivada de:
o y=2+x-1
. Encuentra la ecuacién de la recta tangente y la normal a la curva que representa la
funcion determinada por la ecuacion y = x° en e punto P(2,4), y grafica para una
interpretacion geométrica del concepto de derivada.

Prueba 2

. Aplicando las diferentes formulas de derivacion encontrar |as siguientes derivadas:

ay=(-7x+2)*

by =[(¢+ 1)/ [(3x- 1)
C.y=(4-x)(a-x)

d. y =csc (4x - 1)2

. Encontrar el areadel triangulo que forma el gje x, lanormal y latangente alacurvay
=f (x) = 4x* —x en &l punto (1,3).

. En cada uno de los gercicios encontrar los extremos de la funcion dada (puntos
maximos 'y minimos), si los hay, y hacer donde sea posible un grafico



TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: A
Actividad | Tipode Descripcion dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa de Importanciade la
actividad actividad aprox. implicados deladificultad la actividad actividad

1 PA Preguntas a los alumnos sobre 90’ Preconcepcion de derivada MOT, DE, COT Indagar por las nociones o | Motivar a los dumnos sobre el
¢qué entienden por derivada? preconcepciones de derivada temaa partir de lo que saben

2 EXP Exposicion del profesor (ver 90’ Interpretacion y definicion de INIC, MOT Cotejar las preconcepciones de los | Concepcion y aplicacion de la
DIMATE. Matemdtica 11, p. derivada alumnos con la de los mateméticos | derivada
164)

3 TEG Préctical: ver DIMATE, p. 165 90’ Aplicacion del concepto e COT, INIC Interaccion de los alumnos para| Comprender el concepto y la
(gjercicios A, By D) interpretacion geométrica del socializar el conocimiento y | aplicabilidad de laderivada

concepto aplicacion de la derivada entre
ellos

4 EXP Exposicion del profesor (ver 90’ Interpretacion fisica de la COT, MOT Ampliar la aplicabilidad de la|Avanzar en la comprension e
DIMATE, p. 166) derivada derivada interpretacion de la derivada

5 TEG Taller del libro DIMATE, p. 167 120’ Interpretacion fisica de la CIEN, INIC Comprender la relacion entre la| Que los estudiantes que méas saben
(egjerciciosA, B,C,DyE) derivada fisicay €l célculo guien alos que menos comprenden

6 AEE Investigacion  previa  sobre 120’ Derivada de funciones COT, MOT, INIC Que el alumno independientemente | Seguir en el proceso de aprendizaje
derivada de una funcion sea capaz de determinar la derivada | deladerivada
(DIMATE, p. 170) de unafuncion

7 PEC Puesta en coman por parte de los 180’ Derivada de una funcién DE Iniciar a los aumnos a que|Avanzar en e proceso de
alumnos de lo que investigaron comuniquen sus indagaciones aprendizaje de la derivada y de la

derivada de una funcién

8 EXP Algebra de derivadas de 150’ Derivada de suma, potencia, MOT, INIC Proporcionar  herramientas  para | Aprender el dgebrade laderivada
funciones (DIMATE, p. 172, producto, constante, cociente derivar més rgpidamente
173, 174)

9 TEG Ejercicios sobre derivada de 180’ Derivada de funciones MOT, INIC Adaquirir habilidad para derivar | Aprender a usar € agebra de las
funciones (gjercicios A, B, C, H funciones algebraicas derivadas
el pég. 177, D p&g. 179,y A
pég. 183)

10 AEE DIMATE, p. 215 (Ejercicios C, 180’ Andlisis de gréficas MOT, INIC, CIEN Aplicar la derivada a andlisis de | Promover el trabajo independiente

DyG)

gréficas




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: A
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa de Importanciade la
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad la actividad actividad

11 PEC 150’ Crecimiento y decrecimiento INIC, DE Aplicabilidad de la derivada al | Promover la comunicacion entre

de gréficas de funciones grafo de funciones los alumnos y su capacidad de
liderazgo

12 EXP Cada representante de un grupo 150" Aplicacion de la teoria de INIC, MOT Aplicaciéon de la derivada en la| Promover en los aumnos la
expone la actividad que se méximos y minimos a la (D) solucién de problemas capacidad de resolver problemas
mandé ainvestigar solucién de problemas
Guias para resolver problemas
de mé&imos y minimos (se
anexa copia)

13 EXP Exposicion del profesor sobre 180’ Aplicacién de la derivada a INIC, MOT, Otra aplicacién de la derivada Integrar el concepto de derivada a
razbn de  cambio. Ver variables relacionadas (D) la solucion de problemas de
matemética de 11° DIMATE, p. diferentes disciplinas
192

14 TEG Préctica y eercitacion  de 210’ Razdn de cambio y variables CcoT Determinar el aprendizaje de los | Compartir aprendizajes, que € que
problemas sobre razon de relacionadas (D) alumnos en la solucion de | més haya comprendido guie a que

cambio. DIMATE, pég. 195
(todos los gjercicios del A-H)

problemas sobre razén de cambio

menos sabe




ANEXOSDEL PROFESOR A

|. GUIA PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS SOBRE
MAXIMOSY MINIMOS

I1. ACTIVIDADESMASIMPORTANTES

Leael problema hasta entenderlo

Construya lafuncion objetivo (Aquella que tenga que derivar)

Construya la funcion relacion (Aquella que le habla de relaciones

entre variables)

Escribala funcion objetivo en términos de una sola variable

Derive lafuncién objetivo

Iguale a cero laderivada calculada

Halle el valor de lavariable independiente o valor critico

Examine s e valor critico hace parte del Dominio de definicion de

lafuncion objetivo

9. Compruebe que €l valor hallado es el maximo o minimo gue pide €l
problema

10.S la derivada no existe para algun valor compruebe si ese valor

puede ser maximo o minimo

wh e

©NOo O A

e Preguntas a los alumnos sobre las nociones iniciales que tienen
sobre derivada

Justificacion: Porque se le brinda confianza a alumno para que

construya un concepto a partir de lo que é sabe.

Se indaga sobre las preconcepciones que los alumnos tienen hasta que

sean capaces de armar €l concepto que se pretende ensefiar

e Trabajo de grupo

Justificaciéon: Porque permite socializar €l conocimiento matematico,
lo que més saben |e ensefian alos que menos saben.

Permite compartir ideasy se préctica el valor de latolerancia, las clases
son mas dinamicas 'y hay menos problemas de disciplina

e Exposicion del profesor
Justificacion: Es importante aclarar para jerarquizar y ordenar
conceptos, pero sdlo después que los alumnos hayan trabajado




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: B
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa | Intencién educativa de Importanciade la
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad la actividad actividad
1 LEC, PEG Se hard lectura en pequefios 2 La derivada. ¢Como surgié? N - ADP El estudiante tendré una vision del | Los estudiantes entran a conocer y
grupos sobre la historia y ¢En qué se aplica? origen y aplicabilidad de la| valorar el proceso histérico dela
aplicabilidad de la derivada. Se derivada, lo que podra servir de | derivaday su aplicabilidad en las
har& socializacion deideas elemento motivador para los| ciencias
contenidos  cognitivos a
desarrollar
2 PPL, ORP Se halara la ecuacién de 3 La ecuacion de la recta, €l N - ADP Interpretacion de la gréfica y [ Andlisis e interpretacion de larecta
magnitudes linealmente concepto de  pendiente, ecuacion de la recta desde varias | desde una vision integradora de lo
proporcionales a partir de una gréficade unalinearecta perspectivas, simbodlica, real, | real, lo gréficoy lo simbdlico
situacion problema. Se pedira la gréfica
gréfica y la pendiente de la
misma. Otra forma de hallar la
ecuacion de la recta serd dando
dos puntos, 0 un punto y la
pendiente. Se pedira elaborar la
gréfica Categorizacion y andlisis de las
3 PPL, ORP 4 Gréficos de posicion -tiempo D-COT Indagacion de ideas sobre el |ideas del sentido comlin sobre
Solucion de situaciones y célculo de pendiente sentido comdn sobre derivada derivada
problemas que ameritan andlisis
de gréficos y cdculo de Introducir la variaciéon media
4 TEG, PEC pendientes 3 Variacion mediae N-INIC Relacionar y mangjar la variacion | mediante situaciones
instantaneay pendiente instantanea y la pendiente a partir | contextualizadas €l estudiante
Se discutiran  en  pequefios de situaciones
grupos las situaciones planteadas
en la actividad 3. Se haré puesta
en comun y conclusiones con la Manejo del concepto de derivada 'y
5 TEG, PEC, | orientacion del profesor 2 Derivaday funcion derivada N-INIC Introducir el concepto de derivada | de la funcién derivada a partir de
ORP y funcién derivada situaciones  significativas  del
Se retoma el problema sobre €l contexto

consumo de agua del colegio y
se concreta la  variacion
instantanea de consumo como la
derivada. También se trabaja una
situacion  problema sobre la
caida de un cuerpo




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: B
Actividad | Tipode Descripcion dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa de Importanciade la
actividad actividad aprox. implicados deladificultad la actividad actividad
6 APL, TEG, [Se retoman las situaciones 3 Aplicaciéon del concepto de D - CIEN Aplicacion del  concepto de| Solucion de unas situaciones
ORP planteadas en la actividad 3 para derivada derivada problemas aplicando el concepto
resolverlas usando e concepto de derivada desde otra perspectiva
de derivada Se usard e
concepto de aceleracion para
trabgjar la segunda derivada
7 PPL, APL Resolucion  de  problemas 2 Derivaday funcién derivada N Revisiéon de la definicién de| Evaluacion delatemética
aplicando e concepto de derivada en su uso
derivada. Se usaran los apuntesy
libros
8 APL, TEG, | Se deducirén las propiedades de 4 Propiedades de |as derivadas D - CIEN Deduccion por pate de los| Desarollo de las competencias
ORP la  derivada (reglas de estudiantes con orientacion del [ argumentativasy prospectivas
derivacion) a partir de su profesor de las propiedades de la
definicion derivada
9 EXP, TEG, | Se expondra la fundamentacién Méximos y minimos (criterio D - CIEN Habilidad para hallar méximos y | Célculo de dimensiones minimas y
ORP tedrica de méximos y minimos, 4 de la primera derivada), minimos méximas para ciertas magnitudes
puntos criticos, concavidad. , se puntos criticos, criterio de la pretendidas
resolveran problemas en grupos segunda derivada
con laorientacion del profesor
10 TEG Resolucion de problemas sobre 2 Maximizaciény N - CIEN Aplicacion de la derivada en | Evaluacion de méximosy minimos
méaximo y minimos minimizacién problemas de maximizacion y
minimizacién  (optimizacion de
funciones)
11 TEG,ORP, |Los estudiantes anaizaréan las 4 Derivada de las funciones D - CIEN Conocimientos e interpretacion de | Mangjo de la autonomia para
PEC derivadas de las funciones trascendentes: las derivadas de las funciones| aplicar los conocimientos
trigonométricas  fundamentales, trigonomeétricas trascendentes mateméticos
de la funcién exponencia vy fundamentales, exponencia y
logaritmica, a través de un logaritmica
material que el profesor les dard
fotocopiado
12 TEG Solucion de problemas que 3 Derivada, funcion derivada, N Aplicacién de los conocimientos | Evaluacion de latemética

permitan la aplicacion de los
conocimientos adquiridos

reglas de derivacion,
maximos y minimos

adquiridos sobre la derivada y la
funcién derivada




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: C
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
1 P.A. ¢Qué entiendes por incremento 3 min. Funcion N Motivar y  extraer  los| Ubica a docente sobre las pre-
de unafuncion? Variacion de unafuncién preconceptos de los estudiantes | concepciones de |os estudiantes
2 EXP. Ejemplos a desarrollar 25 min. Funcién, variables, variacion, N Apropiarse de los pasos l6gicos | Los estudiantes visudizan la
factorizacion, incremento y gercitarlos forma como se pueden resolver
algunos gercicios sobre el tema
3 P.E.C. Se proponen unos g ercicios para 10 min. Funcion, variables, variacion, N Ejercitar los contenidos | Los estudiantes visudizan la
A.E. E resolver en clase y se deara factorizacion, incremento aprendidos forma como se pueden resolver
como trabgjo del estudiante el algunos gercicios sobre el tema
andisis de los egjercicios
resueltos en €l libro guia
4 P.A. ¢Qué sucede con e incremento 5min. Incremento, incremento D. Cientif. Despertar €l interés por la clase | Reflexionaran y sacaran
relativo de una funcion, s el relativo y reflexionar sobre un aspecto | conclusiones, se promovera la
incremento de la variable muy abstracto para el estudiante | abstraccion
independiente tiende a cero?
5 EXP. Se utilizaran los conceptos de 25 min. Incremento, incremento N Formalizar el concepto de| La comprensién del concepto y
aceleracion, velocidad para relativo derivada mediante la utilizacion | ver su aplicacion
explicar el concepto de derivada de conceptos de lafisica
y resolverdn egercicios de
aplicacion (pag. 152 del 1 al 10)
6 P.E.C. Proponer gjercicios 8 min. Definicion de derivada N Ejercitar y determinar el grado | Revisar s reamente los
de comprension aumnos han comprendido el
proceso de derivacion a partir
deladefinicion
7 EXP. Se plantean eercicios de 40 min. Derivada, interpretacion D INIC (MUA) Utilizar e  concepto  de| Motivar € aprendizaje de este
aplicacion de derivadas para fisicade laderivada velocidad media, instantdnea | concepto y relacionarlo con la
encontrar la velocidad media, (velocidad, aceleracion, para explicar el concepto de | experiencia cotidiana
instanténea, la atura, etc. en M.U,M.U. V) derivada
diferentes movimientos (p. 158,
1- paresy 5 impares)
8 P.E.C. Proponer y se resuelven en e 40 min. Derivada, interpretacion N Detectar las dificultades que | Aplicacion delos conceptos

tablero todos los gercicios del

fisicade laderivada

presentan los estudiantes al




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: C
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad

libro PHC préctica 2, pag. 167 resolver estos problemas

9 Evauacion 1 30 min. Ver taller evaluativo 1

10 T.E.G Resolver en grupo de 3 45 min. Definicion de derivada N Retroalimentacion del tema| Se detectaran los estudiantes
estudiantes algunos ejercicios de visto, propiciar espacios de | que trabajan y los que poseen
aplicacion del libro guia, pag. colaboracion entre estudiantes y | mayor distancia o dificultad en
158, gercicios: 1. a,c, € 2a fomentar el trabajo en grupo e tema

11 P.E.C. Se resolverdn en € tablero 45 min. Definicion de derivada N Detectar y revisar posibles | Confrontacion y evaluacion de
algunos de los gercicios para errores los resultados
confrontar resultados

12 A.E.E Resolver en casa los gercicios 45 min. Definicion de derivada D (MOT) Fomentar |a responsabilidad Fortalecimiento y
péag. 159, 3,5 (ad €) y 7 (pares) afianzamiento del concepto

13 P.A. ¢Qué es tangente a una curva? 8 min. Recta, recta tangente, gréfica D (INIC) Revisar el concepto recta| El concepto de recta tangente
Graficar unarecta tangente a una de una funcion, interpretacion tangente aunacurva estd muy relacionado con el
funcién en un punto A geométrica de la derivada concepto de derivada

14 EXP. Aplicando la definicion de 20 min. Recta, gréfica de una funcion, N Introducir el concepto de| Relacion de la pendiente con
derivada se desarrollan gjercicios ecuacion de la recta, recta pendiente de la recta tangente | f ' (x)
para cacular la ecuacion de la normal y tangente deunafuncion
recta tangente, la norma a una
curva

15 A.E.E Propuesta y desarrollo de los 45 min. Recta, gréfica de una funcion, N Analizar los problemas [ Ayuda a la comprension del
gercicios del libro guia de la ecuacion de la recta, recta resueltos proceso de calcular la derivada
pég. 162-165 normal y tangente apartir de ladefinicion

16 T.EG. Taler de aplicaciéon de los 45 min. Recta, gréfica de una funcion, D (INIC) Analizar el comportamiento del | Relacionan la pendiente con la

conceptos de derivada, recta
tangente, pag 165 del libro guia,
gerciciosla b,cye 2ac e
En grupo de 3 estudiantes

ecuacion de la recta, recta
normal y tangente,
crecimiento y decrecimiento
delafuncién

crecimiento o decrecimiento de
unafuncién

derivada y ven la relacion con
e comportamiento de
crecimiento o decrecimiento de
lafuncién




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: C
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
17 A.E.E Resolver préctica 3 del libro 30 min. Recta, gréfica de una funcion, D (INIC) Revisar la comprension de los | Afianzamiento de |los conceptos
PHC, pag 169 del A-D ecuacion de la recta, recta conceptos tratados tratados
normal y tangente,
crecimiento y decrecimiento
delafuncion
18 P.E.C. Se colocan algunas funciones y 15 min. Funcién, funcién derivada, N Comparar los dos métodos para | El estudiante aprende a resolver
Sus respectivas derivadas y se tipos de funciones, resolver la derivada de una| problemas sobre derivada de
pregunta: ¢Existe  aguna factorizacion, teoremas sobre funcioén: aplicando la definicion | una funcién de una manera més
relacion entre f y f '? ¢Cémo derivadas y aplicando los teoremas répida, después de haber
podemos hadlar la f ' (x) sin desarrollado la definicién del
realizar los 5 pasos sugeridos? concepto
19 P.E.C. Realizamos gjercicios aplicando 25 min. Funcién, funcién derivada, N Comparar los dos métodos para | El estudiante aprende a resolver
los teoremas sobre derivadas tipos de funciones, resolver la derivada de una| problemas sobre derivada de
factorizacion, teoremas sobre funcién: aplicando la definicion | una funcién de una manera més
derivadas y aplicando los teoremas répida, después de haber
desarrollado la definicion del
concepto
20 AE. E. Ejercicios para  desarrollar 45 min. Funcion, funcion derivada, N Aplicar los conceptos dados Aplicacién de los conceptos
individualmente en casa, pag. tipos de funciones, dados
174 del libro guia, gercicios 1 a, factorizacion, teoremas sobre
b,e h;3acf,i;y7ac. derivadas
21 Evaluacion 2 45 min. Ver taller evaluativo 2
22 P. P. L Cada estudiante debera resolver 35 min. Funcién, continuidad, [ D (MOT; INIC-Conceptual) | Detectar los errores de cadauno | EI  profesor aprovecha para
el taller en forma individual con derivada de |os estudiantes mirar e avance de sus
ayuda de textos y apuntes. Libro estudiantes
de cédlculo Astor Roland, Ed.
Larson, pag. 132
23 A.E.C Resolver los egercicios de la 35 min. Pendiente, derivada, reglasde [ D (MOT; INIC-Conceptual) | Afianzar los conceptos

préctica 4 del libro guia PHC,
pég. 171ejercicio C.

derivacion, definicion de
derivada




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: C
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
24 P.A. ¢C6mo podemos derivar: 6 min. Funcién, composicién de D (CIENC) Introducir laregladelacadena |La crisis que se crea para
(t+5)°=h (1) ? funciones, derivada, reglas de motivar a los estudiantes hacia
¢Cudl esel valor deh’(t)? derivacion, reglade la cadena el estudio y aplicacion de esta
regla

25 EXP. Se introduce la regla de la| 45min. Funcién, composicién de D (CIENC) Se desarrollan egercicios para| Comprender la regla de la
cadena y se desarrollan funciones, derivada, reglas de que comprendan y aprendan a | cadena para agotar 10s procesos
gercicios del libro pag. 177, 1 derivacion, reglade lacadena tratar funciones compuestas de derivacion
a b;2d y3b. Y ademés los
estudiantes proponen otros

26 A.E.E Ejercicios propuestos de la pég. 35 min. Funcién, composicién de N Se desarrollan egercicios para | Afianzar lareglade la cadenay
177 del libro guia (los que faltan funciones, derivada, reglas de que comprendan y aprendan a | las de derivacion
por hacer) derivacion, reglade la cadena tratar funciones compuestas

27 T.E.G. Andlizaran en grupo de 3 25 min. Derivada, aplicacién de los D (INIC) Evaluar a estudiante sobre | Detectar las dificultades vy
estudiantes d taller teoremas, recta tangente, gercicios de derivada errores de los estudiantes
correspondiente ala pég. 180. reglade lacadena mediante la solucion de

gercicios

28 P.A. ¢Como hallarian la pendiente de Funciones, variables, funcion D (CIENC, INIC) Comparar los diferentes tipos | Se pone en juego la capacidad
lacurvaxy +y =xenP(1,%)? 5min. derivada, factorizacion de funciones derecursividad del estudiante

29 EXP. Introducir la derivacion implicita Funciones, variables, funcion D (INIC) Comprender los pasos para | Orientar alos estudiantes sobre
y resolver gercicios de 90 min. derivada, factorizacion, derivar funciones compuestas | la forma en que se resuelven
aplicacion, gercicios péag. 180 derivacion implicita de dos variables y sintetizar el | estetipo de gjercicios
del libroguiaz 1ayd; 2a,d,i,j proceso de derivacion implicita

en una serie de pasos 16gicos

30 P.E.C. Se proponen tres gercicios para Funciones, variables, funcion D (INIC) Ejercitar a los estudiantes y | Facilita a los estudiantes a
que el estudiante 10 min. derivada, factorizacion, revisar sus posibles dificultades | trabgjar e identificar sus propias
individualmente los redlice, derivacion implicita dificultades
gerciciopag. 180,2b; 3fy4a

31 Evaluacion 3 45 min. Ver taller evaluativo 3




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: C
Actividad | Tipode Descripcion dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciade la
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
32 P. A. ¢Dadalafuncion f (x) = 3x* + 6x 5min. Gréfica de una funcion, N Determinar donde la funcion [ Es una herramienta para
+1, en x [-2, 0], donde la curva derivada, andlisis monétono crece 0 decrece, halar | andizar e comportamiento de
tiene su valor més alto y el mas de una funcién, intervao, intervalos de decrecimiento y [ unafuncion
bajo, qué método utilizariamos? funcién continua crecimiento de lafuncion
33 EXP. Exposicion de puntos méximos y 45 min. Gréfica de wuna funcion, N Proponer una serie de pasos|Ayuda a establecimiento de
minimos y andlisis monétono de derivada, andlisis monétono légicos para obtencién de | pasos necesarios para lograr los
funciones y desarrollo de de una funcién, intervao, maximos y minimos de una| objetivos y permite detectar
gercicios de aplicacion, péag. funcion  continua, puntos funcion dificultades de | os estudiantes
212, gercicios 1, 3,6 a méximos y minimos
34 P.E.C Se propone un gjercicio para que 10 min. Gréfica de wuna funcion, N Ejercitar los contenidosdados | Detectar dificultades de los
los alumnos lo resuelvan: f (x) = derivada, andlisis monétono estudiantes
2%+ 1lenx e [-4,4] de una funcién, intervalo,
funciéon continua, puntos
méximos y minimos
35 AEE Proponer gjercicios para que los| 45 min. Gréfica de wuna funcion, N Ejercitar y  afianzar  los | Afianzamiento de conceptos y
resuelvan en casa pag. 212 del derivada, andlisis monétono contenidos dados procesos
libro los que restan de una funcidn, intervalo,
funciéon continua, puntos
méximos y minimos
36 P.P.L Taller sobre méximosy minimos | 40 min. Gréfica de una funcion, N Relacionar e concepto de|Se detecta s e estudiante
y se trata de encontrar derivada, andlisis monétono derivada con € andlisis gréfico | comprende el concepto de
gréficamente los puntos de una funcién, intervao, delafuncién derivada y s lo aplica d
maximos y minimos, €jercicio funcién  continua,  puntos andlisis gréfico de lafuncion
del libro PHC la préctica 21 pag. maximos y minimos
205, parte A
37 A.E.E Revisién y discusion sobre los 45 min. Gréfica de una funcién, N Afianzar |os temas vistos Se gjercitay seaplicael andlisis

gercicios de la practica 21 del
PHC, pag. 205 parte A

derivada, andlisis monétono
de una funcidn, intervalo,
funciéon continua, puntos
maximosy minimos

de gréfica de funciones

10




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: C
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad

38 P.A. Seaf (x) = xX* — 9 x% ¢Cémo 5min. Criterios de 12y 22 derivada D (INIC) Revisar laconcavidad de la Presentacion de  métodos
hallar los intervalos donde f es funcion por mediodef ' y " gréficos 'y algebraicos para
creciente y decreciente? ¢Cémo agilizar la construccion de la
es e comportamiento de la gréfica de unafuncion
funcion?

39 EXP. Se introducen los criterios de 12 45 min. Criterios de 12y 22 derivada N Desarrollar gercicios para que | Afianzamiento de los métodos
y 22 derivada y los conceptos de los estudiantes interioricen una | graficos y agebraicos para
concavidad y puntos de serie de pasos logicos para la | agilizar la construccion de la
inflexion, ademés se resuelven construccién del gréfico de la | gréficade unafuncion
gercicios de la pag. 229 y 231 funcion aplicando los criterios
del texto guia

40 P.E.C. Se proponen gjercicios para que 45 min. Criterios de 12y 22 derivada N Revisar si 1os estudiantes tienen | Afianzamiento de los métodos
los redlicen los estudiantes en claro la forma de realizar los | gréficos y algebraicos para
clase, pag. 232143,y 4d gjercicios agilizar la construccion de la

gréfica de unafuncion

41 A.E.E. Se proponen ejercicios para 45 min. Criterios de 12y 22 derivada N Revisar si |os estudiantes tienen | Afianzamiento de los métodos
desarrollar en casa, los restantes claro la forma de redizar los| gréficos y algebraicos para
delapéag. 232, el restodel 1y 4. gjercicios agilizar la construccion de la

gréficade unafuncion

42 T.E.G. Se proponen gercicios de 40 min. Funcién, andlisis de funcién, N Detectar s e estudiante | Se relaciona la gréfica de una
aplicacion para resolver en crecimiento y decrecimiento, comprende €l concepto de [ funciény el estudio matemético
grupo, seccion 4.3 del libro de criterios de 1@ y 2& concavidad gréficamente vy | de sus propiedades a través de
Larson, pég. 144 del 1 - 30. concavidad, maximos, analiticamente laderivada

minimos, inflexién

43 A.E.E Puesta en comin de los 45 min. Funcion, andlisis de funcion, N Afianzar los conceptos | Se  afianzan 'y  mecanizan
gercicios anteriormente crecimiento y decrecimiento, involucrados procesos de resolucién de
resueltos para aclarar dudas y criterios de 1@ y 2& problemas de este tipo
ampliar conocimientos. concavidad, maximos,

minimos, inflexién
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TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: C
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad

44 P.A. ¢Encontrar dos ndmeros 5min. Maximos y minimos, D (INIC) Solucionar  problemas de| A través de la aplicacion de
positivos cuya suma sea 60 y su criterios de 12 y 22 derivada, aplicacion de méaximos y|méaximos y minimos @ se
producto sea el maximo? simbolizacion de ecuaciones minimos simplifican los  procesos

algebraicos y se aplican €
concepto de derivada

45 EXP. Se resuelve €l gercicio anterior 40 min. Méaximos y minimos, D (INIC) Solucionar ~ problemas  de| A través de la aplicacion de
utilizando los criterios de 1° criterios de 12 y 22 derivada, aplicacion de méximos y|méaximos y minimos @ se
derivada y se propone una simbolizacion de ecuaciones minimos simplifican los  procesos
técnica de resolucion de algebraicos y se aplican €
problemas de este tipo, luego se concepto de derivada
proponen dos egjercicios mas de
lapég. 237€l 2y 6

46 P.E.C. Se proponen y resuelven dos 45 min. Méximos y minimos, D (INIC) Afianzar problemas de | Se afianzan los procesos de
gercicios en clase y se discute la criterios de 12 y 22 derivada, aplicacion de méaximos 'y | resolucion de problemas de este
solucién, p&g. 237,1y 3 simbolizacion de ecuaciones minimos tipo

47 A.E.E. Se proponen los ejercicios 45 min. Méaximos y minimos, D (INIC) Mirar el grado de comprension | Ayuda a observar s los
restantes de la pag. 237 para criterios de 12 y 22 derivada, delos estudiantes de estetema | alumnos han comprendido o no
resolverlos en casa los que faltan simbolizacion de ecuaciones el temavisto
hastael 10

48 Evauacion 4 45 min. Ver taller evaluativo 4
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TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: D
Actividad | Tipode Descripcion dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importancia dela
actividad actividad aprox. implicados deladificultad delaactividad actividad
1 IPT Investigacion previa a tema 2 horas Incremento de una funcién N Dada una funcion halar e | En la redizacion del taller se
PEC socidlizando en clase los incremento e interpretarlo | tendrd en cuenta la ubicacion
EXP diferentes puntos de vista y gréficamente del incremento en lagréfica
PPL concretando las variaciones de
AEE las imégenes
Explicacion de egjercicios por
parte del profesor
Taller individual haciendo uso
del papel milimetrado
Propuesta de gercicios 23 de la
pégina 138 (Matemética
Progresiva) y egjercicio 5 pagina
104 (Matemética 2000)
2 EXP A través de la observacion 2 horas Incremento relativo de una N
PPL directa en el gréfico de una funcion
TEG funcion (cuadrética)
andizaremos e incremento
relativo  Ay/Ax. Luego se
realizaran gercicios en clase
tomados del libro guia, gercicio
12-14 pégina 141 (Matemética
progresiva). Tema de investiga-
cién eercicio 5 (a b, c, d)
pégina 109 (Matemética 2000)
3 EXP Teniendo en cuneta la dificultad 2 horas Limite  del incremento D Determinar la derivada de una | Después de la realizaciéon del
PPL para la comprension del tema, relativo, concepto de funcion por definicion lim Ay/Ax cuando Ax—0, se
AEE observamos e comportamiento derivada Observar  gréficamente €l | analizara la recta tangente en

del incremento relativo cuando
Ax—0. Se redlizardn varios
gercicios modelo para observar
el limite del Ay/Ax cuando
Ax—0.

Ejercicios en clase, pagina 146
(Matemética progresiva)

comportamiento de la recta
tangente en un punto dado
(ampliacién de escala)

ese punto (caso particular)
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TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: D
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
4 EXP Haciendo uso del concepto de 4h Algebra de derivadas N Aplicar las propiedades y las| En los taleres propuestos el
PPL derivada  demostraremos la reglas del algebra de derivada | alumno identifique y aplique
TEG derivada de una funcion en lasolucion de gjercicios correctamente |as propiedades o
constante, de una potencia, de la reglas de derivacion
suma, del producto y del
cociente.
Se resolverén gjercicios en clase
de la pagina 132 y de la pagina
136 del libro (matemética
2000).
Se propondrén ejercicios de
investigacion péagina 168 de
(Matemética progresiva)
5 IPT Haciendo uso de lainvestigacion 3h Reglade la cadena D Derivar funciones compuestas | Al derivar funciones
EXP previa a tema sobre funciones aplicando laregladelacadena | compuestas, identifigue la
PPL compuestas se redizara la derivada externa y la interna
demostracion de la regla de la correctamente
cadena por definicion de Observar la rapidez de la
derivada derivada a aplicar laregladela
Ejercicios en clase pégina 173, cadena o resolverlo aplicando el
ndmero 2 (Matemética teoremadel binomio de Newton
progresiva)
Ejercicio de investigacion
pégina 173, gercicios 15, 16, 17
del texto (Matemética
progresiva)
6 EXP Se demostrara la derivada de la 4h Derivada de funciones D Derivar funciones trascendentes | La aplicacion correcta de la
PPL funcion seno, de la funcién trascendentes: haciendo uso de la regla de la | derivada de funciones
AEE coseno y de la tangente a partir trigonométricas, cadena trascendentes haciendo uso de

de ladefinicién

Ejercicios de investigacion de la
pégina 125 del 1 — 15 (McGraw-
Hill)

exponenciaesy logaritmicas

la regla de la cadena y del
algebra de derivadas

14




TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: D
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
7 EXP Tomando unarelacién f (x, y)=0 4h Derivadaimplicita D Derivar implicitamente [ Aplicacion correcta de la regla
PPL haciendo uso de la regla de la teniendo en cuentalaregladela| de la cadena y del dgebra de
TEG cadena, hallaremos la derivada cadenay el dlgebrade derivada | derivada
implicita.
Ejercicios en clase pagina 174, De una relacion f (x, y)=0 se| En los gercicios de
nimeros 35 y 36 (Matemética tomarén eercicios de fécil | investigacion nimero 37 de la
progresiva) despeje para que los alumnos | pagina 174, se observara la
Ejercicios de investigacion demuestren y verifiquen la| representacién gréfica de la
pagina 174 nimero 37 derivada funcional implicita rectatangente alacurva
(matemética progresiva)
De una relacion f (x, y)=0 se
tomaran gercicios de facil
despegje para que e aumno
demuestre o verifique la
derivada implicitay lafuncional,
pégina 125 (1-15) de (McGraw-
Hill)
8 IPT Investigacion previa a tema 4h Aplicacién de laderivada D Identificar puntos criticos en el | Aplicacién de los criterios de la
EXP tabulacion de valores cercanos a gréfico derivada en la interpretacion y
PPL los puntos criticos. méximo — Hallar puntos méximos vy | ubicacion de los puntos criticos,
TEG minimo minimos dada una funcién concavidad y puntos de

Comportamiento de las rectas
tangentes en las funciones
mon6tonas: creciente -
decreciente (gréfica)

Explicacién de la primera y
segunda derivada

Problemas de aplicacion péginas
225 (pares), 233 (impares)
(matemética progresiva)

Calcular los intervalos donde la
funcién es monétona

Resolver problemas de
optimizacién haciendo uso de la
primeray segunda derivada

inflexion
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ANEXOSDEL PROFESOR D

1. Bibliografia:
Matematica progresiva
Matemética 2000.

2. Valoracion de las actividades: Todas las actividades propuestas en clase son importantes porque conducen al alcance de los objetivos
propuestos, motivando |os diferentes tipos de aprendizaje.

¢ Larepresentacion gréfica de larecta tangente a una curva, estimula la interpretacion | 6gico-espacial
e Laaplicacion delos criterios d la primeray segunda derivada en la realizacion de trazado de graficas y resolucion de problemas
e Mecanizacion de los gjercicios:

a) Algebrade derivadas

b) Aplicacion delaregladelacadena

c) Derivacionimplicita
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TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: E
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
1 EXP Explicar € concepto intuitivo d 4h e Introduccién histérica D (INIC) Adquirir e concepto de funcion | La exposicion del profesor es
derivada utilizando un gréfico e Concepto de derivada de derivada importante porque alli es donde
cartesiano (ver fotocopias del unafuncién Adquirir habilidad para| el aumno corrobora més
texto guia) e Laderivaday el problema interpretar, reconocer e| aciertos y corrige los errores
de larectatangente identificar el concepto cometidos en la elaboracion y
e Rectas secantes construcci on de su
e Concepto de incremento conocimiento
de unafuncién
o Cociente incremental
e Definicion de derivada de
unafuncién
Ver péginas 80, 81, 82, 83,
84y 85 del texto guia
2 Taler Ejercicios sobre los temas 2h Ic?rizzi dos (ch;si a mti?/?:j%o:[es Pueden aparecer algunas Tener un conocimiento claro de | Permite informacién
individual tratados, actividad 1 ejercicios dificultadespor INIC,MOT 0 [como se han formado los|diagnéstica para avanzar o
3.1 (impares), 3.2 (1-10), 3.3 (1, CIENT alumnos en el concepto y como | retroalimentar  los  diferentes
2y3ab;5ab,cdepyqy lo aplican para poder continuar | contenidos
7 ab) del libro Nueva mateméa- con €l proceso
tica constructiva, pagina 150-
159
Estimula e desarollo dl
3 Taller Interpretacion geométrica de la 2h ¢ :?‘iglac‘i;telc_)s:Spasos ari Faltamejor interpretacion de | Representar e interpretar | pensamiento abstracto 'y da
formativoen | derivada y regla de los cinco * dr;?;%’er?\ggg geometrica funcionesy graficar en algunos | mediante una gréfica el | significado e interpretacion a
equipo pasos, la tangente y la normal. C L casos significado de incremento en la | concepto de derivada
Péginas 160, 161, 162 y 163 del * FEjercicios 3.4 de lapagina derivada
texto guia 165 del texto guia Conocer que la derivada es la
pendiente de la funci6n
correspondiente
. o Porque el estudiante puede
4 EXP Explicacion sobre otras técnicas 4h Derivada de unafuncion N Adaquirir  habilidad  para | encontrar un camino més corto
TEG de derivacion, teoremas de constante, dela suma, del demostrar las férmulas que | para halar la derivada de

utilidad en el proceso, férmulas
gue acortan € trabajo y
discusion sobre la demostracion
de los diferentes teoremas,
pagina 166 a 172 del texto guia

producto de funciones, del

cocientey de funcién
compuesta

permiten hallar la respectiva
derivada de una funcion dada

cualquier funcién algebraica
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TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: E
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
5 Taller para | Prueba escrita para determinar 2h Los descritos en la actividad N Aplicar los conceptos | Se  puede  establecer un
medicionde |los avances. Ejercicios 3.5. 4 aprendidos en la solucién de | diagnéstico de los avances,
logros péagina 174 (1 pares), 3 (impares) gjercicios afines avanzar o retroalimentar
y 8a,c,dyf)del texto guia
6 Presentacion | Demostrar con ayuda del texto 4h e Regladelacadena N Adquirir habilidad y destreza [ El estudiante alcanza un mayor
delos procesos | guia la regla de la cadena y o Aplicaciones para reconocer e interpretar las | nivel de preparacion y madurez
EXP discutir los gjemplos en los que e Funciones implicitas, funciones compuestas y poder | en las aplicaciones del célculo
se aplica También definir definicion derivarlas diferencia
funciones implicitasy los pasos e Derivacion implicita Adaquirir habilidad y destreza
gue se siguen para derivarlas o aplicacion para calculaf ‘Ia d‘erllvada
cuando no esté bien definida la
dependencia o independencia
delavariable
7 Taller prueba | Prueba escrita individual sobre 1h Losdelaactividad 6 D (CIENT), a tener que Aplicar la regla de la cadena | Porque se puede mostrar a la
escrita el tema tratado. Ejercicios 3.7. despejar o a tener quehallar | para calcular la derivada de | derivada como un instrumento
pagina 180 (1 ab; 2 i-j; 3K-I; 4 una derivada interna compuesta | funciones compuestas aractivo en la solucién de
ab; 5 e-d), texto guia problemas de la cotidianidad
8 EXP Se explicarén algunas derivadas 5h « Funciones trigonométricas D (CIENT), de algunos Adaquirir habilidad y destreza en | Importante porque el estudiante
de funciones especiales, las y susinversas conceptos bésicosque son pre- | la solucién de derivada de | adquiere mayor profundidad y
trigonométrice_as, y sus'in\_/ersas, « Funcioneslogaritmicas requisitos para entender funciones especiales ma_jure_z’ académica en la
funon oxponencd. | pecina * Funcion exponencid Mowga e
181-197 del texto guia * Propiedadesy
guia M
aplicaciones
9 Taller prueba | Prueba sobre ejercicios de la| ~ 1h | L0S contenidos de la D (CIENT) Adquirir habilidad y destreza | Desarrolla el pensamiento
escrita pagina 197 del texto guia actividad 8 para la solucion de gercicios | abstracto y aumenta el nivel de
gerciciosla b,c,d,eyf. alusivos a tema formacién académica en €l
tema
o Teoremadel valor medio D (CIENT) ApIi_car e teorema d_el \_/a_lor Impo_rtante porque €l astL_Jdiante
10 EXP Definir e teorema del valor 1h medio para resolver gercicios | adquiere mayor profundidad y

medio y resolver los gercicios
de lapégina 217 del libro guia

para hallar el valor de un punto
del intervalo

madurez académica en la
aplicacion de este teorema.
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TEMA: Derivada NIVEL: 11° PROFESOR: E
Actividad | Tipode Descripcién dela Tiempo Contenidos Nivel y causa Intencion educativa Importanciadela
actividad actividad apr ox. implicados deladificultad dela actividad actividad
11 EXP Exposicion sobre las 6h Aplicaciones de la D (CIENT) Aplicar los tépicos a tener en [ Este tema permite construir
Taler aplicaciones de la derivada derivada  representacion | D (INIC), también esmuy corto | cuenta en la determinacion de | expresiones que  representan
individual Taller péginas 207, 208, 209, gréfica el tiempo para profundizar en el | los puntos méximos y minimos, | problemas significativos en el
210y 211 del texto guia Mé&ximos y minimos, tema concavidad y puntos de| marco delasolucién de derivar

Ejercicios 4.1 pag. 212 (1, 3,5y
7 a), gercicios 4.2 p4g. 217 (1 &
€) y gercicios 4.3 pag. 222 (1-
10) del texto guia

concavidad y punto de
inflexion
Ejercicios texto guia

inflexién

19






