Capitol 1 Procediments de transformacié geometrica

10. PROCEDIMENTS DE TRANSFORMACIO GEOMETRICA
DE LA LINEALITAT RECTILINIA A LA CURVALITZACIO

El marc general

Entrar en el domini de I'estimacié meétrica, objectiu d'aquesta recerca, comporta trobar-se
davant d'un ampli repertori de procediments, recursos i estratégies; circumstancia que si
es té en compte que, identicament, succeeix en I'evolucio de la propia mesura, pot servir
pergué a través de I'aproximacio filogenica puguin entendre’s les ontogenies personals.

Mesura i matematica han evolucionat paral- lelament per tal darribar a la seva
conceptualitzacié que si bé com diu Bertrand Russell: "El concepte fonamental de la
mesura prové de Pitagores”, aquest desenvolupament no hagués estat possible sense
unes fonamentacions previes. La teoritzacié de la mesura ha necessitat d’un llarg cami i,
obviament, entrar en la seva comprensi6 significa penetrar en la seva evolucié historica.
L'analisi filogénic no pot deixar de banda que la mesura esta, intimament, lligada amb el
namero i la geometria i que la progressiva conceptualitzacio de la mesura, s’aconsegueix
fruit dels avencos conquerits en conceptes matematics que formen part, també, de
'essencia métrica. Entre aquestes concepcions, cal destacar les referides als binomis:
- Unitat — Quantitat ;

Discret — Continu;

Commensurable — Incommensurable;

Exactitud — Aproximacio,

A més, cal parar esment als processos metodologics i d’analisi, entre el qual els métodes
de transformacio: Rectificacio, Quadratura i Cubicatge resulten fonamentals pel domini de
la mesura i en especial per I'estimacié metrica. Fruit de la conjuncié de les aportacions
anteriors, s'aniran obrint nous camps de comprensié del domini conceptual, epistemologic
i practic de la mesura i, conseqientment, possibilitaran la progressiva concrecié de la
teoria matematica de la mesura. Avui, la mesura, integra aspectes ben allunyats de les
concepcions originaries, si bé aqui, atenen els objectius de la recerca, Unicament es fara
referencia als processos de transformacio directa o inversa de la recta (rectificacio i
curvalitzacio) ja que resulten fonamentals per I'estimacio de les corbes.

Rectificacio, Quadratura i Cubicatge

La matematica com a desenvolupament d'un llenguatge simbolic d'estructura logica i
d'ambit universal que pretén donar resposta al mon fisic a través d'un cos de coneixements
relacionats amb el nimero, I'espai i una estructuracié metodologica, ha fet que qualsevol
cultura hagi establert els seus codis, per tal d’aconseguir un llenguatge de comunicacio
"QRS"*? 0, el que és el mateix, la capacitacié per dominar el mén quantitatiu, el de les
relacions i de I'espai.

La historia de la teoria de la mesura és, en certa forma, la historia de la matematica, tant a
nivell tedric com en el seu aspecte practic: "tot el desenvolupament matematic ha tingut les
seves arrels psicologiques en necessitats més o menys practiques. Perd una vegada en marxa, sota
la pressié de les aplicacions necessaries, aquest desenvolupament guanya impuls en si mateix i
transcendeix els confins d'una utilitat immediata"".

9Bill Barton (1998) - | Congrés d'Etnomatematica
"Courant i Robbins (1979) (p.3)

117



Capitol 1 Procediments de transformacié geometrica

La mesura porta implicita una unié intensissima amb la geometria i aritmética i també amb
d’altres ciéncies. Nasqué per "comptar i mesurar": "com la majoria d'altres elements fonaments
de la ciéncia, els dos aspectes de la nocié de numero, el de nombre enter i el de hombre més
general que deriva de la mesura d'una magnitud continua, tenen el seu origen en les preocupacions
de naturalesa estrictament utilitaria. Aquestes varen existir des dels primers temps de la historia,
guan les obligacions de la vida en grup i els primers intercanvis comercials varen fer necessari
comptar els homes, els animals o els objectes, i comparar entre quantitats de magnitud de la
mateixa naturalesa, tal com longituds, superficies, pesos o temps."'’%. La cardinalitat d'un
conjunt, era necessaria per explicitar la quantitat de magnitud o sigui la seva propia mesura
"no ha existit mai cap societat sense alguna forma de comptar o de quadrar, és a dir, de fer
correspondre una col- leccié d'objectes amb un conjunt de marcadors de facil maneig, ja siguin
pedres, nusos o inscripcions com talls en fustes o0 ossos (Gheverghese, G. 1996).

a).- La matematica protohistorica

L'evolucié de la matematica si bé ens porta a les cultures propiament historiques (Egipte,
Babilonia, cultures orientals de Xina i india ...) cada vegada més, I'extensio del domini
matematic que hom devia tenir, fa que s’analitzin contexts socials anteriors i també, les
practiques de les cultures primitives actuals. Una bona mostra d’aquest inici métric de les
cultures prehistoriques, poden ser les restes dels ossos'’® o tantes d'altres proves i
analisis que s'efectuen en les construccions megalitiques (Thom, 1967; Waerden,1983)
amb l'objectiu de determinar la llei geométric que estructurava la seva tecnica de
construccié™, o les unitats de mesura’’® que empraven “fins i tot en els primers estadis de la
persona humana, segurament, es va interessar pel problema a partir del que es va iniciar la geometria
analitica: la correlacié entre el nUmero amb la magnitud geomeétrica" (Boyer, 1986).

No hi ha constancies sobre la rectificacio, si bé Ibafiez Orts'’® cita les descobertes de

Mascaré Pasarius fetes I'any 1952 en enterraments prehistorics menorquins. En un d’ells
s’hi troba una representacio -esquema adjunt- que sembla significar la rectificacié de la
circumferéncia i el valor de p. L'origen és incert tot i que es troba junt a daltres
representacions prehistoriques, ja que també se n’hi troben d’altres, d’epoques posteriors i

72 Myx, André (1981): Metrologie. Paris. IREM. Université de Paris VII (p.5)

* Un dels documents matematics més antics que es conserven és un os de llop trobat a Txecoslovaquia.
Té uns 30.000 anys i presenta 55 incisions separades de cinc en cinc: 25 per un costat i 30 per l'altre. Un
altre, l'os d'Ishango catalogat com a neolitic (uns 2000 anys), avui al Museu d'Historia Natural de
Brussel- les, fou trobat en el llac Edward, en una de les fonts del Nil a I'Africa Central Equatorial zona
frontera entre Uganda i el Zaire; presenta, també, un seguit de marques disposades en tres columnes: la
fila "a" presenta quatre grups de marques amb 9, 19, 21 i 11 talls; la "b" quatre grups de 19, 17, 13i 11
senyals, i la fila "c" vuit grups de 7, 5, 5, 10, 8, 4, 6, 3. L'Ultim parell "c" (6, 3) esta més espaiat, més
estretament apilonat com succeeix també en els grups (8,4) i (5,5,10) com indicant una diferenciacio
grupal. També a Swazilandia al sud d'Africa, un os de peroné d'un bedui, presenta 29 marques; la seva
antiguitat és d'uns 35.000 anys i és la resta més antiga trobada fins ara, de notacié numerica. Si bé s'hi han
volgut donar explicacions o hipotesis astronomiques, com el del pas del temps o el calendari llunar, és
evident que son una demostracio de la numerositat d'una cardinalitat d'un o dos fets o bé d'una mesura d'objectes.

" |bafiez Orts, V.(1996) a "Aproximacién a una interpretacion geométrica de las taules de Menorca",
analitza les possibilitats de que tinguessin relaci6 amb el nimero auri o0 amb el conjunt dels nimeros
irracionals dels nimeros enters de 2, 3, 5, 7, 11; amb l'aplicacié del triangle pitagoric o l'indi o amb
relacions longitudinals (mitjana aritmética, geomeétrica, harmonica). Els calculs efectuats el porten a la
hipotesi de tres tipologies constructives en base als tres usos de la mitjana i els més evolucionats amb la
mitjana harmonica.

™ S'ha considerat I'existéncia de la iarda megalitica la qual es creu que prové de I'extrem orient.

¢ |bafiez Orts,V. (2002). El grabado prehistérico de la cueva de Calafi Vell (Menorca) y la rectificacién del
circulo. Suma, n.39. Dibuix superior és el que es troba a la cova,; l'inferior és la reconstruccié hipotética on
OF és la longitud de la circumferéncia de centre A i diametre BC.
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{RF—jo = it — | basicament, en la reflexié sobre la propia
' | v realitat natural o humana. Es tracta,

. doncs, d'un enfoc fonamentat en la
Esquema 12 : Rectificacié circumferéncia capacitat de resoluci6 pragmatica i
(Menorca) intimament lligada a la realitat i a la vida

on els gedometres es dediquen, sobre tot, a proporcionar mitjans de calcul a agrimensors,
arquitectes, i astronoms mitjancant formules que aproximin els valors, el maxim possible a
l'exactitud. Rés permet assegurar, donada la poca informacioé existent, de que l'analisi
teoric-abstracte, no sigui present, també, en I'enfoc matematic-cientific com demostra
I'existéncia de decoracions geometriqgues en multitud de les seves obres artistiques i que
per tant hi haguessin adquisicions fetes per pur plaer estétic o contemplatiu.

b).- La geometriai larectificacio en la matematica de les primeres cultures
b.1.- Egipte!”’

La geometria egipcia va tenir el seu origen en la necessitat practica del mesuratge’® i
delimitacié de terres i els volums dels graners i piramides, Si tingueren motivacions
tedriques, aquestes queden amagades o integrades dins les regles de calcul. Les
solucions al calcul d'arees i volums sén majoritariament correctes i el métode de calcul
es fonamenta com en la geometria oriental, a partir de processos de composicio i
descomposicio. Tres foren les seves grans aportacions al calcul de mesures, si bé en
la tercera no existeix un consens d'acceptacio per part de tots els cientifics:

a) - I'aproximacio a l'area del cercle,
b) - la deducci6 de la formula del tronc de piramide
c) - l'area d'una superficie semiesferica

" La cultura egipcia, d’'origens africans es remota als 16.000 a.C segons datacions efectuades amb el

radiocarboni a restes (llavors, instruments...) trobats a la regié Aswuan, I'Alt Nil, o als antics monuments de
Namibia. Semblaria ser, inicialment, un poble agricola que va anant colonitzant la vall del Nil en direccio
sud. Diodoro (50 a.C.) citat per Davidson (1987), escriu "els egipcis son colons enviats pels etiops i gran
part de les seves costums dels egipcis son etiops, conservant encara els colons les seves antigues
maneres". Sera a partir del 3100 a.C. que Menes funda la dinastia faradnica que durant tres mil anys (32
dinasties) governara Egipte, i zones (1350 a.C.) de l'actual Israel i Siria. L'estructura agricola evoluciona a
una d'urbana davant la necessitat imperiosa d'agrupar-se per a poder efectuar treballs i obres de control de
les inundacions del Nil, drenatge i sistemes de regadius, si bé, a més, aquest ampli imperi, necessita
d'una gran organitzacié administrativa pel control dels impostos, distribuci6 dels terrenys, administracio de
I'exercit, emmagatzamament i repartiment del gra, construccions arquitectoniques .... necessitats que
impulsaren el desenvolupament del nimero i la mesura, recallits, parcialment, avui, en papirus i altres documents.

8 Herodot. Historia. Llibre 1, n.109. Citat per Gherverghese "... aquest rei, segons els sacerdots, va repartir
el pais entre tots els egipcis, donant a cadascu un lot quadrat igual i atenent-se a aquest repartiment, va
establir els seus ingressos imposant a cada un d'ells, el pagament d'un impost anual. En el cas de que el riu
s'emportés part de la collita d'algd, aquest podia acudir al rei i li explicava la circumstancia; llavors el rei hi
enviava inspectors per mesurar la reduccio del terreny a fi i efecte de que pagués la part proporcional que li
corresponia. Crec que aixi es va inventar la geometria, que després va passar a Grécia ja que el rellotge de
sol, I'gneumon i les dotze parts del dia es va aprendre dels babilonica”.
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El procediment de la quadratura pot presentar-se de formes molt variades, una d'elles,
I'exhaustié o la integracié d'una superficie dins d'una altre per tal de cercar-ne una que
€s desconeguda, a través de I'altre que si és coneguda; és un recurs molt utilitzat en el
raonament egipci. A través d’ell, arriben a la deduccié de la férmula del cercle o a les
estrategies del seu calcul com es fa en el problema 50 del papirus d'’Ahmes "un camp
circular t¢ 9 khets'’® de diametre, quina és la seva superficie?" . La solucié que
s'aplica consisteix en restar 1/9 del diametre, és a dir 1 khet. La resta, consequentment,
mesura 8 khets. Multiplica 8 per 8, i obté el 64 setats'®. L’area del cercle, segons aixo és
equivalent a la d’'un quadrat de 8/9 del diametre del cercle:

A =(d-(d9))? = (8/9d)°

La relacio existent entre aquest valor del diametre i I'area del cercle, ens permet coneixer
el valor de p*®*, el qual resulta ser, aproximadament, de 3,1605:

p .(d/2)* =(8/9d)? b p = 4(8/9)% =3,1605

La relacio 8/9 dels egipcis pot derivar segons Gerdes (1985) d'una aplicacié d'un joc
tradicional de l'antic Egipte que es jugava en un tauler quadrat de 8 x 8 foradets tots ells
iguals i on calia posar-hi objectes (pedretes, llegums...). L'aplicacié en altres formes
gue havien de tenir el mateix nombre de foradets i de la mateixa mesura cadascun
d'ells, porta a constatar la igualacié existent entre I'area del quadrat de 8 de costat i el
cercle de diametre 9, on en ambdds hi cabien 64 foradets; pero, també el papirus
d'’Ahmes, planteja en el problema 48, -I'Gnic acompanyat d'esquemes grafics- un
guadrat que a dins hi porta escrit el simbol de 9 i dibuixats quatre triangles isosceles
rectangles, un per vertexs, quedant inscrit un octogon. L'area dels triangles val 9/2 khets
i, evidentment, la de l'octogon és 92 — 4(9/2), o sigui 63, valor que s'obté, també,
aproximadament, com a equivaléncia d’'un quadrat de 8/9 del costat inicial. El cercle
inscrit al quadrat queda molt ajustat perimetralment amb l'octogon de manera que la
seva area resulta ser, semblant a la de I'octogon. Si els triangles isosceles es formessin
a partir de costats de 3 (1/3 part del costat del quadrat), llavors la seva area total equival
a 2/9 de la del quadrat (4 triangles corresponen a 2 dels 9 quadrats de 3x3 interns) de
manera que I'octogon dibuixat, és el 7/9 del quadrat. El cercle inscrit al quadrat, inscriu
I'octdgon, per tant la seva area ha de ser superior a la del quadrat equivalent als 7/9 del
costat del quadrat inicial.

El valor de p és present, també, en les piramides'®? i el seu (s en molts problemes del
papirus d’Ahmes o en el de Moscu, on en el dese, que tracta de l'area d'una superficie
corba semiesférica s'avanca en mil cinc-cents anys a Arquimides. No hi ha proves
d'interessos palpables per altres processos de rectificacio, a part, del calcul de la
circumferéncia o la relacié del valor p, degut, segurament, a que el seu domini permetia
meés perfecci6 en camps tan diferenciats com l'astronomia o l'arquitectura. Una
demostracio del valor 8/9, s’ha volgut veure en les espirals de les seves serps
enrotllades en les representacions funeraries; o del I'elaboracio del pa del faraé o de la
construccio de les estores; igual que en moltes altres cultures. El desenrotllament
d’'una espiral de diametre 9 permetria construir un quadrat de 8 de costat.

9 1 khet = 100 cubits reials que equivalen aproximadament a uns 50 metres del nostre sistema.

1801 setat és igual a 1 khet quadrat.

8L E| terme "pi” va ser utilitzat per primera vegada per a indicar la relacié entre la circumferéncia i el seu
diametre el 1706 per William James i es popularitza a partir de Leonhard Euler al 1748 quan el fa servir en
la seva obra Introductio in analysin infinitorum.

| a de Gizeh, per exemple, si es considera la seva algcada (146,6 m) com a radi d'un cercle, el perimetre
de la seva base que és un quadrat de 230,4 m (921,6 m) és igual a la circumferéncia de I'algada (921,2m)
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El cubicatge també esta present en la matematica egipcia com ho demostra el problema
14 del papirus de Mosci*®. En ell es planteja el calcul del volum d'un tronc de piramide;
problema que és qualificat per Bell'®*, com "la major piramide egipcia” o la maxima
adquisicio de la ciencia egipcia. El procediment del calcul egipci es fa de la seguent
manera:

1.- Escalcula el quadrat de 4 = 16

2.- Calcula el quadrat de 2 = 4

3.-Dobleel4=8

4-Esfalasumade 16 +4 + 8 =28

5.-Escalculal/3de6=2

6.- Es multiplica 28 per 2 (resultat de punt 5) = 56 que és el volum

Conseqlientment equival a: V= (@ +b*+a.b).h/3"

En aquest cas, el volum del tronc de piramide es transforma en un prisma quadrangular
d'area igual a la mitjana d'Hero entre les arees del quadrat de la base inferior (a) i
superior (b) del tronc de piramide i d'alcada (h) amb una tercera part de l'alcada del
tronc de la piramide.

b.2.- Babilonia®®®

La matematica babilonica desenvolupara nivells molt elevats del calcul, fet que els fara
sobresortir com a grans algebristes tot i no tenir estructurada cap teoria algebraica i
ser, aquesta, d'enfoc retoric o d'aplicacid de logica de calculs i sera aquest enfoc
calculistic el que incidira, també, en la geometria on sobresortiran poc, tot i que
dominaven les formulacions del calcul d'arees de les superficies planes, i també,
especialment en aspectes d'aplicacié del calcul com poden ser les ternes pitagoriques i
també en el camp dels triangles semblants, descobertes que prefiguren les recerques
gregues, en més de mil anys d'antelacio.

Els procediments de rectificacié i quadratura, es centren en la circumferéncia i cercle
on l'area es calculava per quadratura, fent el triple del quadrat del radi; és a dir, el cercle
seria més 0 menys equivalent a tres dels quatre quadrats que es formen en el quadrat
circumscrit al cercle al tracar-hi dos diametres perpendiculars; cadascun d'aquests
guatre quadrats tindria el radi de costat. No obstant, en una tauleta del periode antic
s'indica que 3 ha de ser multiplicat per l'invers de 0;57,36 gy per aconseguir un resultat
meés precis de l'area, o el que és el mateix, que ocupa tres quadrats i un octau del quart,

0 sigui que p equival a 3,125

B« un tronc de piramide té 6 cubits d'algada vertical per 4 clbits de costat de la base i 2 clbits de la base
superior. Calcular el volum"

Gherverghese (p. 130, 131))

%Sera el métode emprat per Heron d'Alexandria (s. |1 d.C.) on en el Llibre Il de la seva Metrica, planteja el
calcul del volum de cossos geometrics, seguint la metodologia egipcia.

8 Els primers documents datats sén del 3.500 a.C. Finalitza en el 539 d.C. Fins avui, més de mig milié de
tauletes d'argila s6n la mostra del seu nivell cientific; cinc centes tracten aspectes matematics i pertanyen,
la majoria, al periode de I'Antiga Babilonia (primera meitat del segon mil- leni) les altres s6n del Nou
Imperi Babilonic o imperi caldeu (aproximadament del 600 a.C. fins ben entrada I'era selelcida, 311-64).
La transcripcio de la seva escriptura cuneiforme, s'aconsegueix a mitjans del s. XIX, perd l'analisi
matematic s'efectua a partir de la decada dels anys 30 del present segle (Otto Neugebauer amb I'obra
Mathematische Keilschrift-Texte del 1935-37 i Francgoise Thureau-Danging amb Textes mathématiques
Babyloniens, 1938).
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b.3.- La geometria en la matematica oriental

Les cultures de l'extrem orient aportaran grans innovacions i perfeccionaments
matematics com és el cas de la seva gran contribucié a l'algebra, posteriorment
ampliada i perfeccionada pels arabs, i el domini de les resolucions d'irracionals. Entre
aquestes cal destacar la xinesa i la india*®".

b.3.1.- Xina'®®

La rectificacio, quadratura i cubicatge, resulten de gran transcendéncia en la
matematica xinesa sent fonamentals pels seus avencgos. Se’'n destaca el seu gran
interés per l'analisi de la rectificacid de la circumferencia o el calcul de p. En el
capitol primer del Chiu Chang Suan Su'®®, el Fang (quadrat) thien (terra), ja indica
amb el nom, la forca de la quadratura com a procediment pel calcul de les arees.
També aqui, es calcula p a través dun procés dexhausti6 en el que la
circumferencia té una relaci6 de 3 del perimetre respecte al diametre d'un
hexagon regular inscrit al diametre. Liu Hui, el perfeccionara al inscriure la
circumferéncia entre un poligon inscrit i un de circumscrit d'n costats, de manera

87 Els origens de les matematiques orientals xineses i indies es remunten als 3000 a.C. Les del vall del
Yangtze i I'Huanh-Ho a Xina, i la de I'Indo o civilitzacié d’'Harappa i Mohenjo-Daro. El seu maxim esplendor
correspon al primer mil- leni a.C., apareixent els grans liders religiosos: Confuci, Gautama Buda, Mahavira
coincidint amb la caiguda de Babilonia a mans del perses i I'existéncia de Zoroastre, al mateix temps que
I'ampliacio de contactes amb la cultura babilonica degut a la invasi6 de Dario (512 a.C.); o amb la grega
per la invasié d’Alexandre el Gran (330).
188 ) a numeracio a Xina apareix ja en un os d'un oracle pertanyen al periode Shang (1500 - 1000 a.C.) . Es
una notacio que utilitza nou simbols i el valor posicional. Després dels babilonic és el sistema posicional
més antic ja que és anterior quasi en 1000 anys al sistema indi. Apareix a principis de l'era cristiana, el
concepte i operacié de nimeros negatius i també I'Gs de la regla de tres. El document matematic més antic
és el llibre Chou Pei Suan Ching (L'aritmética de I'gneumon i dels camins circulars del cel) del periode dels
Estats Lluitadors (700 - 200 a.C.). Es tracta d'un text astronomic on apareixen demostracions sobre els
triangles rectangles i entre elles el teorema de Kou Ku (Pitagores). En el periode de la dinastia Han (200
a.C-2204d.C.) es compila i amplia la sapiéncia anterior.
189 E| Chiu Chang Suan Shu (Nou capitols sobre les Arts Matematiques) és el recull matematic més antic i
important. Probablement és de la primera centlria de la nostra era. Té un caracter essencialment algebraic
i a nivell de mesura, integra una gran varietat i amplitud de propostes. Consta de nou seccions, cada una
d'un tema matematic i amb un total de 246 problemes enunciats, resolts i amb la regla per solucionar-ho. Son:

- 1: Fang thien'® (mesura del terreny: Fang, significa quadrat i thien, terreny) on el quadrat és utilitzat

com a unitat de mesura. Planteja el calcul de figures planes. En els cercles, p apareix amb valor de 3. A

més es donen orientacions sobre algoritmes amb racionals semblat als processos que fem servir avui

i, métode de cercar fraccions simplificades per "subtraccié repetida".

- 2: Su mei (granes i arres). Tracta de proporcionalitat i proporcionalitat

- 3: Shuai fen. Distribucions de propietats i diner. Us de la regle de tres. Apareixen progressions

aritmétiques i geometriques.

- 4: Shao kuang (quant d'amplada). Calcul de la longitud del costat sabent el valor de 'area. Apareixen

els irracionals i el métode de calcul d'arrels quadrades i cubiques.

- 5: Shang kung. Es un text de consulta d'enginyeria on es tracta del calcul de volums a partir del métode

de la complementarietat interna i externa o el que és el mateix la composicié i descomposicié de parts.

Cal destacar el del tetraedre que equival a la meitat del d'una piramide rectangular o també a un terc del

cub; 0, el cas de I'encaixament entre tetraedre i piramide rectangular per donar un prisma triangular recte.

- 6: Chun shu (Impostos justs) tracta de la distribucié equitativa dels impostos, uns altres sobre el

temps de recorreguts i de encontres de dos moviments.

- 7: Ying buzu (Molt, pero encara no suficient). Distribucions i repartiments.

- 8: Fang cheng (Métode de Taules). Resolucié d'equacions de dues o tres incognites.

- 9: Kou ku'® (triangles rectangles). Es l'origen del teorema de Pitagores. Kou és el catet menor; ku el

catet major i shian la hipotenusa
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gue a major n, menor imprecisio. El calcula en un poligon de 96 costats, iterant un
procés d'aplicacio del teorema del kou ku, iniciat en I'hexagon del qual coneixia el
valor del perimetre i anar aplicant un doblatge continuat de costats. El resultat a qué
arriba és el de 3,1416 per interpolaci6 entre els valors que havia calculat, préviament,
de l'area entre dos valors aproximatius, un de maxim i un de minim.

En el calcul de volums, s'utilitza el cubicatge a traves de la composicié i
descomposicié. El volum del cub és el referencial pel calcul d'altres volums com en
el cas d'un tetraedre que és 1/3 del cub d'igual base o 1/6 de la piramide quadrangular
digual base i dalcada igual a la generatriu del tetraedre, procediments que ja
apareixen en el capitol 5 del Chui Chang Suan Shu.

b.3.2.- india®®

La rectificacio es centra, basicament, en el calcul de la longitud de la circumferencia i
especialment concretat en la recerca del valor o rad de relacio entre dita longitud i el
diametre. Les analisis de p efectuades tan durant el periode antic com en el periode
classic, tingueren gran transcendéncia i aconseguiren valors tan precisos com el
mateix 3,1416 que avui apliquem.

En el Sulbasutra Baudhayana s'evidencia linterés per l'aplicaci6 d'escales
constructives, necessitat que fa néixer un elevat interés per I'exactitud i per la
resolucié de multitud de situacions com el cas dels doblatge d'arees o de volums o,
també, de cercar arees equivalents tenint formes poligonals diferents. Aquest interes
per les equivaléncies superficials i volumetriques, fou un dels motors generadors
dels avencos de la matematica india i d’ell sorgeixen els procediments de rectificacio,
quadratura i cubicatge més interessants, perd també, per exemple dels irracionals.

Entre els casos de quadratures més destacables que apareixen en els Sulbasutres,
es poden destacar*®!:

Construir un quadrat doble d’'un altre: "la corda que s'estira en el sentit de la diagonal
d'un quadrat té una area doble de la del quadrat inicial”.

Fusié de quadrats per obtenir un nou quadrat equivalent a la suma dels dos
primers. Sobre un costat del quadrat major es situa el costat del menor; sera el
catet menor d'un triangle rectangle on el catet major sera el costat enter del
guadrat gran; la hipotenusa d'aquest triangle sera el costat del quadrat suma del
major i menor.

%) a matematica india naixera fruit de dos factors basics: I'evolucié linguistica o la literatura védica i, la
implicacié o fonamentacio religiosa. L'estructuracié del sanscrit (2500 a.C.) que en fa Panini (s. IV a.C.) sera
per a la matematica, I'equivalent de la filosofia a la matematica grega; fet prou remarcable en la simbologia
numerica a partir de paraules. Els primers documents matematics escrits els trobem en els Sulbasutres™®
o "regles de les cordes" (800 a.C fins el 200 d.C.); entre els quals i com a més importants cal destacar els
de Baudhayana (800, 600 a.C.) i els de Apastamba i Katyayana (400 a.C.). Sén, pero, les cultures
d'Harappa i Mohenjo-Daro o cultura dels rajols les primeres amb restes indicadores de dominis
matematics. La matematica india aporta a la cultura matematica l'estructuracioé del seu sistema numeric i I'Us
del zero, com a element transcendental, pero també fou clau de volta en el camp de l'algebra, la
trigonometria, els exponencials i els logaritmes, el calcul astrondmic i el calendari, ... Durant I'época
classica es desvetllaren profusament tots els camps matematics estudiats aconseguint-ne grans avengos
que seran assimilats i transmesos posteriorment pels arabs.

91 Extret de Gherverghese (1991)
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Doblatge de l'area d'un quadrat. Com a cas especial del cas anterior aquest
problema de doblar I'area d'un altar quadrat porta al valor d' [12 que és el costat
del nou quadrat suma dels dos quadrats iguals. En les Sulbasutres
d'Apastamba i Katyayana explicitem un procediment d'aproximacio fonamentat
en: "Augmentar la mesura en la seva tercera part i aguesta tercera en la seva quarta part
menys la trenta-quatre part d'aquesta quarta part". Si el costat és 1, la diagonal
seria:

d=1+ 1/3 + 1/3(1/4) + 1/34 ((1/3)(1/4)) = 1,4142156 ...

Quadrar una circumferencia : "dividir el diametre en 15 parts i agafar-ne 13 com a
costat del quadrat” . Si d, és el diametre i a és el costat del quadrat, resulta que:

a=13/15 db p =3,004

Quadrar un cercle i arrodonir un quadrat:

Unir O amb D i tragar una corda des de D que tallia P.
P OD=0P
Cercar una tercera part d’'EP, punt N i construir la
circumferencia des d’O que passi per N.

r=ON=0OE +EN=0E + 1/3EP = OE + 1/3 (OP — OE)

sen45°=0OE/OD=0OE/OP =1/ 02
per tant: OP = @2 OE

osigui r=0E +1/3 (62 OE — OE)
ijaque OE=Ya

r=a/2+(12a(@2-1))/3= 1/6a(2+02)

112a

Esquema 13 : Quadratura del cercle i cercletitzacié del quadrat

Transformacio d'un rectangle en un quadrat de la mateixa area (Baudhayana)

El rectangle és ABCD. Es construeix el quadrat ABKH de
costat AB del rectangle. Es divideix per la meitat DH i es
M formen dos rectangles iguals HEMK i DECM.

Construir-ne un d’igual als anteriors (BKGJ) al costat BK
del quadrat que seria el DCME transportat. A continuacié
construir un quadrat MKFG per completar el quadrat
AEFJ. Des de J com a centre de circumferéncia i de radi
JF, cercar el punt W.

BW és la longitud del costat del quadrat buscat (JSTR).

A R B J

Esquema 14 : Quadratura del rectangle i rectanglitzacié del quadrat
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c)- Lageometriai larectificacié ala matematica grega

c.l.- La matematica gregai les influéncies de la matematica oriental

La matematica grega, profundament depenent amb la filosofia, mostra a través de la
frase que presidia el frontdé de I'Académia de Platé (427-347 a. C.) a Atenes: "No entri
aqui, ningd que ignori la geometria™® la importancia i la més alta consideracié*®® de la
matematica enfocada sota la prioritat geometrica. La practica matematica i la teoria
platonica s'influeixen mutuament arribant, la primera a ser considerada la clau de volta
de la formaci6é de l'esperit i coneixement imprescindible per l'art de governar tal com
s’indica en La Republica i en els Dialegs de Platd, perd també, per a l'explicacio
cosmologica del moén i la vida. Plato, en el seu Timeo, veu en el dodecaedre, seguint la
creenca pitagorica, el simbol de la perfeccié de l'univers i associa cadascun dels solids
regulars amb els quatre elements constitutius de la matéria: el tetraedre amb el foc; el
cub amb la terra; licosaedre amb l'aigua i 'octaedre amb l'aire. La prioritat d’aquest
enfoc cultural matematic és fruit de la seva interconnexido com a forma de filosofia, i la
seva evolucio, fou degut, en bona mesura, al contacte amb la matematica oriental,
principalment egipcia*®® i babildnica’®®. A través d'elles, obtingué millores técniques
("triangle egipci” o “l'arpedonapti”...) i de calcul (técniques algorismiques, arees i volums,
racionals, algebra, trigonometria, ...) pero, alhora, va posar els coneixements
matematics i astronomics en una profunda transformacid, degut al contrast entre les
tradicions babiloniques i egipcies, de tipologia algebraica i empirica, amb la grega més
antiempirica i geometrica "els pensadors grecs s'adonaren compte, de seguida, de les grans
dificultats inherents als conceptes de continuitat, moviment i infinitud aixi com la problematica
derivada de mesurar magnituds arbitraries amb unitats prefixades™.

92 Es clausura el 529 d.C. i molts dels seus matematics s'instal- laren a Jund-i-Shapur 'integrada al mén
arab

8 1 a profunditat significativa del que representa la frase de I'Académia solament era possible a
consequéencia d'un llarg procés d'evolucié matematica iniciat per I'Escola Jonica (Thales de Milet (636-546);
Anaximandre (610-547); Heraclit (576-480); Anaximene (550-480); Anaxagore (500-428) ... ), I'Escola dels
Eleatides (Xenophane de Colophon (570-478); Melissos de Samos; Parmenides (544-450), Zénon d'Elea
(495-430) ... ), pero, especialment, per I'Escola dels Pitagoric (Pitagores (585-500); Philolaus de Crotone
(470- ?); Empedocles (490-430); Architas de Tarento (428-327); Hippasos de Métaponte (vers 450) ... )i,
I'Escola de Plat6 (Platd (428-348); Eudoxe (408-355); Theodor de Cirene (460-369); Théététo (410-369) ...),
sense oblidar I'Escola dels Sofistes (Leucippo ( s. V. a.J.C.); Democrit (460-370); Hipocrates de Xio (470-
400); Hippias d'Elis (450-400); Antiphon (480-411); ... ) seguida per I'escola platonica i I'escola alexandrina.
% Dominaven una gran varietat de técniques i procediments de calcul algorismic (multiplicacions,
divisions, fraccions,...), inicis algebraics de tipus retoric i també geomeétriques que permetien calcular arees
(quadrilaters pel producte de les mitjanes dels costats paral- lels; cercle a partir de lI'aproximacio entre area
de quadrat circumscrit i I'octdgon inscrit en el quadrat) i volums o el valor de "l'index d'inclinacié d'una
piramide" a partir d'un concepte equivalent al de cotangent d'un angle. (mans que es separa del pla inclinat
respecte a la vertical per una algada d’un colze = 7 mans... tal i com es constata, basicament, en el conjunt
dels 112 problemes i les seves solucions, del papirus Rhind o papirus de I'escriba Ahmés o Ahmosis
(1650 a. J.C.), i del papirus de Moscu. (87 d'Ahmés i 25 de Moscu), o en altres documents com el papirus de
Berlin, el del Rotlle de Cuir, els de Reisner, ...

% Les tauletes d'argila trobades a Mesopotamia demostren, 2000 anys abans de J.C, els seus alts nivells
en el calcul de superficies i volums i en I'aplicacié de teoremes. Una bona quantitat d'ells seran formalitzats
demostrativament pels matematics grecs com, per exemple, el teorema de Pitagores (tauleta Plimpton n°
322 de la Universitat de Colimbia, del 1800-1650 a.C) que ja el plantegen, indirectament, a través d'un
recull de ternes pitagoriques; o en les tauletes de Susa (Imperi Antic Babilonic 1900-165 a.C.) on hi ha
taules que comparen les arees de poligons regulars de 3, 5, 6 i 7 costats, respecte a quadrats. Més que els
aspectes geometrics els interessaven les aproximacions numeériques, per ser utilitzades en els
mesuratges.

%Courant i Robbins (1979) (p.3)
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La matematica grega treballara, per una banda, sobre conceptes abstractes per tal
d'aconseguir el seu propi coneixement sense un enfoc pragmatic i utilitari “...per arribar
per pura intel- ligéncia a penetrar en la naturalesa dels nombres, no per fer-los servir com fan els
comerciants .... sind per a poder aplicar-la a la guerra i per facilitar a I'anima, el viatge des del
man sensible a la veritat i a I'essencia”; "... si la geometria obliga a contemplar I'esséncia, ens
convé; si Unicament és per utilitzar-la, no ens és convenient"t®” i, per laltra, sobre la
metodologia, amb I'objectiu d’aconseguir aquest coneixement que es fonamenta, com
diu Platé, en demostrar, perceptual i visualment, el concepte "per mostrar, entenc el fet de
presentar el concepte, a la percepci6 visual'. EI cami a través de metodes analitics i per
deducci6 o reduccio a I'absurd, permet arribar a la contemplacio cognitiva de la veritat.
La matematica evoluciona des de la visibilitat concreta al conceptualisme abstracte
fonamentat, pero, en la visualitzaci6 mental que juntament amb la incommensurabilitat
(infinitud i continu) porten a la diferenciacié entre magnitud, geometria i nimero.

La concepcio filosofica-matematica, incidi en la transformacio conceptual de la mesura i
en aspectes definitories d'ella, com poden ser la concepci6 d'unitat i la seva relacié amb
el concepte numeric, les unitats absolutes, les relatives i les derivades; la mesura
discreta i la continua; la commensurabibilat i la incommensurabilitat; o els procediments
i estrategies especifics, com poden ser la rectificacio, quadratura, cubicatge,
triangulacié, cercletitzacio,... Aquesta evolucié conceptual que es manifesta fruit de les
aportacions de l'escola pitagorica'®®, la platonica’®® i l'alexandrina®®®, possibilitaran la
diferenciacié entre geometria, mesura i nimero, posant en evidéncia la servitud del
numero respecte la geometria. La matematica grega, amb aixo, intentara que el niumero
tingui valor per a ell mateix i no tan com a representacié magnitudinal. L’enfoc geometric
de la matematica grega, viura, no obstant, casos d’allunyament d’aquesta tradicio
geometrica degut a influencia de la matematica hindu i arabiga, a través, especialment,
d'Herdo d'Alexandria i Diofant. No hi ha dubte que aquesta contradiccido i les
problematiques que s'anaven generant, estimula els matematics grecs per un
procediment d'analisi tedric (apagoché) que resulta determinant per l'aveng matematic,
metode que queda plasmat en els "Elements" de Euclides (300 a.J.C.) i que perdura fins
als nostres dies.

9'p|até. La Republica. Llibre VL.

19| 'escola dels pitagorics es diferenciava del pensament social, per la seva concepcié religiosa. Mentre la
religiositat social es fonamenta en un culte naturalista als deus de I'Olimp, aliena a les inclinacions
mistiques i magiques; els pitagorics constitueixen un aparell mistic-simbolic d'influéncies egipci-
babiloniques amb fonamentacions d’orfisme o maniqueisme dual, que diferencia I'element divi de I'huma.
Aquest fet porta a un ascetisme i a la necessitat de purificacid. El dualisme vital i filosofic es concreta en
deu principis pitagorics de gran incidéncia en el fet matematic: "limitat - il- limitat; parell - imparell; un -
multiplicitat; dreta - esquerra; mascle - femella; recte - corbat; llum - tenebra; pensament - matéria; be - mal;
quadrat — rectangle” (Adorno, Fransesco (1983). Storia della filosofia. Feltrinelli Editore. Milan (p.28)).

% La influéncia de I'escola platonica fou transcendental. D'ella sorgiren innumerables matematics de
renom universal com Theodor de Cirene; Eudoxe; Thététe, .... 0 Aristotil (348-322), deixeble de Platé, que
encara que no profunditzara en la matematica si ho faran deixebles seus com Eudeme de Rodes, Autolicus
de Pilane, ... En la base de la filosofia platonica, hi ha la diferenciacié entre mén sensible, imperfecte i
canviant i el mon dels models i idees, etern, perfecte i immutable. Solament el mén de les idees mereix ser
estudiat i aixd només és possible des de la rad i el raonament deductiu, sent aquest raonament, I'objectiu
ultim de la matematica tal com indica Plato en el llibre VII de La Republica: "totes les figures no s6n més que
models o dibuixos que permetran les imatges.... per arribar a veure els elements superiors que només
podem percebre pel pensament". El suport material no és més que un simbolisme operatori per permetre
la idea. Les veritats, les hipotesis, existeixen a priori s6n eternes, I'objectiu de la matematica és, per tant,
cercar-les en el propi raonament i sén una evidéncia que no es percep Unicament per I'experiéncia.

* amb Euclides (vers 300 a.J.C.), Arquimides (287-212), Apol- lini de Pérgam (262-190), Erastésthenes
(284-192), Hipparque (190-125) ...
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c.2.- Les limitacions?®! de la matematica grega

Pla i Carreres considera que I'enfoc de la matematica grega es veu immers en un seguit
de restriccions que afecten tant a la geometria com a la magnitud i que incideixen,
també, tant a nivell conceptual com resolutori. Aquestes dificultats incidiran en la
transformacié matematica posterior al ser una problematica que cal donar resposta o
soluci6 per seguir endavant. Cadascuna d'aquestes dificultats o limitacions és
anomenada amb el nom d'un dels grans matematics grecs que aporten la seva teoria
en el desenvolupament de la matematica classica i que constitueixen la base de
I'evolucié i construccié posterior. Destaca sis grans limitacions: pitagorica, platonica,
aristotélica, pappica, euclidiana i I'arquimediana

a.- pitagorica.

Deriva de la incommensurabilitat dels segments i de la seva incidéncia metafisica. No
es pot garantir que fixada una unitat, tota magnitud sera entera o racional " per obviar la
unitat es poden comparar magnituds entre elles, aixo si, dins d'una mateixa espécie, cercant-ne
la rad. La limitacié pitagorica no permet assignar un racional a la mesura relativa d'un segment a
un altre. Dos segments no sén necessariament una part aliquota de Il'altre. Aquest fet obliga a
cercar un nou concepte de rad. Aquest concepte, tanmateix, s'esmuny a tot intent d'explicitacié
metafisica. No és possible donar una caracteritzacid ontologica de la rad existent entre
magnituds d'una mateixa especie que expliqui alhora, la commensurabilitat i la
incommensurabilitat. Eudox aconseguira d'establir una teoria relacional, coneguda com la teoria
de la proporcié de les magnituds...Evita assignar una caracteristica numeérica a la ra6 entre dues
magnituds. Amb aquesta nova teoria és possible d'establir els teoremes geomeétrics, valids en el
cas commensurable, al cas general”.

b.- platonica.

Tot i existir la incommensurabilitat aritmética, la construccié geometrica és possible i
per aixo es fa necessari definir quines son les eines permeses per realitzar aquesta
construccié. "Un problema és resoluble si, fixades les dades inicials -"segments donats en
posicié"- som capacos de trobar la solucié emprant solament les dades inicials i el regle i el
compas (i si cal, el segment unitat). Aquesta limitacié exclou del mén geométric qualsevol punt
la determinacié del qual precisa de corbes diferents del segment rectilini i de la circumferéncia,
com ara les coniques, la cisoide, la concoide, I'espiral d'Arquimides, la quadratriu, etc. A I'hora
de generar corbes, no s'admet ni el moviment, ni les marques en el regle."

c.- aristotelica.

Exclou la possibilitat d'acceptar, rinfinit en acte, perd si accepta l'infinit en poténcia i
tant a nivell d'addicié com de divisid. "L'addici6 s'aplica al discret, i al continu entés com a
discret. La divisi6 només és aplicable al continu. Ambdds conceptes s'entenen com a intuitius.
Qualsevol magnitud és, de fet, continua i , per tant, infinitament divisible, perd només esta
permeés, en cada construccié concreta, efectuar un nombre finit de divisions. Una magnitud
concreta és, per0, addicionable amb si mateixa o amb d'altres de la mateixa espécie tantes
vegades com calgui, perd, en cada cas concret, solament, podem fer un nombre finit
d'addicions. Aquesta limitacié comporta el fet que, a la geometria del regle i el compas, només
és permés un nombre finit d'utilitzacions d'aquest ginys. No hi ha, perd, cap limitacié en el
nombre d'utilitzacions acceptables, sempre que finalment sigui finit. Es a dir, tot procés ha de
tenir un fi actual”.

201

Segons Pla i Carreres (1996)
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d.- pappica.

Té connotacions amb la limitacié pitagorica. La geometria grega és tridimensional i aixi
existeixen magnituds uni, bi o tri dimensionals, perd no sén admeses altres
dimensions ni ens que superin a la tercera. "De fet, només, disposem de segments
rectilinis, rectangles i paral- lepipedes entesos, respectivament, com el producte de dos o tres
segments rectilinis. Cal observar -és un fet important- que, en la geometria grega, el rectangle
limitat per AB i AC ( o el paral- lepipede d'arestes, AB, AC, AD) no €s mai un objecte numeric.
A més, AB x AC, AB X AC x AD sbén magnituds d'espécies diferents. No poden, en cap cas, ser
comparades, afegides, etc." Segons aix0, seria possible multiplicar una dimensio
unidimensional per una altra també unidimensional, o una unidimensional per una
bidimensional ja que en cap cas, es supera la tridimensionalitat amb la seva suma;
pero no és possible una bidimensional per una altra, també, bidimensional; o una bi
amb una tri, o tri amb tri. La limitacié de Pappos determina intensament l'algebra de la
geometria grega sota la perspectiva del que podria anomenar-se "homogeneitat” i
"limitacio a la tridimensionalitat".

e.- euclidiana.

Ve determinada pels axiomes i postulats dels Elements. Accepta les limitacions
pitagoriques, platoniques i aristotéliques. ".. una recta esta sempre determinada per dos
punts que en soOn els seus extrems. Aixd no obstant es pot perllongar tant com es vulgui per
cada un dels extrems, sempre que el perllongament sigui finit. Perd, en cap cas, no és possible
acceptar rectes il- limitades o infinites. Aixd contradiu clarament I'existéncia en tant que rectes
infinites. Euclides, per aquesta rad, en un intent de maxim rigor, déna la condicié de "necessaria"
i de "suficient". L'infinit apareix, només en la definicié de rectes paral- leles".

f.- arquimediana.

Quan Eudox defineix rad entre dues magnituds com a "quan hi ha un mditiple d'una d'elles
que supera a laltra", obre la possibilitat de que dues magnituds puguin tenir rad o puguin
no tenir-ne i aixi la rad esdevindria semblant a la commensurabilitat. Arquimides, pero,
imposa una limitacié en el mén de les magnituds quan explicita: “dues magnituds d'una
mateixa espécie, sempre tenen rad, és a dir que sempre existeix un nombre natural n que crea
un mdlitiple d'una delles que superara a laltra”. Amb aquesta limitacio, s'exclou la
possibilitat dels atoms o dels infinitesimals. S'exclou la possibilitat de magnituds no
divisibles i s'introdueix, doncs, la hipotesi que totes les magnituds son infinitament
divisibles.

c.3- Exhaustié, quadraturai cercletitzacio

El pensament matematic grec, com ja anteriorment ho havien fet els egipcis i
babilonics, utilitza recursos i procediments especifics de calcul que permetin
determinar la magnitud d'una dimensié determinada a partir del contrast amb d'altres
gue resultin més facils de determinar. L'aplicacié d'aquest métode de calcul, conegut
com a métode d'exhausti6®?, s'aplica, fonamentalment, en el calcul de superficies i la
metodologia més emprada fou el desenvolupament de les técniques de quadratures,
consistent en igualar o aproximar la superficie d'una determinada figura amb la d'un
guadrat, de manera que es tracta d'un procés d'equivalencia superficial entre un

22Nom donat pel matematic flamenc Gregoire Saint Vincent en la seva obra "Opus geometricarum” (1647).

El metode de I'exhaustié consisteix en omplir una magnitud (longitud, area, volum...) amb unitats de
magnituds cada vegada més petites.
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guadrat i una altra figura plana. El cas més conegut de quadratura que es converti en un
veritable problema que no es soluciona fins el 1882, fou el de la quadratura del cercle?®3.
Al seu costat, la duplicacié del cub®* i la triseccié de l'angle, configuren el que

s'anomena els "tres problemes classics".

Una derivaci6 de la quadratura del cercle foren els calculs de la %uadratura de
linules®®® que Hipdcrates de Xios va iniciar i que el porta a la demostracié“°® de que "els
cercles sén entre ells com els quadrats construits sobre els seus diametres"..."un semicercle
circumscrit a un triangle rectangle isdsceles i sobre la seva hipotenusa (diametre), construeix un
segment circular semblant als segments circulars determinats pels catets. Donat que els
segments sén entre ells com els quadrats construits sobre les seves bases. a partir del teorema
de Pitagores aplicat al triangle rectangle s'obté que la suma dels dos segments circulars menors
és igual al segment circular gran. Per tant la diferencia entre el semicercle de diametre AC i el
segment ADCE és igual al triangle ABC; és a dir, la llinula ABCD és exactament igual al triangle
ABC i ja que el triangle ABC és igual al quadrat construit sobre la meitat AC, s'aconsegueix la
quadratura de la llinula" (Esquema 1).

També planteja la
” guadratura en altres casos
r/-— de lldnules, com per

exemple, a partir de trapezis
isosceles 0 en la

construccio de semicercles
/ sobre els costats dels
2 3 triangles o trapezis "
(Esquema 2) Si construi m tres
semicercles sobre la

hipotenusa i els catets d'un triangle

rectangle isosceles, la suma de les
llinules que es formen sobre els catets és igual al triangle.... (Esquema 3) Si es construeix sobre
el diametre d'un semicercle com a base, un trapezi isosceles amb els altres tres costats iguals i
si es construeix sobre aquests tres costats tres semicercles, llavors el trapezi és igual a la suma
de quatre figures curvilinies: les tres llinules iguals i un semicercle sobre un dels tres costats
iguals del trapezi'. Aquestes descobertes portaren a creure que si era possible quadrar
les llinules, també es podria quadrar el semicercle i, logicament, el cercle.

Els procediments d'exhaustio son recollits per Euclides en els llibres V, X i XIl i, també,
Arquimides en els seu Meétode™ exposa el seu procediment per calcular les
guadratures. Identicament, i també de forma semblant, es fa el calcul de volums per
cubicatge, intentant cercar el valor equivalent del volum d'un cos solid respecte a un
hexaedre, a un prisma rectangular o a un cilindre®°®.

203g| problema consistia en el plantejament de si era possible o no, construir amb regla i compas, un
quadrat que la seva area fos exactament la mateixa de la d'un determinat cercle. Considerant que aixo
significa un quadrat de costat igual al producte del seu radi pel valor de l'arrel quadrada de pi (valor no
construible), era consequientment, irresoluble el problema. Fou estudiat en primer lloc, segons diu Plutarc,
per Anaxagores.

©També s'anomena problema de Delos: donada I'aresta d'un cub, construir amb I'Us de regla i compas, un
cub de volum doble. Segons la llegenda els oracles de Delos havien demanat per evitar la plaga que
assotava Atenes, que calia fer un nou altar que tingués el doble de volum que el dedicat a Apol.lo.

“Figura plana limitada per dos arcs de circumferéncia de radis diferents.

2 Boyer (p.99)

"Carta adrecada a Erastostenes, bibliotecari d'Alexandria.

208Segons Arquimides en la carta adrecada a Erastostenes, indica que fou Democrit d'Abderas el primer
que va calcular el volum d'una piramide i d'un con.
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La base filosofica-matematica sobre la que es fonamenten aquests procediments de
calcul es troba en la concepcié atomista de la matéria, segons la qual les magnituds
estan compostes d'atoms i els atoms no so6n pas de la mateixa espécie que la magnitud
de la qual en sén els atoms. Les técniques de quadratura que aplica Arquimides es
fonamenten en les d'Euclides, perd perfeccionant-ne la técnica tot i que el procés
d'exhaustio n'és la base del raonament La quadratura i el cubicatge, s’expansiona i
deixa pas, a cercar I'equivaléncia respecte a d’altres formes i figures matematicament
dominades, i aixi, a "De la quadratura de la parabola™" d’Arquimides, és el triangle la base
de relaci6 comparativa: "tot segment parabolic equival a quatre vegades la tercera part del
triangle d'igual base i alcada que el segment "; relacié que s’estableix entre la superficie de
la parabola i a del triangle canonic inscrit. A "Sobre lesfera i el cilindre"®°®: i a "Sobre
conoides i esferoides"*'°, el procediment aplicat és la cercletitzacié o transformaci6
d’equivaléncia amb el cercle. El procediment de transformacié equisuperficial s'aplica
per intentar relacionar la mesura de determinades arees respecte la de figures planes
conegudes i dominades com soOn els rectangles, triangles.... o el cercle; d’aqui que
anomenarem rectangleritzacio, triangulacio, cercletitzacié a aquests procediments de transformacio.

Arquimides qualifica els processos de quadratura ("De la quadratura de la parabola”) de
recursos mecanics, diferenciant-los dels geométrics®** i considerant-los, per tant, com
estructures de coneixement, diferents als purament demostratius o logics. Els
procediments d’exhaustié efectuats per composicio-descomposicié i a través d’enfocs
de rectificacié, quadratura o cubicatge sén el métode d'analisi que aplica de manera
més generalitzada i als que considera com la base imprescindible de la reflexio
matematica i el cami del futur desenvolupament?*?,

2 »Arquimides a Dositeo: Salut!. En d'altres ocasions the enviat, amb les seves demostracions, els
teoremes que he descobert mitjangant la reflexid i, entre aquests, el segiient:
*Tot segment comprés entre una recta i una parabola és igual a quatre tercos d'un triangle de la mateixa
base i algada que el segment.
Ara he aconseguit provar alguns teoremes que no s'havien demostrat abans, entre ells destaquen:
] L'area d'una esfera és quatre vegades la del seu cercle maxim.
= L'aread'un segment esféric equival a la d'un cercle de radi igual a la recta tracada des del vertex del
segment a la circumferéncia del cercle base del segment.
= Un cilindre de base igual al cercle maxim d'una esfera i altura el seu diametre és el triple de la
meitat de I'esfera.
Encara que aquestes propietats son inherents a les figures que acabo de referir-me, no havien estat
conegudes per qui ens han precedit en I'estudi de la Geometria i sera facil comprendre la veritat dels meus
teoremes a qui llegeixi atentament les demostracions que en faig. El mateix succei amb els que Eudoxi va
considerar en els solids i que han estat admesos, com els de que:
] Una piramide és el ter¢ d'un prisma de la mateixa base i algada.
] Un con és el terc d'un cilindre de la mateixa base i al¢ada.
Aquestes propietats estaven, naturalment adscrites a les figures abans d'Eudoxi, perd no havien estat
descobertes per cap geometra”.
*° En la preposicié 6, respecte l'area de I'el- lipse, diu: "les arees de les el- lipses sén entre si com les dels
rectangles construits sobre els seus eixos" o sigui, segons Boyer (1968- p.176) "aix0 és el mateix que dir
que l'area de l'el- lipse x?/a®+ y’/b? = 1 és pab, o que I'area d'una el- lipse és igual a I'area d'un cercle que
el seu radi sigui la mitjana geomeétrica dels dos semieixos de I'el- lipse". De la mateixa manera, utilitza un
procés de triangulacié del cercle, arribant a la igualacié de que la seva area és igual a la d'un triangle de
base igual a la circumferéncia i d'algada el radi.
21E|s recursos o procediments de resolucié geometrica, s'entenen aquells que sén factibles d'aconseguir-
se exclusivament amb I's o ajuda de la regla i el compas.
*> Gonzalez-Vaqué (1977) - Arquimides: Métode. Fou retrobat per Heiberg I'any 1906 en un palimpsep del
segle X a Istambul; es va conservar gracies a que en el s. Xl els seus 185 fulls foren utilitzats per uns
monjos per escriure-hi una col- lecci6 de textos litdrgics i de pregaries.
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També la descomposicié progressiva é€s utilitzada per Arquimides en una seriacio
continuada d'arees: A, A/4, A/16, ... en el segment de parabola, fet que comporta la
resolucié d'una série infinita d'arees parcials, que per exhausti6 porta als 4/3 d'A,
enunciats en el seu teorema. Aquest enfoc d’analisi de series constituents, portara més
endavant (Newton, Cauchy, Riemann...) al concepte d'integral.

Aquesta direccié d'Arquimides d'admetre altres recursos a més dels geomeétrics per a
resolucio de situacions matematiques, entre elles de quadratura, té antecedents previs
com son la resolucié d'Hippies d'Ellis a la triseccié d'un angle que a més de resoldre el
problema, aporta, la corba anomenada trisectiu o quadratiu d'Hippies**, segons sembla,
la primera linia corba diferent a la circumferéncia i la recta, la qual por ser emprada per
quadrar el cercle®”.

"... si sinscriu un cilindre en un prisma recte que té com a base un paral- lelogram -un quadrat- de manera que tingui les bases
situades en els dos paral- lelograms i els costats en els altres plans del prisma, i si fas un pla que passi pel centre de la base del
cilindre i per un dels costats del quadrat que es troba en la cara oposada, el pla tallara del cilindre un segment limitat per
dos plans i per la superficie del cilindre, sent un dels plans el que hem dibuixat i I'altre el que es troba a la
base del cilindre, i sent la superficie cilindrica la que esta compresa per aquest dos plans; el segment del
cilindre que hem tallat és la sisena part del prisma tot sencer. ... si dins un cub hi inscrivim un cilindre que té
les bases situades en dos paral- lelograms oposats i la superficie tangent als quatre plans restants, i en el
mateix cub s'hi inscriu un altre cilindre amb les dues bases en uns altres dos paral- lelograms i la superficie
tangent als quatre plans restants, la figura compresa per les dues superficies cilindriques i inserida en
ambdues és igual a dos tercos del cub sencer. S'esdevé que aquests teoremes difereixen d'altres
descoberts amb anterioritat. En aquells comparavem els volums de les figures dels conoides i dels
esferoides i els seus segments, amb els volums dels cons i cilindres, sense que cap d'elles resultés ser
igual a una figura solida limitada per plans; mentre que cada una d'aquestes figures compreses entre dos
plans i superficies cilindriques resulta igual a una figura solida limitada per plans. Doncs bé, havent formulat
les demostracions d'aquest teoremes en aquest llibre, te les envio. Coneixent, com et deia, el teu zel i el teu
domini excel- lent en filosofia i també que saps apreciar, quan s'esdevé l'ocasio, la investigacio de les
glestions matematiques, m'ha semblat oportl confiar-te per escrit, i explicar en aquest mateix llibre, les
caracteristiques propies d'un métode amb el qual et sera possible d'abordar la investigacié de certes
guestions matematiques per mitja de la mecanica. Quelcom que, n'estic ben convencut, no és pas menys Uutil per tal
d'aconseguir les demostracions d'aquests mateixos teoremes. Perqué alguns dels primers que se'm van acudir per la
mecanica, van rebre després demostracié per mitja de la geometria, atés que la investigacié per aquest métode
queda lluny d'una demostracio. Es més facil construir la demostracié després d'haver adquirit amb aquest
meétode un cert coneixement dels problemes, que no pas buscar-la sense tenir-ne cap mena de
coneixement... Per aix0, fins i tot en el cas dels teoremes referents al con i a la piramide, la demostraci6
dels quals troba Eudox, a saber: que el con és la tercera part del cilindre i la piramide la tercera part del
prisma amb la mateixa base i algada, cal atribuir bona part del merit a Democrit, que fou el primer que els
va enunciar sense demostracié. També, en el meu cas, s'esdevé que el descobriment dels teoremes que
ara et dono a coneixer ha tingut lloc d'una manera semblant a com la tingué en els precedents. | he volgut
publicar el métode un cop perfilat per tal que ningd no es pensi que, quan em referia a ell, parlava per
parlar. | alhora perqué estic fermament convencgut que pot resultar una contribucié no gens menyspreable
en la investigacid matematica. Aixi doncs, matreveixo a suposar que alguns dels meus contemporanis 0 successors
trobaran, usant el métode que exposo aqui, d'altres teoremes que a mi encara no se mhan acudit. Aixi doncs, exposo en primer lloc
el resultat que també va ser el primer que se'm va manifestar per via mecanica; és a dir, que "tot segment d'una seccié d'un con
rectangle és quatre vegades tercos del triangle que té la mateixa base i algada" ... Al final del llibre formulo les demostracions
geomeétriques dels teoremes els enunciats dels quals the enviat amb anterioritat”.

a3 S'origina a partir de la combinacié d'un moviment de translacio i alhora, de gir. Translacié d'un costat
d'un quadrat i gir d'un costat. Les interseccions que es van produint entre ambdues linies genera els punts
gue conformen la trisectiu.

24 No existeixen proves de que Hippies en tingués coneixement d'aquesta possibilitat, perd si sera
utilitzada, per aquesta demostracid, per part de Dinostrato, deixeble d'Eudoxo. També en aquesta mateixa
direccio, Menecmo, el seu germa, al descobrir I'el- lipse, la parabola i la hipérbola, demostrara la duplicacié
del cub seguint la direccié oberta per Hipocrates de Xios respecte a que seria possible aconseguir-ho
sempre i quan es podés utilitzar corbes que tinguessin la propietat de la proporcié continua.
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Una variant del procediment de quadratura en el pla o de cubicatge en l'espai és,
respectivament, la cercletitzacié o igualacié respecte a un cercle i l'esferalitzacié o
procediment d'exhaustié a partir de l'esfera. Arquimides utilitza el procés d'igualacié al
cercle o a I'esfera per a calcular o demostrar diferents casos del moén pla o volumetric i
€s aquest procediment, el que el porta a la descoberta que més valorara i que segons
ell no coneixien els geometres anteriors, que la raé dels volums entre el cilindre i
l'esfera és la mateixa rad de les seves arees, és a dir la de tres a dos**>. També el
procés de cercletitzacié l'aplica en el cas de l'area de I'esfera i constata que "larea de
l'esfera és igual a quatre vegades l'area del seu cercle maxim"; 0 que "la superficie d'un segment
esferic qualsevol és igual a un cercle que té de radi el segment tracat des del vertex del segment
esféric a un punt qualsevol de la circumferéncia base de dit segment”, 0 sigui que l'area del
segment esferic no depén de la distancia al centre de l'esfera, sind que depén de
l'alcada o gruix del segment.

La rectificacio, en contraposicié a la quadratura, cubicatge, cercletitzacié, triangulacio..
€s un procediment poc utilitzat i que apareix relacionat, sempre, amb el calcul de la
circumferencia a partir del seu diametre o el que és el mateix, la recerca del valor de p.
Aquest, per un procés daproximacié continuada, porta a la constatacio de la
circumferencia inclou entre 3 i 4 vegades el diametre, més exactament entre 3,10 i 3,20,
amb meés precisio entre 3,14 i 3,15, .... Segons aix0, el valor de p resulta ser no
racional, si bé tampoc és arrel quadrada d'altres enters. El nombre p o el "segmentp "
és real i no racional, pero de naturalesa diferent a [12 o al problema de la diagonal del
guadrat, o a la diagonal del pentagon, o a l'aresta del cub.

La resolucié de rectificacions, quadratures i cubicatges sén, sovint, plantejaments
d'analisi basicament teoric i que no tenen poc a veure amb intents de resolucions
empirigues de problematiques reals com havien estat les matematiques pre-gregues

c.4.- Laformalitzacid de la mesura

c.4.1.- Els Elements d'Euclides?'®

L'aven¢ matematic de les cultures antigues, la prehel- Iénica i bona part de la classica
grega, porta a dominar, cada vegada més, nous camps i conceptes, pero la seva
formalitzaci6 i teoritzacid no queda recollida com a conjunt de saber fins a Euclides,
Aix0, no obstant, no vol dir que no hi haguessin intents anteriors siné que aquest, és el
que ha perviscut; encara que els Dialegs de Platé podrien ser considerats com a un
antecessor d'aquest intent de formalitzacio. Tanmateix doncs, fOt considerar-se que la
teoria formal de la mesura s'inicia amb els Elements d'Euclides**’.

#* Aguesta descoberta el portara, segons Cicerd, a fer gravar en la lapida de la seva tomba, una
representacié d'una esfera inscrita en un cilindre circular recte d'algada igual al diametre de l'esfera;
grafisme que vol servir de simbolisme a la seva descoberta.

218 E| manuscrit trobat, més antic, data del s. X i va ésser descobert per F. Peyrard, durant I'ocupacié
napoleonica d'ltalia; concretament fou descobert entre manuscrits diversos dipositats al Vatica. Si bé
sembla ser que amb anterioritat no es transcriviren integrament els Elements, si existeixen fragments dels
s. lll'i IV que validen el descobert per Peypard. També Boeci n'incorpora alguns en la seva enciclopédia i
més tard Gerard de Crémone (1114-1187) i Campanus (1214-1254) en fan la traduccio llatina complerta.
També la cultura arab, a través dels califes Al-Ma-mun i Al-Mansor en el s. IX impulsen la traduccié com les
fetes per Abili Uthman i més tard les de Al-Asar Nasir-Eddin At Tusi (1201-1274).

27 Es tractava d'un llibre de text de la universitat d'Alexandria i no és el compendi de tota la geometria, sin6
que sembla ser un text introductori de la matematica elemental que inclou la teoria del nombres, la
geometria sintética referida a punts, rectes, pla, cercles i esferes i a I'algebra geomeétrica.
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L'aportacié d’Euclides es recull en la recopilacié dels 13 llibres que constitueixen els
Elements. Els sis primers tracten de geometria plana elemental, els tres seguents
sobre teoria dels nombres, el dese sobre incommensurabilitat i els tres ultims,
principalment de geometria de soOlids. En ells es demostren 465 preposicions
geomeétriques i on de forma sistematitzada apareixen estructurats els postulats
fonamentals de la teoria matematica i, per tant, també, la de la mesura®'®. Les
definicions, axiomes i teories?*® que s'hi troben sén descobertes i consecucions d'altres
matematics, especialment d'Eudoxe i de Théététo, o bé la concrecid definitiva de
demostracions que els seus predecessors havien vagament iniciat. Les possibilitats i
enfocs matematics dels seus axiomes i teoremes estan imbui ts, per tant, de les
limitacions pitagoriques, platonica, aristoteliques, pappica i arquimediana que amara tota
la matematica grega, igual que succeeix amb les Coniques d'Apol- loni o en els treballs
d'Arquimides i altres matematics.

En el conjunt de I'obra es detecta l'intent i esfor¢ de diferenciar allo aritmétic del que és
geometric, deixant de banda la logistica i ‘estudi de les coniques i de les corbes planes
superiors, ja que formaven part d'una matematica més elevada. Aixi per exemple, en el
Llibre VI separa les proporcionalitats entre longituds rectilinies i semblances de figures,
de la dels nameros enters (VII); en el Llibre V les planteja des d'un enfoc general
intentant, a partir del raonament conceptual, transcendir del mon visual a lI'abstraccio, al
mateix temps que intenta captar el fons de la geometria i els seus objectius
fonamentals, eliminat tot allo que n'és superflu i accessori.

La geometria euclidiana, com la geometria grega, s'estructura en base a I'existencia de
models i de vivéncies fisiques o de generalitzacid d'aquestes vivéncies. Es una
geometria que pensa i sistematitza els models fisics més o menys idealitzats o
regularitzats, pero, també a nivell metodoldgic i de raonament®?° : "Euclides introdueix els
objectes geomeétrics, és a dir els objectes dels que tracta o ha de tractar la geometria. Aquests
objectes posseeixen, si pretenem que es comportin com a objectes geomeétrics, certes
caracteristiques i propietats essencials, irrenunciables, que hem d'acceptar sense cap mena de
dubte. Les propietats restants que satisfan els objectes geometrics es dedueixen de la seva
naturalesa geometrica; és a dir, a partir del fet de ser objectes geometrics podem establir
mitjancant raonaments logics sobre ells i de les seves propietats essencials. Aquest esquema -
definicions, axiomes i teoremes- és I'esquema dels Elements d'Euclides ..." (Pla, J. 1984)" .

28\ jatematica i magnituds eren per Euclides i contemporanis, quasi sindnims, com explicita Jean
D'Hombres (1978) a Nombre, mesure et continu. Epistemologie et historie, en el seu capitol dedicat a la
matematica grega.
Diferencia entre axioma i postulat. Els primers sén nocions o veritats comuns a totes les ciéncies i han
de ser convincents per ells mateixos; els segons s6n menys evidents i no pressuposen l'acceptacio
immediata i es refereixen a una matéria determinada i concreta.
# Euclides procedeix, generalment, de la mateixa manera:

- formulacio del teorema en general (protasis)

- exemplificacié (ékthesis): s'indica una figura o cas particular que es dibuixa al costat per

comprendre el que diu el teorema.

- constatacio del teorema de I'ékthesis.

- elaboraci6 de construccions auxiliars (kataskeué).

- demostraci6 i validacio del teorema (apddeixis) en I'ékthesis fent Us dels axiomes, teoremes

préviament demostrats i de les propietats de la figura i de les construccions auxiliars.

- formulacié general del teorema.
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La influencia de tot el corpus euclidia impregna tota la matematica grega i tota la
matematica posterior fins els nostres dies?** perd especialment, fins el s. XVIL.

L'enfoc teoric de la mesura es troba, fonamentalment, en el Llibre V 222 on, sembla ser,

gue pretén fonamentar la comparacio, la mesura de magnituds que intui tivament es
podien definir de continues, sense referir-se a la semblanca, ni a la continui tat, ni a la
irracionalitat numerica; i, en els llibres X i Xl s'hi situen aspectes de calculs de superficie
i volums. La conceptualitzacio i definicions derivades s6n eminentment matematiques i
presentades sota un prisma axiomatic, estructurat en base a un profund pensament i
discurs logic. Cal destacar que ja en el primer llibre apareixen axiomes que porten
implicita la teoritzacié de la mesura, tal com:

1* .- Dues coses iguals a una tercera son iguals entre elles.

2* .- Si a coses iguals afegim una mateixa cosa, el resultat és el mateix.

3* .- Si a coses iguals els hi traiem una mateixa magnitud, el que reste és el mateix.
4* - Si a coses desiguals se’ls suma un mateix valor, el resultat manté la diferéncia.
5* .- El tot és major que les parts.

6* .- El doble, de valors iguals sén iguals

7* .- La meitat de valors iguals son iguals.

8*.- Coses que coincideixen sén iguals®?®

El métode d'exhaustio d'Eudoxi, seguit per Euclides permet que "tots els poligons regulars
omplen el cercle que els circumscriu (preposicié 2, Llibre XI1)"; i aixi "si s'inscriu un quadrat a
un cercle la seva area és més gran que la meitat del cercle; si sobre el quadrat es construeix un
octogon regular, l'area afegida és més gran que la meitat de l'area del cercle no cobert per el
guadrat; si es repeteix aquesta operacio, s'arriba a aconseguir un poligon regular que la seva area
difereix, per defecte, de la del cercle tan poc com vulguem"?*,

Tot aquest enfoc porta en laténcia l'idea de "limit" i de que els poligons tendeixen al
cercle. Euclides en el Llibre XII aplica I'exhaustio al llarg de les seves 18 preposicions
sobre el mesurament de figures geometriques, perd també ho fa en el cas del volum
dels cossos geometrics. En la superficie, a partir de proporcionalitat aplicada a un
procés de quadratura de cercles o d'equivaléncia entre arees de cercles i quadrats,
arriba a la consideraci6 de que l'area dels cercles estan entre ells, amb una
proporcionalitat, 0 amb la mateixa relacié que I'existent entre els quadrats construi ts
sobre els seus diametres. En el cas dels cossos geométrics, sobretot en el Llibre XI11°?°
gue tracta, de manera exclusiva, de les propietats dels solids platonics, el procés
demostratiu es fonamenta en inscriure cada solid dins una esfera tot intentant cercar la
ra0 entre l'aresta i el diametre de I'esfera (preposicions 13 a 17). En el cas del tetraedre
€s [02/3 ; per l'octaedre [11/2 ; per I'hexaedre o cub [11/3 ; per l'icosaedre [ (5-115/10), i

(05 -1)/ 2 113) pel dodecaedre.

#! Una mostra palpable d'aquesta importancia pot ser la concepcié de Kant sobre el valor i significacio de la

matematica euclidiana "Déu fa geometria d'acord amb els Elements d'Euclides” o "la geometria euclidea és
inherent a la naturalesa del mon fisic".

225egons la major part d'estudiosos, deguts a Eudoxe d'Cnido (408-3557).

3 Aquesta vuitena té una clara referencia al que posteriorment s'ha anomenat "postulat de De Zolt"
considerant I'equivaléncia des d'una perspectiva d'equicomponibilitat d'una figura, o que no és possible de
recompondre les parts, per obtenir el poligon inicial, si dividim un poligon en parts i en traiem, tan sols
una.

#Citat per Pla i Carreras

25 g'atribueix a Teeteto
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Els processos de quadriculacié que aplica Euclides, fonamentats en Hipocrates de
Xios, es troben ja en els llibres Il i IV?*® que tracten de la geometria del cercle. En la
preposicio lll. 37, per exemple, explicita "si des d'un punt exterior a una circumferéncia es
traca una tangent i una secant, llavors el quadrat construit sobre la tangent és igual al rectangle
contingut per la secant complerta i el seu segment exterior al cercle".

Els processos de quadratura de les preposicions del Llibre 1l porten a l'algebra
geometrica, generadora, posteriorment, de l'algebra simbolica i les preposicions 12 i 13
a l'esbd6s que anuncia la trigonometria i les preposicions que efectuen processos
d'igualacions respecte quadrats i rectangles, porten a la creacié d'esquemes
geomeétrics, o poligons concaus que configuren la relacié auria i serveixen per crear
I'espiral auria (proposicié 11 i també a VI1.30). Una mostra d'aquests procediments
d'igualacié per quadratura en sén per exemple®?’ la preposici6 4 "si una linia recta es talla
d'una forma arbitraria, llavors el quadrat construit sobre el total és igual als quadrats sobre els
dos segments i dues vegades el rectangle contingut entre ambdés segments”.

A a O bB

Donada la recta B si es talla pel punt O, de manera que OA =a
i, OB = b, el quadrat sobre ABCD (a+b) integra el quadrat OAHL = a?
i el LMND = b? a més dels rectangles OBLM =a.b i 'HLCN =a.b

Per tant,

(a+b)*=a’+b*+2ab

c N D

Esquema 16 : Preposicié 4: Quadratura longituds de segments (Quadrat d’'un binomi)

o la 5 "si tallem una linia recta en segments iguals i desiguals, llavors el rectangle contingut pels
segments diferents del total, junt amb el quadrat construit sobre la linia recta entre els punts de
tall és igual al quadrat sobre la meitat”

A cCD B SiIAC=CB=aiCD=b, llavors (at+b) = AD i (a-b) = DB.
Consequentment, (a+b).(a-b) = area del rectangle ADHK.

Ja que CDHL = HMFG, resulta que ADHK = CBML + MHGF,
mancant, per tant, el quadrat LHEG = b2 per tal de serigual
LI H M  al quadrat BCEF = a2

D’aqui:
EG F a?=b?+ (a+b).(a-b)

Esquema 17 : Preposici6 5. Quadratura longitud de segments: Suma per diferencia d'un binomi

o la 6 que en realitat és una variacié del 4: "si es tallen en dues parts iguals una linia recta i
se li afegeix una altra recta, llavors el rectangle contingut pel total amb la linia recta afegida i amb
el quadrat construit sobre la meitat, és igual al quadrat construit sobre la linia recta formada per
la meitat i la linia recta afegida"

% sembla ser que fonamentats en Hipocrates de Xios.

#ICitats per Boyer que els extreu de Heath, T.L. (1956). The thirteen Books of Euclid's Elements.
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A a2 C az Bx D

[ Considerant a=AB , x = BD =AK i b= a/2 + x

K L H m el rectangle ADMK = (a+x).x Elquadrat CDFE, ( costat = 1/2 AB
+ Xx) és igual al rectangle BCLH i el quadrat BDHM, més el
rectangle HMFG igual a BCLH, per tant a ACLK , o sigui que entre
els dos son el rectangle ABHK, més el quadrat LHGE que és el
guadrat construit sobre a/2.

et Pertantsi: a/2+x=Db
E G F b2=ax + x2 + (a/2)2

Esquema 18 : Proposici6 6. Quadratura de segments.

Els diagrames que empra Euclides seran peca clau pel desenvolupament de l'algebra
grega, ja que s'utilitzaran moltissim per part dels algebristes grecs per fer les seves
demostracions. La quadratura resulta ser per la deduccié euclidiana un procediment
d'extraordinari poder en la resolucié geomeétrica-aritmética-algebraica, Us no tan ampli
en el cas del procediments de cubicatge o d'esfericitat i molt menys en la rectificacio.

c.4.2.- Elretorn ala praxis

La visi6 geométrica de la matematica grega i I'enfoc d’analisi deductiu teoric amb que
s’estructura, té en determinats moments i a través d’alguns matematics com Hero
d’Alexandria (s.I d.C.) o amb Diofant (s.Ill d.C.), un retorn a les arrels pragmatiques tot
centrant la seva concepcié matematica en el valor del nimero o de la mesura.

Diofant amb la seva Aritmética®*® presenta el seu recull matematic®?® que tindra una
gran incidencia en I'evolucié conceptual de la mesura, degut a I'admissio dels nimeros
negatius per part dels algebristes del renaixement italia i per tant, I'obertura a les
magnituds relatives i intensives que poden ser positives i negatives.

Herd d'Alexandria®®® (s.I, d.C.) recull, en la seva obra "Métrica", I'heréncia "calculant i

mesurant” de la matematica utilitaria babilonica i egipcia; aportacié que si bé incideix

#8T@ uns cent trenta problemes numérics que plantegen situacions algebraiques de primer, segon, tercer i

fins i tot quart grau; pero al no disposar de métode algebraic es treballa amb recursos d'ingeni amb
nameros naturals i racionals positius. A la introduccié —senyala que es composa de 13 llibres, encara
només se’n coneixen sis- remarca les caracteristiques del numero i les seves funcionalitats
algorismiques: "Ja que sé, honorable Dionis que vols aprendre a resoldre problemes numerics, he emprés
la tasca d'exposar la naturalesa i el poder dels ndmeros.... saps que els nimeros sén un conjunt d'unitats
que s'estenen fins a l'infinit. Entre ells hi ha els quadrats, que s'obtenen multiplicant un nimero per ell
mateix, els cubs.... els biquadrats... Es ben sabut que la combinacio de molts problemes aritmétics resulta
de la suma, la diferéncia, el producte i el quocient d'aquests nimeros i de les relacions que tenen amb les
seves propies arrels, les quals se resolen segons les indicacions que et daré...". També determina
explicitament les regles de calcul i el valors dels signes o la transposicié de termes "el producte de lo
mancat per lo mancat és positiu; el de lo mancat per lo positiu és mancat... Si en un problema en resulten
expressions idéntiques, pero no equivalents, cal restar a un i altre costat les semblances de les semblances
fins a aconseguir una sola expressio; i si es presenten expressions negatives a un i altre costat, afegir fins
aconseguir que siguin positives en un i altre canté i llavors restar les semblances de les semblances fins a
obtenir una sola expressi6 a un i altre costat..”.

29| a seva influéncia posterior va ser quasi nul- la fins a la recuperacio6 de I'obra i el seu métode, per part
dels arabs en el s.IX evolucionant cap a l'dlgebra (Hisab al-jabr W'al-muqgalabah “Calcul per restauracio i
reduccid” d'Abuabdala Mohammad ibn Musa al-Khuwarizmi (ca.825)) on es presenten les dues principals
operacions per resoldre equacions: "restauracié" o pas de termes negatius d'un membre de I'equacié a
l'altre i "reduccié” o fusio de termes semblants en un Unic terme.

™ Eg el seu métode per calcular 'area d'un triangle a partir dels costats i el valor del semiperimetre (s), o
formula d'Heron, el que més ha transcendit fins avui: A = & (s. (s-a). (s-b).(s-c)
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en tota la matematica, ho fa de manera especial en el camp de la mesura. De la
mateixa manera que en el camp numeric s'havia diferenciat aritmetica i logistica o
domini de les técniques de computacio; en el camp geométric passa el mateix i aixi la
geometria s'ana diferenciant entre I'estudi racional i la practica tecnologica o geodésia
gue seria la direccionalitat de la matematica pragmatica.

A la Metrica, Hero, inclou molt poques demostracions i, basicament, planteja
exemples numérics de mesura de longituds, arees i volums, si bé presentant diferents
maneres per calcular-les. Amplia la proposta no només al mén de la regularitat sin
també en casos no regulars. Per I'avenc de la concepcié de la mesura cal destacar
l'aportacié del qué representa el principi de la minima distancia, principi derivat
d'Aristotil i segons el qual la naturalesa respon sempre de la forma més simple i
economica. Aixo ho aplica en la igualacio entre I'angle de reflexi6 i el d'incidéncia en el
llibre Catdptrica o estudi de la reflexi6. Hero en els seus resultats no diferencia entre
resultats exactes i resultats aproximats. La seva influencia en la matematica de Roma,
sera molt important i en el es fonamentara, prioritariament, el procés
d'agrimensionament de I'imperi roma®*! projectat per Juli César i realitzat per César
August; incidéncia que es perllongara fins el Renaixement.

Hero, és el primer que intenta explicitar el concepte de mesura i del seu aprenentatge,
aixi escriu®* "Intentarem comencar amb la mesura de les figures planes entenent per aquestes
totes les superficies concaves i convexes, perquée tota superficie necessita solament de dues
dimensions. Quan aquesta superficie limita amb altre superficie de costat recte i aixecada en
angle recte i aixi tancar I'espai. S'anomena cub al quadrat quan una superficie quadrada que te per
costat la longitud del cub; de la mateixa manera s'anomena peu al quadrat quan una superficie
guadrada que la longitud del costat és d'un peu. .... S'ha d'indicar per tota mesura peu, cub o el
seu fraccionament, farem servir la indicacié numeérica, la unitat, perqué aquest -el valor numeric-
I'apliquem a qualsevol unitat de mesura".

Larectificacio i la sevatranscendéncia a l'actualitat

" La "quadratura del cercle" havia desafiat els matematics grecs. Un altre aspecte d'aquest problema,
tal vegada no tan ben conegut pero d'igual importancia és la "rectificacio del cercle". Consisteix en la
determinacio de la longitud de la circumferéncia d'un cercle en funcié de la longitud del radi. Malgrat
que mai varen vencer al cercle, domaren, parcialment, a la parabola. Aconseguiren amb métodes

profundament formosos, la quadratura de la parabola perd no varen poder rectificar-la”.?*

Deixant de banda els processos de quadratures i cubicatges, que seran el processos
resolutoris basics fins al XVII, el seu interés no decau com n'és un bon exemple el fet de
gue Torricelli en la seva obra Sobre la quadratura de la parabola, planteja vint-i-una
solucions diferents a partir d'indivisibles i pel métode d'exhaustio. El pas a la consecucié
dels limits estava plantejat i iniciat.

En referéncia a la rectificacio cal considerar que la introduccié de noves corbes des de

Descartes i basicament a partir de la introduccié del seu axioma "dues o més rectes o
corbes, poden moure's una sobre l'altra, determinant per mitja de les seves interseccions altres

noves corbes" procediment ja utilitzat amb anterioritat, per exemple, pels gedmetres grecs

2 oria, G. (1914): La scienze esatte nell'antica Grecia. Hoepli. Milano. Citat per S. Maracchia.

%2 Erone - La Metrica. Vol IV (p.74). Citat per S. Maracchia. Extret de Heiberg, J.L; Teubener, L.(1912)
Heronis Alexandrini, Opera quae supersunt omnia.
*¥ Kasner E. i Newman, J. (1972) (p.261)
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o per Galileo, el porta a la classificacié d'aquestes en geomeétriqgues i mecaniques, 0 en
termes més actualitzats, en algebraiques i transcendents , situacié que porta a un
desvetllament d'analisi pels processos de rectificacio.

Descartes, seguint a Aristotil i Averroes considera que cap corba algebraica pot ésser
rectificada d'una forma totalment exacta "La geometria no hauria d'incloure linies (es a dir
corbes) que sén com cordes, en el sentit de que sén a vegades rectes i a vegades corbes, ja que les
raons entre linies rectes i corbes no sén conegudes i crec que no poden arribar a ser descobertes
per la ment humana, i per tant, cap conclusié que es fonamenti en aquests raonaments pot arribar a
ser acceptada com a rigorosa i exacta"?>*. No obstant, fruit de la discussié plantejada a
consequencia de la caiguda d'un cos a la Terra en rotacid, va portar Descartes a la
descoberta, I'any 1638, de I'espiral equiangular o logaritmica que de no haver mantingut el
seu posicionament de no rectificacié de les corbes mecaniques, hagués avancat a la
rectificacio que I'any 1645 va efectuar Torricelli o Roberval. Boyer, al respecte diu: "Torricelli
va demostrar utilitzant els métodes infinitesimals que havia aprés d'Arquimides, Galileo, i Cavallieri,
que la longitud total de l'espiral logaritmica des de = 0 en darrera segons s'enrotlla asintdticament
en torn al pol O, és exactament igual a la longitud de la tangent polar PT corresponent al punt P per
al que = 0". Roberval i Torricelli, demostraren independentment que la longitud de la
primera volta de I'espiral r =a  ésigual a la longitud de la parabola x> =2 ay desd’x =0 a
X = 2pa. Fermat va introduir espirals d'ordre superior 1" = a i va comparar els arcs
d'aquestes corbes amb les de les seves paraboles d'ordre superior x"* = 2ay.

Aquest processos son en realitat fenomens de transformacions geometriques, enteses
com a : "transformacié o representacié del pla en si mateix que assigna a cada punt P del pla un
altre punt P', anomenat imatge de P en la transformacio; el punt P s'anomena antecedent de P’ n235
Son exemples de transformacio, les simetries, les translacions, els girs i rotacions i els
moviments rigids®*® del pla. Una tipologia especial de transformacions sén les inversions
respecte a la circumferéncia o reflexions circulars®*” de les quals I'aprotitament dels
moviments de trasmisié de les rodes o de les bieles de qualsevol motor en son un
exemple pragmatic. A grans trets, la fonamentaci6 matematica de la inversié es concreta
en:

Sigui C una circumferéncia. O és el centre d'inversié i r el radi.
P Es defineix el punt P’ de la recta OP com a imatge de P quan es
compleix que: OP.OP’ =r?
Els punts P i P’ sén els punts inversos respecte a C. Per tant, si P
. J“ | & és linvers de P’; P’ és l'invers de P.
En una inversio s’intercanvia la relacié interior-exterior i aixi
Si OPOr b OPOT i alainversa.
Per tant, si P s’'aproxima a O, P’ s'allunya cada vegada més;
consequentment O correspon al punt infinit de la inversié. Cada punt
del pla té una imatge i solament una.
Si OP'.OP=0A'.OA=r> b OA'/OP =OP/OA.
Els Unics punts que es mantenen fixos en la inversid son els de C.

Esquema 19 : Reflexio circular o inversio respecte la circumferéncia

* Citat per Boyer (p.432)

#* Courant i Robbins (p.153)

** Moviments compostos de rotacions i translacions

=7 Representen amb una certa aproximacio, la relacié entre I'objecte i la imatge en una reflexié sobre un
mirall circular.
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La inversio transforma rectes i circumferéncies en circumferencies i rectes, permeten que:

a).- Una recta que passa per O es transforma en una recta que passa per O.

b).- Una recta que no passa per O es transforma en una circumferéncia que passa per O
¢).- Una circumferéncia que passa per O es transforma en una recta que no passa per O
d).- Una circumferencia que no passa per O es transforma en una circumferéncia que no
passa per O.

En el primer cas, la proposicié és Obvia ja que tot punt té un altre punt com a imatge i per
tant la recta es transforma en ella mateixa. En els supaosits b i c, I'explicacié queda palesa
en la grafica anterior i sén aquests casos els que interessen, especialment, en la present
recerca.

Tots aquests processos d'inversio han interessat per aconseguir-ne la seva representacio
i per tant les possibilitats de la seva construccié han estat un objectiu matematic al llarg del
temps. Les técniques d'aquest procés constructiu han variat i quan les construccions
geometriques evolucionaren obrint pas a les mecaniques, portaren una important obertura i
ampliacié en la direccionalitat i interes per a la rectificacié degut a la gran implementacio
de corbes que aquest procediment va generar.

Les corbes mecaniques varen ampliar les figures construi bles ja iniciades en la
matematica geomeétrica grega, especialment en el cas de les cicloides?3®, les quals utilitza
Ptolomeu (200 a.C.) per descriure el moviment dels planetes. Variacions d'elles seran les
hipocicloides i les epicicloides®*°. D'altres corbes interessants a tenir en compte, a part de
les coniques (el- lipse, hipérbola, parabola) "projeccions d'una circumferéncia sobre un
pla”, ja metritzades des d'Apoloni, o les quadratiques, seran les formades per les simetries
reiteratives planes o les circulars.

No hi ha dubte que l'estudi dels recorreguts i les distancies ha estat un element important
vers l'interés de les rectificacions o les interrelacions entre les corbes i el segment rectilini
o com transformar moviments giratoris en rectilinis o a la inversa. Aquesta direccionalitat
d'interrelaci6 de moviments, ha generat la construccié d'estris mecanics simples o
connexions, que permeten representar les corbes a través d'un conjunt de llistons units
per articulacions mobils de manera que el sistema té la possibilitat de que algun dels seus
punts pot descriure la corba en questio; el cas més senzill seria el compas.

Les connexions son la base de construccié de maquines que fonamenten la seva accié en
el principi de la inversi6 amb l'objectiu d'aconseguir que articulacions mobils generin una
transformacié de moviment. N'és un bon exemple les connexions que utilitzaven els grecs
per a la duplicacio del cub o per a les coniques; o, molt més recents, l'aplicacio del
"paral- lelogram de Wat" a la seva maquina de vapor que permet resoldre la unié del pisto
de la maquina amb un punt d'un volant de manera que la rotacié fes moure el pist6 en linia
recta, connexioé perfeccionada per Peaucellier (1864); o, linversor de Hart. Totes elles
tenen per objectiu la transformacié de la rotacié en moviment rectilini.

#83erie d'arcs que ses recolzen sobre una recta. La formacié és el recorregut que faria un punt de la

circumferéncia al desplagar-se sobre el pla
2XCicloides formats al recorrer una circumferéncia dins o fora d'una altra circumferéncia.
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Inversor de Peaucellier Inversor de Hart

Esquema 20 : Inversors de Peaucellier i d’ Hart

El concepte de quadratura també, actualment té una significacié espacial lligada a la
superficie esferica degut a I'estereorradia: “angle solid que, tenint el seu vértex en el centre
d'una esfera, delimita sobre la superficie esférica corresponent un area igual a la d'un
quadrat que té com a costat el radi de I'esfera”*°.

La rectificacio de la circumferenciai el calcul dep

L'interes del valor p fou Unicament grec, sin0 que com s'ha exposat també ho fou pels
egipcis i babilonics i, igualment per les cultures indies i xineses sind que es mantingué al
llarg dels segles. Una breu historia d'aquesta recerca es pot resumir en la taula segient
on es recullen alguns dels calculs més transcendentals:

Data Document i /o Pais Procediment Valor aprox.
Matematic
1650 Papir d'’Ahmés Egipte Igualacio entre un cercle de 9 unitats 3,16
a.C. i un quadrat de 8
1600 - Igualacié entre el perimetre d'un 3, 7, 303,125
0. Tauleta de Susa Babilonia hexagon regular i un cercle
Igualacié entre quadrat i cercle.
Salbasut i
500 o d?\i‘;;iz india | costat q.= d (1-28/(8x29) - 1/(6x8x29) 3,00
a.C. + 1/(6x8x28x8))
Perimetres de poligons inscrits i
250 Arquimides Grécia circumscrits de 12, 24, 48 i 96 3,14
a.C. costats . 223/71 < P < 22/7
S Calcul del perimetre d'un poligon de
500 Aryabhata India 384 costats. 3,1416
Inscrivint a un cercle un hexagon,
150 Usmavati india després un dodecagon i aplicant el 3,16
a.C. teorema de Pitagores, el valor
obtingut és arrel de 10

2 Recomanacions ISO, Resolucié 31, 1part, 22 edicio, desembre 1965.
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Valor de la corda de 1/20 o costat del
150 Ptolomeo Grécia poligon de 720 costats en una 3,1416
d.C. circumferéncia de 60 unitats de radi.
6.(0, 31'25") = 377/120
Aplicacié successiva del teorema de 314.1024
260 Liu Hui Xina Pitagores en poligons de 6,12, 24... < Area <
d.C. 96 costats. 314,27043,14
Sembl Liu. Arriba fins al poli 51415926
480 Tsu Chuna Chih Xina emblant a Liu. Arriba fins al poligon <D < 31415927
1 ~hung L de 24.576 costats. p <3
1.400 Madhava india Desenvolupament de série infinita 3.14159265359
1.429 Al-Kashi Pérsia Poligon de 3x2” 3.141592653597932
1.579 Francois Viete Franca Poligon de 393216 costats 3,14159654
1616- . Limit de successi6é de productes
1703 John Wallis Anglaterra 0i/2=2/1.2/3.4/3.4/5.6/5.6/7... 2n/2n-1. 2n/2n+1
- . - pi/4= 1-1/3+1/5-1/7+
S.XVII Leibnitz Alemanya Limit de successié de sumes 1/11+ 1/13-1-1/15+ ..
Suissa . . . Pi/4=1-1/3+1/5-
S.XVIII Euler Limit successi6 de sumes parcials U7+... ()N 1/2n+1
S.XVIII Buffon Franca Probabilitat (problema agulla) 2/pi
1.901 Lazzerini Italia Probabilitat (Idem anterior) 3.1415929

Taula 2 : Calculs del valor de P

El valor de p, no Unicament ha estat calculat com a relacié de la circumferencia amb el
seu diametre, sinG que a més té la significacié de limit dins una seérie infinita i com a

relacions amb altres camps matematics com pot ser el de valors de probabilitat
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La historia d'aquesta recerca pot diferenciar-se, a nivell de procediment matematic emprat,
en dues direccionalitats:

a.-

metode d'exhaustid o d'interpolacié a través del qual i per processos iteratius

d'aproximacié es va cercant I'aproximacié del perimetre d'un poligon regular a la
circumferéncia. Aquesta direccionalitat es fa tant des de la perspectiva dels inscrits
(egipcis, babilonics, Umasvati, Tsu Chung, Aryabhata, Al-Kashi, Viete,...), com
circumscrits o els dos al mateix temps (Arquimides). La seva fonamentacio és

geomeétrica-empirica.

241

probabilitat de sobrevivéncia de les persones al termini d'un temps determinat.
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August de Morgan a Budget of Paradoxes -citat per Kasner (p.73)- involucra pi en la férmula de calcul de la
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b.- metode analitic a partir d'un procés de seriaci6 infinita convergent (Madhava,
Wallis, Euler, Buffon, Lazzerini... ) que porta als calculs de limits. En aquesta direccio
lintent de cercar cada vegada més precisi6 ha derivat a aconseguir series
convergents meés rapides i a portat a resultats com els de l'alemany Ludolf van
Ceulen al 1596 que aproxima a 35 decimals®*? en front dels 10 de Viéte, o Machin
(1680-1752) ho fa amb 50 i Abraham Sharp al 1699 amb 71; Dase al 1824
n‘aconsegueix 200; Ritcher al 1854 fins a 500 i al 1873, l'angles Shanks en
determina 707. Avui les noves tecnologies permeten aproximacions de milers de
decimals.

Respecte a linterés per p , Kasner i Newman (p. 73) manifesten: "Hi ha dues raons per
justificar-ho. Primera: els matematics tenien l'esperanga de que, estudiant séries infinites, podrien
trobar alguna resposta sobre la seva naturalesa transcendent. Segona: el fet de que p , una rad
purament geométrica podia obtenir-se de tantes relacions aritmétiques -de séries infinites amb poca
o cap relacié aparent amb la geometria- era una indeterminada font d'admiracié i estimul a l'activitat
matematica”.

La quadratura del cercle i el valor p han estat doncs, intimament interrelacionats i aixi la
solucié a la quadratura implica la construccié d'un quadrat de longitud Op . Aquest
segment solament és construi ble si, i solament si p, és construi ble. La base d'aquesta
demostracio es fonamenta com senyala Courant i Robbins (1979, p.152) en: "... donada la
caracteritzacié dels nombres construibles, es pot demostrar la impossibilitat de quadrar el cercle
provant que p no pot estar contingut en cap cos Fi que pugui deduir-se del cos racional Fo
mitjancant successives adjuncions d'arrels quadrades. Donat que tots els elements d'aquest cos s6n
nombres algebraics, és a dir, nimeros que satisfan equacions algebraiques de coeficient enter,
solament cal provar que p és algebraic, és a dir, que és transcendent"; demostracié efectuada
per F. Lindemann (1882) seguint la tecnica creada per Charles Hermite (1822-1905) per
demostrar la transcendencia d' "e", prova la transcendéncia irracionalitat de p, o sigui, que
no pot ser l'arrel d'una equacid algebraica de coeficients enters. No és expressable
mitjangcant operacions racionals i per extraccio d'arrels quadrades, i donat que Unicament a
través d'aquestes operacions es pot aconseguir la construccié geometrica amb regla i
compas, resulta, per tant, la impossibilitat de la quadratura del cercle.

#2E| valor de pi és conegut a Alemanya com a ndmero ludolfia en el seu honor. Valor que es va escriure

com a epitafi per expressa voluntat seva.
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