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NTRODUCCION,

Esta memoria pretende contribuir al estudio de haces re-
flexivos sobre espacios proyectivos en los dos siguientes as-

pectos:

(A) Caracterizacidn de las clases de Chern de haces re-
flexivos sobre espacios proyectivos.

(B) Estudio de esquemas que parametrizan haces reflexi-
vos sobre espacios proyectivos con clases de Chern pre-

fijadas.

El estudio sistemdtico de los haces reflexivos, y en par-
ticular de los haces reflexivos estables de rango dos sobre
PS, fue iniciado en 1980 por Hartshorne en su articulo
"Stable reflexive sheaves' |[H5|. Entre las razones que indu-
cen al estudio de haces reflexivos y que Hartshorne aduce en

|H5| cabe destacar las 3 siguientes:

(i) Sabemos que existe una correspondencia entre fibra-

dos vectoriales de rango 2 sobre}P3 y curvas Y deIIP3 lo-

Pk



calmente interseccidn completa y que verifican wYE?OY(m) para
cierto entero m. Esta Gltima condicibn impone una restriccidn
muy fuerte a tales curvas. Usando haces reflexivos en lugar
de fibrados vectoriales obtenemos una correspondencia biyec-
tiva entre haces reflexivos de rango 2 sobre ]P3 y curvas ar-
bitrarias de ]PS.

(ii) Usando la llamada sucesidn de reduccibdn (Prelimina-
res, Teorema 11) podemos clasificar fibrados vectoriales de
rango 2 sobre ?3 relacionindolos con haces reflexivos de
rango 2 sobre]P3 con segunda clase de Chern menor.

(1ii) Los haces reflexivos aparecen de manera natural al
estudiar fibrados vectoriales de rango elevado. Por ejemplo,

3

dado un fibrado E de rango 3 sobre PP° generado por secciones

globales y una seccifn general 0#se H’E obtenemos una sucesidn
exacta del tipo:

0 0 - E— F ~> 0
donde F es un haz reflexivo de rango 2 sobre ]P3 . Por lo tanto,

podemos estudiar E en términos de F y de las extensiones de F

por O .

Sea X un esquema y E un haz coherente sobre X, se define
el dual de E como EV:=9ﬁ0m(E,C>X) y se dice que E es reflexivo
si la aplicacidn natural E— EYV es un isomorfismo. Un haz
reflexivo de rango 2 (Resp. 3) sobre P" se 1lama estable en el

=0 (Resp. HPE =

. . 10
sentido de Mumford-Takemoto le si H'E norm-

norm

H°EY _ =0) donde E denota el torcido de E con primera cla-

norm norm

se de Chern igual a 0 o -1 (Resp. 0, -1, o -2). Un haz refle-

ii



xivo de rango 2 sobre1P3 se 1lama inestable si H°E #0;
nofm

como medida de 1la inestabilidad de un haz reflexivo inesta-
ble de rango dos sobre IPsse toma el mayor entero r tal que

HOEgorm(-r)#O y se le llama orden de inestabilidad de E.

En lo referente a cuestiones del tipo (A), los resul-
tados mis notables que se han obtenido son la solucidn de

los problemas 1-3 que describimos a continuacibn.

PROBLEMA 1. [H5;6 4] Caracterizar {(61,C2,C3}€ ZZf/fois~
te un haz reflexivo estable de rango 2 sobre P° con clases

de Chern Cys € CS} o

Puesto que torciendo adecuadamente un haz reflexivo
estable de rango 2 sobre P siempre podemos conseguir un
haz tal que c}=-1, 6 0, podemos suponer, sin p&rdida de ge-
neralidad, que esta condicidén es satisfecha. Siendo esto asi,
los valores de €,, Cz para un haz reflexivo estable de rango
2 sobre }P3 estan sujetos a las siguientes restricciones:

i) ¢,> 0 |H5; Proposition 3.3, 9.7] .
ii) cqcym ey (Mod, 2) |[H5; Corollary 2.4 |.
2

sy si c1=»1

iii) Oscy ¢ |HS5; Theorem 8.2] .

2 .
- + =
C,-Cy 2 si c1 0
Nuestra contribucibn consiste en ver que dado c2>-0
existe un nfimero finito de intervalos determinados explici-

tamente en los que C; no puede tomar valores (Cap. I; Teore-

ma 3.2), y en ver que los restantes valores de Cz, bajo las
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condiciones i)= iii), son posibles (Cap. I; Teorema 2.5).
Como aplicacibn, caracterizamos los posibles valores de

las clases de Chern y en el caso c1=0 del a~invariante de A-

tiyah-Rees, de un fibrado vectorial estable de rango 2 sobre

3

P~ (Cap. I; Teorema 4.2).

PROBLEMA 2. IS; Pag. Sl Caracterizar {{ci,cz,cs,r)éizzjf?E-

xiste un haz reflexivo de rango 2 sobre IPS, inestable de or-

den r, con clases de Chern ¢y, c,, c4 },

Al igual que en la resolucidn del problema 1, podemos
suponer, sin p&rdida de generalidad, que cjwo, 6 -1, Siendo
este asi, los posibles valores de €y, Cz para un haz refle-
xivo de rango 2 sobreiIP3 , inestable de orden r, estidn suje-
tos a las siguientes restricciones:

i) cg=cyc, (mod. 2) [H5; Corollary 2.4 .
i) cy+r 20 [s:81] . |
iii) c2+r2+c}r2,0 Is;8 1] .

iv) (cz*rz}(az*(r+1)} si c?=0
0% c g |Ss; Thm. 3.8].
(c2+r2-r)(c2+r2+r) si c}=-1

Nuestra contribucidn consiste en ver que dados Cy, T
tales que c2+r2*c1ra:0 existe un nlimero finito de intervalos
determinados explicitamente en los que ¢z no puede tomar va-
lores (Cap. II; Teorema 3.3); y en ver que los restantes va-
lores de c3, bajo las condiciones 1)} - 1iv), son posibles

{(Cap. 11; Teorema 2.7).
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Como corolario, caracterizamos el conjunto {(C]’CZ’CS)/
Existe un haz reflexivo de rango 2 sobre IP3 con clases de
Chern Cys €y, c3} (Cap. 11; Teorema 4.1). En particular, po-

niendo c3=0, reencontramos el Teorema de Atiyah-Horrocks-
Rees que caracteriza las clases de Chern de un fibrado vecto-

rial de rango 2 sobre ]P3 ( Cap. II; Corolario 4.2),.

PROBLEMA 3, Caracterizar {(ci,cz,cs)/Existe un haz reflexivo

de rango 3 sobre IP3 con clases de Chern Cys C€yy Cg }.

En [ V! Vogelaar demuestra que para toda terna de ente-
ros que verifique la relacidn de Schwarzenberger Czs=cCyC,
(mod. 2) existe un haz reflexivo de rango 3 sobre IP3 con cla-
ses de Chern Ci» €55 Cs. Nos preguntamos: ; Qué& restricciones

impone la estabilidad sobre las clases de Chern de un haz re-

3

flexivo de rango 3 sobre IP” ? Puesto que torciendo un haz re-

flexivo estable de rango 3 sobre Hﬁ

podemos conseguir un haz
tal que c1=0, -1, 6 -2, podemos suponer, sin pé€rdida de éenera-
lidad, que esta condicidn es satisfecha. Siendo esto asi, los
valores de C,, €z para un haz reflexivo estable de rango 3 so-

5 con 0$s=h°Ext1'(E, ) estan sujetos a las siguientes

bre P
restricciones:
i) C1CrECq (mod. 2) lHS; Corollary 2.4} .
ii) Si c1=~1, entonces ¢, 2 1y -c2
+2 lE-H-V; Theoren 4.3!.

2
2*25 £c3§ c2-2c2+

Ciiy Qs e o 2 <
iii) Si cy=-2, entonces C,2 2y -Cy+3c,-442s £co £

c§~3cz+2 lE-H~V; Theorem 4,3l°



iv) Si c1=0, entonces cz?. 2y -c§+c2+255c35 c%-czo
Ademds, si la restriccibn de E a un plano gene-
ral es estable , entonces c22,3 y -c§+3c2~6+25

s-csg;c§-3c2+6 {E-H-V; Theorem 4.2] .

Nuestra contribucidn consiste en ver que dado c,23, exis-
te un nGimero finito de intervalos determinados explicitamente
en los que €z no puede tomar valores (Cap. III; Teorema 3.6);
y en ver que los restantes valores de Czs bajo las condicio-

nes 1)-iv), son posibles (Cap. III; Teorema 2.20).

A continuacibn vamos a describir los principales resul-
tados que se han obtenido en relacidn a las cuestiones del
tipo (B). En !M?! y lMZl Maruyama construye un esquema M que
parametriza en el sentido de moduli fNI , 1los haces reflexi-
vos estables de rango 2 sobre IP3 con clases de Chern prefi-
jadas. Sin embargo, en muy pocos casos se conoce una descrip-
cidon explicita de los mismos. En los Teoremas 2.5 y 2.7 del
Cap. IV se han estudiado los espacios de moduli de haces re-

3 cuyas clases de Chern

flexivos estables de rango 2 sobre P
corresponden a los extremos inferiores de los intervalos de
inexistencia de Cz. De estos espacios de moduli determinamos
su dimensidn y demostramos que son irreducibles, racionales
y lisos. En los Teoremas 2.8 y 2.10 del Cap. V se han estu-
diado los espacios de moduli de haces reflexivos estables de
rango 2 sobreIP3 cuyas clases de Chern corresponden a los
extremos superiores de los intervalos de inexistencia de Cs3
6

demostriandose su irreducibilidad y calculidndose la dimensidn

vi



de los mismos. Asi pues, han quedado clasificados los haces
reflexivos de rango 2 cuya tercera clase de Chern es uno de
los dos extremos de los intervalos de inexistencia descritos
en el Teorema 3.2 del Cap. I (Véase el problema 1). Como apli-
cacibén de estos resultados construimos familias de curvas pro-
yectivamente normales, de las que ademis damos una resolucidn
localmente libre de su haz de idéales.

Finalmente, en el Cap. VI se demuestra la existencia de
una variedad irreducible que parametriza los haces reflexivos
de rango 2 sobre IPS, inestables de orden r, cuyas clases de
Chern corresponden a los extremos inferiores de los intervalos
de inexistencia de Cs. Como aplicacibn se dan ejemplos de pa-
res (d,g) tales que el abierto del esquema de Hilbert formado
por las curvas lisas y cénexas de grado d y género g es irre-

dacible.

Presentados los resultados mids notables, pasamos a des-
cribir el contenido de 1a memoria, asi como las técnicas més

importantes que en ella se han utilizado.

Como observacibn general digamos que un gran nfimero de
resultados de esta memoria hacen referencia a haces reflexi-
vos normalizados de rango 2 (Resp. 3) sobre H’S, en cuyo caso
c1=0, 6 -1 (Resp. c1=0, -1, & -2), y que las demostraciones
para un valor de C{ son muy similares a las demostraciones
para los otros valores. En consecuencia hemos optado por demos-
trar con detalle el caso c]=-1 y en omitir las demostraciones
en los demds casos., Los enunciados en que por esta razdn, se

omita la demostracibn, se distinguen con un (%),
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Preliminares. En ellos se recopilan las definiciones de 1los

conceptos que serin usados a lo largo de esta memoria, y sus
propiedades fundamentales. Se incluye la demostracibn de los
resultados que no son faciomente accesibles y la de aquellos

que han sufrido alguna modificacibn.

Capitulo I. El objetivo de este capitulo es demostrar los

Teoremas 2.5y 3.2 que resuelven el problema 1, Para ello se

construyen, via la correspondencia que existe entre haces

5 y curvas de P> , familias de

3

reflexivos de rango 2 sobre PP
haces reflexivos estables de rango 2 sobre IP° y se analizan
que valores de Cy» €5, Cz aparecen. Finalmente, usando 1las
principales propiedades del espectro de un haz reflexivo de
rango 2, se prueba que los intervalos no cubiertos por estas

construcciones son intervalos de inexistencia de Cz.

Capitulo II. En este capitulo se resuelve el problema Z (Teo-

remas 2.7 y 3.3). Para ello se construyen familias de haces ’
reflexivos de rango 2 sobre 1P3y'se analizan qu€ valores de

r aparecen. A continuacidén se prueba que para va-

! C C
1° Z’ 3?
3

lores de Cg elevados, todo haz reflexivo de rango 2 sobre PP
inestable de orden f posee un plano inestable de orden t>r.
Por Gltimo, las propiedades del espectro junto con el Teorema
de existencia de planos inestables (3.1 y 3.2) nos permiten
probar que los intervalos no cubiertos por las construcciones
anteriores son intervalos de inexistencia de Cze

El capitulo finaliza con un apéndice donde se incluyen,

para mayor comodidad del lector, algunos resultados auxilia-

res sobre rectas miltiples,
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Capitulo III, Los resultados centrales de este capitulo son

los Teoremas 2.20 y 3.6 que resuelven el problema 3.

En la primera seccidn damos una cota optimal de la ter-
cera clase de Chern de un haz reflexivo semiestable de rango
3 sobre IP3 en términos de Cy ¥ €,; ¥y cotas optimales del
orden de inestabilidad de un plano inestable para un haz re-
flexivo de rango 3 sobre ]Psen funcidn de €y ¥y c,. Para este
iltimo resultado ha sido necesario establecer un Teorema de
anulacidn para el 2°grupo de cohomologia de E (Teorema 2.10).

El resto del capitulo estd destinado a demostrar los
Teoremas 2.20 y 3.6. Para ello se construyen, via extensiones
de haces reflexivos estables de rango 2 sobre PS por fibra-
dos de 1inea, familias de haces reflexivos estables de rango
3 sobreiIP3 y se analizan qué valores de C; aparecen. A conti-
nuacidén se prueba que para valores de s elevados, todo haz
reflexivo estable de rango 3 sobre 193 posee un plano ines-
table (Teorema 3.1).Por Gltimo usando las propiedades del
espectro, las cotas dadas en la primera seccibn y la suce-
sidon de reduccibn, se demuestra que los valores de c; no cu-
biertos por las construcciones anteriores son efectivamente

intervalos de inexistencia de Cs.

Capitulo IV. En este capitulo se estudian los espacios de

< ar. oS _ 2_ s ouS 2
moduli M°-ME§ ( 1,c2,c2 2rc2+2r(r+1)) y N"ME;S(O’CZ’CZ'

-(2r—1)c2+2r2) cuyas clases de Chern corresponden a los extre-
mos inferiores de los intervalos de inexistencia de Czo

En el 81 se construye una familia(F'(Resp.oC )} irredu-
cible, racional y lisa de haces reflexivos estables de ran-~

go 2 sobre P3 con clases de Chern (—1,c2,c%~2rc2+2r(r+1))

ix



(Resp. (O,CZ,Cg-(ZT-T)C2+2r2) ) y usando la sucesibn de re-
duccidn se da una resolucibn localmente libre de cualquier
haz E de M (Resp. N). Estas resoluciones son utilizadas en
el §2 para probar que M (Resp. N) es irreducible. En el $2
se calcula también la dimensidn del espacio tangente de Za-
riski de M (Resp. N) en cualquier punto E de M (Resp. N),
se demuestra la racionalidad y lisitud de M (Resp. N) y se

calcula la dimensién ée M (Resp. N).

Capitulo V, En este capitulo se estudian los espacios de mo-

duli M:=M;3 (-1,c,,¢5-2(r-1)c,) y N:=M;3 (0,c,,c5- (2r-1)c,)
cuyas clases de Chern corresponden a los extremos superiores
de los intervalos de inexistencia de Cze

En el §1 se demuestra la existencia de una variedad
irreducible, racional y lisa cuyos puntos cerrados estan
en correspondencia bhiyectiva con las clases de isomoff{a
de haces reflexivos semiestables de rango 2 sobre 1P3 con
clases de Chern (0,c2,c§+c2). Estos resultados y la sucesibn
de reduccidn nos permiten demostrar en el §2 que M (Resp. N)
es irreducible y calcular su dimensidn,

El capitulo finaliza con un ejemplo de espacio de mo-

duli con dos componentes irreducibles que se cortan.

Capitulo VI, En este capitulo se estudian los haces réflexivos

de rango 2 sobre IPS, inestables de orden r, con clases de

4 2 .2 2
+2c2r -T -t-1)) vy (o,cz,c§+r4+2c2r+

+2c2r2+c2+2r3+r2~2t(c2+r2~t-1)).

2
Chern (-T,cz,c2+r -2t(c2+r



Como resultados mis notables destacamos la existencia de
una variedad irreducible cuyos puntos cerrados estin en co-
rrespondencia biyectiva con las clases de isomorfia de haces

reflexivos de rango 2 sobreIP3, inestables de orden r, con

clases de Chern (—T,cz,c§+r4+2c2r2-r2~2t(c2+r2-r-t-1)) y (0,
c2,c§+r4+2c2r2+2c2r+c2+2r3+r2-2t(c2+r2-t~1)); y la determina-

cidn de resoluciones localmente libres de los mismos.
El capitulo finaliza con ejemplos de pares (d,g) tales
que el abierto del esquema de Hilbert formado por las curvas

lisas, conexas, de grado d y género g es irreducible.

Quiero expresar mi agradecimiento al Dr. S. Xambd por
haber dirigido este trabajo; al Profesor R. Hartshorne, por
haberme proporcionado inestimable informacidn sobre haces

reflexivos; y a Juan por el apoyo y afecto que en todo momen-

to me ha dado.

Barcelona, Agosto 1985,
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PRELIMINARES

En este capitulo recopilamos las definiciones de los
conceptos que seré&n utilizados en esta memoria, asi como
sus propiedades fundamentales. Se incluye la demostracibn
de los resultados que no son f&cilmente accesibles o la
de aquellos que han sufrido alguna modificacién.

A lo largo de esta memoria k ser@ un cuerpo algebrai-
camente cerrado y de caracteristica cero, P n el espacio
proyectivo de dimensi6n n sobre k, y O(t):=0 L(E) el fi-
brado de linea de P % con primera clase de leern teZ.

Dado un subesquema cerrado X de P n' denotaremos por

OX su haz estructural, Iy el haz de ideales de O n due de
r

fine X y wy su haz dualizante. Llamaremos curva a todo sub
esquema cerrado de dimensidn pura uno de P N, cohen-Macau-
lay y genéricamente localmente interseccibn completa.

Para todo haz coherente E sobre P n escribiremos

E(t):= E®@ O(t), 89 () :=89®@",E), nd(g):= daim, #9(P ", E)



y Ey:= E@QY donde Y es un subesqguema cerrado de rn,
Dado un esquema integro y noetheriamo X y un haz cohe
rente E sobre X, se define el dual de E como

EV:=3€oma7(E,09x). Un haz coherente E sobre X se llama
X

. . . . vv .
reflexivo si la aplicacidn natural py:E——3E es un iso-
morfismo. Tenemos las siguientes caracterizaciones y pro-

piedades de los haces reflexivos: ;

Proposicién 1. (Véase | H5; Propositions 1.1 y 1.3 |). Sea

X un esquema noetheriano y normal, y sea F un haz coheren-
te sobre X. Entonces son equivalentes:
(i) F es reflexivo

{ii) Existe una sucesidn exacta

o » F > E >y G — 0
con E localmente libre y G libre de torsidn

(iii) F es libre de torsibn y para todo x €X tal que

dlmOX'x > 2, depth F_ > 2.

Dado un haz coherente E sobre un esguema noetheriano

e integro X, pondremos

dhE:= sup dp Ex
xeX

siendo dp E, la dimensi6n proyectiva de E, como OX 5 ~m6-
!

dulo, vy

S(E):= {xeX/E_ no es @, .- librel}={xeX/dp E, > 1};

X,X
es sabido que S(E) es un subconjunto cerrado de codimen-

sién mayor o igual gque uno.



Proposicifn 2. (véase | €2 ; Proposition 1.2 | y | H5;

Corollary 1.4 |). Sea E un haz coherente sobre un esquema
noetheriano y regular X. Si E es reflexivo, entonces
codimX S(E) > 3. Reciprocamente si dh E € 1 ¥y codimX S(E) > 3,

entonces E es reflexivo.

Corolario 3. (Véase | H5; Proposici6n 1.7 |). Sea X un es

guema noetheriano localmente factorial y sea E un haz re-

flexivo de rango 1 sobre X. Entonces E es inversible.

Para mis detalles sobre el concepto y la caracteriza-

cién de haces reflesivos véase |H5].

Sea E un fibrado vectorial de rango r sobre una varie
dad no singular X de dimensibn n. Para toda i=0, 1,..., n
se define la i-&sima clase de Chern de E,t:i(E)é.Al(X) por

X . 3
oEI= 1y c;(B=0sid >y (=1)% n¥ey (BT 7= 0

en aF (n>(E)); siendo n: I (E)—> X la proyeccibn natu-
ral y $€ A* (P (E)) la clase del divisor correspondiente

a Gh,(E)(l) |H; Apéndice A|, |G1

L)

n

Si X =P, A(X) = ZZ[tl/(tn+1> donde t es la clase

de un hiperplano y podemos considerar ci(E) como un ente-

ro.

Se define el polinomio de Chern de un fibrado vecto

rial E de rango r sobre una variedad no singular X por

ce(E) = cp(B) + c (E)t + ... + cr(E)tr.



Si 0 y E' » E » E" s 0 es una sucesibn exacta de
fibrados vectoriales, entonces ct(E)= ct(E'). ct(B"). Por
lo tanto, podemos definir el polinomio de Chern sobre el
grupo de Grothendieck kl(X) de fibrados vectoriales sobre
X |H; pg. 238| y extender la definicibn a cualquier haz
coherente F sobre X, via el isomorfismo que existe entre
kl(X) y el grupo de Grothendieck k(X) de haces coherentes

sobre X |H; Cap. III exercise 6.9].

Del teorema de Grothendieck - Hirzebruch - Riemann -

Roch |H; Apéndice A, 4.1| se deduce:

Teorema 4. Sea E un haz coherente de rango r sobre 1’3

con clases de Chern Cyr Cys C3 Y sea X(E)= ;:(-l)l hiE

i
su caracteristica de Euler. Entonces:
c1+3
= - 1 - -
X(E)= r+ 2c2 -+ 5 (c3 clcz) 1.
3

En particular, se obtiene la relacibn de Schwarzenber

ger c,c,= c, (mod. 2).

Es sabido (Véase |H5; Proposicién 2.6|) que si E es

3

un haz reflexivo de rango 2 sobre P ~, entonces

c3(E)= hO(Extl(E,ib)). En particular ¢, > 0y cy3 =0siy
s6lo si E el localmente libre. Este resultado puede ser
resumido diciendo que "c3 es el nimero de puntos donde E
no es libre". Para haces reflexivos de rango r > 2, ya

no se verifica esta relacidn entre la c3 ¥ los puntos don-



de E no es libre contados con adecuada multiplicidad (Véa

se Capitulo III; Proposicién 1.5).

Proposicién 5. (V&ase |H5; Lemma 2.1}) Sea E un haz cohe-

rente de rango r sobre r", y pE€Z. Entonces:

r-i+2\ , rl
c,E(p) =cE + (r-i+1) pc:i_l(E)+ R p<;i~2(E)+...+ .

1

Dado un k-espacio vectorial V, denotaremos por DV a

su dual. Se tiene:

Teorema 6. (Teorema de dualidad de Serre). Sea E un haz

reflexivo sobre %, n > 3, con dh E < 1. Se verifica:

(i) DH" E = B°(EV® )

(ii) pH®° E = BB (EV®w)

(iii) La sucesibn O-_aHl(EVGSw)w_;DHn"IE.~9H°(Extl(E,w))_;

n-i

— B3 (ext1 (E,0)) —H"! (E%20) — DH!

E—O es
exacta.

Demostracibn: El caso n=3 (resp. n = 4) fue probado por

Hartshorne en |H5; Theorem 2.5| (resp. Okonek en |& 2;
Theorem 1.5|). El caso general, al igual que los casos

n = 3,4, se deduce del Teorema de dualidad de Serre

DH'E = gxt" ~(E,w) |H; Cap. III Theorem 7.1| , de la suce

si6n espectral ENY = wP(ext? (E,0)) =3 ExtP*9(E,0), ae



la hipbtesis dh E< 1 y del hecho de que por ser E reflexi

vo, codim (Supp {Extl(E,w)))Z 3.
D

Es bien conocido que existe una correspondencia biyec
tiva entre fibrados vectoriales de rango 2 sobre E>3 y cur
vas X de E’3 localmente interseccidn completa tales que
wy = Oy (a) para cierto a€ Z|H2; §1|. Esta Giltima condi-
cidén impone una restriccibén muy fuerte a tales curvas.

3

Usando haces reflexivos de rango 2 sobre 1P~ en lugar de.

fibrados vectoriales se obtienen curvas arbitrarias de

ﬂ>3. En concreto, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7. (Véase |H5; Theorem 4.1]) Para todo entero cy

existe una correspondencia biyectiva entre:

(i) Los pares (E,s), donde E es un haz reflexivo de ran
2 sobre P 3 con Cl(E)= c; ¥ seH°E es una seccibn global

cuyo esquema de ceros tiene codimensidén dos, y

(ii) Los pares (Y,e), donde Y es una curva de E’B Cohen-
Macaulay, genéricamente localmente interseccidn completa
Yy eeHowY(4-cl) es una seccibn global que genera el haz
mY(4-Cl) salvo quiz&s en un nGmero finito de puntos. Ade-
més, existe una sucesidn exacta

0 —— &(-c,) > EY >1, —> 0

y c2(E)= deg Y, c3(E)= 2pa(Y)-2 + deg Y(4-c1) donde pa(Y}

es el género aritmético de Y.



A lo largo de la presente memoria, cuando digamos que
E estd determinado por el par (Y,e) se sobreentender& que
O # eGHOwY(éqcl) Yy gue e genera mY(4“c1) salvo quizds en
un nimero finito de puntos. Esta iltima condicibn s6lo se

verificar&8 en aguellos casos en que no sea inmediata.

En |¢ 2; Theorem 2.5| Okonek prueba la siguiente ge-
neralizacidn:

Para todo entero c existe una correspondencia bi-

ll
yectiva entre:

(i) Los pares (E,s), donde E es un haz reflexivo de ran-
go r sobre P con cl(E)= cy ¥ dh E < 1, vy

r-1

g = (Sl""' sr_l)ejHoE es una seccibn global cuyo es-

quema de ceros (SlA"'ﬂSr~l)O tiene codimensidn dos, y

(ii) Los pares (Y,e), donde Y es un subesquema cerrado

Cohen-Macaulay de codimensién 2 de P " y e= (el,...,e )&

r-1

»‘.‘.I—IO(wY(m-l«cl))r“1 es una seccibn global que genera

wy (n+1-c,) salvo quizds en un subconjunto cerrado de codi

mensidén 2 3,

Usaremos. la definicibfn de estable (resp. semiestable)

de Mumford-Takemoto |T].

Definicién 8. Un haz reflexivo E sobre P es estable

(resp. semiestable) sif para todo subhaz coherente E' de E

]
con o<rg E'<rg E se verifica que cy (E") < cy (B)

(resp. 2).
rg E' rqg E



c, (E)
Como es habitual en la literatura escribiremos u(E)= -3—~—,

rg E
y le llamaremos la pendiente del haz E. Observemos que si
Cl(E) y rg(E) son primos entre si entonces los conceptos de

estable y semiestable son equivalentes.

Para todo haz coherente E de rango r sobre P " existe

un dnico entero kE tal que cl(E(kE)) € {0, -1,..., =r+l},

pondremos E = E(kE). Un haz coherente E de rango r so-

norm®

n : . —
bre P se llama normalizado si Enorm— E.

Proposicibn 9. (i) Un haz reflexivo de rango 2 sobre P

es estable (resp. semiestable) si y s6lo si HOEnorm= 0

(resp. H° E_ . (-1)= 0).

(ii) Un haz reflexivc de rango 3 sobre P es estable
. . 2 . O N o I -
(resp. semiestable) si y s6lo si H Enorm“ H™(E )norm 0

(resp H® E____(-1)= HO((E") _ _(-1))= 0).

Demostracibn. Véase | 0-S-S; Cap. II - Lemma 1.2.5. y Re-

mark 1.2.6]

Un haz reflexivo normalizado E de rango 2 sobre ph
se llama inestable |S; pg. 4| si existe un entero no nega
tivo r tal que HOE(—I)# 0. Como medida de la inestabili~
dad de un haz reflexivo normalizado E, inestable de rango
2 sobre I>3, tomamos el mayor entero r tal que HOEV(~r)#o,

a este entero se le llama orden de inestabilidad del haz

E.



En el estudio de haces reflexivos E de rango r sobre

Pn

, una técnica importante es la de restriccibdn de E a

un hiperplano general H de ph ya gue informacibn sobre

la restriccidn suele proporcionar informacibn sobre el

haz original. En particular si E es un haz reflexivo esta
ble (resp. semiestable) sobre P nos gustaria conocer si
la restriccibn EH de E a un hiperplanoc general es estable
(resp. semiestable). Para haces reflexivos de rango 2 so-
bre P 1a respuesta es conocida:

Si E es un haz reflexivo semiestable de rango 2 sobre

Pn

« N > 3, entonces para todo hiperplano general H de I>n,
EH es estable salvo en el caso n=3 y E el fibrado de la
correlacién nula |B; Theorem 3|. Si car k= p > 0, E, es
estable salvo en el caso n= 3 y E isomorfo al fibrado de
la correlacibn nula o a un pullback por el automorfismo
de Fr8benius del fibrado de la correlacidn nula |E]|.

Para haces reflexiws de rango 3 sobre P D 1a respues
ta es casi completa |E-H-V|; mientras que para haces re-

flexivos de rango r > 4 s6lo se conocen algunos resulta-

dos parciales |M3| y |M4].

Definicidn 10. (|H5; §9| , |S, §5|). Sea E un haz reflexi
vo normalizado de rango r sobre " un hiperplano Hep °
se llama inestable para E si existe un entero s > 0 tal
que Ho((EH)V(-s)) # 0. Al mayor de tales enteros s se le

llama orden de inestabilidad del hiperplano H.



NOtese que aplicando el teorema de dualidad de Serre
a H se tiene que la condicidn HoEg(—s}# 0 es equivalente

a la condicidn Hn—lEH(s—n—l)#O.

En el capitulo I, Corolario 1.3 (resp. capitulo 2,
Teorema 1.3) damos una cota optimal del orden de inestabi
lidad de un plano inestable para un haz reflexivo E esta-
ble (respec. inestable de orden r) de rango 2 sobre P 3
en funcibn de las clases de Chern de E .(resp. las clases
de Chern de E y el orden de inestabilidad r de E). Y en
el capitulo 3, Teorema 1.11 damos una cota optimal del or
den de inestabilidad de un plano inestable para un haz re

3

flexivo E estable de rango 3 sobre P ~ en funcidn de las

clases de Chern de E.

A continuacidén introduciremos la llamada sucesidn de
reduccidn descrita por Hartshorne en |H5| y que permite

reducir el estudio de haces reflexivos normalizados E de

3

rango 2 (resp. 3) sobre P ~ con clases de Chern (cl,cz,c3),

al estudio de haces reflexivos de rango 2 (resp. 3) sobre

3

P ° con clases de Chern (ci,cg,cg) donde c,' <c,.

Teorema 11. (Sucesidn de reduccidn). Sea E un haz reflexi
3

vo de rango 2 sobre P ~ normalizado con clases de Chern

(cl,cz,c3) y sea HCI>3 un plano inestable de orden t.
Entonces:

(i) Existe una sucesidn exacta

S ' N 3 -—
0 > E » E -> IZH( t) =0

_10-.



3

donde E' es un haz reflexivo de rango 2 sobre P~ y Z un sub

esquema de dimensibén O de H. Sea n = ho(C%).
(ii) Las clases de Chern ci de E' vienen dadas por
2
¥ oo - 1= S ol Voo — - - -
C1= ©, 1, c,= ¢, t Cyr C3= C3=Cy Clt t7+2n
(iii) Existe una sucesidn exacta dual

v ‘v
0 > E 5 E ;IWH(t-i—l)—-—)O

donde W es un subesquema de dimensién 0 de H tal que n' =

o) - : 2
h (OW) = c2+clt+t -

(iv) Existe tambié&n una sucesibn exacta

]
0 > @Z > Ext1 (E V,O)-—--,) Extl (eY,0) > Wy 50

que nos da n< cé » n' < C; ¥ ntCy = n‘+c§ .

Demostracidén. Para (i), (ii) y (iii) véase |H5; Proposicidn

9.1].

{iii) Dualizando la sucesibn exacta

- v [Y ‘v N

obtenemos la sucesidn exacta:

]
0—s E'— 3 E _._.)Extl(IWH(t+1),(’/‘) —Eextl(E V,0) —
—Ext! (£Y,0)— Ext? (1, (£41) ,6) — 0
Obsérvese que Extl(IWH(t+1),6) = 0H(-t). En efecto,
la sucesibn exacta:
0 I (t41) —s @H (E+1) —> @w —0

nos da Extl(I (t+1),6) = extl(@ﬁ(t+1),@), adem&s

- 11 -



Extl(&H(t+1),@} = 5%(-t), por lo tanto tenemos que Extl(
(IWH(t+I),@) = Gh{-t). Andlogamente se prueba gue Extz(IWH

(t‘%l) 1(9) = ww.

Por otro lado, la sucesidn exacta:

0 E'—3 E —3 I (-t) —0,

prueba que Coker{E._n—;Qh(~t))=(3z, por lo tanto tenemos

la sucesibn exacta:

~
<o

[ ]
0— 0, — Ext’ (8',0) — Ext}(2Y,0)— o,

]
de la que se deduce n= ho{@z} < hO{Extl(E V.b) = cé .

n'= hO(QW) < n® (extt (8Y,0))= C3 ¥y n+cy = n'+4cy.

Teorema 12. (Sucesidn de reduccidn) Sea E un haz reflexivo

normalizado de rango 3 sobre P 3 con clases de Chern (cl,
3

cz,c3), sea 0 < s = ho(Extl(E,@)) y sea HCP ~ un plano
inestable para E de orden t. Entonces:
(i) Existe una sucesidn exacta
¥ N ~ -
0 > E y E > IZH( t)— 0
3

donde E' es un haz reflexivo de rango 3 sobre P~ y Z un
subesquema de dimensién 0 de H. Sea n= h°(0z).

(ii) Las clases de Chern ci de E'vienen dadas por ci =

2
-— ‘*—_— T - '_—; — — — t -3
<, 1, c5 c, t Cyr C3= €3-C, clt t™+2n. Sea 0 < s

h° (ext! (E',0)) .

{iii) Existe una sucesibn exacta dual

, '
0—s E'—> E =—— > Iy (t41) —>0

-12..



donde W es un subesquema de dimensibén 0 de H, tal que ho(@W)=

n+s-s'

(iv) Existe también una sucesibn exacta

¥
0— mz._;gxtl(E V,&)—méExtl(Ev,O)——aww —>0
gque nos da n <s' y n' < s.

Demostracifén. Es anéloga a la del Teorema 10 y por lo tanto

la omitimos.

Recordemos a continuacibn la definiciép y las principa
les propiedades del espectro de un haz reflexivo.

El concepto de espectro de un haz localmente libre fue
introducido por Barth y Elencwajg en |BE|. Recordemos su de
finicibn. Sean L y L' dos rectas disjuntas de P 3, conside~

remos la correspondencia X ={(x,y)€ P 3

3

x L'/ x€ Plano < y,
L>} y aenotemos por p: X—3P ~ y gq: X— L' = P ! a restric
cibn de las proyecciones naturales. Sea E un fibrado vecto-
rial estable de rango dos sobre P 3 con clases de Chern

(0, cz). Entonces el haz 3ﬂ:= qu*p*E(~l) es un haz local-

mente libre de rango Cy sobre L = P 1. por 1o tanto, exis-

€2
ten enteros kl, cees kc2 tales quefyi= ® C%P]Kki) |G| .
i=1

Al conjunto de enteros {kl} se le llama el espec

izl,...'cz
tro de E y verifica las siguientes propiedades:

(1) =k} = (k)

es una sucesidn conexa de enteros.

(ii) {k.}
1 2

i=l,...,cC

- 13 -



C
2
(1i1) #Y(® >, Em) = B2, e O(k+m+1)) para todo m < -1.
| i=1

De estas propiedades se deduce el siguiente Teorema de anula-

cidn:
(iv) B'(P 3, E(q)) = 0 para q » ~—*-c, - 1.
2

El concepto de espectro de un fibrado vectorial esta-
ble de rango 2 sobre I>3 ha sido generalizado por Hartshor-
ne a haces reflexivos estables (resp. semiestables) de ran-

go 2 sobre 3 |H5|, probando el siguiente resultado:

Teorema 13. (Véase |H5; Theorem 7.1|). Sea E un haz reflexi

. . 3
vo normalizado semiestable de rango dos sobre P~ con cla-
ses de Chern (01'02'03)' Entonces existe una (Gnica sucesibn

de enteros {ki}  llamado el espectro de E, que

izly“.'CZ

verifica:
{04
1,3 0,1 2
(i) (P ~, E(m)) = h (®P~, e (D(ki+m+l)) para m < -1,
i=1
C
2 .3 1,.1 2
(ii) (P ~, E{m)) = h"(®» ", & @(ki+m+1)) para m > -3~cl.
i=]

Recordemos a continuacibn las principales propiedades
del espectrc de un haz reflexivo semiestable normalizado
de rango 2 sobre I>3 con clases de Chern (cl,cz,c3). Sea
E un haz reflexivo semiestable normalizado de rango 2 so-

3 .
bre P ° con clases de Chern (c¢,,c,,c3) y sea {ki}i=1.-~.;02

su espectro. Se verifica:

- 14 -



€2
l.- c.= -2 2 ° k, si ¢,=0

3 = 1 1
c |H5; Proposition 7.3|
2
cy= -2 EE& ki=c, si = -1

2.~ (i) Supongamos que cl=0 Yy que E es semiestable.
Se verifica:
(a) Si existe un k > 0 en el espectro, enton-
ces 1, 2,..., k estdn en el espectro.
{(b) Si existe un k < 0 en el espectro, enton-

ces -1, -2,..., k est@n en el espectro.

(ii) Supongamos que E es estable, se verifica:
(a) Si existe un k > 0 en el espectro, enton-
ces 0, 1,..., k estén en el espectro.
(b) Si existe un k < 0 en el espectro, enton-
ces -1, -2,..., k est@n en el espectro.
Ademas, si cl=0, entonces o bien 0 perte-

nece al espectro o bien -1 aparece dos ve

ces en el espectro.

Como consecuencia de la propiedad 2 se tiene que si
E es semiestable, el espectro es conexo salvo quiz&s en 0
y que si E es estable, el espectro es conexo |H5; Theorem

7.5].

3.~ Sea k= max {-k,}. 8i existe un kg con -k < k

i 0

<-2 (o con -k < kg = -1, si ¢;=0 y E es esta-

ble), que aparece exactamente una vez en el espec



tro, entonces cada ki con -k < ki < kO aparece exac

tamente una vez en el espectro |H6; Proposition 5.1}.
4.- Si adem&s E es localmente libre, entonces:

{~k;} = {k;} sic,=0

|H5; Proposition 7.2|

i

=k} {k,+1} si ¢,=~1
De los propiedades del espectro se deduce el siguiente

resultado.

Teorema 14. (Teoremas de anulacibn y cotas de 03). Sea E un

haz reflexivo normalizado de rango 2 sobre P 3.

(1) Si E es semiestable y c,= 0, entonces HIE(m)= 0 para
m < “—iw (c,+3), HzE(m)= 0 param > c,=2 y Cy < cg
+ cz.
(ii) Si E es estable y c1=0, entonces HIE(m)=0 para m

2 2
-1, H"E(m)=0 param > ¢, -3 y ¢ < ¢c; -

< - C
- 2 2

c2+2
(iii) Si E es estable y ¢,= ~1, entonces HlE(m)=0 para

1 2 2
m < -=— (c,+1), H'E(m)=0 param > c,-2 y Cy 2 C,.

2

Demostracién. Véase |H5; Theorem 8.1| y |H5; Theorem 8.2]

En [S| Sauer generaliza el concepto de espectro de ha

ces reflexivos estables (resp. semiestables) normalizados

- 16 =



3

de rango 2 sobre P ~ a haces reflexivos normalizados de ran

go 2 sobre I>3, inestables de orden r:

Teorema 15. (Véase |S; Theorem 3.1|) Sea E un haz reflexi-

vo normalizado de rango 2 sobre P 3, inestable de orden r,

con clases de Chern (CI’CZ'C Entonces existe una Gnica

3
llamado el espec

sucesidn de enteros {ki}i=1,...;cz+r2+clr'
tro de E, que verifica:
c +r2+c r
1,.3 0,01 2 1
(i) h"(P “,E(m))= h (P ~, & © (ki+m+l)) para
| i=1
m < r - 1. 2
C.+r+c.r
o 12,03 1.1 2 !
(ii) h“(® “,E{m))= h (P ~, & O (ki*m+1)) para
(=1
m>-r-c - 3.

Sea E un haz reflexivo normalizado de rango 2 sobre

I>3, inestable de orden r, con clases de Chern (cl,cz,c3)
y sea {ki}i=},..‘, c2+r2+c1r su espectro. Se verifican las
siguientes propiedades:
c2+r2
lo-cy= =2 ) kg si ¢;=0
i=1
2 |S; Proposition 3.6
Cy+ro-r
- - e oyl . =
Cqy= 2 p ki Co=r +r si c,= 1
i=1

2.~ S5i E no descompone, entonces -r-1 pertenece al es

pectro |S; Proposition 3.2].
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3.- {i) Si existe un k > r+l+c1 en el espectro, enton-

ces r+1+cl, r+2+c1,...,k est&n en el espec-

tro.

(ii) Si existe un k< -r-1 en el espectro, entonces
k, k+1,..., -r-1 estén en el espectro. |S;

Proposition 3.4].

4.~ Sea k= max {~ki}, si existe un entero ko con
i

-k < k0 < r-2 gque aparece exactamente una vez en
el espectro, entonces cada k; con -k < k, % Kk, apa-

rece una vez en el espectro [S; Lemma 5.1}.
5.- Si adem8s E es localmente libre, entonces {~ki}=

{k;=c,} |S; Proposition 3.5].

De estas propiedades se deduce el siguiente Teorema

de anulacién.

Teorema 16. (Teorema de anulacifn y cotas de c3) Sea E un

haz reflexivo normalizado de rango 2 sobre P 3, inestable

de orden r, con clases de Chern, (cl,cz,c3).

(1) Ssi ¢,=0, entonces HlE(m}=0 para m < ~~£~{c2+r2+3}-rf
2
2 2 2 2
H"E (m)=0 para m > c2+r +r-2, y cy < (c2+r )(c2+(r+1) }e
{(ii) Si ci=~1, entonces HlE(m}=0 para m < -~l-(c2+r2+r+1),
2

H2E (m) =0 para m > c2+r2~r, y 3 = (cy+r(r-1)) (c,+

(r+1)r).
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Demostracién. VE&ase |S; Theorems 3.7, 3.8].

Recientemente el concepto de espectro ha sido genera-
lizado por Okonek y Spindler primero a haces reflexivos de
rango r > 2 sobre P 3 |o-Sp 1| y despu&s a haces libres

de torsi6n de rango r > 2 sobre p3 |o-sp 2] y |0-Sp 3}:

Para todo haz reflexivo E de rango r sobre P oexis-

<

ten sucesiones de enteros a8 2 @, <.e. <@g tales que

x
E, = © C>L(ai) para toda recta general L de P "
i=1

|O-S-S; Cap I, lemma 3.22|. A la r-pla aE=(al,a2,...,ar)
se le llama tipo genérico de descomposicidn de E.

Teorema 17. (V@ase |0-Sp 1; Theorem 3.1|) Sea E un haz re-

flexivo de rango r sobre p3 con tipo genéricc de descom-

posicibn (al,az,..., ar). Entonces existe una sucesibn de

enteros kp= (k,,..., k) con k; <k, < ... <k, < a

ca, < km'+1 < e f‘ka, llamada el espectro de E, que
verifica:
. 1 3 _ (o] 1
(1) h° (P ",E(g ))= ® h"(P ", & ,(g+k;+1)) para gg-a_-1
i P . *
- 2 3 1 1
(ii) h"(P ",E(g ))=@ h" (P ~, O p (atk,+1)) para gz a,;=3
i P

Ademds, se verifica que para todo entero g > -al~3
# {i/k;= -q-3)= h°E(q) - 2h°E(q+1) + h?E(g+2) (Véase |O-Spl;

Férmulas (9) y (10) de la demostracién del Teorema 3.1})
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. ---:1 -
y para todo entero q < -a_ -1 # {ljki- g-1}= hE(q)

2h'E(g-1) +h'E(g-2) (Vease ]0-Sp 1; F6rmulas (4) y (5) de la

demostracién del Teorema 3.1}).

Sea E un haz reflexivo de rango r sobre I>3 con clases
de Chern (cl,cz,c3) y con tipo genérico de descomposicidbn

(al,az,..., ar) y sea {ki}i=l,...,m su espectro. Sea H

(resp. L) un plano (resp. una recta) general de P 3. Se ve

rifican las siguientes propiedades:

-a,-2
. —a - 1 o .
l.- m ;-—XEH( a,;-2) + S h E, (t) si a -a, > 2
:—ar
-X E;(-a,-2) si a_-a;=1 |6-Spl; Lemma 3.4|
m:
-X EH(~al~1) si a -a ;=0

2.~'§Eki= m(a_~1) - X E(-a_-1) si a_-a;<2 |0-Spl; Lemma 3.5

3.- (i) Si existe un k < a;-1 en el espectro, entonces

-1, a,-2, ..., k estén en el espectro.

a 1

1

(ii) Si existe un k > ar+l en el espectro, entonces
ar+1, ar+2, .+« k estén en el espectro

|@-sp1; Proposition 3.3].
4.~ Si E es localmente libre y k ve (kY,..., xV
E m

el espectro de EV, entonces, m'= m y (kg,..., k;)m

v

(-kyr+esr=ky) [O-Spl; Lemma 3.2].
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5.- Sea k= max {~kj}, si existe un kj con -k <k, <

a,-2 que aparece exactamente una vez en el espec—

1
tro, entonces cada ki con -k < ki < kg aparece
en el espectro exactamente una vez XO~Sp2; Theo~

rem 4.1].

Teorema 18. (Véase |0-S-S; Cap II, Theorem 2.1.4|). Sea E

un haz reflexivo semiestable de rango r sobre P con tipo
i i i = L2 2N >. - & > *
genérico de descomposicidn ap (@ s@L) o2y 2002 @)

Entonces se verifica: a; = 3. < 1 para i= 1,...,r-1.

En particular, si E es un haz reflexivo semiestable

normalizado de rango 2 sobre P 3, entonces

(0,0) si c,= 0

(0,-1) si c,=-1

Y si E es un haz reflexivo semiestable normalizado de

rango 3 sobre P 3, entonces:

( (0,0,0) o (1,0,-1) si c,= 0
a = {0,0,-1) si c;= -1
2 ‘
{(0,-1,-1) si c,= -2
\

Dados dos subesquemas Y., Yz‘:1>3 definidos por los

1

haces de ideales IlezIZ, respectivamente, denotaremos por

Yvny, el spbesquema de 1’3 definido por I,+I, y por
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YUY, el subesquema de P3 definido por Iltq 12.

Definicién. Diremos que dos curvas Y, e Y, de P 3 se cor-

tan en r puntos si er\Yz es un subesquema de dimensibn 0

3y 0% )= r.

de P
YlnYZ

Lema 19. (Véase |H7; Theorem 9.1]). Sea (A,m) un anillo lo
cal Gorenstein de dimensién n y M un A-m6dulo de longitud
finita. Se verifica:

(i) Ext®™ 1 (M,a)= 0

(ii) long M= long Ext” (M,A).

Del lema 19, se deduce el siguiente corolario que se-

rad usado en la demostracifén de la proposicibn 20.

Corolario. Sea Z un subesquema de dimensidn cero de I’3 y

sea w,= Ext3(@ PR ) su haz dualizante. Entonces ho(m )=
Z Z P 3 Z

h®(®,) -

Proposicibn 20. Sean YI'YZ dos curvas de P 3 cort&ndose en

r puntos y sea 11,12 los correspondientes haces de ideales.

Sea Y:= YluYz y Z:= Yf\YZ. Se verifica:

(1) P_(¥)= P_(Y)) + P_(Y)) =1 +r

(ii) Existe una sucesidn exacta:

0~ le & wyé"””ﬁ Wy ) Wy 50
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Demostracifn. La sucesibn exacta:

(1)

0 OY‘“‘” @Y @G& :(92 5 0
1 2
(i.e. 0—> O/Iimz———} O/Ile G/I;—-) @/II+I2--—> 0)

nos da:

X(@)= X(6y ) + X(0y ) - X(0;),

1 - Pa(Y}g 1 - Pa{Yl) + 1 =- Pa(Yz} - X
de donde se deduce:

Pa(Y)= Pa(Yl) + Pa(Y2) - 1+rx

Aplicando el funtor #om(., w ;) @ la sucesidn exac-
P
ta {1) obtenemos la sucesidn exacta:

Lo
]

2 2 2
Ext“(0,, w .)——Ext“(@ , v .) & Ext°(@, , v )
2" “p3 p3 Y 3/

1 2 P

3) = Ext3(GQ., w 3} :

2 3,,.
— Ext“(O,, w ) -3 Ext”( w
Y’ e 3 G P 1 P

2
Ext (@Yz, W

)
p 3

Puesto que Yl,Yz son curvas de P 3

Ext> (@

Cohen-Macaulay,

y r 3)= Ext3(@Y ; W 3}= 0, y se tiene la suce~-
1 r 2 P
si6n exacta:

0—
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Observacidbn 2.1. Para toda curva reducida Y de P 3 existe

una seccién %e HowY(3) (resp wy(2)) que genera wy (3) (resp
wY(Z)) salvo quizds en un niimero finito de puntos. En efec

to:

(a) Si Y es irreducible, aplicando el teorema de dua-

lidad de Serrey el Teorema de Riemann-Roch,tenemos gque
n%., (3)= hl0 (-3)= h°0 _(-3) + 3(deg Y¥)- 1 + P_(¥) > 0

Y Y Y g a
(resp. hOmY(Z) > 0). Tomemos una seccibn fé HowY(3) (resp
HOwY(Z)), por |EGA; Cap 0, Proposition 5.2| § genera mY(3)
(resp wY(Z)) salvo quiz&s en un nGmero finito de puntos.

(b) Si Y es reducible, basta aplicar el apartado (a)

a cada componente irreducible de Y, y la proposicidn 20.
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CAPITULO I.



CAPITULO I

CLASES DE CHERN DE UN HAZ REFLEXIVO ESTABLE DE RANGO 2

SOBRE ]P3

El objetivc de este capitulo es resolver el siguiente

problema planteado por R. Hartshorne en lus5| «

Problema: Caracterizacibdn del ccnjunto {(cl,cz,c3) ZB/
Existe un haz reflexivo E estable de rango 2 sobreZP3 con
clases de Chern Cy1C5iCq}e

En particular, teniendo en cuenta que un haz reflexi-
vo de rango 2 sobreﬁP3 es localmente libre si y s6lo si
c3 =0 |H5; Proposicién 2.6 |, obtendremos una caracteriza
ci6n de las clases de Chernde un haz localmente libre esta

ble de rango 2 sobreiP3.

Puesto que torciendo adecuadamente un haz reflexivo
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estable de rango 2 sobreI}P3 siempre podemos conseguir un
haz tal que c, = 0o c, =-1, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que esta condicifn es satisfecha. Siendo es
to asi, recordemos que los valores de c, Y C3 est&n sujetos

a las siguientes restricciones:

(i) <, >0 l85; Corollary 3.3 y Lemma 9.7!.

(1i) c3 = ¢; ¢, (mod.2) |H5; Corollary 2.4].

2 si c1=-1
(1ii) O0geq< |H5; Theorem 8.2}

2 : =
c2 c2+2 si cl- 0

Pero dado c¢,>0, no todos los valores de c3 que verifi

2
can (ii) y (iii) son posibles. El primero en observarlo fue
Hartshorne, al probar que no existen haces reflexivos esta
bles de rango 2 sobre:P3 con clases de Chern (.1,4,14)
|H6; example 5.1.4|. M&s recientemente, Chang ]CZIha demos
trado que dado cualguier entero c2>0 no existen haces refle
xivos estables de rango 2 sobreiP3 con clases de Chern
¢, = 0 (resp ¢, = -1) vy 022-302+8< c3< c22—c2
(resp 022-202+4<c3<c22).

En este capitulo determinamos, dado un entero c2>0,
qué vaiores de Cy verificando (ii) y (iii) son posibles y
cuales no (Teoremas 2.5 y 3.2). El resultado es que para
cada entero cp 0 existe un n@imero finito de intervalos

bien determinados en los que cy no puede tomar valores.

Uno de estos intervalos es el descubierto por Chang (Vé&a-
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se la observacibn 3.2.2).

Como corolario, caracterizamos los posibles valores
de las clases de Chern, y en el caso c1=0 del invariante
o de Atiyah-Rees {A-Rl, de un fibrado vectorial estable de
rango 2 sobre:@3.

Los resultados de las secciones 2-4 de este capitulo

han sido publicadas en |MI 1].

1, Cotas del orden de inestabilidad

En esta seccidn se da una cota optimal del orden de
inestabilidad de una superficie X en funci6n de las clases
de Chern de E y del grado de X (Teorema 1.2), de lo cual
se deduce como corolario una cota optimal del orden de ineg
tabilidad de un plano inestable H para un haz reflexivo E

{Corolario 1.3).

1.1. Definicién. Sea E un haz reflexivo semiestable norma-
3

lizado de rango 2 sobre P>. Una superficie X £~ se llama
ré inestable para E si existe un entero r>0 tal que

0 LV v, _

H EX (-r) # o, donde EX. —31.0,0111@X (EX' Ox). Al mayor de

tales enteros r le llamaremos orden de inestabilidad de ¥X.

Observacibn. 1.1.1.- N&6tese que aplicando el Teorema de

dualidad de Serre a X se tiene que la condicibn H°E§(‘r)#o
es equivalente a la condicibn HzEx(r+d-4) # o, siendo d el

grado de la superficie X.
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Observacién 1.1.2.- En |H6| Hartshorne da la siguiente de-

finicibn de superficie inestable:

Sea E un haz reflexivo semiestable normalizado de ran
go 2 sobre:PB. Una superficie X cﬁPB se llamar& inestable
para E si existe un entero r>o y uﬁa aplicacibén inyectiva
OX —_ E;(-r), donde E; =ifomﬁx (EX,C%). Al mayor de tales
enteros r le llamaremos orden de inestabilidad de X.

Si X es iIntegro, entonces la existencia de una aplica
cidn inyectiva QX —— E;(-r) es equivalente a que HoEz(—r)#o

y por lo tanto en este caso las dos definiciones coinciden.

1.2. Teorema. Sea E un haz reflexivo semiestable normaliza-

do de rango 2 sobre:P3 con clases de Chern (cl,cz,c3). Sea

3

X ¢ P° una superficie inestable de grado d y orden r. Se

verifica:

(i) Si E es semiestable, entonces r < c2—d+1

(ii) si c,m0 y E es estable, entonces r ¢ c,-d

(iii) Estas cotas son 6ptimas

Demostracidn. (i) Consideremos la sucesidn exacta de coho-

mologia

2 3

.. — B2 E (p) — B E, (p) — B> E (p-d)—>...

asociada a la sucesibn exacta

0 — E(-4) > E > Ey > 0
Usando el Teorema de dualidad de Serre para haces re
flexivos (Preliminares; Teorema 6) y la hipbtesis de semies

tabilidad de E vemos que HBE(p-d)=O para p > d.3, por otro
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lado HZE{p} = 0 para todo p > ¢, - 2 (Preliminares; Teore

2
ma 14), de donde se deduce:

. _
H Ex(p)=o para todo p > max (c2~2, d-3)

Puesto que X < »3

es una superficie inestable para E
de orden r se tiene QUe H2 Ex(r+d«4) # 8, lo cual implica
que r+d-4 <c, o r+d-4<d-3, de donde se concluye que

r<c,+1-d.

2
(ii) La demostracifn es an&loga a la de (i), por lo
tanto la omitimos.

(iii) Caso semiestable. Demostraremos que para todo

entero c2>o existe un haz reflexivo E semiestable de ran~

go 2 sobre }‘93 con ¢

if

1E-—-c (rep. CIE -1) y czE = €, que po

see, para todo entero d con 1 <4 ¢ C,s una superficie ines

table X«:ZP3 de grado d y orden de inestabilidad r = 02+1-d.

Para todo entero c2>0, sea E un haz reflexivo semies-
3

table normalizado de rango 2 sobre P~ con clases de Chern

2
(o, Cor c§-+c2) (Resp. (—l,cz,cz)). Pysra la existencia de

tales haces v8ase |H5; Proposicifn 8.2

.

2

Sea {ki} el espectro de E. Puesto que c,E = cj+c,
i=l"¢-’C2 c2 ’
(resp c,.E = c2), la f6rmula c, = -2, ¢ k.
3 2 3 j=1 &
. c2
(resp c; = -2 'igl k; - c2) de |H5; Proposicién 7.3] vy
las propiedades de conexifn del espectro |H5; Theorem 7.5 |
implican gue el espectro de E es {-1,-2,..‘,—c2}.
c
De las f6érmulas h? GP3,E (p)) = n! Opi @2 © 1(p+1+ki))
i=l1 P
1 3 3,0 1 $2
para p >3 - c, vy h" ®7,E(p))=h" P, & O , (p+l+k,)
i=] P
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para p < 1 |H5; Theorem 7.1| deducimos que n? E (c, - 3)=1,

d+2
h2 E (02—3—d) = < >para 1<4d <c2, mientras que si

2
d=c, h’ E (c,-3-d) = h? E(-3) = h' E (-3) + X E (-3) =

c.,+2
( 2 ) -1 sic, =0

Por leo tanto,existe una forma fe:Ho GP3,@ 3 (d)) tal que
P

la aplicacidn H2 E(cz-d—3) 42—% H2 E (c2—3) inducida por £

es cero. Sea X la superficie f = 0. Entonces la sucesibn

exacta de cohomologia

g% E (c,-3-d) =f 4?5 (c,-3) — 52 Ey (c,-3)

correspondiente a la sucesibn exacta

0 — E (-d)La E— Ey — 0

muestra que H2 EX (c2—3) # 0, o equivalentemente que X
es una superficie inestable para E de grado @ y orden de

inestabilidad r = c2 +1-d.

Caso estable y c¢,=0. Distinguimos varios subcasos:

. Subcaso 1, c2 > 4. Demostraremos que para todo entero

c, 2 4 existe un haz reflexivo E estable de rango 2 sobre
P3 con cl E = 0, cz E = c2 que posee, para todo entero d
con 1 <d <c, -1, una superficie inestable X gIP3 de gra

do d y orden de inestabilidad r = c, -d.



Para todo entero c2 > 4, sea E un haz reflexivo esta-

ble de rango 2 sobreiP3 con clases de Chern (O,cz,cg - c2+2).

Para la existencia de tales haces véase |H5; Theorem 8.2].

2

La misma té&cnica que antes muestra que h“ E (02-4) =1y

e
sil<dcg<ec, -3,

2 2
c
5 2
h® E (c2 -d-4) = +1 sid = c, -2
2
c, +1
+1 si d = c, -1.
2
~
y concluimos que para todo entero d con 1 < 4 < ¢, -1,
existe una forma f €H® GP3,© 3 (d)) tal que la superficie
i

X deim3 definida por £ = 0 es una superficie inestable pa

ra E de grado @ y orden de inestabilidad r = ¢, -d.

2
. Subcaso 2, c, = 3. Para d=1,2 demostraremos que existe
un haz reflexivo E estable de rango 2 sobreZlP3 con

Cl E=0, c2E=3 que posee una superficie inestable X de gra

do d y orden r = 3-d. Supongamos primero que c
3

2=3 y d=2.

Consideremos el par (Y,e) donde YCP” es una curva lisa

de grado 4 interseccibn completa de dos cuddricas no sin-
gulares, y 0 # e ¢ H% v (2)= HOGJY (2). Sea E(1) el haz
reflexivo de rango 2 sobre:@? determinado por (Y,e) (Pre-

liminares; Teorema 7):

0-—-—>0———-9E(1)-ﬁly(2)——~>0
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Por construccién E es un haz reflexivo estable de rango 2
sobreilP3 con clases de Chern (0,3,8)
Afirmamos que E posee una cuddrica Q inestable de or

den r=1. En efecto, sea {k.,} el espectro de E.
i
i=1,2,3

c
=8, la f6rmula c, = -2 gf k. de |H5; Pro-
3 i=1 i

posicién 7.3| y las propiedades de conexibn del espectro

Puesto que c3

|H5; Theorem 7.5 y Corollary 7.6| implican que {k;} =
i=1,2,3

= {-1,-1,-2}. De la igualdad h?@3, E(p))=h! ®1,0 0 (p+k, +1))
para p > -3 |H5; Theorem 7.1| deducimos gque h2E(-1)=1 y

h%E(-3)=7. Por lo tanto, existe una forma fc HO®> @ (2))

2 E(-3) ——45——> H2 E(-1) inducida

tal gque la aplicacién H
por f es cero. Sea Q la cuddrica f=o. Entonces la sucesidn

exacta de cohomologia.

vo. — 02 B(-3) —£ 5 8% B(-1) —> H? Ey(-1) —> ...

correspondiente a la sucesidn exacta

0 —s E(-2) —Ly E > Eg

W
o

muestra que H2 EQ(—l)#o, de donde deducimos gque Q es una

cuddrica inestable para E de orden de inestabilidad r=1.

Supongamos ahora que c2=3 y d=1. Consideremos el par

(Y,e) donde Y=Y1uL c]P3

ta de una cfibica plana no singular Y1 Yy una recta L, y

es una curva de grado 4 unibn disjun

ofe EHOw

g (2)= H°(9Y1(2) ® H'(D .. Sea E(1) el haz refle-

xivo de rango 2 sobre P3 determinado por el par (Y,e):

0 —0O — E(1) — IY(Z) — 0
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Por construccién E es un haz reflexivo estable de rango 2

sobrei]P3 con clases de Chern (0,3,6).

Afirmamos que E posee un plano inestable H de orden
r=2. En efecto, h2 E(-1)=h2 I, = th7Y =1y h2 E(-2) =

hZIY(—1)=h167Y(—l)=3. Por lo tanto, existe una forma lineal

2

fe H°®>, ©® ,(1)) tal que la aplicacién H® E(-2)+5s B2 E(-1)
r

inducida por f es cero. Sea H el plano f=o.
Como antes, la sucesibdn exacta de cohomologia:

2 2 2

eses — H® E(-2) — H” E(~1) — H EH(—l) — ...

nos da que H es un plano inestable de orden r=2.

Subcaso 3, c2=2. Demostraremos que existe un haz re-

flexivo E estable de rango 2 sobreiP3 con c1E=o, c2E=2 que

posee un plano inestable H de orden r=1. Para ello, conside
ramos el par (Y,e) donde Y;:P3 es una curva de grado 3
unién disjunta de una cbnica no singular y una recta y
o#ec 1% Y(2). Sea E(1) el haz reflexivo de rango 2 sobre2P3

determinado por el par (Y,e)

0 — 0 — EQ) — I, (2) — 0
Por construccién E es un haz reflexivo estable de rango 2

sobreZP3 con clases de Chern (0,2,2)

Afirmamos que E posee un plano inestable H de orden

r=1. En efecto, th(-2)= h2

2

_ _ 1 1y 2. =
I,(-1) = h" (0, (-1)=1 y h°E(-3)
= h IY(-Z)-h3(9(-4) = 3, Por lo tanto, existe una forma li-

neal fe H°(P> © ,(1)) tal que la aplicacién HZE(-3) L n2E(-2)
I

inducida por f es cero. El mismo argumento que antes prueba

que el plano H definido por f=o es un plano inestable de or-
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den r=1.

1.3 Corolario |MI2; Theorem 2| Sea E un haz reflexivo se

miestable normalizado de rango 2 sobreilP3 con clases de
Chern (cl,cz,c3). Sea Hep3 un plano inestable de orden r.
Se verifica:
(i) Si E es semiestable, entonces r < <,
(ii) Si E es estable y €,=0, entonces r < c2-1

(iii) Estas cotas son Sptimas

2. Construccidn de haces reflexivos estables de rango 2

sobre ]P3 .

En esta seccibn construimos, por medio de la corres-
pondencia usual entre curvas deZP3 y haces reflexivos de
rango 2 sobrei]l?3 (Preliminares; Teorema 7), familias de
haces reflexivos estables de rango 2 sobreI}P3 y analizamos

gue valores de c, aparecen.

Consideremos primero el caso c, = -1.

Si c,=-1, entonces para todo par de enteros (02,03)

tales que 0O<c,<4, c;.c,3cy (mod 2) y 0 < ¢4 < ¢,” existe

2 3
3

un haz reflexivo estable de rango 2 sobre P~ con clases de

Chern (c;,c,,c5) |H5; example 4,2,3|. Por lo tanto, supon-

dremos ¢, > 4. No obstante, las construcciones 2.1 y 2.2

son también validas para 0<c2€4, lo cual prueba de nuevo

que en este caso todos los valores de c4t c, (mod.2) y

0 <c,<c son posibles.
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2.1 Construccibn. Para todo par de enteros Cor¥ tales que

¢, 24yc,,,+12r2>1, consideremos el par (Y,e) donde,

si r=1, Y es una curva plana de grado Cyr ¥ sir > 2,
Y = YU Y2 es la unidén de una curva plana Y, de grado c,y
Yy una curva Y2 de grado r(r-1) interseccibdn completa de
una superficie de grado r con una superficie de grado r-1
que corta a ¥, en d puntos con 0 < d ¢ r(r-1) (Para la
existencia de estas curvas véase la observacibn 2.1.2), y
donde ee H%w y (5-2r) (Véase la observgcién 2.1.1). Sea
E(r) el haz reflexivo de rango 2 sobre2P3 determinado por
(Y,e):
0 —0 — E(r) — I, (2r-1) — 0

Por construccibén E es un haz reflexivo estable de ran

go 2 sobreIP3 con clases de Chern ¢.E = -1,c,E = C, ¥

1 2

= - - -~ 2 - -
c3E-—2pa(Y) 2+(5-2r).deg Y = c, 2(r 1)c2'+26.

2.1.1 Observacibn. En virtud de la proposicidn 20 del capi

tulo de preliminares, tenemos gque H® Wy (5-2r) & H° Wy (5-2r)
1 2

AN HOwY(S—Zr). Adem8s, por ser Y, una curva plana de

1
grado c, e Y2 una curva de grado r(r-1) interseccibn comple

ta de una superficie de grado r con una superficie de grado

r-1, se tiene que HOw_ (5-2r) = B°OQ (c.+2-2r) y 1
1 Y 2 Y2

. Por lo tanto, si r < (cz/%)+ 1, existe una seccidn

y (5-2r)

o
:H@
Y,

global e dech (5-2r) gue genera Wy (5-2r) salvo quizés

en un nmero finito de puntos.
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2.1.2 Observacibn. Vamos a probar que las curvas Y utili-

zadas en la construccibn 2.1 existen. Para todo par de en

teros Cy T tales que ¢, >4y1<rxrg c2/2+ 1, elijamos

una curva no singular Y2 interseccibn completa de una su
perficie no singular de grado r con una superficie no sin
gular de grado r-1. Sea H un plano transversal a Y, ¥

-

S = Y,NH los r(r-1) puntos distintos de la interseccidn

2
de Y, con H. Sea D © S un subconjunto con exactamente d

2
puntos, 1 < d < r(r-1). Para demostrar la existencia de
una curva plana Yl de grado c, conteniendo a D peroc no
conteniendo ningfin punto de S\D, es suficiente demostrar
gue S impone r(r-1) condiciones independientes sobre las
curvas planas de grado c,. Para ello consideremos la suce

sibn exacta:

0 —0 _(-2r+1) —3C. (-r)® O _(-r+1) — I, —> 0
H H H S
tensoralizando por OH(cz) y tomando cohomologia obtenemos:

c, + 2
hO Iglc,) = - r(r-1) si (c2+3)/2 > r,

lo cual prueba la existencia de Y.

2.1.3 Observacibn. Para todo par de enteros Cy T tales

gue ¢, >4y 1l1<rg (c2/2)+1, hemos construido haces re-

2

flexivos estables de rango 2 sobre:E’3 con clases de Chern

(~1,c c3) tales que 025503(mod 2) y

2'
2

)

2
- 2(r-1)c2 N 2(r-1) c2-+2r(r—1).
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Esta construccidn no cubre los intervalos:

2

- 2rc 2

+ 2r(r+l) <c < ¢

3 - 2(r-1) ¢

€2 2 2°

Nbotese que la existencia de un entero C3r C3= C, (mod.2),
en este intervalo es necesario y suficiente que se verifi-

guen las siguientes desigualdades:

2 2 _ _ .
<, 2rc, + 2r{r+l)+ 4 < ¢, 2(r 1)c2, r>1 ;
lo cual es equivalente a:
-1 +\/4 Cy = 7
1 <rx Y ©,2 4.
2

Por otro lado el menor valor de €5 que aparece usando
la construccidbn 2.1 es c22—2(r—1)c2 para r maxima; i\e\
T = (c2/2)+1 si c,esparyr = (c2+1)/g si ¢, es impar.
Por lo ianto, el menor valor de ¢4 que se obtiene con la
construcc16n 2.1 es c3=0 si c, es par y ¢; = C, si c, es
impar. Si c, es impar para decidir qu€ valores de cy apare
cen en el intervalo O<c3<c2 necesitamos otras construccio-

nes.

2.2 Construccibn. Para todo entero impar c, > 5, considera

2

mos el par (Y,e) donde Y es una curva de grado c,+ 2 unidn

2
de m curvas racionales dos a dos disjuntas y de grados su-

periores a 1 , 2 < m < 14-(c2—1)//, y donde ecH% (1).
2 2 5 v

Sea E{(2) el haz reflexivo de rango 2 sobreiPB determinado

por el par (Y,e) (Preliminares; Teorema 7):
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0 —0 —E(2) —1,3) — 0

Por construccién E es un haz reflexivo estable de ran

3

con clases de Chern ¢

go 2 sobre P E=-1, c2E=c2 Yy c3E =

1
c2“2(m-1). Por lo tanto, aparecen
todos los valores de c, comprendidos entre 1 y c2-2.

= 2p_(Y) - 2+deg(Y) =

A continuacibn describimos las construcciones 2.3 y
2.4 correspondientes al caso c,=0. Puesto que los argumen

tos son similares a los del caso c,="1, omitimos los deta

lles.

Si cl=0, entonces para todo par de enteros (cz,c3)
= 2 _
# (1,2) tales que 0<c2<63 €,C, 5c3(mod.2) y 0 £ c5 < C,

+2 existe un haz reflexivo estable de rango 2 sobre

)

P3 con clases de Chern (cl,cz,c3) |H5;example 4.2.1]|. Por

lo tanto, supondremos Cy, 2 6. No obstante, las construc-
ciones 2.3 y 2.4 son tambié&n v&lidas para o~<c2<6, (cz,d)

# (1,1), lo cual prueba de nueva que todos los valores

20 (mod.2) y o < ¢5 < 022 - c,*+2 son posibles, excepto

€3

el valor c,=2 para c2=1.

3

2.3 Construccibn. Para todo par de enteros C,er tales que

C

5 2 6y (c2+1)/ >r > 1, consideremos el par (Y,e) donde
2

Y=Y1U Y2

una curva Y2 de grado r2, interseccibn completa de dos su

es la unidn de una curva plana Yl de grado ¢, con

perficies de grados r, que corta a Yl en d puntos con o <

d < r2 , Yy donde ec chy(4—2r). Sea E(r) el haz reflexivo
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de rango 2 sobreim3 determinado por (Y,e):

0 y © >E(r)«—-—aly(2r)——-—-—+0

Por construccidén E es un haz reflexivo estable de ran

2
E-—-c2 y c,E=c

go 2 sobreiP3 con clases de Chern c.E=o0, C 3 5

1 2

2.4 Construccibn. Para todo entero par c, > 6, consideremos

el par (Y,e) donde Y es una curva de grado c,+1 unibén de m

2
2+1 >m > c2/2+1'

y donde ec HOwY(Z). Sea E(1) el haz reflexivo estable de
3

curvas racionales dos a dos disjuntas, c

de rango 2 sobre IP° determinado por el par (Y,e):

0 — 0 — E@1) —-—-—>1Y(2) —3 0

Por construccidn E es un haz reflexivo estable de ran

3

go 2 sobre IP” con clases de Chern c1E=o, c2E=02 Y c3E=Zc -

2
2(m-1)

En lo que sigue pondremos:

— -1+ 402“7 (Véase la observacitn
b(—l,cz) =

2 2.1.3).

También pondremos:

b(o,cz) = -1+4 Vc2~2

gue se obtiene de modo andlogo en el caso c,=0.

1

- 39 -



2.5 Teorema (a) Si cl=—1, entonces para todo par de ente-

ros (cz,c3) tales que:

(al) c, 2 4

2
(@) o320
(a3) c, = c3 {(mod. 2)

b(-1,c,) 2 2
(a4) Cy £ U (c2 —2rc2+2r(r+1), c,” - 2(r—1)c2)

r=]1
existe un haz reflexivo estable de rango 2 sobre P> con cla
ses de Chern (-1,c,,c5).

{b) si ¢

170 entonces para todo par de enteros (c2,c3)

tales que:

(bl) c,y > 6

(b3) s = {mod. 2)
b(o,cy) 2 2 2
(b4) c3 £ U (cz —(2r+1)c2+2(r+1) 'C, ~(2r~1)c2)

r=1
existe un haz reflexivo estable de rango 2 sobre:P3 con cla

ses de Chern (o,cz,c3).

Demostracidn (a) Si clz—l, la observacibn 2.1.3 muestra que
la construccidbn 2.1 da todos los valores c3 20 si ¢, es par,
y todos los valores €3 2 ¢, si ¢, es impar, que satisfacen

las condiciones (ai) 4 del Teorema 2.5, Por otra par
R L

i:l’...

te, si c, es impar la construccién 2.2 da todos los valores

2

c,>c, > 1 satisfaciendo las mismas condiciones. Esto prueba

2773
la parte (a) del Teorema 2.5
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(b) Un argumento similar, usando las construcciones
2.3 y 2.4 en lugar de las construcciones 2.1 y 2.2 prueba
el caso c,=0.

3. Intervalos de inexistencia de c,.

En esta seccidn probamos que los intervalos no cubier
tos por las construcciones 2.1 y 2.2 (Respectivamente 2.3 y
2.4) de la seccidn anterior son efectivamente intervalos de
inexistencia de C3e
3.1 Lema Sea E un haz reflexivo estable normalizado de ran

go 2 sobre1P3 con clases de Chern (cl,cz,c3). Sea {ki}
< i=1'ooo;c2

su gspectYOy -(cz-a) = min {ki}. Supongamos que a <c2/6~

c
2
. , — 2_ _ _ 2 _
(i) si c,= 1,entonces c, (2a l)c2 < -2 Ezl ki <c2
- (2a—1)c2+2a(a+l).
: c
2 2 2
(ii) si c,=o, entonces c -{2a-1) c, <=2 2_ k. <c -
1 2 2 i 2

- (2a-1)c2 + 2a2

Demostracidn (i) De entre todas las sucesiones conexas de

enteros k, < ky < ... < k_ que verifican |H5; §7| y |H6;

2
proposition 5.1| y tales que kl= -(cz—a), la sucesibn
{-(cz-a),..., -(a+3) ,-(a+2),~-(a+1),-(a+l1),...,~2,~1}lmaximiza
€2 €2
-2 2 k,y {-(c,~a),...,-1,0,1,...,a=1} minimiza -2 o k..
i=1 < i=1 *

De donde se deduce :

- 41 -



c

2 2
-(2a-1)c, < -2 2. k,<c

2
c2 e N 5 -{2a 1)c2+2a(a+1}.

(ii) La demostracibn es anfloga a la de (i).

3.2 Teorema (i) Si clz-i, entonces para todo par de ente-

ros cz,r tales que c, >4, 1 < r < b(~1,c2), no existen ha
ces reflexivos estables de rango 2 sebre:?s con clases de

Chern {~1,02,c3) que verifiguen:

2 2
c2 2rc2-+2r(r+1) < c3 < c2 -2(r l)c2

(ii) si c,=o0, entonces para todo par de enteros CorX
tales que ¢, 26, 1 <r <b(0,c,), no existen haces refle
xivos estables de rango 2 sobreim3 con clases de Chern
(0,cz,c3} gue verifiquen:

2

2 2
~(2r+1)c2+2(r+1) <c3 < c2 (2 l)cz.

Ca

Observacifn 3.2.1. Las hipStesis del enunciado sobre C, ¥

r son para garantizar gue las condiciones

2

2
c 2rc., +2r{r+l)«< c3<<cz -2{r 1)c2

2 2
{Res c 2 -{2r+l)c +2(r+1)2 < Q. < 2 -{2r=-1)c )
P. ©y 2 3 2 2

son no vacias.

Observacibn 3.2.2. El intervalo de inexistencia de c3 que

corresponde a r=1, c,=-1 (Resp. r=1, clwo) es el hallado

por Chang en [c,|.

Demostracibfn del Teorema 3.2 (i) Teniendo en cuenta gque

para todo entero r, 1 < r < b(-1,c,) se verifica que

2. 2re ~+2r{r+1}>~%~(c22

c, 2 +c2), podemos suponer que tene
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mos un haz reflexivo E estable de rango 2 sobreilP3 con cla

1 2
< (e, +cz). Sea k; < ... < k. su

2
espectro. De |H6; Proposition 5.2] deducimos que E posee un

ses de Chern c,=-1, C3 > (c

1

plano inestable de orden c,-r para cierto entero r, o < r <

~%(c2-3) y que kl=—(cz—r). Del lema 3.1 y la fSrmula

o)

c,= -2 £° k;-c, |H5; Proposition 7.3| obtenemos que:
i=1
c,2-2rc, < c, < c,% - 2rc +2xr (r+1) )
2 2 - 3 - 72 2

De donde resulta gue no existen haces reflexivos esta-
bles de rango dos sobre:P3 con clases de Chern (—l,cz,c3)

que verifiquen:
c 2—2rc +2r(r+l) <c, <c 2 _ 2(r-1)c
2 2 3 2 2°

N&6tese que para que esta condicibn sea no vacia es ne-

cesario y suficiente que:
c.2-2rc +2r(r+l1l) +4 < c 2~2(r-1)c r > 1;
2 2 s ©2 2 1 ¥ E 2N

lo cual es equivalente a:

-1 +V4 c2-7
1 <r < = b(-1,c,)

2

yc, 2 4.

(ii) La demostracidn de (ii) es an8loga a la de (i).

Con el fin de facilitar referencias posteriores, a
continuacidn enunciamos las condiciones necesarias y sufi
cientes gue ha de verificar una terna de enteros para ser
las clases de Chern de un haz reflexivo normalizado esta-

ble de rango 2 sobre:PB. Esta caracterizacibén no es més que
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una conjuncibn de los Teoremas 2.5 y 3.2 establecidos an-

teriormente.

3.3. Teorema. Las condiciones necesarias y suficientes que

ha de verificar una terna de enteros (CI'CZ'CB) para ser

las clases de Chern de un haz reflexivo normalizado estable

de rango 2 sobre:P3 son:

(1) ¢, e {0,-1}

1
(ii) c, > 0

(iii) cl.c2 = c3 {mod. 2)

(iv) (cl'CE'CB) # (0,1,2)
2
02 - c2-+2
(v) 0 < c3 2 . 2
2
{v} si c1=0, entonces c3 £

2
c, ~(2r~1)cz)

si c1=~1, entonces c3 4

c 2 ~2(r~1)c2)

2

3.4 Corolario

rango 2 sobreimn, n>3, con clases

Se verifica:

- 44

si c1 = Q
si‘c1 =]

b(o,c,) 2 2
U (c2 ~(2r+1)c2+2(r+1) ‘
r=1
b(-l,Cz) 2

(c2 —2rc2+2r(r+1),
r=1

-

Sea E un haz reflexivo normalizado estable de

de Chern (cl,cz,...,cn).



{(a) c., >0

2

(b) €y = C ec, (mod.2)

c2 - cz+2 si cl=o
() o <ecys )

02 si cl—-l

b(c,cz)
(d}y si c, = o, entonces Cy 4 W,
=]

2 2 2
(c2 ~(2r+1)cz+2(r+1) ’ c2 -{2r 1)02)

b(~1,02)
si c, = 1, entonces Cy £ W,
r=]1
(c 2--2:::*:: +2r{r+l), c 2 _ 2{(r-1)c.,)
2 2 rv2 2

Demostracidn. Teniendo en cuenta los teoremas de restric-

cibén de Barth |B; Theorem 3| y Hartshorne |H5; Remark 3.3.1},
basta aplicar el Teorema 3.3 a la restriccidn de E a un subes

pacio lineal general de dimensibn 3 de P,

4. Clases de Chern v a=-invariante de un haz localmente libre

estable de rango 2 sobreIP3.

En |A-R| Atiyah-Rees probaron gue para todo par de ente
ros (cl,cz)gz2 con ¢;.6, =0 (mod. 2) existe un haz localmen
te libre de rango 2 sobre P> con clases de Chern (c;rcp) .Ade
mis, probaron que si c

1= ~1 (mod.2) entonces todos son topo-

l6gicamente equivalentes y que si ¢, =0 (mod.2) entonces exis
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ten dos fibrados no topolSgicamente equivalentes. Estos dos
fibrados se distinguen por el llamado a-invariante de Atiyah-

Rees, que definimos a continuacibn:

4.1 Definicidén |H2; §2| . Sea E un haz localmente libre de

rango dos sobreiP3 con ¢, par. Se define el invariante o de

Atiyah-Rees por:
a= a(z)==h°ap3,r:(-§_— c1~2))+h1 0P3,E(--§— c,-2)). (mod.2)

N6tese que a(E(m)) = a(E) para todo entero m.

En esta seccidn caracterizamos las clases de Chern, y

el o-invariante en el caso <, par, de un haz localmente li-

- bre estable de rango 2 sobre:P3.

4.2 Teorema. Las condiciones necesarias y suficientes a fin
2

de que (cl,cz)e:z Yy o€ Z/(z) sean las clases de Chern, y el
a-invariante en el caso C,=0y de un haz localmente libre norxr

malizado estable de rango 2 sobre:lP3 son:

(a) c,=0 ,a =0 , c, > 1

(b) ¢;=0 ,a =1, ¢, >3

(c) c,="1, ¢, 2 2 par.

Demostracibn. La necesidad de estas condiciones fue probada

por R. Hartshorne en |H2; Corollary 8.4|. Veamos que son su

ficientes.

(a) Si Cy, 2 2y c, es par la construccibn 2.4 da, to-

mando m = cz+l, un ejemplo de haz localmente libre estable
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de rango 2 sobre P> con clases de Chern (0,02) y a-invarian
te a(E)=o0.
Si c, > 1y c, es impar consideremos el par (Y,e) don-

de Y es una curva de grado c2+1 unién de c,+1 rectas y donde

2
o # ec u° wY(Z). Sea E(l1) el haz reflexivo de rango 2 sobre

3

P~ determinado por el par (Y,e) (Preliminares; Teorema 7):

0 —0 — (1) — I (2) — 0O
Por construccidn E es un haz localmente libre estable de

rango 2 scobre ]P3

con clases de Chern (o,cz) y oa-invariante
& (E)=o. |
(b) Para todo entero ¢, > 3 consideremos el par (Y,e)
donde Y es una curva de grado c,+4 unidn disjunta de dos cur
vas elipticas notsingulares de grados dl'd2 respectivamente,
tales que Y no estd contenida en ninguna superficie de gra-
do dos y donde o # ec u° wy - Sea E(2) el haz reflexivo de

3

rango 2 sobre P~ determinado por el par (Y,e) (Preliminares;

Teorema 7):
0 —> 0 —5 E(2) — Iy(4) —> 0

Por conétruccién E es un haz localmente libre estable
de rango 2 sobre P> con clases de Chern (o,cz) y a-invaria
ble a(E)=-1.

(c) Ssi c, > 2y c, es par la construccidn 2.2 da, to-
mando r = (c2/6)+1, un ejemplo de haz localmente libre es-

table de rango 2 sobre:P3 con clases de Chern (~1,c

2)0
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CAPITULO II

CLASES DE CHERN Y ORDEN DE INESTABILIDAD DE UN HAZ REFLEXIVO>

INESTABLE DE RANGO DOS SOBRE ]P3

El objetivo de este capitulo es resolver el siguiente
problema planteado por Sauer en |S]:

Problema: Caracterizar {'(cl,cz,c_-s,r) € 1’.4/ Existe un haz re

3

flexivo E de rango 2 sobre P~ inestable de orden r con cla-

ses de Chern cl,cz,c3}.

Recordemos que un haz reflexivo de rango 2 sobre JP3 con

cl=Oocl=-1 se llama inestable |S; pg. 4| si deja de ser es
table en el sentido de Mumford-Takemoto |T]| i.e.si existe un
entero no negativo s tal que H° GP3, E(-s)) # 0. Como medida
de la inestabilidad de un haz reflexivo inestable de rango

3
2 sobre PP~ con cl=0 © c;=-1 se toma el mayor entero r tal
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que HOGP3,EV(~r))# 0; a este entero se le llama orden de
inestabilidad de E. Puesto que para haces reflexivos de ran

3

go 2 sobre P EVzE(-cl) |H5; Proposition 1.10| se tiene que

si E es inestable de orden r entonces r+c, 2 0.

Algunos resultados de este capitulo son similares a re
sultados del Capitulo I, y a primera vista parecen una gene
ralizacidén de ellos. No obstante esto no es asi, ya gque no
existe ninguna nocidn de orden de inestabilidad gue para un
valor particular caracterice los haces reflexivos estables
de rango 2 sobreiP3. Por ejemplo, si utilizamos la defini-
cidén anterior de orden de inestabilidad sin la hip&tesis
r+c, > 0, entonces los haces reflexivos estables de rango

2 sobreZP3 con c1=-1 (resp. l=0) son los que verifican

r <0 (resp. r < -1).

Recordemos tambi&n que si E es un haz reflexivo norma-
lizado de rango 2 sobre:@3 inestable de orden r con clases
de Chern (cl,cz,c3) y 0 una seccidn no nula de E' (-r) enton
ces la aplicacién dual de la aplicaci6én ¢:0— E'(-r) indu-

cida por o da una sucesidn exacta:

0 — C?(2r+cl)-——9 E(r) —> IY - 0

3 de codimensidn 2,

donde Y es un subesquema cerrado de P
Cohen~Macaulay y genéricamente localmente interseccidn com
pleta. Salvo en el caso ExO @@, se tiene gue h° E(-r-c1)=l,
por lo que la curva Y sOlo depende de E; la llamaremos la

curva asociada a E. Ademis, es inmediato comprobar que
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d: = deg(¥) = c2+clr+r2 , Y

= 21 -
Pa(Y) = 3 (c3+2 d(ci+2r+4))

Supuesto claD o] cl=-1, los posibles valores de Coy €3
para un haz reflexivo de rango 2 sobreiP3 inestable de or-
den r est@n sujetos a las siguientes restricciones:

(1) 4% c;c, (mod.2) |[H5; Corollary 2.4|

(i1) cy+r 2 0 |s; §1]
Ca 2 . _
{(iii) c2+r >0 si c1 =0
|s: §1]
2 . _
cytr-r > 0 sicy, =1
, 2 2 .
(iv) (c2+r )(c2+(r+1) ) si c1=0
0<c. < | $; Theorem
_3._

(c2+r(r-1)(cz+r(r+1)) si cl=-1

1?3 0, no todos los

valores de c3 que verifican (iii) y (iv) son posibles. (Véase

Pero dados enteros CorX tales que cz*r2+c

por ejemplo |S; Remark 7.1.1}).

En este capitulo determinamos, dados enteros c,,r tales

2
que c2+c1r+r2 >0 qué valores de Cq entre los que verifican
(iii) y (iv) son posibles y cuales no (Teoremas 2.7 y 3.3).
El resultado es que para cada par de enteros Corl tales que

2 . e s . .
cy+c r+r- > 0 existe un nfmero finito de intervalos bien de

terminados en los que cy no puede tomar valores.

Como aplicacién obtendremos una caracterizacién de
{(cl'cz'CB)E z3 / existe un haz reflexivo de rango 2 sobre

3

P~ con clases de Chern cl,cz,c3} (Teorema 4.1). En particu

lar, teniendo en cuenta que un haz reflexivo de rango 2 SO

- 51 -

3.8



3

bre IP° es localmente libre si y s6lo si c3=0, reencontramos,

para c,=0, el teorema de Horrocks |H | y Atiyah-Rees |A-R].

3

1. Cotas del orden de inestabilidad

3 inestable

Sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre P
de orden r. En esta seccibn caracterizamos el orden de ines
tabilidad r de E en funcibn de la dimensibn del espacio de
endomorfismos de E (Proposicidn 1.1) y damos una cota opti

mal del orden de inestabilidad de un plano en funcibn de r

y de las clases de Chern de E (Teorema 1.3).

1.1 Proposicibn. Sea E un haz reflexivo normalizado de ran

go 2 sobre:P3 inestable de orden r con clases de Chern

(cl,c2,c3). Se verifica:

-

2r+c1+3
si E es indescomponible
3
4 si E=0gb

dim End (E) =< 2r+3
' ( + 2 si ExO(r)® ©(-r) con r#0

3

2r+2
+ 2 si E=2@(r-1)® @ (-r)

N

Demostracifn. Podemos suponer que E es indescomponible, en

caso contrario el resultado es inmediato. Por ser E un haz

reflexivo de rango 2 sobreZP3 inestable de orden r existe
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una seccibn no nula ¢ de E'(-r) que da lugar a una sucesibn
exacta del tipo:

(1) 0 — Ofr+c;) — E —> I (-x) —> 0

donde Y es un subesquema de P> de codimensién 2, Cohen-
Macaulay y gen&ricamente localmente interseccién completa.
Aplicando el funtor Hom(E,. ) a la sucesibn exacta (1) ob

tenemos la sucesidn exacta -
0 —> Hom(E,@%r+cl»~—$ End(E) -—> Hom (E,Iy(r))

de dondetresulta:

(2) dim End(E) <dim Hom(E,O(r+c,))+dim Hom(E, IY (r)).

Aplicando el funtor Hom(E,. ) a la sucesibn exacta:
0 —> IY (-r) — O(-r) — Oy (-x)—> 0

obtenemos que

(3) dim Hom(E, Iy(-r))g dim Hom (E, (O (-r))

De las desigualdades (2) y (3), y de la sucesidn exac
ta de cohomologia asociada a la sucesidn axacta (1) deduci
mos gue:

dim End(E) ¢ dim Hom(E,0O(r+c,))+dim Hom(E,6(-r))=dim H® E(r)+

2r+c. +3
o 1
+dim H~ E{(-r-c )= + 1
1 3
Por otro lado, para toda forma £ e H® (P3,£)3(2r+cl)),

hisd
la sucesidn exacta (1) da el morfismo

E —> IY(-r) -——-9(9(-1.')‘—-3-} @(r+cl) -—> E

T

gue no es ningfin mﬁltiplo\escalar de la identidad. Por lo tanto:
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2r+c1+3

dim End(E) > 1+h°0 j(2r+c)) =1 + ,
i
3

lo cual prueba la igualdad.

Sea E un haz reflexivo normalizado de rango 2 sobre

I

P, n > 3. Recordemos que un hiperplano H de P" es un hi-

perplano inestable para E si existe un entero t>o tal que

H
enteros t se le llama orden de inestabilidad del hiperpla

5° Y (-t}# 0, donde EV:=Hom (E,,,07.). A1 mayor de tales
H @HHH

no H. (Preliminares; definicibn 10). Recordemos tambi&n
gue aplicando el Teorema de dualidad de Serre a H se ob-
tiene que la condicibn HDEX (-t)# 0 es equivalente a la

condicidn Hnul E§{t~n}# 0.

1.2 Observacidn. Si E es un haz reflexivo normalizado de

rango 2 sobre P, n>3, inestable de orden r entonces la
restriccidn EH de E a un hiperplanc general H de P" es un
haz reflexivo normalizado de rango 2 sobre H inestable de

orden r (Véase |S; Proposition 1.1]).

1.3 Teorema. Sea E un haz reflexivo normalizado de rango 2

scbre:@3 inestable de orden r con clases de Chern {cl,cz,c3}.
Sea HC3P3 un plano inestable de orden t>r. Se verifica:
. 2 . _
(i) t < cytri4r si c,=0
(ii) t < ¢ +r2 si ¢, ==1
- 72 1 -

(iii) Estas cotas son 6ptimas.
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Demostracidn (i) Consideremos la sucesibn exacta de cohomo

logia

2EH(p) —s H3E(p-1) —> ...

... —> H’E(p) — H
asociada a la sucesibn exacta

0 —> E{(-1) —> E ~——> EH — 0

Del Teorema de dualidad de Serre para haces reflexivos
(Preliminares; Teorema 6) y de la definicibdn de orden de

inestabilidad de E deducimos que H3E(p~l)=0 para p>r-2, por

otro lado HZE(p)=0 para todo pzczfr2+r—2 |S; Theorem 3.8].
Por lo tanto:
2 2 _ 2
H™ E, (p)=0 para todo p>max (r-2,c,+r +r-2)=c,+r"+r-2.

H 2 2

Puesto que H Eﬂm3 es un plano inestable para E de or-

den t>r, HZEH (t-3)# 0, lo cual implica que t-3<c +r2+r-2,

de donde se concluye que t < cz+r2+r.

(ii) La demostracidn es anfloga a la de (i) y por 1lo

2

tanto la omitimos.

(iii) Caso c¢,;=0. Para todo par de enteros c,,r tales

1
gque r>0 y c2+r2>0, demostraremos que existe un haz refle-

xivo E de rango 2 sobreIIP3 inestable de orden r con c1E=0,

c2E=c2 y gue posee un plano inestable HCIP3 de orden c,+r2+r.

2
Para ello, consideremos el par (Y,e) donde Y es una
curva plana no singular de grado d=c2+r2 Y O#eeHowY(2r+4) =
= H%@y(c2+r2+2r+1). Sea E(~-r) el haz reflexivo de rango 2
sobre:lP3 determinado por el par (Y,e) (Preliminares; Teore

ma 7):

0 — O —> E(-r) —> I (=2r) —> 0
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Por construccibn E es un haz reflexivo de rango dos so

bre:lP3 inestable de orden r con clases de Chern (0,c2,

(c +(r+1)2)(c +r2)). Sea {k.} su espectro.
2 2 i%y=1,2 ¢ +r?
cz+r2 ! "‘r'.Z
La igualdad cy= -2 $— k. |S; Proposition 3.6] y las pro
i=1

piedades de conexibn del espectro |S; Proposition 3.4 -

Lemma 7.1] implican que k1 5 =
1=l,2,...,c2+r
{-r-d,-r-d+1,...,-r-1}, c2+r2
De la férmula h?®>,E(m) = h'@!, ® O (k;+m+1))
2. L2

para todo m > = r-3 deducimos que h°E (c,+r7+r-3)= 1y

3 sid>1
h2 E(c2+r2+r—4) =

2 si d=1
Por lo tanto, existe una forma lineal feH°0P3,éy(l))

tal que la aplicacidn

2 2

B2 E (o tri4r-4) Lo H2E<c2+r2+r-3)

inducida por f es cero. Sea H el plano de ecuacibn f£=0.

Entonces la sucesibn exacta de cohomologia

2 2

2 2 .f 2

H E(c2+r +r-4) —=— H E(c2+r +r=3)—> HZEH (c2+r +r=-3)

asociado a la sucesibn exacta
0 —> E(-1) > E > Ey > 0
2+r-3)# 0, o egquivalentemente que H

2

muestra que H'E (c2+r

H
es un plano inestable para E de orden de inestabilidad t=c2+r2+r.
Caso c,=1. Para todo par de enteros c,, r tales que r>0

Yy c2+r2 - r>0, demostraremos que existe un haz reflexivo E de
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E=c

de rango 2 sobreil?3 inestable de orden r con ¢ 2 2

3

1E=0, c

de orden c2+r2.

Un razonamiento an8logo al del caso cl=0, tomando el

y gue posee un plano inestable HcP

par (Y,e) donde Y es una curva plana lisa de grado c2+r2~r

y e una seccidn no nula de mY(2r+5}a€7Y(cz+r2

+r+2), prueba
que el haz E(r) determinado por el par (Y,e) (Preliminares;
Teorema 7)

0 —» O(-r-1) —> E —> 1,0ty —> 0

tiene las propiedades requeridas.

¥

2. Construccibn de haces reflexivos de rango 2 sobreZP3

inestables de orden r.

El objetivo de esta seccibn es construir, por medio de

la correspondencia usual entre curvas de:P3 y haces refle-

3

sivos de rango 2 sobre P~ (Preliminares; Teorema 7), fami-

lias de haces reflexivos inestables de rango dos sobreiP3

.y analizar, fijados ¢ aparecen.

1'

7/
c, ¥y r, que valores de €3

Consideremos primero el caso c1=—1.
Sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre:IP3 inestable

de orden r con clases de Chern (—1,c2,c3) y sea d=c +r2~r

2
el grado de la curva asociada. Si d=0 entonces E descompo-

ne y c3=0; si d=1 entonces la curva Y asociada a E es una

recta, luego 0=Pa(Y)= i (c3+2’~(2r+3)) de donde c.,=2r+1.

2
Por lo tanto supondremos d=c2+r2—r > 2,

3
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2.1 Construccibn. Para todo par de enteros CyrX tales que

r>l vy c2+r2—r32; y para todo entero t tal que o < t < %

(02+r2~r), consideremos el par (Y,e) donde, si t=0, Y es

una curva plana de grado cz+r2+r, y si t>1, Y=Y1LIY2 es la

1 de grado c2+r2+r con una curva

Y2 de grado t(t+2r+1) interseccidn completa de una superfi

unidén de una curva plana Y

cie de grado t con una superficie de grado t+2r+l1 que cor
ta a Y1 en j puntos con 0<j< t(t+2r+l1).(Para la existencia
de estas curvas vé€ase la observacibn 2.1.2), y donde

0# eeHOmY(B—Zr—Zt) (Véase la observacifbn 2.1.1).Sea E(r+t+1)
el haz reflexivo de rango 2 sobre:P3 determinado por el par

{Y,e) {(Preliminares; Teorema 7).

0 —>» O ——> E(r+t+l) —> IY(2r+2t+1) — 0

Por construccién E es un haz reflexivo de rango 2 so

bre:P3 con clases de Chern c1

-2+ (deg Y) (3-2r-2t)= 022+r4+2c2r2-r2-2t(02+r

E=-1, c,E=c,, ¥ c3E=2pa(Y)—

2+r)+ 2j. Ade

més, puesto gque h®E (-r+1)=h° IY(t+1)=ho IY (t)=1 vy
2
o o o . .
h"E(-r)=h IY(t) = h” I, (t-1) = 0 se tiene que E es ines
: 2
table de orden r.

2.1.1 Observacidn. En virtud de la proposicibén 20 del capi

tulo de preliminares, tenemos que HOwY (3-2r-2t)e

HowY (3-2r-2t) b Howy(3-2r~2t). Adémés, por ser Y, una
curvi plana de grado c2+r2+r e Y2 una curva interseccidn
completa de dos superficies de grados t y t+2r+1 respecti

vamente, se tiene que HowY (3-~2r-2t)=H°0Y (c2+r2-2t-r) y
1 1
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HCw, (3-2r-2t)= #H°@_ . por lo tanto, si t < 1 (c +r2-r),
existe una seccidn global no nula O#esHOwy(3—2r-2t) que ge
nera wy(3-2r-2t) salvo quiz8s en un nfimero finito de puh~

tos.

2.1.2 Observacidén. Vamos a probar que las curvas Y utiliza-

das en la construccidn 2.1 existen. Para todo ternade ente

ros (cz,r,t) tales que r > 1, c2+r2 -r>2y0<tcg %

(c2+r2 - r), elijamos una curva no singular Y2 interseccibn

completa de una superficie no singular de grado t con una

3

superficie no singular de grado t+2r+l1. Sea HCP~ un plano

transversal a Y, ¥ S=Y2f\H los t(t+2r+1) puntos distintos

de la interseccibn de Y2 con H. Sea D € S un subconjunto

con exactamente j puntos, 1 < j < t(t+2r+l1). Para demostrar

la existencia de una curva plana Yl de grado c +r2+r conte

2
niendo a D pero no conteniendo ningin punto de S-D, es su-

ficiente probar que S impone t(t+2r+1) condiciones indepen

dientes sobre las curvas planas de grado c +r2ir. Para ello

2
consideramos la sucesidn exacta:

0 ———-—>C’JH(-2t~2r-1) —>0, (-£) 88, (~t-2r-1) —> I —> 0

Tensorializando por 6%(c2+r2+r) y tomando cohomologia obte

nemos

C +r2+r+2
2 2

]

. 2
hOI (02+r c2+r -r+1

S +r)

-t (t+2r+1) si t<
2

lo cual prueba la existencia de Y.
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2.1.3 Observacibn. Para toda terna de enteros (c,,r,t) ta

les que r>1, c2+r2—r32 y o<t< % (c2+r2-r) hemos construido

haces reflexivos de rango 2 sobre1P3 inestables de orden r,

con clases de Chern (~1,cz,03) tales que 625c3 (mod.2) vy

2, 4 2 2 2

cy7Hr #2c,r” — r® - 2t (c,tr +r) <
2, .4 2 2 2
S ¢y S cyTHri+2c,r” - r._2t(c2+r t-r-1)

Esta construccidn no cubre los intervalos:

c22+r4+202r2~r2-2t (c2+r2-r-t~1) <

2. .4 2 2 2
<c3 <c2 +r +2c2r r *Z(t—l)(c2+r +r)

N6tese que para la existencia de un entero c3:C4=C, (mod.2)
en este intervalo es necesario y suficiente que se verifi-
guen las siguientes desigualdades:

c22+2c2r2+r4-r2—2t(c2+r2-t~r~1)+ 4 <

< c22+r4+2c2r2—r2~2(t—1)(cz+r2+r), t > 0;

lo cual equivale a:

~(2r+1)4~\J£7 +4(c2+2r2+2r) 2
0 <t < : Yy cytri+r > 2
2

Por otro lado el menor valor de C3 que aparece usando

la construccidn 2.1 es c22+r4+202r24r2

miéxima, i,e t = % (c2+r2—r-1) si c2+r2—r es impar y

—2t(c2+r2+r)‘para t

t = % (c2+r2~r) si c2+r2~r es par. Por lo tanto, el menor
- valor de c3 que se obtiene con la construccibn 2.1 es

_ 2 . 2 . lr ed 2
C3=C,+r74r si Cc,+r®-r es impar y c3~c si c,+r"-r es par.

Si c, es impar para decidir gue valores de c5 aparecen en
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. 2
el intervalo 0‘<03‘<cz+r +r necesitamos otras construc-

ciones.

2.2 Construccibn. Para toda cuaterna de enteros cz,r,q,j

1
2

tales que r>1, c2+r2—r33 impar, g = (c2+r2-r—1) y 0<i<q,

3 q
consideremos el par (Y,e) donde Y = \U Y. v ) Y, VL
i=1 1 k=441
es una curva de grado c2+r2-r unibén disjunta de una recta

simple L, con rectas dobles Y ..,Yq tales que‘XX6§ y=2r+3

1’
i
para i=1l,...,J y'XiCQ } = 2r+2 para k=j+l1,...,q, y donde
k
O#e eHowY(2r+3). Sea E (-r+1) el haz reflexivo de rango dos
sobreii?3 determinado por el par (Y,e) (Preliminares; Teore

ma 7).

0 — 0O(2r-1) — E(r) — I, — 0

Por construccidbn E es un haz reflexivo de rango 2 so

bre:lP3 inestable de orden r con clases de Chern clE=—1,
+r2+r—2j.

c2E=c2 Yy c3E = C

2

2.2.1 Observacibn. Para la existencia de las rectas dobles

Yl""'Yq y de la seccibn e véase el apéndice de este ca-

pitulo.

2.2.2 Observacibn. Para todo par de enteros Cyrt tales que
r > 1, c2+r2-r > 3 impar hemos construido haces reflexivos
de rango 2 sobreZPB, inestables de orden r, con clases de

Chern (-1,c2,c3) gue verifican la relacibn de Schwarzenmberger

2

C +Y +r.

25C3 (mod. 2) y las desigualdades 2r+l < c, < ¢

3 2



2.3 Construccibn. Para toda cuaterna de enteros cz,r,p,j

tales que r > 1, c2+r2—r > 3 impar, p= % (c2+r2~r-1) Yy
p-1

0 < Jj < r, consideremos el par (Y,e) donde Y = U YiLJYO
i=1

2 ; o
es una curva de grado Cytro-r unidén disjunta de rectas do

bles Yl""’Yp—l

con una recta triple Y, tal que ’XXCQ )= 2r+4+j, donde
o)

0 # ecH® wy(2r+3). Sea E(-r+l1) el haz reflexivo de rango

tales que ;M(ﬁ% )= 2r+3 para i=1,...,p-1,
i

2 sobreI]P3 determinado por el par (Y,e) {Preliminares, Teo

rema 7).

0 — O2r-1) —> E(x) > I,—> 0

Por construccidén E es un haz reflexivo de rango 2 so

bre1P3, inestable de orden r con clases de Chern

E=-1, c,E=c, vy c3E= 2r+1-27.

¢ 2

2.3.1 Observacidbn. Para la existencia de Yl""'Yn—l’ Yb;

y de la seccibn e véase el apéndice de este capitulo.

2.3.2 Observacibn. Para todo par de enteros Cork tales que

r >1, c2+r2-r > 3 impar hemos construido haces reflexivos

de rango 2 sobre:PB, inestables de orden r, con clases de
Chern (-l,cz,c3) que verifican la relacidn de Schwarzenberger
c,2¢; (mod.2) y las desigualdades O<cy < 2r+1.

A continuacibén describiremos las construcciones 2.4,
2.5 y 2.6 correspondientes al'caso cl=0. Puesto que los ar

gumentos son similares a los del caso c1=-1, los omitimos.

Sea E un haz reflexivo de rango 2 sobreIP3, inestable

de orden r con clases de Chern (0,c2,c3) Yy sea d=c2+r2 el
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grado de la curva asociada. Si d=0 entonces E descompone

y c3=0, si d=1 entonces_la curva asociada a E es una rec
1
2
lo tanto supondremos d=c

ta, luego 0=p_(¥) = 35 (cy+2 - (2r+4)) de donde c

+r2 > 2.

3=2r+2. Por

2

2.4 Construccibn. Para todo par de enteros CorT tales que

r>0y c2+r2 > 2; y para todo entero t tal que 0 < t £

2
c2+r , consideremos el par (Y,e) donde, si t=0, Y es una

2

curva plana de grado c2+r2+2r+l, ysit>1,7Ys= Ylk}Yz es

2

la unidén de una curva plana Y otr +2r+1 con una

1 de grado ¢

curva Yz de grado t(t+2r+2) interseccifn completa de una
superficie de grado t con una superficie de grado t+2r+2.
que corta a ¥, en j puntos con 0 < j < (t+2r+2)t , donde
0 # e eg® wY(2-2r~2t). Sea E(r+t+1) el haz reflexivo de ran
go 2 sobre P> determinado por el par (Y,e)
0 —> 0 — E(r+t+l) —> Iy(2r+2t+2) —> 0
Por construccibébn E es un haz reflexivo de rango 2 so-

3

bre P~ inestable de orden r, con clases de Chern clE = 0,

_ . 2,4 2 3 2_ 2 .
czE—c2 Y c3E-c2 +r +2c2r +2c2r+2r +C, tr 2t(c2+r +2r+1)+23 .

2.5 Construccibn. Para toda cuaterna de enteros cz,r,q,j
2

‘ 2 . é2+r -1 .
tales que r > 0, cy*r” 2 3 impar, g = y 0 <3 <gq,
30 2 q
consideremos el par (Y,e) donde Y = Y.o U Y, UL
. i - k
i=1 k=j+1

2 . - .
es una curva de grado C,+r unidén disjunta de una recta sim

ple L, con rectas dobles Yl”"'Yq tales que }K@%‘):2r+4
1
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para i=1,...,j vy 'X(CQk) = 2r+3 para k=j+l1,...,q; y donde
0 # eéiﬁoujy(2r+4). Sea E(-r) el haz reflexivo de rango 2
sobre2P3 determinado por el par (Y,e)
0 — O (2r) —> E(r) —> I, — 0
Por construccidn E es un haz reflexivo de rango 2 so
breIP3, inestable de orden r con clases de Chern clE=0,

= - 2 o
c2E~-c2 Yy c3E—c2+r +2rf1 23.

2.6 Construccibn. Para toda cuaterna de enteros cz,r,q,j

tales que r > 0, 02+r2 > 3 impar, q = % (cz+r2) y0<3j<r,
g-1

consideremos el par (Y,e) donde Y = (J Yi L}YO s una
i=1

curva de grado c2+r2 unidén disjunta de rectas dobles
Y "’Yq-l tales que ,X(@& ) = 2r+4 para i=1l,...,g-1,con

v
1 1

una recta triple Y _ tal que‘X(0§ )= 2r+6+j , donde
o

0 #e ¢ H° w (2r+4). Sea E(-r) el haz reflexivo de rango
2 sobre:P3 determinado por el par (Y,e)
0 — @ (2r) —> E(x) >I, —> 0
Por construccién E es un haz reflexivo de rango 2 so

bre:PB, inestable de ordén r con clases de Chern c1E=O,

c,E=0, c.E = 2r-2j .

2 3

En lo que sigue pondremos:

- (2r+1)+\/—7+4 (c2+2r2+2r)

(Véase la observa

b(-l,cz,r)=
2 cidén 2.1.3)

Tambié&n pondremos:
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2

que se obtiene de modo anflogo en el caso cl=0.

b(O,cz,r) = - (r+1)4 \/c +2 r2+4r R

2.7 Teorema.(a) Si cl=-1, entonces para toda terna de en

teros tales que:

(a,) r >1

2 -
(a,) Co+xr™-r > 2
(a3) c, 503 (mod.2)

(a4) 0 < c, < (c2+(r-1)r)(c2+(r+l)r)

3
b(-1,c.x)

2 2.4 2

(aS) cq ¢ t\i ) (c2 +r +2c2r

2

—r2—2t(c2+r ~r=-t-1),

2. 4

c2 +r "42cC 2_p2 2

QX -r -2(t-1)(cz+r +r))

existe un haz reflexivo de rango 2 sobre2P3, inestable de

orden r con clases de Chern (-1,c2,c3) .

(b) si cl=0, entonces para toda terna de enteros ta-
les que:

(by) r 20

(b,) c2+r2 >0

(b3) c350 (mod.2)

(b4) 0 <cy (c2+r2) (c2+(r+1)2)

b(0,cy/x) 2, 4 2 3, .2 y

(b5) C,y £ L ) (c2 +r,+2c2r +202r+2r -&1:2%-1:' -2t(cz+r
t=1

c, +1 202r +2rc2 2Y +c2+r 2(t 1)(c2+r

3

existe un haz reflexivo de rango 2 sobre P~, inestable de or

den r con clases de Chern (0,c2,c3).
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Demostracidén. (a) Si cl=-1, la observacibn 2.1.3 muestra
gue la construccidn 2.1 da todos los valores c3 >0 si

c +r2—rAes par, y todos los valores Cy > c2+r2+r si

2

2 . . s
c,+r“-r es impar, gque satisfacen las condiciones aj del

2
enunciado; la observacidén 2.2.2 muestra que la construc-

cién 2.2 da todos los valores C3 tales gque c2+r2+r3c332r+1
si c2+r2-r es impar, que satisfacen las condiciones aj del
enunciado; y la observacibn 2.3.2 muestra que la construc

cidn 2.3 de todos los valores C3 tales que 2r+l>c3>0 si

c2+r2—r es impar, que satisfacen las condiciones aj del

enunciado. Esto prueba la parte (a) del Teorema.
(b) Un argumento similar, usando las construcciones
2.4, 2.5 y 2.6 en lugar de las construcciones 2.1, 2.2 y

2.3, prueba el caso cl=0.

3. Intervalos de inexistencia de c3;

En esta seccibn probaremos que los intervalos no cu-
biertos por las construcciones 2.1, 2.2 y 2.3 (Resp. 2.4,
2.5 y 2.6) de la seccibn anterior son efectivamente inter-

valos de inexistencia de c3.

3.1. Lema. Sea E un haz reflexivo de rango 2 sobreiP3, ines
table de orden r, con clases de Chern (-l,cz,c3). Suponga-
mos que:

(c2+r(r-1)(c2+r(r+1)) 2
c > 5 +-(r+1)(cz+r -r).
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Entonces E posee un plano inestable de orden c +r2—t para

2
2
cierto t, 0 < t < Cptr —x-3 ; Y en tal caso:
2
2. 4 2_.2 2 2, .4 2__2_ 2__ .
c, +r +2c,ro-r ‘2t(c2+r tr) < g < c,4r +t2c,ro-r 2t (cytr®-r-t-1
Demostracibn. Sea k) g ky € ve 8 kcjrrz—r el espectro de E.
La hipdtesis.
(cytr(r-1) (c,+(r+l)r) 2
c > + (r+l1) (c,+xr"~-r),
3 2
2
la fdérmula c3=w-2%; ki - c2—r2+r |s; Proposition 3.6 |
y las propiedades de conexibén del espectro |S; Proposition

3.4, Lemma 7.1| implican que kl=-c2+r2+t para cierto ente-

c +r2—r—3

rotcon 0 <t < 2 y que k1=—c2-r2+t, k2=k1+1
2
aparecen exactamente una vez en el espectro. De donde, gra
2 3 1 1 c2+r2-r
cias a la igualdad h* (®°,E(m))=h" (@', o o L (m+1+k,))
i=1 b

para m > r-2 |S; Theorem 3.1|, deducimos que th(~kl-3)=1

y th(—k1-4)=3. Por lo tanto, existe una forma lineal

thOGP3,@(l)) tal que la aplicacidn HZE(—kl-4) =h 5 HzE(—kl—B)

inducida por h es cero. Sea H el plano de ecuacibén h=0. La

sucesidn exacta de cohomologia:

st(-kl—4) — H2B(-kl-3) —> g2

muestra que HZEH(—k1—3) # 0 o equivalentemente que H es un

EH(-kl-B)

2
Por otro lado, de entre todas las sucesiones de ente-

plano inestable para E de orden k1= c +r2-t.

ros kl <--.< k 2_, que verifican |S; §3 y Lemma 7.1|

cz+r

2

, la suce-
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sibén {-cz-r2+t,...,~r-t-3, ~yr-t~-2, -r-t~1, -r-t-1,...,-r-2,
-r-2, -r-1} maximiza =2 2 k; ¥y {-cz-r%+t,...,—r-1,

i
r+1,..., r+t-1} minimiza -2 2. k,. Si ademis tenemos en

i
cuenta que c3=-223 k, - c2-r2+r |s; Proposition 3.6| ob-
i
tenemos
2. 4 2__2_ 2 , 2. .4 2_.2_ 2___._
c2 +r +202r r 2t(02+r +r) < Cy < 02 +r +2c2r r 2t(c:2+r r—-t-1)

3.2 Lema(*). Sea E un haz reflexivo de rango dos sobreiP3,
inestable de orden r, con clases de Chern (O,cz,c3) supon-

gamos que

2 2
{(cat+r®) (c,+(r+l1)°)
c3 > 2 2 ﬁ-(r+1)(c2+r2)
2

Entonces E posee un plano inestable de orden c2+r2+r—t

c2+r2-3
para cierto entero t con 0 < t < ——— ; y en tal

2
caso
2, 4 2

3
c2 +r +2c2r +2rc2+2r +c2

2 L e 2.0y

2
+r —2t(c2+r 3< S,

+2r+1) é c

2 3 2 2
+2c,r7+2rc +2ro+c,tr —2t(c2+r -t-1).
Para todo par de enteros c,,r sean b(O,cz,r) Yy

b(—l,cz,r) los invariantes numéricos definidos en la sec-

cidn 2.

3.3 Teorema (a) Si c,=-1, entonces para todo terna de ente

ros c,,rrt tales que r > 1, c2+r2—r32, y 15t5b(~1,c2,r),

no existen haces reflexivos de rango 2 sobreZPB, inesta-

bles de orden r con clases de Chern (-l,czc3) que verifi-
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quen:

2 4 2 2 2
(1) <, +r +2c2r -r —2t(c2+r —r-t-1)< cy <

< ﬁ 2+r4+20 r2—r2~r2—2(t—1).(c +r2

2 2 ptrTHr)

(b) Si c1=0, entonces para todo terna de enteros c,rr,t ta-

les que r > 0, c2+r2 >2,y1<t< b(O,cz,r), no existen ha

ces reflexivos de rango 2 sobreiPB, inestable de orden r con
clases de Chern (O,cz,c3) que verifiquen

2 3 2 2
+2c2r +2rc2+2r +c2+r —2t(c2+r -t-~1) <c3 <

2 3
+2rc2+2r +02

2

(2) c,

2+r4+2c r 2

5 +2r+l1).

< +r2-2(t-1)(c2+r

)

Observacibn 3.3.1 Las hipStesis del enunciado sobre t son pa

ra garantizar que las condiciones (1) y (2) son no vacias.

Demostracibn del Teorema 3.3 (a) Teniendo en cuenta gue para

todo entero t con 0 < t < b(—l,cz,r) se verifica que

2. 4 2 2 2

c, +r +2c2r - —2t(c2+r ~-r-t-1)}+42 >
(c2+r(r—1))(c2+(r+1)r) 9
> + (r+1)(c2+r -r);
2

podemos suponer que tenemos un haz reflexivo E de rango 2 so
bre:IP3 inestable de orden r con clases de Chern c1=—1, Yy

(c2+(r~1)r)(c2+(r+l)r)

y ¢, > + (r+1) (c +r2—r). Del le-
3 2 2
ma 3.1 deducimos que E posee un plano inestable de orden
oy c2+r2—r-3
cytr -t con 0 < t < r Y que
3
2, .4 2 2 2 2, .4 2 2 2
c, +r +2c2r -r -2t(c2+r +r) < C3 £ c,+r +2c,r -r —2t(cj¢‘-rut—l).

De donde resulta que no existen haces reflexivos de ran

go 2 sobre:P3, inestables de orden r, con clases de Chern
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(-1,cz,c3) que verifiquen:

2, 4 2 2 2
5 +r +2c2r -r -2t(c2+r -r-t-1)«< c3<

c22+r4+202r2—r25r2—2(t—l)(c2+r2+r)

(1) ¢

<

N6tese gue para la existencia de un entero c33c, {mod.2)

en el intervalo (1) es necesario y suficiente que

4 2 2 2 2, 4 2
cz+r +2c2r-r —2t(c2+r ~r-t-1)+4 < c, +r +2c2r

2

—r?-2 (t-1) (e pr24)
y t > 1, lo cual es equivalente a t +(2r+1)t~(c2+r2+r)+2 é 0

y t >1, y por lo tanto a:

2
~(2e+1) +\/-T+4(c r2r2s2r)

[

5 t _<. = b(-lrczlr)

2

(b) La demostracifn es an8loga a la de (a).

3.4 Corolario. Sea E un haz reflexivo normalizado de' rango

2 sobreIPn, n23, inestable de orden r con clases de Cherh

(cz,cz,...,cn) se verifica :

(a) c,;tr 2 0
2
{b) c2+clr+r > 0
(c) Cy Ecl.c2 {(mod.2)

(c2+(r—1)r)(c2+(r+1)r) si c1=-1
(d) 02c,<
(C2+r2)(02+(r+1)2) si cy= 0

b ("1 Fi C F r)
(e) si c1=-1 entonces c, & w 2 (c22+r4+2c2r2-r2—
t=1
—2t(c2+r2—r—t~l), 022+r4+2c2r2~r2-2(t-1)(c2+r2+rD
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b(O,cz,r)

si ¢,=0 entonces c, & v (c 2-i-r‘4~l~2c r2+2c r+2r3+c +r2-—
1 3 =1 2 2 2 2
- 2t(c2+r2—t—1), c22+r4+2c2r2+2c2r+2r3+c2+r2—2(t—l)(c2+r2+2r+1».

Demostracién. Teniendo en cuenta el teorema de restriccibn

(Observacidn 1.2), basta aplicar el Teorema 3.3 a la restric

cién de E a un subespacio lineal general de dimensién 3 de

o,

4. Clases de Chern de un haz reflexivo de rango 2 sobreIP3.

En esta seccidn, como aplicacibdn de los resultados ob-
tenidos en las secciones anteriores de este capitulo, carac
terizamos las clases de Chern (cl,cz,c3§ de un haz reflexi
vo de rango 2 sobre B> (Teorema 4.1). Concretamente, proba
remos gque la relacidn de Scharzenberger C,C,5C4 (mod. 2)
|H5; Corollary 2.4| y la desigualdad C420 |H5; Proposition
2.6| son las finicas condiciones que ha de verificar una
terna de enteros (cl,cz,c3) para ser las clases dé Chern de
un haz reflexivo de rango 2 sobreiP3. En particular, tenien
do en cuenta gque un haz reflexivo de rango 2 sobre P> es lo
calmente libre si y sélo si c,;=0 |H5; Proposition 2.6| reen
contramos, para c3=0, el téorema de Atiyah-Horrocks-Rees
|e-s-s; Cap.I, Teorema 6.3.3| que caracteriza las clases de
Chern de un haz localmente libre de rango 2 sobreZIP3 (Coro-
lario 4.2).

Tambi&én como corolario de los Teoremas 2.7 y 3.3 reen

. . v .
contramos un teorema recientemente publicado por Banica

(Véase |BA|) que caracteriza las clases de Chern y el orden
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de inestabilidad de un fibrado vectorial de rango 2 sobre

P3 (Teoremad.3).

4.1. Teorema. Las condiciones necesarias y suficientes pa

ra gque una terna de enteros (cl,cz,c3) sea las clases de

Chern de un haz reflexivo de rango dos sobre2P3 son:

c {mod.2)

(a) ¢ 02

1 3

(b) c; >0,

Demostracién. La necesidad de estas condiciones fue proba

da por Hartsharne |H5; Corollary 2.4 y Proposition 2.6].
Veamos que son suficientes.

Torciendo adecuadamente, podemos normalizar cualquier
haz reflexivo de rango 2 sobreiPB. Por lo tanto, supondre-
mos c1=0 o) cl=—1.

Si cl=-1, elijamos un entero r > 1 tal que:

(1) c2+r2—r > 2

(ii) 4 5 o - (2r+1)+\j-7+4(c2+2r2+2r)
c3§c +r +2c2r -rc=2{

]+1).(c2+r2+r),

donde [¥] = max {neN/n < x}
Entonces la construccidn 2.1, 2.2 6 2.3, seglin requiera el
caso, da un ejemplo de haz reflexivo de rango 2 sobre:P3 ines
table de orden r con clases de Chern (—1,c2,c3)

Para el caso cl=0 se procede anflogamente.

4.2. Corolario. (Véase |HO| o |A-R|). La condicibn necesaria
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y suficiente para que un par de enteros (cl,cz) sea las

clases de Chern de un haz localmente libre de rango 2 sobre

3

P~ es ¢ 0 (mod.2)

152%
Demostracidn. Basta aplicar el Teorema 4.1, teniendo en
3

cuenta que un haz reflexivo de rango dos sobre IP” es local

mente libre si y sblo si c3=0 |HS; Proposition 2.6].

4.3. Teorema. (Véase |BA| ). Las condiciones necesarias y

suficientes que ha de verificar un par de enteros C,/r para
ser la 22 clase de Chern y el orden de inestabilidad de un
haz localmente libre, normalizado de rango 2 sobre2P3 son:

(a) ¢,=0 , r >0, c +r2 >0, ¢

2
1 > > +rc #£ 1.

2

(b) ¢4=-1, r>1, c2+r2—r20 par

Demostracidn. Basta aplicar los Teoremas 2.7 y 3.3, tenien

do en cuenta que un haz reflexivo de rango dos sobreIIP3 es

localmente libre si y s6lo si c,=0 |H5; Proposition 2.6].
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APENDICE

En este apéndice se enuncian, para mayor comodidad del
lector, algunos resultados ya conocidos sobre rectas miltiples
y se incluye la demostracidén de los que no son f&cilmente
accesibles.

Al igual gque a lo largo de toda la memoria, una curva

serd un subesqguema cerrado defP3

de dimensibn pura uno,
Cohen-Macaulay, genéricamente localmente interseccién comple

ta.

1. Definicibn. (Véase [c3; §1]). Diremos gue una curva Y de

P~ es una recta con una estructura miltiple de multiplicidad
n, si el soporte de Y es una recta L y n = min {t/IEc;Iy}

En particular, llamaremos recta doble (resp. triple) a to-
da recta con una estructura miGltiple de multiplicidad dos

(resp.tres).

2. Ejemplos. Sea Xx,y,z,t coordenadas homogéneas deIP3 y sea

L la recta de ecuaciones x=y=0. Para todo entero r>1l, sean

F,G €k [z,t] dos formas de grado r sin ceros comunes. Consi

3 2

deremos la curva Y de IP° definida por IY= (x ,yz,xy, xF+yG) .

Se verifica:

(a) Y es una recta doble.En efecto: Ii =(x2,y2,xyk:IYC IL

v el polino-

mio de Hilbert-Samuel de Y, es inmediato comprobar

(b) deg ¥=2 y pa(Y)=-r. En efecto: Sea PHS

gue PHS (n})= 2n+r+1 , de donde se deduce que

Y
deg Y=2 y p_(Y) =-r.
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Para el estudio de rectas dobles el siguiente teore-

ma de Ferrand |F| nos serd de gran utilidad.

3. Teorema de Ferrand. Sea X una curva deiPa, M un haz in-

versible sobre X,4: I —> M un epimorfismo e ¥ la curva
X

definida por IY = Ker 1. Sea m un entero y supongamos gue

M= wx(m) y gque la aplicacibn u: HlﬁPB, I -m) - Hl(X,mx)

X (
inducida por u es cero. Entonces:

(1) IXZCIY C Iy .- En particular supp Y = supp X.

(ii) mY =~ OY(-m) .

(iii) Y es localmente interseccién completa.

(iv) Para todo x ¢ SuppX, 2multx X= multxY

Demostracién (Véase |F; Proposition 2| y |B-M; §4 Lemma 1].

A continuacibn utilizaremos el Teorema de Ferrand para

construir rectas dobles.

4. Construccibn. Sea X,y,z,t coordenadas homogé&neas de:P3

y sea L la recta de ecuaciones x=y=0. Para todo entero
r>1l, elijamos un epimorfismo.

upt I p3 0@ OL.0, G180 (-1) —> O (r-1) =0 (r+l).
P

y consideramos la composicidn:

u
ILAP3-—e7 ILAP3 8 © L — Ci(r-l}:wL(r+1)

Op3
u |

definida por IY = Keru. Se tiene

Sea Y la curva de ]P3
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la sucesidn exacta:

N Y us

Puesto que HltlL(m)}=0 para todo enteroc m, se tiene

que la aplicacién u: H' (@3

1
' IL(~r~1))—~¢ H (L,wL) es ce-
ro. Por lo tanto, estamos en condiciones de aplicar el teo
rema de Ferrand y obtener gque deg ¥=2,deg L=2, wy :6@I—r-1)
y pa(Y}=—r.

Por Gltimo, dualizando la sucesidn exacta:

I mL(r+1) ?0Y >GGJ~—A 0
obtenemos la sucesidn exacta:l
0 — w, —> mY ——-‘?@L(-l-r) - 0

de la que deducimos que si s > l+r entonces existe una sec
cién global de wy(s) que genera wy(s) salvo quiz&s un nime

ro finito de puntos.

5. Ejemplos. Sean Xx,y,2z,t coordenadas homogenéas de P> y

sea L la recta de ecuaciones x=y=0. Para todo entero r > 1,
sean F,G € k[z,t] formas homog&neas de grados r+l sin
ceros comunes y sea o,B,¥ £ k[z,t] formas homogéneas
de grados r sin ceros comunes. Consideremos la curva Y de

P3 definida por I (x3,y3,x2y, yzx, XF+yG+ ax2+8xy+fy2}

#

Y

Se verifica:

(a) Y es una recta triple. En efecto: Ii < IY < I;.

(b) deg ¥=3 y pa(4)=-3r-2. En efecto: sea PHSY el
polinomio de Hilbert-Samuel de Y, es inmediato
comprobar que PHSY(n)=3n+3r+3, de donde se dedu

ce que deg ¥Y=3 y pa(Y)mw3r~2.
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6. Construccibn. Sean x,y,z,t coordenadas homogéneas de

3

P° y sea L la recta de ecuaciones x=y=0. Para todo entero

r > -1 elijamos un epimorfismo U :

ot Ipp3 ® O —>» 0 (r)
CGP3

y consideremos la composicidn

I, — 1

U
1 L,]P3 901‘—-0—9‘?0 (r)

u

Sea Y la curva de:P3 definida por I =Keru. En virtud

Y
de la construccibn 4 tenemos que:

(1) XO (n) = 2n+r+2
Y
(ii) si p > r+2, existe una seccibnode w (p) que ge-
Y

nera w(p) salvo quizds en un nimero finito de

puntos.

Para todo j=0,1,2 elijamos un epimorfismo

v ], - —r- ;
o0 T, beBOL _@(2r)e0L(r2) ———»(7L(2r+3)
P
y consideremos la composicibn: 3
v
o .
I,— I, ® O ———> O (2r+3)

O3
Vj /[

Sea Z el subesqgquema de2P3 definido por IZ=Ker Ve

Afirmamos:

(i) Z es una curva de2P3. En efecto, de la sucesibn

exacta:

(1) 0 — O | (2r4+3) —0, — 0, — 0

- 77 -



deducimos que Supp 2=L, dim 2=1, y que Z es Cohen-Macaulay.
Nos falta demostrar gue Z es genéricamente localmente inter
seccibn completa. Para ello, veremos que Z es el subesguema
de ceros de una seccibn no nula de un haz reflexivo de ran-
go dos sobre :1P3.

Si dualizamos la sucesibn exacta (1), obtenemos la su

cesibn exacta:

0 ~— wy —> vy —> wp (=2r=3) = (-2r-2-3) —> 0

de la gque se deduce que si g > 2r+2+j entonces existe una

seccidén global de mz(q) gue genera wz(q) salvo quiz&s en
un nimero finito de puntos. Sea 0 # 2 eHOwZ(q) una tal sec
cibén, y sea F el haz coherente de rango 2 sobre2P3 que de-
termina:
0—-—-—->0———9F-—-—912(4—q) — 0

Por ser Z un subesquema cerrado deZIP3 de codimensibn 2 y
Cohen-Macaulay, se tiene que dh F < 1 |02; Propositién 1.4].
Por otro lado, F es localmente libre salvo en los puntos
donde $ no genera wz(q}, i,e, codim S(F) > 3. De donde se
deduce que F es reflexivo |0f2; Proposition 1.2].

(ii) deg Z=3 y pa(Z)=-3r-2~j. En efecto, de la suce-
sién exacta (1) deducimos que X&?Z(n)=2r+j+n+l+2n+r+2 =3n+3r+3+7,

i.e pa(Z)= -3r-2~-j y deg Z=3.

- 78 -



CAPITULO III.



CAPITULO IIX

CLASES DE CHERN DE UN HAZ REFLEXIVO ESTABLE DE RANGO 3

SOBREIP3

El objetivo de este capitulo es caracterizar:
{(cl,cz,c3) e Z? / Existe un haz reflexivo esta-

ble de rango 3 sobre P> con clases de Chern Cyp €y C3l

En |V| Vogelaar demuestra que para toda terna de en-
teros ( €y Cy €3) que verifique la relacién de Schwarzen-
berger c¢,;c, = ¢; (mod.2) |H5; Corollory 2.4| existe un haz
reflexivo de rango 3 sobre]P3 con clases de Chern Cl'CZ'c3‘
Nos preguntamos:

¢Qué restricciones impone la estabilidad sobre las
clases de Chern de un haz reflexivo de rango 3 sobreIPB?

Puesto que torciendo adecuadamente un haz reflexivo
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estable de rango 3 sobreIP3 siempre podemos conseguir un haz

tal que, c1=0 o} clz-l o c1=~2, podemos suponer,sin.pérdidé

de generalidad, gque esta condicibén es satisfecha. Siendo

esto asi, recordemos que los valores de €,,C3 para un haz

3

reflexivo estable de rango 3 sobreIP” con © < s:= long

Extt (E,0 ) esté8n sujetos a las siguientes restricciones:
(1) ¢4 = cyc, (mod. 2) |H5; corollary 2.4 -
N ee _2 2
(1i) si c¢;= -1, entonces c,> 1 y =¢5 + 2s £ ¢3 < ¢

- 2c, + 2 |E~-H-V; Theorem 4.3]|

s Co a2 -
(iii) Si ¢;= -2, entonces ¢, > 2 y -c; + 3c,~4+2s <

2
c, < C5-3c,+2 |E-H-V; Theorem 4.3

i

. . 2
(iv) Si ¢, = o, entonces ¢, 2 2y -c, + C, +2s < €3

5.c§-c2. Adem8s si la restriccibn EH de E a un

planc general es estable, entonces Cy 2 3y

2 2
-C5 + 3¢, =6 + 25 <cy 20 - 302 + 6 |E~-H-V;

Theorem 4.2].

Pero dado ¢, 2 3, no todos los valores de c3 que
verifican (i) - (iv) son posibles (Véase por ejemplo |E-H
~V; Example 7.4.1| ). En este capitulo determinamos para
qué ternas(clnb,cg eZ? existe un haz reflexivo estable

de rango 3 sobreIP3

con clases de Chern C1+Cy,C3 (Véase
los Teoremas 2.20 y 3.6). Esto es un primer paso hacia
el problema de caracterizar las cuaternas de enteros (cl,
c2,03,s) tales que existe un haz reflexivo estable de ran

go 3 sobreIP3 con clases de Chern €,sC5,C3 ¥ CcONn s "pun-
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tos singulares", i.e. s = long Extl(E,C?). Puesto que un

3 es‘localmente libre si

haz reflexivo de rango 3 sobreIP
y s6lo si s = o, dicho porblema es una generalizacibn del

problema 14 de |H3| (V&ase el Teorema 4.7).

Sea E un haz reflexivo normalizado estable de rango
3 sobreKPB con clases de Chern (ci,cz,c3). A lo largo de
todo este capitulo supondremos gue ¢, 2 3. Para los casos

c, <2 véase |[0-Sp 4 |.

2

1. Cotas para haces reflexivos de rango 3 sobreIP3

En |SC; 52 Satz 2| M. Schneider da una cota de la
tercera clase de Chern de un fibrado vectorial semiesta
ble normalizado de rango 3 sabreIPB en funcidn de la pri
mera y segunda clase de Chern. En esta seccidn extendemos
esta cota a haces reflexivos semiestables normalizados de

3 (VEase el Teorema 1.4). A continuacién

rango 3 sobreIP
damos, para todo haz reflexivo E estable (resp. semiesta
ble) normalizado de rango 3 sobreIPB, una cota de s=long

Extl

(E,(®») en funcibdn de las clases de Chern de E (Véa
se el Teorema 1.5). Y por (Gltimo obtenemos una cota opti
mal del orden de inestabilidad de un plano inestable para
un haz reflexivo E estable normalizado de rango 3 sobre

3

P~ en funcibén de las clases de Chern de E (Véase el Teo

rema 1.11).



Empezamos esta seccibn con una serie de proposiciones
(Proposiciones 1.1-3) que no son m&s gue una generaliza-
cibn a haces reflexivos de resultados ya conocidos para
fibrados vectoriales y gue nos permitirén determinar cuan
do un haz reflexivo de rango r sobre > descompone en su

ma directa de fibrados de linea.

1.1 Proposicibn (Teorema de Horrocks |0-S-S; cap I, Theo

rem 2.3.1]| para haces reflexivos). Un haz reflexivo de
rango T sobreIPn descompone si y sblo si gt (IPn,E(p))=o~

para todo entero p y para todo i= 1,...,n.l.

Demostracién Dado que por ser E reflexivo se verifica que

Ho(]Pn,E(m))=o para todo m << o, basta aplicar lHl;Lemma

6.3].

1.2 Proposicién Un haz reflexivo de rango r sobreIP3 des

compone si y s6lo si su restriccibn EH descompone para

algCn plano H deIP3.

Demostracién Es inmediato que si E descompone, entonces

EH descompone para todo plano H deIP3. Reciprocamente,

supongamos que existe un plano HCIP3 tal que EH descompo

ne, veamos gque E también descompone. Gracias a la propo-
sicibn anterior es suficiente probar que HiE (m)=0 para
todo entero m e i= 1,2.

Consideremos la sucesibn exacta de cohomologia:

1 1 1

(1)....— H E (m.l) — H EH(m) —> H (m)

By
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H2 E (m.l)—> H2 E (m) —>... asociada a la sucesibn exacta.

o —» E(-1) > B > EH > O

1

Teniendo en cuenta que H™ E_, (m)= o para todo entero

H
m, la sucesifn exacta (1) nos da:

2

h? E (m) > h?

E (m.l) para todom , y

h'! E m) <h' E (m.1) para todo m
Por otro lado el teorema B de Serre |SE| nos da

#2 E (n)=o para todo n >> o y |H5; Remark 2.5.1.| nos da

1

H™ E (n)=o0 para n << o. De donde deducimos que Hl E (m)=

= H2 E (m)=o0 para todo entero m.

1.3. Proposicién Sea E un haz reflexivo normalizado de

rango r sobre]PB. Si E es semiestable entonces E= @F o

h°E < r-1.

Demostracidn Podemos suponer que c,=0, en caso contrario

E es estable y H°E=o.

Si h°E > r, elegimos r secciones linealmente indepen
dientes sl""'sr € H°E y consideramos el morfismo f=(sl,
cee1S ) ¢¥ — E inducido por ellas. Puesto queﬁf‘y E

son semiestables tenemos que o= cl(ér) < cl(Imf) S.Cl(E)”'

=0, lo cual implica que cl(Imf)=o. En definitiva Imf es

un haz sobreIP" libre de torsién con c,=0 ¥y generado por
secciones globales; por lo tanto es trivial |O~S~S: Cap II,
Proposition 1.3.3| ,i.e, existe un entero t < r tal que

t
Imf=0O . Por otro lado H°(Or)L4H°(0t) luego r > t, de don
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de deducimos gque r=t y que f es un isomorfismo.

1.4 Teorema Sea E un haz reflexivo normalizado de rango 3

sobreIP3 con clases de Chern (o,cz,c3) y sea s= long Extl

2 2
(E,©0) Entonces -C, - C, + 2 5 £C3 <Cpy + Cy.

Demostracibén Podemos suponer que h°E < 2 y que h°EH <2

para cualquier plano H deIP3, ya que en caso contrario,

en virtud de las proposiciones 1.2 y 1.3 E seria trivial
y s=C, =c; = O.

Aplicando |0-Sp 1; Theorem 4.1| obtenemos gue:

c, 23-2=1,vy
3
Cy < 4c,+2-6-2. (3)+(c,=3) (c,-4)+2 h°E+h°E, . (h°E, +
2 _ 2
+2c,-7) < 4c,-6+ cy=7c, + 12+4+2.(2c,-5) = c; + ?2'

La cota inferior de c, se obtiene aplicando la cota
superior a E'. Si E es un haz reflexivo semiestable de

rango 3 sobre1P3 con clases de Chern (o,cz,c3), entonces

E' es un haz reflexivo semiestable |0-s-5;Cap II, Lemma

1.2.4| de rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (o,cz,- c5

+ 2s) |E-H-V; Lemma 4.1| Por lo tanto -c3+25 < cg + Cyy

de donde se deduce que —cg -C, *+ 25 < cs3.

Observacibn 1.4.1. £i s=0, entonces E es un fibrado vec

torial y la cota | 03[ < cg + ¢, coincide con la dada por
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Schneider en |SC; §2 Satz 2|.

Observacibn 1.4.2. Las cotas dadas en el Teorema 1.4 son

optimales. En efecto, sea Y una curva plana no singular

de grado c, Yy sea 0# } ¢ H° . (4). Consideremos el haz re

b4
flexivo F de rango 2 sobreIP3 determinado por el par (Y,E):

(1) 0 —0 > F >—IY » O

Por construcciftn F es un haz reflexivo semiestable

de rango dos sobreIP3 con clases de Chern (o,cz,c2

2 2)0
Obsérvese que dim Extl (F,0) > o. En efecto, aplicando

+C

el funtor Hom (-,0) a la sucesién exacta (1) se obtiene

que dimExtl (F,(2) > dim I:'xtl (Iy,(b)-l. Por otro lado,
1 2 . . 1
Ext™(Iy 0) = Ext™ (0O, 0) = H® wy (4). Luego dim Ext
Y
(F,0) > h°w. (4)-1 =(°2+3)- 4> o
1

Sea 0 # e € Ext™ (F,(0), el haz E determinado por

la extensi®bn:
e: 0 —>@ —> E —~>F —> 0
es un haz reflexivo semiestable de rango 3 sobreIP3 con

clases de Chern (o,cz,c2 + C

2 t ¢yl

1.5 Teorema. Sea E un haz reflexivo normalizado de rango

3 sobre IP°> con clases de Chern (cl,cz,c3) Yy sea 0 < s=

= long Extl (E,0). Se verifica:

(i) Si E es semiestable y C,=0, entonces s < C

NN

+C2.

(ii) Si E es estable y ¢ =0, entonces s < c? -

2 T C2
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(iii) Si E es estable y cy= -1, entonces s 5ﬁc§ =C,+l .

(iv) Si E es estable y c,= -2, entonces s < c§m3a2+3.

Demostracibn S6lo probaremos (i), los dem8s casos se prue

ban anflogamente. En este caso E es semiestable con clases

de Chern (o,c,,c,3) por lo tanto cy < c§ + ¢, (Teorema 1.4)

y EV es un haz reflexivo semiestable |g-s-5; cap II, Lem

3

ma 1.2.4] de rango 3 sobre IP” con clases de Chern (0,c,,

Cq E")) | E~H~V; Lemma 4.1 |. Por otro lado, se tiene
. - v 2 2
|E~H~V; Lemma 4.1| que 2s=CaE+Cc4E < cytc,terte, de don

de se concluye gue s < cé + C,,

1.6 Lema Sea E un haz reflexivo estable de rango 3 sobre

P> con clases de Chern (cqrcyic3) ¥ sea {k su

i}i‘:"'}.;c::;m
espectro |0-Sp 1; Theorem 3.1] . Se verifica:
(i) 8i ¢y= -1, entonces existen dos Indices i_,i; ta

les gue k. , K,
xa’ iy

(ii) si c,= -2, entonces existe un indice i, tal que

k., > -1
1o

Demostracibén S6lo probaremos (i), dado que (ii) se prueba

~ andlogamente.

(i) Sea E un haz reflexivo estable de rango 3 sobre

‘P3 con clases de Chern (“l,czfc3) y sea {ki}l~1 m
Tk Fe ey

su espectro |[0-Sp 1; Lemma 3.4| . Sea n= ¥ {i/ ki > o}

basta demostrar que:
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v
N

~(a) si n=o, entonces # {i/k;= -1} 2

1

iv

(b) si n=l, entonces # {i/k;= -1}

Sea n=o, en virtud del teorema |0-Sp1l; Theorem 3.1]

tenemos que # {i/k;= -1} = h?E(-2) - 2h°E(-1) + h%E. Por

otro lado por ser E estable se tiene que H°E(g) = H3E(q)=

=0 para g=o0,-1,~-2, y por ser ky < -1 para todo indice i,

se tiene que HlE(~l)=HlE(-2)=o. De donde se deduce que

# {i/ki*-l} =XE(-2) ~ 2XE(-1) +7CE+h3‘E=% (c34~cz)-(c3~cz)

1 1. 1
+2—2c2+ 5 (c3+cz) +h"E=2 4+ h™E > 2

Sea n=1 y sea ki > 0. En virtud de la proposicibn
o

|0-Sp 1;Proposition 3.3| tenemos que k; =0 6 k; = 1. Por
o) o
otro lado, al ser estable la restriccibn Ey de E a un pla

no general, se verifica nlE > hlE(wl). De donde se deduce

1

que # {i/k; =1} = XE(-2)=2XE(~1) +XE + h'B-2 n'E (-1)4

+ hlE(~2) 2 1.

1.7 Lema. Sea E un haz reflexivo estable de rango 3 sobre

3

P~ con clases de Chern (o,cz,c3) y tipe genérico de des-

composicién (0,0,0). Sea k; <... <k, su espectro |0-Sp

1; Theorem 3.1| . Supongamos que’ki < o para todo Indice
i, entonces se verifica:
(i) # {i/k; =o} > o, o bien

(11) # {i/k; = -1} > 3
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Demostracifén Supongamos que # {i/ki=o} =o. De la igual

1,3 =2 1
daa ht@3,E(-1)) = ©° h° @', ® (k;)) de |0-%p1; Theorem 3.1|
i=1

. 2
deducimos que hlg(-1)=o0. Por otro lado # {1/ki=-l}=h E(~-2)

C C
-2hE(-1) + h%E= YE(-2) -2 XE(-1) +XE +h'E = 3 - 2(—3-

1 1. _ 1
- cy) +3—2c2 + 5 ¢y + hE = 3 +h"E > 3.

1.8 Lema Sea E un haz reflexivo estable de rango 3 sobre
:m3 con clases de Chern (o,cz,c3) y tipo genérico de des-

composicifén (-1,0,1). Sea kl S eee < %n con m < c,+1 su

espectro |O-Sp1l; Theorem 3.1, Lemma 3.4 |. Supongamos que

la restriccién E, de E a un plano general H de3 es esta

H
ble y que para todo indice i ki < ~1. Se verifica:

Si # {i/ki = -1} =t con o <t < 3, entonces

m < 02—3 + t.

Demostracibén. Obsérvese que la hipbtesis E, estable para

todo plano general H deIP3 implica que hlE(—l)g_ hlE.

Gracias a [O-5pl; Theorem 3.1| tenemos que t= #{ i/

k,=-1} = h°E(-2) - 2B%E(-1) + h2E = xE(-2) - 2XE(-1) +

+ XE + hiE-2hYE(-1) = 3+nt

t=3+hlE-2n'E(~-1) y h!

1
E-2h"E(~1). De las relaciones
1
E > h"E(-1) deducimos que nlE(-1)
> 3-t y hlE > 3-t.

Por otro lado, usando |0-Spl; Theorem 3.1, Lemmas

€3

3.4 y 3.5| obtenemos que — -c, + hlE(—l) = XE(-1) + hlE(—l)
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c
=p%E(-1) = 2 (k1) = 2 (<K= 2

ky =2 kg <=1 2
-m. De donde se deduce gque m= cz-hlE(-l) < cytt-3.

1.9. Lemma Sea E un haz reflexivo estable de rango 3 sobre

3 con clases de Chern (0,02,03) y tipo genérico de des

composicibn (-1,0,1). Sea kl S eee X2 km con m < c,+1 su

espectro | 0-Sp 1;Theorem 3.1, Lemma 3.4|. Supongamos que
la restriccién EH de E a un plano general H deIP3 es esta

ble y que Rl,...,k <aly kproeorkpog 2 lcono <qg

m-gq=-1 m~q =
< 3. Se verifica:

i # { i/k;==1} = t con o <t <3, entonces m < ¢y
-3 + g+ t.

Demostracibén. Es anfloga a la del lema 1.8 y por lo tanto

la omitimos.

1.10. Teorema Sea E un haz reflexivo estable normalizado
3

de rango 3 sobreIP” con clases de Chern (cl,cz,c3). Enton

ces HZE(n) = 0 para n > c,-3

Demostracifn Distinguimos varios casos:

1T caso cl=-1 (Resp. c1=~2). Sea {ki} (Resp.

i:11000]C2

{ki}i=i,...,c2-l) el espectro de E |0-Spl; Theorem 3.1,

lemma 3.4| y sea k= min {k.}. La f6rmula c? -2c 42 > c.=
i i 2 27 =73

- o - 2 _ - -
= 225 k;=c, (Resp.c) - 3c,+2 > ¢ > 221_: k;=2c,+2) de
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| O-spl, Lemma 3.5 |, las propiedades de conexibn del es
pectro |O-Spl;Proposition 3.3| y el lema 1.6 implican gque
k E: ll""(cz"'l) »*
Por otro lado hz( 1‘?3,E{m})= & hl(IPl, @(m‘-}ki-i-l) para
i .
m s =2 {O~Sp1;Thearem 3.1 |. De donde concluimos gue hz(IPB,
E(n))= o para n > cz~3.

; f ot . : er
2° Caso c,=o Distinguimos varios subcasos. 1 subcaso:

1
la restriccibn Ey de E a un plano general es estable. En es
te caso la demostracibn es anfloga a la del caso Clﬁﬁl usan
do los lemas 1.7,1.8 vy 1.9 en lugar del lema 1.6, y por lo
tanto lo omitimos. 2° Subcaso: la restriccibn E, de E a un
plano general no es estable. En virtud de |E-H-V; Pfopos;
tion 5.1;Theorem 0.1| se verifica una de las tres condicio
nes siguientes:

(8) (cy,0,,04)=(0,4,0) y E = S°(E°) donde E°es el fibra

2E(n)m

do de la correlacibn nula, en cuyo caso obviamente H
=0 para n > c2-3

6 (B) c, > 4y (cl,c2;c3)=(0,c2;c§ -c,) en cuyo caso exis
te una sucesibn exacta del tipo:

0 ~—8§ (1) —> E -—>@H§~c2+l) —3 o

para cierto plano H, de IP3 y por lo tanto szfn}&o para
n > c2-3

& (C) ¢2ﬂ3. En este Gltimo caso razonaremos por reduccibn
al absurdo. Sea E un haz reflexivo estable de rango 3 sobr&IP3
con clases de Chern (0,3,c3). Supongamos que la restriccibn
E, de E a un plano general no es estable y que h28# o, lle

garemos a una contradiccidn.
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Sea k; < ... <k conm <4 el espectro de E |0-Sp 1;

1l
Theorem 3.1, Lemma 3.4|. De la igualdad hz(IPB,E(t)) =

= o n' (!, Ok +t+1)) |O-Spl; Theorem 3.1| y de la hipf
i

tesis th # o se deduce que kl < =3. De las propiedades

de conexifn del espectro |0=Spl; Proposition 3.3] y de la

. 2 — - _ o
relacién c,-c, 2 c;= 225 k; se deduce que k;= -3,k,=-2 y
1 2 2
que ki > 1 para i > 2. Por lo tanto, h"E= 1 y h"E(-1)=3.
Luego existe una forma lineal h€ H® (1P3, O (1)) tal que

la aplicacibén HzE (-1) ;ha Hz

E inducida por h es cero.
Sea H el plano de ecuacidn h=o0. Es inmediato comprobar
gque H es un plano inestable para E de orden 3.
Consideremos la sucesibn de reduccidn determinada
por E v H (Preliminares; Teorema 1.2):
0o — E' — E —> I,(=3) —o
donde E' es un haz reflexivo estable de rango 3 sobre}P3

con clases de Chern ci = =1, ¢l

- Vo o o
5=0, C3=C, 12 + 2h C% : lo

cual contradice el hecho de que si F es un haz reflexivo
estable de rango 3 sobreIP3 con c1F=-1, entonces czF‘> o}

(véase |E-H-V; Theorem 4.3 |.

Observacidén 1.10.1 Las cotas de anulacibén del segundo

grupo de cohomologia dadas en la proposicién 1.10 son op

timales., En efecto:

Caso cl=-1. Sea X=Xlu L la unién disjunta de una cur

va plana X1 de grado ¢, con una recta L, y sean 7 J dos
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secciones de w _,(2) que generan w}<(2) en todos los pun

X
tos salvo quiz&s en un ndmero finito de puntos. Sea E(1)
el haz reflexivo de rango 3 sobreIP3 determinado por (X,
(% 'Y )):

0 — 6% —E@) — 1, (2) —0

Por construccibn E es un haz reflexivo estable de
rango 3 sobre 3 con clases de Chern (~1,c2,c§—2c2)~y ve
rifica que H°E(c,~4) # o

Caso clz—z. SeaY una curva plana de gradokcz-l Yy
sean § ,? dos secciones de wy(3) qgue generan wy(3)
salvo quizés en un ndmero finito de puntos. Sea E(1l) el
haz reflexivo de rango 3 sobre P> determinado por (Y, (f,
? IBE |

0— 6% —EQ) —I1,(1) —o0

Por construccidn E es un haz reflexivo estable de ran

go 3 sobreiP3 con clases de Chern (-2,32,022-3c2+2) y

verifica que HZE(02~4) # 0.

Caso c,=o. Véase | E-H-V; Proposition 5.1] .

Sea E un haz reflexivo normalizado de rango 3 sobre

IP3. Recordemos que un plano H de}P3 es inestable para E

si existe un entero r > o tal que H°® EX (-r) # o donde

v R

E = Hom,_ (E_,(2.,). Al mayor de tales enteros r se le 1lla
H 0y H'H , =

ma crden de inestabilidad de H. Recordemos tambi&n que

aplicando el Teorema de dualidad de Serre a H se obtie
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v

q (-r) # 0 es equivalente a la con

ne gue la condicién H°E

dicién HZEH(r-B) # 0.

1.11 Teorema. Sea E un haz reflexivo estable normalizado
de rango 3 sobre}P3 con clases de Chern (cl,cz,CB). Sea

HCIP3

un plano inestable de orden r. Se verifica:
(i) r <c,-1.

(ii) Esta cota es optimal .

Demostracibén. (i) Consideremos la sucesibn exacta de coho

mologia

2

.o o H2E(m) —3> H EH(m) ——a»H3E(m~1) — e

asociada a la sucesidn exacta

0 —> E(-1) —> E > EH > O

Usando el Teorema de dualidad de Serre y la hipbtesis de
estabilidad de E vemos que HBE(m-1)=0 para m > -3, por
otro lado HZE(m)=o para todo m > cé~3 (Teorema 1,10). Por

lo tanto, HzEH(m)=o para todo m > max(c,-3,-3) = c,-3.

2

Puesto gque H QJP3 es un plano inestable de orden r

HZEH(r~3) # o, lo cual implica que r-3 < c2~3, de donde
se concluye que r < cz-l.

(ii) Caso c;=-1. Sea E el haz reflexivo estable de
rango 3 sobre P> con clases de Chern (-1,c2,c§~202) cons

truido en la observacidn 1.10.1. Es inmediato comprobar
que th(cz~4)=l y que th(c2~5)=3. Luego existe una for
ma lineal f€ H°(IP3, © (1)) tal que la aplicacibn:

HZE(c2-5) —£5 #%B(c,-0)
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inducida por f es cero. Sea H el plano de ecuacibn f=o.
La sucesibn exacta de cohomologia

B2E (c5-5) =55 B2E(c,ym4) —> BB, (c,-4)
muestra que H2EH(02~4) # o. De donde cancluimoé gque H es
un plano inestable de orden cznl.

Caso c1=~2. Un razonamiento an&logo al del caso c,=
=-1 prueba que el haz construido en la observacidn 1.10.1
posee un plano inestable de orden cz—l.

Caso c,=o. V€ase |E~-H-V; Proposition 5.1} .

1

2. Construccibn de haces reflexivos estables de rango 3

sobre 1P3

En esta seccibn construimos familias de haces reflexi
vos estables de rango 3 sobreI?3 y analizamos que valores
de c3 aparecen. Las construcciones de tales haces se ha-
cen o bien a través de extensiones de haces reflexivos es
tables de rango 2 sobreIP3 por fibrados de linea, o bien
a través de la correspondencia que existe entre curvas Y
deIP3 y pares de secciones globales de wY(4-cl), y haces

reflexivos de rango 3 scbreIP3 {(Preliminares; Teorema 7).

2.1 Lema. Sea X un esguema noetheriano y normal, y sea

o > F >3G—> E > o una sucesibn exacta de @&—médu-

lo. Si E y F son @meédulos reflexivos, entonces & es un

6&—médulo reflexivo.
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Demostracibn. Usando la caracterizacibn de haces reflexi

vos dada en |Preliminares; Proposicifn 1| es suficiente
probar que G es un @k-médulo libre de torsibn, y que para

todo x€X tal que dim@ > 2 entonces dep G _ > 2, lo

X,X -
cual se obtiene f&cilmente de la sucesibn exacta 0 —> Fx

—p G —s» E_—> o.
pYs X
Consideremos primero el caso cl=—1.

Para todo par de enteros CorX tales que c, > ly
c,+1
1 <r < 22 » consideremos el par (Y,§ ) donde Y=Y, UY, es

la unién de una curva plana Y, de grado ¢, con una curva
Y, de grado r2 interseccibn completa de dos superficies
de grado r que corta a Yl en o <d < r2 puntos, y donde

o #fe H°yw, (4-2r). Sea F(r) el haz reflexivo de rango

Y
2 sobreIP> determinado por el par (Y,} ):

0 —0 —5 P(r) —> I (2r) —> o0

Y

Por construccién F es un haz reflexivo estable de

rango 2 sobreIP3 con clases de Chern c1F=o, c2F=c2 Y cg-

-(2r-1) cy < c3=c§- (2r-1)02+2d < c§~(2r~1)c2+2r2. Para
1la exisfencia del haz F véase la construccién 2.3 del ca

pitulo I.

1

2.2 Lema Ext (F,(?(-l)) # 0

Demostracidn. Aplicanco el funtor Hom (., (?(~1)) a la

sucesibn exacta:
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0 —>0 (-x) —>F —> Iy (r) —>o0

obtenemos:

Hom (O(-r),® (-1)) ——>Exf1( IY(r).@(-l)) —_

H°O(r-1)
—s extl(F,0 (-1)) —mti( 60, 6(-1)
HlC’J (r-1)=0
Por lo tanto, para demostrar que Extl(F,€7(-l)) # o, bas

ta ver que

dim Extl(IY(r),é7(—l)) > het (r=1)= (r+2).
3
Para ver esta desigualdad, consideremos la sucesibn

exacta:

o —> I, (r) — Or) —0,(r) — o,

tenemos que:

Ext} (Iy(r), 0 (-1)) = Ext? (0 y(r), O(-1))

-T).

~ H® . -
~ H u,Y(3

Por otro lado, la sucesibn exacta (Preliminares; Pro
posicidn 20):

0 — Wy (3=r)® Wy

(3~ 3- -
. 5 r) ~—a»mY( r) —> wylnYE(B ry—> 0

nos da que:

° 3- ° 3~ + h° - = h°
h wY( r) > h myl( r) h wY2(3 r) h Dyl(cz

+ho (9?2(1,“1): (cZ;r+2>+ (r;Z)

-rj+
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1

De donde deducimos que h°0(r-1) < dim Ext” (I,(x),O(-1)),

lo cual prueba el lema.

2.3. Construccibn. Sea o# e € Extl(F, (©(~1)), considere-

mos el haz coherente de rango 3 sobreIP3 determinado por

la extensibn e:

(*) o —> O (~1) S E —> F > 0

Se verifica que:

(i) E es reflexivo (Lemma 2.1).
(ii) Las clases de Chern de E vienen dadas por cl(B)z
=-1, cz(E)zcz, cB(E)=c3~c2. En efecto, por ser el
polinomio de Chern multiplicativo se tiene que ct(E)z ct(F)‘

e (O(-1) = (1+c2t2 + c3t3). (1-t) = 1-t + c.t® +

2
+ (c3-cz) t2. Adem8s, puesto que las clases de Chern de
F verifican:

2

cg -(2r-1) c¢ < c3 < cg -(2r=-1) c2+2r ’

2
tenemos que:

2 - 2 _ 2
c5 2r02 < c3(E)— C3=C, < ¢ 2rc2 + 2r°©.
(iii) E es estable. En efecto, de la sucesidn exacta

(*) se deduce que H®° E=o. Por otro lado, si existiera un

cociente de E libre de torsién y de rango uno, g:E —» L,

con ¢, (L) < -1/3, entonces o bien,ﬁ‘cn_lja © en cuyo caso

@ extiende a un epimorfismo tf:F —»], 1o cual contradice

la estabilidad de F, o bien O(-1)C—3 L en cuyo caso c¢,L=

1
=-1lylL= O(-1), 1o que significa que la sucesibn exacta
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(*) escinde, en contradiccibén con el hecho de que la ex-

tensién e es no trivial.

2.3.1 Observacibn. Para todo par «de enteros c,,r tales

(€2) 4+ 1 .
que c, > 1yl <r<-—————, hemos construido haces re
2
flexivos estables de rango 3 sobreIP3 con clases de Chern
(~l,cz,03) tales que 503 (mod.2) ¥y

€2
2 2 2

c2 ~2rc2 < c3 §.°2 ~2rcz + 2r” .

Esta construccién no cubre los intervalos:

2 2 2
¢y -2(r+l)c2 + 2{r+1) < c3 < c2 - 2rc2.

N6tese que para la existencia de un entero C,=Cy
(mod.2) en este intervalo es necesario y suficiente que

se verifiquen las siguientes desigualdades:

2 2 2
c5 -2(r+1)c2 + 2{xr+1)° + 4 < c2 -2rcz,

lo cual es equivalente a:

1 <r <=1+ \/02—2 Yy ¢, 2 6.

Por otro lado el menor valor de €3 que aparece usan

r > 1;

. 2 . .
do la construccidn 2.3 es cc~2rc para r méxima, i.e, r=

_ G )

si c, es impar y r= — si c2 es par. Por lo tanto,
2 2

el menor valor de c3 se obtiene con la construccidn 2.3

2

es c =-C si c, es impar y c3=o si C, es par. 81 ¢, es

2 2

par, para decidir que valores de ¢3 aparecen en el inter

valo ~-c.,, < cC

2 $C3 < © necesitamos otras construcciones.
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Para todo entero c, > 2 par, consideremos el par (Y,

2
y) donde Y es una curva de grado c2+1 unién de m curvas
c
racionales dos a dos disjuntas con cz+l >m > 2 +1, y
2

donde o¥ § € H° my(z). Sea F(l) el haz reflexivo de rango

2 sobre1P3 determinado por el par (¥, ):
0 —»0— F(1l) -— Iy(2) — o.

Por construccibn F es un haz reflexivo estable de

rango 2 sobre P> con clases de Chern c,F=o0 c2F==c2 y o <

CyF:i=cy=2c,~2(m-1) < c,. Para la existencia del haz F véa

se la construccibn 2.4 del capitulo I.

1

2.4 Lema Ext~ (F,O(-1)) # o.

Demostracibén. Aplicando el funtor Hom (*, & (-1)) a la

sucesibn exacta:

0 —> O(-1) ~> F — I, (1) —o
obtenemos:

1

Hom(©® (-1), © (-1)) —> Ext (IY(l).@(-l)) 4

H° O
— extl(F, 0(-1)) —Ext}( O -1, O -1)).
Hl(p =0
Por lo tanto, para demostrar que Extl(P, @ (-1)) # o, bas
. 1
ta ver que dim Ext {IY(I}:0(~1»> 1.

Para ello, consideremos la sucesifn exacta:
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0 —> I (1) —> O(1) — 0, (1) —> o,
tenemos que:

ExtN (I (1), & (-1)) = Ext?(0,(1), O(~1)) . Houy(2)

de donde deducimos que dim Extl(IY(l),C7(~l}) > 1, lo cual

prueba el lema.

2.5, Construccibn Sea o# eéiExtl(F,C7(-l)), consideremos

el haz coherente E de rango 3 sobre]P3 determinado por la
extensibn e:
o —»0(~1) —> E —» F —> oO.
Se verifica que:
(1) E es reflexivo (Lema 2.1)
(ii) Las clases de Chern de E vienen dados por clE=-1,

c,E=c,, c,E=c,-c, (véase 2.3 (ii)) y verifican

que-cz _<_C3E :O ya gue o :CB <C2.

-

{(iii) E es estable.

A continuacibn daremos las construcciones 2.7 y 2.9
que tratarén con el caso cl=—2. Puesto que los argumentos

son similares a los del caso cl=-l, los omitiremos.

Para todo par de enteros ¢,,r tales que c, > 3y1l«x
c2+1
<T <5 consideremos el par (Y,f ) donde, si r=1, Y

es una curva plana de grado cz—l, y sir> 2, Y=Y1\J Y2

es la unibn de una curva plana Yl de grado 02-1 con una

curva Yz de grado r{r-1) interseccibn completa de una su
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perficie de grado r con una superficie de grado r-1 que

corta a Yl en d puntos con o <d < x(r-1), y donde 0#5

€H°wy(5w2r). Sea F(r) el haz reflexivo de rango 2 sobre

]P3 determinado por el par (Y, &):

0 —0 — F(r) — I,(2r-1) —> 0.
Por construccién F es un haz reflexivo estable de

rango 2 sobreIP3 con clases de Chern chz-l, c2F=c2-1 y
2 vme =l =1)220 (pe -
(02-1) —Z(r—l)(c2 1) < c3F.—c3--(c2 1) -2 {(r 1)(c2 1) +24
< (c2-1)2-2(r-l)(c2~1) + 2r(r-1). Para la existencia del

haz F véase la construccidn 2.1 del capitulo I.
2.6 Lema (*) Extl(F, ©® (-1)) # o.

2.7 Construccidn. Sea o# eEIExtl(F, ® (-1)), considere-

mos el haz coherente E de rango 3 sobreIP3 determinado
por la extensibn e:

o— O (-1) — E—F —o0
Se verifica que:

(i) E es reflexivo.

(ii) Las clases de Chern de E vienen dadas por c.E=

1
==2, c,E=c,, c3E= c3—(c2—l) y verifican que:
c2 - (2r+l)e. + 2r < ¢, (B) « c2 -(2r+l)c +2r2

2 2 - 3 -2 2 :

{(iii) E es estable.

Para todo entero czgt 4 par consideremos el par
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(Y,§ ) donde Y es una curva de grado c,+1 unién de m cur
vas racionales dos a dos disjuntas y de grados superiores

c
a o, 2 ¢m < =2 y donde o# f S H°wY(1). Sea F(2) el
- -2

haz reflexivo de rango 2 sobreIP3 determinado por el par
(v, ¥):

o0—> (O —aF (2) —> I, (3) —o.

Por construccién F es un haz reflexivo estable de

rango 2 sobreIP3 con clases de Chern c1F=~1, c2F=c2—1 Yy

0 < c3F:=c3=c2+1—2m < c2~3. Para la existencia del haz F
véase la construccidn 2.2 del capitulo I.

2.8 Lema (*) Ext*(F, @ (-1)) # o.

2.9 Construccibn. Sea 0# e &€ Extl(F,69(~1)), considere-

mos el haz coherente E de rango 3 sobreIP3 determinado
por la extensibn e:

0 —6O(-1) —> E—>F —> 0
Se verifica que:

(i) E es reflexivo.

(ii) Las clases de Chern de E son clEz-Z, c2E=c

E 5-2,

2?

c3E=03—(c2—1) con -c.+2 <C

2 3

(iii) E es estable.

A continuacién trataremos el caso c1=o.

Para construir haces.reflexivos estables E de ran
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go 3 sobre]P3 con c1=o via extensiones de haces reflexi-

vos F de rango 2 sobre]P3 con c1=-1 por fibrados de linea,
necesitamos no sb6lo que F sea estable sino también que
H°F(l)=o0. Por lo tanto, empezaremos construyendo haces

reflexivos estables de rango 2 sobre IP3 con cl=—1 y HoF (1)=0.

Definicibn.|P-S|Se dice que dos curvas Y.,Y de]P3 estén
| 172

geométricamente ligadas por una interseccifén completa X

si Yl,Y2 no tienen componentes comunes y si X=Y1\) Y2 (1.

e. I =1

= n I, )

X Yl Y2

2.10 Lema. Para todo entero r >2, sea Y una curva de gra
do rz-r+l geométricamente ligada con una curva plana C

de grado r-1 por dos superficies de grado r. Entonces:

2 si r=2
h°my(5-2r)=

1 sir > 2

Demostracibn. La resolucibn de G’C:

0 — 0 (-r) —5 O(-x+1) ® U(-1) —-0— 06— o
junto con |R;§2| nos da la siguiente resolucibn de C§ :
o —0U(-1-r) ® O(-2r+1) — O(-r) & O(-r) ® ((-r)
—0 —0,— o0

de donde obtenemos que h°wy(5-2r)=h1@Y(2r-5)=h2 IY(Zr—5)=

2 si r=2

=h3 © (r-6)+h30 (-4)-3h3O (r-5)=
: 1 sir > 2
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2.11 Construccibn. Por todo par de enteros Cyr T tales gque

c2+1

2
Y=Y1L)Y2 es la unibn de una curva plana Yl de grado c2-1

Cy > Jy 2 <r < , consideremos el par (Y,} ) donde

y una curva Y2 de grado rz—r+l geométricamente ligada con
una curva plana de grado r-1 por dos superficies de grado

r que corta a Y, en 4 puntofcon o <d < rz-r+l (para 1la

1
existencia de tales curvas véase la observacibn 2.11.23,

y donde o#} € H°my(5-2r) (Para la existencia de la sec
cién | véase la observacién 2.11.1). Sea F(r) el haz re
flexivo de raﬂgo 2 sobreIP3 determinado por el par (v,f)
(Preliminares, Teorema 7):

0 —-——;0—-—9 F(r) — Iy(Zr—l) -3 0.

Por construccibn F es un haz reflexivo de rango 2

sobreIP3 con clases de Chern ch=~1, c2F=c2, c3F=2pa-2+

+(5-2r) (deg Y)=c§—2rc2 + 2r + 2d y H°F(l)=0, en parti

cular F es estable.

2.11.1. Observacidn. En virtud de la proposicibn 20 de

los preliminares tenemos gque

H® 4 (5~2r) & H®°, (5-2r)C s H°, (5-2r).
Yy Yo Y

Ademds, por ser Y. una curva plana de grado cz-l e Y, una

1 2
curva de grado r2-r+1 geométricamente ligada con una cur
va plana de grado r-1 por dos superficies de grado r, se

tiene gue H° 5-2r)= H°®
g my( ) v

) (c,+1-2r) y #° (5-2r)%0

1 Yy
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c_ +1
2

(Vvéase el lema 2.10). Por lo tanto si 2 <r «
- - 2
te una seccibn global 5 de , (5-2r) gque genera wy(S—Zr)
Y

¢ ©XiSs

salvo quiz&s en un nfimero finito de puntos.

2.11.2. Observacibn. Vamos a probar que las curvas Y uti

lizadas en la construccibn 2.11 existen. Elijamos una cur

va Y2 de grado rz—r+1 geométricamente ligada con una cur

va plana no singular de grado r-1l por dos superficies de
grado r: S y S'. Sea H un plano transversal a S$-S', F=
= S.S'NH los r? puntos distintos de la interseccibn de
ss' con H, y I''= Y,NH los r’-r+l puntos distintos de
la interseccidn Y2 con H. Sea DCTV un subconjunto con d
puntos. Para demostrar la existencia de una curva plana

Y_1 de grado c2~1 conteniendo a D pero no conteniendo nin

éﬁn punto de MN\D es suficiente probar quef’ impone r2
condiciones independientes sobre las curvas de grado cy-1
contenidas en H. Para ello consideremos la sucesibn exac
ta:

o —50,(-2r) —.(-r) 80 (-r) —> Ip — o0
tensorializando por Gh(cz—l) y tomando cohomologia obtene

mos que: cz+1 c2+1
h°I r (c,-1)= -r? si

2 2
lo cual prueba la existencia de Y.

2.11.3 Observacibn. Para todo par de enteros CorX tales

Catl

que ¢, > 3 y 2 <r <«

2 hemos construido haces re-

2
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flexivos estables F de rango 2 sobreIP3 con H°F(l)=o0 y

con clases de Chern (wl,cz,cs) que verifican:

(mod.2).

2 2 2
cy ~2rc2+2r <63 26, —2rc2+2r +2 Y C, = C3

Esta construccidn no cubre los intervalos:

2

€5

-2{r+1)c2+2 (r2+2r+2) < ¢3 < c% -2rc2+2r.

N6tese que para la existencia de un entero cy=Cy (mod. 2)
en este intervalo es necesario y suficiente que se veri-

fiquen las siguientes desiguladades:

cg -2(r+1)c2+2 (r2+2r+2) + 4 < c§ -2rc2+2r P o> 2

lo cual es equivalente a

-1+ \/4c2—15

2 <r <« Y C2>6.
- - 2 -

Por otro lado el menor valor de €, que aparece usan

do la construccibn 2.11 es cg ~2rc2+2r para r méxima, i.

oA+l

e. r=c2/2 si c, es par y r= si c, es impar. Por 1lo

tanto, el menor valor de c3 gque se obtiene con la cons-
truccibn 2.11 es cy=c, si ¢, es par y ¢3=1 si c, es impar.
Si C, es par para decidir gque valores de c5 aparecen en el

intervalo o <« c3 < 02 necesitamos otras construcciones.

2.12 Construccibn. Para todo entero Sy 2 4 par considere

mos el par (Y,§ ) donde Y es una curva de grado c2+2 unidn

de m curvas racionales dos a dos disjuntas y de grados

c
superiores &a uno, 2 <m « % + 1, y donde o¥ { €H°y (1).
= = v
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Sea F el haz reflexivo de rango dos sobre}P3 determinado
por el par (Y,§ ):

o —»{J—> F(2) ——%Iy(B) —_—0 .

Por construccidn F es un haz reflexivo de rango dos
sobreIP3 con H°F(l)=0 y con clases de Chern ch=~1, 02F=
=C, Yy cBF:=03=02—2(m—1). Por lo tanto, aparecen todos

los valores de ¢y par comprendidos entre o y c2—2.

Una vez construidos haces reflexivos estables norma

lizados F de rango 2 sobre]P3 con H°F(l)=0, vamos a cong

truir haces reflexivos estables de rango 3 sobre P> a tra

vés de extensiones de F por (-2).

2.13 Lema. Para todo par de enteros CyrX tales que c, > 2

2

c
Yy 2 <r < % +1, sea F un haz reflexivo de rango 2 so-

(%)

bre IP” con clases de Chern(*l,cz+1,(c2+1)2 - 2r(c2+1) +

+ 2r+2d) con o <d <« r2*r+1, construido seglin la construc

-

¢ibén 2.11. Entonces: Extz(fu 0(-2)) # 0.

Demostracibn. Es anfloga a la del lema 2.2 por lo tanto

la omitimos.

2.14 Construccidn. Sea of e‘EKExtl(F,t9(~2)), considere
mos el haz coherente E de rango 3 sobre 3 determinado
por la extensibn e:

0 —>0(-2) —>E(~1) —3 F —> 0.

Se verifica que:
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(i) E es reflexivo.
(ii) Las clases de Chern de E vienen dadas por c1E=0,

c,E=c, y c3E=03-c2-l y verifican que:

¢S -(2r-1) ¢, < c B < c2 ~(2r-1) cy¥2r -2r42.

2 3

{iii) E es estable,

2.14.1. Observacién. En |E-H-V; Proposition 5.1} Ein-Harts

horne-Vogelaar prueban que para todo entero c, > 2 existen

haces reflexivos estables de rango 3 sobreIP3 con clases
de Chern (o,cz,cg -cz) y en |E-H-V; Example 7.4.1| prueban
que para todo entero c235 no existen haces reflexivos es

tables de rango 3 sobre]P3 con clases de Chern c,=0, cg -

- 3c2+6 <C3 < cg—cz. En la construccidén 2.14 hemos cons
truido familias de haces reflexivos estables de rango 3

3 _ 2 _
sobre IP” con c,=0 Yy €3 <¢C, 3cz+6.

2.15 Lema. Para todo entero Cy 2 3 impar, sea F un haz re

flexivo de rango 2 sobre]P3 con clases de Chern (—l,c2+1,

< c2~1, construido segfin la construccibn 2.12.

c3), o < c3 <

Entonces Extl(F,O (-2))# o.

Demostracibn. Es andloga a la del lema 2.4 y por lo tanto

la omitimos.

2.16 Construccibn. Sea o# e € Extz(F,C>(-2)) consideremos
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el haz reflexivo de rango 3 sobreIP3 determinado por la
extensibn e:
0 — &(-2) ~—> E(-1) —» F —> 0.
Se verifica que:
(i) E es reflexivo,

(ii) Las clases de Chern de E vienen dadas por c, E=o,

1
czEzcz, c3E=c3-c2-l y verifican —c2-1 <C3 = -2

(iii) E es estable .

2.17 Proposicibn. Para todo par de enteros CyeCy tales que

c, > 3, €3 = C, (mod.Z) Yy ~c§ < C3 < =C,y existe un haz

reflexivo estable de rango 3 sobre]P3 con clases de Chern

(-1,02,c3).

Demostracibn. Para todo par de enteros r,t tales que o <

<Tr <, yo <t <c,-r consideremos el par (Xr'(}t'Yt))

donde, si r=o, X0=Y0 es una curva plana no singular de gra
doc,, y sir>1, Xr=Yr\)L1hl... UL, es la unién disjunta
de una curva plana Yr no singular de grado C,-r con r rec-
tas Ll""'Lr dos a dos disjuntas, y donde ?t, ?t son dos
secciones de wy (3) que generan wy (3) salvo en t puntos

r r

(Para la existencia de tales secciones véase la observa-

cibn 2.17.1). Sea E(1) el haz reflexivo de rango 3 sobre

ZPB determinado por (Xr, (4 t,‘Zt)) (Preliminares, Teore-

ma 7):
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(1) o ;OZ > E(1) — Iy (1) —> o .
r

Por construccibébn E(1) es un haz reflexivo de rango

3 sobre]P3 con clases de Chern (l,cz, cg - 2rc2+r2+r) y

long Extl(E,€7)=t. Afirmamos que E(l) es estable. De la
sucesibn exacta (1) deducimos que H°E=o. Asi pues es sufi
ciente ver que H°E'(-1)= o. Para ello dualizamos la suce

sibn exacta (1) y obtenemos la sucesibn exacta:

o (3 —> ext (®(1),0)
r

0 —30(-1) —> EV(-1) — 0% S5 v
"'_"? Q.
Para demostrar que H°EV(—1)=0, basta demostrar que la apli

cacidn Hﬁ?z —y H°mx {3) es inyectiva, si ademés tenemos
r

en cuenta la factorizacidn:

HOO — Bouy (3)

es suficiente demostrar que H°0§ u~e1H°mx
r r

(3) es inyecti

va. Sea C (resp. N) el conileo ( resp. niieo) del morfismo

2

X
o —> N —O 2

Xr

- wy (3) —>C —>o0.

Es inmediato comprobar que C es un haz soportado por

un nimero finito de puntos, que N es un C&— médulo inver

sible y que deg N < o. Por lo tanto H°N=0, lo cual prueba

la inyectividad del morfismo H°(® 2 —» H%, (3).
r

X X
r
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El dual de E(1), EV(-l), es un haz reflexivo estable

ICT—S—S; Cap II, Lemma 1.2.4| de rango 3 sobreIP3 con cla
ses de Chern (—l,cz,-cg + Zrcz—rz-r+2t)] E~-H-V; Lemma 4.1\

Obsérvese que al variar r entre o y Cor ¥ t entre o y

‘%-r, obtenemos todos los valores de 03 z ¢, (mod. 2) vy -cg

< C

<€y <=Cys lo cual prueba la proposicién,

2.17.1 Observacibn. Para todo entero ¢y > 3 y para todo

par de enteros (r,t) tales que o <T <Cy ¥ 0‘5.t < Cy-r,
vamoé a probar que existen dos secciones ft,\zt € H°mxr(3)
gue generan wxr(B) salvo en exactamente ﬁ puntos.

Si r=o0, XO=Y0 es una curva plana irreducible y no sin

gular de grado Cy, ¥ H°wY (3) = H°®, (c,). Por lo tanto, pa
0 Yo 2 =

: ]
ra todo entero t con o = t = Cos basta tomar 7t==7lxo sien
do Y? la ecuacibn de una curva plana de grado €, gue cor

ta a X, en cg puntos distintos y § = §' siendo }' 1la

tlx
ecuacidn de una curva plana de grado ¢, que contiene exac
tamente t puntos de la interseccibn de x0 con V(Q').

Sir s> 1, Xr=Y0&)L1U ...L)Lr es la unibn disjunta de
una curva plana irreducible no singular de grado C,-r con

L 0 1
r rectas L,,...L dos a dos disjuntas y it = (}t,

t’ooby
r - 0 1 r ° o
D e (e Q- P E H wx_3) = By (e;71) @ HY (1)

®...0 H° L (1). Por lo tanto, para todo entero t con
r
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_ o _ .0 _. .0 :
0 <t <c,mr, basta tomar ?t = QIYO siendo Q la ecuacibn

de una curva plana de grado c,~r que corta a YO en (c2~r)2

puntos distintos,}g = §'gjdy,siendo )'2 la ecuacifn de una
o

curva plana de grado cz;r gue contiene exactamente t pun-
. 0 i i
y ] [
tos de la interseccidn de Y, con V(rz ) v V{t’ }t € H (;JLi(l)

son dos formas de @E (1) que generan Gi (1).
i i

2.18 Proposicibn. Para todo par de enteros CyrCy tales gue
c, 2 3, Cy= O (mod. 2) y -c§ +3c2-4 <€3 <0, existe un

haz reflexivo estable de rango 3 sobreIP3 con clases de

Chern (-2,cz,c3).

Demostracibn. Para todo par de enteros r,t tales gque 1 «

< ¥ <€, yO <t <c,-r consideremos el par (X, (5 t"?t”

donde X =Y LJLlU -+« VL_es la unibn disjunta de una cur

0

va plana lisa e irreducible Yo de grado C,~r con r rectas
dos a dos disjuntas , y donde J, 7t son dos secciones de

(2) que generan yu, (2) salvo en exactamente t puntos

Xr

w
Xy
(La demostracibn de la existencia de tales secciones es
andloga a la de la observacibn 2.17.1). Sea E(1) el haz
reflexivo de rango 3 sobre]P3 determinado por (xr,(§ £

7t)):

o} _____?02 — E(1l) ~—> lx {(2) —>o0.
r
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Por construccién E(1) es un haz reflexivo de rango

tres sobreIP3 con clases de Chern (2,c2,c§ -(2r+l) c2+r2+

+ r}) y long Extl(E,€1)=t. Un razonamiento anflogo al rea-
lizado en la proposicién 2.17 prueba que E(l) es estable.

Por lo tanto, el dual dE(1), EV(-l) es un haz reflexi
vo estable de rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (-2,c2,
cZ +(2r+1) o, -ri-re2t) .

Obsérvese que al variar r entre 1 y cz-l y t entre o

Yy cz-r-l, obtenemos todos los valores de ¢ o (mod.2) y

3:-:

2 2 - R
~c2 +302—4 < c3 < O. El caso c3~ c2 + 3 c2 4 se obtiene

dualizando un haz localmente libre de rango 3-50breIP3, es
table, con clases de Chern (2,c2,c§ - 3c2+4) (Véase | sC|

y |SC1l| para la existencia de tales haces).

2.19 Proposicibn. Para todo par de enteros C51Cq tales

< © existe un

_ _.2
que ¢, > 3, €3z © (mod.2) y c, +c, <,
haz reflexivo estable de rango 3 sobreIP3 con clases de

Chern (o,cz,c3)-

Demostracibn. Primero cubriremos el intervalo -c5 +c

2 =
< c3 < -c% +3c2. Para todo entero t, o <t « cz, sea H

un plano de IPB, O= TH(-l) — @ H(CZ) un morfismo de haces
cuya imagen es el haz de ideales IZ de cg -c2+1 puntos de

Hy 3t:c§H -aCDH(c2) un morfismo cuya imagen es el ideal
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de una curva de grado ¢, de H que pasa por exactamente t

puntos de 2. Consideremos la composicibn:
o B8

restriccibn - N - t
T(=-1) > T(=1) p= Ty, (-1) e@H — G, (c,)

]

e

y sea E=(kerggv. Por construccibn E es un haz reflexivo

estable de rango 3 scbreIP3 con clases de Chern (o,cz,cg -

~c2} y t= long gxtl(E,€>). Su ﬁual, Ev, es un haz reflexi
vo estable de rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (o,cz,

2 2

Falta cubrir el intervalo -cg +3c2 <:c3 < 0, lo cual

se hard por medio de otra construccibn. Para todo par de

c, -2
enteros r,t tales gque o «<r {-%——-———J = max M€ W / n <

Co=2

< } vyo <t < 2(c2-2r-2), consideramos el par (Xr,

(gtf 7t)} donde X = Ylu szjclu ...\Jcr es la unién dis~-

junta de una curva plana Yl de grado c2~2r, una cfibica ala-

beada ¥, y ¥ cbnicas Cyrev.rc, dos a dos disjuntas, y don

de }t’ Yt’son dos secciones globales de Wy (1) gue generan

r
wyg (1) salvo en exactamente t puntos. Sea E(1l) el haz re
r

flexivo de rango 3 sobreIP3 determinado por el par {Xr,

(S t!?t}}:

06— 0% 5 E(1) — I, (3) —> 0.

X
r

- 114 -



Por construccifn E es un haz reflexivo estable de
rango 3 sobre]P3 con clases de Chern (o,cz,cg +4r2—4c2r—
~3c2+4r) y long Extl(E,c>)= t. Su dual es un haz reflexivo
estable de rango 3 sobre 393 con clases de'Chern (G,cz,

—c§+(4r+3)c2-4r<r+1)+2t).

En lo gue sigue pondremos Bi:=b(—1,cz}=-l+ \/cz—E

(Véase la observacifn 2.3.1). También pondremos Boz=b(o,

=1+ 3\ /402-11

c,) 5 = b(-2,c,), que se obtiene de modo and

logo en el caso cléo y c.,=-2.

1

2.20 Teorema. (i) Si ci=-1, entonces para todo par de en

2

2
teros Cy1Cq tales que c, > 3, -C, ¢, <6, —202*2, que

verifican la relacifn de Schwarzenberger C4Cy = Cy (mod.

2) y tales que:

By
c,d U 2 2 2
39§r=1 (c2 - 2(x+1).c +2(r+1)?, 2 ~2rc,)

existe un haz reflexivo estable de rango 3 sobreIP3 con

clases de Chern (-l,cz,c3).

(ii) Si c,= -2, entonces para todo par de enteros Cy»

2 L 2 :
cy tales que c, > 3, ¢, +3c,-4 < c5 < ¢, -3c,+2 que veri-
fican la relacibdn de Schwarzenberger €,°Cy = Cq (mod.2) y
tales que:

B
0 .2 2 2
c & U ey -2re3) oy +20041)%, ¢ - (2r4l)e,ye2r) .

existe un haz reflexivo estable de rango 3 sobreIP3 con

- 115 -



clases de Chern (-2,c2,c3).
(1ii) Si cl=o, entonces para todo par de enteros Y
2

‘ 2 A,
C3 tales que c2 > 3, -c, +C¢, < C3 < €, -C, que verifican

la relacibn de Schwarzenberger C,Cy = Cy (mod.2) y tales

que:

\?O ( 2 (2r+l)c +2(r+1)2 -2r 02 - (2r-1)c.)

existe un haz reflexivo estable de rango 3 sobreIP3 con

clases de Chern (o,cz,c3).

Demostracibn. (i). Si c1=-1, la observacibn 2.3.1 muestra

gue la construccibén 2.3 da todos los valores c3 >0 si c,
es par, y todos los valores C3 > —C, si c, es impar, que
satisfacen las condiciones de la parte (i) del Teorema;
es par la construccibn 2.5 da todos los valores

sl C
2

-G, < €3 <O que satisfacen dichas condiciones, y la pro

posicibén 2.14 da todos los valores -cg < C3 < =C,, que sa
tisfacen a las mismas. Esto prueba la parte (i) del Teore
ma.

(ii) Un argumento similar, usando las construcciones
2.7 y 2.9 en lugar de las construcciones 2.3 y 2.5 y la
proposicibn 2.18 en lugar de la proposicifn 2.17 prueba
el caso cy= -2.

(iii) Un argumento similar, usando las construcciones
2.14 y 2.16 en lugar de las construcciones 2.3 y 2.5 y la
proposicién 2.19 en lugar de la proposicibn 2.17 prueba

el caso cl=o.
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§ 3. Intervalos de inexistencia de c,

.
—

En esta seccibn vamos a probar que los intervalos de
€3 no cubiertos por las construcciones de la seccifn ante-

rior son efectivamente intervalos de inexistencia de c3.

Como primer resultado damos una proposicibn (Proposi
cibn 3.1) que nos permitird garantizar que todo haz reflexi
vo estable normalizado de rango 3 sobre 3 con cy suficien
temente grande posee un plano inestable.

3.1 Proposicibn. Sea E un haz reflexivo estable normaliza
3

do de rango 3 sobreIP” con clases de Chern (01,02,03).

(i) si cl=~l Yy €3 > % cg + c2~2, entonces E posee un

plano inestable de orden c,-r para cierto entero
c,=3

r, 1 <rc« 2 .

2

(ii) si cl=—2 y c5 > % cg -2,entonces E posee un pla

no inestable de orden ¢,-r para cierto entero r,
C,=3
(iii) si ;=0 y c3 > % cg +c, - %, entonces E posee un
plano inestable de orden C,~r para cierto entero

c
r,l <r :-—g -1
2

Demostracibn (i) Sea kl < ++. <k, el espectro de E
-T2
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|© -Spl; Theorem 3.1, Lemma 3.4| . La fbrmula c3=-223 ki-

c., de ]618p1; Lemma 3.5| , la hipbtesis cy > % cg +cz~2,

2

las propiedades de conexibn del espectro 19=Sp1; Proposi-

tion 3.3] ,[€V~Sp2; Theorem 4.11 y el lema 1.6 implican

c
gue kl=-c2+r para cierto entero r, 1 <Tr < 32 -1, y gque

kl’k2=kl+l aparecen una vez y s0lo una en el espectro de E.

Por otro lado h?(13,E(q)) = hi(ml,0 0 1 (@+1+k ),
Ir

para g > -2 jd&Spl: Theorem 3.1 |. De donde se deduce que

h®E(-k,=3) = 1 y h’E(-k;-4) = 3. Por lo tanto, existe una

forma lineal h € H°(IP3,C9 3(1)) tal que la aplicacibn
IP
HZ(IP'B,E{—kl-zi)) —by 42 @3

cero. Sea HCIP3 el plano de ecuacibn h=o. Es inmediato

’ E(-k1-3)) inducida por h es

comprobar que H es un plano inestable de orden C,-r.

(ii), (iii). Se demuestran por un razonamiento anédlo

go al anterior.

3.2 Observaci®bn. Sea E un haz reflexivo estable normaliza

do de rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (cl,cz,c3). Sea
Yc:IP3 una curva asociada a E(t) y sea H un plano tal que
HNAY sea una curva de grado r. Entonces H es un plano ines
table para E de orden‘r-cl—Zt. El resultado es una genera

lizacibn inmediata de |[C,; Remark 3.0 |.

3.3 Proposicibn. No existen haces reflexivos estables de

rango 3 sobre]P3 con clases de Chern (-1,6,22).
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Demostracibn. Supongamos que exista y llegaremos a una con

tradiccibn. Sea k; < ... < kg su espectro |0-Spl;Theorem
3.1,Lemma 3.4 |. Distinguimos varios casos:

(a) k,;==5. Entonces las propiedades de conexibn del
espectro |0-Sp 1; Proposicidn 3.3| y el lema 1.6 -im-
plican que el espectro de E es {~5,-4,-3,-2,p,qg} con p,q >

> -1 y p+g=o0. En cualquier caso E posee un plano inesta-
ble H de orden cz—l. Consideremos la sucesibn de reduccibn

determinada por E y H (Preliminares;Teorema 12) :

(*) o > E! ;E—-——;IZH (=5) —> o

donde 2 es un subesquema de dimensién 0 de H. Sea n=h°(02).
Entonces E' es un haz reflexivo de rango 3 sobreIP3 con
clases de Chern (-2,2,-4+2n). Afirmamos que el tipo geng
rico de descomposicidn de E' es(-1,-1,0). En efecto, sea

LCIP3

una recta genérica no contenida en H y con LNZ= ¢,
restringiendo a L la sucesidn exacta (*), obtenemos la su

cesidn exacta:

] LY ~
O-——}EL-ﬁEL /(7p > Oy

de la que se deduce que o < h°E'[ f-hOEL=2 y h°E’'  (-1)=o.
Por lo tanto, el tipo genérico de descomposicibn de E' es
(-1,-1,0) 6 (-2,0,0). Supongamos que el tipo genérico de
descomposicibn de E' fuese (~2,0,0), y veremos gue se ob

tiene una contradiccién. Elijamos un plano HO suficiente

mente general para que EH sea un haz localmente libre
0

estable de rango 3, E'H sea un haz localmente libre de
0
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rango 3, H, # H, H, N 2= ¢ el tipo genérico de descompo
0 0 y . =

sicibén de E; (resp E'y ) sea (-1,0,0) (resp.(-2,0,0)). En
0 0

virtud de |0-s-s;cap II, Theorem 2.4.1] existe un subhaz
de rango 2 y con tipo genérico de descomposi
0

cién (0,0), en particular, tenemos gque ch=o, EcE'H CLEH
0 0

)f,NF)=o > - %-= r“EHO)' lo cual contradice la estabilidad

normal FcE'H

de E.. .
Hy

Por otro lado, dualizando la sucesibn exacta (*), ob
tenemos la sucesibn exacta:
(**) 0 —>E'(-1) — E'V(-1) — I (5) —y o
donde W es un subesquema de dimensibn o de H. Restringien
3

do la sucesibn exacta (**) a una recta general L deIP” y

teniendo en cuenta que (E‘V)Lc_....:,(EL)V vemos que el tipo

genérico de descomposicibn de E'V(-l) es (-1,0,0). Adem&s,

h°E'V(-1) <1y h°E'[(-1) < 1. En efecto: si h°E'"(-1) >

> 2, elegimos dos secciones linealmente independientes
s, Y s, de E'V(—l), la seccibn s;\s, es una seccibn no

WYV

nula de ﬁ@ E'V(-1) = E = E' lo cual contradice gque H°E'=

=o. Puesto que h°E'V (-1) <1, aplicando el "glueing lemma"

v

| E-H-V; Lemma 1.2 | obtenemos que h°E’ -1) < 1.

g
Aplicando ahora |0-Spl;Theorem 4.1| tenemos que:

c3E'v(-1) < 1, i.e. =442n > ~-2+2s' donde s'=long Extl(E3¢b),

de donde se deduce que -2 > 2 {s'-n), en contradiccién con
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el hecho gue s'-n> o (Preliminares; Teorema 12).

(b) kl=-4. Las propiedades de conexibn del espectro

| &-spl;Proposition 3.3| , | €& -Sp2;Theorem 4.1| , el lema

1.6, la hipbtesis k;=-(c,=2) y la igualdad 22=c,=-2 p k-

1
-6 implican qgue el espectro de E es{ -4,-3,-3,-2,~1,-1}) .
En este caso h°E(1l) > E(l)—hZE(l) > 4. Elijamos dos sec-

ciones Oyr Oy € H°E(1) linealmente independientes y consi-

deremos la sucesibén gue determinan:
o — 0% — E(1) —31,(2) —>o
donde Y es una curva de grado d=7 y género aritmético p,=
=8. Por ser E estable, Y no es plana, y por ser h°E(1l) >
>4, Y estdi contenida en dos o m&s culdricas. NOtese gque

2]l ser d=7 » 4, estas culdricas han de ser reducibles. Sea

Q= Hl\J H2 una de las cu&dricas con d=7 dl:= deg (Y(\Hl)

> d,y:=deg(YNH,) > 1. Gracias a la observacién 3.2 tene

mos gue Hl es un plano inestable de orden 4,-1. Considere

1
mos la sucesibn de reduccibn determinada por E y H, (Pre
liminares; Teorema 1.2):

0 —>E' —> E —» IZH (l~dl) —> 0
1

donde Z es un subesquema de dimensibn o de Hl' Sea n=long

(92. Entonces E' es un haz reflexivo de rango 3 sobre]P3
‘ 2 ' .
con clases de Chern (-2,8-dl,l4-d 5+3dl+2n) y con tipo

genérico de descomposicién (~1,-1,0). Aplicando |6?-Spl;

Theorem 4.1 |obtenemos gue:
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14- di +3d +2n < 42+d§ -13 4

1 1

pero n > o (preliminares; Teorema 12), por lo tanto:

2
o} f.dl -Bdl+14

Esta filtima desigualdad junto con las relaciones dl+

+d,=7 y 7 > d, > d, > 1 nos da d1=6 y que H, es un plano

2 1

inestable de orden 5, i.e.HZEH (2) # o. De donde se deduce

1
que HZE(Z) # o0, que contradice la hipbtesis kl=~4 .

{c) kl > =3. Las propiedades de conexibn del espectro

|© -Spl;Proposition 3.3| ,| & -Sp2; Theorem 4.1] , y el le
ma 1.6 implican que el espectro m&s negativo con kl > =3
es {~3,~-3,~3,-2,-1,-1} gque junto con la f6rmula cqy= -2

‘T~ k,-c, [o-Spl; Lemma 3.5| nos da c; <20 lo cual es una

contradiccibn.

3.4 Proposicibn. Si cl=~2 Yy c2=5,6,7,8 6 9, entonces no

existen haces reflexivos estables de rango 3 sobreIP3 con

clases de Chern (-2,c2,c3) que verifiquen:

2
-5c2+8 < c3 < C -3c2+2.

2
€2 2

Demostracibn. Supongamos que exista y llegaremos a una

contradiccidbn. Sea ky <-.. <k, _, su espectro |&=spl;
- 2

Theorem 3.1, Lemma 3.4| Distinguimos varios casos:

(a) k1=-(c2—1). Entonces las propiedades de conexibn

del espectro |[U-Spl;Proposition 3.3] y el lema 1.6 impli

can qgue el espectro de E es {—(cz~l),...,~2,p} con p€ {-1,

- 122 -



0,1,2} .En cualquier caso E posee un plano inestable H de

orden c,-1. Consideremos la sucesifn de reduccién determi

2
nada por E y H (Preliminares; Teorema 12):
¥ -
O —> E' — E —> IZH(l cz) — 0
donde 2 es un subesquema de dimensibn o de H. Sea n=long
‘92' Entonces E' (1) es un haz reflexivo de rango 3 sobre

]P3 con clases de Chern (0,0,c3-c§ +3c2-2+2n) y s'=long

Extl{E'.@7) > n. Afirmamos que E', y por lo tanto E'(1),
es semiestable. En efecto, si E no fuese semiestable, exis

tirfa un subhaz coherente FCE' con © <rg F <rxg E'=3 y
c, (F)
Ig (F)
sl rango F=1, entonces cl(F) > -1, de donde se deduce que

tal que qu}= >}L(E')=—1. Distinguimos dos casos:

cl(F) > 0 y concluimos que /HF)z }L(E) lo cual contradice
la estabilidad de E; si rg F=2, entonces cl(F) > =2, de
donde se deduce que cl(F) > =1 y por lo tanto )KF)i }L(E)

lo cual contradice la estabilidad de E.

Usando el Teorema 1.4 deducimos que s'=n=o0 y c3-c§ +
+3c2-2=o, lo cual contradice la hipbtesis cy < c% -3c2+2.

(b) kla —(02—2). Distinguimos varios subcasos:
{(bl) c.=5 c =c2 -3c.,= c2 -5¢,+10. Entonces las pro
277 Y C3TCp 72C,% Gy moc,Tib. pro

piedades de conexibn del espectro l@QSpl;Proposition 3.3,

el lema 1.6 y la hipbtesis k1= -(c2-2) implican que el

espectro de E es {~3,-3,-2,-1} . Por otro lado h°E{(1l) »

> }fﬂ(l)—th(l)=3. Elijamos dos secciones Iy+T,EH°E(1) 11

2
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nealmente independientes y consideremos la sucesifn que.
determinan:

o ——952 -3 E(1) —> Iy(l) -3 O
donde Y es una curva de grado 4 y género aritmético pa=2.
Por ser h°E(1l) > 3, se tiene que h°Iy(1) > 1 o equivalente
mente Y es plana. Por lo tanto,y gracias a2 la observacidn
3.2, tenemos que el plano H que contiene a ¥ es un plano
inestable para E de orden 4,i.e.H2EH(1) # o, de donde se
deduce que HzE(1}¢ o, lo cual contradice el hecho que k1=
=-3.

(b2) c,=6 y 16=c> -5¢,+10 « Cy < cg -3c,=18. Las pro

2 2 2 S
piedades de conexidn del espectro |@-Spl;Proposition 3.3],
|57-Sp2;Theorem 4.1] y el lema 1.6 implican que el espec

tro m&s negativo con k1= -(c2-2) es {—4,~3,-3,?2,—1}. Es
te hecho junto con la f6rmula c3=—2 E% ki—2c2+2 |6iSpl;
Lemma 3.5| prueba que el caso c3=18 no puede darse; y gue

c3=16 si y s6lo si el espectro es {-4,-3,-3,~-2,-1} , en
cuyo caso h°E(1)> xE(l)—th(1)=3 y se finaliza con un ra
zonamiento anflogo al realizado en (bl).

(b3) ¢, > 7. Las propiedades de conexifn del espec-
tro |@-spl;Proposition 3.3| ,|0-Sp2; Theorem 4.1| , el
lema 1.6 y la hipStesis k1=-c2+2 implican que el espectro

de E es {-(c2—2),-(c2~3),...,~2,p,q} con -3 <py-1 < 9g.

En cualgquier caso E posee un plano inestable H de orden

c2—2. Consideremos la sucesifn de reduccidn determinada
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por E y H (Preliminares; Teorema 12):
o—3 E' —E —> IZH(Z—cz) —> 0

donde Z es un subesquema de dimensibfn o de H. Sea n=long

0,- Entonces E' (1) es un haz reflexivo semiestable de ran
go 3 sobreIP3 con clases de Chern (0,1,c3—c§ +5c2—6+2n).

Usando el Teorema 1.4 obtenemos que -2 :_c3~c§ +Scz-6+2n§

. 2 2 . .
< 2; i.e. c2 -5c2+4 < c3 < ¢, -5c2+8, lo cual contradice
: . . 2
la hipbtesis cy > C, —5c2+8.

(c) k1 > —(c2—3). Las propiedades de conexibn del
espectro |9-Spl; Proposition 3.3| ,|6& -Sp2; Theorem 4.1|
y el lema 1.6 implican que el espectro més negativo con

kl > —(02—3) es {-2,-2,-2,-1} si c2=5’ {-3,-3,-3,-2,-1}

Si Cl=6 y {—(02"3)'.003-5'-43-4,"'3'—3;-2;“1} Si 02 2 7;
que junto con la férmula c,= -22. k;-2c,+2 |#-Spl; Lemma

3.5§nos da c3 < c% -5c2+10, lo cual contradice nuestra hi

pbtesis.

3.5 Proposicibn. No existen haces reflexivos estables de

rango 3 sobre1P3 con clases de Chern (-2,9,38)

Demostracibn. Supongamos que existiera y llegaremos a una

contradiccibn. Sea k; < ... < k_ _, Su espectro |O=sp1;
B - 2

Theorem 3.1; Lemma 3.4| . De la proposicifn anterior de

ducimos gque kl > -(02-3). Distinguimos varios casos:
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(@) ky= -(02-3)=—6. Un razonamiento anflogo al reali

zado en la proposicibén 3.4, (b3) prueba gque E posee un pla

no inestable de orden 6 y que c3 < cg ~7c2+18= 36, lo cual

contradice que c3=38.

(b) kl= —(c2—4)=—5. Las propiedades de conexibén del
espectro |@-Spl; Proposition 3.3| ,|©-Sp2; Lemma 3.5| im
plican que espectro de E es {-5,-5,-4,-4,-3,-3,-2,-1} .
De donde se sigue que h°E(1)> XE(1)-h’E(1)=3 y se finali
za con un razonamiento anélogo al realizado en la proposi
cién 3.4 (bl).

(c) k, > —(c2—5)=-4. Las propiedades de conexibn del

1
espectro |[©-Spl; Proposition 3.3| , |0-Sp2; Theorem 4.1|
y el lema 1.6 implican que el espectro m&s negativo con
kl > -4 es {-4,-4,-4,-4,-3,-3,-2,-1} que junto con la f6r

=-2 Z_ki-2c2+2 |0=spl; Lemma 3.5| nos da C3 < 2 -

mula c 2

3

-7c2+18=36, lo cual contradice nuestra hipbtesis.

En lo que sigue pondremos:

-1+ 4c2—11
BO= b(0102)=b(-2ic2)= r Y

2

B,= b(-1,c =-1+ C,~2

1 2)

3.6 Teorema. (a). Si c1=-1, entonces para todo par de en

teros c, > 6yl <r < Bl no existen haces reflexivos es

tables de rango 3 sobre]P3 con clases de Chern (—l,cz,c3)
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gue verifiquen:

2 2 2
(1) c, -2(r+l)c2+2(r+l) < €3 s C, 2rc2
(b) Si cl=—2, entonces para todo par de enteros c, >
s 5y1 <cr < B0 no existen haces reflexivos estables de

rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (-2,c2,c3) que verifi

guen:

2 2 2
(2) c, —(2r+3)c2+2(r+1) < 03 < C, —(2r+1)c2+2r.

(c). Si €,=0, entonces para todo par de enteros c., >

2

s 5y1 «<rx < B, no existen haces reflexivos estables de

rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (0,c2,c3) que verifi
qguen:

2 2 2
(3) c, —(2r+1)c2+2(r+1) -2r < C3 < c2 —(Zr-l)cz.

Observacidn. Las hipS&tesis sobre €, y r del enunciado son

para garantizar que las condiciones (1), (2) y (3) son no

vacias.

Demostracibn. (a) Dado gque el caso c2=6 fue probado en la

proposicibn 3.3, podemos suponer que c, > 6. Ademis tenien

do en cuenta gque para todo c, > 6 y para todo 1 < r «< Bl
2 z z

2]

se verifica que cg -2(r+1)c2+2(r+1)2+2 > 32 +cz-2 podemos

también suponer que tenemos un haz reflexivo estable de

2
c

rango 3 sobreIP3 con cl=—1 y ¢3 > —%~ +c2—2. De la propo

sicién 3.1 deducimos que E posee un plano inestable H de

C.=3
orden cz-r con 1 < r « g . Consideremos la sucesibén de
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reduccibén determinada por E y H (Preliminares;Teorema 12)1
(*) o —>E'! —3> E —> IZH(r-cz) —> 0
donde Z es un subesquema de dimensifn o de H.Sea n=longﬁ’z.

Entonces E' es un haz reflexivo de rango 3 sobreIP3 con cla
ses de Chern(-z,r+1,03-r-(c§ ~2rc2+r2)+2n). Afirmamos gque el

tipo genérico de descomposicibén de E' es (-1,-1,0). En efec
to, sea LcJP3 una recta genérica no contenida en H y con

L n Z=g, restringiendo a L la sucesidn exacta (*), obtenemos
la sucesibn exacta:

¥
°© — B B0 yap —0©
de la que se deduce que 0O < h°E'L < h®°E;=2 y h°E'L(—1)=o.

Por lo tanto, el tipo genérico de descomposicibn de E' es
(-1,-1,0) o (-2,0,0). Supongamos que fuese (-2,0,0) y veamos
gue se obtiene una contradiccibn. Elijamos un plano H0 sufi
cientemente general para gque EHO sea un haz localmente libre

un haz localmente libre de rango 3,
0

HO# H, HO(\ Z= g y el tipo genérico de descomposicibn de o

estable de rango 3, E'H

0

(resp. E'y ) sea (-1,0,0) (resp. (-2,0,0)). En virtud de |6-s-
0

-S;Cap II, Theorem 2.1.4| existe un subhaz normal FcE'H de
: 0

rango 2 y con tipo genérico de descomposicibén (0,0), en parti

1
. 1 = - =
cular tenemos que ch—o, FcE HézEHo Y‘N(F) o > 3 fMEHO)

lo cual contradice la estabilidad de E

Hy
Al ser el tipo genérico de descomposicién de E'(-1,-1,0),
estamos en condiciones de aplicar |g-Spl;Theorem 4.1| y obte

ner gue cBE' < rz—r.
Busquemos ahora una cota inferior de c3E'. Para ello dua
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lizamos la sucesibn exacta(*) y obtenemos la sucesibn exacta:
() o — E'(-1) —> E' (-1) — Iy (c,mr) —> ©

donde W es un subesquema de dimensibén o de H. Restringien

do la sucesidn exacta (**) a una recta general deIP3 y te

niendo en cuenta que (E'V)LC._a(EL)V vemos que el tipo ge

nérico de descomposicifn de E'v(—l) es (-1,0,0). Por otro

lado, h°E'V(-1) <1y h°E',"(-1) <1. En efecto: si h°E'’

(~1) > 2, elegimos dos secciones linealmente independien

tes S, Y s, de E'V(-l), la seccibn s, N s, es una seccibn

no nula de ﬁ@ E'V(~-1) = E' lo cual contradice que H°E'=o0.
Puesto que h°E‘V(—1) <1, aplicando el "glueing lemma"
| E-H-V; Lemma 1.2| se tiene que h°E'HV(—1) < 1.

Al aplicar |0-Spl;Theorem 4.1]| se obtiene que:

—

c3E'v(-l) < r2, i.e. c3E' > -rz—r+25' donde s'=long Extl
(E'IO)'
En definitiva, se tiene que:

_2_ . b o (2 2 2_ ,
r-r+2s §c3E -c3 r (c2 2rc2+r ) +2n <r’-r, i.e.,

-2YC +2r2—2n

2 'V
c2 2rc2+2(s n) <¢j ¢ 2

NN

peron > oy s'-n > o ( Preliminares; Teorema 12), por lo

_tanto:

2 2 2
02 —2rc2 < c3 < 02 -2rc2+2r .

De donde resulta que no existen haces reflexivos es

3

tables de rango 3 sobre IP” con clases de Chern (~1,c

2%3)
que verifiquen:
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(1) 02

2
2 c2 -2r02.

-2(r+1)c:2+2(r+1)2 < c3 <

N6tese que para la existencia de un entero Cy = c,

(mod.2) en el intervalo (1) es necesario y suficiente que

2
c

2 ~2(r+1)02+2(r+1)2+4 < cg -2rc2, y ro> 1, lo cual es

equivalente a -c2+(r+1)2+2 <0, YIr>1l; y por lo tanto a

1l «cr < -1+ \/ 02-2 =By ¥ c, > 6.

(b) Dado que los casos c2=5,6,7,8 y 9 fueron tratados

en las proposiciones 3.4 y 3.5, podemos suponer gque c, > 9.

Adem8s teniendo en cuenta gue para todo c, > 9 y para todo

€

1 <r < BO se verifica que cg -(2r+3)c2+2(r+1)2+2 >
= - 2

-2 podemos también suponer que tenemos un haz reflexivo

estable de rango 3 sobre]P3 con clases de Chern cl=-2,

2
c
c3 > -2 - 2. De la proposicibn 3.1 deducimos que E posee
2 c2-3
un plano inestable H de orden ¢,~Ir con l <r < . Con
- =, -

sideremos la sucesibén de reduccibn determinada por E y H
(Preliminares; Teorema 12):

A ' Y -—
o} > E > E ———>IZH(r c2)<~—9 o

donde Z es un subesquema de dimensibn cero de H. Sea n=

=long¢9z. Entonces E'(l) es un haz reflexivo de rango 3
3 2 2
sobre IP” con clases de Chern (O,r—l,c3+c2—r—(c2 —2rc2+r )+

+2n) . Afirmamos que E', y por lo tanto E'(l), es semiesta
ble. En efecto, si E' no fuese semiestable, existirifia un

subhaz coherente F<E' con o < rgF < rgE'=3 y tal que qu)=
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cl(F)

—
=

>PiE‘)= -1, Distinguimos dos subcasos: si rgfF=1,
rgF

entonces ¢, (F) > -1, de donde se deduce que c,F > o y con
cluimos queJNAF) :‘p(E) contradiciendo la estabilidad de E;
si rgF=2, entonces cl(F) > =2, de donde se deduce que cl(F)
> -1 y por lo tanto ,P(F).Z/“(E) contradiciendo la esta
bilidad de E.

Sea s'=long Extl(E',@ ). Al aplicar el teorema 1.4 a
E' obtenemos:

2o ' e 2 2_ 2_ .
r +r=2s < c3E —cB+c2 r (c2 +r 2c2r) +2n <xr’-r , i.e.

c% —(2r+1)c2+2r+2(s'~n) < C, <C ~(2r+1)c2+2r2~2n,

NN

3
eron > oy s'-n > o (Preliminares; Teorema 12), por lo
p — -

tanto:

2 2 2
c2 —(2r+1)c2+2r < c3 < c2 ~(2r+1)cz+2r .

Esto implica que no existen haces reflexivos estables
de rango 3 sobre P> con clases de Chern (-2,¢,,c3) que ve
rifiquen:

(2) cg ~(2r+3)c2+2(r+1)2 < c3 < cg -(2r+1)c2+2r.

N6tese que para la existencia de un entero 3= ©

(mod.2) en el intervalo (2) es necesario y suficiente que

C% —(2r+3)c2+2(r+1)2+4 < cg —(2r+1)c2+2r, yr > 1, lo cual
-1+ 4c2~ll
es equivalente a c, > 5yv1«<«<r < = BO.
- - - 2

(c) En |E-H-V; Example 7.4.1| Ein, Hartshorne y Vo

gelaar prueban que para todo entero c,y > 5 no existen ha

ces reflexivos estables de rango 3 sobre]P3 con clases de

de Chern c

170 cg =3c,+6 < cg < cg -c,. Por lo tanto,basta
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gue demostremos que para todo par de enteros CyrX tales que

1 <r < BO Yy ¢, > 9 no existen haces reflexivos estables de
rango 3 sobreIP3 con clases de Chern c4=0, cg -(2r+1)cz+ 2
(r+1)2—2r <y < cg —(2r—1)c2. Adem&s, teniendo en cuenta

gue para todo 2 < r « BO Yy ¢, > 9 se verifica que c% - (2r+
cz

+1}cz+2(r+1}2~2r+2 > ~%~+ cy- % » podemos suponer que tene

mos un haz reflexivo estable de rango 3 sobreIP3 con clases

2
c
de Chern c,=o0, c, > ~g»+c -3 . De la proposicibn 3.1, dedu
1 3 2 2 2 -
cimos que E posee un plano inestable H de orden C,-r para

c
ciertor, 1 <r < —% -1. Consideremos la sucesibn de reduc

cibn determinada por E y H (Preliminares,Teorema 12):

3 L 5 S -
o) E » B > IZH(r cz) —— O

donde Z es un subesquema de dimensién o de H. Sea n=long
C7Z. Entonces E' es un haz reflexivo de rango 3 sobre P> con

clases de Chern (—1,r.c3~c2-(c§ +r2~2c2r)+2n). Afirmamos

que E' es estable. En efecto, si E' no fuese estable, exis

tirfa un subhaz coherente F'CE con o < rgF <« rgE' y tal que
¢, (F) -1

;KP) = >;&E‘}= —— . Distinguimos dos casos, si rgfF=l,
rgF - 3

entonces 3cl(F) > =1, de donde se deduce que 3c1(F) > 0y

concluimos gue }L(F} > )*(E) contradiciendo la estabilidad
de E; y si rgF=2, entonces 3Cl(F) > -2, de donde se deduce

gue 3c1(F) > o contradiciendo la estabilidad de E.

Sea s'=long Extl(E‘ﬁ). Al aplicar |E-H-V; Theorem 4.3|
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obtenemos:

—r2+25' <C E'=c3—c2—(c§ +r2-2c2r)+2n §_r2-2r+2 , 1.e,

3
c2 -{2r-1)c.,+2(s'=-n) «<c, <« 02 -{2r-1)c +2r2-2r+2-2n'

2 2 -3 =72 2 !
peron > o, y s'-n > 0 (Preliminares; Teorema 12), por lo
tanto:

2 2 2
02 --(2r-1)c2 5_03 :’cz —(2r—1)c2+2r -2r+2.

Esto implica que no existen haces reflexivos estables

de rango 3 sobre]P3 con clases de Chern (0,c2,c3) que ve

rifiquen:

(3) ¢? —(2r+l)c +2(r+1)2-2r <c, <c? -(2r-1)c
2 2 3 2 2°
NStese que para la existencia de un entero c3 = 0

(mod, 2) en el intervalo (3) es necesario y suficiente que

cg -(2r+1)c2+2(r+1)2-2r+4 i.cg —(2r-l)cz, y r > 1; lo cual

-1+ 4c2—ll
2_>_5yl_<_ri " =BO.

es equivalente a ¢

En particular, para haces localmente libres estables
normalizados de rango 3 sobreIP3, el teorema anterior nos

da el siguiente resultado:

-1+ \ fac,-7
)1=b(~2,c+1)= 2

Pongamos anb'(~l,c
2

2 Y

Bsz‘(~2,c2):=b(-1,02~l)= -1+ c2~3

3.7 Teorema (a) Si clz-l, entonces para todo par de ente

ros ¢, > 6yl«<r < B, no existen haces localmente libres
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3

estables de rango 3 sobreIP” con clases de Chern (~1,c2,c3)

gque verifiquen:

2 2 2
(1) c -—2(r+1)c2+2(r+1) £C3 < C, -—2rc2.

2
Y para todo par de enteros Cy2 4 vy 1 < < B2 no existen

haces localmente libres estables de rango 3 sobre]P3 con

clases de Chern (-1,c,,c,3) que verifiquen:
2 2 2
(2) -c, +2(r-—1)c2 < C3<- Cy +2rc2~2r -2r .
(b) si cl=~2, entonces para todo par de enteros Cy>
>5y1 <r 5_B0 no existen haces reflexivos estables de

rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (-2,c2,c3) que veri

figuen:
(3) c2 -(2r+3)c_+2(r+1)° <c. <c? -(2r+l)c.+2r
2 2 <F3 < "2 2 s

y para todo par de enteros c >7Tyl <r < B3 no existen
haces localmente libres estables de rango 3 sobreIP3 con
‘clases de Chern (-2,c2,03) que verifiquen:

2

(4) -c5

2
+(2r+l)cz-2r < ey<-c, +(2r+3)c2~2(r+1)(r+2).
{(c) S8i c,=0, entonces para todo par de enteros cy >

>5y1«<r < By no existen haces localmente libres de

rango 3 sobreIP3 con clases de Chern que verifiquen:
(5) c2 -(2r+l)c +2(r+1)%-2r <c, < c? -(2r-1)c
2 2 3 2 2

6
(6) =c2 +(2r-1)c. < ¢, < =2 +(2r+1)c.~2 (r+1) 242
2 2 3 2 2 r.

Observacibn. Las hipbtesis sobre C, ¥y r del enunciado son
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para garantizar que las condiciones (1) - (6) son no va-

cias.

Demostracién. S&6lo probaremos (a), un argumento similar

prueba (b) y (c)-
(a) Que para todo par de enteros CorT tales que Cy 2

>6 y 1l <r <B, no existen haces localmente libres esta

1
bles de rango 3 sobreIP3 con clases de Chern (-1,c2,c3)

que verifiquen:
2 2
©2 3 <27 2,

es una consecuencia inmediata del Teorema 3.6.

-2(r+1)c2+2(r+1)2 <c. <€

Veamos que para todo ¢, > 4, 1 <r <B, tampoco exig

2
ten haces localmente estables de rango 3 sobreIP3 con cla

.ses de Chern (-1,c2,c3) gue verifiquen:

3 < —c2 +2r02-2r2-2r.

2
-C +2(r-1)c2 <C 2

2

Procedamos por reduccibn al absurdo. Sea c, > 4, 1 <r <B

3 .

2
y E un haz localmente libre estable de rango 3 sobreIP

2

con clases de Chern (-1,02,03) con —cg +2(r—l)c2 < c3 <
< -cg +2rc2—2r2—2r. Entonces Ev(-l) es un haz localmente

libre estable |0-S-S; Cap II, Proposition 1.2.4| de rango

3 sobreIP3 con clases de Chern (-2,c,+1,-cC -c,) |E-H-V;

2 3

Lemma 4.1| , con (c,+1) 2= (2r+3) (o, +1)+2 (x+1) *=c2 - (2r+1)
e +2r242r < ¢ EV(-1)=—c mc, < €2 =(2r-1)c.=(c,+1) 2= (2r+1)
2 3 37% < S 2= (3

4c2+l)+2r lo cual contradice el Teorema 3.6 (b).
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